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Resumen 1

Resumen

En 1988 Lachaud introdujo la clase de los cédigos proyectivos tipo Reed-
Muller, los cuales se definen evaluando el espacio de polinomios homogéneos
de un grado fijo d en los puntos de P*(FF,), el espacio proyectivo n-dimensional
sobre el campo finito con ¢ elementos F,.

La parte medular de este trabajo consiste en estudiar los cddigos que se
generan evaluando estos mismos polinomios en los puntos F,-racionales de
un Rollo Normal Racional generalizado, el cual es una variedad proyectiva
definida sobre la cerradura algebraica de F,. Dicha variedad puede construirse
a partir de un conjunto de curvas normales racionales contenidas en espacios
lineales complementarios de un espacio proyectivo.

Entre otras cosas se determina una féormula para la dimensién de estos
cédigos en el caso general, asi como las formas simplificadas que esta férmu-
la adopta bajo ciertas condiciones. También probamos que en ciertos casos
nuestra construccion resulta ser equivalente a un producto directo de los
codigos originalmente definidos por Lachaud. Damos el valor exacto para la
distancia minima para estos casos especiales. Utilizamos técnicas basadas en
las bases de Grobner.

Introduccién

Podriamos decir que la moderna teoria de cédigos tiene sus origenes a
finales de la década de 1940. No haremos una lista exhaustiva, pero entre
los trabajos méds influyentes podemos citar el de Claude Shannon [38], el de
Marcel Golay [18] y el de Richard Hamming [23]. El lector interesado en
ahondar en la historia del génesis de la teorfa de cédigos puede consultar [6].

A grandes rasgos, podemos decir que la teoria de codigos surgié como
respuesta a problemaéticas relacionadas con la transmision y almacenamiento
de informacién digital. Como es bien sabido, un fragmento de informaciéon
digital puede ser representado como una sucesion de ceros y unos, donde a
cada elemento de la sucesién se le llama bit. A veces ocurren errores al alma-
cenar o transmitir informaciéon que provocan que uno o varios bits cambien
su valor de 0 a 1 o viceversa.

La idea basica de la teoria de codigos es agregar redundancia a la infor-
macion para hacerla mas robusta frente a los errores. A este proceso se le
conoce como codificacion y el resultado obtenido es un cédigo. Para recupe-
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rar la informacién se extrae la redundancia agregada, lo cual constituye la
fase de decodificacion.

Desde su surgimiento, la teoria de cédigos ha tenido un gran crecimiento
relacionando entre si a varias areas de las matematicas, la computacion y la
ingenieria eléctrica. Esta teoria ha encontrado importantes aplicaciones en el
area de las comunicaciones digitales, entre las que pueden contarse la trans-
misién de informacién desde naves espaciales, las transmisiones satelitales, la
telefonia celular y el almacenamiento de informacion en dispositivos digitales
-teléfonos celulares, tablets, computadoras, etc.

De entre todos los tipos de codigos, los codigos lineales ocupan un lugar
preponderante. Estos codigos tienen una estructura algebraica de espacio
vectorial sobre algin campo finito que facilita su descripcion, su codificacion
y su decodificacion. Entre los cédigos lineales méas conocidos y usados se
encuentran los codigos de Hamming, Golay, BCH, Reed-Solomon, y Reed-
Muller (ver por ejemplo [26]).

A veces puede transcurrir un lapso de tiempo considerable entre el estudio
teorico de un codigo y su aplicacion en el mundo real. Por ejemplo, los cédigos
de Reed-Solomon fueron creados en 1960 [34], pero su aplicacién masiva tuvo
que esperar a la década de 1980, con la aparicién de los discos compactos.

Los codigos binarios de Reed-Muller son una familia de cédigos lineales
que fueron construidos y explorados por primera vez por Muller [32] en 1954.
En ese mismo ano, Reed describié un algoritmo de decodificacion para estos
codigos. Esta familia de cédigos ha resultado ser de importancia préactica
debido a que tanto su implementacién como su decodificacién son relativa-
mente sencillas [26]. Desde el punto de vista puramente matemético, tienen
relacion con geometrias finitas afines y proyectivas [1].

A los cédigos binarios de Reed-Muller suele llamarseles simplemente codi-
gos de Reed-Muller y, como su nombre lo indica, estdn definidos sobre el
campo con dos elementos Fy. Esta construccion fue generalizada a un campo
finito arbitrario IF, por Kasami, Lin y Peterson en 1968 [27, 28]. A la familia
de codigos resultante se le conoce como codigos Reed-Muller generalizados.

Los cédigos proyectivos tipo Reed-Muller fueron introducidos en 1988 por
Lachaud [29]. Estos cédigos se definen evaluando el espacio de polinomios
homogéneos de un grado fijo d en los puntos F,-racionales de P"*(F,), el
espacio proyectivo n-dimensional sobre el campo finito con ¢ elementos F,,.
Pertenecen a la importante familia de los codigos de evaluacion, a la que
también pertenecen los cddigos de Goppa (ver [19]).
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Sorensen determiné féormulas para la dimension y la distancia minima de
los cédigos proyectivos tipo Reed-Muller en [39], mientras que Renteria y
Tapia-Recillas encontraron esas mismas férmulas usando un enfoque distinto
basado en la funcién de Hilbert [35]. Recientemente, el problema de deter-
minar los pesos generalizados de Hamming para los cédigos proyectivos tipo
Reed-Muller ha despertado interés (ver [3, 4, 20]).

La definicién original dada por Lachaud puede extenderse a subconjun-
tos arbitrarios X del espacio proyectivo P"*(IF,). Ya se han estudiado varias
instancias donde X es el conjunto de puntos F,-racionales de una variedad
proyectiva definida sobre [F,. Entre dichas instancias se cuentan el caso cuan-
do X es una interseccién completa en P™(F,) [15], la variedad de Segre [21],
una superficie cuadratica suave, una variedad torcida de Segre [13], y la va-
riedad de Veronese [36] entre otras [8, 9, 22, 35].

En [8], Carvalho y Neumann estudiaron el caso cuando X es un Rollo
Normal Racional (Rational Normal Scroll) generado por dos curvas norma-
les racionales. En este trabajo estudiamos una generalizaciéon natural del
problema abordado en [8] que surge cuando & es un Rollo Normal Racional
generado por n curvas normales racionales. En [24] se utiliza esta construccion
generalizada del Rollo Normal Racional para construir una familia distinta
de cddigos lineales -usando las coordenadas de los puntos del Rollo como
elementos de una matriz generadora.

En [8] se utilizan técnicas relacionadas con las bases de Grobner y en este
trabajo generalizamos dichas técnicas a nuestro caso. Las bases de Grobner
tienen su origen en la tesis doctoral de Bruno Buchberger [7]. En general,
sirven para resolver problemas acerca de ideales polinomiales - es decir ideales
en el anillo de polinomios de varias variables con coeficientes en un campo
- de una forma algoritmica o computacional. Tienen aplicaciones en algebra
conmutativa, geometria algebraica, combinatoria, optimizacién, critptografia
y por supuesto en teorfa de cddigos (ver entre otros [2, 14, 37]).

En este trabajo se entrelazan varias dreas de la matemaética, a saber: teoria
de codigos, algebra conmutativa, geometria algebraica y combinatoria. El
trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el Capitulo 1 se presentan
los conceptos y resultados basicos de las bases de Grobner, mismos que seran
de utilidad méas adelante.

En el Capitulo 2 se recuerdan conceptos bésicos de teoria de cédigos y
se estudia cémo se pueden utilizar las bases de Grobner para determinar los
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parametros de ciertos codigos lineales. En particular, se calculan los pardme-
tros de los codigos Reed-Muller generalizados usando técnicas de bases de
Grobner. Cabe senalar que los pardmtros de estos coédigos son ya bien cono-
cidos (ver por ejemplo [1, 27, 35]).

Una construccion del Rollo Normal Racional generalizado es presentada
en el Capitulo 3. El contenido de este capitulo estd basado principalmente
en [25], si bien la presentacién tanto de las definiciones y de los resultados
es un poco distinta. Se establecen algunas propiedades basicas tanto de esta
variedad algebraica como de su correspondiente ideal de anulacion. Dichas
propiedades resultardn ser de utilidad para estudiar los cédigos construidos
sobre los puntos racionales de esta variedad proyectiva.

El Capitulo 4 puede considerarse el nicleo de este trabajo. Primero re-
cordamos cémo se definen los cédigos proyectivos tipo Reed-Muller sobre los
puntos racionales del Rollo Normal Racional generalizado. A continuacion
presentamos una construccion alternativa sugerida por la forma en la que se
defini6 al Rollo. Usamos esta construccion adaptando algunas de las técnicas
de bases de Grobner presentadas en el Capitulo 2 para estudiar los codigos
sobre el Rollo. Los resultados principales de este capitulo son los teoremas
4.4.4,44.11,4.4.12, 4.5.7, 4.5.8, 4.6.3 y el corolario 4.6.4. Todos estos resul-
tados han sido publicados en [12].

En el apartado de conclusiones y perspectivas hacemos un recuento tanto
de los avances obtenidos como de algunas metas a futuro.

El Apéndice A incluye un programa en Magma (ver [5]) con el que se
pueden generar ejemplos numéricos para las construcciones de los capitulos
3y 4.

Finalmente, el Apéndice B presenta el algoritmo de Buchberger, el cual
nos dice cémo construir una base de Grobner para cualquier ideal de un anillo
de polinomios con coeficientes en un campo.
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Capitulo 1

Fundamentos de Bases de
Grobner

La historia de la teoria de las bases de Grobner comienza con el trabajo
doctoral de Bruno Buchberger [7]. En dicho trabajo, Buchberger aborda el
siguiente problema: dados un campo k£ y un ideal I en un anillo de polinomios
k[Xi,...,X,], encontrar una base para el anillo cociente k[Xy,...,X,]/]
como k-espacio vectorial. Para resolver dicho problema, Buchberger introduce
el concepto de base de Grobner de un ideal. El nombre lo eligié en honor a
su director de tesis Wolfgang Grébner.

Las bases de Grobner han encontrado miltiples aplicaciones tanto en el

Algebra Conmutativa como en la Geometria Algebraica, permitiendo abordar
diversos problemas desde un enfoque algoritmico o computacional (ver |2,
14]). También han encontrado aplicaciones en el drea de la criptografia y en
la teorfa de cddigos (ver por ejemplo [37]).

En este capitulo se presentan los conceptos y resultados basicos de la
teoria de bases de Grobner, mismos que seran de utilidad mas adelante. El
contenido esta fundamentalmente basado en [10, 14]. Si el lector estd intere-
sado en profundizar mas en este tema, le sugerimos revisar dichas referencias,
asi como [2, 37].

Uno de los objetivos de este capitulo es extender el algoritmo de la di-
visién de polinomios univariados al caso de varias variables. Una pieza cla-
ve para lograr este objetivo es el concepto de orden monomial, el cual nos
permitira ordenar los monomios de un polinomio en varias variables de una
manera analoga a como ordenamos los monomios de un polinomio univariado
con respecto al grado.
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El siguiente paso es introducir el concepto de base de Grobner de un ideal
con respecto a un orden monomial dado. Se verd que es posible decidir si un
polinomio f estd en un ideal I dividiendo f entre los elementos de una base
de Grobner para I y observando el residuo: f estd en I siy sélo si el residuo
es cero.

Finalmente se introduce un concepto intimamente relacionado con las ba-

ses de Grobner: la huella de un ideal. Dicho concepto permite entre otras cosas
determinar k-bases monomiales para cocientes de la forma k[ X7, ..., X,]/I.

1.1. Ordenes monomiales

Sea k un campo y denotemos por k[X] al anillo de polinomios k[ X7, ..., X,].
Una expresién de la forma aX{" --- X% donde a € k* y ay,...,a, € Ny se
llama término, mientras que a X7 - - - X2 se le denomina monomsio. En lo
sucesivo usaremos la notaciéon X* := X" --- X% donde o := (ay,...,ap) €
Nj es el vector de exponentes. Denotamos por M al conjunto de mono-
mios de k[X].

Definicién 1.1.1 Un orden monomzial en M es una relaciéon < que cum-
ple los siguientes axiomas:

1. Es un orden total (relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva).

2. Es compatible con la multiplicacién en el sentido que X® < X# —
Xt < XA+ para todo «, 3, € N&.

3. Es un buen orden, lo cual quiere decir que cualquier subconjunto no
vacio A C M tiene un elemento minimo.

Si para dos monomios M, N tenemos M < N y M # N, entonces escri-
bimos M < N.

Lema 1.1.2 Sea =X un orden monomial y M cualquier monomio. Se tiene
entonces 1 = X{--- XY < M.

Prueba: Como = es una relacién reflexiva, se tiene 1 < 1. Ahora sea M # 1.
Si se tuviera M < 1, entonces M**1 < MP* para toda k € N y asf el conjunto

{M* : k € N} no tendrfa un elemento minimo. O
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Ejemplos 1.1.3

1. El orden lexicogrdfico con X, < --- < X; se define estableciendo
que X <., XP sii o = B o si en la diferencia 8 — o € Z", la primera
entrada no cero de izquierda a derecha es positiva.

2. El orden lexicogrdfico graduado con X, < --- < X; se define
estableciendo que X% <jer XP si Y0 oy < S0 Biosi > =
Z?:l /B’L y X jlex X'B

Ejemplo 1.1.4 Comparemos los monomios Y%, XY2 X2V € k[X,Y] usan-
do los 6rdenes monomiales del ejemplo anterior:

1. Usando <.y con Y <. X, tenemos Y10 <., XY? <., X2Y.

2. Usando =<ger con'Y <gper X, tenemos XY? <00 X2Y < gpper YO

Observacién 1.1.5 Hay n! érdenes lexicograficos (graduados) en k[ X1, ..., X,].
Cada uno de ellos se corresponde con un ordenamiento X;, < X;, <--- < X,

n

de las n variables.

1.2. Un algoritmo de la divisién en k[X]

El algoritmo de la divisién en el anillo de polinomios en una variable
k[X] nos dice que para cualesquiera polinomios f,g € k[X], g # 0, existen
q,r € k[X] tales que podemos escribir:

f=q-g+r,

donde el residuo 7 o es cero o cumple gr(r) < gr(g). El siguiente resultado
es bastante conocido y se prueba haciendo uso del algoritmo de la divisién
(ver por ejemplo [17]):

Teorema 1.2.1 El anillo k[X] es un dominio de ideales principales. En otras
palabras, todos los ideales de k[X] son de la forma I = (g) para algin g €
k[X].
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Como consecuencia de este resultado, podemos saber si un polinomio f
pertenece a un ideal 0 # I = (g) € k[X] usando el algoritmo de la divisién:
f € (g) siy sdlo si el residuo al dividir f entre g es cero.

Por otro lado, los ideales de k[X7, ..., X,] no son necesariamente princi-
pales para n > 1, pero si son finitamente generados, tal como lo establece el
teorema de la base de Hilbert -ver por ejemplo [14]:

Teorema 1.2.2 Todo ideal I C k[Xy,...,X,] tiene un conjunto finito de

generadores. Dicho de otra forma, I = (g1,...,9s) para algunos gi,...,gs €
I.

Nuestra meta en este seccién es presentar un algoritmo (teorema 1.2.5)
que permita dividir un polinomio f € k[X] entre una s-tupla ordenada
g1, ---,gs de polinomios en k[X]. Esto quiere decir escribir f en la forma

f=aig1+--asgs+r,

donde los cocientes ay, ..., as y el residuo r son polinomios en k[X].

Cuando dividimos polinomios de una variable, ordenamos los términos
de los polinomios involucrados de acuerdo con el grado. De hecho, usando el
lema 1.1.2 y la compatibilidad de los érdenes monomiales con el producto,
vemos que el dnico orden monomial que existe en k[X] es el dado por el
grado: 1 < & < 22 < ---. Al dividir polinomios en varias variables también
ordenamos los monomios con respecto a un orden monomial, pero en este
caso se tienen muchos 6rdenes monomiales a elegir.

Definiciones 1.2.3 Sea f = > a;M; € k[X] un polinomio no cero, donde
a; € k,a; #0, M; € M para todo 1 <i <my M; # M; para i # j. Sea
< un orden monomial y 1 <[ < m tal que M; es el monomio més grande
que aparece en la expresion de f con respecto a este orden monomial. A
M; le llamamos el monomio lider (en inglés “leading monomial”) de f
y lo denotamos como Im(f). El término lider (“leading term”) de f es
It(f) := a;M;, mientras que el coeficiente lider (“leading coefficient”) de

fesle(f)=a.

Antes de enunciar el resultado principal de esta seccién, daremos un ejem-
plo que nos permitirda comprenderlo mejor.
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Ejemplo 1.2.4 Dividamos f = X?Y + XY? +Y? entre g; = XY — 1y
g2 = Y2 —1. Elegimos el orden lexicogréfico con Y < X. Primero observamos
que los términos de todos los polinomios involucrados ya estan dispuestos en
orden descendente de acuerdo a <. Ahora disponemos los polinomios segiin
el siguiente esquema grafico:

ag: r:

Q9 :
g1: XY —1 | X2Y + XY24Y?2 —p=X?Y + XYV?+Y?
g Y2 -1

Tenemos un dividendo f = X2Y +XY?+Y? y dos divisores g; = XY —1,
g2 = Y? — 1. Asociamos respectivamente un cociente a cada uno de estos
divisores: a1, as. Tenemos también un residuo r y un dividendo parcial p.
Inicialmente el dividendo parcial es igual a f.

Observamos que lt(p) = X?Y es divisible entre /t(g;) = XY . Entonces,
actualizamos el valor del primer cociente: a; := lt(p)/lt(g;) = X. También
actualizamos el valor del dividendo parcial: p := p— (It(p)/lt(g1))g1 = X?Y +
XY24 Y2 - X (XY -1)=XY2+ X +Y2

ap: X T
a9 .
g1 XY —1 | X?2Y + XY?24+Y?
g Y? —1
X%y - X

XY?+X+Y? —-p=XY?4+Y2-X

Ahora, It(p) = XY? es divisible tanto por lt(g;) = XY como por lt(gy) =
Y2, Sin embargo, por la manera en la que ordenamos los dividendos, g; tiene
prioridad y actualizamos su cociente asociado: a; := a1 +1t(p)/lt(g1) = X+Y.
Actualizamos el valor de p de manera analoga a lo hecho en el caso anterior:

p:=p—(lt(p)/lt(g1)g1 = X + Y24 Y.
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ay: X+Y T
Qo
g: XY —1 | X?Y + XY?24Y?
g Y? —1
XY - X
XY’ + X +Y?
XY?-Y

X+Y?’+Y —=p=X+Y?+Y

A diferencia de los pasos anteriores, vemos que [t(p) = X no es divisible
ni por lt(g;) = XY ni por lt(gs) = Y2 Entonces, restamos lt(p) de p, p :=
p—It(p) =Y?+Y, y lo sumamos al residuo, r := lt(p) = X.

a: X+Y r: X

Q9.

g1: XY —1 | XY + XY?24Y?
gp: Y2 —1

X%y - X

XY?+X +Y?

XY?-Y

X+Y?+Y

Y24+Y —p=Y24Y

En el paso siguiente, observamos que lt(p) = Y? no es divisible por
It(g1) = XY pero si lo es por lt(gs) = Y2 Entonces actualizamos los va-
lores de ay y p: ag = lt(p)/lt(g2) =1, p:=p — (lt(p)/lt(g2))g92 = Y + 1.

ap: X+Y r: X
Qs : 1
g1: XY —1 |X2Y + XY?2+Y?
g Y2 —1
XY - X
XY?+ X +Y?
XY?2-Y
X+Y?+Y
Y24Y
Y2 -1

Y+1 —=-p=Y+1
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Ahora lt(p) = Y no es divisible ni por [t(g;) ni por lt(g2). Lo restamos de
p vy lo sumamos al residuo para obtener p:=1,r= X +Y.

ap: X+Y r: X+Y
Qs : 1

g1: XY —1 |X2Y + XY?24+Y?

g Y2 —1

X%y — X
XY?’+ X +Y?
XY?-Y
X+Y?4+Y
Y24+Y
Y2 -1
Y +1

1 —-p=1

Nuevamente, [t(p) = 1 no es divisible ni por lt(g;) ni por lt(gs). Como en

el paso anterior, lo restamos de p y lo sumamos al residuo obteniendo p := 0,
r=X+Y+1.

ag: X+Y r: X+Y+1
ao: 1

g1: XY -1 | X2V + XY2+Y?

g Y2 -1

X%y - X
XY?+X+Y?
XY?-Y
X+Y24+Y
Y24+Y
Y2 -1
Y+1
1

0 —-p=0

Como p = 0, el procedimiento ha finalizado. Obtuvimos los cocientes
a1 =X+Y,a; =1yelresiduor =X +Y + 1, con lo que expresamos a f
en la forma:

f=a1g1 +axgs + 1,

o bien,
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XY + XY?24+ V2= (X+Y)(XY -1)+(D)Y?-1)+ X +Y +1.

Este ejemplo ilustra el siguiente resultado general, cuya demostracion
puede ser consultada en [14]:

Teorema 1.2.5 Sea < un orden monomial en k[X] y sea G = (g1,...,9s)
una s-tupla ordenada de polinomios. Entonces, todo polinomio f € k[X]
puede escribirse en la forma f = a1g1 + -+ + asgs +r, donde a;,r € k[X] y
r =0 or es una k-combinacion lineal de monomios, ninguno de los cuales
es divisible por ninguno de los lt(g1),...,lt(gs). Llamamos a los ay, ..., as
cocientes y a r un residuo en la division de f por G. Mds aun, si a;g; # 0,
entonces Ilm(a;g;) < Im(f).

1.3. Definicién de base de Grobner y propie-
dades basicas

Ahora que ha sido presentado un algoritmo de la divisién en k[ X7, ..., X,],
surge la pregunta si éste permitira decidir si un polinomio f pertenece a un
ideal I = (g1,...,gs) tal como en el caso de una sola variable. Por un lado,

si al dividir f entre G = (g1, ..., gs) se obtiene un residuo cero, es decir, si

f=a1g1+ - asgs,

con a; en k[Xy,...,X,| parai = 1,...,s, entonces es obvio que f € I. Sin
embargo, si obtenemos un residuo distinto de cero,

f:algl+"'asgs+rar7£0a

;podemos concluir que f ¢ I?7 El siguiente ejemplo nos muestra que en
general no es asi.

Ejemplo 1.3.1 Sea k = R y < el orden lexicografico con Z <Y < X. Si
dividimos f 1= X?4+1Y2?Z—Z—1entre G := (g1, g2), donde g, := X?+2%—1,
go = X?>+Y?+ (Z —1)* — 4, obtenemos:

X241V Z-7-1 = 1 (X?+Z22—1)+0-(X2+Y?+H(Z-1)2—4)+3Y2Z - 2>~ Z;

es decir, obtenemos como residuo 1V?Z — Z? — Z # 0. Sin embargo, si

dividimos f entre G’ := (g2, g1), el resultado es:
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X2+ 72 -7 -1=(—3Z41) (X2 + 22— 1)+ 12 (X?+Y?+(Z—1)2—4);
es decir, tenemos un residuo cero y concluimos que de hecho f € I := (g1, g2).

Este ejemplo nos muestra que en el algoritmo de la division, tanto los
cocientes como el residuo dependen del orden en que se tomen los dividendos.
En particular, un orden de los dividendos puede arrojar un residuo cero,
mientras que un orden distinto dé como resultado un residuo distinto de
cero. Esto nos motiva a introducir el siguiente concepto.

Definicién 1.3.2 Sea I C k[X] un ideal no cero y < un orden monomial.
Un conjunto {g1,...,9s} C I es una base de Grébner para I (con respecto
a =) si para todo 0 # f € I se tiene que Im(g;) | Im(f) para algin 1 <i <.

Lema 1.3.3 Sea {g1,...,9s} C I una base de Grébner para I. Entonces,
f €1 siy sdlo si el residuo en la division de f por {gi,...,gs} es cero. Ast,
una base de Grébner de I es en particular una base para I como ideal.

Prueba: Escribamos f = a1g1 + -+ + asgs + r usando el algoritmo de la
divisién. Si r = 0, entonces f = ayg; + -+ + asgs, donde a; € k[X] y asi,
f € I. Ahora, sea f € I. Se tiene r = f — (a1g1 + -+ - + asgs) € I. Si fuera
cierto que r # 0, entonces r seria un polinomio no cero en I cuyo monomio
lider no es divisible por Im(g;) para i € {1,...,s}, contradiciendo el hecho
que {g1,...,9s} C I es una base de Grobner para I. O

Proposicién 1.3.4 Sea {g1,...,9s} C I una base de Grébner para I. En
la division de f por{gi,...,9gs}, el residuo es el mismo, independientemente
del orden que elegimos para qi,...,¢gs en el algoritmo de la division.

Prueba: Supongamos que f = a191+ - +asgs +7 =ayg1 +---+algs+1,
donde r,7"a;,a; € k[X] para i € {1,...,s} y ninguno de los monomios que
aparecen en 1,7’ es divisible por Im(g;) para ¢ € {1,...,s}. Se tiene r — 1’ =
(a1 —a))gr+---+(as—al)gs € Iy sedebe tener r—r' = 0, pues de otro modo,
r —r’ seria un polinomio no cero en I cuyo monomio lider no es divisible por
Im(g;) para i € {1,...,s}, contradiciendo el hecho que {gy,...,9s} C I es
una base de Grobner para I. U

Asi pues, las bases de Grobner se comportan muy bien cuando se usan en
el algoritmo de la division. Ahora es natural plantearse la siguiente pregunta:
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i Tiene todo ideal de k[X] una base de Grobner? La respuesta es afirmativa y
este hecho puede demostrarse de forma constructiva usano un procedimiento
conocido como algoritmo de Buchberger.

La idea basica del algoritmo de Buchberger es partir de una base cual-
quiera {gi, ..., gs} de un ideal I C k[X]. Si ésta no es una base de Grébner,
entonces es posible determinar un nimero finito de polinomios g1, ..., g
tales que el conjunto {g1, ..., gs, gs+1, ---, ¢} €s una base de Grobner para I.
El lector interesado puede encontrar méas detalles en [2, 14] o consultar el
Apéndice B de este trabajo.

1.4. La huella de un ideal

El siguiente concepto esta intimamente relacionado con las bases de Grébner
y serd frecuentemente usado mas adelante.

Definicién 1.4.1 Sea I C k[X] un ideal. La huella de I (con respecto a <)
es el conjunto

A(I) :={M € M : M no es monomio lider de ningin polinomio en I}.

El siguiente resultado nos muestra la relacion entre las bases de Grébner
y la huella de un ideal.

Proposicién 1.4.2 Sea I C k[X] un ideal y sea {g1,...,9s} una base de
Grébner para I. Entonces, un monomio M estd en A(I) si y sdlo si M no

es maltiplo de lm(g;) para ningin i € {1,...,s}.

Prueba: Por definicién de A(7), se tiene M ¢ A(I) si y sblo si M aparece
como monomio lider de algiin polinomio en I. Por definicién de base de

Grobner, esto ocurre si y sélo si M es multiplo de algin Im(g;), i € {1,...,s}.
O

El siguiente resultado es de importancia capital para las aplicaciones a la
teoria de codigos.

Teorema 1.4.3 ([10], teorema 2.14) Sea I C k[X] un ideal. Entonces,
B:={M+1:M e A(l)} esuna base para k[X]/I como k-espacio vectorial.



1.4. LA HUELLA DE UN IDEAL 11

Prueba: Sea G una base de Grobner con respecto al mismo orden monomial

usado para definir A(J) y sea f € k[X]. Al dividir f por G, se obtiene
un residuo de la forma r = 22:1 b;M;, donde b; € k' y M; € A(I) para
i€ {l,...,t}. Como f+ 1 = r+ 1, B genera a k[X]/I como k-espacio
vectorial. Veamos que B es linealmente independiente. En efecto, supongamos
que ' e;iM; € Tcone; € ky M; € A(I) parai € {1,...,1}. Entonces, debe
tenerse ¢; = 0 para i € {1,...,{}, pues de lo contrario 22:1 ¢;M; serfa un

polinomio en I cuyo monomio lider no es monomio lider de ningin polinomio

en I. O



Capitulo 2

Bases de Grobner en Teoria de
Cddigos

2.1. Cébdigos lineales

En esta seccion se recordaran conceptos basicos de cédigos correctores de
errores definidos sobre un campo finito. Para mayores detalles puede consul-
tarse la abundante literatura sobre el tema, por ejemplo: [31, 42].

Un cddigo lineal g-ario de longitud n es un IF;-subespacio vectorial C

de F7, donde I, es el campo finito con ¢ elementos. A F, se le conoce como el

alfabeto del cédigo y a los elementos de C' se les llama palabras del cédigo.
Si C' tiene dimensién k sobre [F,, entonces se dice que es un [n, k]-cédigo.

Para dos vectores x = (71,...,%,), y = (y1,- .., Yn) en Fy, la distancia

de Hamming entre x e y se define como

dlx,y) :=8{i:x; #vyi, 1 <i<n}.

Es un hecho bien conocido que la distancia de Hamming es una métrica.

La distancia minima de un cédigo C' se define como:
d = min{d(xz,y):x,y € C, x #y}.

Un cédigo lineal g-ario C' de longitud n, dimension k y distancia minima
d se dice que es un [n, k, d]-cédigo.

12
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2.2. (Cdbdigos de variedad afin

Las bases de Grobner han sido aplicadas al estudio de ciertas familias
de cédigos lineales. Un ejemplo notable de esto es el caso de los cédigos de
variedad afin, los cuales fueron introducidos en 1998 por Fitzgerald y Lax
[16]. En esta seccién se recuerda la construccién de los cédigos de variedad
afin y se muestra cémo se utilizan las bases de Grobner para determinar o
estimar sus parametros bésicos.

2.2.1. Definiciones y calculo de la dimensién

Consideremos un subconjunto X := {Py,...,P,} C A" := A"(F,), el
espacio afin de dimension n sobre el campo finito con ¢ elementos IF,. Sea
Iy ={f €eF,X]: f(P) =0 para todo P € X} el ideal de anulacion de
X.

Consideremos la funcién evaluacién sobre X
¢FQ[X]/IX _>an7 f+-[2‘(}_> (f(P1)77f(Pm))

Proposicién 2.2.1 ([10], teorema 3.7) El mapeo ¢ es un isomorfismo de
espacios vectoriales.

Prueba: Es claro que ¢ es un mapeo lineal inyectivo. Dado el punto P, =
(air; .. aim) € A", sea fi := [[}_;(1 — (X; — a;)”"). Resulta claro que
fi(P;) = 6;; y por consiguiente ¢ es suprayectiva. O

Definicién 2.2.2 Si L C F [X]/Ix es un F,-subespacio, se define Cp :=
¢(L) C F como el cédigo de variedad afin sobre X

Del Teorema 1.4.3 se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.2.3 El conjunto {M € A(ly) : M + Ix € L} es una base
para L, donde A(Ix) es la huella del ideal Iy. En particular, dimg, (Cr) =
dim(L) = |{M € A(Ix): M + Iy € L}|.
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2.2.2. Estimacion de la distancia minima

La distancia minima de C7, es
d(Cr) = min{[sop(f(P1),..., f(Pn))]: f+ Ix € L\{0}},

donde sop(f(Py), ..., f(Pn)) denota el soporte del vector (f(P1), ..., f(Pn)),
es decir, el conjunto de entradas no cero.

Para f € F,[X] sea Iy :=Ix+ (f) ={9g+hf:g€ lx,h € F[X]}, ¥y
V(Ix,y):={P e X :g(P)+h(P)f(P)=0 para todo g+hf € Iy} Estoes
equivalente a definir V(Iy ) := {P € X : f(P) = 0}. El siguiente resultado
se sigue directamente de las definiciones.

Lema 2.2.4 Para f + Ix € L\{0} se tiene que d(CL) < |X| — |V (Ixy)|.
Mas ain, d(Cr) = min{|X| — |V(Ix )| : f+ Ix € L\{0}}.

Lema 2.2.5 Para todo f + Ix € L se tiene |V (Ix )| < |A(Lxf)|.

Prueba: Dado f+ Iy € L, sea V(Ix ) = {Q1,...,Q:}. Usando el mismo
razonamiento que en la proposicién 2.2.1, existen polinomios fi, ..., f; tales
que f;(Q;) = 05, 1,5 € {1,...,t}. Asimismo, no es dificil checar que {f; +
Iy s:1<1i<t}esun conjunto linealmente independiente en F,[X]/Iy ¢ lo
cual muestra que |V (Iy f)| < dim(F,[X]/Ix ) = |A(Lx f)|- O

Definicién 2.2.6 Sea {g,..., gs} una base de Grébner para Iy y f+Iy € L.
La pseudohuella de Iy, denotada A(X, f), es el conjunto de monomios en
F,[X] que no son multiplos ni de Im(f) ni de Im(g;) parai € {1,...,s}.

Lema 2.2.7 Para todo f+ Iy € L se tiene A(Iy5) C A(X, f).

Prueba: Mostraremos que dado un monomio M, M ¢ A(X, f) implica
M ¢ A(lyy). La condicion M ¢ A(X, f) quiere decir que M es miltiplo
va sea de Im(f) o de algun Im(g;), i € {1,...,s}. Si Im(g;)|M, entonces
M €Iy CIyyconloque M ¢ A(lyy). St M = h-Im(f), se tiene M =
Im(h- f) € (f) CIxy, conlocual M ¢ A(lxy). O

Lema 2.2.8 Para todo f+ Iy € L se tiene |X|—|A(X, f)| = {M € A(lxy) :
Im(f)[M}].
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Prueba: Tenemos A(X, f) € A(Iy) y por la proposicién 2.2.1, |X| =
|A(Lx)], ast que [X| = [A(X, )] = |ALx)| = |AX, f)] = [AUL)N\A(X, f)] =
{M € A(lx) : Im(f)|M}]. [

Proposicién 2.2.9 Para M € A(ly), definimos
S(M) = [{N € A() : MINY].
Se tiene entonces la siguiente cota inferior para la distancia minima:
d(Cr) > min({6(M) : M € A(Ix)}).

Prueba: Del lema 2.2.4 sabemos que para algun f + Iy € L\{0} se cumple

d(Cp) = |X| = |V(Ix,)|- Usando los tres lemas anteriores se tiene

X = [V(Ixg)| = X[ = [A(Ix )| =
X =AW, N = {M e A(lx) - lm(f)|M}],

para todo f+ Iy € L\O. Silm(f) € I, entonces (f —Im(f))+Ix = f+ Ix.
Por la proposicién 2.2.3, el conjunto {M € A(ly) : M + Iy € L} es una
base para L como F,-espacio vectorial. Por lo tanto, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que f es una combinacion lineal de monomios en
A(Iy), asi que en particular Im(f) € A(Iy). O

Corolario 2.2.10 Sea M* € A(Iy) tal que
S(M*) =min({6(M) : M € A(Ix)}).

Si existe un f 4+ Iy # 0+ Iy tal que Im(f) = M* y {f,g1,-..,9s} €s una

(M),

base de Grébner para Iy ¢, entonces d(Cr)

2.3. Cdbdigos Reed-Muller generalizados

Los codigos Reed-Muller generalizados fueron introducidos por Kasami,
Lin y Peterson en 1968 (ver [27]) y forman parte de la familia de cédigos
de evaluacién. En 1997, Renteria y Tapia-Recillas usaron técnicas de dlgebra
conmutativa para obtener de una manera alternativa sus pardmetros [35].
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Estos codigos pertenecen a la familia de los cédigos de variedad afin. En la

presente seccion aplicaremos las técnicas de bases de Grobner descritas en la

seccién anterior al estudio de los codigos Reed-Muller generalizados obtenien-

do resultados ya conocidos (ver[1, 27, 35]). Esto nos permitira familiarizarnos

con la forma en la que se usan las bases de Grobner en la teoria de codigos.
En el caso que nos ocupa tenemos X = A" y

L={f+Iu: f €F,[X],f =00 deg(f) < d}.

Llamamos a Can(d) := Cf, el cédigo de Reed-Muller de orden d. Con
< denotaremos al orden monomial lexicografico dado por X; < --- < X,.
Necesitamos el siguiente resultado:

Lema 2.3.1 ([35], proposicién 1 y observacién 1) FEl conjunto
{X!-X;:1<i<n}
es una base de Grobner para Iy» con respecto a <.
Observemos que de acuerdo con la proposicién 1.4.2,
A (Ipn) = A(Ipn) = {X7" - X2 : 0 < oy < g para 1 <i<n}.

Teorema 2.3.2 ([1], teorema 5.5; [35], proposicién 5)

La dimension de Can(d) es Z(_ly (”) (n +d— ZCZ)’

— i d—1iq

Prueba: El conjunto {M + Iyn : M € A(Ipn) y deg(M) < d} es una base
para Cyn(d) como F-espacio vectorial.

n
Ahora bien, los monomios X{" - X2 € A(Ipn) con E Q; = j se corres-
i=0
ponden con las soluciones enteras a la ecuacion

al + “ e + an — j
con las restricciones 0 < «o; < ¢ para 1 < ¢ < n. A su vez, el nimero

de soluciones a esta ecuacién con las restricciones dadas es el coeficiente de
grado j de
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(14X 4 XTI = 11__))(:)71:
(1—X9". {a —lX)n _ li(_l)@(?)xiq] Lf; <I<:+Z_ 1>Xk] |

el cual es > (—=1)'(7) (”+§:Zg_1). Sumando esta expresion desde j = 0 hasta
=0

J = d obtenemos:

)

SR ()T - SR ()
S (e

i=0 j=iq
Efectuando los cambios de variables [ := j — iq, r = d — iq, la expresion

d T
a1 I —1
Z (n +J - ) se transforma en E (n + ) Haciendo uso de la

j=ia S =0 :

- -1
identidad binomial (n + T) = E (n +l ) y regresando a las variables
r
1=0

originales obtenemos:

i n+j—ig—1\ (n+d—iq
— j—iq -\ d—iqg )
O

El siguiente resultado -que es un caso espeial del lema 3.5 en [10]- sera 1til
para determinar la distancia minima:
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Lema 2.3.3 Sead=Fk(¢g—1)+1<n(g—1) con0<k<n, 0<l<q—1.
Entonces

mm{H(CI—ai) 0<a; <qgparal <i<n, Y a; < d} = (q—)g" ™+,
=1 i=0

Prueba: Para empezar, sea a = (o, ..., ;) y supongamos que » «; < d.
i=0

Debe tenerse 0 < «a;, < ¢ — 1 para algin 1 < ¢; < n. Se define o/ =
(a,...,a;),donde o, = a;, +1 < qya; = a;paral <i <n,i# 1. Se tiene

Zoaé <dy[l(g—a)—[I(g—af) = H¢ (¢—ai)(g—ai —q+ai, +1) > 0.
i= i=1 i=1 i=1ii
De esta manera, el minimo debe obtenerse cuando > o, = d.
i=0
Sea a = («,...,q,) tal que > oy = d y supongamos que «;;, < g — 1
i=0

para algin i; € {1,...,k}. Entonces, existe un i € {k +1,...,n} tal que
a;, > 0. Hay dos casos:

o / / r_
L. a; + i, < q— 1. En este caso, se define o/ = (al,...,a;) con o =

n
iy + o, o, =0y oj =o; paral <i<n, i # iyl Ast Y a; =dy
i=0

[1(¢ =)= II(qg— ) = (a,06,) I (¢— ) =0.
i=1 i=1 i=1,ii1 ia

2. a;; + a;, > qg— 1. En este caso, definimos o/ = (af,...,a],) con
o =q—1, 0, =a, —(¢g—1—-0;)y o =0 paral <i<n,

n
1 7é il,ig. ASf, ZOJ; =d y
i=0

n

(=) =(¢g—1—ay)g—1—ay) [I (¢g—a;)>0.

1 i=1,i#i1,ia

s
::]:

(q— o) —

=1 7

De esta manera, puede suponerse también que «; = ¢ — 1 para todo
i€{l1,...,k}. Supongamos ahora que 0 < a1 < [. Existe i; € {k+2,...,1}

tal que a;;, > 0. Se define o’ = (o}, ..., o},), donde o | = apy1+0ay,, o) =0
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ya,=a paral <i<n,i#k+ 1. Asi, [[(¢— ) — [[(¢g— <) =
i=1 i=1

(pra) [ (¢— o) >0.

i=1,ii1,i2
Ha quedado probado que el minimo se obtiene con el vector

a=(ay,...,an)=(¢—1,...,9g—1,1,0,...,0).

Para este vector se tiene

3

[[(a—a) = (g =D+

O

Teorema 2.3.4 ([1], corolario 5.26; [27], teorema 5) La distancia mini-
ma de Cyn(d) es

d(Cpn(d)) = (¢ = g,
donded=k(qg—1)+1l<n(g—1) con0<k<n,0<l<qg-—1.

Prueba: Si M = X{"--- X € A(Iyn), entonces N € A(Iyn) y M|N si
ysélosi N =X . XP con o < B < gparal < i <n. Asi, (M) =

n

[1(¢ — a;). De acuerdo con la proposicién 2.2.9, se tiene
i=1

d(Cpn(d)) = min{o(M) : M € A(Ipn)} =

min{H(Q—ai) 0<aq;<gparal <i<n, > a; < d} - (q_l)qnfkfl'
=1 i=0

Sea F; = {a1,...,a4-1} y consideremos el polinomio

k I
6= (1106 - 1) T - o)
i=1 j=1
El grado de G es k(g — 1) +1=d y G tiene ¢" — (¢ — 1)¢" ! raices en A™.
Usando el lema 2.2.4 se tiene d(Cyn(d)) < |[A" — V(Ipn ) = (¢ — g™+ 1.
U
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Lo expuesto en esta secciéon ilustra el uso de las bases de Grébner -en
particular la relacion entre las bases de Grébner y la huella de un ideal- para
determinar los pardmetros de los cédigos Reed-Muller generalizados.

Como vimos, los codigos generalizados de Reed-Muller pertenecen a la
familia de cédigos de variedad afin. La construccion que hemos estudiado
puede ser generalizada para variedades proyectivas para obtener los cédigos
proyectivos tipo Reed-Muller. Ya han sido estudiadas varias instancias de
estos codigos -ver por ejemplo [8, 9, 13, 15, 21, 22, 29, 35]. En el capitulo 4
recordamos la definicién general de los cédigos proyectivos tipo Reed-Muller
y la aplicamos al caso particular del Rollo normal racional generalizado -la
variedad algebraica proyectiva que juega un papel medular en este trabajo.



Capitulo 3

El Rollo Normal Racional

3.1. Caracterizacién geométrica

En este capitulo presentamos una construccion geométrica del Rollo Nor-
mal Racional -Rational Normal Scroll en inglés- definido sobre un campo
finito IF, como unién ajena de subespacios de un espacio proyectivo. Para
mayores referencias sobre las construcciones y resultados de este capitulo
remitimos al lector a [25, 24].

Sea e > 1 un entero. Una curva normal racional de grado e es la imagen
de la funcién

ve: PYEF,)

= Pe(F,)
(wo:21) = (x§: 25" el

. . . . e
Xy Ty e woxy ) .
Sean ey > e; > ey > ... > e, > 1 enteros, y sea

n

(=(eo+ D)+ (e1+D)+.. . +(en+1)—1=> e +n.
=0

Denotaremos los puntos de PY(FF,) en la forma
(oot " T @oep 1 T10 I Ty i L0t Tne, )

Para i € {0,...,n}, el conjunto de puntos tales que z5; = 0 para todo

s €{0,...,n}\ {i} y todo t € {0,...,es} es un subespacio lineal de P!(F,)
de dimensién e; al que denotaremos por P%. La imagen de la funcién

u;: PYF,) — P cCPYF,)
(bo:by) = (0:---:0:05 b by:e 205 :0---:0)

21
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es una curva normal racional de grado e;. Para cada (by : by) € P!(F,), sea
Ly, €l subespacio lineal de P(F,) generado por los puntos
ug(bo : b1), ..., un(bo : b1). En otras palabras, L) es el conjunto de puntos
de la forma

(apby : aobgo_lbl Do @b e anbEt s anbGr Ty e anbS),
donde (ag : --- : a,) € P*(F,).
Definicién 3.1.1 El Rollo Normal Racional de tipo ey, ..., e, es el con-
junto [25, 24]
Seo _____ en = U L(bolbl) C Pe(ﬂ‘?q)
(bo:bl)e[PJ1

La construccién para el Rollo Normal Racional mostrada en [8] es un
caso particular de esta construcciéon tomando n = 1. De ahora en adelante
fijaremos a los enteros ey, . . ., e, y denotaremos a S, . ., como S. El siguiente
resultado nos permitira contar los puntos [F,-racionales de S.

Proposicién 3.1.2 Si (by : b1) y (bo : b)) son puntos distintos de P'(F,),
entonces Lpy:b,) Y L(Eo:in) son subespacios ajenos.

Prueba: Supongamos que existen (ag : -+« : ay,),(Gg : -+ : @p) € P*(F
g q
tales que
(aghe® :agh® by i -+ agh$® t - apbS anbe by @b =
(ELOBSO : doggo—lf)l Deee dOZNﬁO Deee dnl;(i" : dni)g"_lgl D dniﬁn).

Sea j el menor subindice tal que a; # 0. Supongamos primero que by # 0. Asi,
la primera entrada no cero de izquierda a derecha en la primera expresion es
€; . ey . . . .
a;by’ en la posicién (j,0). Entonces, la primera entrada no cero de izquierda
., ~ "’ej ~
a derecha en la segunda expresion es a;by’. Por lo tanto a; # 0 y podemos

tomar el cociente entre las entradas (j,1) y (j,0) para obtener

e]-—l ~ "'ej—1~
Cljbo b1 . CijO b1
e T s e
a;by a;b

Por lo tanto, concluimos que by /by = by /bo.
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Ahora supongamos que by = 0. Entonces, la primera entrada no cero de
. . . .7 ej « ey .
izquierda a derecha en la primera expresién es a;b;’ en la posicién (j,e;).
La primera entrada no cero de izquierda a derecha en la segunda expresion

. . ey ~ 7e; ~ 7€5
ocurre en la misma posiciéon y es a;b,’. Por otro lado, debemos tener a;b; = 0,

lo que implica que bo = 0. 0

Corolario 3.1.3 S es la union disjunta de (q + 1) subespacios lineales de
dimensionn y |S| = (¢"+---+q+1)(¢+1).

Prueba: Para todo (by : b)) € PYF,), los puntos en el conjunto
{ug(bo = b1), ..., un(by : by)} estan en subespacios lineales de P¢(FF,) mutua-
mente ajenos. Entonces este conjunto es linealmente independiente y genera
un subespacio Ly,.,) de dimensién n que contiene ¢" +---+q+1 = [P™(IF)|
puntos. Tenemos ¢ + 1 = |P!(F,)| de estos espacios que de acuerdo a la pro-

posicion anterior son mutuamente ajenos. U

3.2. El Rollo como variedad algebraica

En esta seccion presentamos a S como el conjunto de puntos racionales
de una variedad proyectiva.

Teorema 3.2.1 Sea G C Fy[Xo0,. .-, Xoegs---» Xn0y-- s Xnen) €l conjunto

de menores 2 X 2 de la matriz

Mo (Koo - Xowr Xip o Xigor oo Xap oo X
T 9
Xoq - Xoey Xia oo Xiep - Xo1 oo X,

y sea I el ideal generado por G. S estd formado por los ceros en PY(F,) de I.
Prueba: Los menores de M son los binomios de la forma
Xij Xy — Xijr1Xpi1

con0<i<k<n 0<7<e—-1,0<I<ep, j<l—1sii=k.
Por otro lado, los puntos de S son de la forma

(agbe® : aght® by @b - anbEr s anbGr by e anbSt)
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con (ag, . .., a,) € FH\{0}, (bo, b1) € F2\{0}. Sustituyendo las coordenadas

de un punto de S en cualquiera de los polinomios de G obtenemos
(s b)) (b ™'0h) — (a7~ 07 (anbig =0 =

ex—j—lpj+l ex—j—lpj+l
a;apbg T — by T T = 0,

asi que todos los puntos de S son ceros de I.
Ahora consideremos un punto

P = (.’L‘O’(],. <y Lo,eqr -3 Ln,0y - - - 7xn,en) € Pl<Fq)

que anule a todos los polinomios de G. Sea x; s la primera entrada no cero

de izquierda a derecha en P. Consideramos dos casos.

1. s = 0. Entonces z;¢ # 0 y la igualdad:

T, 0Li5 = L4,1Li4—1, O bien
Tij = b1y

se cumple para 1 < j < e;, donde sin pérdida de generalidad suponemos
que z; o = 1 y hacemos la definicién by := x; 1. Resulta asi que z;; = by,

T;o = b y en general z;; = b]i para 1 < 5 < e;. Por otro lado, para
1< k<n,1<Il<e se cumple

T 0Tkl = Tkl—-1T41-

Si definimos ay, := = se tiene z, 1 = aiby, T2 = aib? v en general
k k,05 k, kb1, T, k01

Tpl = apbl para 1 <1 < e;. Asi, en este caso P tiene la forma
(0:-ov20:1 by oeee bl ooty s agby oo a,b™).
2. 5> 0. Entonces z;9 = 0 y como las relaciones

.2
Lijlij+2 = Tj i1
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se cumplen para 0 < j < e¢; — 1, se tiene z;; = 0 para 0 < j <
e; — 1. De esta forma, concluimos que s = ¢;, ;,, # 0 y sin pérdida de
generalidad, asumimos que z;., = 1.

Ahora, como P cumple las relaciones
Lie; 1Lkl = Lie; Lk,l—1

para i < k < n, 0 < [ < ¢, concluimos que xx9 = 21 = -+ =
Teo—1 = 0 para ¢ < k < n. Si definimos ay, := xy, parai <k <n, se
concluye que P tiene la forma:

(0:-+-:0:1:0---:0:@j41:---:0:--:0:ap).
]

Proposicién 3.2.2 Sea > el orden lexicogrdfico en los monomios de IF[X],
donde

X070>-X071>‘"'>‘X0750 >—X170>‘"'>‘X1761 >‘"'>'Xn,0>'"'Xn,en-

El conjunto G del teorema 3.2.1 es una base de Grobner para I con respecto
a>.

Prueba: Definimos
9(s,t),(uw) = Xs,tXu,v - Xs,t—l—lXu,v—l

para s,u € {0,...,n},t €{0,...,es—1},ve{l,...,e,}cons <uos=uy
t+1 <. Sean g1, (uv) 9(ij), (k) € G. Observemos que sus monomios lideres
son respectivamente X, X, , y X;;Xy;. De acuerdo con el teorema B.0.8 y
la proposicién B.0.11, para probar que G es una base de Grébner para I, es
suficiente probar que si los monomios lideres de g(s),(uv) ¥ 9(ij),(k,1) DO SOn
coprimos, entonces su S-polinomio puede escribirse en la forma a;g; + - - - +
A Gm, donde a; € F [X], g; € G y el monomio lider de a;g; es menor o igual
que el polinomio lider del S-polinomio para todo ¢ =1,...,m.

Supongamos que X, < X; ;. Entonces, para que XX, , y X; ;X sean
no coprimos debe tenerse ya sea X, , = X;; 0 Xy, = Xy . S1 Xy = X5,
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entonces

S(G(s.0),(u0) Guw), (1)) =Xkt Gs,t)(uw) — Kot J(uw), (k)
= - Xk,le,t+1Xu,v71 + Xs,tXu,v+1Xk,lfl
- _Xs,t—l—l(Xu,v—le,l_Xu,vXk,l—l) + Xk,l—l(Xs,tXu,v+1 - Xs,t+1Xu,v)

= — Xst+19w,0—1), (k1) T Xk i—19(s,0),(u,0+1)-
Si X, = X, entonces

S((s,),ww) > 9Girg), () =Xisj Isit)(ww) — Xt 9(ig),(uw)
= s,tXi,j+lXu,v—l - Xi,sz,t—i-lXu,v—l

=Auw—19(s,1),(i,j+1)

Supongamos ahora que X,; = X; ; y también, sin pérdida de generalidad,
supongamos que X, , > X ;. Entonces

S(g(s,t),(u,v)7 g(s,t),(k,l)) = _Xs,tJrl (Xu,vlek,l - Xu,'uXk,l71>-

De X, , > Xj; se sigue que u < k ou =k y v <, asi que en cualquier caso

S(G(s,),(u0)> Us.t),(kd)) = —Xst+19(uw—1),(ky)- Queda probada la proposicion.
]



Capitulo 4

Cdédigos proyectivos tipo
Reed-Muller sobre el Rollo
Normal Racional

Este es el capitulo mas importante del presente trabajo, ya que aqui se
presentan nuestras aportaciones originales. Recordamos la construccion ge-
neral de los cédigos proyectivos tipo Reed-Muller y la aplicamos al Rollo
Normal Racional introducido en el capitulo anterior. Obtenemos un conjun-
to de expresiones que nos permiten determinar la dimensién de estos codigos,
asi como férmulas para la distancia minima en un caso particular. Se recupe-
ran los resultados de [8] al sustituir n = 1 en las ecuaciones que deduciremos a
continuacion. Cabe mencionar que los resultados principales de este capitulo
han sido publicados en [12].

4.1. Construccion general

Sea F,[X] := Fy[Xo,...,X,] el anillo de polinomios en n + 1 variables
sobre F,. Consideramos a F,[X] con la graduacién natural y denotamos
por [F,[X]; su componente de grado d, la cual es un F,-espacio vectorial.
Sea P* := P"(F,) el espacio proyectivo n-dimensional sobre F, y
X = {P,...,P,} C P". Escribimos las coordenadas de estos puntos en
la forma estdndar, es decir, la primera coordenada distinta de cero es
igual a 1.

Para d > 0, definimos la funcion evaluacion siguiente:

27
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evg: Fy[X]a — Fy
f = (f(P1)7vf(Pm)) ‘

Resulta claro que ev, es una funcién Fy-lineal. Con esta notacién, el codi-
go proyectivo tipo Reed-Muller de orden d sobre el conjunto X', denotado
como Cy(d), se define como la imagen del mapeo evy.

Consideramos el Ideal de Anulacion de X, definido como
Iy .= ({f € F,X]: f es homogéneo y f(P) =0 para todo P € X'}).

Iy es un ideal homogéneo y su componente de grado d es [y (d) := IxNF,[X]q.
Entonces ker(evq) = Ix(d) y asi Cx(d) ~ F,[X]a/Ix(d).

Esta construccién funciona para un subconjunto X C P™ arbitrario, sin
embargo es preferible que X esté formado por los puntos racionales de algu-
na variedad algebraica, ya que esta estructura permite estudiar con mayor
facilidad los cédigos construidos. Algunos ejemplos de instancias particulares
de esta construccion los encontramos en [15, 21, 22, 29, 36, 35, 39].

4.2. Construccién sobre P"(F,)

En [29, 35, 39] se estudié el caso cuando X := P (F,), el espacio proyec-
tivo total, que como es bien sabido, tiene N,, := ¢™ + ¢™ ! 4 --- 4+ 1 puntos
[F,-racionales, digamos P, ..., Py,,. Aqui repasamos de manera breve algu-
nos resultados referentes a estos codigos que usaremos mas adelante.

Para dos enteros positivos d, m, se define el codigo proyectivo Reed-Muller
de orden d sobre P™(F,) como la imagen del mapeo evaluacién

€Vd,m - Fq[}/(),...7ym]d — ]Févm
f = (f(P)s s F(Pr)s

a la que denotamos como PRM(d, m). El siguiente resultado nos da informa-

cién bésica con respecto a este codigo:

Teorema 4.2.1 /35, 39] Sid > m(q — 1), el mapeo evq,, es suprayectivo y
PRM(d,m) =F). i1 < d < m(q—1), la dimension y la distancia minima
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dprm(d, m) de PRM(d, m) estin dadas respectivamente por las expresiones:

dim(PRM(d, m)) = Zm: i(_ly (Z) (j Zizi;qiq)

dopru(d, m) = (q —r)g™F!
donded—1=k(g—1)+ry0<r<qg-—1.
En la formula para la dimension asumimos que (‘Z) =0s0<0, porlo

que si d < q, entonces

dim(PRM(d, m)) = zm: (j ;ﬁ; 1) - (dzm).

Jj=0

En [35] se muestra que el conjunto {Y'Y; —Y;Y : 0 <i < j <m} esuna
base de Grobner para el ideal de anulacién de P™(FF,) -al que denotaremos
como I,,- con respecto al orden lexicografico donde Y,,, < --- < Yy .

Sabemos por el teorema 1.4.3 que las clases laterales de los elementos
de A(L,) en F [Yy, ..., Y,] /I, forman una base para este F,-espacio. Por la
proposicién 1.4.2; sabemos que el conjunto A(/,,) estd formado por todos los
monomios que no son multiplos de ninguno de los monomios lideres de los
generadores de [,,. El siguiente resultado se sigue inmediatamente de esta
discusion.

Lema 4.2.2 Los monomios de A(I,) son de la forma Y- --Yjﬁj, donde
je{0,....om}, B; #0, 8, =0s11>7y0< 8 <q¢g—1s0<i<j.
Ademds, las clases laterales de los elementos del conjunto

A(lp)a = {Yg" - Yim € A(lLy) © deg(Yy"---Y,7") = d}

forman una base para el cociente F,[Yy, ..., Ynla/In(d) como Fy-espacio,

donde I,,(d) es la componente homogénea de grado d del ideal graduado I,,,.

De este resultado se desprende que la dimension del cédigo proyectivo tipo
Reed-Muller PRM(d, m) puede obtenerse contando los elementos de A(1,,)q4.
Los autores de [35] calcularon la dimensién de PRM(d, m) usando funciones
de Hilbert. Por supuesto que ambos métodos arrojan el mismo resultado.
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4.3. Construccion sobre el Rollo Normal Ra-
cional generalizado

Ahora construimos cédigos proyectivos tipo Reed-Muller sobre los puntos
[F,-racionales del Rollo Normal Racional generalizado S que fue introducido

en el capitulo 3. Sea N := (¢" +---+q+1)(¢+ 1) y sean Py,..., Py los
puntos F,-racionales de S. Escribimos

FQ[X] = FQ[XO,O7 e 7X0,e07 X1,07 e 7X1,€17 e 7Xn,07 e 7Xn76n]‘

Definicién 4.3.1 Consideramos el mapeo evaluacion

evg: Fy[X]g — FY
f = (f(Pl)a>f<PN))’

donde hemos escrito los puntos del Rollo en notacién estandar. El codigo
correspondiente, denotado por Cs(d), es el cddigo proyectivo tipo Reed-Muller
sobre S.

Sea Ig el ideal de anulacién de S; es decir, el ideal de F,[X] generado
por todos los polinomios homogéneos que se anulan en S. Denotamos la
componente de grado d de Ig como Ig(d). Claramente Cs(d) es isomorfo a
F,[X]a/Is(d) como F -espacio vectorial.

Observacién 4.3.2 Se tiene [ ; Is, donde I es el ideal generado por los
menores de la matriz M definida en el teorema 3.2.1.

Prueba: En primer lugar, resulta claro que I C Is. Por otro lado, si consi-
deramos el binomio X{,X1 — XoX{, es claro que este se anula en todos
los puntos de P(FF,). Su monomio lider con respecto al orden monomial usa-
do en la proposiciéon 3.2.2 es Xg’OXl,o. Ahora, como X y Xio aparecen
Unicamente en el primer renglén de M, puede verse que este monomio no es
multiplo del monomio lider de ningin polinomio de G -la base de Grobner
de la proposicién 3.2.2. De esta manera, X X1 — Xo,0X{, no pertenece a
1. O
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4.4. Una Construccién alternativa del cédigo

Cs(d)

Tal como acabamos de observar, el ideal I esta contenido propiamente en
el ideal Is. En lugar de determinar Ig o Is(d), generalizaremos las ideas pre-
sentadas en [8] para determinar un cociente que es isomorfo a F [X]q/Is(d),
y de esta manera se calculard la dimension de Cg(d).

De acuerdo con el capitulo 3, los puntos [F-racionales del Rollo Normal

Racional tienen la forma
(apby” : aobgo_lbl Do @b e anbEt bt Ty e b

con (a, . . .,a,) € FTN\{0}, (bo, b1) € F2\{0}.

Esto nos motiva a definir un morfismo de algebras
P Fo[X] = Fy[Yo, ..., Yn, Zo, Z1],

el cual lleva X, ; hacia Y;Z5 7/ ZJ para todoi € {0,...,n} y j € {0,... ¢},
donde los ¢;’s son los enteros no negativos que se usaron en la construccion

del Rollo.
Escribiremos F,[Y, Z] para referirnos a F,[Yy, ..., Y,, Zo, Z1]. El siguiente

lema muestra el efecto de ¢ al actuar sobre un monomio arbitrario de F [X].

Lema 4.4.1 Sea X(03°--- Xnem € Fy[X]q un monomio de grado d y sea
YOEO c Y Z0 71 suimagen bajo 1b. Entonces:
1. B = Z;;O a;; para todo 0 < i <n.
2. " B =d.
Yo = D im0 Dgmol€i — )i
4-m=20 ijo J

Yo+ =€

o

v

Prueba: Por la definicién de v, tenemos

PKY) = (Y0 Z50)700 -+ (Yo Z40) 0+ (Y Zgr )0 - (Yo Z) e,
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Es posible escribir esta expresion en la forma

YOBO . Ynﬁn AVA

donde
B; = Qio+ ...+ Qe
€o en
Yo = Y (eo—favg +... D (en—i)an,
i=0 =0

no= ezojozo,j - eznjan,j.
J=0 j=0
Asi que se tiene
YomoBi=2 Z?:o a;; =deg(X*) =d
y también
Yo+ v =200 2ol — Fevig + 300 Doig oy = Doig(€i 2o i)

Por la parte 1, la dltima expresién es equivalente a Y, e;/3;.
O

Definimos el dlgebra B := (F,[X]) C F,[Y,Z] y el grado de un monomio

Y.y 207" € B como > i o Bi. De esta manera B se convierte en un
algebra graduada cuya componente de grado d es By = (F,[X]4) v ¢ es un
morfismo graduado de algebras.

Proposicién 4.4.2 B, is es un F,-espacio vectorial de dimension finita y el
conjunto

Mg = {Yoﬁo T Yf"ZSOZ?I e F,[Y,Z]: Zﬁz’ =d,v%+mn = Zeiﬁi}
i=0

1=0

es una base.
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Prueba: Del lema anterior se sigue que B esta en el espacio generado por
M. Para probar la otra inclusion, sean [y, ..., 3, enteros no negativos tales
que > B = d. Es suficiente probar que cualquier monomio de la forma
Yoﬁ CLLYPRZPZT con o+ = D eifi es un elemento de B,. Usaremos
un argumento inductivo sobre v, para probar esto.

Si 9 = 0, entonces

2p()(ﬁo X,Bl

0,e0“*1,e1

X ) =Y Y22 e By

Supongamos ahora que dados 0 < 7y < Y. €;3; y enteros no negativos

Bo, - .., Bn tales que Y1 B; = d, existe un monomio

0,0 Q0,eq Qn,0 Qne
Xoo o Xoe Xy Xpe,

tal que

PG X o X X ) = Y Y 2 27

0,e0 n,0

donde v+ =D, €. Se tiene 3 > 0, asi que ay; > 0 para algin 1 <
[ <epyalgin 0 <k <n. Ahora se define a1 = a1+ 1, gy = gy — 1
y 62@'7]‘ = ai,j si

(i,7) # (k,1 — 1), (k,1). De las relaciones del lema 4.4.1 se sigue que

0,0 ao,eq &n.0 Gnyen) — VB0 B 70+ -1
D(Xo5 - X, X X Fmen) = Y0y g0t gt

0,e0

lo cual completa la prueba. O

Corolario 4.4.3 El conjunto
M= {Y0 Y ZP 21 € F[Y . Z) o+ = Y _ e}

=0

es una base para B como F,-espacio vectorial.

Por el corolario 3.1.3, sabemos que el producto cartesiano P*(F,) x P*(F,)
y S tienen el mismo nimero de puntos racionales. La construccién de Sy
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la proposicién 3.1.2, nos sugieren una biyecciéon ¢: P*(F,) x P}(F,) — S
definida por

@((ag =+ an), (bo: b1)) =

1 _
(agbe® : aghl® by - agbS® - anbEr s anbGr by e b)),

donde escribimos los puntos de P*(F,) y P'(F,) en notacién estdndar.
Para 1 < i < N, definamos Q; := ¢ '(P;), donde {P,..., Py} es el
conjunto de puntos F,-racionales de S que usamos para definir Cs(d). Con-

sideremos ahora la siguiente evaluacién F,-lineal sobre P"(F,) x P!(F,):

éi)di Bd — FN

q
o= (f(Q1)77f(QN))7

donde la evaluacién del monomio Y - -- Y,/ Z2° Z* se define como

YOB0 Y707 (ag t - s ay), (b by)) = ago - alrhbt.

Teorema 4.4.4 FEl diagrama

F,[X]qg — By
levd 4
€lg
N
Fq

conmuta y la imagen de evg es Cs(d).

Prueba: Sea Q = ((ag : -+ : ay), (b : b1)) € P*(F,) x P(F,) (donde los
puntos estan escritos en notacién estandar) y sea P = ¢((Q) (escrito también
en notacién estdndar). Sea X = X 0" -+ X - Xp g+ Xnierm € Fy[X]q

un monomio de grado d. Entonces
X(P) =(aglf?)" -+ (anbi?)0 - (a0 - (anb)
:ago . agnbgob’ln7
donde §; = > 7" gy paratodo 0 < <m, Y77 Bi =d, 0 =D 1o > 5o(ei—

Jig, ¥y =D 5o i . De esta forma el monomio Yo ..y 00z

estd en By y

A BB = Y Y ZP 20 (Q) = w(X)(Q).
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Esto prueba que el diagrama conmuta. Como 1 es suprayectiva, las imagenes
de evy y evg son iguales. O

Definamos J,; := ker(evy). Una consecuencia del resultado anterior es
Fq[Xla/1s(d) = Cs(d) ~ Ba/ Ja,

y ¥~ (J4) = Is(d). De este manera, estudiar el c6digo €vg(By) es equivalente
a estudiar Cs(d). En particular, es posible determinar la dimensién de Cs(d)
contando los elementos en una base para By/Jy. Es claro que las clases de
los monomios de My en B,/J; son un conjunto generador para B;/.J;.

Definicién 4.4.5 Sea jd el F -subespacio vectorial de B; generado por los
binomios del tipo

6 n /é ~n v Y
YO V2P 2 Yy Y 2 2
donde Y .. YPnz20 Z10 Yo ... Y P z20 70 € My, y paratodoi € {0,...,n},

B; = B; (méd ¢ —1), =% (médg—1),

La motivacion para esta definicion es que los monomios que aparecen
restandose tienen la misma evaluacién en todos los puntos del producto car-

tesiano P"(F,) x P*(F,).

Claramente J; C Jg, y més adelante se mostrara que de hecho se cumple
la igualdad. Definimos un orden monomial en los elementos del conjunto My
estableciendo que

Yb’BO . Ynﬁn Z(’)Yo Ziyl ~ Yoﬁo . YE" Zgo Z?l’

si la primera entrada no cero de izquierda a derecha en (8y — Bg, ..., B0 —
By Yo — To) €8 negativa.
En lo sucesivo, denotaremos la clase de un monomio Y - Y z20 7z

en el espacio cociente By/Jy como [V ... Y5 720 717,
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Lema 4.4.6 Sea YJ° ... Yz Z1" € By y j := maz{0 <i <n: 8 #0}.
El monomio minimo con respecto a < en [Yy° --- Y5 Z° 721 es YOEO e YPego gz

donde

0 si B =0,i€{0,....n},
N acon 1<a<qg—1,a=0 (médqg—1) si 0<i<jypfi#0,
Bi = j—1

A= B si i =,
( 0 st o =0,

J
beon 1<b<qg—1,b= (méd ¢ —1) si0<fyo<2ﬁiei,
o = i=0

i J
Zﬁiei St Yo = Z Biei,
i=0 i=0

\
j ~

M o= Z@iei — Y-
i=0

Prueba: De las definiciones de BO, cee Bn, Yo V Y1, se sigue que el monomio

YOBO . YanZgoZil estda en By y
Yo YPzogn YD Yz zi € ],

Resulta claro también que f3; = 0 para 7+1<1 < n,yaque 5; =0 para
1 > 7+ 1. Més aun, el valor de BZ es el menor posible para 0 <1 < 5 — 1.
Asi, si Yo .. Yonzloz0 e Yo . Yz’ Z1 y 6 > f; para algin i €
{0,...,7 — 1}, entonces

Ybﬁg . Yan Zgo Z;h = YE)(SO - Y,f"ZgOZfl.

Si g, = §; parai € {0,...,7 — 1}, notemos que ; =0 parai € {j+1,...,n}
yo;=d— Zi;(l) 3, = Bj. Como 7 tiene también el minimo valor posible, se
tiene

}/050 L Ynﬁn Zgo Z;Yl < }/050 .. Y,r?n Zgozfl’

lo cual termina la prueba. [
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De acuerdo con el teorema 1.4.3, una F,-base para un anillo cociente de la
forma F [X]/I esta dada por las clases laterales de los monomios en la huella
A(I) con respecto a algiun orden monomial. Por otro lado, los monomios en
A(I) son precisamente aquellos que no aparecen como monomios lideres de
ningtin polinomio en el ideal I. Esta idea permite traducir el problema de
determinar la dimension de los codigos de variedad afin a un problema de

conteo de monomios.
Adaptaremos la técnica que se usé con los cédigos de variedad afin al

caso en consideracion. Por la forma en la que fue definido J;, los monomios

de My que no aparecen como monomios lideres de ningin polinomio en Jy
son precisamente aquellos que son minimos dentro de su clase lateral. Esto
nos motiva a dar la siguiente definicién.

Definicién 4.4.7 Sea A(B), el conjunto de monomios Y. - - -Yjﬁj ASVARNS

B, tales que Y3 - -- Yjﬂj Z3°Z]" es el elemento minimo de [Yg - -- Y}’Bj Z°Z1.

Definicién 4.4.8 Definimos el peso de un vector B = (B, ..., 3,) € Nyt
como

P(ﬁo; cee 7ﬁn) = Z?:o eii

donde los ¢;’s son los enteros no negativos que se usaron en la construccion

del Rollo.

Lema 4.4.9 Los elementos de A(B)y son exactamente los monomios de la
forma Yy - Y Z0 Z1 con Y{© - Y € A(L)ay Z3°Z € AL pso.....50)-

Prueba: Es una consecuencia directa de los lemas 4.2.2 y 4.4.6. U

Proposicién 4.4.10 Sea h una F -combinacion lineal de elementos de A(B)4
tal que h(Q) = 0 para todo Q € P*(F,) x P}(F,). Entonces h = 0.

Prueba: Escribamos B8 = (By,...,53.), ¥ = (70,71) y YP = YOBO Y
7Y = Z°Z]". Sea

h= Y YD
Y'BZ'YEA(B)D;
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una [F,-combinacién lineal de elementos de A(B)4 tal que h(Q)) = 0 para todo
Q € P*(F,) x PY(F,), y sea (by : by) € P}(F,). Entonces el polinomio

h(bo:ln) = Z Z C(/@W)bgo b’ln YB

YBeA(In)qg ~ tal que
ZA’GA(Il)p(ﬁ)

se anula en todos los puntos de P*(F,). Esto quiere decir que h,s,) €s un
elemento de I,,(d). Como es una F,-combinacién lineal de elementos de A(1},)q
y A(I,,)q es una base para el cociente F,[Yy, ..., Y,]/L,(d), se sigue que para
todo B tal que YP € A(I,)4, el polinomio

Y0 771
E : c@mZo 41
~ tal que
Z‘YEA(Il)p(ﬁ)

se anula en todos los puntos de P!(FF,). Este polinomio es entonces un ele-
mento de I;(d) y es una F;,-combinacién lineal de elementos de A(I),g).
Concluimos que ¢(g.,) = 0 siempre que Z7 € A(L),@ v YP € A(L,)q
o equivalentemente, siempre que YPZY € A(B)y. Hemos asi probado que
h =0. O

Las dos proposiciones siguientes son consecuencias importantes de este
resultado.

Teorema 4.4.11 J; = jd.

Prueba: Se tiene claramente la inclusién j;l C Jy. Observemos que dado un
polinomio g € J,, existe un polinomio g en el F -espacio (A(B),) generado
por A(B), tal que g— g € Ju. Entonces ¢(Q) = §(Q) para todo Q € P™(F,) x
PY(F,), asi que g(Q) = 0 para todo @ € P*(F,) x P!(FF,). Por el resultado

anterior tenemos entonces g = 0, por lo cual g € jd. ]

Teorema 4.4.12 Las clases laterales de los monomios de A(B)y en Ba/Jy
forman una base para By/J, como F -espacio vectorial.

Prueba: Obviamente, las clases de los monomios de A(B), generan a B,/ J,
como [F -espacio vectorial. Por la proposicién 4.4.10, el conjunto formado por
estas clases es linealmente independiente. [
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4.5. La Dimensién de Cg(d)

Sabemos por la ultima proposicién de la seccién anterior que dim Cs(d) =
|A(B)4|. En esta seccién se presentan algunas férmulas que permiten cal-
cular |A(B)4]. Por el lema 4.4.9, los elementos de A(B); son exactamente

los monomios de la forma Yy°--- Y/ Z°Z1" con Y- Y/ € A(L)a y
Z°Z7 € A(I) p(go,....5)- Para j € {0,...,n}, definimos

A(B)ay = {YJ Y 20721 € A(B)g| B; > 0}.

El siguiente resultado es inmediato y es nuestro primer paso para calcular
la dimension:

Lema 4.5.1 |[A(B)y] = Z?:o |A(B)a,;]-
A continuacién derivaremos una expresion que nos permita calcular |A(B) 4|

j
para 0 < j < n. Si > f; = d, entonces
i=0

. -1
Z 62/82 Z ezﬁz + 6] (d Z /82> Z mujﬂi + ejd> (41)
1=0

=

—1
donde hemos definido m; ; :=e; —e; para 0 < i < j <n,y > m;of; :==0

Lema 4.5.2 Para j € {0,...,n} se tiene

J
maz{> e;B; : YO .. YB] € A(lp)ayBj >0 =mg,;(d—1)+e;d

i=0
Prueba: Primero notemos que

m()’j(d — 1) + Bjd = (60 — Gj)(d — 1) + ejd == €0<d — ].) + 6]',
J
que es el valor de ) "e;5; cuando Sy =d—1, 3; =1y ; =0 para i # 0, 5. Si
i=0

- - Jo~
Bo, . .., son tales que ) B; = d, entonces
i=0

J
Z Giﬁz Z 6261 + 63 - 1)+ €.
i=0
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Como ¢y > e; para 0 <1 < 7, se tiene
J Jj—1 J
Zei@ < 2605i+60(ﬁ~j —1)+e; =e (ZBZ — 1) +e;=ep(d—1)+e;.
i=0 =0 i=0
O
Definicién 4.5.3 Para j € {0,...,n} y 0 < s <myg(d—1) sea
Aa(j8) = (Y5 V)" € All)a: ;> 0y Tlgeili = s+ e;d}].

Proposicién 4.5.4 Para j € {0,...,n},

q—ejd mo,;(d—1)
AB)azl = Y (ejd+s+ 1A s)+ (g +1) D Aals).
5=0 s=q—ejd+1

Prueba: Los monomios en A(B),; tienen la forma Yy° - - - Yj’Bj Z°Z " con
Yoﬁo e ngj € A(Ly)g, B; > 0y Z3° Z7" € A(11)p(5o,....3,,0,....0)- SUPONZAMOS que
ya hemos seleccionado un monomio Yoﬁ 0. Yjﬁ 7€ A(I,)4 con B; > 0. Por el
lema 4.2.2, Zg:o B =dy0<p; <qpara0 <17 < j. Tal como hicimos en la
ecuacién 4.1, escribamos p(fy, . .., 5;,0,...,0) = Zgzo ei}i = s + e;jd, donde
5= 22120 Migbi

Ahora debemos seleccionar 7y, dentro del conjunto {0,...,min(¢ — 1,s +
e;d —1} U {s +e;d} y 71 queda fijado por la relaciéon v; = s + e;d — 7. Si
s+ ejd > ¢, entonces hay exactamente ¢ + 1 posibilidades de eleccién para
Y0, & saber, {0,...,¢g —1,s +e;d}. Si s + e;d < g, entonces hay s+ e;d + 1
diferentes opciones para 7, a saber, {0,...,s + e;d}. El resultado se sigue
usando la definicién de Ay(j, s).

OJ

La siguiente observacién es consecuencia directa del lema 4.2.2 y de la
ecuacion 4.1.

Observacion 4.5.5 A,(7, s) es el numero de soluciones enteras no negativas
del sistema

{ 60"’""1'5]'—1_"5]' = d (42>

mojfBo+ -+ mi_1;8i1 = s
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con las restricciones 3; > 0y 0 < 3; < ¢ para 0 < ¢ < j, donde convenimos
en que la segunda ecuacion de este sistema se vuelve 0 = 0 cuando j = 0.

El préximo resultado nos da un método para calcular A,(j, s).
Lema 4.5.6 Para j € {0,...,n} ys€{0,...,mg;(d—1)},

1 ad+sg

Aq(j,s) = @8%—%(0’0)’

donde

j—1

J .
T 1 — gydmii
g($7y>_1_x'H l_xyij '

Prueba: Una funcién generadora para el nimero de soluciones enteras no
negativas del sistema de ecuaciones (4.2) estda dada por

j—

glx,y) = (x+2°+---) H (1 +ay™ + -+ (xy™)" )
=0

—_

1=l
T ﬁ 1 — gy
l—2o A 1 — pymii

donde para 0 < i < j, los exponentes de z e y en 1+ zy™ii + - - - 4 (zy™i )11
representan respectivamente las elecciones posibles para 3; y m; ;3; y con-
venimos que el producto [[7Z) (1 + axy™ 4 - -- + (xy™)77") es igual a 1 si
j = 0. Por otro lado, los exponentes de x in (z + 2% + - --) representan las
elecciones posibles para ;. Para una introduccién a las funciones generado-
ras, el lector puede consultar por ejemplo [41]. Asi, el coeficiente de z%y* en
esta expresion nos da el numero de soluciones enteras no negativas de (4.2)
y podemos determinarlo mediante la expresion

1 ad—i—sg
—_— 0,0).
d!s!&dx85y< 0)

U

A continuacién calcularemos la dimensién de Cs(d) en algunos casos par-
ticulares.
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qg—1

n

dim(Cs(d)) = (¢ + 1) i iHV (Z) <j Ziz izfqiq> '

=0 i=0

Teorema 4.5.7 Sid >

, entonces

Prueba: Tenemos dim(Cs(d)) = [A(B)a| = 377 |A(B)a|. Como e; > e,
para 0 < j < n, se sigue que ¢ — e;d < g — e,d < 1 . Asi, por la proposicién
4.5.4 tenemos

mg, ;(d—1)
AB)agl = (g+1) D Aals)
s=0
para 0 < j < n. Obsérvese ademds que en este caso la expresion > .- (d-1) Aq(7, s)

cuenta el nimero de soluciones en enteros no negativos de la ecuacion
Bo+ -+ Bj =d

con las restricciones 3; > 0y 0 < 3; < ¢ para 0 < 7 < j. Esto equivale a

determinar el coeficiente de ¢ en la expresién

11—z l1—2z

= (1 — a9y (1 ix)jﬂ =

el cual esta dado por

Atz+a® -t (rra®+-) = x(l—ﬂfq)j( : )

S0

=0

El resultado se obtiene sumando estas expresiones desde j = 0 hasta
7 =n y multiplicando por g + 1. O
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Teorema 4.5.8 Sid > n(q— 1), entonces
dim(Cs(d)) = (¢ + 1) (¢" +¢" " +--- 4+ 1).

Prueba: Sid > n(q—1), entoncesd > n(g—1)+1> (¢g—1)+1 = ¢q. Como
d < e,d, entonces e,d > g — 1, lo que implica ¢ — e;d < 1 para 0 < j < n.
Por la proposicién 4.5.4 se tiene

Al igual que en la proposicién anterior, > .o (@0 Aq4(j,s) cuenta el nimero
de soluciones enteras no negativas de la ecuacién By + --- + 3; = d con las
restricciones 3; > 0y 0 < 3; < g para 0 < i < j. Como d > ¢, tenemos ¢/ de
estas soluciones. De esta manera se obtiene

t

A continuacion presentamos algunos ejemplos numéricos de los parame-
tros de los codigos proyectivos tipo Reed-Muller sobre el Rollo. Estos ejem-
plos fueron generados usando un programa escrito en Magma ([5]). El c6digo
fuente de este programa esta incluido en el apéndice A.

Ejemplos 4.5.9 Consideremos el Rollo S := S35 definido sobre Fy. La
siguiente tabla muestra los pardmetros basicos del codigo Cs(d) cuando d
oscila entre 1 y 7.

d | longitud | dimension | distancia minima
1 105 9 32

2 105 27 12

3 105 49 8

4 105 75 4

5 105 90 3

6 105 100 2

7 105 105 1
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4.6. Los parametros de Cg(d) en un caso es-
pecial

Sea 6 el isomorfismo entre el F,-espacio vectorial My, «n, (F,) de las ma-
trices de Ny x Ny y Ff]VlN2 dado por

aixz aig - 1N,
A21 Qg2 -+ (A2N,

. — (Cl11; 12,3 Q1Ngy -+ -y AN1, AN 25 - - - ,aNlNQ)-
an;1 Q22 -t GNIN,

Definicion 4.6.1 Para i = 1,2, sea C; C Fj* un c6digo lineal, donde n; es
un entero positivo y sea M, «n, (IF,) €l espacio vectorial de matrices de ny x ngy
con entradas en F,. El producto directo de C; y (5, el cual denotamos por
C1®C%, se define como la imagen bajo 6 de todas las matrices en M,y s, (F,)

cuyos renglones pertenecen a Cy y cuyas columnas pertenecen a Cf.

Proposicion 4.6.2 Sea C; C Fy' un cddigo lineal de dimension k; con dis-

tancia minima 9; para 1 = 1,2. Entonces:
1. C1®Cy tiene longitud ning, dimension kiky y distancia minima 610.

2. 8i{u; : 1 <i <k} es una base para Cy y {v; : 1 < j < ko} es una
base para Cy, entonces {0(u]v;) : 1 <i < ki, 1 <j <k} es una base
para C1@Cy, donde u] es una matriz de ny x 1 y v; es una matriz de
1x Noy.

Prueba: La primera parte se prueba en [42], teoremas 2.5.2 y 2.5.3. La
segunda parte es una consecuencia del lema 2.3 en [40]. [

Usaremos estos resultados para calcular la distancia minima de Cg(d) en

un caso especial.

Teorema 4.6.3 Supongamos que e = e, = --- = e, = e. Entonces
Cs(d) = PRM(d,n) @ PRM(de, 1).

Prueba: Como ey = e; = --- = ¢, = e, sabemos por el lema 4.4.9 y la
proposicion 1.4.3 que el conjunto
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{evg(YPZY) : YP € A(L)ay Z7 € A())ae}

es una base para Cg(d) C FY(F,), donde I, e I; son respectivamente los
ideales de anulacién de P"(F,) y PY(F,), A(L.)a ¥ A([1)de sus huellas con
respecto a los ordenes lexicograficos Y, <, -+ <, Yo, Z41 <1 Zoy N =
(q+1)(g"+ - +q+1).

Sea d; = dim(PRM(d,n)) la dimensién del cédigo proyectivo tipo Reed-
Muller de orden d sobre P*(F,). Similarmente, sea dy = dim(PRM(de, 1)) la
dimensién del c6digo proyectivo tipo Reed-Muller de orden de sobre P'(F,)
y sean A(L,)q == {YP: ... ,Y'Bdl}, A(L)ge :=4Z", ..., Z7%}.

Usando la notacion introducida en la seccién 4.2, sabemos que
{Lan(YP1), .. 0an(YP)} y {@aen (ZM), ., ae1(Z7%)} son bases respec-
tivamente para PRM(d, n) y PRM(de, 1) como F-espacios.

Por la proposicién 4.6.2, PRM(d, n) ® PRM(de, 1) C FY"M(F,) = FY (F,),
donde N, =¢"+---+q+ 1y Ny =q+ 1. Ademas, el conjunto

{e(god,n(YBi)T(Pde,l(Zvj)) S 17 s 7d1; ] = 17 e 7d2}7

es una base para PRM(d,n) ® PRM(de, 1).
Podemos observar que parai € {1,...,d1} yj € {1,...,dy}, las entradas
de los vectores evg(YPiZY) vy 0(04n(YP) T 0ae1(Z77)) tienen la misma forma,

a saber:

Bo Br 1,70 7.71
ag’ -y by by,

donde ((ag : -+ : an), (bo : b1)) € P"(F,) x P(F,). La tinica posible diferen-

~

cia serfa el orden en que aparecen las entradas. Esto prueba que Cg(d) =
PRM(d, n) ® PRM(de, 1).
O

Corolario 4.6.4 Sea 6(Cgs(d)) la distancia minima de Cs(d). Sieg = e; =
- = e, = e, entonces la dimension y distacia minima de Cs(d) estdn dadas

de la manera siguiente.
1. Sid>n(q—1) entonces,

dim(Cs(d)) = (¢" +---+q+1)(¢+1) y §(Cs(d)) =1.
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2. Si(qg—1)/e <d<n(q—1) entonces,

dim(Cs(d)) = (¢ +1) i jo (1) (Z) (j ;izi;qi%

=0 i=

§(Cs(d)) = (g —7r)g" ", donde d—1=k(g—1)+ry0<r<gq—1.

3. 811<d<(q—1)/e, entonces

din(Cad) = e+ (" 54y

6(Cs(d)) = (q—d+1)(q—de+1)g"".

Prueba: Esta es una consecuencia de las dos proposiciones anteriores y del
teorema 4.2.1. Notemos que si d > n(q — 1), entonces de > (¢ — 1), asi que
PRM(d,n) = F&"* e+l y PRM(de, 1) = Fi+1.
Por otro lado, (¢—1)/e < d < n(¢—1) implica de > ¢g—1y PRM(de, 1) =
Fa+1
AR
Finalmente, si 1 < d < (¢ —1)/e, entonces de < ¢ —1lyd<qg—1y

aplicando nuevamente las féormulas del teorema 4.2.1 obtenemos el resultado.

O

Conclusiones y Perspectivas

El problema que hemos abordado en este trabajo es una generalizacion
del caso estudiado en [8]. Mi asesor Horacio Tapia me dio a conocer dicho tra-
bajo y el profesor Felipe Zaldivar me sugirié que habia una manera bastante
natural de generalizarlo.

El primer paso consistio en estudiar y entender a fondo las ideas y méto-
dos presentados en [8]. Después tuvimos que entender la construcciéon del
Rollo Normal Racional generalizado y la presentamos en una forma elemen-
tal 1til a nuestros propédsitos. A continuacién, observamos que los codigos
proyectivos tipo Reed-Muller sobre el Rollo Normal Racional son equivalen-
tes a ciertos cédigos de evaluacién sobre un producto cartesiano de espacios
proyectivos. Dicha observacién nos permitié encontrar férmulas para la di-
mension de estos codigos usando técnicas inspiradas en las bases de Grobner.
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También descubrimos que los cédigos estudiados en este trabajo son equiva-
lentes a un producto directo de los cédigos proyectivos Reed-Muller sobre el
espacio proyectivo total en algunos casos especiales.

Con respecto al cédlculo de la distancia minima en el caso general, no
fuimos capaces de obtener al menos una buena cota usando las técnicas de
bases de Grobner. Este es un problema que queda abierto para futuras in-
vestigaciones.

En general, creemos que el trabajo expuesto en esta tesis es una buena
aportacion a la teoria de cédigos. Como trabajo a futuro, nos gustaria explo-
rar posibles aplicaciones de los codigos estudiados en esta tesis a la construc-
cion de cédigos cudnticos. También nos gustaria abordar otros problemas en
teoria de codigos que puedan resolverse usando bases de Grébner.



Apéndice A

Programa en Magma para
generar ejemplos

En esta seccién incluimos varios fragmentos de cédigo en Magma ([5])
que permiten generar en primer lugar un rollo normal racional generalizado
y a continuacion los codigos proyectivos tipo Reed-Muller definidos sobre él.
Las instrucciones estan basadas en las construcciones de los capitulos 3 y 4.

La siguiente funcién genera las coordenadas de los puntos de un espacio
proyectivo de una dimension dada sobre un campo finito.

function projective_space (field, dimension)
space:= [];
for i:= 0 to dimension do
for affine_coords in
SetToSequence (Set (CartesianPower (field , dimension —i))) do

point:= [0: j in [0..i—1]];
point cat:= [1];
for coordinate in affine_coords do
point cat:= [coordinate];
end for;
space cat:= [point];
end for;

end for;
return space;
end function;

A continuacién tenemos el mapeo de Veronese. Toma como parametros
de entrada una recta proyectiva y un grado d para producir como resultado
una curva normal racional de grado d.

function veronese_map(line, degree)
curve:= [];
for x in line do

yi= [l
for i:= 0 to degree do
y cat:= [(x[1]"(degree — 1))*(x[2]"1)];
end for;
curve cat:= [y];
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end for;
return curve;
end function;
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Definimos una funcién que dados un campo finito y un conjunto de grados

para las curvas normales racionales construye un rollo normal racional.

function higher_scroll(field, curves)

n:= #curves — 1;

P.n:= projective_space(field, n);
number_spaces:= #curves [1];
scroll := [];

for i:=1 to number_spaces do
for coefficients in P_n do;
point := [];
for j:=1 to n+1 do
for coord in curves[j][i] do

point cat:= [coefficients [j]*coord];
end for;
end for;
scroll cat:= [point];
end for;

end for;
return(scroll);
end function;

Esta funcién produce todos los monomios de un grado dado en el anillo

de polinomios F,[Yp, ..., Y,, Zy, Z1]. Los monomios son representadas como

vectores de exponentes.

function generate_monomials(degrees_curves, d)
l:= &+degrees_curves + #degrees_curves — 1;

coordinates:= [i: i in [1..1+1]];
monomials:= [];
combinations:= Multisets (SequenceToSet (coordinates), d);
for combination in combinations do
monomial:= [0: i in coordinates];
for exponent in combination do
monomial [exponent]:= monomial [exponent] + 1;
end for;
monomials cat:= [monomial];
end for;

return (monomials );
end function;

Ahora definimos una funcién que evaltia un monomio en un punto.

function evaluate_monomial (monomial, point)
evaluation:= 1;
for i:= 1 to #monomial do
if monomial[i] ne 0 then
evaluation:= evaluation*point[i]” monomial[i];
end if;
end for;
return (evaluation);
end function;

A partir de la funcién anterior definimos otra que evaltia un conjunto de

monomios en un conjunto de puntos.

function evaluation_morphism(set, monomials)
evaluations:= [];
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for monomial in monomials do

evaluation:= [];
for point in set do
evaluation cat:= [evaluate_monomial (monomial, point)];
end for;
evaluations cat:= [evaluation];
end for;

return (evaluations);
end function;

Ahora ya estamos en condiciones de construir cédigos proyectivos tipo
Reed-Muller definidos sobre un Rollo Normal Racional. Primero necesitamos
definir un campo base, un vector de grados para las curvas y un grado para
el mapeo evaluacion.

:= FiniteField (2);
= [3,2,1];
= 1;

Qo x

Producimos el rollo normal racional asi como el correspondiente codigo
proyectivo tipo Reed-Muller.
P_1:= projective_space(k,1);

curves:= [veronese_map(P_1, degree): degree in e];
scroll:= higher_scroll (k, curves);

monomials:= generate_monomials(e, d);

evaluations:= evaluation_morphism(scroll, monomials);

M:= Matrix (k, #evaluations, #scroll, evaluations);
C:= LinearCode (M);

print (Length (C));

print (Dimension (C));

print (MinimumWeight (C));



Apéndice B

El algoritmo de Buchberger

En este apéndice se prueba el algoritmo de Buchberger, el cual nos dice
cémo construir una base de Grobner para un ideal. Para mayores referencias,
el lector puede consultar [14].

Definicién B.0.5 Fijemos un orden monomial < en K[X] := K[X1,..., X,],
donde K es un campo. Sean f,g € K[X]\{0} tales que Im(f) = X* y
Im(g) = XP, donde 0,8 € NI Sea v := (71,...,7) € N2, donde v; =
maz{a;, 5;} para 1 <i < n. Definimos el S-polinomio de f y g como

X7 X7
A TU TR

Lema B.0.6 Sea < un orden monomial y supongamos que tenemos y; ¢;g;
con ¢; € k, g; € K[X] tal que lt(g;)) = d;X* con d; € K\{0} para 1 <
i < 5. 80 Im (Y] eigi) < X<, entonces Y ) ¢;g; es una K-combinacion li-
neal de S-polinomios S(g;,gr) para j,k € {1,...,s}. Ademds se tiene que
Im(S(g;,9%)) = X para todo j, k€ {1,...,s}.

Prueba: Para 1 <i < s definimos p; := f;/d;. El S-polinomio de g; y g es:

X X

S(gj, ) = d,Xe "9 — 4. X

"9k = Pj — Dk

para j,k € {1,...,s}. Como Im(g;) = X* para 1 <i < sy lIm (> cg) <
X%, se debe tener Zf c;d; = 0. Escribamos

o1
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Zf Cigi = Zf cidipi = crdi(pr — p2) + (c1dy + coda)(p2 — p3) + -+ + (c1dy +
R o Csfldsfl>(psfl - ps) + (Cldl + -+ Csds)ps =
c1d15(g1, g2) + (crdy + c2d2) S (g2, 93) + - -+ (crdi + - - - + c5-1d5-1) S (gs—1, s)-

Finalmente, como lt(p;) = X* = lt(py), se sigue que Im(S(g;, gx)) < X*. O

Definicién B.0.7 Fijemos un orden monomial < en K|[X]yseaG = {g1,...,9s} C
K[X]. Supongamos que podemos escribir f € K[X] en la forma

f=aig1+ - asgs,

donde a; € K[X], Im(a;g;) = Im(f) siempre que a;g; # 0. Entonces, decimos
que f se reduce a cero médulo G y escribimos f —¢ 0.

Teorema B.0.8 Sea G = {g1,...,9s} base de un ideal I C K[X]. G es una
base de Grobner para I -con respecto a un orden monomial <- si y solo si
S(9i,9;) —c 0 para todo i # j.

Prueba: = : Si G es una base de Grdbner, entonces, como S(g;, 9;) € 1,

usando el algoritmo de la divisién, podemos expresar a S(g;, g;) en la forma:

S(gi, gj) = ah-jgl + - asijgsa

donde Im(S(gi,g;)) = Im(arijgr) siempre que ayijgr # 0. Esto es precisa-
mente lo que quiere decir S(g;, g;) —¢ 0.

<= : Sea f € I; entonces, como G es una base para I, podemos escribir
f= Z hig; (B.1)
i=1

con h; € k[X]. En general, pueden existir varias expresiones de la forma B.1
para f y cada una nos dard un cierto X7 := maxs{lm(hig1),...,Ilm(hsgs)}.
Como un orden monomial es un buen orden, elegimos la expresion que nos
dé al minimo X7. Si Im(f) = X7, entonces Im(f) = Im(h;g;) para algin
i€ {l,...,s}, lo cual implica que lt(g;)|lt(f) y G es una base de Grobner.

Supongamos que [m(f) < X7 para llegar a una contradiccién. Entonces
podemos escribir

f= Z hig; + Z higi =

Im(h;g;)=X" im(h;g;) <X
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Z It(hi)gi + Z (hi = 1t(hi))gi + Z hig;.

Im(h;g;)=X"Y Im(h;g;)=X"Y Im(h;g;)<XY

Como tanto Im(f) como los monomios que aparecen en la segunda y tercera
sumas son menores que X7, debe ser también que el monomio lider de la

primera suma sea menor a X”. Sea lt(h;) = X0 con¢; € kparal <i < s.
Usando el lema B.0.6 podemos expresar la suma

Yoo lth)gi= Y. Xy

lm(higi):X"/ lm(higi):XV

como una combinacién lineal de S-polinomios S(X*Wg, X*®g) ik €
{1,...,s}. Pero

X 4 X~
= . 0t(J)gA =
XDit(g;) T X Bt (g)

X'Yfﬁij(gﬁ gk>7

S(Xa(J)g Xa(’“)gk) - XeB) g =

donde XPix es el minimo comtin multiplo de Im(g;) v Im(gx). De esta forma

existen constantes c;; € k tales que

Z lt(hz)gz = ZCij7_ﬁij(gj,gk)~

Im(h;g;)=X" gk

Usano ahora la hipétesis S(g;, gx) —¢ 0, podemos escribir

gj>gk’ Zamk’gz?

donde a;j; € k[X] y Im(aijrg;) = Im(S(g;,9x)) siempre que a;jrg; # 0.
Tenemos asi

X7 ﬁij g gk mekgz

donde b;;i, 1= X”‘ﬁjkaijk. Se cumple entonces que
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donde la segunda desigualdad es por el lema B.0.6. Llegamos asi a la expresion

Z lt ZC kX'Y IBJkS g gk ZC]k (Z bzngz) = Zillgz

lm(higi):X’Y

Esta expresion tiene la propiedad lm(ﬁigi) < X7 para toda i. Asi, podemos

escribir
f= > Uh)gi+ Y, (hi—=lth))g+ D higi=
im(h;g;)=X" Im(h;g;)=X"Y Im(h;g;)<XY
Z higi + Z (hi — Ut(hi))g: + Z higi,
i Im(h;g;)=X"Y Im(h;g;)<XY

la cual es una combinacion polinomial de los g;’s en la que todos los monomios

que aparecen son menores a X%, lo cual contradice la minimalidad de X¢.
O

Definicién B.0.9 Escribiremos 7F para denotar al residuo que resulta al
dividir un polinomio f entre una s-tupla ordenada F' := (fi,..., fs).

Ahora estamos ya en condiciones de enunciar y probar el algoritmo de
Buchberger:

Teorema B.0.10 Sea 0 # I = (f1,...,fs) C K[X] un ideal y < un orden
monomial en K[X]. Entonces podemos construir una base de Grébner para
I en un numero finito de pasos mediante el siguiente algoritmo:
Entrada: F = {f1,..., fs}
Salida: Una base de Grébner G ={g1,...,g:} para I tal que F C G
G:=F
G’ :={0}
while G' # G do
G =G
for all{p,q} € G', p# q do
ri=Sma)
if r #0 then
G :=GU{r}
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end if
end for
end while

Prueba: En cada paso del algoritmo, dado G = (¢1,...,9s), < lt(G) >y
< lt(G) > denotarén respectivamente a los ideales

<G >= (g1, 9)
<It(g) >=(It(g1),...,lt(g:)).

Primero mostraremos que se cumple la contencion G C I en todo momen-
to. Esto es cierto al comienzo, cuando se define G := F. Ahora, si se cumple
G C 1, entonces, para todos los p,q en G, el S-polinomio S(p,q) también
estd en I. Asi, al dividir S(p,q) entre G’ := G C I, se obtiene un residuo

/

G
r:=S(p,q) que también estd en I, de tal forma que G' U {r} C I.

El algoritmo termina si en algin punto del mismo se cumple que S(p, q)G =
0 para todo p,q en G. Por el teorema B.0.8, se tendria que GG es una base de
Grobner para I con respecto a <.

De esta forma, sélo resta probar que el algoritmo realmente termina. Para
ver esto, notemos que cuando estamos dentro del ciclo while, si se cumple

G/
r := S(p,q) # 0 para algunos p,q € G, entonces se redefine G como
G := G" U {r}. Afirmamos que en este caso

<U(G) >C<It(G) >=1Ut < (G'U{r}) >.

En efecto, Si se tuviera lt(r) €< [t(G') >, entonces seria posible escribir

t(r) = i, hilt(g0),

donde G' ={g1,...,9s} y los h; son polinomios en k[X]. Al expandir el lado
derecho de esta igualdad, se obtiene una suma de monomios, todos los cuales
son divisibles por algin [t(g;), por lo cual lt(r) deberia también deberia ser
divisible por algin lt(g;). Sin embargo, como r es el residuo que se obtiene
al dividir S(p, q) entre G', el algoritmo de la divisién nos dice que lt(r) no es
divisible por ninguno de los térnimos lideres de los elementos de G'. Por lo
tanto, conlcuimos que [t(r) ¢< It(G') >.
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Asi, los ideales < [t(G;) > que se obtienen en cada paso del ciclo while
forman una cadena estrictamente ascendente. Como k[X] es un anillo noethe-
riano, esta cadena debe estabilizarse en algiin momento. En otras palabras,

el algoritmo debe terminar.
O

El siguiente resultado, usado junto con el teorema B.0.8, nos da un criterio
practico para saber si una base de un ideal es de hecho una base de Grébner.

Proposicién B.0.11 Sea G un subconjunto finito de k[X], < un orden mo-
nomial en k[X] y supongamos que tenemos f,g € G tales que Im(f) y Im(g)
son coprimos. Entonces S(f,g) —¢ 0.

Prueba: Por simplicidad supondremos que f y ¢ han sido multiplicados
por constantes adecuadas de tal forma que le(f) = lc(g) = 1. Escribimos
f=1Iim(f)+p, g=1Im(g)+ q. Como Im(f)y Im(g) son coprimos se tiene

S(7.9) = IO DI )it g =

99— -f-(f-p0)-9=9-f-a-f—f-9+p-9g=p-9—q-f

Si se tuviera Im(p) - Im(g) = Im(q) - Im(f), entonces se tendria Im(g)[lm(q) -
Im(f). Como Im(f)y Im(g) son coprimos, esto implicaria im(g)|lm(q), lo cual
es absurdo porque Im(g) = Ilm(q).

Entonces Im(S(f,g)) = maz{lm(p- g),lm(q- f)}, y como f,g € G, con-
cluimos S(f,g) —¢ 0. O
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