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Resumen

En este trabajo presentamos una exposicion auto-contenida del calculo de la traza y
el espectro de la transformada de Fourier discreta (DFT), siguiendo la referencia [1]. En
particular, hemos completado la demostracion de la equivalencia de los problemas del calculo
el espectro de la DFT y el calculo de su traza, que aparece sélo esbozada en la referencia
anterior. Con este propodsito hemos tenido que introducir las nociones de representaciones
unitarias, caracteres, el simbolo de Legendre, la férmula de Euler, la ley de reciprocidad
cuadratica y el calculo de algunas sumas de Gauss.

“El estudio profundo de la naturaleza es la fuente
mas fértil de descubrimientos matematicos”.
Joseph Fourier
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Introduccion

La transformada de Fourier discreta (DFT) es una versién discreta de la transformada
de Fourier usual, que acttia como una aplicacién lineal unitaria del espacio de Hilbert CY en
si mismo. Se conoce ampliamente por sus aplicaciones en ingenieria y fisica pero tiene una
profunda relacién con matematicas puras que intentaremos describir en este trabajo.

Desde el punto de vista tedrico y también por sus aplicaciones, el conocimiento del espec-
tro de la DFT es relevante y se sabe que el calculo la traza es equivalente al problema de la
multiplicidad de sus eigenvalores. La traza de la DFT es una suma de Gauss calculada por
primera vez por K. F. Gauss cuando investigaba sobre la construccion de poligonos regula-
res, véase el teorema 99 en [10]. El célculo que describimos en este trabajo aprovecha casos
particulares de estas sumas combinadas con ciertas relaciones entre la traza de la DFT y la
traza del producto de la DFT con elementos de la representacién regular unitaria del grupo
de unidades de Z,. Gauss realmente resolvié el problema de la traza y los valores propios de
la transformada de Fourier discreta. Todas estas ideas se presentan en el Capitulo I de [1] y
parte de este trabajo.

Como hemos citado antes, de acuerdo con J. Fourier, el estudio profundo de la naturale-
za es la fuente mds fértil de descubrimientos matemdticos. En efecto, J. Fourier inventé su
transformada motivado por su interés en describir fendmenos naturales y este concepto es
tan profundo que el estudio de sus propiedades constituye un area del analisis matematico
llamada andlisis de Fourier, cuya version discreta tiene una importante componente alge-
braica y sus aplicaciones en ciencias e ingenieria son muy relevantes. Esto ilustra claramente
que la matematica tiene muchas ramificaciones, mas o menos alejadas de las aplicaciones
en ciencias naturales, pero unidas en un sélo cuerpo que las armoniza. La separacion entre
matematicas puras y aplicadas es artificial, se debe mas bien a razones sociolégicas que a
una division real de esta bella disciplina.

En el primer capitulo de este trabajo, revisamos algunos conceptos del Algebra Lineal y
Teoria de Ntumeros, presentamos el grupo de unidades de Z,,, denotado por Z) y demostra-
mos algunas propiedades importantes de ellos. Aqui también se describe la representacién
regular unitaria p de Z, el conjunto de todos los caracteres de esta representacién denotado
por in y se muestra que el algebra de las matrices Z)-circulantes es una *-dlgebra.

Posteriormente en el capitulo 2 definimos el simbolo de Legendre y el subgrupo de residuos
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cuadraticos de Z,. Aqui también introducimos el Criterio de Euler y describimos algunos
resultados con respecto a la DFT del simbolo de Legendre como funcién de su numerador y
mostramos algunos teoremas sobre residuos cuadraticos, lo cual nos conduce al teorema de
Wilson. Ademas demostramos la ley de reciprocidad cuadratica.

También presentamos una funciéon propia de la transformada de Fourier discreta y cal-
culamos explicitamente la traza de la DFT en el capitulo 3.

En el capitulo 4 mostramos que una suma de Gauss se puede expresar en términos del
simbolo de Legendre. Asi mismo demostramos que la traza de la DFT es una suma de Gauss
y representamos otra suma de Gauss como la traza del producto de la representacién regular
unitaria del grupo Z,; con la DFT y finalmente demostramos una relacién entre estas trazas
y el simbolo de Legendre, que es 1util para calcular explicitamente la traza de la DFT.
Finalmente describimos el polinomio caracteristico de la matriz F?(n) y los valores propios
de la transformada de Fourier F'(n) asi como sus multiplicidades.

“Los encantos de esta ciencia sublime, las matematicas,
solo se revelan a aquellos que tienen el valor de profundizar en ella”.
Carl F. Gauss



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo expondremos algunas nociones y proposiciones necesarias para capitu-
los subsecuentes. En primer lugar veremos condiciones suficientes para obtener un sistema
completo de residuos asi como también demostraremos el Teorema Chino del Residuo, todo
lo anterior en el contexto de congruencias de la Teoria de Ntimeros. En segundo lugar intro-
ducimos la nocién de producto tensorial de espacios vectoriales y demostramos su existencia
asi como algunas de sus propiedades. Finalmente, en tercer lugar, introducimos al grupo
de caracteres sobre Z, e introduciremos la representacion unitaria del grupo multiplicativo
7} = 7,\{0} determinada por la accién multiplicativa de Z* sobre Z,.

1.1. Teoria de Numeros

Recordemos que el anillo Z,, = {0,1,...,m — 1} es el anillo cociente Z/mZ en el cual
cualesquiera dos enteros a,b € Z representan al mismo elemento de Z/mZ si y s6lo si a — b
pertenece a mZ = {...,—2m,—m,0,m,2m, ...}, es decir, m es un divisor de la diferencia
a — b. Esto ultimo suele expresarse como a es congruente con b modulo m y escribirse por
medio de simbolos como a = b méd m, o bien, m|a — b. Puesto que {0,1,...,m — 1} es
el conjunto de todos los posibles residuos que se obtienen al dividir por m, un conjunto de
enteros m enteros, digamos A C 7Z, recibe el nombre de sistema completo de residuos modulo
m si para cada k € {0,1,...,m — 1} existe a € A tal que a =k méd m.

Proposicién 1.1.1 Supongamos que m,n son enteros positivos. Sim,n son primos relativos
entre st, entonces el conjunto {vas = am+pn: 0 < a <n, 0 < B < m} es un sistema
completo de residuos modulo nm.

Demostracién. Supéngase que m,n son primos relativos entre si, es decir, (n,m) = 1.
Vemos que si § corre sobre un sistema completo de residuos moédulo m y «a corre sobre
un sistema completo de residuos modulo n, entonces am + [n corre sobre un sistema de
residuos médulo mn. En efecto, supongamos que am + fn = a'm+ f'n méd mn. Entonces
(0 —a)y)m+ (B — B )n =0 mdd mn, pero puesto que m,n son primos relativos se obtiene
que

/

a=a médn, y ﬁzﬁl mod m

7
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entonces cada clase es distinta. El resultado se sigue dado que hay mn clases méd mn. R

Para cada entero postivo m, denotamos por ¢(m) al nimero de enteros positivos no
mayores que m que ademads son primos relativos con m, es decir, el nimero de enteros n
tales que

0<n<m, (n,m)=1

Notemos que si a es primo relativo con m, entonces también lo es cualquier nimero x
congruente con a moéulo m. De esta manera, el conjunto de enteros Z se puede partir en
¢(m) clases de residuos primos relativos con m, y cualquier conjunto de ¢(m) residuos
primos relativos con m, uno de cada clase, se denomina conjunto completo de residuos primos
relativos con m. Es evidente que uno de esos conjuntos completos de residuos de primos
relativos con m es el conjunto de enteros positivos menores m y que ademas son primos
relativos con m. Veamos ahora como obtener conjuntos completos de residuos primos relativos
con m a partir de un conjunto de tal tipo dado.

Teorema 1.1.2 Sean m, k primos relativos entre si. Si ay, ag, . .., agmm) €s un conjunto com-
pleto de residuos primos relativos de m, entonces kay, kay, . .., kagu,) es también un conjunto
de este tipo.

Demostracién. Cada uno de los elementos del segundo conjunto son primos relativos con m
y cualquier par de ellos son distintos. Entonces es un conjunto completo de residuos primos
relativos con m. u

Un resultado que necesitaremos més adelante es el Teorema Chino del Residuo el cual
establece las condiciones bajo las cuales un sistema de congruencias posee una solucién que
ademds es unica. Antes de demostrar tal resultado necesitamos del siguiente lema.

Lema 1.1.3 Sean ni,ny € Z con (ny,n2) = 1. Si a € Z es tal que nqila y nala, entonces
ny - nola.

Demostracion. De la hipotesis se tiene que existen p,q € Z tales que a =pn; y a = qno y
ademads existen s,t € Z que satisfacen sny + tny = 1. Entonces, n; - ns|a puesto que

a=a-1=a(sny +tny) = asny + atng = qna - sny + pny - tny = nyna(sq + tp)

Teorema 1.1.4 (Teorema Chino del residuo). Supongamos ni,ng, ..., ngy € N son nime-
ros naturales tales que (n;,mj) = 1 para i # j. Entonces para cualesquiera k enteros
ai,as,...,ar € Z el sistema de congruencias

r=a; moédny;, xt =ay méd no, ..., x =a, mod ny (1.1)
tiene solucion unica modulo N = ny-ng-...-ng la cual estd determinada por la congruencia
r=ay-cr-di+ay-cy-do+...4ap-c-dp méd N,

dondeci:% y d; es tal que ¢;-d; =1 mdd n;, parai=1,2,... k.
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Demostraciéon. Tomemos N =ny -ng - ... -n, y ademds ¢; = nﬂz parai=1,..., k. Veamos
por contradiccién que n; y ¢; =[] 21Ty son primos relativos entre si. Supongamos que existe
un primo p tal que p|n; y p|¢;. Como p| H#i nj con p primo, existe un entero ! € {1,...,k}
distinto de i tal que p|n;. Pero entonces se tendria que p|n; y p|n; con i # [, lo que contradice
la hipétesis de que (n;,n;) = 1. Por consiguiente, (n;,¢;) = 1. Por la afirmacién anterior
sabemos que ¢; tiene reciproco médulo n;, es decir, existe d; € Z, tal que ¢; -d; =1 mod n,.

Vemos ahora que
k
xXr = E ai-ci-di,
i=1

es solucién del sistema de congruencias considerado. Sea l € {1,...,k}. Si j # [, se tiene que
nilc; pues ¢; = H#j n;, entonces ny|a; - ¢; - d;, es decir, a; - ¢; - d; =0 mdd ny. Por otro lado,
¢ -d;y =1 mbd n; implica que a; - ¢; - di = a; mdéd n;. Sumando las congruencias anteriores

sobre j se obtiene
k

T = g a;-cj-dj =a; mod ny.
=1
Ahora veamos que x es la solucion tnica modulo N. Para esto, supongamos que y € Z
es tal que

y=a, médny, y=ay moédng, ..., y=ar mod ng.
Esto implica que x =y mdd n;, es decir, n;|(z —y) parai = 1,2,... k. Como (n;,n;) = 1 si
i # j, aplicando el lema anterior de manera iterada se obtiene ny - ngy - - - ng|(z — y), es decir,
=y mdd N. Por lo tanto, x = Zle a; - ¢; - d; es solucién tinica modulo N. [ ]

1.2. Producto Tensorial

En esta seccion desarrollamos algunas propiedades del producto tensorial de dos espacios
vectoriales complejos.

Definicién 1.2.1 Sean V, W y U espacios vectoriales sobre el campo C. La funcion G :
V xW — U es una funcion sesquilineal si son lineales las aplicaciones

YVoeV w— Gu,w) y YweV v Gu,w)

Teorema 1.2.2 FEuxistencia del producto tensorial y propiedades basicas.

StV y W son espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente sobre C, entonces
existe un espacio vectorial V@ W de dimension nm y una funcion bilineal 7 : V X W —
V@ W, tal que (v,w) =" v ® w satisface las siguientes propiedades:

1. El producto dev € V yw € W se denota por v®w y satisface las siguientes relaciones:
Siv, v eV yweW,

(01+U2)®w:?]1®w+1}2®w
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St wi,we €W yv eV,
V@ (W) +wy) =v @ w; + v wsy

Si ¢ es un escalar arbitrario y wy € W, v €V,

cvew)=(v)@w=1v® (cw)

2. Todo elemento del producto tensorial se puede escribir en la forma ), c;v; @ u; para

algunos escalares c;, y algunos v; € V,u; € W.

3. Si{vy,...vn} y{wy,... wy,} son bases de V- y W respectivamente, entonces los ele-

mentos v; w;, 1 =1,...,nyj=1,...m constituyen una base de V@ W.

4. Propiedad Universal. Si U es un espacio vectorial sobre C y L :V x W — U es una

funcion bilineal, entonces existe una tinica aplicacion lineal L : V x W — U tal
que L= Lo es decir

L(v,w)=Lu®v) Yv e V,VweV.

Demostracién.

1. Sean {vy,...v,} y {ws,...wy} basesde V'y Wy sea S = {s;;};; un conjunto con nm

elementos. Definimos V ® W como el espacio vectorial libre sobre C con base S. Es decir
V ® W es un espacio vectorial de dimensiéon nm y consta de todas la combinaciones
lineales formales de elementos s;; con coeficientes en C, o sea expresiones de la forma
D s 2oy Cigsij con ¢y € KL Siv =370 wv; y w =", yjw; son las expresiones de
v v w en términos de los basicos se define el producto tensorial como el elemento

VW = szz'yjsij

i=1 j=1

en particular v; ®w; = s;;. Probemos que (v, w) =7 v@w es bilineal. Sea v’ = > | z.v;
y sean v y w como antes, entonces cv +v = Y.+ (cx; + x;)v;, luego por definicion
(co+v)®@w =37, 3% (erita;)y;sij = 323 D5 CTiSij+ 22 Do TiYisij = COOWFv Q.
La prueba de la linealidad en el otro lado es semejante.

. Con la notacién anterior, sabemos que un elemento arbitrario del producto tensorial es

de la forma § = 3, >, ¢ijv; ® wy, reescribiendolo tenemos que § = 3, v; ® (Z] Cijw;)
lo que muestra el resultado.

’ ’ ’ / . . /
. Sean {vy,...,v,} v {wy,...,w,,} bases de V' y W respectivamente, si v = ) zv;

yw = >, i ij;- son las expresiones en términos de los bésicos de v y w, entonces
VRW =, a:iyi(v;®w;) es decir los nm elementos U;®w; generan al espacio vectorial
V @ W de dimensiéon nm y por tanto, necesariamente son linealmente independientes
lo que prueba que formen una base.
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4. Sea L : V x W — U es una funcion sesquilineal. Existe una tunica transformacién
lineal L :V x W — U tal que L(v; ® w;) = L(v;, w;), entonces para cualesquiera v y
w expresados (como antes) en términos de los béasicos tenemos

L(v,w) = E(invi, Zijj) = Z Zwiyjﬁ(vi, w;) = L(v ® w).

Es decir L existe y esta determinada en forma tnica.

1.3. Representaciones Unitarias y Caracteres

La teoria de representaciones es un término que comprende algunos temas de dlgebra y de
analisis matematico, los cuales comparten la descripcion de simetria en espacios vectoriales.
El trabajo de ésta teoria es deducir propiedades esenciales de la estructura original a partir
de las matrices que la representan.

A continuacién presentamos algunas definiciones importantes como la definicién de la
representacion unitaria p de ZX en Lo(Z,) y damos respuesta a como actia p en la base
ortonormal de Lo(Z,,).

Definicién 1.3.1 Sea f una funcion sobre un sistema completo de residuos mod n tal que
sié € R, y€& € R, con & =& méd n se tiene que f(€) = f(€). Diremos que f es una
funcion en Z,, y usaremos la notacion f(§),& € Z,.

Veamos otra forma del lema (4.3.2). Sea Ls(Z,,) el conjunto de funciones complejas sobre
Z,. Recordemos que La(Z,,) es un espacio vectorial de dimensién n.

Z) actua sobre Z, multiplicativamente, es decir, para cada elemento a € Z) se tiene un
homomorfismo @ : Z,, — Z,, definido por a(z) = az = za.

Definicién 1.3.2 Definimos la representacion regular unitaria p de Z) en Lo(Zy,) como el
homomorfismo
p: 2L — B(La(Zy)) (1.2)

tal que para cada a € 7., p(a) es la transformacion lineal p(a) : Lo(Zy) — Lo(Zy), definida
mediante (p(a)f)(z) = f(az) = f(za), 2 € Zy, f € Lo(Z,).

Observacion:

1. Ly(Z,) = {f : Z, — C} se puede identificar con C", pues una funcién se puede
identificar con sus valores f ~ (fo, f1,. - fu1)-

2. Bajo la identificacién de Lo(Z,) ~ C", con cada a € Z) corresponde una trans-
formacién lineal (matriz) p(a) : C" — C" definida mediante p(a)f(z) = f(az) =

(fO; fa; f2a; sy f(n—l)a)‘
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Sean e, funciones de Lo(Z,) = C" tales que para todo z € Z,, se tiene:

1 sib=z,
e“”‘ﬁm_{o si b # 2. (13)
Por ejemplo, si b = 0,
1 siz=0,
e“@_&”_{o si z # 0. (1.4)
entonces las coordenadas de ¢y estan dadas por ¢y = (1,0,0,...,0), de manera similar
se construye e; = (0,1,0,...,0) y asi sucesivamente. De esta forma (ep)pez, es la base

ortonormal de Ly(Z,,) ~ C".
. Cémo actia p(a) en la base?
Noétese que (p(a)ey)(2) = ep(az), a € Z), pero para cada z € Zy,,.

Co oyl
== { ) 050 2 22 "
Es decir, p(a)e, = ep,—1. Asi, por ejemplo, si a = 1, tenemos p(1)e, = €, para cada b € Z,,.
Usando la linealidad concluimos que p(1) es la identidad.

El grupo de unidades Z) es isomorfo al subgrupo de matrices generado por el conjunto
Im(p) = {p(a) : a € Z}}, por lo que todas las p(a) son invertibles. Asociada con este grupo
existe un algebra llamada el grupo algebra de Z,, a la que también se le llama &algebra de
matrices Z)-circulantes, que consiste del dlgebra generada por {p(a) : a € Z)}. Obsérvese
que p(a)p(a’) = plad’) y p(a™') = p(a)~!. El adjunto del elemento p(a) es el tinico elemento
p(a)* que satisface la relacion

{u, pla)v) = (p(a)"u, v)

Pero, si ponemos p(a)* = p(d), entonces

<U, p(&)’U> :<Z UbEp, p(a) Z Ucec> = Z ubUC<€b? p(a)ec> = Z ub@c<eba eca‘1>

(1.6)
:<p(d)u, U> = Z ubvc<p(d)€b7 €c> = Z Ubvc<ebd—17 €c>

pero esta identidad se cumple si y sélo si ¢ = ba = bd~!, lo cual implica que d = a~'. Es
decir, el adjunto de p(a) es p(a)* = p(a™!), consecuentemente, para cada a € Z tenemos

pla)p(a)” = pla)p(a™) = plaa™") = p(1) = 1 = p(a)*p(a)

lo cual implica que p(a) es una matriz unitaria, i.e., p(a) € U(n), donde U(n) es el grupo
de matrices unitarias, u operadores unitarios sobre Lq(Z,). Por lo tanto el dlgebra de las
matrices Z)-circulantes es una x-algebra. Cada elemento de esta *-algebra se puede escribir
en la forma A =) «,p(a), con o una funcién de Z* en C.
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Sea C el campo de los ntiimeros complejos y Ci* los complejos de médulo 1. Un caracter
es un homomorfismo A de Z, en Cy. El conjunto de todos los caracteres se denota por Z,.
Para A1, \y € Z,, definimos

(A1 + X2)(a) = Ai(a)Xa(a), a€Z,

Asi, Z es un grupo isomorfo a Z,. Para 0 < o < n, a € N, sea A\, : Z, — C{* definida
por
Aa(a) = e 2™/ g € 7,.

Claramente A\, es un caracter bien definido en Z,, y se comprueba facilmente que ZL consiste
de los n caracteres Ao, 0 < a < n. Notemos que A\, € L*(Z,) y

<>\a’)\5> _ Z 6727riao¢/n€27riaﬁ/n _ Z e27ria(ﬁfa)/n,

anTL CLEZn
entonces
. na a = /87
Mas Ag) _{ 0 azB (1.7)

a, 3 € Zy. Por esa razén los \,, 0 < a < n, son una base ortogonal de Lo(Z,,).
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Capitulo 2

Simbolo de Legendre

En la teoria de ntimeros, el simbolo de Legendre es una funcién multiplicativa utilizada
para determinar el cardcter cuadratico de un nimero (médulo p). Este simbolo fué introduci-
do por Adrien-Marie Legendre en 1798 e intenté demostrar la ley de reciprocidad cuadratica.
Algunas generalizaciones del simbolo de Legendre incluyen el simbolo de Jacobi y los carac-
teres de Dirichlet de orden superior.

En éste capitulo, definimos el simbolo Legendre que es una notacion asociada a residuos
cuadraticos y probamos algunos teoremas relacionados como el teorema de Wilson, el criterio
de Euler, entre otros resultados e identidades del simbolo de Legendre, asi como se demuestra
la ley de reciprocidad cuadrética en términos del simbolo de Legendre.

2.1. Residuos Cuadraticos

Comenzaremos ésta seccién recordando el concepto de residuo cuadratico para asi cono-
cer la ley de reciprocidad cuadratica. Dentro de la teoria de nimeros se denomina residuo
cuadratico médulo n a cualquier entero a coprimo con n para el cual tiene solucién la con-
gruencia 2 = a mdd n o lo que es lo mismo cuando @ es un cuadrado no nulo médulo n y
que por lo tanto tiene una raiz cuadrada en la aritmética de médulo n. A los enteros que no
son congruentes con cuadrados perfectos médulo n se les denomina no-residuos cuadraticos.
A continuacién veremos ésta definicion con més detalle, asi como algunos resultados impor-
tantes y damos a conocer la definiciéon de el simbolo de Legendre.

Sea n un primo impar, tal que n{ a, y x uno de los nimeros
1,2,3,...,n—1.
Entonces, por el teorema 1.1.2; solo uno de los niimeros
l-z,2-2z,....,(n— 1)z
es congruente con ¢ moéd n. Existe por tanto un tnico z tal que

/ , /
rr =a moédn, 0<z <n.

15
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/ . 1 1 .
Llamaremos a = el asociado de x. Hay entonces dos posibilidades: al menos una z es asociada
’ . / .
de si misma, de modo que x = x, o0 no existe tal z.

1. Supongamos que la primera alternativa es verdadera, es decir, = esta asociada con sigo
misma. En este caso la congruencia

?=a médn
tiene la solucién x = x1, y decimos que a es un residuo cuadréatico de n o, cuando
no exista confusién, lo llamaremos simplemente un residuo de n, y escribimos aRmn.
Claramente
r=n—2x;=-—x; modn

.z . s . / .
es otra solucién de la congruencia. Ademads si x = x para cualquier otro valor x5 de =,
tenemos que

ri=a, v3=a, (v; —29)(v1 +22) =27 —25=0 mdbd n.

Por lo tanto 9 = z1 o
Tog = —T1 =N — T,

y solo hay dos soluciones de la congruencia, a saber, z; y n — x;. En este caso los
nimeros.
1,2,...,n—1

pueden agruparse como xi,n — Ty,y %(n — 3) pares de nimeros asociados distintos.

Ahora
ri(n—z,) = —22 = —a mdbd n,

. ’ , . . ’
mientras rx = a mod n, para cualquier par asociado x,z . Por eso

(n—1)!= Hx =_—q- q2"?

n—1)

1 ,
—a3( mod n.

2. Sila segunda alternativa es verdadera y ningiin = esta asociado consigo mismo, decimos
que a es un no-residuo cuadratico de n, o simplemente no es un residuo cuadratico de
n, y escribimos a/Nn. En este caso la congruencia

2:

T a médn

no tiene solucion, y los niimeros

pueden estar ordenados en %(n — 1) pares desiguales asociados. Por lo tanto

(n—1)= Hx =qzV  méd n.
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Definimos el simbolo [%], donde n es un primo impar y a es cualquier nimero no divisible

por n, como

[E} =41, st aRn,
n

(2.1)

[E} =—1, st aNn.
n

Es claro que

sia=0b mod n.
Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1 Sin es un primo impar y a no es multiplo de n, entonces

(n—l)!z—[g

}a%("’l) mod n.
n

Suponiendo que n es impar. Es claro que, 0 = 0%, 1 = 12, y por lo tanto todos los
nimeros son residuos cuadréticos de 2. No definiremos los simbolos [3] y [1] v en lo que sigue
ignoraremos este caso.

Los dos casos mas simples del teorema anterior (2.1.1), son aquellos en los que a = 1y
a=—1.

Sea a = 1. Entonces

=1 médn

tiene soluciones x = +1, por lo tanto 1 es un residuo cuadratico de n y

1

=] =1

n

Por lo tanto, si ponemos a = 1 en el teorema anterior (2.1.1), este se convierte en el
siguiente.
Teorema 2.1.2 Teorema de Wilson
(n—1)!=-1 mébd n.

La congruencia
(n—1!'+1=0 méd n?

es cierta para
n=25,n=13,n = 563,

pero para ningun otro valor de n menor que 200000. Aparentemente no se conoce un teorema
general concerniente a esta congruencia. Si m es compuesto, entonces

m|(m — 1) +1
es falso, porque hay un nimero d tal que,
dm, 1 <d < m,

y d no divide (m — 1)! + 1.
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Teorema 2.1.3 Sin es un primo impar y a no es multiplo de n, entonces

[ﬂ] = a%(”_l) mod n.
n

Demostracién. Es una combinacién de los teoremas (2.1.1) y (2.1.2). [ |

Definicién 2.1.4 Sea n un primo impar, (n > 2), consecuentemente Z, es campo. Sea 7
el grupo de unidades de Z,, es decir, aquellos elementos x € Z,,, tales que x= € Z,,.

Proposicién 2.1.5 Z) es un grupo ciclico de orden n — 1.

Demostracién. Como Z* = 7Z,\{0}, entonces Z* tiene exactamente n — 1 elementos, es
decir, el orden de Z,c es n — 1. Sea m el maximo orden de los elementos de Z,, consideremos
el polinomio A — 1 en el grupo Z). Como sabemos, el orden de un elemento a es el entero
positivo p mas pequeno tal que a”? = 1, a € Z), asi que para cada elemento x € Z, el orden
de z divide a m. Por lo tanto, cada uno de estos elemento es un cero en el polinomio A" — 1,
lo cual implica que m > n — 1. Pero el orden de un elemento de un grupo no puede ser mas
grande que el orden del grupo. Asi tenemos que m = n — 1 y cualquier elemento de orden m
es generador de Z). [ |

Proposiciéon 2.1.6 Sea S = {&* | £ € ZX}, S es un subgrupo de 7.

Demostracién. Sean £2,7? dos elementos de S, entonces £21* = (£n)?, ast £2n* € ZX. Sea
£ € S, entonces (£71)2¢% = (£71€)? = 1, entonces (£2)7! = (£71)2 € S. Por lo que S es
subgrupo de Z). [ |

S es el subgrupo de residuos cuadraticos médulo n.

Proposicion 2.1.7 El subgrupo de residuos cuadrdticos S satisface:
(i) S es subgrupo normal de 7.

(i1) El grupo cociente Z) /S tiene orden 2.

Demostracién. El inciso (i) es inmediato por la conmutatividad. Si a € Z* y a &€ S,
entonces S y aS son dos clases laterales diferentes, de hecho:

» SNaS = @, pues la condicién x = ay, x,y € S implica que a =2y ' € S; y

» ZX = SUaS, pues si g es el generador de ZX y a = ¢g?*»™! entonces cada = ¢ S,
equivalentemente, z = ¢?**!, se puede escribir en la forma z = ¢?¥+1 = g%+1g2k-p) —
ag®*®=P) € aS.

Por lo tanto s6lo hay dos clases laterales S y aS con a & S. [ ]
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Definicién 2.1.8 Sean Z3; = {1,—1} C Zs el grupo multiplicativo de orden 2 y el grupo 7. .
Definimos el homomorfismo h : 2 — Z3 , tal que kerh = S. Es decir h(a) =1 sia € S y
hia)=—1sia¢s.

Definicién 2.1.9 Para los enteros 7, consideremos el homomorfismo n : Z — Z, con
ker i = nZ. Para m € Z definimos (™) como el simbolo de Legendre

m 0 sim=0 mbdn,
(%) :{ h(n(m)) si m#0 mZd n. (2.2)

Proposiciéon 2.1.10 Sean ni,ny € Z y n un primo impar, si n1 = ny mod n, entonces

(n1/n) = (na/n).

Demostracién. Si n; es residuo cuadratico médulo n tenemos que (n;/n) = 1. Entonces
existe un entero a tal que n; = a®> méd n. Como n; = ny méd n, resulta que a? = ny
méd n y asi (ng/n) =1 = (ny/n).

Ahora, si n; no es residuo cuadratico médulo n, entonces para cualquier entero a, a? # n,
méd n, vy como ny = ny méd n, se sigue que a? Z ny méd n. En consecuencia, ny no es
residuo cuadrético médulo n y (ny/n) = —1 = (ny/n). [ |

Consideraremos () como una funcién de m para m € Zy.

2.2. Ley de Reciprocidad Cuadratica

La ley de reciprocidad cuadratica o mejor conocida como el teorema aureo por Friedrich
Gauss (1777-1855) que relaciona la solucién de dos congruencias de la forma z? = ¢ méd n
v 4> =n méd a, donde a y n son niimeros primos impares, es muy reconocida en teorfa de
nimeros por lo que en ésta seccion probamos el criterio de Euler, hacemos uso del simbolo
de Legendre y de algunas identidades para probar resultados relevantes que nos sirven de
guia para demostrar la ley de reciprocidad cuadratica.

Proposicién 2.2.1 (Criterio de Euler, ver [{]) Sean m € Z, y n un primo impar que no

es divisor de m, entonces
m n—1

(%) =m" (2.3)

n

Demostracién. Como m no es congruente con 0 méd n, entonces (%) = +1. Ahora Z,

es un campo, entonces cada polinomio de grado k tiene a lo mas k raices. En particular la
ecuacién 22 = m moéd n tiene a lo més dos soluciones para cada m. Entonces ademds de 0,

hay a lo mas "T’l residuos cuadraticos modulo n. Pues cada uno de los n — 1 posibles valores

de x puede ir acompanado s6lo de un valor mas, distinto de x, con el mismo residuo moédulo

n.

Nétese que (n — 2)? = 22 méd n, pues (n — z)? — 2% = n(n — 2z). Entonces los 25+

n—1

. " 2 ,
residuos cuadrédticos son: 12,22 -+ (251)", méd n.
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Por el pequenio teorema de Fermat, como n es primo, m"~! =1 mdéd n, es decir,

n—1

(m=2 — 1)(mnT_1 +1)=0 méd n (2.4)

. . ’ . . 7 77471 — /7
Si m es residuo cuadratico, digamos m = k* mdd n, entonces m 2z = k" ! = 1 mdd n,
nuevamente por el pequeno teorema de Fermat. Es decir cada residuo cuadratico anula al
primer factor en (2.4). El resto de los residuos deben anular al segundo factor, pues en otro

n—1

caso no se cumpliria el pequeno teorema de Fermat, entonces m 2
cuadratico. Podemos concluir que

= —1 si m no es residuo

m* T = (—) (2.5)
|
Demostraremos ahora algunos resultados concernientes a la transformada de Fourier dis-

creta del simbolo de Legendre como funcién de su numerador que llamaremos funcion gaus-
sianal discreta. Iniciamos con una definicion.

Definicién 2.2.2 Sea n un primo impar, definase para cada k entero,

ho(k) = (-) (2.6)

y el correspondiente vector h, con coordenadas hy(k), mediante h, = 3 1—¢ ha(k)ex, con
(ex)1<k<n la base candnica de C™.

Lema 2.2.3 Para cualquier m,k € Z, si n no es divisor de m ni de k, entonces se cumple

que
k k
(%) =()E) 7
n n/\n
Demostracion. Por el criterio de Euler tenemos que

(m_k> = (mk)"T = (m)"T (k)T = (@) <E) (2.8)

n

Lema 2.2.4 Para n primo tmpar y n,k primos relativos se cumple que

5)-() oo

maodulo n.
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Demostracion. Como k no es divisible por n, entonces k tiene inverso en Z,, i.e., existe
k=t € Z,y kk™'=1. Ahora si b> = k méd n tenemos que

= () -G E) 1) - (&) o

Si k£ no es residuo cuadratico y no es divisible por n, tenemos que (%) = —1 y consecuente-

() - () () e

mente

Por lo tanto,

Esto demuestra el lema. [ ]

Sea p un entero, si n es un primo impar solo hay un residuo de p moéd n entre —%n y %n
A éste residuo lo llamamos residuo minimo de p méd n, es positivo o negativo, dependiendo
de que menor residuo no negativo de p se encuentre entre 0 y %n 0 entre %n y n. Recordemos
que definimos (m/n) como el simbolo de Legendre.

Teorema 2.2.5 Sea o el nimero de miembros del conjunto

1
{m,2m,3m, ..., §(n — 1)ym}

1

cuyos residuos minimos positivos mod n sean mayores que zn se tiene,

(T) = (—1)* (2.12)

Demostraciéon. Supongamos que m es un nimero entero, positivo o negativo, no divisible
por n, y considere los residuos minimos de los %(n — 1) ntimeros

1
m,2m,3m, ..., §(n —1)m (2.13)

podemos escribir estos residuos en la forma

! ! !

T1,72y ooy TA, =T, Ty ey, =T,

donde .
n— n ,
A+ 5 O<n_2,0<n<2

3
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Dado que los nimeros (2.13) no son congruentes mod n, ningin par de r S pueden ser
iguales v lo mismo ocurre con los 7. Si un 7 v un r son iguales, digamos r; = 7" , sean am y
bm los dos numeros de (2.13) tales que,

/ /7
am =r;, bm = —r; mdd n

después

am+bm=0 médn

, (2.14)
a+b=0 médn

lo cual no es posible porque 0 < a < 1n 0<b< %n De esto se deduce que los nimeros
T, 7" son un reordenamiento de los nimeros

1
1,2,...,=(n—1);
Y Y ) 2(“ )7
y por lo tanto tenemos que

1 1
m-2m----=(n—1ym=(-1)*1-2---=(n—1) mdd n
2 2 (2.15)
1
asf que m2""Y = (=1)* méd n
Pero

(—) =m2™D médn (2.16)

por el Criterio de Euler. [

Corolario 2.2.6 St n es primo impar, entonces

=)
nl  \n
Demostracién. Es una consecuencia de los teoremas (2.1.3) y (2.2.5). [ |

Escribimos [z] para referirnos a la parte entera de x, el entero mas grande que no excede
a z. De este modo tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.2.7 Se cumplen las identidades,

(i) ( ) (— )[ (n+1)]
(i) (3) = (=10

Por lo tanto, 2 es residuo cuadrdtico de los primos de la forma 8l + 1 no es un residuo
cuadrdtico de los primos de la forma 8l & 3..
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Demostracién. Tomemos m = 2, de modo que los nimeros en (2.13) son 2,4,...,n — 1.

En este caso A es el nimero de enteros pares positivos menores que %n Con esta notacion
_ 1

A = [4n], pero

(2.17)

Sin=1 mdd 4, es de la forma n = 4k + 1, k € Z entonces

p=gn—1) = 3n—1) = 3(n—1)= (4 +1) ~1) = 7(4k) =k = [{(n+ 1)

pues

[ D] = [k + 2] = [k + 5] = &

Y sin =3 mdd 4, es de la forma n = 4k + 3, k € Z entonces

1 1 1 1 1 1
uzﬁ(n—l)—z(n—i’)) :Z(n+1)21((4k+3)+1):Z(4k+4):k+1: [Z(n—i—l)]
pues
1 1
[Z(n+1)] = [Z(4kz+4)} =k+1=k+1
Por eso
(2) = (—1)&(7”“1)} mod n
n
es decir
2
(—) =1sin=8+168 -1
n

(2>:—1an:&+3é&—3

n

Sin =8l £+ 1 entonces %(n2 — 1) es par, mientras que si n = 8/ + 3, es impar. Por eso

(_1)[i(n+1)} _ (_1)[§(n2—1)1

’
5]

Teorema 2.2.8 Seann' = "1, m' = 1 con m,n primos impares. Si S(m,n) =3
’
=nm.

entonces S(m,n) + S(n,m)

’ 2
’
n



24 CAPITULO 2. SIMBOLO DE LEGENDRE

B (o
]
e

N/
L

M

TP

0 S K A

Demostracion. La demostracion puede expresarse en forma geometrlca En la siguiente
ﬁguraACyBCsonx—n y=m,yKMyLMsonz=n',y=m

Sin > m, entonces m'/n’ < m/n < 1, por lo tanto M estd por debajo de la diagonal OC.
Como

, omn /
m < —<m +1,
n

no hay ningtin nimero entero entre KM = m’ y KN =mn’/n. Contamos de dos maneras
diferentes el nimero de puntos de la red en el rectangulo OKML, contando los puntos en
KM y LM pero no los que estan sobre los ejes. En primer lugar, este nimero es claramente
n'm’. Pero no hay puntos de la reticula sobre OC, pues en caso contrario si p y ¢ son tales
que % = % equivalentemente gn = pm, pero n y m son primos, entonces m es factor primo
de ¢ y n factor primo de p lo cual implica n > p y m > ¢ lo cual es imposible dentro de la
reticula. Ademads, no hay ningin punto de la reticula en el tridngulo PMN excepto quizas
sobre PM. Por lo tanto el nimero de puntos de red en OKML es la suma de los triangulos
OKN y OLP, contando aquellos sobre KN y LP pero no sobre los ejes. El nimero de puntos
sobre ST, la linea z = s es [sm/n], ya que sm/n es la ordenada de T. Por lo tanto el ntiimero
total de puntos sobre OKN es

s=1

De la misma manera, el nimero en OLP es S(n,m), y se sigue la conclusién. [

Corolario 2.2.9 (Ley de reciprocidad cuadrdtica) Para m yn primos impares se cum-
ple la formula de Gauss para la reciprocidad cuadrdtica

() () - e s

’

o s / — _ o1
Demostracién. Sean n = ”Tl ym = mTl Podemos escribir

km_n[kn ] +ug (2.19)
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/ , . . . , .
donde 1 < k<n,1<wu, <n-—1. Aqui ug es el menor residuo positivo de km méd n. Si
!/ . ..
ur = v, < n , entonces uy es uno de los residuos minimos r; como se definen en la prueba del
. . / . « .
teorema 2.2.5, mientras que si u, = wg > n , entonces ui — n es uno de los residuos minimos
/ / . . , / .
—7;, de modo que r; = vg, r; = n — wy, para cada ¢, j y algun k. Los r; y r; son (como vimos
7/ !/ e .
en el teorema 2.2.5) los ntmeros 1,2,...,n , en algin orden. Por lo tanto, si

R:Zri:ka, R,:ZT;:Z(n—wk):un—Zwk

(donde p es como 6.11, el niimero de los r;-)., tenemos que

P In—1n+1 n%2-1
RJFR:;”:ﬁ 2 2 8

y entonces

2
un—l—ka—Zwk:nS ! (2.20)

Por otro lado, sumando (2.19) de & = 1 hasta k = n’, tenemos

m(n? —1)

3 :nS(m,n)—i—Zuk:nS(m,n)+ka+Zwk (2.21)
De (2.20) y (2.21) deducimos

(n* —1)(m—1)
8

=nS(m,n) + 2 Zwk — un (2.22)

Ahora m — 1 es par, y n? —1 =0 mdd 8., de modo que el lado izquierdo de (2.22) es par, y
también el segundo término de la derecha. Por lo tanto (ya que n es impar)

S(m,n) =p méd 2,

y por el teorema 2.2.5,

(%) = (=1 = (=

n
Finalmente

(T) (2) — (—1)Stma+Stm) _ (_qyn'n’

n/ \m
por el teorema 2.2.8. [
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Capitulo 3

Transformada de Fourier discreta I

A continuacién presentamos la definicién de la transformada de Fourier en términos de
la base ortonormal candénica que explicitamente podemos ver en su representaciéon matricial
como se define en la siguiente seccién. Ademéas de demostrar que la transformada de Fourier
es unitaria y algunas propiedades de la misma que involucran su traza y la relacion que ésta
tiene con el simbolo de Legendre, asi como la funcién h, que es una funcién propia de la
transformada de Fourier que a su vez la transformada de h,, resulta ser una suma de Gauss
bajo ciertas condiciones.

3.1. Definicion de la Transformada de Fourier Discreta

Sean > 1y {e,es,...,e,} la base ortonormal canénica de C", el cual es un espacio de
Hilbert con producto interno (,-) lineal en la primera coordenada y lineal conjugado en la
segunda.

Definicién 3.1.1 Para cada 1 < j k < n definimos la transformacion lineal (proyector
basico) |e;)(ex| : C* — C" mediante la correspondencia

lej) (ex|u = (e, u)e;, Yu e C". (3.1)

La matriz de |e;)(ex| respecto de la base candnica, consiste de la unidad en la entrada j, k y
ceros en las entradas restantes.

En general para cada par u,v € C" se define el proyector |u)(v| mediante, |u)(v|w =
(v,wyu, Yw e C".

Usaremos esta notacion para escribir la transformada de Fourier.

En muchas aplicaciones, la transformada de Fourier discreta de dimensién n, F(n) con n
un entero positivo, es la matriz n X n cuya entrada en la fila j y la columna k, 1 < 5,k < n,
es el nimero

F(”)Jk - eZTrijk/n

vn
donde i es la unidad imaginaria. Nosotros preferimos definir la transformada de Fourier
discreta como una combinacién lineal de los proyectores |e;)(ex|, 1 < 7,k <n.

27
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Definicién 3.1.2 Sea n un entero positivo, se define F(n) : C* — C" como la aplicacion
dada por

1 — y
F(n) = — *TI M e;) (e
\/ﬁ J}kzl !
Obsérvese que

F@%k:@ﬁkaw:=@ﬁ§% S e Mewen)

i k=1

3 (3.2)
:%j/%; 2R M (e oY (ew, ex) = %ezmk/n,
lo cual explica nuestra definicién.
Ejemplo 3.1.3 Sin = 3 usando (3.2) se obtiene F(3);, = \/Lge%z‘jk/; Entonces F(3), — \/Lg
sijg=3, k=12,j=12 k=3yj=3, k=3, F(3)jk:\%€4m/3 Gii—1 k=20

J=2k=1yF@3)n= \/%62“/3, F(3)2 = \/%687”/3, i.e.,

e2mi/3  pAmif3

1 . .
F(3)= — e4m/3 687m/3 1 3.3
B =75 | e 33)

En Anélisis Arménico, la transformada de Fourier discreta se define de una manera,
aparentemente diferente, en términos de caracteres.

Denétese mediante C*(n) al grupo multiplicativo de niimeros complejos e2™*/" 0 < k <
n — 1, llamado también grupo de raices n-ésimas de la unidad.

Definicién 3.1.4 Sea Z, el conjunto de homomorfismos h : Z, —s C*(n), con la estruc-
tura de grupo definida mediante

(h1 + h2)(4) = ha(j)h2(5)
con hq, hy € Zn, ] €Ly

Al grupo Z, se le denomina grupo de caracteres de Z,, y es isomorfo a Z,,.

2mig

Ejemplo 3.1.5 Sea h(j) =e™n , j € Z,. Veamos que h es un homomorfismo,

27mi(j+5") 2mij 2mij’

R+ = ™5 = 5 = () )

entonces h es un homomorfismo.
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Usaremos la notacién (4, h) = h(j), j € Zn, h € Zy,

El espacio Lo(Z,,), consiste de todas las funciones complejas f : Z,, — C.

Definicién 3.1.6 Sean f,g € Ly(Z,). Definimos su producto interno como se sigue:
(f.9)=>_F()a(y).
j=1

Si f = g se tiene

1712 = (1) = DGV = 31 G

A

De manera andloga se define el espacio Ly(Zy,).

Podemos identificar a la funcién f € Lo(Z,) con el conjunto o vector de sus valores, asi

f: (f()?fla"' 7fn71)

Mediante esta identificacién resulta que Lo(Z,) coincide con C". En efecto, la aplicacién
f— (fo, fr, -, fa—1) define un isomorfismo isométrico de Ls(Z,) sobre C™ con la norma
euclideana, pues

AP =D 1517 = 1Fo 1+ s Fama) 12
j=0

En términos de los caracteres de Z,, la transformada de Fourier F(n) se define como la

A

transformacion F'(n) : Ly(Zy,) — Lo(Z,) dada por
(F(n)f)(h) = %Z ). k) = %Z FG)R() (3.4)

. Cémo se relacionan las dos definiciones de F'(n)?

Proposicién 3.1.7 Sea r : Z, — C*(n) la funcién definida mediante r(j) = e*7/m,
entonces  es un isomorfismo.

Demostracién. Para cada j, k € Z,, tenemos que
r(j+ k) = e = r(j)r(k)

lo cual demuestra que r es un homomorfismo. Como r(j) = 1, j € Z, si y sé6lo si j = 0.
Entonces r es inyectivo. Ahora, si z es una raiz n-ésima de la unidad, i.e., 2" = 1, entonces
siz = |z]e?, 2" = |2]"e™? = 1, lo cual implica que |z| = 1y nf = 27j para algin j € Z,,
consecuentemente 6 = 27j /n. Esto demuestra que z = €2™/" es decir, r es suprayectivo. B

Consideremos ahora la aplicaciéon s : Z,, — Zn definida para cada j € Z, mediante

) 2o — € si)() = (ki s(i) = €274
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Proposicién 3.1.8 La aplicacion s : Z,, — Z,, es un isomorfismo.

Demostraciéon. Para cada j, k € Z,,
S+ k) (1) = 20 = () ()s(R) (1) = (s(7)s (k) (1), V1 € Z,

Por lo tanto s(j + k) = s(j)s(k), ¥ 5,k € Zy, i.e., s es un homomorfismo.

Ahora, si s(j) = 1 € CX, ie., s(j)(k) = 1(k) = 1, ¥ k € Z,, entonces e>™¥/" = 1 para
todo k € Z,, lo cual implica que 7 = 0. Entonces s es inyectiva.

Finalmente, si h € Z,, i.e., h es un homomorfismo h : Z,, — C*(n), entonces h(1)" =
h(14+14---4+1)=~h(n)=h(0) =1, ie., h(1) € C es una raiz n-ésima de 1. Esto implica
que h(1) = e*/" = 5(4) para alguna j € Z,. Por lo tanto s(j)(k) = e?™k/m = (2mi/m)k =
h(1)* = h(k), ¥V k € Z,, i.e., s(j) = h. Esto completa la demostracién. [ |

Identificando k con s(k) a partir de (3.4) se obtiene
1 : mijk/n
(F@N®) == 3 S (3.5)
J€Ln

La transformada de Fourier discreta F'(n) de Z, como el mapeo lineal de Ly(Z,,) en si
mismo esta definida para f € Lo(Z,,) por

1 1 2miaa/n
(F(n)f)(a> = %(fa )\oz> = %aezznf(a)e /

donde o € Z,,.
Demostremos la propiedad de unitariedad F(n)F(n)* =1 = F(n)*F(n), i.e.,
1 1 — 1 —
(F(n)ey) (a) :%@b, Ao) = 7 > ela)rala) = NG > Sratala)
a€Zn, a€ZLn (36)
1 — 1 ; 1
=—Xa(b) = =T = —X_y(a), V a € Z,

entonces F'(n)e, = \/iﬁ)\_b. Asi mismo

(F(n)A) (8) = %ua, M) = Jtng = Viea(B). ¥ B € T,

i.e., F(n)\o = v/ne,. Asi que

F(n)’e, =e_q

y F(n)*=I

donde I es el mapeo identidad. Ademés,

(Flden, Fldes) = ~0ara) = { o 50 050 b= tew
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Por eso (F(n)eq, F'(n)ey) = (eq, €p),1.€., F(n) es un operador unitario, F'(n)F(n)* = F(n)*F(n) =
I, en Ly(7Z,) e idempotente de orden 4.
Tenemos que

72ﬂmba/n
- ) - = ¥ 0 Y 7@

beZn bEZnp, a€Zn

fZZf Je 2/ f(a) = (F(n)*f, g)

€L bELn

(3.8)

entonces (F(n)*f)(a) = \/iﬁ > vez, f(b)e2miba/n = \/%;(f, Aq)-

(F(n)™' f)(@) = (F(n)'f)(a) = 7 LS p@pertmnin,

ﬁGZn

Como
F(n)es(a) = \}«aﬂ, fZeW/“ a)

YELn

se sigue que la matriz de F'(n) con respecto a la base eg, 8 € Z,, esta dada por

Fn) = (%WW}OW” (3.9)

Aunque la transformacién lineal F'(n) esta representada por diferentes matrices con respecto
a diferentes bases, también denotaremos la matriz anterior por F(n). Como p(a) € U(n),
a € ZX y F(n) € U(n) podemos formar F(n)p(a)F(n)~'. Como (p(a)Aa)(z) = Aa(az) =

e 2micaz _ Aaa(2) v asi se tiene que

(Fmp(a)F(n) ' f) () = Z F(B)e2miapiny

BeZn
=F(n fgzjnf Aa) (B)
\e (3.10)
fﬁezz: f(3 0a) (B) = fgz: £(B)eaa(
=D B (pla™ea) (B) = pla™) Y F(B)
BELn BELn
=p(a™")f ()

Entonces, F'(n)p(a)F(n)™! = p(a™) = p(a)™t.



32 CAPITULO 3. TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA I

3.2. Algunas propiedades de la Transformada de Fou-
rier Discreta

Ahora podemos relacionar los resultados anteriores con el lema 4.3.2 y el valor de las

sumas cuadraticas de Gauss. Si Tr(-) denota la traza de la transformacion lineal dentro del
paréntesis, inmediatamente obtenemos de (3.9) que

Te(F(n)) Z% > ermiotin,

OéEZn

1 . (3.11)
Te(p(a) () == 3 e
Pues !
pla)F(n)es(a) :p(a)%@ﬁ, Ao) = % Z 62””5/"/)(@)@7(04)
_ Z 2T () = 1 Z g (o) (3.12)
\/ﬁ YELn, ! \/ﬁ NEZn 7

entonces la matriz de p(a)F(n) es \%(ezmwﬁ/n)og%ﬁ@

Sean e, € Lo(Z,), 0 < o < n, eg € Ly(Zy,), 0 < B < m, bases ortonormales de
Ly(Zy,) y Lo(Zy,), respectivamente y sea e, 0 < v < nm una base ortonormal de Lo(Zym,).
Definimos x(€q,€3) = €am+pn ¥ extendemos por linealidad y a una aplicacién bilineal de
Lo(Zy) X Lo(Zy,) — Lo(Zym). Por la propiedad universal del producto tensorial, x induce
una aplicacién lineal x* : Lo(Z,) ® Lo(Zy,) — Lo(Zyy) tal que x*(eq ® eg) = X(€a,e€8),
entonces para cualesquiera v y w expresados en términos de los bésicos, tenemos

x(,0) = X(} Tacar ) _yses) = 3 D wayaX(casen) =X (v ® w)
a B a B
es decir x* existe y esta determinada en forma tnica. Veamos que x* es un isomorfismo. Si
X*(u) = 0, para algtin u = Y ;uaseq @ €3, entonces

Z UaBCam~+pBn = 0
a7/8

y por la independencia lineal se obtiene u,3 = 0 para todo par («,3), i.e., u = 0. Y cada
V=) VasCam+pn €S la imagen bajo x* del vector u = > vape, ® eg. Esto demuestra que x*
es un isomorfismo.

Tenemos el siguiente diagrama

p(m)F(n)@p(n) F(m)

LQ(ZH) ® L2(Zm) - LZ(Zn) ® LQ(Zm)

| N
Lo(Z) Lo (Zm)

X*p(m)F(n)®@p(n)F(m)x*~1
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Proposicién 3.2.1 El producto tensorial de los operadores lineales p(m)F(n) y p(n)F(m)
satisfacen

X*p(m)F(n) @ p(n)F(m)x"~" = F(nm) (3.13)
Demostracién. Como x(ea,€5) = €amipn € L2(Znm), al aplicar el operador inverso x*~*
se tiene X\* 'eamipn = €a ® e5. Ahora
p(m)F(n) @ p(n)F(m) ea ® eg = p(m)F(n)ea ® p(n)F(m)eg

y aplicando el resultado de la ecuacién (3.12), resulta

1 - 1 o
p(m)F(n)ea ® p(n)F(m)eB —_ Z 627rza ma/nea/ ® Z 6271'16 nﬂ/meﬁl
v o' €ln Vv B/ €l

— L3 emiaamin + Sonime o ¢,
nm

o' €ln
B €Lm

(3.14)

Por lo tanto
1

Z 627ri(o/am/n + B/Bn/m)ea, ® eﬁ’)

o' E€ln
B’ €Lm

_ Z 627ri(o/ozm/n + B'Bn/m)

X pm)F(n) @ p(n) F(m)X" ™ eamim =X (

f

€a'm+B'n

v nm OZ/GZn (315)
B'E€Lm
1 .y
_ Z 2Ty 'y/nme’yl
Ak Y €Znm
=F(nm)e,
donde hemos hecho el cambio de variable v/ = o/m + 'n y usado que
Yy _(@/m+ B'n)(am + Bn)
nm nm
o'am 'Bn a'mpn 'nam
_dam  Ffn  a'mpn § (3.16)
n m mn nm
/ /
_o'am N B'Bn L dB 4+ Ao
n m
lo cual lleva a
e?m”y"y/nm _ eQm’(o/am/n + B'Bn/m)
La ultima identidad se obtiene al usar la identidad que precede a (3.9). |
Maés adelante podemos ver que de (3.11) el lema 4.3.2 se escribe en la forma
Tr(p(m)F(n)) = (T> TrF(n), m#0 médn (3.17)
n

con n un primo impar.
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Corolario 3.2.2 Para m y n primos impares se cumple que

(%) (%) N Tr}?(rrf;gl?;’)(m) (3.18)

Demostracién. De la ecuacién (3.13) se obtiene
TeF(nm) = Te(x"p(m) F(n) @ p(n) F(m)x")

Pero x* es un operador unitario y por la propiedad de ciclicidad de la traza se obtiene
aplicando (3.17)

TrF(nm) =Tr(p(m)F(n) @ p(n)F(m)) = Tr(p(m)F(n)) Tr(p(n) F(m))

3.19
= (T) TrF(n) <£> TrF'(m) (3:19)
n m
|
Corolario 3.2.3 Si m y n son primos impares se cumple que
TrF'(nm) n=1ym=1
= (- 3.20
TR~ Y (3:20)
Demostracién. Es una consecuencia inmediata de (2.18) y (3.18). [ |
Usando h,, como se define en 2.2.2, se tiene el siguiente lema.
Lema 3.2.4 Sea n un primo impar, para cada k entero se satisface que
F(hn)(=k) = hn (k) F (h)(=1) (3.21)
Demostracién. Sea ¢, = e*™/™, tenemos que
1 n—1 n—1
F(hn) = 7= 32 G lemlen] Y (b
m,m’=0 =0
Lo | (3.22)
= = C:anlhn(l)<em/7 €l>€m = = Z Cglm,hn(m/>6m

Jn

m,m’,[=0 m,m’=0

lo cual implica que F'(h,)(m) = \/i;l Sl ¢ by, (m') para cada m € Z. Entonces si n no
divide a k, por el lema 2.2.4

F(h)(—k) = % mz G () = % m o G
ol 1 1 o (3.23)
- e () = (D) Eze ()
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pues n no divide a m’ ni a km’ si 0 < m’ < n — 1. Ahora, si n divide a k

Flln)(-k) = 7= S G by ()

| no (3.24)
—b ~1
= — h,(k~°b) =0
7 ; G ha(k710)
pues n divide a cada b = km’. Esto completa la demostracion. [

Teorema 3.2.5 La funcion h,, es una funcion propia de la transformada de Fourier discreta,
de hecho,

F(hy) =g 'hy, (3.25)
donde g es la suma de Gauss g = F(h,)(—1) = Y7} (Z)¢m, que satisface g* = (1),
1.€.,
[ £1 si %2 es par
9= { +i si "5t es impar (3.26)
Demostracién. Tomando transformada de Fourier discreta en (3.21) y usando la férmula
de inversién en la ecuacién (3.7) se obtiene que como h,, = 31—, hn(k)ex, entonces
n—1 n—1 n—1 n—1
F(FO) _ha(k)er)) = ha(k)F(F(er)) = Y ha(k)e—r = Y ha(—k)ex
k=0 k=0 k=0 k=0

entonces

Por lo tanto,
ha(k) = F(F(hy)) (—k) = F(F(h) (—F)) = F(h) (~)F(h) (k) = gF (h) (k). ¥ k(3.27)

Ahora, evaluando (3.27) en k = —1 se obtiene que h,(—1) = g*. Recordando que

la tdltima identidad es por el Criterio de Euler, se concluye que ¢? = (—1)%1 y termina la

demostracion. [

Lema 3.2.6 Sean m,n primos impares distintos, entonces poniendo n* = (—1)"2 si g es
la anterior suma de Gauss, entonces
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Demostracién. Tenemos que m — 1 es par y por el teorema anterior (3.2.5),

gmfl = g2(m;1) = (_1)71;1 m;1
Ahora por el criterio de Euler,
n* m—1 n—1y/m—1
—_— = * 2 g _1 ( 2 )( 2 )
(2) = ()" = (-1)



Capitulo 4

Transformada de Fourier Discreta 11

En éste capitulo abordamos el calculo de la traza y el espectro de la transformada de
Fourier discreta, es decir, analizamos las razones por las cuales el calculo de la traza de la
transformada de Fourier es equivalente a calcular el espectro. Ademas veremos que la trans-
formada de Fourier discreta es practicamente una suma de Gauss y se divide en tres casos,
el primer caso n =2 mdd 4 que es resuelto mediante un argumento de simetria, el segundo
n=1 méd 4 yn =3 mdd 4 que se resuelve por medio de identidades trigonométricas y
el caso n = 0 mdd 4 que se resuelve usando el simbolo de Legendre y algunas identidades
utilizando representaciones unitarias para finalmente exponer la multiplicidad de los valores
propios a partir de la traza de la transformada de Fourier discreta.

4.1. Equivalencia entre la traza y el espectro

Esta seccién relacionan el célculo de Tr(F'(n)), n > 0, y el problema de multiplicidad
de los eigenvalores de F'(n). Dado que la traza de una transformacién lineal es la suma de
sus valores propios, estd claro que una solucién del problema de multiplicidad para F'(n)
implica la identidad (4.36) o el resultado de Gauss en sumas cuadraticas de Gauss. Lo que es
muy sorprendente es que conocer la Tr(F'(n)) para todo n nos permite resolver el problema
de multiplicidad de los eigenvalores de F'(n). La demostracién de este hecho se basa en el
teorema 7 de [3] pag. 349, en cuya demostracion se encuentra que

10 0
0 0 01
F*(n)=|(0 0 10 (4.1)
010 - 0
y que su polinomio caracteristico esta dado por
(t— 1" (¢t +1)"=", n impar, (4.2)
(t—1) e (t+1) (n52), n par. (4.3)
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Como los eigenvalores de F%(n) son los cuadrados de los valores propios de F'(n), se sigue que
los valores propios de F'(n) son £1, i y la ecuacién (4.2) implica que si las correspondientes
multiplicidades son mq, msy, m3, my, entonces

n+1 n—1 i
mi +mo =————, Mg+ my = , I impar
2 2 (4.4)
n n—2
m1+m2:T, ma + my = 5 , L par
y
TI‘(F(TL)) =mj — My + Z(mg - m4)
Ahora, si Tr(F(n)) = « + if3, entonces para n impar
my —mg =a, mg—my =0,
n+1 n—1 (4.5)
my + My =75 m3 + My = 5

y algo similar para n par. Resolviendo para m;, j = 1,2, 3,4 en términos de a y 3, se tiene
una solucién completa del problema de eigenvalores. Esto demuestra que el problema de
eigenvalores es equivalente al problema del calculo de la traza.

4.2. Identidades Trigonométricas

Acontinuacion presentamos los cdlculos correspondientes de las identidades trigonométri-
cas que utilizaremos mas adelante.

Lema 4.2.1 Para cada entero impar n > 1, se tiene

: H 2 Sen = /n. (4.6)

2kmi
Demostraciéon. Como los nimeros complejos e™» , 1 < k < n — 1 son raices n-ésimas de
la unidad para n > 1, tenemos que

n—1

1—2z" i

l4z+a?+-+a" = 1_£=H(x—62’3) (4.7)
k=1

y de aqui se sigue que

o km km km
n k”l( isen — ) ( cos - + isen n)

=(—1)"" Yy H 2 sen — (4-8)

n— n—
1 (m—1)mi 1)7rz
=(—1) H2sen H2sen—
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Como sen @ = sen %’T obtenemos que para cada n impar
1
2t km
H 2sen — = \/n. (4.9)
k=1 "
Esto demuestra el lema. [ ]

n—1 2mims2

Lema 4.2.2 Sean n > 1 un entero impar y ¢(m,n) = "_ e~ n , entonces

%(nfl)

o(l,n) = H 2i sen

k=i

(4k — 2)7 _

n

(=)l =D/ (4.10)

Demostracién. Usaremos la identidad algebraica, valida para h par:

1 -z (1 —2")(1 -2 B (1 —2M)(1 — 21 — 2"2)
L s e S -0 -0-) (4.11)

=(1-2)(1—2%---(1—2""

Para una demostracion vedse la seccién 52 de [10].

Ahora supéngase n > 1 impar y péngase v = +(n — 1). Sea m un entero primo relativo

. 2 )
27 4mim
n

connypongamosn =e n .Conh=n—1,2=n"2=e¢ n apartir de la identidad (4.11),
tomando en cuenta que para cada entero t,

1 2mwi(tn—2k) .
1 (& Q _ _647;11@ (4‘12)
— € n
tenemos
Lt 0 = (L= ?) (1= ™) o (1 =72 (4.13)
pues
1— h
1— 1 R + n?
- 4.14
1—a2t (4.14)
1 — 22 "

por lo tanto,

etcétera. Equivalentemente,

n—1

S o = T T g ) T g = )
k=0 (4.15)
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Ahora tenemos,

(v—k)? 2mim (1(n—1)—k)2 2mim (l(n—l)Z—nk+k+k2) 2mim (u2+k(k+1)) 2 k(k+1)
/r’V =e n 2 = e n 4 =€ n :771/ (416)
Consecuentemente,
2 v—k)2 2 v—1)2
n Y D = TR =t g 41 (4.17)
k=0 k=0
Ademas,

n(n—k)(n—k+1)+u2 :6%(n2—2nk+k2+n—k+u2) _ 6%(1/24-16(16—1))

e T (W (= Dk) B (k) (v k) (4.18)
Por lo tanto,
V2 n—k)(n— v v — v v
n 277( Rkt — - POHT LD SR )’ (4.19)
k=1
= D Loy 4 2)2 4 - 4 gD (4.20)
Pero como 1+ 3+ 5+ -+ + (n —2) = v/? obtenemos de (4.15) y (4.17) que
n—1 v—1
V2 —2k—
0 D) — H (n2k+1 e D
k=0 k=0
Es decir,
p(m,n) =L+n+n+0+ 49" = (=00’ =97 (" =)
:(egﬂ% — efyxew — 67%) e (eQ(H_z)mm —e Q(H_i)mm>
o) (4.21)
4k — 2
= H 27 sen <ﬂ>
k=1 "

1 n— . . ’
El conjunto {4k —2} ,ﬁil Yes un sistema completo de residuos médulo n, entonces por el lema
4.2.1 se obtiene,

n

1(n-1) ) (4/€ B 2)m7r B \/_
H 17 sen <—) ‘ = n

. 4k—2 . .
Ademds, como sen (%) es negativo para 7 + % < k< %n Entonces el nimero de
factores negativos en el producto es

r=gn=1)- [ +5]

=3
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Sin € Zy, se tiene r = [2] asi que para cada n impar,

n
4

2(n 1)

e(1,n) H 21sen <M> = z%(—l)[%}\/ﬁ

n
k=1

4.3. Suma de Gauss

En ésta seccién se demuestran los casos mencionados al inicio de este capitulo en donde
analizamos que la traza de la transformada de Fourier es en realidad una suma de Gauss
y hacemos uso de recursos vistos anteriormente como es el simbolo de Legendre, residuos
cuadraticos y representaciones unitarias.

Definicién 4.3.1 Sea un sistema completo de residuos maodulo n, cualquier subconjunto
R, C Z para el cual el homomorfismo n restringido a R, define una biyeccion de R, sobre
Z,. Equivalentemente,

R, ={ro,m1, -+ ,rp_1:r;=j médn, 0<j<n-—1} (4.22)
Lema 4.3.2 Sim # 0 mdd n, entonces
2mimé? /n _ (@) 27ig? /n 4.9
> Y (129
0<¢<n-1 0<g<n-1
Demostracion. Para cualquier sistema completo de residuos moédulo n, tenemos

. 2 . 2 . . . 2
§ 627rzm§ /n E 627rzmrj/n _ E 627rzm(k]n+]) /n

§ERR 0<j<n—1 0<j<n—1

_ Z 627rim(kj2-n+2kjj) 627rimj2/n: Z 627rim§2/k

0<j<n—1 0<é<n—1

(4.24)

donde los k;’s son enteros. Sea | # 0 mdd n y sea R, un sistema completo de residuos
modulo n, entonces

IR, = {l¢: £ € R,)}

también es un sistema completo de residuos médulo n. En efecto, si R, = {r; : 0 < j <n—1},
entonces Ir; #Z lry méd n sir; #ry méd n, pues en caso contrario la condicion

l(rj — rj/) =0, médn

implica que [ =0, mdd n. Ahora, sea (%) =1,ie,m=1t*> méd n; t € ZX, entonces

Z 2mime?/n _ Z 627” t£)? Z 627”77 (%) Z e?ﬂ'i@/n (425)

£ER, EER, netRy {ER,
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Si(Z) =—1,ie.,n(m) € Z peroni(n) ¢ S,i.e.,m ¢ S.Poniendo R,, = {r; : 0 <j < n—1},
obtenemos que 77 =13 mdéd n con r; # ry méd n, sisélosir—r% = (r;—rp)(r;+ry) =0
mdd n. Esto implica que 747 =0 mdéd n. Por lo tanto r5 = (—r;)*> méd n. Esto implica
que cuando £ recorre R, n(£?) = £ recorre dos veces S y una vez el 0 € Z,. Similarmente,
a&? recorre dos veces aS y una vez 0 € Z,. Consecuentemente,

Z 627rin§2/n + Z e27ri§2/n _ Z €2mm§2/n + Z ezmg?/n +9

EERy, EER, mé2emsS £2eS

-9 Z eme/n -9 Z eQm’f/n -0

£€SuUmMSU{0} 0<€<n~1

(4.26)

Por lo tanto,

Z 62m-m§2/n _ (_1) Z 627Ti§2/n _ <%> Z 627rz‘§2/n (4‘27)

§ERR §€ERR §ER,

Teorema 4.3.3 (K.F. Gauss) Sea F(n) la transformada de Fourier discreta en Ly(Zy) y
sea Tr(F(n)) la traza de F(n). Entonces,

1 sin=1 mdd 4,
Tr(F(n)) =< 0 sin=2 mdd 4, (4.28)
1 sin=3 mod 4.

Demostracion. Comenzaremos demostrando que para r impar, i.e., n = 2r = 2 mad 4,
Tr(F(2r)) = 0. A partir de la primera ecuacién en (3.11), se obtiene que

TH(F () =—= DI - 3 e
Tr(F(2r)) :\/% OSZ&T e2mig?[2r \/% Ogr 2mi(E2+26r+r2) /2r
Tr(F(2r)) :\/% Oér e2mig?[2r \/% Og;r 2miE? [2r 2mi2er /2 L2min? [2r (4.29)
Tr(F(2r)) :\/%_r Ogr e2mig?[2r \/LQ_T 0;@ p2miE? [2r 2mi€ 2mir /2
Pues como r es impar, 2™/ = —1 y e2mi(6+m)?/2r _ _ 2mi€?/2r 2mi€ _ _ 2mi€? /2 entonces
Tr(F(2r)) = 1 Z (627ri£2/2r _ €2m§2/2r) -0 (4.30)

v 2r 0<e<r

Hemos establecido que Tr(F'(2r)) = 0, r impar.
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Ahora, por el lemma 4.2.2, se ve que ¢(1,n) toma el valor \/nsin =1 méd 4 y el valor
ty/nsin =3 mod 4. [ |

Resta demostrar que Tr(F'(n)) =1+isin=0 mdd 4.
Sea p un primo impar, el lema 4.3.2 en la forma de la ecuacion (3.17) nos da

4
T(p()F(p) = () Tr(F () = TH(F(p)
ya que es facil verificar que (%) = 1, porque p es un primo impar y 4 es un cuadrado

méd p, es decir, p 1 4. De la identidad (3.19), resulta

Tr(F(4p)) = Tr(p(4)F(p)) Tr(p(p) F(4)) = Tr(F(p)) Tr(p(p) F(4))

donde p es el homomorfismo en la definiciéon 1.3.2. Pero podemos escribir facilmente los
cuatro términos de la suma Tr(p(p)F'(4)) para probar que usando la segunda identidad de
(3.11) se obtiene

Tr(p(p)F(4)) = = (2+2e™2) =1+

N —

sip=1 mdd 4,y
(2—2e"8) =13

DN | —

Tr(p(p)F(4)) =
sip=3 mdbd 4. Asi que
Tr(F(4p)) = Tr(F(p)) Tr(p(p)F(4)) = (1 +1)
sip=1 mbd 4. Y de manera similar,

Tr(F(4p)) = Tr(F(p)) Tr(p(p) F(4)) = i(1 — i) = (1 + i)

sip=3 mdd 4.

Para n general congruente con 0 médulo 4 tenemos lo siguiente, donde usaremos la identidad
(3.18). Nosotros hemos demostrado esta identidad sélo para m y n primos impares, pero es
vélida para m y n coprimos. Ver el Lema 1.2.5 en [2].

Teorema 4.3.4 (K.F. Gauss) Sin es congruente con 0 mddulo 4, entonces
Tr(F(n)) = (1+1)

Demostraciéon. Supdéngase que n = k2° con s > 2 y k un entero impar. Las identidades
(3.18) y (3.17) implican que

Te(F(h2)) = (5) (R T (k) F(2))
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donde <%) es el simbolo de Legendre. Pero para cada k impar tenemos por el teorema

anterior que

1 sin=1 mdd 4,
Tr(E (k) = { i sin=3 méd 4. (4.31)
)2
es decir, Tr(F(k)) = T sk es impar. Ademds por el teorema 2.2.7 tenemos que
2 K21
2 = (=1
(k:) (=1
para cada k impar, pues si k es impar % es un entero. Asi que por la propiedad multipli-
cative del simbolo de Legendre, obtenemos
25 2 S S(k271)
ZYV=(Z2) =(—-1 8
(5)=(G) =1
Esto implica que
2° s(B2=1y  (h—1)2
(5) @) = (-1 (4.32)

Por otra parte, por la identidad (3.11) sabemos que

1 2mika?

Tr(p(k)F(2°)) = N

Calculando directamente se obtiene que para s = 2, Tr(p(k)F(4)) = 2722(1 4 i*) y para
s=3

Wl

i 2 s
Tr(p(k) F(3)) = 4eF = ()25 1+ %)
para cada k impar. Ahora, para k impar y s > 4, tenemos

27rika2 pa 27'rika2
T = 3 T Lok F(2°7) = 2Ta(p(K) F(2°7%))

a€Zgys a=0, o impar

Entonces,

De esta manera obtenemos

T Tr(p(k), F(4)) si s es par,

sy ) 2
Te(p(k)F(2°)) = { 2°5° Tr(p(k), F(8)) si s es impar. (4.33)

Después de sustituir nos queda

S

Te (p(k)F(27)) = (%) (1+ %) (4.34)
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Finalmente de (4.32) y (4.34) concluimos que

Te(F(k2°)) = (%)Z‘“ (%)(1 iy = ()P e = 144, (4.35)

pues k=1 o0 k = 3 mébdulo 4. [

Resumiendo, tenemos que

(14+1) sin=0 mdd 4,
1 sin=1 mdd 4,

Te(F(m) =1 o sin=2 méd 4, (4.36)
1 sin=3 mdd 4.

Es decir,

Tr(F(n)) = %(1 +i)(1+ (—i)")

4.4. 'Traza y espectro de la Transformada de Fourier
Discreta

Finalmente exponemos la multiplicidad de los valores propios de la transformada de
Fourier, asi el teorema 4.36 tiene la siguiente forma equivalente.

Teorema 4.4.1 Sea F(n) la transformada de Fourier en Z,, y sean m;, j = 1,2, 3,4 las mul-
tiplicidades de los eigenvalores 1, —1,i, —i de F'(n), respectivamente. Los valores de m;, j =
1,2,3,4, como funciones de n estin dados en la siguiente tabla.

n m=1|meg=—-1|mg=1|ms=—1

4m m+ 1 m m m-1
dm+ 1| m+1 m m m
dm+ 2 | m+ 1 m+ 1 m m
dm+3 | m+1 m+ 1 m+ 1 m
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Conclusiones y perspectivas

Hemos presentado una exposicion auto-contenida del calculo de la traza y el espectro
de la transformada de Fourier discreta (DFT), siguiendo la referencia [1]. Completamos la
demostracion de la equivalencia de los problemas del calculo el espectro de la DFT y el
célculo de su traza que en [1] sélo se esboza. Con este propdsito,

= Definimos el simbolo de Legendre y mostramos que una suma de Gauss se puede
expresar en términos del este simbolo.

» Describimos la representacion regular unitaria p del grupo de unidades Z, de Z,.
= Demostramos que la traza de la DFT es una suma de Gauss.

= Demostramos una relacion entre estas trazas y el simbolo de Legendre, que es titil para
calcular explicitamente la traza de la DFT.

= Demostramos la ley de reciprocidad cuadratica y calculamos explicitamente la traza
de la DFT.

» Calculamos los valores propios de la transformada de Fourier F'(n) asi como sus mul-
tiplicidades.

Concluimos que el calculo del espectro y la traza de la DFT involucra una cantidad consi-
derable de conceptos matematicos profundos.

Este trabajo se podria continuar examinando otras demostraciones de los teoremas 4.3.3 y
4.4.1, como se hace en [1]. También se puede continuar buscando otras funciones propias de
la DFT, tomando en cuenta que es un operador normal, i.e., conmuta con su adjunto, al
respecto véanse las referencias [5], [7] y [8]. Asi mismo, se podrian considerar los problema
de la traza y el espectro de la transformada de Fourier discreta en grupos no necesariamente
conmutativos.

47
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Apéndice

La traza de una matriz

Denotaremos mediante el simbolo M, 4, (C) al espacio de las matrices complejas n X n.
Recuérdese que la traza de una matriz A = (a;;)1<ij<n €s €l nimero complejo

n

tT(A) = Z ai,i

=1

La traza tiene las siguientes propiedades.

Teorema 4.4.2 1. La traza es una funcion lineal

tr: Myuyn(C) — C (4.37)

2. 81 A € M, (C), B € M, (C), entonces tr(AB) = tr(BA).

3. Si A € M, 4, (C), entonces tr(A) = tr(A*), donde A* es la transpuesta conjugada de
A.

4. A € M5, (C), entonces tr(A) = tr(A)

Demostracidn.

1. Se sigue del hecho de que Homg(M,,x,(C), C) = (M,,x,(C))*, es un espacio vectorial.

2. tr(AB) = Y2 (L tiabis) = Lo aibri = tr(BA)

3. Esto resulta porque A es una matriz cuadrada y tiene la misma diagonal principal que
su transpuesta, y la traza es la suma de los elementos de la diagonal.

4. tr(A) =Y a; = Y a;; = tr(A).
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