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Capitulo 1

Introduccion

“Somos una civilizacion cientifica.

Eso significa una civilizacién en la que el
saber y su integridad son factores cruciales.
Ciencia no es mas que una palabra

latina que significa conocimiento . ..

Nuestro destino es el conocimiento.”

Jacob Bronowski,
“The ascent of Men”,
Little Brown, Boston 1973

El aspecto tedrico de la interaccion de particulas cargadas con materia ha atraido
la atencién de fisicos notables desde hace ya varias décadas [1]-[9]. De hecho, las in-
vestigaciones tedricas y experimentales de este problema han jugado un papel muy
importante en el desarrollo de la fisica moderna. Durante la década de 1890, resulto
claro que los atomos estaban constituidos por particulas aiin mas pequenas. En 1897
Sir Joseph John Thomson [1] establecié la existencia examinando las propiedades
de las particulas involucradas en descargas eléctricas, llamados electrones, los cuales
forman la unidad bésica de la electricidad negativa. Al mismo tiempo que Thomson
investigaba las propiedades de los electrones, otro descubrimiento de gran impor-
tancia era llevado a cabo por el fisico Frances Henri Becquerel y posteriormente por
Pierre y Marie Curie. Ellos encontraron que ciertos materiales emitian radiaciones

de tipo desconocido, que eventualmente fueron clasificadas en rayos «, G y 7.
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Para 1900 ya se habia establecido que todos los atomos en su estado neutro
contienen electrones. Con esto, J. J. Thomson propuso un modelo fisico del atomo
conocido como “pudin de pasas” en el cual el <pudin>> positivo tenia pasas nega-

tivas, los electrones, de tal manera que hicieran neutro al conjunto.

En 1911 el profesor Ernest Rutherford [2], quien habia sido discipulo de Thom-
son, y dos de sus estudiantes, Hans Geiger y Ernest Marsden [3, 4], efectuaron cierto
numero de experimentos sobre la dispersion de particulas o por una delgada hoja
de oro. Rutherford encontré que era capaz de interpretar los resultados experimen-
tales, solo si la masa de un atomo estuviera concentrada casi completamente en una

region central de carga positiva: el nicleo atémico.

La manera en la que los rayos « y [ son influenciados al pasar a través de la ma-
teria da una gran cantidad de informacién, en particular sobre las transmutaciones
nucleares. Los detectores de trayectorias de particulas (cdmaras de niebla, cAmaras
de burbujas, emulsiones nucleares, etc. ) han sido responsables directamente de la
identificacién de muchas de las particulas elementales conocidas. Los detectores de
particulas cargadas en general han sido fundamentales en la recopilacién de muchos
de los resultados experimentales en fisica de altas, medias y bajas energias. Muchas
de las investigaciones en astrofisica, fisica nuclear, fisica atémica, fisica molecular,
biofisica y muchos otros campos de investigacién en técnicas experimentales que
utilizando radiacion de altas energias, requieren el conocimiento tedrico respecto a

la interaccion entre la radiacion y la materia.

Si bien el estudio de la pérdida de energia de iones al penetrar la materia es de
caracter bésico, su implementacion en aplicaciones tecnoldgicas no se hizo esperar.
El caso de la implantaciéon de iones por bombardeo es un buén ejemplo de una
aplicacién 1til en proteccién por radiacién, radioterapia y radiobiologia [10]-[13],
por mencionar tan solo algunos ejemplos. Otra aplicacion se da en la industria
metalirgica puesto que con la incorporacién de cierto tipo de atomos en dosis
y profundidades apropiadas se modifica tanto la dureza como la resistencia a la
corrosién de algunas superficies metélicas [14] en forma notable. En la industria
electrénica, por ejemplo es posible limpiar una superficie removiendo capas atéomicas
por bombardeo ionico, 6 tambien se puede alterar la topologia superficial para crear

patrones ttiles en la fabricacion de microcircuitos.
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1.1 Propédsito de este trabajo

En base a lo anterior, podemos concluir que es imperativo conocer con profundidad
los mecanismos mediante los cuales un ion pierde energia al penetrar en diversos
materiales para poder contar con capacidad predictiva sobre el dano y modificacion

que estos sufren al verse afectados por haces de proyectiles, con o sin estructura.

Es en este campo que se presenta esta tesis. Se presentan resultados originales y
novedosos que se han desarrollado en relacion con el papel que juega la estructura
electrénica del proyectil, asi como los efectos moleculares del blanco en la pérdida

de energia de los iones que penetran materiales compuestos.

Con el objeto de analizar el efecto que tiene la estructura de blancos molecu-
lares en la pérdida de energia, en el capitulo 2 se estudia el frenamiento de pro-
tones incidentes sobre moléculas cuyos elementos constitutivos (enlaces, carozos y
pares solitarios) se describen mediante orbitales localizados representados por fun-
ciones gaussianas esféricas flotantes (FSGO). Dado que la densidad electrénica de
la molécula esta bién representada por este tipo de orbitales, el tratamiento de la
pérdida de energia se lleva a cabo mediante la teoria cinética [15] dentro de la apro-
ximacién de plasma local para orbitales (OLPA) [16]. Mediante este tratamiento se
obtiene la contribucion de carozos, enlaces y pares solitarios a la pérdida de energia

[17] y se comparan las predicciones tedricas con el experimento.

En el capitulo 3 se presenta una extension de la teoria de Bethe para el andlisis
cuantico de la pérdida de energia para proyectiles con estructura electrénica [18].
Para dar un caracter autocontenido a la tesis, se ha incluido una breve descripcién
del modelo estandard de Bethe para proyectiles sin estructura electrénica (desnudos)
en el Apéndice A. Dado que se considera la estructura del proyectil se encuentra
por primera vez la contribucion adicional a la pérdida de energia debido a las ex-
citaciones e ionizaciones existentes en la estructura electronica del proyectil. Como
consecuencia de los procesos de pérdida y captura de electrones en colisiones suce-
sivas, el numero promedio de electrones en el proyectil es funcién de la velocidad
de éste ultimo. Para tomar en cuenta el nimero promedio de electrones retenidos
por el proyectil en funcion de su velocidad, se propone la utilizacién del criterio
adiabéatico de Bohr dentro del modelo de Thomas-Fermi, obteniéndose de manera

andlitica una expresion de la “carga efectiva” del proyectil.
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Aun en el tratamiento formal a la Bethe para el caso de blancos atéomicos y
moleculares es fundamental el célculo de las Tensiones de Oscilador Generalizado
(GOS) para la descripcion correcta de las excitaciones e ionizaciones del blanco en
el proceso de transferencia de energia. Debido a las dificultades computacionales en
el calculo del espectro completo de excitaciones del blanco, generalmente se recurre
a metodos aproximados como lo es la Aproximacién de Fase Aleatoria (RPA).

En el capitulo 4 se muestra explicitamente que, dada una base completa, la RPA
cumple la regla de suma de Bethe, lo cudl es condicién necesaria para que la RPA
resulte adecuada para el calculo de los GOS y llevar a una buena descripcién para
el proceso de pérdida de energia [19]. En caso de no contar con una base completa,
el cumplimiento de la Regla de Suma de Bethe dentro de la RPA, constituye una
medida de la calidad de la base.

El uso de la RPA para el caso de blancos atémicos o moleculares puede em-
plearse en el tratamiento formal del frenamiento de proyectiles con estructura que
inciden sobre blancos moleculares. Desde luego, el calculo es mas complicado que
el mostrado en el capitulo 4 y es atin motivo de investigacion.

Dado que el cumplimiento de la regla de suma de Bethe es fundamental para ase-
gurar una descripcién correcta de la estructura atéomica o molecular de un sistema y
en consecuencia, para considerar el espectro completo de las excitaciones del blanco,
en el capitulo 5 se presenta el tratamiento exacto de dicha regla de suma cuando el
sistema se encuentra sometido a un campo electromagnético externo [20]. Esto es
importante en el caso, por ejemplo, de aceleracion de protones en rafagas solares en
donde se generan campos electromagnéticos super-intensos y existen colisiones con
atomos y moleculas en la atmosfera estelar [21].

Finalmente en el capitulo 6 se presentan las conclusiones generales, discutiéndose
los aspectos bajo estudio actual y futuro, asi como las consecuencias y limitaciones

de los resultados y tratamientos presentados aqui.



Capitulo 2

Efectos del enlace quimico en el
poder de frenamiento

2.1 Resumen

En éste capitulo nos concentraremos en describir un modelo basado en la teoria
cinética de frenamiento junto con la aproximacién de plasma local para orbitales
(OLPA) para obtener un tratamiento del efecto de los enlaces quimicos en el poder
de frenamiento en blancos moleculares. El modelo consiste en un enfoque au-
toconsistente basado en la implementacién de los Orbitales Gaussianos Esfericos
Flotantes (FSGO) para representar los orbitales moleculares, lo cual nos permite
explorar las capacidades de la teoria de OLPA implementada dentro del marco de
la teoria cinética, pero sin necesitar recurrir a informacién externa alguna sobre los

parametros, ya sean tedricos o experimentales.

2.2 Introduccion

Cuando el blanco sobre el que incide un proyectil tiene estructura compleja ( e.g.
moléculas, polimeros, etc. ) normalmente se recure a la regla de Bragg [22] para
evaluar la seccion de frenamiento electrénico, la cual en su forma méas simple nos
dice que la seccién de frenamiento total es la suma de la contribucién individual de

cada elemento, i.e.

Semolecula (U) = Z ni Se,i(v) (21)

>
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donde n; es el nimero de dtomos del elemento 7 en la molécula y Se ; es la seccién de
frenamiento electronico del elemento i. Esta expresion implica que la contribucién
al enlace quimico de los atomos que conforman la molécula es despreciable. Sin
embargo, recientemente se ha encontrado evidencia experimental en la que las ca-
racteristicas de la estructura molecular pueden tener una fuerte influencia sobre la
seccion de frenamiento S.. Recientemente Thwaites [10] ha reportado un andlisis
completo de ésta evidencia experimental y sobre el efecto que la agregacion tiene
sobre S, al considerar blancos moleculares, concluyendo que la regla de aditividad
de Bragg es inadecuada para explicar el comportamiento experimental de S, prin-
cipalmente en la regiéon en que las velocidades del proyectil son bajas, e.g, alrededor
del maximo de la curva de frenamiento.

Dada la enorme importancia que ésto tiene en el desarrollo de nuevos mate-
riales sintéticos, asi como de su uso en el area médica, es necesario conocer mas
precisamente el poder de frenamiento [23]-[26]; en particular en radioterapia, donde
el medio de interés es la célula viva o mas especificamente, componentes de la célula
que juegan un papel vital en sus capacidades proliferativas o en el tratamiento de
tumores cancerigenos mediante haces de protones [27].

Sin embargo, desde el punto de vista tedrico, sélo han existido algunos esfuerzos
aislados dirigidos al estudio del efecto que el enlace quimico tiene sobre la seccién

de frenamiento electrénico S..

2.3 Teoria cinética

El estudio de la pérdida de energia por procesos inelasticos considera en general
que la velocidad del proyectil es mayor que la velocidad orbital de los electrones del
blanco (4tomos, moléculas o electrones), puesto que normalmente se considera que la
interaccion es de tipo perturbativo, y se supone que los electrones del blanco estan en
reposo respecto al proyectil. Sin embargo, si los electrones del medio de frenamiento
estan en equilibrio térmico, el proyectil se frena hasta que su energia cinética ha
alcanzado el valor de equilibrio. Esto significa que si el proyectil es mas pesado
que los electrones del medio de frenamiento, el frenamiento puede continuar hasta
velocidades del proyectil muy por debajo de la velocidad térmica de los electrones

del blanco. Con lo cual, existe una severa limitacion al despreciar el movimiento
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interno de los electrones del blanco.

Esto es particularmente importante para el estudio de la pérdida de energia de
iones, puesto que las correcciones por capas son importantes para bajas velocidades.

Para llevar a cabo una descripciéon general, describiremos escencialmente el
tratameinto de P. Sigmund [15] y en el cual, denominemos al proyectil particula
1y a los electrones del blanco, particula 2. Con esto en mente, consideremos - en
el sistema de laboratorio C'1- un proyectil de masa m; y de carga Z; penetrando
con una velocidad no relativista v; en un medio infinito homogéneo compuesto de
particulas de masa my moviéndose con una distribucién de velocidades f(v3) tal
que

/fwgfwzl (2.2)

y consideremos que el proyectil interacciona con el medio via colisiones binarias.
Despues de la colision, las velocidades del proyectil y de los electrones del medio
seran v’1 y V/2 respectivamente.

En el centro de masa, C'y;, un electron del blanco tiene las velocidades
u = v —V
(2.3)
u, = vo—V
para antes y despues de la colisién respectivamente y donde

. mi1Vy + MaVy

iy T ) (2.4)

es la velocidad del centro de masa del sistema en interaccién.

Asumiendo que la colision es elastica en el centro de masa Cjy, i.e.
2 __ 2
Uy = Ug;, (25)
tal que la transferencia de energia en el sistema de laboratorio C', esta dada por

Tflgwg—@ﬁﬂmV%%—uﬁ (2.6)
donde se ha hecho uso de la ecuacién (2.3).
En el marco de referencia moviéndose con el proyectil C'p, una particula del

blanco tiene una velocidad inicial

Wo = Vo — V7. (27)



8 CAPITULO 2. PODER DE FRENAMIENTO MOLECULAR

Ahora, el flujo de particulas que inciden sobre el proyectil por unidad de tiempo y

area con velocidad entre wy y wo + dwy en este sistema de referencia es
%) (V2 - Vl) f(Vg) d3’112 = N W2o f(Wg + Vl) d3w2 (28)

donde ns es el numero de atomos del blanco por unidad de volumen.

Sea dog(ws, 0) la seccién diferencial de transporte para un evento de dispersién
entre 0 y 6 + df en el sistema de referencia del centro de masa C};, la cual nos
representa la probabilidad de que la particula sea dispersada. Con lo cual, el flujo

total de particulas dispersadas en un tiempo dt sera
ng wa dt f(wy + vi) d*ws dog (w2, 6), (2.9)

que dividiendo entre el flujo total de particulas incidentes -en el centro de masa-
nev1dt, uno encuentra la seccién transversal aparente para un evento de dispersion
(0,d0) entre el proyectil y todos los electrones del blanco con velocidad dentro de
(Wo,d3ws)

15—12 f(wa + 1) dPwy dog(wy, 6), (2.10)

que en términos de las velocidades del sistema de laboratorio C', es

_ Vi — Vs

do f(va) d*vgy dog(|vy — Vval, 6), (2.11)

U1

en donde hemos usado la relacion entre las velocidades del sistema de laboratorio
y el sistema que se mueve con el proyectil, ec. (2.7).

La pérdida de energia de un proyectil por trayectoria recorrida estd dada por

dF

e —n9S,, (2.12)
donde

S, — / T do, (2.13)

es la seccién de frenamiento electrénico. Asi, combinando las ecuaciones (2.6), y

(2.11) en la ecuacién anterior obtenemos que

V1

S, (v1) :mg/di”m(w)%/ doo([vi — va|,0) V- (0 — wp).  (2.14)
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Ahora, por definicién, el angulo de dispersion en el centro de masa esta dado

por

(u; - uy)

uj

cosf = (2.15)

para colisiones elasticas. En el caso de simetria azimutal en la dispersion de us,

solo contribuyen las proyecciones de u), sobre uy, i.e.

(u) —ug); = ujcosfiiy —uy (2.16)

= —uy(1l —cosh),
con lo que la segunda integracién en la ec. (2.14) toma la forma

/dao(\vl—v2|,9)(u’2—u2) - —ug/d00(|vl—Vg\,ﬁ)(l—cose)
(2.17)

= —U.QO'(I)(|V1 — V2|)

donde oM (v) = [dog(v,0)(1 — cos@) es la seccién transversal de transporte de

primer orden [28]. Sustituyendo la ec. (2.17) en (2.14) obtenemos

Se(Ul) = /d3’U2 f(VQ) uV : (Vl - V2)¥ 0'(1)(|V1 - V2|), (218)

donde hemos hecho uso de la relacién (2.3) y donde u = myms/(my + ms) es la
masa reducida entre el proyectil y los electrones del blanco.

Consideremos el limite de altas velocidades, v; > vy. Esto nos define prac-
ticamente a los electrones del medio en reposo, i.e. nos define una seccion de

frenamiento Sy(v1) en reposo dada por

mivy

So(v1) = /dgvzf(vz)ﬂ{ ]'VlU(l)(Ul)

mi + mo
2
mims 2 _(1

= —1— o )(Ul)/d3U2f(V2)

(m1 —+ mg)

que haciendo uso de la normalizacion de la distribucion de velocidades del blanco

[ec. (2.2)] encontramos que

mim
S(](Ul) = mmlvfa(l) (’Ul) (219)
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la cual nos permite eliminar la secciéon de transporte transversal de primer orden

con lo que obtenemos

ey ),
mq Ul‘Vl — V2|

S) = [ dvaf(va)(vi + So(lvi—val)  (2:20)

que nos relaciona la seccion de frenamiento del sistema de laboratorio S, (v1) con la
seccién de frenamiento en la que los electrones del blanco estan en reposo. Notemos
de ésto que las cantidades importantes en la descripcién de la pérdida de energia
son: la distribucién de velocidades de los electrones que conforman el blanco f(v3),
la seccion de frenamiento para blancos en reposo Sy y si utilizamos el modelo de
Bethe para velocidades del proyectil mayores que las velocidades orbitales de los
electrones del blanco, entonces debemos considerar el analisis de la energia media
de excitacién Iy del blanco (ver Apéndice A). En la siguiente seccién se discute la
manera de incorporar estas cantidades dentro de la Teoria cinética de una manera

autoconsistente.

2.4 Modelo OLPA /FSGO

2.4.1 Aproximacién de Plasma Local (LPA)

En 1947, Kramers [29] obtuvo la pérdida de energia de una particula pesada cargada

incidente en un gas de electrones libres en reposo como

dE 4 Z2et 2m,v?
— = 5~ N2 In .
dx MeV]

(2.21)

hw,

En esta ecuacion, ns es la densidad electrénica del gas, w,, la frecuencia de plasma del
gas de electrones dada por w, = y/4we?ny/m,. Posteriormente Lindhard y Scharff
[30] generalizaron los resultados de Kramers a un gas de electrones inhomogéneo
haciendo una aproximacion local, i.e. , el frenamiento en cualquier punto r en el gas
inhomogéneo se supone que es el mismo que el frenamiento en un gas homogéneo
con densidad p(r) en ese punto. Asi, promediando la expresién de Kramers sobre

un solo atomo, Lindhard y Scharff obtuvieron

2mv?
huwy(r)’

— 1 3
Lp= 7 /d rp(r)In (2.22)
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o una energia media de excitacién dada por

Inl— Zi2 [ ofe) 1n (s ). (2.23)

Este es el modelo original de la teoria LPA. El parametro ad hoc x es indeterminado
en esta aproximacién pero fue introducido por Lindhard y Scharff para considerar
las excitaciones colectivas -e.g. polarizabilidad. Ellos argumentan que el valor de
debe ser aproximadamente v/2. Obsérvese que las ecs. (2.22) y (2.23) son funciones

de la densidad electrénica local.

2.4.2 Aproximacién de plasma local por orbital (OLPA)

En 1982 John R. Sabin y Jens Oddershede (SO) [31, 32] generalizaron el modelo de
la aproximacion de plasma local aplicandolo a la contribucién de los orbitales; Ellos
notaron que si se utiliza una misma energia media de excitacion comun para todas
las capas igual a la energia media de excitacion del sistema, se obtenian correcciones
no realistas en la regién de bajas velocidades para el poder de frenamiento, por lo
que introdujeron el formalismo del tipo de capas que describiremos a continuacion.
En una representacion de particula independiente, e.g. Hartree-Fock, se puede
separar el logaritmo de la energia media de excitacion total en las contribuciones

por capas, por lo que SO definieron
1
ll’l[g = — anll’l[k s (224)
Zy 7,

donde la suma se extiende sobre todas las capas ocupadas, siendo los ny “factores
de peso” para cada orbital k£ y que no necesariamente son la poblacion electrénica

del orbital [33], los cuales para un sistema neutro satisfacen
> k= Zo, (2.25)
k

lo cual a su vez, nos permite definir la seccién transversal de frenamiento electrénico

como

Se(v1) = Zk: Se(v1), (2.26)

donde S. ; es la contribucién de cada orbital k.
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Posteriormente, ellos mismos (OS) [44] extienden su modelo incluiyendo en S,
la contribucion de los enlaces y carozos de un blanco molecular dado. En éste caso
se requieren dos cantidades importantes, la energia media de excitacion orbital para
enlaces y carozos, y la distribucion de velocidades orbitales para los electrones del
blanco. De acuerdo a OS, la enegia media de excitacién de los carozos (carozo)
se puede obtener a partir de su correspondiente valor del carozo atémico 1s2. La
enegia media de excitacién para los enlaces (Ieniaces) se lleva a cabo mediante el uso

de una regla tipo Bragg para la energia media de excitaciéon molecular (I oecular)

tal que
1 carozos caroros enlaces .
InToecuta = E[ Z w; In Teorozos 4 ; wy In Inaces] (2.27)

donde Nj es el nimero total de electrones en la molécula y wy la poblacion elec-
trénica de cada enlace y carozo. De aqui que la energia media de excitacién de
los enlaces se puede obtener directamente utilizando datos de I,,p1ecuia tedricos o
experimentales. Por otra parte, la distribucion de velocidades de los electrones se
puede obtener a partir de los perfiles Compton isotrépicos (ICP) derivados a partir
de célculos ab initio o mediante resultados experimentales y recurriendo a la relacion

entre la distribucién de impetu isotrépico p(q) y los ICP Jy(q)

pl) =~ (2.28)

Usando valores precisos para Jo(q) € Inolecuta €n la implementacion orbital de
la teoria cinética, OS obtienen un excelente acuerdo con los valores experimentales
disponibles de ICP e I,,,ccuia para protones en varios blancos moleculares.

Mas recientemente, un método alternativo de la implementaciéon orbital de la
teoria cinética ha sido propuesto por Meltzer, Sabin y Trickey (MST) [35] a través de
una generalizacion en la descripcion de la densidad en la aproximacion de plasma
local por orbital (Orbital Local Plasma Approximation -OLPA). Ademé&s, MST
tratan el caso del frenamiento de protones por blancos atémicos usando densidades
orbitales atéomicas calculadas en la aproximaciéon de densidad de spin local a la
teoria de funcionales de la densidad. Su estimacion para la secciéon transversal de
frenamiento muestra un buen acuerdo con los céalculos llevados a cabo posterior-

mente por OS [32] basados en funciones de onda de Hartree-Fock-Slater [36] para el
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calculo de la energia media de excitacion y la distribucion de velocidades orbitales.

Por lo tanto, para poder implementar la teoria cinética junto con la OLPA,
debemos conocer los orbitales que conforman la estructura electrénica de nuestro
sistema. En el caso que nos ocupa, recurrimos a los Orbitales Esféricos Gaussianos
Flotantes (FSGO) que es una representacion localizada de los orbitales moleculares,
ademads de permitirnos un tratamiento autoconsistente de todas las cantidades que
aparecen en el calculo. Como se vera mas adelante, ésto nos permite explorar las
capacidades de la implementacién OLPA en la teoria cinética para el tratamiento
del poder de frenamiento molecular, sin necesidad de recurrir a informacién externa

alguna, tal como lo son resultados experimentales.

2.5 Orbitales moleculares FSGO

Con el fin de que nuestra representacion converja a la representacion enlace-valencia,
utilicemos un modelo para orbitales moleculares propuesto por A. A. Frost [37].
Consideremos un sistema electrénico con nimero par de electrones, 2n, distribuidos
en n orbitales localizados representados por la funcién ¥;, con i = 1...n, los cuales
no necesariamente deben ser ortogonales. En esta representacién, cada orbital des-
cribe a electrones de capa interna (carozos), electrones en los orbitales de enlace y
electrones en los orbitales de pares solitarios.

Cada orbital localizado estd representado por una funcién esférica Gaussiana

flotante N
3/4
Ui(r—Ri) = (=) M elrRif2/o? (2.29)

o}
donde o; es el parametro relacionado con el “radio orbital” y R; la variable que de-
scribe la posicién del centro de la gaussiana. Con ésto, la funcion de onda electrénica
total es un solo determinante de Slater para capas cerradas. Cada orbital individual

es no ortogonal, por lo tanto existe una matriz de traslape S definida por

La matriz de traslape inversa, T = S~! es aquella cuyos elementos matriciales Tj;

aparecen en la férmula de energia

E =23 (k)T + > (kpllg)[2T1Thg — TeqTiy) (2.31)

J:k k,l,p,q
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donde el primer término corresponde a la contribuciéon de la energia cinética del
sistema electrénico (h siendo el operador de energia cinética de un electrén) y el
segundo término es la contribucion de la interaccion Coulombica entre los electrones.
Minimizando mediante un método variacional con respecto a todos los parametros,
el radio orbital y la posicién de las coordenadas nucleares, se predice la estructura
electronica y geométrica del sistema.

Una de las ventajas del modelo de Frost, es que permite “visualizar” los orbitales
de la molécula mediante esferas, esto se debe a que el radio orbital o; representa el
radio de una esfera que contiene cerca del 74% de la densidad de carga electrénica

y ademads, dar un tratamiento analitico méas extenso en nuestro problema.

2.6 Implementacién al poder de frenamiento

Para evaluar la seccion de frenamiento electrénico dentro de la teoria cinética desde
un punto de vista matematico mas simplificado, analicemos el resultado de Sigmund
[ec. (2.20)] desde el sistema de referencia que se mueve con el proyectil. Haciendo
la suposicién de que el proyectil es mucho mas pesado que los electrones del blanco

my 3> ma, entonces la ec. (2.20) se reduce a [17]

1V

Su(v1) = — / Fivr = v) Y o) (2.32)

v
v v’

Lo cual nos dice que S, es el promedio sobre Sy pesado por la distribucién de ve-
locidades electronicas del medio, proyectada a lo largo de la direccién de movimiento
del proyectil.

Recurriendo a la descomposiciéon orbital descrita anteriormente y suponiendo
una distribucién orbital isotrépica de velocidades para los dispersores en el sistema

de referencia del laboratorio, la ecuaciéon anterior se puede escribir como

Se(v1) =D Sex(v1) (2.33)
k
donde S, j es la contribucién de cada orbital, la cual estd dada por

AretZ27
Ser(v1) = —5=2 Ly(vy), (2.34)

MeV]
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donde m, es la masa del electron, e es su carga eléctrica y Lj; es el ntimero de
frenamiento el cual esta determinado por la aproximacién en el calculo de la secciéon
de frenamiento electrénico en reposo.

Prosiguiendo con la implementacién de OS, el nimero de frenamiento para los

dispersores del blanco en reposo L{ se toma de la férmula de Bethe en la forma

{Qmevz

L(v) = L
I,

N, |ew - ax) (2.35)

donde o = (127k/2me)(1/2) e Iy es la energia media de excitacién del orbital k.
La funcién de Heaviside ©(v — ) nos asegura el uso de la formula de Bethe en
su rango de aplicabilidad. Con ésto, el nimero de frenamiento dentro de la teoria
cinética en términos de la poblacién electronica nj del orbital k-ésimo estda dado

por

Le,k (U1> =

Tving [ . 2mev'
In

N }dv' /W fk(\/v% + 0”2 — 2010 cos §) d(sin? 6).
2 0

(2.36)

Notemos que la distribucién de velocidades isotropica en el sistema del laboratorio

Qg ]2,k

es solo isotrépica azimutalmente en el sistema de referencia que se mueve con el
proyectil, como era de esperarse.

Ahora, necesitamos calcular la distribucién de velocidades de los electrones del
blanco. Empleando FSGO, tomemos la transformada de Fourier de la ecuacion

(2.29), de lo cual obtenemos

2 3/4 .MmeV- Meo;v
Op(v) = (W;’;LT) M2 gmitegie o~ (2.37)
con lo que la distribucién de velocidades del orbital k-ésimo es:
fe(v) = @p(v) Pp(v)
(2.38)
2 3/2 m2o202
= () e S (2:39)
Asi, en el sistema de referencia del proyectil tenemos que
3 o ; '
fk(‘vl _ V/D _ ﬂk e_Tk(v%—H) 2_2vv cos@)7 (240)

(27)—3/2
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donde (p = meor/h y v’ es la velocidad relativa entre los electrones del blanco
y el proyectil. Usando esta ecuacién en la ecuacién (2.36) y después de algunas
manipulaciones algebraicas encontramos que la contribucion de cada orbital a S, es

2,2

Son(u) = 292 TN nyode "5 Gy(og, I, u) (2.41)

con

o et ARy h(o? ho?
Gr(ok, Lo, u) :/ e_kT]n{ Ry HCOS (opux) _sen (orux

Qg [2,k

dr | 2.42
oiur (c2uzx)? } (242)
donde Ry, es la energia de Rydberg, u = v1/vy, © = v'/vg y vy es la velocidad de
Bohr.

Lo que nos resta calcular es la energia media de excitacién I por orbital. De
nueva cuenta recurrimos al modelo orbital FSGO, en el cual la densidad electrénica

del orbital k£ esta dada por

2 \3/2 [-2lBe
pr(r) = ”k(m) e 7k (2.43)
k

que sustituyendo en la ecuacién (2.23) obtenemos la frecuencia de plasma local
asociada al orbital y por lo tanto la energia media de excitacién de éste orbital en
la aproximacion de plasma local por orbital

2048 e~/
EL

™

Ly = (—)"*Vnx—75 Rn . (2.44)

La expresion anterior es muy simple y como vemos, todo depende de parametros
que se obtienen a partir de primeros principios, como son el radio del orbital oy y

la poblacién electréonica de dicho orbital ny.

2.7 Analisis de los resultados

Empezaremos por analizar las predicciones de la energia media de excitacion dada
por la ecuacién (2.44) para el caso atémico y compararemos los resultados con los
obtenidos por MST [35].

En la tabla 2.1 se muestran los valores obtenidos para las energia media de

excitacién a partir de la ecuacion (2.44) y usando los radios orbitales disponibles
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Atomo Orbital oy (ao) [TAFSC0 MSTa 195"

&
S

He® 1s 1.142 2 37.63 33.66 38.83
e 1s 0.328 2 244.49  220.78  451.34
N¢ 1s 0.277 2 315.03  283.07  590.00
0° 1s 0.240 2 390.62  349.72 72941
Na' 1s 0.171 2 649.49  577.82 1110.36
2s 0.799 2 64.31 4712 119.24
2p 0.799 6 111.38 93.51 12441
Mg’ 1s 0.156 2 745.39  661.87 1243.15
2s 0.697 2 78.93 56.77  151.05
2p 0.697 6 136.70  118.75  169.86
Al 1s 0.143 2 849.31  749.74 1371.04
2s 0.618 2 94.53 66.87  187.14
2p 0.618 6 163.74  145.18  221.15
Sif 1s 0.132 2 957.65 841.22 1497.54
2s 0.553 2 111.68 77.39  226.08
2p 0.553 6 193.44 17281  278.63
2 1s 0.123 2 1064.66  936.24 1618.33
2s 0.502 2 129.13 88.56  266.84
2p 0.502 6 223.65 201.65  342.50
St 1s 0.115 2 1177.67 1034.70 1733.33
2s 0.458 2 148.17  100.29  308.23
2p 0.458 6 256.64 231.89 412.71
cl’ 1s 0.107 2 1312.18 1136.50 1844.43
2s 0.421 2 168.13 11249  349.09
2p 0.421 6 291.21  263.31  489.36

Tabla 2.1: Energia media de excitacion [ kL PAIFSGO caleulada en éste trabajo para

las capas K y L para varios sistemas atémicos para los cuales se dispone de los

parametros FSGO. Ademads, se muestran los cdlculos correspondientes al modelo
OLPA (I}M5T) y los calculos HF de OS (I2%) (ver texto). Las energias estan dadas
en eV.

[38] v la descomposicién orbital de OS [ver ec. (2.24)] para varios sistemas atémicos.
Ademés en la misma tabla mostramos los resultados obtenidos por MST y OS (13757
y 197 [referencias [35] y [32] y en la que se muestra un razonable acuerdo tanto
cualitativo como cuantitativo entre los resultados obtenidos en éste trabajo y los
métodos mas elaborados de MST y OS. Adicionalmente se observa que las ener-

gias medias de excitaciéon obtenidas con los orbitales FSGO son mayores que las
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Distribuciéon Radial para Na

14— | | | | | | |
) FSGO - - -

4rr?p(r)

Figura 2.1: Distribucién de carga radial para los orbitales 1s, 2s y 2p en el Na
calculados a partir de un solo orbital FSGO (linea punteada) y comparado con los
orbitales Hartree-Fock-Slater (curva continua).

obtenidas por MST y OS; i.e. IS,SPA/FSGO > [%CST. Una posible explicacion a éste
comportamiento la podemos obtener si recordamos que la distribucién electrénica
de los orbitales FSGO esta mas localizada que la distribucion electréonica en una
representaciéon mas realista (el radio orbital representa el 74% de la distribucién
electrénica en un orbital FSGO).

Para ejemplificar esta asercién, en la figura (2.1) hemos graficado el compor-
tamiento de la distribucién radial de carga para los orbitales 1s, 2s, y 2p para el
Sodio (Na) usando ambas representaciones, FSGO y HFS (linea punteada y con-
tinua, respectivamente) en la que notamos la naturaleza compacta de la distribucién
electrénica FSGO en contraste con HF'S, con lo cual, de acuerdo a la ecuacion (2.44),
entre mas compacto sea el orbital, méas grande sera su contribucién a la energia me-
dia de excitacion.

Aunque no contamos con pardmetros para la capa M, podemos hacer una esti-
macion de la la energia media de excitacion de el orbital 3s en Na y Mg mediante
la energia media de excitacion total I | I(Na) = 99.2 eV; I(Mg) = 101.1 eV]
calculada de la densidad de carga atémica total [35]. Usando la descomposicién

orbital propuesta por MST y nuestos valores de I, tomados de la tabla 2.1 para las
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Molécula enlace  og(ag) wy I.TMFPEO jOSa [LPA/FSGO - jeap
CH} C_—H 1.694 2 20.83 21.20 34.09 41.70 9
C_—H 1.642 2 21.83 .
CoHy C=C 1.794 4 27.03 27.93 42.12° 49.93
C_—H 1581 2 23.10
He 1
CoH, C=C 1.781 6 33.47 53.13
C_—H 1.695 2 20.81
Hg 16 45409
CoHg C—-C 1.646 2 21.75 33.63 36.16 - 45.40
CoHE C_—H 1.683 2 21.04 2819 ]
Ciclo-propano C — C 1.770 2 19.50 '
Cl—H 1649 2 21.69
Co C2—H 1645 2 21.77
Pio Gileno C3—H 1688 2 20.94 40.96  50.05°
P Cl=C2 1.79 4 926.99
C2-03 1620 2 22.27
O—H 1.308 2 30.70 40.68 4
b 7
H,0O Our U331 9 5001 50.53  72.46
N_—H 1554 2 23.71 29.49 4
b 7
NH,| Nin Leor 9 79 13 39.23  53.69
] O=0 1264 4 45.71 .
0O OLp 1.271 2 32.05 6544 95.02
. N=N 1449 6 45.61 .
N Nip 1.489 2 25.28 0693 8184
Hi H—H 1772 2 19.47 19.47 19.267

@ Ref. [44]; ® Ref. [39]; ¢ Ref. [40]; ¢ Ref. [41]; © Ref. [42]; 7 Ref. [43]; ¢ Ref. [45];
" Ref. [46]; * Ref. [47]; 7 Ref. [48].

Tabla 2.2: Energfa media de excitacién orbital (15 P4/ FSGOY v total (JEPA/FSCGO)

calculadas en éste trabajo para diferentes enlaces y pares solitarios. Ademads se
muestran los resultados de OS (19%) y los valores experimentales aceptados para
Lotecula- Todas las energias estan en eV.

capas K y L, obtenemos I35(Na) = 2.75 eV y I35(Mg) = 7.1 €V, en buén acuerdo
con IM5T(Na) = 2.98 eV y IM5T(Mg) = 6.08 eV obtenidos por los autores antes

citados. De aqui, es claro que la Ec. (2.44) nos permite describir razonablemente
I}, dentro del espiritu de la OLPA.

Por otro lado, en la tabla 2.2 se muestran los valores para las energias medias de

IkLPA /FSGO)

excitacién orbital ( calculada por medio de la ec. (2.44) para diferentes

enlaces y pares solitarios que aparecen en varias moléculas, para las cuales se dispone
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de los parametros FSGO [39]-[43]. Los valores correspondientes a los carozos se
muestran en la tabla 2.1. Ademads, por comparacién se muestran los resultados
reportados por OS [32] y por completez, también se muestran los radios FSGO,
poblacién orbital n; y la energia media de excitacién total I574/FSGO ghtenidas en

este trabajo comparandose con los resultados de otras fuentes [45]-[48].

Notese el efecto del entorno quimico en la energia media de excitacion para el
mismo tipo de enlaces en las moléculas de diferente estructura. Por ejemplo, en
una estructura anular tal como la del ciclopropano (C3Hg) v su isémero alqueno,
el propileno, el valor de Iy para el enlace C' — C' difieren en un factor de 1.14.
Como otro ejemplo, consideremos el caso del acetileno, en el cual el enlace C' — H
tiene el mds grande valor para Iy entre las moléculas de hidrocarburos mostradas
en esta tabla y lo mismo podemos decir del caso de la molécula de agua H5O y la
del oxigeno Oy en la cual los orbitales de pares solitarios (LP) difieren ligeramente
debido al entorno quimico, inherente al grado de compactez del orbital como se
puede ver de la ecuacién (2.44) y donde claramente se ve que entre mayor sea
el radio orbital menor sera el valor de Iy;. En conexién con esto vemos de la
misma tabla que Io_g < Io_c < Ic—c < Io=c en contraste con los resultados de
OS [44] quienes dan Io_y < Io—c < Ic_¢. Aunque se puede observar un buen
acuerdo entre los resultados mostrados aqui y lo obtenidos por OS para las energias
de excitacién de C'— H y C' = C, para el caso de C' — C' los valores FSGO son
marcadamente diferentes. Analizando aun con més detalle vemos que por ejemplo,
en el caso de las energias de excitacién para los enlaces N—H y O — H las diferencias
que se observan en este trabajo con las reportadas por OS se pueden explicar en
nuestro tratamiento mediante la existencia de los orbitales de pares solitarios como
entidades moleculares distintas en contraste con OS en el cual ellos incluyen los
electrones de pares solitarios en los enlaces de O — H. Otra caracteristica a notar
es que en promedio los valores obtenidos en éste trabajo estan en un 20 a 30 % por

abajo de los valores reportados en la literatura como aceptados.

Una vez que podemos obtener las energias medias de excitacion, las podemos
usar en las ecuaciones para S, y obtener la seccion de frenamiento electrénico del en-
lace molecular [ver ec. (2.41)]. Asi, después de una integraciéon numérica obtenemos
las contribuciones a los carozos, enlaces moleculares y pares solitarios a S, como

funcién de la velocidad del proyectil incidente en un blanco, los cuales mostramos



2.7. ANALISIS DE LOS RESULTADOS 21

C-H C-C (C=C C=C O-H O-0 N—-H N=N
u[u.a.]  Molecula fuente

CH4 CQHﬁ CQH4 CQHQ HQO 02 NH3 N2

05 5916 5527 8998 10.001 3.189 3.992 4822  6.265
(5.007) (3.197)  (7.453) (4.015) (4.403)

1.0 9889 9314 16175 19173 5668 7.472 8246 12.105
(8.363) (5.251) (12.522) (7.272) (7.662)

15 10.835 10349 18.763 23.727 6905 9.778 9.441 16.044
(9.406) (6.666) (14.888) (9.320) (9.286)

20 0.666 9366 17.285 22011 6052 10.553  8.760 17.099
(8.952) (6.502) (14.500) (9.989) (9.233)

25  7.946 7772 14454 19.697 6276 10.087 7.414 15.962
(7.181) (5.848) (12.650) (9.510) (8.238)

30 6440 6329 11.838 16.383 5385 9010 6.104 13.966
(5.871) (4.976) (10.612) (8.535) (7.046)

40 4334 4327 8163 11474 3856 6.737 4212 10.238
(4.035) (3.548)  (7.528) (6.556) (5.075)

80 1526 1513 2808 4155 1407 2574 1487  3.870
(1.578) (1.451)  (2.979) (2.686) (1.893)

10.0 1064 1055 2027 2918 0938 1.823 1038 2.738
(1.129) (1.026)  (2.142) (1.910) (1.331)

Tabla 2.3: Contribucién a la seccién de frenamiento electrénico de los carozos,
enlaces y pares solitarios en funcién de la velocidad para protones incidentes en
algunas moléculas selectas en la fase gaseosa. Las unidades estdn en 107 eV cm
2 Jenlace. Los valores entre paréntesis son de la ref. [44]

en las Tablas 2.3 y 2.4. Los valores en paréntesis corresponden a los calculos de
OS [44] para la misma situacién y la tendencia del comportamiento de los resulta-
dos la podemos entender en términos de la energia media de excitaciéon como ya lo

discutimos anteriormente.

Asi, tomando los valores obtenidos con la ec. (2.41) y usando la ec. (2.33) obten-
emos la contribucién a la seccién de frenamiento electronico para algunas moléculas,
en particular, en las figuras (2.2) y (2.3) mostramos los resultados obtenidos para
protones incidentes sobre varios blancos gaseosos comparados con algunos datos
experimentales [49]-[53] y con las estimaciones tedricas de OS [16]. Asi, como ejem-
plos, para los casos de C'Hy, Ny v H las graficas se contruyeron a partir de estos

valores, sin embargo para tomar en cuenta el entorno quimico para el mismo tipo
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LP1 LP2 LP3 LP4 C O N H-H
u[u.a.]  Molecula fuente
H,0O O, NH; Ny H,

05 3326 2975 5377 4354 0096 0042 0061 6578
(0.053) (0.024) (0.035)

1.0 5882 5306 9.089 7523 00189 0083 0.122 10.850
(0.106)  (0.049) (0.069)

15 7136 6536 10.157 8745 0278 0.123 0.179 11.613
(0.160)  (0.073) (0.104)

20 7.131 6659 9244 8307 0360 0162 0234 10.132
(0.213)  (0.097) (0.138)

25 6395  6.070 7701 7.140 0434 0198 0285 8214
(0.264) (0.121) (0.172)

30 5461 5258 6284 5932 04938 0232 0331  6.610
(0.314) (0.144) (0.205)

35 4.603 4466 5164 4.922 0553 0263 0372  5.391
(0.358) (0.167) (0.236)

40 3894 3795 4304 4156 0596 0290 0407 4472
(0.396) (0.188) (0.264)

80 1415 1393 1508 1467 0616 038 0487 1547
(0.454) (0.274) (0.350)

10.0 0993 0979 1.052 1.026 0522 0.368 0441  1.076
(0.396) (0.265) (0.323)

Tabla 2.4: Contribucién a la seccién de frenamiento electrénico de los carozos,
enlaces y pares solitarios en funcién de la velocidad para protones incidentes en
algunas moléculas selectas en la fase gaseosa. Las unidades estdn en 107!° eV cm
2 Jenlace. Los valores entre paréntesis son de la ref. [44]

de enlace en diferente estructura molecular, hemos usado los valores dados en las
tablas 2.3 y 2.4 para las cantidades que entran en el calculo de S, para los casos
de CyHs v CsHy. Notemos que dentro de la simplicidad de éste modelo, los re-
sultados obtenidos estan en buen acuerdo con los resultados experimentales. Sin
embargo, debemos notar que en nuestro modelo no hemos considerado correcciones
de Barkas y Bloch [54, 55] y por lo tanto debemos tener cuidado al comparar con el
experimento principalmente en la regién alrededor del maximo y bajas velocidades.
Esto podria ser una explicacién del porqué en el caso de metano C'Hy y el acetileno
CyHy nuestros resultados difieren ligeramente en el maximo de la curva. En la

mismas graficas, mostramos los resultados obtenidos por OS dentro de las mismas
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S, (1075eV em? /molécula)
T

Figura 2.2: Seccién de frenamiento electronico para protones incidentes en Hag, Ny y
C5H,. Linea continua: predicciones de éste trabajo; Circulos abiertos: Predicciones
teoricas de la ref. [34]. Linea semi-continua: Mejor ajuste al experimento para N,
de la ref. [49]. Datos experimentales: g [50], A [51], o [52], ¢ [53]

condiciones de dispersién en la aproximacién Bethe/Born. Como se puede observar
de las figuras 2.2 y 2.3 nuestros valores de la seccién de frenamiento electrénico es-
tan sistematicamente sobre aquellos de OS por un 15% en la regién de velocidades
alrededor del maximo, uniendose las curvas a altas velocidades. Este efecto ya habia
sido observado por MST en su andlisis de la seccién de frenamiento electrénico para
el caso atémico. Una posible explicacion de éste comportamiento se debe al uso del
factor x en la ecuacién (2.23) el cual hemos considerado el mismo para todos los

orbitales (xx = 1).

2.8 Conclusiones

Los resultados mostrados en este capitulo indican lo adecuado del uso de la rep-
resentacion FSGO de los orbitales moleculares para el estudio de la seccion de
frenamiento electronico para protones dentro del modelo de la teoria cinética y
la implementacién de la aproximacién orbital de plasma local (OLPA) debida a

Meltzer, Sabin y Trickey. Aunque el acuerdo que se observa entre las predicciones
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S, (1075eV em? /molécula)
70 | |

Figura 2.3: Secciéon de frenamiento electrénico para protones incidentes en C'H, y
CyH,. Los simbolos tienen en mismo significado que en la figura 2.2

de este modelo y el experimento para la seccion transversal de frenamiento molec-
ular para protones incidentes en blancos gaseosos es bueno, es necesario tomar en
cuenta los términos de correccién de Barkas y Bloch tal que se pueda concluir de
manera definitiva. Por otro lado, atiin prevalece el problema de mejorar las predic-
ciones del modelo OLPA para las energias de excitacién orbital y total. Esto nos
conduce a un analisis mas detallado de la densidad electrénica de los electrones del
blanco mediante el uso de bases FSGO ortogonales, asi como la implementacion de
un modelo alternativo de la aproximacion de plasma local por orbital.

Todo este tratamiento se ha llevado a cabo bajo la suposicién de que los proyec-
tiles no tienen estructura electrénica (protones desnudos). Para obtener informacién
de la contribucién de la estructura electrénica del proyectil, es necesario hacer un

tratamiento de primeros principios. Esta es la contribucion del siguiente capitulo.



Capitulo 3

Extension de la Teoria de Bethe a
proyectiles con estructura

3.1 Resumen

En éste capitulo se extiende la teoria de Bethe para la pérdida de energia de par-
ticulas cargadas rapidas colisionando con blancos atémicos para el caso en que el
proyectil tiene electrones ligados, de tal manera que se incorporan las excitaciones

e ionizaciones tanto del proyectil como las del blanco.

3.2 Introduccion

Cuando un proyectil penetra en un medio material ocurren un sintimero de procesos
tanto en el blanco como en el proyectil. Uno de ellos, la captura y pérdida de
electrones por el proyectil con lo cual, al menos temporalmente, el ion puede tener
algunos electrones ligados atn si v > v, [56, 57]. Estos procesos tienen una alta
probabilidad, en particular para el rango de velocidades vy < v < vy le /3 [6], donde
vg es la velocidad de Bohr. Asi para obtener una descripcién mas apropiada de la
seccion transversal de frenamiento uno debe de considerar la estructura electrénica
del proyectil y del blanco. El primer estudio en esta direccién fue llevado a cabo
a mediados de los 50’s por Bates y Griffing [58], quienes calcularon la seccién de
frenamiento para el mas simple de los procesos de colisién: dos atomos de Hidrégeno.
Este trabajo formo la base para estudios sistematicos de interacciones mas generales

del tipo dtomo-atomo [59].

25
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Durante los tltimos anos, la dependencia del estado de carga en el frenamiento
electronico ha sido un area de investigacion muy activa. Tratamientos previos basa-
dos en reglas de escalamiento promedio tales como la teorfa de carga efectiva [60],
aunque utiles para estimar el poder de frenamiento promedio de iones pesados,
aun representa una descripcion incompleta de los procesos de captura y pérdida
de electrones en la colision. Recientemente modelos mas realistas y sofisticados
basados en soluciones numéricas a la ecuacién de Schrédinger [61, 62], principios
variacionales dependientes del tiempo [63], o teorfas de funcionales de la densidad
[64] han sido sugeridos. Sin embargo estos modelos son sélo factibles actualmente
para proyectiles de tipo Hidrogenoide o tipo Helio (particulas alfa), por lo que existe

la necesidad de una teoria mas general para tratar proyectiles en forma.

Dentro del espiritu de la teoria de Bethe han habido varios esfuerzos para tomar
en cuenta el frenamiento de iones con estructura electronica parcial. Kim y Cheng
[56] sugirieron un esquema donde el poder de frenamiento se obtiene a partir de
la férmula original de Bethe, reemplazando el ntimero atémico del proyectil Z;, y
la energia media de excitacion I, del blanco por un nimero atéomico efectivo Z¢
y una energia media de excitacién efectiva I, respectivamente. Ambos Zg e Iyt
son derivables a partir de las propiedades del proyectil y del blanco que se pueden

obtener de un tratamiento de primeros principios.

Similarmente, Arnau y Echenique [65] propusieron una manera de introducir la
estructura electronica del proyectil dentro de la teoria dieléctrica de frenamiento.
Maés recientemente, Moneta y Czerbniak [66] han usado la primera aproximacién
de Born [67] para estudiar el poder de frenamiento de iones parcialmente desnudos
basandose en una descripcion semiclasica del parametro de impacto. En su modelo,
los electrones del proyectil pueden ser excitados o ionizados pero sin considerar

intercambio electrénico.

En este capitulo, propondremos una modificacion a la teoria de Bethe dentro
de la primera aproximacion de Born para describir la contribucién al poder de
frenamiento de iones con estructura electronica parcial dependiente de la velocidad
del proyectil. En contraste con el tratamiento de Moneta y Czerbniak [66], nuestra
formulaciéon no depende del parametro de impacto y el ntimero de electrones se
obtiene a partir del criterio adiabatico de Bohr [68]. Debido al cardcter Coulombiano

de la interaccién y al hecho de que no se esté considerando intercambio de carga, se
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puede separar de manera natural la contribucion al frenamiento en contribuciones

del proyectil y del blanco.
3.3 El poder de frenamiento: Desarrollo GGeneral

Consideremos un proyectil parcialmente desnudo moviéndose con una velocidad
v (en el sistema de laboratorio), masa Mj, carga nuclear Zje, y con N; electrones
ligados descritos por el eigenestado |ng); el cual colisiona con un blanco estacionario
de masa M; que tiene Ny electrones ligados en un estado inicial denotado por |myg).
El proyectil es dispersado dentro de un elemento de angulo sélido df2 a lo largo
de una direccién con angulos polares (6, ¢) medido en el sistema de laboratorio.
Supongamos que el sistema proyectil-blanco sufre una transicion a los estados finales
|n) v |m), respectivamente, con energias E, y E,,. Entonces la energia cinética del
proyectil se reduce en una cantidad (E,, — E,,) + (Em — Eny) = B(Wnng + Wim, ) St
no consideramos intercambio electrénico.

El Hamiltoniano que describe el sistema es
FI - FIO + ﬁint y (31)

donde H;,; es el Hamiltoniano de interaccién entre el proyectil y el blanco y Hy es

el Hamiltoniano del sistema no perturbado dado por
Hy=H,+H, |, (3.2)

con Hj, el Hamiltoniano que describe al blanco y flp el Hamiltoniano que describe
al proyectil como una particula libre que se mueve con velocidad v, incluyendo su

estructura electrénica, i.e.
Hp = Hp,libre +H estruct . (33)

El Hamiltoniano de interaccién entre el proyectil y el blanco esta dado por

~ 212262 N2 2162
Hulxy R) = Z25 -y 210
e P
Ny 762 N1 N> 2
2€ €
) - RIS < (3.4)
; R+ x; ,jz::l ly; — R —x
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donde el primer término corresponde a la interaccion entre el nicleo del proyectil y
el ntcleo del blanco separados una distancia |R/|, el segundo es la interaccién entre
el nicleo del proyectil y los electrones del blanco (descritos por el vector de posicién
y; respecto al centro de masa del blanco), el tercer término es la interaccién de los
electrones del proyectil (denotados por el vector de posicién x; respecto al centro
de masa del proyectil) y el nicleo del blanco y, finalmente, el cuarto término es la
interaccion entre los electrones del proyectil y los electrones del blanco.

Si suponemos que f[im es suficientemente pequeno para ser considerado como
una perturbacién, lo cual nos limita a proyectiles y blancos no tan pesados (cargas
nucleares no muy grandes o distancias R muy grandes -transferencias de impetu
pequenas) podemos utilizar teoria de perturbaciones dependiente del tiempo. Al
tiempo % el sistema se encuentra en un eigenestado del Hamiltoniano sin perturbar,

Hy, i.e. la funcién de onda del sistema W(ty) es de la forma
Wlto) = upy (3.5)

donde
Houpy = Epgtyg (3.6)

y 1o representa el estado en el que se encuentra todo el sistema.
Por la forma del Hamiltoniano H, y el hecho de que no estamos considerando
intercambio electrénico entre el proyectil y el blanco, vemos que la funciéon de onda

total no-perturbada es un producto del tipo Hartree, i.e.

|10} = [konomo) (3.7)
donde )
_ ikoR
ko) = (2m) e ° ’ (3:8)

es la funcién de onda para el proyectil incidiendo como particula libre, |ng) la funcién
de onda asociada a la estructura electrénica del proyectil y |mg) la funcién de onda
que describe la estructura electrénica del blanco. Consecuentemente la energia del
sistema esta dada por

E. = Eiy + Eny + By , (3.9)

donde Ej, es la energia cinética del movimiento del proyectil , E,, y E,,, la de la

estructura del proyectil y blanco respectivamente.



3.3. EL PODER DE FRENAMIENTO: DESARROLLO GENERAL 29

De acuerdo a la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo, las eigen-
funciones del problema que satisfacen la ecuacion de Schrodinger dependiente del
tiempo

ov

(%+mm@_ma- (3.10)

se puede construir expandiendo ¥ en términos de eigenfunciones del sistema no
perturbado, i.e.
U(x,y,R,t) Za e~ 1B (t=to)/hy, (3.11)

lo que sustituyendo en la ec. (3.10) nos conduce a una ecuacién diferencial para los

coeficientes

d ~ .
Zh% - Z au<V‘Hint‘M>6_Z(EV_EH)(t_tO)/h : (312)

Ahora, introduciendo la suposiciéon de pequena perturbacién i.e. consideramos

al sistema casi sin disturbarse durante la colision

a,(t) =1 (n= po)

au(t) <<1 (u# o)

Con esta suposicién, la probabilidad de encontrar al sistema en el estado u al tiempo
t esta dada por

2 4 7 2.2

|4 ()" = o[l Hindl p0)"sen”]|

f4t0

EMMO (t - to)]
2h ’

(3.13)

donde
E

o = B — By . (3.14)
Por lo tanto la probabilidad de transiciéon por unidad de tiempo para tiempos muy

grandes (t — ty) — oo esta dada por

d 2w N
Wi = Jim O = 2|l B i) (B, — By)  (315)

que es la Regla de Oro de Fermi.
La funcién Delta garantiza la conservacién de la energia total del sistema puesto
que
E,=E.+E,+ E,, = Ey + En + Epy = By, . (3.16)



30 CAPITULO 3. TEORIA DE BETHE: PROYECTILES CON ESTRUCTURA

Si el proyectil no es capturado por el blanco, su energia cinética como particula
libre estara en el continuo y emergera después dentro de un angulo sélido df? alrede-

dor de k, por lo que

h?k?
B, =
oM,
Entonces Y
K2 dkdQ = &Pk = dQ =2 dE, (3.17)
h2

con lo que el cambio diferencial en la probabilidad de transicién por unidad de

tiempo para una dispersion dentro del angulo sélido df) es

2 M .
AWy = T [ 1ot 1) PO(Bs - By + By = By = By = By Jhd B
que integrando sobre las energias nos conduce a
27TM1 ~
AW iy = ?|<M|Hmt|/£0>|2kd9

Ahora, el flujo de particula incidentes esta dado por

hk
Jinc = — )

M1 (271')3
tal que la seccién transversal diferencial de dispersion se obtiene como

do AW, /A2 (2m)2ME Kk -
dgo = Gﬂo | = P L ]f_o ( ‘Hmt‘,uo>|2 . (3.18)

Con lo que [ver Apéndice A, ec. (A.5)] la seccién de frenamiento ineldstico es

2m)4M? . k
5.0) = CELHL S (1B~ Bu) + (B — Bkl ook 3-8

(3.19)
donde se ha expandido el estado |u) = |knm) y donde la suma es sobre los estados

excitados del proyectil y blanco n, m.

Para calcular S.(v) explicitamente primero analicemos el elemento de matriz

(nmk|Hynelnomoko) = ok /6(_iq'R)¢;(Y1>---,yNz)¢Z(X1>---,XN1)

xﬁmt(x, Y, R) Ui (¥15 - s YN, ) Pro (X1 - -+, Xy )
XXm ce dXNldy1 Ce dydeR . (320)



3.3. EL PODER DE FRENAMIENTO: DESARROLLO GENERAL 31

donde hq = h(k — k) es el impetu transferido durante la colisién, con hkq el
impetu inicial de proyectil y hk el impetu final. Las funciones de onda ¢ y ¢ son
las eigenfunciones electrénicas |m) y |n) en las coordenadas y; y x; para el proyectil
y blanco respectivamente.

Siguiendo el procedimiento de Bethe (ver ref. [28]), podemos simplicar esta
expresion llevando a cabo la integracion en R. Para ésto, vemos que el primer
término de ﬁmt en la ecuacién (3.4) sélo depende de la distancia internuclear Ry
debido a la ortogonalidad del estado base y el estado excitado tanto del proyectil
como del blanco ese término no contribuye, con lo que s6lo permanecen los términos
que involucran la estructura electronica del proyectil y blanco.

Utilizando la siguiente relacién

. 1 .
e—zq~R — __v26—zq-R
q2

y el hecho de que
1
Vi—— = 4r5(R —1; ,
R_r| MR-
encontramos que integrando dos veces por partes la ec. (3.20) sobre R (vease por

ejemplo la referencia [28]) obtenemos

. 2e?
<7’Lmk‘|Hmt|7’L0m0k0> = (27r)2q2 [ Zl 2Tmmo (q)5nn0 + Z2 1Tnno (q)ammo -
(3.21)
lTnno (q)2Tmmo (qﬂ
con
N No
1Tang (@) = (1] D €95 |ng) v 2Toume (@) = (m] D €' 4¥i[myg) (3.22)
J J

los factores de forma atémicos [69, 70] de la transicién entre el estado inicial
y el estado final de el proyectil y blanco respectivamente. Introduciendo esta
ultima ecuacién en la seccién de frenamiento electronico [ec. (3.19)] y usando
el hecho de que el elemento diferencial de angulo sélido se puede escribir como
dQ) = qdqdo/kky = dq/kko tal que después de una breve simplificacién algebraica

[vease el Apéndice B|
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264 gdmax dq
Se('U) == me/U2 { /qm'n |Z26m0m - 2Tm0m(q)|2 1F7l0n(q)?
dmax dq
+ |Zléngn - 1Tnon(q)|2 2Fmom(q)? } (323)
Qmin

= Seyl('U) + S@Q('U) s

y donde se ha hecho uso de la definiciéon de las Tensiones de Oscilador Generalizado
(GOS) [7] (vedse Apéndice C)

2me

1 Fgn(@) = hz—q2|lTnon(Q)|2Enno>
(3.24)
2me
2Fm0m(q) = h2—q2|2Tmom(q)|2Emmg-

Al igual que en la teoria de Bethe, los limites de la integracion en q de la
ecuacién (3.23) se obtienen de la cinemética del proceso de colisién. El minimo
impetu transferido se obtiene suponiendo que existe al menos un estado excitado
en el sistema proyectil-blanco. El maximo impetu transferido a un electrén se
obtiene como consecuencia de la conservacion de energia y momento.

Asi, para iones pesados se obtiene que [72]

Ermo + Emmo Qmev
min — T £ > max — . 3.25
q — q h (3.25)

La ecuacién (3.23) es aplicable al poder de frenamiento electrénico de iones
con estructura electronica dentro de la primera aproximacién de Born. El primer
término de esta ecuacién contiene la cantidad | F,,,, que nos da la contribucién al
poder de frenamiento de las transiciones electronicas del proyectil modulada por la
estructura electrénica del blanco a través de los factores de forma correspondientes.
De la misma manera, el segundo término contiene oF},,,, €l cual describe la con-
tribucion de las transiciones electronicas en el blanco modulada por la estructura
electrénica del proyectil.

Conociendo los GOS para el proyectil y blanco, se puede obtener de manera

inmediata S.(v) de la ecuacién (3.23). Sin embargo, es necesario conocer el espectro
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completo de excitacion para el proyectil y el blanco, lo cual no es tarea facil y por

lo tanto es necesario recurrir a métodos aproximados.

3.3.1 La aproximacion de Bethe

Para poder derivar una expresion analitica de la seccién de frenamiento electrénico
Se(v) en la que se incluya la energia media de excitaciéon del proyectil y blanco,
es conveniente introducir la regla de suma de Bethe [7] para el proyectil y blanco

(vedse Apéndice C)

Z 1Fnon(q) = Ny, Z2Fmo771(q) =Ny . (3'26)

n m

la cual nos dice que la energia transferida al sistema sumada sobre todos los modos
internos de excitacién debe ser la misma que la energia transferida a N electrones
libres [73].

Suponiendo funciones de onda de particula independiente tipo Hartree-Fock, se

puede demostrar (vedse Apéndice D) que

> 1Z10ngn — 1 Toan(@)l* = 121 = 1Tgno ()

n

(3.27)
Z | Z20mem — 2Tmom(Q)|2 = |Za — 2Tingmo (q)|2 )

donde 1Tyn, (A) ¥ 2Tmgme () son los factores de forma de el estado base para el
proyectil y blanco respectivamente.

Siguiendo el desarrollo propuesto por Bethe [72] (ver Apéndice A), intercambi-
amos la suma sobre (m,n) y la integracién en la ecuacién (3.23), y reemplazamos
(min POr un valor promedio apropiado a determinar, el cual es independiente de los
estados de excitacion de el sistema.

(Enng + Emme ) av €

qmiHAV = hv = ﬁ . (328)

Usando asi esta aproximacién y las reglas de suma [ecs. (3.26) y (3.27)], obtenemos

264 2mev/h
S.(v) = 2 /E/m {Nz (21 — 1 Togne (@) +
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dq

N1 [Z2 - 2Tmom0 (q)]2 } q2

(3.29)

Con lo cual hemos especificado el poder de frenamiento en términos de un parametro
aun indeterminado ¢, el cual depende de las propiedades del sistema en cuestion.
Podemos obtener una expresién para € usando el hecho de que éste esta definido
tal que se permita el intercambio entre la sumatoria y la integracién en la ec. (3.23).
Siguiendo el procedimiento bosquejado en el apendice E, obtenemos que

e = I/t pe/ite (3.30)

donde [; e I, son las energias medias de excitacion de el proyectil y blanco respecti-
vamente y « esta determinado por el niimero de electrones en el proyectil y blanco
mediante
o= B2m NNy (3.31)
(Z1 — N1)2Ny
Asi, el poder de frenamiento en la aproximaciéon de Bethe cuando se toman
en cuenta las excitaciones e ionizaciones del proyectil y blanco esta dado por la
ecuacién (3.29), es decir, asumiendo velocidades v no-relativistas mas grandes que
la velocidad orbital de los electrones ligados al proyectil y/o blanco.
Para no perder continuidad con el tratamiento se dejard para la seccién 3.6 la

discusién formal.

3.4 Criterio adiabatico para N;(v)

Hasta ahora hemos propuesto una modificacién a la teoria de Bethe para el poder de
frenamiento de proyectiles con estructura electrénica en su forma general ec. (3.23)
y en la aproximacién de Bethe ec. (3.29). Para poder hacer uso de los resultados
es necesario conocer el nimero de electrones ligados al proyectil Ny, como funcién
de la velocidad de éste.

Hasta ahora, hemos supuesto tacitamente que N; es una cantidad constante para
todas las velocidades v del proyectil. Sin embargo, ésta es una cantidad fluctuante,
y la distribucion de los electrones en un cierto tiempo esta determinada por los pro-
cesos de pérdida y captura de electrones que tienen lugar a lo largo de la trayectoria
del proyectil cuando éste penetra el medio material. Usualmente se establece un

equilibrio dinamico entre estos procesos de pérdida y captura, permitiendo definir
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el nimero de electrones ligados al proyectil como una funcién de la velocidad del
proyectil, Ny = Ny (v).

En general, el cdlculo de una distribucién en equilibrio de electrones en el proyec-
til requiere una estimacion detallada de la seccion transversal de pérdida y captura
de electrones. Sin embargo, el niimero de electrones en el proyectil se puede estimar
haciendo uso de la suposicion de que los electrones del proyectil son arrancados,
si su velocidad orbital v, es menor que la velocidad del proyectil, mientras que
los electrones con velocidad mayor que la velocidad orbital, v, > v son retenidos
en la colisién, puesto que por ejemplo, viendo al proceso desde un sistema que se
mueve con el proyectil, las colisiones son adiabaticas. Este es el criterio adiabatico
de Bohr [68]. Este criterio se puede re-escribir en la forma de una condicién de
potencial-energia [76],

1
§mev2 +U(r.) =0, (3.32)

donde r. es la distancia de un electrén ligado al nicleo del proyectil para el cual
su velocidad es igual a la velocidad del proyectil (v, = v). Un electrén para el cual
r > 1. se ésta moviendo con v, < vy por lo tanto es arrancado del proyectil.

Con lo que el nimero de electrones arrancados del proyectil que se mueve con
velocidad v es

e}

Zy — Ni(v) = / | Pealr)er (3.33)

Te
donde 7. es solucién a la ecuacién (3.32) y pe1(r) es la densidad electrénica del
proyectil neutro (N; = Z7).

Para determinar r., y asi el nimero de electrones Ni(v), es necesario conocer v,
como funcién de r. Para ésto, haremos uso de el modelo de Thomas-Fermi (TF)
para el atomo [77], el cual describe a un sistema atémico con N; electrones ligados

por medio de la densidad electrénica

. Nl d2q>($)
CAnA¥ e dx?

donde x = r/A;, ®(x) es la funcién de apantallamiento la cual es solucién a la

Pen(r) (3.34)

ecuacion de TF, y donde A; es la longitud de apantallamiento la cual se considera
como un parametro variacional [vease ec. (3.36)] lo cual se obtiene minimizando la

energia total



36 CAPITULO 3. TEORIA DE BETHE: PROYECTILES CON ESTRUCTURA

E = Epe + AEue + Euin (3.35)

como una funciéon del nimero de electrones Nj, con la energia potencial para la

interaccion nucleo-electrén

Ene = —Zle/d37’7pe7l(r),

r

la energia para la interaccion electréon-electréon

/ds /d3 /pe1 ) pe1(r’)
e

pesada por el parametro A en una manera promedio para tomar en cuenta efectos
de correlacién e intercambio electrénico [60] y finalmente la energia cinética del gas

de electrones
I [ Brpua ()35 a0
10m.e &l el )

Con esto, la energia total se evalua sujeta a las condiciones

Ecin =

oFE OE

i =0 V| =0 (3.36)

Z1
La primera ecuacién minimiza la energia respecto al parametro A, la segunda
condicién, garantiza que el 4&tomo neutro tiene menor energia que sus iones.

Para obtener resultados analiticos sin necesidad de recurrir a métodos numéricos,
buscamos formas de ®(z) analiticas. Para este fin escogemos una solucién analitica
aproximada para la ecuacién de TF propuesta por Tietz [7§]

b2

P(z) = CEE (3.37)

donde b = (8/7)** tal que la densidad electrénica estd normalizada [78]. Susti-
tuyendo la ec. (3.37) en (3.34), y siguiendo el procedimiento estandar [79] para el

célculo de la energfa total [ec. (3.35)], obtenemos

Z{IP (NN AN €
Jo <—1> 2 & (3.38)
C Zl 5Z1 Qo
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cag N 2/3
N S oo ) o)

con A = % y ¢ = 0.969376.
Entonces de la ecuacion de Poisson, podemos obtener el potencial electréonico, y

usando la ec. (3.32), resolvemos para x. = r./A;, obteniendo

zo(v) = —2 <§> +- (; 3 (g)2 + g(a,b) (3.40)

a b\3 a2 b\311/3
9(a.) = |5+ (3) +/(3) +a(3)] (3.41)
donde a(v) = 1*/0.60647y%*(v), y y(v) = v/(vto/?’) es la velocidad efectiva del ion.

z.(v) es la distancia radial, medida desde el nucleo del proyectil, para la cual la

con

velocidad orbital de los electrones es igual a la velocidad del proyectil.

Finalmente sustituyendo las ecs. (3.34) y (3.37) en la ec. (3.33), obtenemos la
siguiente relacion para el nimero de electrones promedio retenidos por el proyectil
a una velocidad v

(3.42)

M) =z (1- L),

[ze(v) + b°

Esta expresion para el nimero de electrones retenidos por el proyectil, nos serd
util para evaluar la seccién de frenamiento y al igual que en la secciéon anterior,
su discusion se dejara para la parte final de este capitulo. En la siguiente seccion
utilizamos este resultado para obtener una expresion analitica para la seccion de fre-

namiento electrénico considerando el nimero de electrones retenidos por el proyectil.

3.5 Expresion analitica para S.(v)

Para obtener una expresion analitica de la seccién transversal de frenamiento e-
lectronico S,(v) en la primera aproximacién de Born, necesitamos los factores de
forma atémico para el proyectil y blanco [vease ec. (3.29)]. Para estados con

simetria esférica del proyectil y blanco [estado base |0)], la ec. (3.22) se reduce a

Too(q) = 47T/Mr2dr, i=1,2, (3.43)
qr
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donde p.;(r) es la densidad electrénica del estado base. Empleando la densidad de
TF [ ecs. (3.34) y (3.37)] en la ec. (3.43) obtenemos

iToo(q) = N |1 — (gAib)g(gAd)] (3.44)
donde

g(z) = —cos(2)Ci(z) — sin(z)si(2) (3.45)
es la funcién auxiliar para las funciones integrales seno y coseno [80]. Usando la

representacién analitica para g(z) [81],

(2) 0.37093 n 0.62907
z) =
g 22 +13.88129 22+ 0.967375’

obtenemos una expresion analitica para los factores de forma atémico.

(3.46)

Finalmente, sustituyendo las ecs. (3.44) y (3.46) en la ec. (3.29), encontramos
que la contribucién a la seccion transversal de frenamiento electréonico debido a las

excitaciones en la estructura electronica del proyectil y del blanco es

4

4: max
&M):-l%mﬁ{ﬁm@fJ

mev Gmin

(QmamAj)2 + C
(qmin/xj)2 + C

(QmaxAj)2 + F
(qmin/xj)2 + F

+ﬂ—ﬁ%AM+BMn(

+DM+ﬂm<

%%1—132<G[@mwA;2+c7_(%MA;2+CJ

+}{l@mwA;2+f7_(%MA;2+FW>}7 (3.47)

Con Guax = 2mu/h, Gumin = €/hv.

La fraccién de ionizacion [60] f; esta definida como f; = 1 — N;/Z; y el subindice
i representa el blanco (o proyectil) y j el proyectil (o blanco) respectivamente.

Notemos que sélo N; depende de la velocidad del proyectil mediante la ec. (3.42).
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Aqui
A = 0.448685
B = 0.402031
C = 0.278190
D = 0.051315
E = 6.228480 (3.48)
F = 3.991870
G = 0.055044
H = 0.274619

Estas expresiones se pueden aplicar inmediatamente, y junto con la ec. (3.42)
para el nimero de electrones retenidos por el proyectil en funcién de v, nos da
la seccién de frenamiento electronico calculada a partir de Z;, N,, y las energias

medias de excitacién I;, las cuales se pueden obtener tedrica o experimentalmente
(e. g. [82]).

3.6 Analisis y discusién

Analicemos el resultado final para la seccion de frenamiento electrénico en la primera
aproximacién de Born, [ec. (3.29)] en algunos casos limite de interés para relacionar
esta teoria general a algunos casos especiales bién conocidos. Si consideramos un
proyectil desnudo con N; = 0 y carga Z; colisionando con un blanco con energia
media de excitacién I, entonces de la ecuacién (3.31) a = 0, and € = I, tal que la

ecuacion (3.29) nos da

4aret 2mv?
S.(v) = W_ezlzNQm ( n} Y ) : (3.49)

mev? 2
la cual es el resultado estandard de Bethe en la primera aproximacion de Born.
Para el caso inverso, un proyectil con N; electrones ligados colisionando con un
blanco completamente ionizado (N = 0), « = 0o y € = I, y tal que de la ec. (3.29)

obtenemos

Aret 2m,v?
SE(U)ZWZ§N11n< T ) (3.50)
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Esto es, sin embargo, el resultado estandar en la teoria de Bethe para un proyectil
desnudo de carga Z, incidente en un blanco con Nj electrones y energia media de
excitacion dada por I, i.e. , el proyectil veria a los blancos como los proyectiles
frendandose. Los mismos resultados se obtienen de la ec. (3.47) bajo las mismas
suposiciones.

Ahora consideremos el caso especial en el que no se consideran excitaciones en
el proyectil, i.e. consideramos sélo procesos eldsticos sobre el proyectil (n = nyg).
Con ésto, en la ec. (3.23) la contribucién de la estructura electrénica del proyectil
desaparece y obtenemos

dq

264 2mev/h 9
5.0 = s S [ A T @ @) (851

donde {7,

ecuacion ha sido aplicada recientemente al proceso de frenamiento de iones con

ono €s el factor de forma atémico para el proyectil [ec. (3.22)]. Esta

estructura electrénica sin excitaciones [57]. En este limite, y aplicando las mismas

suposiciones para derivar la ec. (3.29), encontramos que

264 2mev/h 9 dq
Selw) = s N, /Wh (21~ Tano(@)) 5 (3.52)
Sin embargo,
Prea(Q) = €[ Z1 — 1 Tngny ()] (3.53)

es la transformada de Fourier de la densidad de carga total (electrénica + nuclear)
del proyectil con carga nuclear Z; moviendose con N;j electrones ligados. Por lo

que,

262 2mev/h dq
S (v) = N. /I | pne,l(q)ﬁg. (3.54)

2 2
mev 2 /vh
Notando que un gas de electrones de densidad ny /Ny tiene una frecuencia de plasma
wo dada por

4 2
wo? = 2 Ny, (3.55)

e

la ec. (3.54) puede escribirse, para simetria esférica en la forma

w02 2mev/h

5.0) = 2 [ a0 P (3.56)

nov? JI o
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Figura 3.1: Fraccién de electrones que retiene el proyectil Ny/Z; [vease la ec. (3.42)]
como funcién de la velocidad de el proyectil. Linea continua, este trabajo; o, An-
thony and Landford [83]; O , Betz et al. [84].

Esta ecuacion tiene precisamente la misma estructura que la usada en el andlisis
del poder de frenamiento de sélidos en la aproximacion de respuesta dieléctrica [60]

para grandes velocidades del proyectil.

3.6.1 La precision de la suposicion adiabatica

En ésta seccion analizaremos los resultados obtenidos con los métodos sugeridos
en las secciones anteriores, para determinar el niimero de electrones en el proyectil
como funcién de su velocidad [ver ec. (3.42)] asi como el comportamiento de los
factores de forma atémicos calculados en la ec. (3.44).

En la figura 3.1 mostramos la fraccién de electrones que permanecen en el proyec-
til Ny(v)/Z; como funcién de la velocidad efectiva del proyectil y(v) = v/ (vole/ %)
comparando con los valores experimentales de Anthony y Lanford [83] y los de Betz
et al. [84] para un blanco de Aluminio. Como una caracteristica del modelo de TF,
este no representa el cardcter individual de cada dtomo (por ejemplo, estructura
de capas) y la ec. (3.42) nos da una representaciéon universal como funcién de la
velocidad efectiva del proyectil. Ademads, debemos tener en cuenta que los valores

experimentales mostrados aqui, son resultado del uso del concepto de “carga efec-
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Figura 3.2: Comparacion de la energia total de elion como funcién de la fraccion
de ionizacién (f; = 1 — Ny /Z;), calculada en éste modelo y en el modelo de Brandt
y Kitagawa [60]. Linea continua, este modelo; — — — —, modelo BK.

tiva” [83], el cual es un poco diferente del concepto de carga promedio de el ion
[27] usado aqui. Esta diferencia es apreciable en la regién de bajas velocidades de
la figura 3.1 donde los procesos de pérdida y captura de electrones en el proyectil
como funcién del tipo de blanco deben de tomarse en cuenta en una forma mas pre-
cisa [27]. Sin embargo, para altas velocidades, el criterio de Bohr tiene una mayor
probabilidad de ser vélido, y encontramos que el ntimero de electrones retenidos

por el proyectil estd en buen acuerdo con los resultados experimentales.

Ademés, encontramos que nuestro modelo para p. 1(r) se comporta bien cuando
se compara con el modelo de Lenz-Jensen (LJ) [85] o el modelo de Brandt-Kitagawa
(BK) [60]. Por ejemplo, como se muestra en la figura 3.2, la energia [ec. (3.38)]
para diferentes grados de ionizacién, f; = 1— N;/Z; calculada con nuestro modelo y

el modelo BK estan en muy buén acuerdo entre una y otra. Con ésto, confiamos en
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Factores de forma atomicos

Figura 3.3: Comparacién de los factores de forma para atomos neutros como funcién
del momento transferido . Linea continua, calculos HF [86]; - - - modelo BK [60];
— — — — éste trabajo.

que los célculo de Ny llevados a cabo con ésta aproximacion son los suficientemente
precisos como para calcular el poder de frenamiento de un ion con electrones ligados.

En la figura 3.3 mostramos los factores de forma atémicos para varios atomos
neutros (N; = Z;) representativos comparados con los resultados Hartree-Fock de
Hubbel et al. [86] y con la teorfa de BK [60]. Como vemos, nuestro modelo da un
mejor acuerdo con el modelo HF que el sugerido por la teoria BK. Esto es debido
probablemente al hecho de que nuestro modelo esta forzado a satisfacer la teoria de
TF.

3.6.2 Comparacion con el experimento

Como un ejemplo, calculamos la seccién transversal de frenamiento electrénico para

proyectiles de He, Li, y B incidentes en blancos de C y Al y comparamos con los
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Figura 3.4: Comparacion de la seccién de frenamiento electrénico para He incidente

en C con resultados experimentales. — - — - —- representa la contribucién de la
estructura electronica de el proyectil. — — — representa la contribuciéon
del blanco; ——— es la contribucién total y - - - representa la contribucién logaritmica

estandard de Bethe. El ambito de aplicabilidad de la teoria esta en regién de altas
velocidades a la derecha de la linea vertical. Los simbolos representan los datos
experimentales de: [87] (O), [88] (A) y [89] (o).

datos experimentales disponibles [87]-[92]. Como los blancos son neutros, la fraccién
de ionizacién f; = 0 y de aqui € = I5. La energia media de excitacién para C y Al
neutros es Iy = 73.8 y I, = 160.1 eV, respectivamente [82]. La energia de excitacién
para los proyectiles, como lo requiere la ec. (3.30), no se necesita en estos calculos

puesto que los blancos son neutros.

En la figura 3.4 comparamos la seccion de frenamiento electronico para proyec-
tiles de He incidentes en C con los resultados experimentales de Northcliffe y

Schilling [87] y los de Santry y Werner [88, 89]. Para la regién de altas veloci-
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Figura 3.5: Comparacion de la seccion de frenamiento electrénico de Li sobre C
neutro con los resultados experimentales. Las etiquetas son las mismas que en la
figura 3.4. Los datos experimentales son tomados de la referencias [87] (Box), y

[91] (o).

dades (delimitada por la linea vertical) en donde se puede aplicar esta teoria, en-
contramos que hay buén acuerdo con el experimento. En este caso tenemos un ion
ligero incidiendo en un blanco ligero, y la condicién v > vy se satisface.

En la figura 3.5 mostramos la seccién transversal de frenamiento electrénico
para un proyectil de Li incidente en C, comparando con los datos experimentales de
Northcliffe y Schilling [87] y los de Lin et al. [91]. De nuevo, en la regién de validez
de esta teoria, encontramos un buen acuerdo con los resultados experimentales.

Por otra parte, en la figura 3.6 comparamos los resultados obtenidos para proyec-
tiles de Li incidentes en Al con los datos experimentales de Northcliffe y Schilling

[87], Andersen et al. [90], y los de Lin et al. [91].

De la misma manera en la figura 3.7 comparamos los resultados para proyectiles
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Figura 3.6: Comparaciéon de la seccién de frenamiento electrénico de Li sobre Al
neutro con los resultados experimentales. Las etiquetas son las mismas que en la
figura 3.4. Los datos experimentales son tomados de la referencias [87] (Box), [90]

(2), y [91] (o).

de B incedentes en C con los resultados experimentales de Booth and Grant [92].
En estos dos casos vemos que para velocidades del proyectil cercanas a el méaximo
de S,(v), hay una sobre-estimacién de la seccién de frenamiento electrénico S.(v)
para éstos proyectiles pesados incidentes en blancos pesados. En ambos casos la
velocidad orbital de los electrones del proyectil y blanco es mayor que la velocidad
del proyectil, de aqui es necesario considerar correccion a la aproximacién de Bethe
para las regiones de bajas velocidades. Las correcciones més importantes son las
correcciones por capas y las correcciones de Barkas. Ambas son negativas lo cual
mejorara los resultados obtenidos con respecto al experimento. Las correcciones

mas pequenas son las de Bloch y tienen signo positivo.

Ademas, en las mismas figuras graficamos el término estandard de Bethe [ec.
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Figura 3.7: Comparacién de la seccion de frenamiento electronico de B sobre C
neutro con los resultados experimentales. Las etiquetas son las mismas que en la
figura 3.4. Los datos experimentales son tomados de la referencias [92].

(A.18)] para un proyectil sin estructura electrénica, y ademas mostramos las con-
tribuciones individuales debido a la estructura del proyectil y del blanco. Es intere-
sante notar el orden de magnitud de la contribucién de proyectil S.; a Se, la cual
es del orden de 10-20%, en la parte correspondiente a bajas velocidades donde éste
modelo es aplicable. Esto se puede observar en todos los casos que hemos tratado.
Este comportamiento es un reflejo del niimero de electrones ligados al proyectil como
funcién de la velocidad del proyectil, puesto que S.; o Ny , (ver figura 3.1). Lo
mismo se ha encontrado en otras teorias de frenamiento a bajas velocidades, como
por ejemplo la teoria de Firsov [93], donde la contribucién a S.(v) es una suma de
las contribuciones del la estructura electrénica del proyectil mas la contribucién de

la estructura electrénica del blanco [94].
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3.7 Conclusiones

Hemos derivado una expresion para el poder de frenamiento electronico para iones
rapidos con Njp(v) electrones ligados incidentes en un blanco i6nico tomando en
cuenta las excitaciones e ionizaciones de los electrones ligados en el proyectil y
blanco. La férmula se deriva del mismo conjunto de suposiciones que la formula
estandard de Bethe para el poder de frenamiento electrénico en la primera aproxi-
macién de Born. La férmula general requiere conocer el espectro total de excitacion
tanto del proyectil como del blanco, y por tanto determinar las Tensiones de Os-
cilador Generalizado (GOS). Debido a las dificultades para evaluar esas cantidades,
hemos derivado una expresiéon aproximada usando la teoria de Thomas-Fermi, obte-
niendo expresiones analiticas para todas las cantidades claves de la teoria. La dis-
tribucion de electrones en el proyectil se calculé a partir del criterio adiabatico de
Bohr y la descipcién de Thomas-Fermi del dtomo, conduciéndonos a una expresion
analitica para la fraccién de ionizacién del proyectil, f;. Finalmente el poder de fre-
namiento total se pudo escribir como la suma de las contribuciones de la estructura
electronica del proyectil y del blanco, encontrando que la contribucion del proyectil
es importante a velocidades intermedias.

Dada la importancia que tiene el conocer los GOS, en el capitulo siguiente
analizamos la regla de suma de Bethe para el caso de una aproximacion para los

orbitales que describen el sistema.



Capitulo 4

Regla de suma de Bethe en la
aproximacion RPA

4.1 Resumen

En éste capitulo nos concentramos en describir la regla de suma de Bethe (BSR)
dentro de la aproximacién de fase aleatoria (RPA), la cual, como consecuencia de
la imposibilidad de calcular el espectro completo de excitacion para un sistema
dado, resulta ser una de las aproximaciones méas recurridas en quimica cuantica.
Principalmente nos concentraremos en demostrar que la BSR se satisface en esta

aproximacion.

4.2 Introduccion

Como ya hemos visto dentro de la teoria de Bethe, las colisiones inelésticas de
particulas cargadas rapidas con la materia estdn completamente descritas por la
distribucion de las Tensiones de Oscilador Generalizado (GOS) que caracterizan la
colision. Estas cantidades, que describen las excitaciones de los N electrones del
blanco o del proyectil [ver ec. (3.24)] desde un estado inicial |0) a un estado final

|n) pueden escribirse como

[ Muo(@)? (4.1)
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en la cual E,q es la energia requerida para una transicién desde |0) hasta |n), q es

el momento transferido y
N .
Myo(q) = (n] Y e™'*7|0) (4.2)
j=1

es el factor de forma inelastico de la dispersion el cual describe la dinamica de
los N electrones del atomo blanco o molécula. Si graficamos los GOS como una
funcion de la energia y momento transferido, generamos una superficie denominada

13

la superficie de Bethe para el blanco, y es esta superficie, la que “... contiene toda
la informacion respecto a la dispersion inelastica de las particulas cargadas por un
atomo o molécula dentro de la primera aproximacién de Born” [73].

De tal manera que para poder calcular la pérdida de energia para blancos
atémicos o moleculares con suficiente confiabilidad, uno debe escoger una base
apropiada para representar al estado |n) en el calculo de los GOS. Asi, necesitamos
describir un procedimiento factible en la determinacién adecuada de las funciones
de base.

La manera de determinar si una base es lo suficientemente adecuada para des-
cribir cierta propiedad es mediante el uso de la regla de suma de Bethe (BSR)
[ec. (3.26)], tal que la suma sobre todo el espectro de excitacién debe ser igual
al nimero de electrones en el sistema. En un calculo realista para un sistema de
muchos electrones, la funcién de onda es aproximada, por lo tanto, la pregunta
que surge es si la BSR es valida al emplear una representacion aproximada para el
estado |n), tal que se pueda aplicar un procedimiento de quimica cudntica al calculo
de la seccion de frenamiento.

La manera mas comun de obtener una base es via optimizacién de la energia.
Sin embargo es bién sabido que la optimizacién de bases para una propiedad en
particular no es siempre buena en el calculo de alguna otra, quizas sélo si esta
relacionada de alguna manera a ésta. Esto nos conduce a tener algiin otro criterio
para determinar la base en conexion con alguna propiedad en particular.

Para altas velocidades del proyectil comparadas con la velocidad electronica de
los electrones del blanco, la aproximacién de Bethe nos conduce a la ec. (A.18) en
donde la energia media de excitacion I, esta dada por la ec. (A.16) en términos
de las Tensiones de Oscilador Dipolar (DOS) {fo.} [ver ec. (A.14)]. Asi, una
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cantidad usada para la determinacién de la calidad de una base es la regla de suma
de Thomas-Reiche-Kuhn (TRK) [95, 96]

n>0
la cual nos dice que para una base completa, las Tensiones de Oscilador Dipolar

sumados sobre todas las excitaciones nos dan el nimero de electrones del blanco.
Sin embargo, los conjuntos de bases computacionales usados en Quimica Cuéantica,
no son completos y asi el problema se ha resuelto exactamente en pocas ocasiones
[97]. Por otro lado, dentro de las aproximaciones usadas en Quimica Cudntica, se ha
demostrado que para una base completa, la regla de suma TRK se satisface dentro
de la aproximacion de fase aleatoria (RPA) [98]-[101], removiéndose asi una de las
restricciones en la determinacién de una buena base. Con ésto, la regla de suma
TRK en la aproximacion RPA ha sido utilizada frecuentemente como un criterio
para determinar una buena base en este tipo de cdlculos [48]. Debemos notar sin
embargo, que el cumplimiento de la regla de suma TRK es una condicién necesaria
pero no suficiente para la completez de la base.

Con estos antecedentes, surge la necesidad de investigar si en la aproximacién
RPA, se puede generalizar la regla de suma para cualquier transferencia de momento
(regla de suma de Bethe, BSR). Asi, antes de demostrar la versién general, revisemos

algunos resultados que necesitaremos para nuestro fin.

4.3 Las ecuaciones de Hartree-Fock

La funcién de onda normalizada de Hartree-Fock (HF) [102] para el estado base ®

estd dada por el determinante de Slater para N-electrones

B = L det],(1)0n(2)...0-(N)| (4.4

y la energia del estado base esta dada por el valor de expectacion
E= <q)o‘ﬁ‘q)o> (4.5)

donde H es el Hamiltoniano que describe al atomo blanco y que esta dado por

H= Zh+ Z( _rj|) (4.6)
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y donde h; es un Hamiltoniano hidrogenoide para el i-ésimo electrén en el campo
de un nucleo desnudo de carga Ze. Nosotros buscamos un conjunto de orbitales ¢
que minimicen la energia F: esta condiciéon nos conduce a las ecuaciones de HF.

Como un primer paso, derivemos una expresion para E en términos de los or-
bitales. De la ec. (4.5) y (4.6) obtenemos

@O|Zh +5 Z( —7)1%0). (4.7)
z;éj rJ|
Para el primer término podemos escribir
(0] S B0 = (@olls + by -+ ha|®a) = S (o(Dlmler(D). (48

La segunda igualdad sigue del hecho de que los orbitales son ortonormales.
La expansién de @y en términos de los orbitales ¢, [ver ec. (4.4)] nos reducen

el segundo término de H en

U5 [ 60506 - e Endn. (49

Z#J

Entonces, con la definicién

Gnarlocti) = [ G610)(5)onDou2)brry (110

la ecuacién para la energia de HF se reduce a
N 1 N
E =7 (¢ilhl¢i) + 5 > {(0i0510i05) — (di0;100:)} - (4.11)
i=1 1,J

Notemos que no se ha excluido el término ¢ = j en la segunda suma debido a que
éste es identicamente cero. La ec. (4.11) es una expresién para la energia como
funcién de los orbitales, ésto es, para cada funcion ¢ esta asociado un sélo valor de
Ey.

Para derivar las ecuaciones de HF usaremos la técnica de variacion funcional.
La energia E es una funcién del determinante de Slater ®. Para encontrar el
determinante particular ® para el cual £ es minima, 7.e. ®(, encontramos ¢ para
la cual un pequenio cambio ® — ® 4+ §® no produce cambios en el valor de E a

primer orden en d®. Para un cambio infinitesimal 0P, tenemos

E(® + 6®) = (D + 6O|H|D + 6O) = (B|H|D) + 6(D|H|D) (4.12)
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donde
§(D|H|D) = (6O|H|D) + (D|H|6®) = 0F . (4.13)

Buscamos el determinante ® para el cual 6 = 0. Para ésto, usamos la expresion
para E dada por la ec. (4.11), sin embargo, tenemos una restricciéon adicional de
que los orbitales deben ser ortonormales, con lo cual debemos utilizar la técnica de
los multiplicadores indeterminados de Lagrange.

Debemos satisfacer la condicion

[erosde, =, (4.14)
donde ¢;; es la delta de Kronecker, la restricciéon es entonces de la forma
N
9= > {(¢ild;) — 0,5} =0 (4.15)
ij=1

que cuando los orbitales son cambiados por una cantidad infinitesimal d¢ se modifica

a

09 = D> {(06ile;) + (i00;) } (4.16)

ij=1
puesto que 9;; es constante.
En este punto tomamos en cuenta las restricciones introduciendo los multipli-

cadores indeterminados €;; y entonces buscar la condicién para la cual

N
0E = > €i{(06il¢;) + (¢ilog;)} = 0. (4.17)
ij=1
Haciendo la variacién en la ec. (4.11), substituyendo en la ec. (4.17) y factorizando

el término d¢; obtenemos que

> [ 8010 (o) + X516 (1) = K (1)6(1) = €565V} ) dar +ce. = 0 (4.18)

donde cc. implica complejo conjugado, J y K son los operadores de Coulomb e

intercambio definidos por
LWeu1) = { [ 6@ —au@dra}eu(1)
(4.19)
K(0ou(1) = { [ 612)()ou@dr}ou1).
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Como la variaciéon de 0¢; es arbitraria, cada término en los paréntesis debe ser

identicamente cero. Por lo tanto para cada orbital se debe de cumplir que
N
(1) + Z{J Kj(gi(1)} = >_ esigi (1)} (4.20)
j=1
Cuando la definicién del operador de Fock se usa, la ec. (4.20) para los orbitales es

f1¢z Z€]Z¢j (421)

donde

Con ésto, la energia total del sistema [ec. (4.11)] se reduce a

al 1Y )
B = Yo(odnld) +5 3 {6l lo) — (eilKslen )
B L
= Y {oilfle) - 52{ 6ilJ; — K;lo)} (4.23)

Il
Mz
l\DI}—t

Z{ bilJ; — K;l6:)}

.
Il

(4.24)

la cual nos dice que la energia del sistema no sélo es la suma de las energias de
cada electrén, si no que existe una correccién debida al intercambio y repulsién de
electrones.

La ec. (4.21) no es exactamente la forma estandard de las ecuaciones de HF,
debido a que el conjunto de orbitales {¢} no es tinico. Es posible formar un nuevo
conjunto de orbitales, cada uno siendo una combinacién lineal de los orbitales ¢,
sin cambiar la energia minima FE. En particular, es posible transformar el conjunto
original en un nuevo conjunto ortonormal de orbitales canonicos, ¢', tal que el
operador de Fock transformado f] es el mismo que f; y los elementos de matriz de
los multiplicadores €;; se transforman en los elementos diagonales €. Los orbitales

candnicos ¢’ satisfacen la ecuacién

f1i(1) = €6i(1) (4.25)
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que son las ec. de HF para los orbitales ¢.

Cada orbital debe ser obtenido mediante la solucién de una ecuacion de la forma
(4.25), con el correspondiente operador de Fock f;. Sin embargo, debido a que f;
depende de los otros N — 1 electrones (via el operador de intercambio), pareceria
que deberfamos de conocer las soluciones de antemano. Este es un dilema comun
en calculos de estructura electronica y es comunmente atacado mediante un proced-
imiento iterativo y deteniendose cuando las soluciones son autoconsistentes, de aqui
el nombre de campo autoconsistente (self consistent field -SCF). En un procedimi-
ento autoconsistente, un conjunto de orbitales prueba es utilizado para formular
el operador de Fock, entonces las ecuaciones de HF [ec. (4.25)] se resuelven y se
obtiene un nuevo conjunto de orbitales con los que se contruye de nuevo el operador

de Fock y se repite el procedimiento hasta alcanzar algun criterio de convergencia.

El operador de Fock, definido en la ec. (4.21), depende de los N orbitales ocupa-
dos. Sin embargo, una vez que los orbitales han sido determinados, el operador de
Fock puede tratarse como un operador Hermitiano bién definido. En otras palabras,
tendra un numero infinito de soluciones ¢,, cada uno teniendo energia ¢,. En la
préactica, por supuesto, tendremos que contentarnos con resolver la ec. (4.25) para

un numero finito m de orbitales, con m > N.

Los m orbitales obtenidos conforme el procedimiento Hartree-Fock SCF se arre-
glan en orden de incremento de energia, asi, los [NV orbitales de energia mas baja se
denominan, orbitales ocupados, u orbitales de agujero (hole). Los sobrantes m — N

orbitales se denominan orbitales virtuales o de particula (particle).

4.4 Aproximacién de Hartree-Fock dependiente
del tiempo: RPA

Como los orbitales virtuales en el modelo HF SCF no representan realmente el es-
pectro completo de excitacién del sistema y como estamos interesados en obtener
propiedades de transicion de un estado inicial a un estado final, necesitamos ex-
pander el modelo HF SCF al caso en el que se considere la dependencia en el

tiempo y asi poder incluir de manera mas realista las probabilidades de transicion.

Una solucién aproximada razonable a la ecuacion dependiente del tiempo de
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Schrodinger para N electrones parece ser el determinante

B(1) = 1101 (B)oal) - (1) (1.26)

en el cual cada espin-orbital varia con el tiempo de acuerdo a la ecuacién de Hartree-

Fock

o 0o (t)
W52 = fi0(1). (4.27)

El operador fi(t) incluye el tiempo de dos formas. Puede depender de un poten-

cial U(t) que dependa del tiempo y podria haber cambios en los campos Coulom-
biano y de intercambio conforme los electrones se moviesen. Esta soluciéon no seria
adecuada, debido a que en un estado estacionario, cada orbital tendria un factor
dependiente del tiempo e(~*m*/?) v ®(¢t), [debido a la ec. (4.26)] tendria un factor

eilatet+en)t/h gin embargo, de la ecuaciéon de Schrodinger

S OD(t)
HO(t) = ih— = (4.28)

la solucién debera tener un factor de la forma e *#t/"

con E la energia del sis-
tema dada por la ec. (4.11), con lo que en la solucién (4.26) faltaria en el factor
exponencial el término para las energias de repulsion e intercambio electrénico.

Esta dificultad se corrige facilmente tomando la funcién de onda de la forma
'(t) = B(t)el O/ (4.29)
con el factor de fase

A1) = [ (G
(4.30)

1 X A
:—E;UM4—&mﬁ

donde G(t) es la energia de repulsion e intercambio electrénico, y mientras que los
orbitales aun satisfacen la ec. (4.27), puesto que al sustituir en la ec. (4.28) se

obtiene

Ho = [Zei—@]@
(4.31)
= E®
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con lo que se ve que si se satisface la ecuacion de Schrodinger.

Para muchos propésitos, el factor de fase no es importante puesto que la parte
dindmica en el comportamiento de los orbitales estd gobernada por el operador
de Fock [ec. (4.27)] y uno puede usar la funcién de onda no corregida ®(t). Asi,
al tratamiento de Hartree-Fock dependiente del tiempo también se le conoce como
aproximacién de fase aleatoria (RPA) debido a la naturaleza aleatoria al modificarse
ligeramente un orbital ¢,,(t) para el factor de fase y(t).

Cuando una pequena perturbacién F'(t) actua sobre los electrones en su estado
base @, cada uno de los electrones modifica su estado ligeramente y la funcién de

onda, a primer orden en I’ puede expresarse como

B(t) = Po+ Y Cru(t)®(m — k), (4.32)
m,k

donde ®(m — k) es el estado en el cual un electrén salté desde ¢, a ¢p. Asi, las
ecuaciones de movimiento de Hartree-Fock (4.27) nos dan

ik = (ek — €m)Cra + Y_{{kn||mg)Crj + (k| |mn)Cri} — Fyn(t)
n
(4.33)
_dcr, . . | *
_m—dt = (& — &n)Cop + Y _{(mnl|kj)Crj + (mj|[kn)Cp;} — Frui(t)
jn

para los coeficientes, y donde (ab||cd) = (ab|cd) — (ab|dc). Si la fuerza es de tipo

oscilatorio con un factor e~ los coeficientes C' contendran términos con factores

de la forma e*!
ka = kae_i“t + Yntk6+iwt
(4.34)
C = X et Y et

debiéndose al hecho de que ambos C' y C* aparecen en la ecuacién de movimiento
para C. Sustituyendo la ecuacién anterior en (4.34) nos conduce a las ecuaciones
para los coeficientes X y Y

hoXpr = (€6 — €m) Xk + Z{(k:nHmj)an + (kjllmn) Y55} — Fim(t)

jn

(4.35)
~hwYm = (e — &n) Yoy + D_{mn|[kf) Xo; + (mjl|kn) Y} — Fr(t)

jn
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Las soluciones de estas ecuaciones corresponden a oscilaciones forzadas, pero cuando
F' =0, pueden ocurrir oscilaciones libres a ciertas frecuencias w,. Fisicamente, ésto
significa que para una transicién del sistema en el estado k a un estado m, la
energia de transicion seria €,, — €, pero debido a que el sistema tiene N-electrones
acoplados durante la transicién, el cambio del orbital ¢, a ¢,, produce un reajuste
de los electrones restantes, con lo cual la energia de la transicion se corrige por un
factor que depende de dichas distribuciones electrénicas. Esto es lo que determina
los niveles de excitaciéon naturales. En el caso de la presencia de una perturbacién,
estos se ven afectados por dicha perturbacion, como se ve de la ecuacién anterior.
Estas son las ecuaciones que gobiernan las funciones de onda de Hartree-Fock en el
modelo RPA.

Con esto estamos en posicion de demostrar si la regla de suma de Bethe se

satisface en esta aproximacion.

4.5 La regla de suma de Bethe en RPA

La regla de suma TRK solo se aplica cuando no hay momento transferido durante la
colisién entre el proyectil y blanco, y asi, no es un buén criterio para determinar una
buena base en problemas que incluyen transferencia de momento. Su generalizacién
es la regla de suma de Bethe (BSR), i.e. ec. (3.26) la cual es valida para todas las
transferencias de momento cinemédticamente permisibles, y asi puede servir como
un buén criterio para determinar conjuntos de base cuando uno se encuentre ante
problemas que consideren distribuciones de GOS y por lo tanto, permitirnos calcular
el poder de frenamiento por ejemplo. Asi, examinemos primero los GOS en la apro-
ximacion RPA y mostremos que la BSR se satisface ademéds en esta aproximacién
para una base completa.

En la aproximacién de fase aleatoria, las amplitudes de transicién para un op-

erador de un electron puede escribirse como

(0l0[1) = >_[(p|OIR)* X, + (h[Olp) Yy, ) (4.36)

h,p

donde |p) y |h) son el conjunto completo de solucion es de particulas y hoyos,

respectivamente, para las ecuaciones ordinarias de Hartree-Fock
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[ho + J — K]|i) = &13) . (4.37)

Aqui hy es el operador de energia cinética y atraccién nuclear, mientras que J y K
son los operadores de Coulomb e intercambio respectivamente. Los coeficientes X
y Y son soluciones a las ecuaciones RPA
€lelL,p = (Gp - Eh)XflL,p + Z{<ph/||h'p/>XflL’,p’ + <pp/||hh'/>yff’p’}
h/7p/
—a¥i, = (o= en)Vi, + SR Y, + (W) XL} (438)
hl7pl
los cuales son las soluciones para la [-ésima transicion con energia ¢;. Combinando

las ecuaciones (4.36) y (4.38), encontramos una expresioén para el elemento de matriz
e(0/M|l) dado por

a(0/0[1) = >-{ [(e, — e)(p|O[R)* — (p|[O, K |h)*] X}, —

h,p

[(ep — wn)(BO|p)* + (h|[O, K]|p)*]Y;, } - (4.39)

El término que aparece dentro del conmutador aparece como consecuencia de que
un operador de un electron no conmuta con el operador de intercambio.

De las ecuaciones (4.37), y (4.36) se puede demostrar que
(p — €)(h|Olp) = ([[O, ho]|p) — (h|[O, K]|p) (4.40)

Usando ésto en la ec. (4.39) obtenemos que la dependencia del operador de inter-

cambio se puede eliminar obteniendose que

e(0[0]1) = > _[(pl[ho, O|h)" X}, + (hl[ho, Ol[p)Yy,] (4.41)

h,p
Es 1til ahora adoptar una notacién de doble vector, tal que |X!, Y!) representa el
conjunto de coeficientes X}, ¥}/ . En esta notacién el resultado anterior se puede

escribir como

¢(0|0|1) = (B*, B*|X', YY) (4.42)

donde
B = [ho, O]. (4.43)
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Uno obtiene asi una regla de suma para los elementos de matriz pesados por la

energia como

2% 6|00 > = Y (B, B* X, Y) (X', -Y'|0,-0). (4.44)

>0 l

Usando la relacion de completez

SxL Y —Y! =1 (4.45)
+!

encontramos que la regla de suma, para un operador de un electrén se puede escribir

como

S Fy = (B*,B*|0,-0)
>0

(4.46)
= 3" [(wl[ho, OI[h)*(p|OIR) = (h][ho, O]|p)* (h|Olp)]

h,p
Esta ecuacion es la forma general de la regla de suma para un operador de un
electrén O expresado en términos de el cuadrado de las transiciones de momento y
sus energias de excitacién dentro de la aproximacion RPA.
Para continuar con la demostracién de la BSR apliquemos la ec. (4.46) al caso

donde el operador toma los casos especiales:

e Primero consideremos el operador dipolar (O = r). El elemento de matriz de
el lado derecho de la ec. (4.46) es justamente las transiciones de momento
dipolar, y el conmutador B es entonces —ip. Como estamos considerando las
soluciones exactas a la aproximacién RPA, existe un conjunto completo de

estados particula-hoyo que satisfacen la relacién de completez
DR R[+ D ) (pl =1 (4.47)
h P

y asi

> fu =1 (hl[p,x]h) (4.48)

>0 h

puesto que [p,r] = —3i la regla de suma de TRK se recupera inmediatamente.
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e Ahora consideremos el caso en el que O = e~*7 j.e. un operador de onda
plana, o el operador que aparece en la BSR. Usando un procedimiento similar

al utilizado en el ejemplo anterior y notando que
I (4.49)

el conmutador en la ec. (4.46) es

2

B = ""(—% +q-p) (4.50)

con lo cual al usar el hecho de que los estados particula-hoyo son completos,
encontramos que la ec. (4.46) se reduce al numero de electrones N, i.e. la

regla de suma BSR se satisface.

Asi, la regla de suma BSR se satisface exactamente en la aproximacion RPA,
si una base completa es usada, para todas las transferencias de momento. Por lo
tanto, como en el caso de la regla de suma TRK, cuando se consideran propiedades
de transicién opticas (¢ = 0), esperamos que la regla de suma BSR sea til al evaluar
conjuntos de bases cuando se calculen las distribuciones de los GOS, por ejemplo,
en el uso del poder de frenamiento. Por otro lado, debemos notar que la calidad del
conjunto base es dependiente de q [97] y que por lo tanto, debemos tener cuidado
al evaluar la BSR para varios valores de q. Esta parte se encuentra actualemnte en

proceso de investigacion.
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Capitulo 5

Regla de suma de Bethe con un
campo electromagnético externo

5.1 Resumen

En éste capitulo, analizamos la regla de suma de Bethe (BSR) para un sistema
electrénico inmerso en un campo electromagnético para un Hamiltoniano no rela-
tivista. Esto es con el fin de ver, desde primeros principios, si la BSR se satisface,
y por lo tanto poder formular un criterio para la determinacién de la completez de

bases utilizadas en este tipo de problemas.

5.2 Introduccion

Como hemos visto ya en los capitulos anteriores, las Tensiones de Oscilador Gener-
alizado (GOS) son de gran importancia en la descripcién de la estructura electrénica
de atomos y moléculas, en particular son usadas como indicadores de la calidad de
los conjuntos de bases para el célculo de propiedades atémicas y moleculares [97].
Recientemente el estudio de d4tomos y moléculas en ambientes extremos se ha
incrementado en fisica y quimica [103, 104, 105], por ejemplo, con el mejoramiento
de las capacidades magnéticas de varios laboratorios especializados con flujos de
campos magnéticos de hasta varios cientos de Teslas y con campos astrofisicos de
varios ordenes de magnitud mayores, en donde la aceleracion de protones en rafagas
solares o vientos interestelares colisionan con atomos y moléculas, la pregunta sobre

el entendimiento y prediccion de propiedades de atomos y moleculas en campos

63
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intensos es de vital interés tanto tedrica como computacionalmente.

Hemos visto en los capitulos anteriores que la energia e impetu transferido a un
blanco atomico o molecular con /N electrones por un proyectil que incide sobre éstos

estd descrita completamente por las GOS [73]

QmEno
Foolaq) = e

N

[(n] >_ e~ |0) %, (5.1)
j=1

donde el blanco es excitado desde el estado inicial |0) a el estado final |n); E,g =

E,, — Ej es la energia transferida y hq es el impetu transferido durante la colision.

La suma es sobre todos los electrones del blanco con las coordenadas r;. Cuando se

suma sobre todos los estados excitados discretos y continuos, obtenemos la Regla
de suma de Bethe

> Fula)=N (5.2)

n>0

lo cual requiere que los GOS para el sistema sumados nos dén el nimero de elec-

trones del sistema para todos los valores del impetu transferido q.

Cuando no hay fmpetu transferido, por ejemplo para transiciones dipolares
opticas, el limite para ¢ — 0 de la Regla de suma de Bethe, conocida como la
Regla de Thomas-Reiche-Kuhn (TRK) [95, 96] es

n>0

Aqui, las { f,o } son las tensiones de oscilador dipolar. Fisicamente la regla de suma
nos dice que, para una base completa la suma de las tensiones de oscilador dan el
nimero de electrones, o en otras palabras, que la energia transferida al sistema
sumada sobre todos los modos internos de excitacion debe ser la misma que la

energia transferida a N electrones libres [73].

Para determinar si la Regla de Bethe se satisface cuando un atomo o molécula
en cuestion esta sujeta a un campo electromagnético estatico externo, necesitamos

determinar el Hamiltoniano para dicho sistema.
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5.3 Hamiltoniano para un campo electromagné-
tico

Puesto que los efectos relativistas no son importantes para campos por debajo de
los 108 teslas [105] nuestro tratamiento se basard en un Hamiltoniano no-relativista.
Siguiendo el procedimiento estandard [102], consideremos la fuerza de Lorentz ac-
tuando sobre una particula cargada bajo la accion de un campo electromagnético.

En este caso la fuerza puede ser escrita como
1
F:q[E+E(v><B)]. (5.4)

Expresando los campos eléctrico, E, y magnético, B, en términos del potencial
escalar ¢ y el potencial vectorial A,
10A

b= Ve

(5.5)
B = VxA.

Estas ecuaciones no especifican a ¢ y A univocamente. Las ecuaciones de Maxwell
toman su forma mas simple cuando el potencial escalar ¢ y el potencial vectorial A
se relacionan uno a otro a través de la condicién de Lorentz

10¢

A+-Z o .
V-Atoo=0 (5.6)

Sustituyendo la ecuacién (5.5) en la ec. (5.4) obtenemos que

10A
F:q{—ng——{E—vx(VxA)” (5.7)
Por otro lado, puesto que
dA  0A
y
vx(VxA)=V(v-A)—(v-V)A, (5.9)
la ec. (5.7) puede re-escribirse como
v-A 1dA
F=q[-V(¢- - )_EE] (5.10)
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De esta ecuacion se puede ver que escogiendo el potencial generalizado U como

v-A
= - — A1
U=q(6-—) (5.11)
(puesto que ¢ y A no dependen de la velocidad de la particula), el lagrangiano del
sistema es o
L:mTr—qqu—gv-A. (5.12)
c

Ahora, ya que tenemos el Lagrangiano que describe la interaccién de la particula
cargada con un campo electromagnético externo, necesitamos encontrar el Hamil-

toniano, para esto necesitamos el impetu generalizado, 7.e.

oL q
;= = muv; + ~A;. 5.13
P 90, muv; + . (5.13)
donde i = x,y, z o vectorialmente
.4
p=mi+ -A, (5.14)
c

con lo que ahora nos resta formar el Hamiltoniano, el cual esta definido por

H = p-i—1L
1 q 1 q q q A
= “p-(p—2A) - —(p— A ——MP--A)-— (5.15
mp(p C) 2m(p C)+q¢> m(p C)C (5.15)
p—1A)
m

Pero como estamos considerando interaccion entre los campos electromagnéticos y
los electrones de la molécula o atomo, entonces la interaccién sera con los electrones
que forman la estructura electrénica (q=-e) y ademds los electrones estan bajo la
influencia de un potencial electrénico de repulsion entre ellos y la atraccion del
nicleo. Asi, designando a éste por V tenemos que el Hamiltoniano que describira

nuestra interaccion es

N2 € 2
i+t A
H:Z%H/—egb. (5.16)

La ecuacién de Schrodinger para el sistema en presencia de campos electromagné-

ticos es entonces

Hn) = E,|n), (5.17)
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donde |n) es el conjunto completo de soluciones que satisfacen la relacién de com-

pletez
> n)(n| = 1. (5.18)

Con esto ya estamos en posicion de calcular la regla de suma de Bethe para el

sistema en presencia de campos electromagnéticos externos estaticos.

5.4 Regla de suma de Bethe

Siguiendo la deduccién estandard [72] sustituimos la ec. (5.17) dentro de la defi-
nicién de las tensiones de Oscilador Generalizado [ec. (5.1)] y haciendo uso de la
relacién de completez encontramos que la regla de suma de Bethe se puede escribir

como

2m —iqr iq
> Fon(a) = 55 5(0 30 e [H, 37 e+ [0). (5.19)
n>0 q j k

De esta expresién, s6lo nos resta evaluar el conmutador. Como ni el potencial
electrénico V' ni el potencial escalar eléctrico ¢ son funciones de la velocidad o

impetu, uno obtiene que

. 1 e .
H iq-Ty — o ZA 2 _iqry
[ ,;e ] ;2m[(Pk+c k)€
(5.20)
. Z €iQ~rk {hz 9 n 2h ( n EA )}
= — om q q - Pk P S L
por lo que la regla de suma de Bethe es
2 e
Y Fon(q) = Np+ h—qu' 0> (p + EA1)|O> +
n>0 l
(5.21)
1 iq-(rg—r; €
— 2 (0l TR + 2hq - (pr + ~A) }|0),
h q* 4. c

donde los dos primeros términos surgen del caso cuando j = k. Por otra parte se

puede demostrar facilmente que
H,r] = —Z Pk + Ak 1]
(5.22)

3ih e
= —p+ A,
m c
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Asi, el segundo término en la ec. (5.21) es proporcional a (0| >;[H, r;]|0), el cual es
claramente cero, debido a que |0) es la solucién del estado base de la ecuacién de

Schrodinger, con lo que la ecuacion (5.21) se reduce a

ZFOn(q) = N2‘|‘

n>0

> (0l {n?q 4 2hq - (pi + ZAk)}\m. (5.23)

1
2
W iz

Si escribimos la funcién de onda explicitamente como y(r) y usamos el hecho de

que pr = —ihVy, entonces el segundo término de la ec. (5.23) se puede escribir

Ccomo
Zj¢k<0|eiQ'(l‘k—1‘j){h2q2 + th . (pk + EAk)}|()> =
(5.24)

ihg - S | dr einr) [<vkw5<r>>wo<r> — Y (r) Vo (r) + ﬂw]

Para el Hamiltoniano del tipo que estamos considerando aqui [ec. (5.16)], la densi-

dad de corriente para el k-ésimo electrén estd dada por [106]

0 __ eh * * 2€Akw3(r)¢0(r)
Y [ — (Vi (r))tbo(r) + 45 (r) Vitho(r) — e }, (5.25)
el cudl es precisamente el término entre paréntesis y asi, encontramos que
> (0] {12 4 2ha - (pi+ Ay }[0) Q-3 / drei@ =) 30 (5.96)

J#k J#k

El indice superior indica que nos estamos refiriendo al estado base. Por otro lado

integrando por partes J 2 encontramos que
0 e e
/dTJ = (0py. + SAL0). (5.27)
m c

Del argumento usado en conexion con el desarrollo de la ecuacién (5.23), vemos que
el término de la derecha de la ecuacién (5.27) es cero, y como J9 es un vector, ésto
implica que J? = 0, con lo que la ecuacién (5.23) se reduce a la ec. (5.2) que es la
regla de suma de Bethe.

Esto demuestra que la regla de suma de Bethe y por lo tanto la regla de suma
de Thomas-Reiche-Kuhn se satisfacen en el caso de tener las soluciones completas,

para un campo electromagnético externo. Notemos que no hemos hecho ninguna
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suposicién en este desarrollo, acerca de que las funciones de onda deban ser reales,
por lo que estas reglas de suma se aplican a estados con funciones de onda complejas,
asi como a estados degenerados. Este resultado parece razonable, puesto que hemos
partido de un Hamiltoniano no-relativista [ec. (5.16)], en el cual no se contempla

creacion 6 aniquilacion de particulas.

5.5 Analisis perturbativo

El desarrollo anterior reside principalmente en la suposicién de la completez de las
funciones de onda para el Hamiltoniano. Si deseamos usar la regla de suma de
Bethe y la regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn como una medida de la precision
de la base mediante la comparacién de éstas con el ntimero de electrones en el
sistema nosotros debemos enfrentarnos con funciones de onda aproximadas. Puesto
que la regla de suma de Bethe exacta en presencia de un campo electromagnético
(superindice B) es igual a la regla de suma calculada sin campo electromagnético, i.e.
cuando B = 0 (superindice (0)), y a su vez, igual al niimero de electrones, con lo que
si expandemos la regla de suma de Bethe en términos del campo electromagnético,
concluimos que las correcciones a orden superior en el campo aplicado deben ser

cero y asi

> Fo(a) =Y Fyy (@) = Ns (5.28)

para todo q.

Asi, las desviaciones de las correcciones orden por orden nos pueden dar una
vision de la completez de una base utilizada computacionalmente. Como un ejem-
plo, analicemos el caso de la correccién a primer orden.

Consideremos una expansién perturbativa de las Tensiones de Oscilador Gener-
alizado y de ahi, la regla de suma de Bethe resultante. Aunque estamos interesados
en campos intensos disponibles en los laboratorios, éstos son atin pequenos compara-
dos con la unidad atémica de campo magnetico !, asi la teorfa de perturbaciones
se puede aplicar sin restricciones. El resto del tratamiento se restringira al caso
de estados base no-degenerados y usaremos teoria de perturbaciones estandard de

Rayleigh-Schrodinger.

"Para campos magnéticos, 1u.a. = 2.35 x 10> T parah=m =e = 1.
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Consideremos a nuestro sistema en presencia de un campo magnético estatico
externo y consideremos a éste como una perturbacién. En este caso la norma de

Lorentz se reduce a
V-A=0. (5.29)

que es la norma de Coulomb y tal que

E=-V¢(r) para A #£ A(t). (5.30)

Como el campo magnético es constante, escogemos a el potencial vectorial magné-
tico como .

Al = §B XTIy, (531)

el cual satisface la norma de Coulomb, ec. (5.29). Aqui, {r;} son las coordenadas
electrénicas relativas a un origen de norma arbitrario.
Si ahora hacemos una expansion perturbativa de las Tensiones de Oscilador Gen-

eralizado en presencia del campo magnético estatico aplicado, entonces obtenemos
FE(q) = F\Y(q) + BFY(q) + B*Fy(q) + -, (5.32)

donde el superindice identifica las Tensiones de Oscilador Generalizado en presencia
de el campo y el niimero en el paréntesis indica el orden de la perturbacién. En

este caso, cuando expandemos el Hamiltoniano encontramos que
ZAl P = —B L (533)

donde el operador de momento angular total L = °; L; es la suma del operador de
momento angular de cada electron, tal que el Hamiltoniano del sistema esta dado

por

H = [ZQpl + V(1) —ea(r) + [5- 3B L +

l
e
-_— ZB . (Tl2 - I‘lI'l) -B (534)
2 )
= HO L g® L g®

Usando teoria de perturbaciones a primer orden en la funciéon de onda, lo que nos

garantiza una correccion a la energia a segundo orden i.e.

Gn=vP+0 y En=EP+ED+EY, (5:35)
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donde

@bg) = Zaknwl(g())a
k

Jeis
Akn, = hn )

EY - EY
EY = H{), (5.36)

H(l)H(l)
B = B+ Yt
k n _Ek

con lo que uno puede escribir para cualquier operador de un electrén O a primer

orden

[(2o|Obn) 2 = OF) + OF)

o8 = (W0 [ P01y + (810" D) (@ |0
(5.37)

+WP10* @Y O [015") + (5|0 ) (@Ol ).

Con lo que el analogo para las Tensiones de Oscilador Generalizado es entonces

Gon = Enol(¥0]Ol¢n)]?
(5.38)
= GO+ Gy

Aqui, el término G(9 se define como

0 0
6 = EOR)

68 = EQ08 + EROR.

Podemos obtener una expresion mas explicita si utilizamos la definiciéon de las en-
ergias perturbadas en términos de los elementos de matriz de la perturbacion, ec.

(5.37) y la ec. (5.33), con lo que la expresion ya simplificada nos da
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{ OOnL kOkO OSkLkn OnO
T ©)
E
k

n

k
OOnOnkLkO LOkOlmOnO } E©
E(O) E(O) n0 »
0k 0k

(5.39)

donde Ly, = (@OL[p?) v 01, = @V|0Mp©®). La ecuacién (5.39) es asi la
expresion para las Tensiones de Oscilador Generalizado para un operador arbitrario
de un electréon, desarrollado a primer orden para el caso donde hay presente un
campo electromagnético estdtico.

El andlogo a las regla de suma de Bethe se obtiene sumando la ec. (5.39) sobre
todos los estados excitados n. Asi notando que los indices k,n son indices mudos
sobre la sumatoria, la suma de los dos primeros términos entre llaves se puede

combinar para dar

OSnLnkOkO O()kLknOnO
SR TRy

Z Op Lk Opo. (5.40)

Esta suma no esta restringida debido a que los elementos diagonales de L son cero
para un estado base no-degenerado. El tercer y cuarto término son un poco mas
complicados de manejar, pero usando la completez de las soluciones a orden cero

(soluciones no perturbadas) uno obtiene que

OSnOnkLkO LOkOZnOnO (0)
n En -
2k, { E(()Z) E(()%) } 0
(5.41)
1
B Z 1 17(0) _ ©) of
a k E(()z){LOR(O | ’O])ko ([H O ]O)OkLko}.

Lo anterior se satisface para cualquier operador de un electrén. Para simplificar
aun mas, y ademéas concentrarnos en la regla de suma de Bethe, puesto que nuestro
principal interes esta en las Tensiones de Oscilador Generalizado, escogemos a O =

S e7aT que usando los resultados anteriores y definiendo a

OIS emiar 0y (5.42)
l

Py = (Z eiar [H(O)’ Z e—iqu])kO’ (5.43)
l m
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la regla de suma de Bethe se reduce a primer orden en la perturbacion a

(0)
2En0 —iq-r 2En *
7 Ol = 30 =58 Mo M, +

n

En
(5.44)

1
+ =B S My LMo + 3~ { LoePro + PliLio} }-
mq kn k. Lo

El primer término (el término a orden cero) es justamente el término estandard, o
el de campo libre [ec. (5.2)] y asi éste es igual al niimero de electrones en el sistema.
El segundo término se puede simplificar usando la relacién de completez para

las eigenfunciones no-perturbadas y la relacién

[p;, e "] = —hqe "k, (5.45)
se puede demostrar que para este operador en particular, en la ec. (5.40), el siguiente
término se reduce a

SOME LMoy = —l(§”] S e @ mr, 5 qlyl”)

k,n .77k
(5.46)
H | S0 Ty x pylu”),
jkl
donde el primer término es el valor de expectacion del momento angular transferido

en presencia del campo. Usando las relaciones siguientes
2

[HO), Fiam] = ;_meztiq-rl (¢® F 2iq- V),
ih
| [HO,r)] = TP (5.47)
(€9 r; x p;| = —he'TTPr; X qdjp,
y
R -1, Lj] = ihr; x Ry,
para un operador vectorial arbitrario R tal que [R,L;] = 0, que son faciles de

demostrar, con ésto, se obtiene en la ec. (5.44) que
1 .
K Lo, o
(5.48)

_<wg0)‘ Z eiq'(l’j—l‘l)rk % pk‘wéo).
7.k,
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Como se puede ver, este es el negativo de la ec. (5.46). Asi, la contribucién total a
primer orden a la regla de suma de Bethe, la suma de las ecuaciones (5.46) y (5.49)
es cero, en acuerdo con la demostracién general dada por al ec. (5.28).

Sin embargo, en calculos realistas, ain las funciones de onda a orden cero son
aproximadas pues se tiene un conjunto de base finito, asi la cancelacién exacta a
la que conduce la ec. (5.28) no puede obtenerse. De ésto vemos que podemos
usar como condicién de calidad y consistencia de la base mediante la relacion de
desviacién

S Mg LMoy, + > %{L%Pko + PLio} =0, (5.49)
k,n k Eok
como una medida de la completez de la base. El primer término puede ser expresado
como el producto vectorial de q y momento dipolar de un estado base [vease la ec.
(5.46)], mientras que el segundo término es el limite a energia cero de una funcién
de respuesta lineal [107]. Asi, tenemos dos criterios para juzgar la calidad de un

conjunto base en presencia de un campo electromagnético externo:

e La regla de suma de Bethe en el caso de campo libre, se puede utilizar para
probar la completez de la base usada en el célculo de propiedades atémicas y

moleculares en presencia de campos electromagnéticos.

e La correccién a primer orden en la perturbacion en la presencia de un campo

electromagnético es una medida de la completez de la base.
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Conclusiones generales

Dada la importancia de los efectos moleculares en la seccion de frenamiento electré-
nico, principalmente debido a los enlaces moleculares y la necesidad de aplicacién
de un modelo que cubra un rango de velocidades méas amplio para altas velocidades
no relativistas como el modelo de Bethe, se ha propuesto la utilizacién de la teoria
cinética y la aproximaciéon de plasma local para la determinacion de las energias de
excitacion. Para ésto, es necesario contar con un buén conjunto de orbitales mole-
culares que describan de manera razonable el enlace quimico. Como lo demuestra
esta tesis, los orbitales FSGO representan una buena opcién en dicho anélisis, dado
que nos permiten obtener la contribucién a la secciéon de frenamiento electréonico
como contribuciones de los carozos, enlaces y pares solitarios. Otra caracteristica
de los orbitales FSGO, es que nos describen el proceso de pérdida de energia sin
la necesidad de recurrir a ningiin parametro externo, por lo que nuestro modelo es
autoconsistente.

Por otro lado, como el lector habra notado, la comparacién con resultados exper-
imentales, ha aclarado la importancia de la contribucién de la estructura electronica
del proyectil en la seccién de frenamiento electrénico, principalmente en base a las
excitaciones e ionizaciones que ocurren durante la colision y que directamente in-
volucran a los electrones del proyectil. En base a ésto se ha desarrollado un modelo
tedrico puramente cuantico basado en la primera aproximacién de Born y en el
que se encuentra que para velocidades bajas, dentro de la validez del modelo, se
predice una contribucién del 10 al 20 % a la seccién de frenamiento electrénico
para el proyectil, éste es un resultado nuevo e interesante. Debemos resaltar aqui,

que debido a que no se considera intercambio de carga, de entrada se separa la

75
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contribucién a la pérdida de energia en la contribucién del proyectil y del blanco,
debido a las excitaciones que toman lugar en el sistema. Para el desarrollo del
modelo se ha seguido practicamente el mismo desarrollo propuesto originalmente
por H. A. Bethe [7] agregdndole una descripcién autoconsistente de Thomas-Fermi
para calcular el nimero de electrones del proyectil como funcién de la velocidad
mediante la implementacion del criterio adiabatico de Bohr. Otra caracteristica del
modelo es que bajo ciertas condiciones de aplicabilidad éste se reduce a resulta-
dos bién conocidos en la literatura, dandonos confianza de su validez. Entre estos
resultados se resalta la importancia del papel que juegan las energias medias de

excitacion para el proyectil y blanco iénicos no necesariamente neutros.

Sin embargo, debemos tener cuidado al hacer conclusiones finales respecto al
modelo aqui propuesto, puesto que éste es valido para velocidades no relativistas,
ademas de no considerar en forma detallada los mecanismos de captura e inter-
cambio electronico entre el proyectil y el blanco, debido principalmente al proceso
dindmico en el que ésto toma lugar, ademas de la complejidad de un problema de
N-cuerpos. Aunque estos procesos son importantes y deben ser considerados en un
tratamiento atin més general de la secciéon de frenamiento electrénico, creemos que
las predicciones y resultados de nuestro método son muy ttiles para el estudio de

la pérdida de energia de iones con estructura electronica.

Por otro lado, dada la importancia de la descripcion del espectro de excitacion
en el blanco y proyectil, es imperante conocer la estructura electréonica del sistema
para obtener una buena descripcion de las Tensiones de Oscilador Generalizado,
pues éstos nos describen de manera general el proceso de transferencia de energia al
sistema. Con ésto en mente, se demuestra que en el modelo RPA (o mejor conocido
como teorfa de Hartree-Fock dependiente del tiempo) la regla de suma de Bethe se
satisface para una base completa. Esto nos sugiere que la descripcion de la pérdida
de energia en la aproximacion RPA sera adecuada. Hay que tener en cuenta que
debido a que computacionalmente el tamano de las bases utilizadas en quimica
cudntica tienen una limitacién (base incompleta), la regla de suma de Bethe solo
se satisfacera para la region de bajas transferencias de impetu q. Sin embargo, es

esta regién la que més contribuye a la seccién de frenamiento [97].

En base a este trabajo surgié la necesidad de mostrar que esta propiedad im-

portante se satisface también en presencia de campos electromagnéticos. Como se
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demuestra en esta tesis el resultado es, que en efecto, la regla de Bethe se satisface en
presencia de campos electromagnéticos, dandonos la seguridad de que la descripcién
electronica de moléculas en la presencia de campos eléctricos y magnéticos es ade-
cuada para describir las Tensiones de Oscilador Generalizados.

Como vemos, el problema de la pérdida de energia estd atin abierto a la inves-
tigacion, tanto desde el punto de vista tedrico como experimental dada la cantidad
e importancia de los procesos que involucra su tratamiento, siendo uno de estos el
estudio del efecto de estado de fase del blanco, puesto que la estructura electronica
del blanco cambia dependiendo de su estado de agregacion, y asi, la pérdida de en-
ergia es fuertemente dependiente de ésto, principalmente a velocidades intermedias

en la curva de frenamiento. Esta es una de nuestras lineas de investigacion actual.
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Apéndice A

Teoria de Bethe estandard

La teoria de Bethe para el frenamiento electrénico esta basada en la primera aprox-
imacién de Born [7, 67]. La idea fundamental detras del tratamiento de Bethe es
el uso de la transferencia de impetu del proyectil a los electrones del blanco como
el factor dindmico en el proceso de pérdida de energia. Primeramente nos enfo-
caremos en esbozar la derivacion de la férmula de frenamiento siguiendo muy de
cerca el tratamiento convencional y posteriormente deduciremos sus extensiones y
modificaciones.

Consideremos un proceso en el cual un ion que se mueve con veocidad v (en
el sistema de laboratorio), masa M; y carga nuclear Z;e colisiona con un blanco
estacionario de masa My con N, electrones ligados en un estado inicial denotado
por el ket |m,). El proyectil es dispersado dentro del elemento de dngulo sélido df2
a lo largo de la direccién con dngulos polares (6,1)) medidos desde el sistema de
laboratorio. La seccién diferencial de dispersién resulta

4n 72
o C R ol Ho o), (A1)
con |mk) el estado final del proyectil y blanco al que se originé la transicién con

hk el impetu final del proyectil al ser dispersado dentro del angulo df) y donde el

Hamiltoniano de interaccién H;,; esta dado por

212262 2 N2 1
H;, = ——— — Zqe T ——— (A.2)
! ]2 R ! jz::lm—rj\

donde el primer término es la interacciéon Coulombiana entre el proyectil y los

nicleos del blanco y el segundo término es la interacciéon entre los electrones del

79



80 APENDICE A. TEORIA DE BETHE ESTANDARD

blanco y el proyectil. Esta expresion se obtiene como consecuencia de la regla de
Oro de Fermi puesto que describe la probabilidad de transicién del estado inicial
al estado final por unidad de tiempo. Aqui los estados |mk) son productos de

funciones de onda del proyectil |k) y de los estados electrénicos del blanco |m), i.e.

1
(27)3/2

|mk) = B |m) : (A.3)

Ahora, del elemento de matriz de la ecuacién (A.1) se ve que el nicleo no
contribuye puesto que las funciones de onda representan estados electronicos y no
nucleares. Asi, usando transformada de Fourier en el Hamiltoniano de interaccién

el elemento de matriz se puede reescribir como

471'216

(mk‘|Hmt|m0k‘0> = ( | Ze s (A4)

donde hq = h(k — ko) es el impetu transferido durante la colision.
Para obtener la seccion de frenamiento electréonico S,, sumamos sobre todos los

estados excitados m e integramos ésto sobre todos los angulos de dispersion, tal que

1 dE da
- _ E 0. 1€) A.
Se T dl’ / mo 9 d ) ( 5)

m>mgo

donde ny es el nimero de dtomos por unidad de volumen del blanco, dE/dx es el
poder de frenamiento y E,, — E,,, es la energia transferida por el proyectil, que por
conservacion de energia es la energia necesaria para una transicién del estado inicial
|mg) al estado final |m).

Si los atomos del medio no tienen orientacion preferencial, cualquier dependencia
del elemento de matriz sobre la direccion de q desaparecera después de sumar sobre

aquellos valores de m que pertencen a un valor de FE,, dado, i.e.

2mqdq
kko

Asi, la seccién de frenamiento electrénico es

ds) =

(A.6)

m>mgo

8rZ%e dq N2 Ciar
5. =000 S [UE - Balnl el (A
v o



81

Antes de continuar, resulta util el introducir la definicién de las Tensiones de

Oscilador Generalizado (GOS) F,,,,, para una transicion del estado 0 al estado n

2m
h2q2

las cuales son una medida de la densidad de probabilidad de varias pérdidas de

Fomo (4) = ) (A.8)

No )
(Em_Emo)|<m|Ze o
=1

energia E,, — E,,, para un impetu transferido q. En el Apéndice C se discute
brevemente por qué a las cantidades F},,,, se les conoce como GOS.

Con esta definicion, la seccion de frenamiento electronico se puede escribir como

8w Z2et dq
Se= T ¥ / Frmo , (A.9)

m>mg

Los limites de integracién en la ec. (A.9) estan determinados por la cinemética
del proceso de colision. El minimo valor de integracién se calcula suponiendo que
hay al menos una excitacién en el blanco, asi gin = (Ep — Enm,)/hv. El méximo
impetu transferido se calcula a partir de la conservacién del impetu y de la energia,
que suponiendo que el proyectil se mueve con velocidades mayores que la de los
electrones del blanco se obtiene, ¢nae = 2mev/h. Como se ve de estos limites
de integracion, el minimo impetu trasferido depende del estado de excitacién n.
De acuerdo a Bethe, para que la aproximacion de Born sea valida, uno se debe
de restringir a la regiéon de velocidades v >> v, donde v, es la velocidad de los
electrones del blanco. Con esta suposicién, la integral sobre ¢ se puede separar en

dos contribuciones: bajas y altas transferencias de impetu, i.e.

A ¢/hv dq
Ser=— 5 [T R () (A.10)

b
m>mo

AT amaz (g
L [ S h(a) (A11)

m>mo e/hv  (

donde € es una energia intermedia caracteristica del sistema. La segunda integral se

Se,a =

muv

puede llevar a cabo inmediatamente. Puesto que los limites no dependen del estado
excitado n, podemos intercambiar la suma con la integral y haciendo uso de la regla

de suma de Bethe (véase el Apéndice C)

Zmeo (Q) =N ) (A-12)
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la cual nos garantiza la completez de las funciones de onda del sistema, obten-
emos que:
4 72 2mu?
S, = A Ny T (A.13)

mu? €

Por otro lado, para calcular la primera integral notamos que para v >> v,, los
limites de integracién son muy pequenos, i.e. bajas transferencias de impetu, la
contribucién principal provendra de la aproximacién dipolar de las Tensiones de

Oscilador Generalizado

fonmo = i Py (@) (A.14)
q—)

donde fim, son las Tensiones de Oscilador Dipolar (DOS) (véase el Apendice C)

las cuales son independientes de q. Asi,

2 4
_dnZie o« (A.15)

Se
mu? (Em — Emy)

b

y definiendo la energia media de excitacion I5 del blanco como

N2 In [2 = Z fmmo hl(Em - Em()) y (A16)

con lo que S, se reduce a

2 .4

Se
mu? Iy

b

donde se ha hecho uso de nuevo de la regla de suma de Bethe para el caso dipolar
que se conoce como la regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn (TRK).

Finalmente se obtiene la seccién de frenamiento electrénico como
_AmZzet . 2mu?

p— In I . (A.18)

Se(v)

Esta expresion es vélida para altas velocidades no relativistas bajo la conside-

racion de que el proyectil no tiene estructura electronica.



Apéndice B

Simplificacién algebraica de S¢(v)

Para obtener la ecuacién (3.23) partimos de hecho que necesitamos el cuadrado del
elemento de matriz (3.21) dado por

2¢?
(27)%¢>

(nmk; | }Afint ‘ n0m0k0> - [Zl 2Tmmo (q> 5nn0
(B.1)

+Z2 lTrmo (q)(smmo It Tnno (Q) 2Tmmo (Q)}

el cual aparece en la seccién de frenamiento electrénico S, (v), la cual de acuerdo a
la ec. (3.19) es

2m)4M? N k
S.(v) = (;741 > [ (B, + B (k| o ramolo) F1-dS2 (B.2)
asi, sustituyendo la ec. (B.1) en la ecuacién anterior, obtenemos
4et M2
Se(v) == Tl Z /(Ermo + Emmo)‘Zl 2Tmmo (Q)5nn0
(B.3)
k
‘l’Zl ZTnno (q)5mm() -1 Tnno(q) 2Tmmo (q>|2k_0dQ

y que utilizando un procedimiento similar al usado para deducir la ec. (A.7) i.e. | si
los atomos del medio no tienen una orientacion preferencial, cualquier dependencia
del elemento de matriz sobre la direccién de q desaparecera despues de sumar sobre
aquellos valores de m y n que pertenecen a un determinado valor de E,,, + Epm,
dado, por lo que

2mqdq
ds) =
kko

(B.4)
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y usando el hecho de que hky = M;v obtenemos que

8mret
h2u2

SE(U) = Z/ Enno + Emm0)|Zl ZTmmo( )5nno

dgq
+Z2 lTnno (q) 5mmo —1 TTmo (q> 2Tmm0 (q> |2E

Ahora, notemos que al reescribir la ecuacién anterior en la siguiente forma
8met
Se(”) = W Z / {Ermo‘Zl 2Tmmo (q)(;nno + Z2 lTnno (q)émmo
_1T7mo (q) 2Tmmo (Q)|2 + Emm() |Zl 2Tmmo (q)anno + Z2 1Tnn0 (q)ém&BG)

d
T (@) T ()}

el primer término desaparece cuando n = ngy puesto que E,,, = 0 i.e. , solo
contribuyen aquellos para los cuales n # ng; de la misma manera el segundo término
solo contruye para m # mg. Asi en el primer término desaparece el primer sumando
debido a la delta de Kronecker. Lo mismo sucede para el segundo sumando en el

término con E,,,,. T omando ésto en cuenta tenemos que

Smret
5.0) = s 2 [ (B | Tans @) P12ty =2 Toma (@)
v
(B.7)
2 2149
+Emmo |2Tmmo (Q)‘ |Zlérmo -1 Tnno (q>| }?

Introduciendo la definicién de las Tensiones de Oscilador generalizado para el pro-

yectil y blanco i.e. , usando

Funo@) = 25 B T ()
(B.8)
Fono(@) = 250 B T ()
vemos que la ec. (B.7) se puede escribir como
:ZZQ Z/ Fong (@)1 Z203my —2 Tonmo (@)
(B.9)

dgq
+ 2 Py (@) 210y —1 Tnno<q>|2};.



que es la ecuacion (3.23).
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Apéndice C

Tensiones de Oscilador
Generalizado

Queremos probar la regla de suma de Bethe [ec. 5.2] para las tensiones de oscilador

generalizado, 7.e. queremos demostrar
> Fumo(@) = N (C.1)

donde N es el niimero de electrones del sistema y

2m,

N
hz—qQ(Em — By (m] Z e~ i | mg)|? . (C.2)

F, mmo (Q) =
Usando el hecho de que el conjunto de eigenfunciones del Hamiltoniano forman un

conjunto completo, i.e.

> Im)(m| =1 (C.3)
obtenemos

2 € ) r; q-r
S Foumo (@) = h?@ mo|ze @ Hzewmo (C.4)

m
Introduciendo la expresién explicita para el Hamiltoniano, podemos evaluar

facilmente el conmutador [H, -V /7). Como

,I'N) (C5>

H = Z

donde la primera parte es el operador de energia cinética y la segunda corresponde a

la interaccion Coulombiana entre los electrones y el niicleo y la interaccion electrén-
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electron. De ésto obtenemos que

N

N
H ary) = 2 et C.6
[ ,;e ] 2me;[pj,e d (C.6)
y utilizando la regla de conmutacion
[AB,C| = [A,C]|B + A[B, (] (C.7)
y el hecho de que
[pj, eiq'rj] = hqe‘iq'rﬂ' (C.8)
con lo que
N .
[H,Y " elami] = — Zelqr (h*q* + 2hq - p,) (C.9)
J ¢ g
tal que la regla de suma [ec. (C.4)] se puede escribir como
N 2) N
Y Fam(@) = Y _(molmo) + =9 - (mo| Y_ pjlme) + (C.10)
m =1 ha j
1 —iq-(rg—r;) h2 2 2%
5 > (mole {W°¢ + 2hq - p, fImo)
q n#k

donde los dos primeros términos surgen de considerar el caso j = k. El primer
término es el nimero de electrones N debido a la normalizacion de las funciones
de onda. Por otra parte, para calcular el segundo término, podemos relacionar el
operador de momento con el conmutador entre el Hamiltoniano del sistema y el

operador de posiciéon como

Hr) = —— Yok (C.11)

2me

3ih
= ——P.
Me

Asi, el segundo término en la ec. (C.10) es proporcional a (mg|[H, >, r1]|mo), €l cual
es claramente cero, debido a que |mg) es solucién del estado base de la ecuacién de

Schédinger, con lo que la ec. (C.10) se reduce a

Z Frmo(@) = N + >~ (mole ) {B?? + 2hq - py. }mo) (C.12)

1
2 5
h¢?
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Si escribimos la funcién de onda explicitamente como ¢,,, (r) y usamos el hecho
de que p; = —thV,, entonces el segundo término de la ecuacion anterior se puede

escribir como

S jer(mole @@ n2g? + 2hq - py fme) = (C.13)

ihq - Y [ dre ) (Ve (1)) bmg (1) = Gy (1) Vi (7))

Para el tipo de Hamiltoniano no-relativista que estamos considerando aqui, la den-

sidad de corriente para el k-ésimo electrén esta dada por

[ = (V@ (1)) G (1) + Gy (1) Voo (1)) (C.14)

el cual es precisamente el término entre paréntesis y asi encontramos que

2me

Z( \e’q (rp—1; {h2q2+2hq pk}|m0 q- Z/dre’q(’”c Yi Jg. (C.15)
j#k i7k

Por otro lado, integrando por partes J{ encontramos que
e
/dTJO = = (molpi|mo) (C.16)

y en conexién con el desarrollo de la ecuacién (C.12) vemos que el término de
la derecha de la ec. (C.16) es cero, y como J? es un vector, implica que cada

componente debe ser cero, con lo que la ec. (C.12) se reduce a
> Fome(@) = N (C.17)

que es la regal de suma de Bethe.

Notemos que esta demostracion no supone que las eigenfunciones deban ser
reales, por lo que la regla de suma se aplica a estados con eigenfunciones complejas,
asi como para estados degenerados.

En el caso de pequenas transferencias de momento, las Tensiones de Oscilador

Generalizado se reducen a

2me. al 9
72q2 Em = Emo)la - >_rjlmo)| (C.18)

Smme = 1im Fpno (q) =
q—0 ;
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donde hemos hechos uso de la expansién de la funcién exponencial para pequenos
valores del argumento y debido a la ortonormalidad de las eigenfunciones solo
retenos el primer orden de la expansion. De ésto pareceria que el valor de la regla de
suma de Bethe para pequenos valores de q depende de la direccion de este tltimo,
sin embargo notemos que el espacio es isotrépico, lo cual nos permite usar el hecho

de que para cualquier vector unitario q

[l 3 o) P = m|zry\mo (C.19)

J

con lo que las Tensiones de Oscilador Generahzado para ¢ — 0 se reduce a

2m, N 9
fomy = g (B = Bl ] 315 (C.20)
que debido a la dependencia con r se conocen como las Tensiones de Oscilador
Dipolar (DOS) y como vemos son independientes del momento transferido q.
El nombre de Tensiones de Oscilador Dipolar para las cantidades f,,,, se deriva
de la expresién para la polarizabilidad de un atomo i.e. , un atomo sujeto a un
campo eléctrico constante F, en la direccion del eje z adquiere un momento dipolar

inducido p, por lo que la polarizabilidad xy = p./FE. queda dada por la expresion

‘ n| Z 1 Zz|n0 2 fnno
X = 2¢° — (C.21)
; En Eno Z E En()



Apéndice D

Regla de suma parcial

Para derivar la ec. (3.27), la cual nos da la regla de suma parcial para la estructura

electrénica del proyectil y del blanco, procedemos expandiendo dicha ecuacion. Asi,

Z |Zi57mo — iMun, (q)|2 = Z {Zi(snno - Z iMrmo(q)énno -7 iMrtnO(q)(Snno

n

+1Mnno(q> ZM:;no (Q)}
= Z;— 27 iMnono(q) — Z; iM;;Ono(q) (D~1)

+ Z zMnno(q) ZM:;no(q)

donde 1 = 1,2 (proyectil o blanco). Pero como

N N
> iMung(@) iMy, (@) = D (nol Y e n)(n] Y €4 |ng) (D.2)
n n j=1 k=1
podemos simplificar utilizando la relacién de completez de la base, i.e.
> In)(n| =1 (D.3)

con lo que obtenemos
N .
> iMung (@) My, (@) = (ng| Y- 4T i[ng ) (D.4)

Ahora, consideremos una funcién de onda de tipo Hartree para el estado base |ng),
1.€.

[no) = d12- - dn (D.5)
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con ésto, encontramos que el elemento de matriz (D.4) se reduce a

N N ' N
(nol Y- € [ng) = 3 (grle" ™ gy) Z Byl |¢;) (D.6)
k=1 =1

jk=1

Por otro lado, notemos que utilizando la funcién de onda (D.5) es facil demostrar

el siguiente resultado

N
iMyogno (@) = <n0|Z€_Zq'rj|n0>

(D.7)
N
= Z djle 9]
con lo cual vemos que la ec. (D.4) se reduce a

Z iMun, (q nno (@) =i Mugn,(Q) M;:Ono( ) (D.8)

Con lo que finalmente obtenemos el resultado deseado

Z‘Zénno - i nno(q)|2 = Zi — Z; iMpyno(q) — Z; ZM;:ono( )

+7;Mn()n()( ) M:;()no( ) (Dg)

= ‘ZZ— ijwn(mo(q)‘2



Apéndice E

Integracion de S. para q pequenas

Derivamos la ecuacién (3.30) mediante la suposicién de que € estd definida tal que
permita el intercambio de la integracién con la sumatoria en la ec. (3.23) viz., para

asegurar que

dmax dq
Z { /q | Za0mom — 2Tmom(q)|2 1Fnoﬂ(Q)?

n,m min

gmax

dq
‘l’ |Z15non - 1Tn0n(q)|2 2Fmom(q)? }

Qmin

Gmax dq
{0 S 1 = Tl P8

e/hv pom

gmax d
b S i = T @F 2P 5 |

/v m

Esto puede re-escribirse como

(wnon"l'wmom)/v dq
Z { / ‘Z25mom - 2Tmom(q)‘2 anon(q)?

nm e/hv
(wnon +wm0m)/v dq
o B = TP ()8 | =0 ()

Ambos limites de integracién son pequenos para velocidades mas grandes que la
velocidad orbital de los electrones del proyectil y blanco. Por lo tanto, usando la

suposicién de Bethe (v > v.) expandemos la ec. (E.1) para pequenas transferencias
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de fmpetu. Asi, en la aproximacién dipolar obtenemos que

e/hv d
Z {/ (Zl - Nl) 6n0n 2fm0m q(21

(wn0n+wm0m)/v

e/hv d
+/ N2) 5m0m lfnon (21} = 07 (E2>

wno n +wm0m q
donde

2MeWnon

o = S (] S g o),

2MeWimgm

2fmom = T|<m| Zq : yi|m0>|2

son las tensiones de oscilador dipolar y q es un vector unitario paralelo a q. Ahora, la
integracion sobre q se puede llevar a cabo inmediatamente debido a la independencia

de q en las tensiones de oscilador dipolar, obteniéndose

€

) + > (Za = No)*i fgn 111( ‘ ) =0. (E.3)

~ hwpgn

> (Z1 = Nu)%afimom 1n(

— RWmom

Usando la definicién standard de la energia media de excitacién [72]

ll’li[() Zfs()s hwsos 1= 1,2

BZ S

donde la suma es sobre los estados excitados, y sustituyendo ésto en la ec. (E.3)

obtenemos
€
No(Zy — Ny) 111(2]0) + Ni(Zy — Ny) 1n(1[0) 0.
Definiendo (Zs— o) 2y
2 — INg)* Ny
o=——=7 = E4
(7, = N, (E4)

y resolviendo para € resulta que

e = oI/ T I (E.5)
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