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Resumen

En el area de anélisis de datos, el investigador se puede encontrar con observaciones de
tipo direccional. Particularmente, este tipo de datos puede aparecer en modelos lineales
como la variable de respuesta. Por lo anterior, se tiene la necesidad de contar con
modelos que describan la relacién de dependencia entre una variable de tipo direccional
y un conjunto de variables explicativas o covariables.

El estudio de datos con estructuras de dependencia es un reto ya sea en términos
técnicos o desde el punto de vista aplicado. Atin maés, cuando se trabaja con datos donde
la variable de respuesta es de tipo direccional, proponer modelos que permitan analizar
adecuadamente relaciones de dependencia, requiere de un esfuerzo adicional.

En el contexto de regresiéon se han propuesto varios modelos en la literatura que
consideran una respuesta de tipo circular - direcciones en dos dimensiones -. Sin embargo,
la mayoria de ellos presentan limitaciones para realizar inferencias adecuadas para todos
los pardametros involucrados en el modelo. Adicionalmente, algunos presentan diversos

problemas numeéricos que son relevantes en su implementacion practica.



Por su parte, cuando se trabaja con conjuntos de datos circulares de tipo longitudinal
el problema se complica. Por un lado, hay que tomar en cuenta la dependencia natural
que se tiene cuando se trabaja con medidas repetidas para un mismo conjunto de indi-
viduos. Por otro lado, el tratamiento de la naturaleza direccional de los datos implica
trabajar con modelos probabilisticos especiales; para los cuales los métodos inferenciales
asociados atn se encuentran en una etapa de continuo desarrollo. Lo anterior, da como
resultado un vacio tanto en el planteamiento de modelos, que describan adecuadamente
estructuras longitudinales de tipo circular, asi como en propuestas para realizar inferen-
cias en esta clase de modelos.

Este trabajo de investigacion pretende contribuir al estudio de modelos lineales para
datos direccionales. Particularmente, se implementa un anélisis Bayesiano de un modelo
de regresion donde la variable de respuesta es circular. Este modelo de regresion se
basa en la distribucion de probabilidad que se obtiene al proyectar radialmente una
distribucion normal bivariada especifica. Adicionalmente, en este contexto, se analizan
y discuten los problemas de datos faltantes y seleccion de modelos.

Para el tratamiento de datos longitudinales donde la variable de respuesta es de tipo
circular, en este trabajo se introduce un modelo basado en una versién de la distribucion
normal bivariada proyectada, donde cada uno de sus componentes se define a través de
un modelo lineal de efectos mixtos. Por tltimo, se propone una metodologia Bayesiana

para realizar inferencias para todos los parametros involucrados en el modelo.



En la literatura los modelos de probabilidad mas utilizados para describir datos di-
reccionales son los modelos tipo von Mises y los modelos wrapped o “envueltos” (descritos
en el siguiente capitulo). Aunque los modelos anteriores son ttiles para describir com-
portamientos probabilisticos para datos direccionales, los procedimientos para llevar a
cabo inferencias adecuadas sobre todos los parametros involucrados en los respectivos
modelos, no han sido del todo desarrollados. Atn més, cuando el objetivo es modelar
datos con una estructura de dependencia, relativamente poco trabajo se ha realizado vy,
los modelos mas comunmente empleados en este caso son los modelos tipo von Mises y
los modelos wrapped. Sin embargo, el andlisis y la aplicabilidad de este tipo de modelos
no ha sido directa ni desarrollada del todo de manera satisfactoria. Lo anterior, por un
lado, debido a la complejidad del analisis que implica trabajar con este tipo de modelos
y por otro lado, la particular estructura de dependencia de los datos.

En ese proyecto de investigacion se decidié trabajar con un modelo generado al
proyectar radialmente una distribucién bivariada, la distribuciéon normal proyectada.
Este tipo de modelos proyectados, al igual que los modelos tipo von Mises y los modelos
wrapped, no son la excepcién en cuanto a la dificultad de su analisis, y han resultado
historicamente quizé los mas complejos de estudiar. Sin embargo, con los recursos com-
putacionales de que se disponen hoy en dia y bajo un enfoque inferencial Bayesiano,
como se muestra en este trabajo el modelo normal proyectado presenta ciertas carac-
teristicas que lo vuelven atractivo para describir comportamientos probabilisticos de
datos direccionales y, en particular para modelar relaciones de dependencia.

Los procedimientos para llevar a cabo las inferencias para los modelos analizados

en este trabajo se basan fundamentalmente en métodos de Monte Carlo via Cadenas



de Markov (MCCM). Finalmente, las metodologias desarrolladas en esta tesis se ilus-
tran empleando conjuntos de datos tanto simulados como reales y datos previamente

analizados en la literatura.



Introduccion

En varias campos del conocimiento se pueden encontrar mediciones que representan di-
recciones. En los ultimos anos se ha vuelto a tener un desarrollo importante en las
propuestas de métodos estadisticos para analizar tales datos. Lo anterior, con énfasis
en problemas que van desde métodos graficos adecuados para desplegar observaciones
de esta clase, hasta el planteamiento de modelos estadisticos que expliquen relaciones
de dependencia. No sin mencionar, los trabajos enfocados en ofrecer metodologias para
realizar inferencias sobre los parametros involucrados en los modelos probabilisticos uti-
lizados para describir este tipo de datos direccionales. Ver, por ejemplo, Fisher (1993),
Mardia y Jupp (2000), Artes y J¢rgensen (2000), Artes et al. (2000), D’Elia et al.
(2001), Jammalamadaka y SenGupta (2001), Downs y Mardia (2002), Nunez-Antonio
y Gutiérrez-Pena (2005a y 2005b), George y Ghosh (2006), Arnold y SenGupta (2006),
Jammalamadaka y Lund (2006), Kume y Walker (2006), Song (2007) y Kume y Walker

(2009).



El interés en desarrollar técnicas para analizar datos direccionales se remonta a la
época en la que Gauss desarrolld la teoria de errores para analizar ciertas medidas di-
reccionales en astronomia. Es un accidente histérico que los errores involucrados fueran
suficientemente pequenos para que Gauss empleara una aproximacion lineal y, como una
consecuencia, que desarrollara una teoria lineal en lugar de una teoria direccional de los
errores.

Los datos direccionales tienen que ver con observaciones que son vectores unitarios en
el espacio g-dimensional. Los datos direccionales en el plano 2-dimensional se denominan
datos circulares y, las direcciones en el plano 3-dimensional se denominan datos esféricos.
Asi, los espacios muestrales mas comunes son el circulo unitario o la esfera unitaria. Por
lo anterior, el empleo de métodos lineales univariados o multivariados estandar para el
analisis de datos direccionales puede no ser adecuado, por lo que se requiere de métodos
estadisticos especiales que tomen en cuenta la estructura topologica de dichos espacios
muestrales.

Histéricamente, se han propuesto modelos para describir el comportamiento pro-
babilistico de datos de tipo direccional. Sin pérdida de generalidad, estos modelos se
pueden agrupar en tres grandes categorias: modelos generados por proyecciones, dentro
de los cuales la distribucién mas representativa es la distribucion Normal proyectada;
modelos wrapped o “envueltos”, que incluyen a la Normal envuelta, la Cauchy envuelta y
la Poisson envuelta, por citar algunos, y modelos tipo von Mises-Fisher cuya distribucion
principal es la distribucion von Mises-Fisher. La distribucion de von Mises-Fisher para
datos circulares —direcciones sobre el circulo unitario- es conocida como distribucién

von Mises y es una de las distribuciones mas relevantes en el andlisis inferencial para



datos circulares. En el caso de datos esféricos —direcciones en la esfera unitaria— la
distribucion von Mises-Fisher es conocida como distribucion Fisher.

Los datos direccionales pueden aparecer en modelos estadisticos como la variable de
respuesta, por lo que es de interés el estudio de este tipo de modelos. Sin embargo,
los modelos lineales propuestos en la literatura para una respuesta direccional sufren de
ciertos problemas que los vuelven dificiles de aplicar en el analisis de tales datos. Esta
dificultad para implementar los modelos anteriores es relevante cuando se contrasta con
la metodologia de los modelos lineales generalizados para el andlisis de una respuesta
escalar.

Aunque algunas definiciones y resultados mostrados en este trabajo de investigacion
estan asociados a datos direccionales en general, las propuestas y resultados metodologi-
cos obtenidos son dirigidos basicamente al caso de datos circulares.

En este proyecto se pretende implementar el analisis Bayesiano de un modelo de
regresion para datos circulares basado en la distribucion Normal proyectada, y proponer
una metodologia que permita modelar estudios longitudinales de series cortas de obser-
vaciones donde la variable de respuesta sea de tipo angular.

La estructura de esta tesis es la siguiente. Debido a que la mayoria de estadisticos
y matematicos no estan familiarizados con datos de tipo direccional, en el Capitulo 1 se
ofrece una introduccién al analisis de datos direccionales en general y en particular a los
datos circulares. Se presentan algunos modelos de probabilidad relevantes para el estudio
de datos direccionales y especificamente se introduce el modelo Normal proyectado.
Finalmente, se describe un panorama general sobre los modelos lineales propuestos en

la literatura para una respuesta circular.



Los modelos lineales propuestos en este trabajo se basan, desde el punto de vista
probabilistico, fundamentalmente en una familia particular que se obtiene al proyectar
radialmente una distribuciéon normal bivariada. Por la relevancia que tiene esta distribu-
cién en los trabajos realizados en esa tesis, en el Capitulo 2, se define ampliamente la
distribucion Normal proyectada g—variada. Se muestra una forma de derivar esta dis-
tribucion y se analiza el caso bivariado. Adicionalmente, se obtienen a detalle algunos
resultados asociados a la distribucién normal bivariada bajo proyeccion, los cuales son
relevantes en todo el analisis posterior.

En el Capitulo 3, se desarrolla una propuesta de analisis Bayesiano de un modelo de
regresién para datos circulares, basado en la distribucién Normal proyectada. Ademas,
se analiza el problema de datos faltantes en la variable respuesta, asi como la imple-
mentacién de un criterio predictivo para la seleccién de modelos. Se exhibe la forma de
llevar a cabo inferencias basadas en métodos de Monte Carlo via Cadenas de Markov.
Las metodologias propuestas se ejemplifican a través de la implementacion de diversos
ejemplos asociados a conjuntos de datos tanto simulados como reales y datos previa-
mente analizados en la literatura. El Capitulo 3 concluye con una breve discusién sobre
los resultados mas relevantes obtenidos.

En el Capitulo 4 se propone y analiza un modelo para datos longitudinales circulares.
La propuesta se basa en un modelo normal bivariado proyectado donde cada una de sus
componentes se especifica a través de modelos lineales de efectos mixtos. Debido a que
los modelos mixtos juegan un papel relevante en la estructura del modelo longitudinal
propuesto, en este capitulo se presenta un panorama general sobre los modelos de efec-

tos mixtos, resaltando sus ventajas en la modelacién de datos longitudinales para una



respuesta escalar. Se ilustra la metodologia propuesta con la implementacion de algunos
ejemplos y se da una discusion asociada a los resultados més importantes conseguidos.

Aunque los Capitulos 3 y 4 finalizan con sus discusiones respectivas, el Capitulo 5
ofrece las conclusiones generales sobre este trabajo de investigacién, asi como algunas
reflexiones finales sobre los retos que implica el tratar de modelar relaciones de depen-
dencia, como son los modelos de regresion y de datos longitudinales, cuando se tiene una
variable respuesta de tipo direccional.

Debido a su extension, el Apéndice A contiene las demostraciones de algunas proposi-
ciones incluidas en los diversos capitulos de este trabajo. En el Apéndice B se muestra
el codigo de los distintos programas utilizados para la implementacion de la metodologia
propuesta. Finalmente, el Apéndice C' contiene las bases, y en su caso la estructura, de

los datos asociadas a los ejemplos desarrollados en esta tesis.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Naturaleza de los datos direccionales

Los datos direccionales aparecen en varias areas de manera natural y son especialmente
comunes en las ciencias bioldgicas, meteoroldgicas y ecoldgicas. Algunas aplicaciones se
pueden encontrar, por ejemplo, en el andlisis de direcciones de viento, direcciones de
migracién de aves, propagacién de fisuras en concreto y otros materiales, orientacién
de depésitos geoldgicos, andlisis de datos composicionales, andlisis de datos axiales, etc.
Para una revisién detallada sobre el tema, el lector se puede dirigir a Fisher et al. (1987),
Mardia (1972, 1975), Fisher (1993) y mads recientemente a Mardia y Jupp (2000), y
Jammalamadaka y SenGupta (2001). Arnold y SenGupta (2006) presentan una revisiéon
de las aplicaciones del analisis de datos direccionales en las ciencias ecoldgicas y del
medio ambiente.

La literatura Bayesiana es poco extensa y en cierto sentido, al igual que la pers-
pectiva clasica, no es del todo adecuada. Lo anterior debido a las dificultades que
representa trabajar con distribuciones de probabilidad asociadas con el analisis de datos

direccionales.
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En el caso general, los datos direccionales se pueden representar como puntos sobre la
esfera unitaria S? = {u € R? : v/'u = 1}. Cuando ¢ = 2 se pueden emplear coordenadas
polares definidas por

u = (cos @, senf),

para especificar direcciones en el plano. En el caso ¢ = 3 se pueden usar coordenadas

polares esféricas definidas por
u = (cos 6, senf cos ¢, senfseng)’.

para especificar datos esféricos.

Desde un punto de vista tedrico existen tres enfoques para el andlisis de datos di-
reccionales, los cuales se denominan enfoque embedding, enfoque wrapping y enfoque
intrinseco. En el enfoque embedding, la esfera S? es reconocida como un subconjunto de
R?. En el enfoque wrapping, los vectores tangentes u a la esfera en g son “envueltos”

sobre la esfera por medio del mapeo
u — (sen|u||)p + (cos||ul|)u,

donde w/p = 0. En el caso circular, ¢ = 2, el mapeo anterior equivale esencialmente
a considerar los valores modulo 27. En el enfoque intrinseco, la esfera es reconocida

propiamente como un subespacio en su propio contexto.

1.1.1 Medidas descriptivas

Sean ug,--- ,u, puntos sobre la esfera unitaria S?. Entonces la localizacion de estos

datos puede ser resumida a través de su media muestral en RY, la cual estda dada por



Una forma 1til de expresar el vector w es a través de su forma polar, la cual esta dada
por

@ = Ry, (1.1)

donde @ es un vector unitario y R > 0, por lo que

R = |[ul|
y
uo = ||u||" .
El vector unitario uy es denominado la direccion media muestral y R es denominada
la longitud de la resultante promedio. Si los puntos wy,--- ,u, tienen la misma masa,

entonces su centro de masa es @, la cual tiene direccion ug y distancia al origen R.
De manera andloga, para un vector aleatorio unitario w = (uy,...,u,)" se define la

longitud de la resultante media poblacional p como

q

p= [Ew)))]"* = [Buw)E()]".

J=1

Cuando p > 0 la direccion media poblacional se define como

-1
p=p " Eu).

La direccién media posee la siguiente propiedad, analoga a aquella sobre la recta real.
Proposicién 1.1.1 Sea A una transformacion ortogonal, es decir, una rotacion o una
reflexion. Entonces, la direccion media de Auq,..., Aw, es Aug y la longitud media
resultante estd dada por R. Asi, R es invariante bajo rotaciones y reflexiones.

Una medida importante de dispersién es la matriz T definida como

1 <&
T=— ul 1.2
n;uu (1.2)
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Los lectores familiarizados con mecéanica pueden encontrar 1util la interpretacion de

T como el tensor de inercia alrededor del origen de particulas con pesos n~! en cada uno

de los puntos wy, -+, u,.
Asi, si S denota la varianza muestral de los vectores uq,--- ,u,, dada por
S = S () )
— u;, —Uu u, —u
n—1 . % 0 % 0/
=1

entonces

- n—1

T = S + ag ug

De (1.2) se puede notar que la restriccién wiu; = 1 produce tr(T') = 1 y asi

"l S+ R = 1. (1.3)

n

En vista de (1.3) R juega un papel importante como medida de variacién. Se puede
notar que R ~ 0 cuando uy,--- ,u, estén ampliamente dispersos y R ~ 1 cuando
uq, - ,u, estén fuertemente concentrados. Asi, R resulta ser una medida de concen-
tracién alrededor de la direccién media.

En una manera similar a la deduccién de (1.3), la restriccién de que un vector aleato-

rio pertenezca a S? produce la relacion

entre p y la matriz de varianzas-covarianzas 3 de w. Asi, la naturaleza singular del
espacio muestral para datos direccionales significa que existe una conexién entre la me-
dia F(u) y la matriz de varianzas-covarianzas del vector aleatorio uw. Lo anterior, en

contraste a los usuales casos irrestrictos de los espacios muestrales en RY.
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1.2 El caso de datos circulares

Los datos circulares son una clase particular de datos direccionales. Especificamente, los
datos circulares son direcciones en dos dimensiones. Dos de las formas mas relevantes en
las que surgen los datos circulares estan asociadas a dos de los instrumentos mas impor-
tantes de medicién circular: la brijula y el reloj. Observaciones tipicas medidas por una
brijula incluyen direcciones de viento y direcciones de migracién de aves. Como ejemplo
de observaciones tipicas medidas con un reloj se pueden mencionar datos asociados a
tiempos de arribo a una unidad de terapia intensiva de un hospital, sobre un reloj de 24
hrs. Datos similares aparecen como tiempos a lo largo del ano (o tiempos en meses) en

los que se presenta algin evento de interés.

Figura 1.1: Diagrama circular para los datos de tortugas.

La representacién grafica de este tipo de datos es a través de puntos sobre la cir-
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cunferencia del circulo unitario. La Figura 1.1 muestra las direcciones que tomaron
76 tortugas hembras después de depositar sus huevos sobre la playa. Los datos fueron
tomados de la Tabla 1.5 de Mardia y Jupp (2000) y se pueden revisar en el Apéndice C'
de este trabajo. Existe toda una discusién sobre la construccion de métodos adecuados
de andlisis exploratorio para datos circulares (ver, por ejemplo, Mardia y Jupp, 2000 y
Fisher, 1993). Dentro de estos métodos graficos se encuentra el diagrama de rosa, el cual
se puede pensar como la representacion andloga del histograma para datos en la recta
real. En la Figura 1.2 se muestra el correspondiente diagrama de rosa para los datos de
tortugas. A partir de las Figuras 1.1 y 1.2 se podria considerar, por ejemplo, que una

distribucion bimodal seria adecuada para describir estos datos.

90

180 0

270

Figura 1.2: Diagrama de rosa para los datos de tortugas.

La aplicacion de técnicas lineales convencionales puede producir paradojas en el

analisis de este tipo de datos, dada la periodicidad inherente del circulo y la diferente
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Figura 1.3: Representacion de la direccion w por medio de un dngulo 6 y de un nimero
complejo z.

topologia del circulo y la linea recta. Un ejemplo ilustrativo es el siguiente: Si se tiene
un conjunto de datos conformado por los angulos 1 y 359, entonces su media aritmética
resulta ser 180, la cual como medida descriptiva de este conjunto de datos es enganosa.
Sin embargo, resulta mas adecuado, y geométricamente mas intuitivo, considerar a la
direccién 0 como un mejor valor para representar la localizaciéon de este conjunto de
datos.

Como una observacion final para apreciar la diferente naturaleza de los datos circu-
lares con respecto a los datos sobre la linea real, se puede ver que el circulo es una curva
cerrada pero la linea recta no, por lo que se pueden anticipar diferencias entre la teoria
estadistica sobre la linea y sobre el circulo. Asi, es necesario definir, por ejemplo, fun-
ciones de distribucion de probabilidad y medidas descriptivas numéricas de tal manera

que tomen en cuenta la particular topologia de estos espacios muestrales.

Los datos circulares son direcciones en el plano y se pueden considerar como vectores
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unitarios u, o de manera equivalente, como puntos sobre el circulo unitario. Sin embargo,
existen otras dos maneras ttiles de considerar estos datos: como angulos o como niimeros
complejos unitarios. Una vez seleccionado un sistema de coordenadas ortogonales en el
plano (lo cual es equivalente a seleccionar una direccién y una orientacién inicial), cada
punto w sobre el circulo unitario se puede representar por un angulo 6 o, en forma

equivalente, por un ntimero complejo z. Esto se relaciona con u mediante

0

u = (cosf,senf) y z=e" =cosf+isend,

ver Figura 1.3

La representacion de datos circulares por medio de angulos se puede ver como un
enfoque intrinseco, dado que las direcciones son consideradas como puntos sobre el circulo
mismo. Por otro lado, la representacién por un niimero complejo se puede pensar como
un enfoque embedding, ya que las direcciones se consideran como puntos especiales en el

plano.

1.2.1 Medidas descriptivas muestrales

Medidas de localizacién

Definicién 1.2.1 Sean 604, --- , 0, los dngulos asociados a los vectores aleatorios unitar-
i0s Uy, -+ ,Uy,. La direccion media 6 de 6, -- .6, se define como la direccion de la

resultante uy + - - - +u,, de los vectores wy,--- ,w,. La cual, es también la direccion del
centro de masa, 4, de wy,--- , W,.

En la Proposicién (1.2.1) se muestra que 6 asi definida minimiza cierta medida de

dispersién que da lugar a la denominada varianza circular muestral.
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Como las coordenadas Cartesianas de u; son (cos§;,senf;) parai = 1, ..., n, entonces

las coordenadas Cartesianas del centro de masa son (C’, S), donde

- 1 n - 1 n
C:ﬁ;cos 0, S:E; sen 6;. (1.4)

Asi,  es la solucién de las ecuaciones
C' = Rcos¥, S = Rsenf, (1.5)

donde
R=(C*+5%)".
Se puede notar que 6 no estd definida cuando R = 0. Cuando R > 0, @ estd dada

explicitamente por

donde tan~!(-) toma valores en [-7/2, 7/2]. Hay que notar que en el contexto de es-
tadistica circular @ no significa 3" 6;/n, la cual no est4 bien definida. En el caso general,

g-dimensional, (1.4) y (1.5) son equivalentes a (1.1).

Definicién 1.2.2 Sea wuy,--- ,w, vectores unitarios correspondientes a los dngulos
0,---,0,. La longitud de la resultante promedio, R, de los vectores uy,- -+ , Uy,

es decir, la longitud del centro de masa u, estd dada por
R=(C*+8%)",

donde C' y S estdn definidas por (1.4).
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Medidas de concentracion y dispersién

La longitud de la resultante promedio R fue introducida anteriormente como la longitud
del centro de masa @w. Dado que los vectores uq, - - - ,u, son vectores unitarios, entonces
0 < R < 1. Si las direcciones 61, ...,0, estdn muy agrupadas, R sera cercana a 1 y
si estdn muy dispersas entonces serd cercana a 0. Asi, R resulta ser una medida de
la concentracion de un conjunto de angulos. Hay que notar que cualquier conjunto de
datos de la forma 0, ...,6,,01 + 7, ...,0, + 7 arrojard un valor de R = 0, por lo que si
R ~ 0 esto no implica que las direcciones estén dispersas alrededor de todo el circulo de
manera uniforme.

En estadistica direccional, para propésitos descriptivos e inferenciales, R es la medida
mas relevante de concentracién que cualquier otra medida de dispersion propuesta para
datos circulares, ver por ejemplo Mardia y Jupp (2000) y Jammalamadaka y SenGupta
(2001). Sin embargo, con propésitos de comparacién con el andlisis para datos sobre la
recta a veces es util considerar medidas de dispersién para datos circulares. A conti-
nuacion se presentan dos de estas medidas. Para una revision completa sobre medidas
de dispersion asociadas a datos circulares el lector puede revisar, por ejemplo, Fisher

(1993) y Mardia y Jupp (2000).

Definicién 1.2.3 Sea 0y, --- .0, un conjunto de dngulos. La wvarianza circular se
define como
V=1-R.

Por otro lado, una medida 1til de la distancia entre dos angulos 0 y £ es

1 —cos(f —¢&).
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Asi, una forma de medir la dispersién de un conjunto de angulos {6, - - ,0,} alrededor

de un angulo « es a través de la cantidad

D(a) = %2{1 — cos(b; — a)}. (1.6)

Proposicién 1.2.1 Si 6,---,0, son un conjunto de dangulos, la medida de dispersion
D(a), definida en (1.6) alcanza su valor minimo en 0 y este valor minimo es la varianza

circular muestral, V.

DEMOSTRACION:
D(a) — %Z-Z::{l ~ cos(0i — a)}
_ 1—%icos(9i—a) (1.7)
B =
n D(a) = n—nR+ (nR—icos(@i —a)) (1.8)

Por otro lado,

1 & _ 1 & _ _

— 1-— 0, — 0 = — 0, 0 0, 0

- ;1{ cos(0; — 6)} - ;1 [cos 6; cos 6 + senf); send]
= C_’cos§+§sen§

= R Cos2 0 + Rsen2§

I
=
—~
=
Nej
S~—

De las ecuaciones (1.6) y (1.9) se tiene que

D(Q_):%i{l—cos(@i—é)}zl—R:V
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Ast, a partir de las ecuaciones (1.8) y (1.9) resulta

n D(a) = (n—nR)+nR— Zcos(@i — )

=1

= n(l—-R)+ Z{l — cos(0; — 0) — Zcos(@i —a)

= nV + cos @Z cosb; + Senéz senf; — cos « Z cos 0; — sen« Z send;
i=1 i=1 i=1 i=1
= nV +nRcos?f + nRsen®d — nR cos a cos § — nRsenasend

= nV +nR[l - Co:i(é —a)]
Sl

= nV + n2R{sen(

De lo anterior, se obtiene

D(@)=V + zﬁ{sen<9 — e

por lo que D(a) alcanza su valor minimo en 0, y este es V.

g

La proposicién anterior es andloga al resultado familiar que se tiene para observa-

ciones x1,---,x, en la recta real: la cantidad

n
1 2
n E (z; — a)
i=1
se minimiza cuando a = T y el valor minimo es la varianza muestral (con divisor n).

Momentos muestrales

En la seccién 1.2.1 se pude apreciar que los momentos muestrales
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juegan un papel importante en la definicion de la direccion media y la varianza muestral.
En estadistica direccional, estos momentos combinados aparecen en el primer momento

trigonométrico alrededor de la direccién cero.

Definicién 1.2.4 El p-ésimo momento trigonométrico, de un conjunto de angulos

01, - ,0,, alrededor de la direccion cero se define como
m, =a,+ib, Vp=1,2,...
donde
1< 1<
a, = - ;COSin b, = - z_; sen pb;.
Entonces,

m!, = R, e’ (1.10)

donde R, y ép denotan la direccion media muestral y la longitud de la resultante promedio

de los dngulos pb., ..., p0,.

De la definicién anterior se puede notar que

De manera analoga se pueden definir los momentos trigonométricos alrededor de la

direccion media.

Definicién 1.2.5 El p-ésimo momento trigonométrico alrededor de la direc-

cton media se define como
mp:c_Lp—i—iI_)p Vp=1,2,...
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donde

n

Z senp(f; — 0).

=1

3|

I R . .
a, = ﬁ;COSp(ei—e) b, =
De manera particular, se puede mostrar que
m; = R

Las versiones poblacionales de los momentos trigonométricos anteriores juegan un pa-
pel relevante cuando se trabaja en teoria de distribuciones. Estas versiones poblacionales

se definen en la siguiente seccién.

1.2.2 La funcion caracteristica

Definicién 1.2.6 La funcion caracteristica de un dngulo aleatorio ©, con respecto
a la funcion de distribucion F, se define como la doble sucesion infinita de niumeros
complejos {1, : p=0,=£1,...} dada por

2
wp:E(eM):/ PO dF®), p=0,%1,...
0

donde F(0) es la funcion de distribucion, definida en el circulo unitario S?, del dngulo

aleatorio ©.
Hay que notar que 1, se puede escribir como
Yy = ap + 106y,
donde

27
a, = E(cosph) = / cospd dF(0)
0

2w
B, = E(senpl) = / senpf dF(0).
0
Asi, 9, o, y B, son las versiones poblacionales de los momentos trigonométricos mues-

trales m;?, a, y by, definidos en la seccién 1.2.1.
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Momentos poblacionales

Definicién 1.2.7 El p-ésimo momento poblacional trigonométrico alrededor

de la direccion cero de un angulo aleatorio © se define como

a, = E (cospb), B, = E (senph) , p=0,+1,4+2 ...

Se debe notar que la sucesion {(ay,, 3,) : p = 0,£1,... } de momentos trigonométricos
es equivalente a la funcién caracteristica de ©, 1,,.
Asi, parap > 0
Uy =pp e’
con p, > 0, resulta ser la versién poblacional del momento muestral m;, (ver ecuacion
1.10)

Como el caso p = 1 es el utilizado més frecuentemente, se acostumbra la siguiente

notacién
o = @, B = B, P1 =P, H1 = W.

Definicién 1.2.8 El p-ésimo momento poblacional trigonométrico alrededor

de la direccion media se define como
a, +1 5,
donde

ap,=E(cosp(0—pu)), B,=E(senp(d—p)).

En el caso p = 1, se tiene que
Y = pe't
donde p se denomina la direccion media y p es la longitud de la resultante media. Hay

que notar que iy p son las versiones poblacionales de 6 y R, respectivamente.
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1.3 Modelos para datos direccionales

Por su construcciéon, los modelos de probabilidad para datos direccionales se pueden
clasificar en tres grandes categorias. Los modelos wrapped, los modelos tipo von Mises-
Fisher y los modelos generados por proyecciones.

Los modelos wrapped para datos circulares se obtienen al “envolver” alguna distribu-
cién definida originalmente sobre la recta real alrededor de la circunferencia del circulo
unitario. Es decir, si Y es una variable aleatoria definida sobre la recta real, la corres-

pondiente variable Y,, de la distribuciéon wrapped estd dada por
Y, = Y (mod 27).

Si el circulo unitario se identifica con el conjunto de nimeros complejos con médulo uno,

entonces el mapeo wrapped Y +— Y, se puede escribir como

Y — eZTrzY )

Algunos de los modelos probabilisticos mas relevantes dentro de esta familia son la
distribucion Normal wrapped, la distribucién Cauchy wrapped y la distribucién Poisson
wrapped.

Los modelos de probabilidad tipo von Mises-Fisher, son modelos cuya construcciéon
considera de manera natural la topologia del correspondiente espacio muestral. Modelos
relevantes dentro de esta familia son el modelo lattice, el modelo uniforme y el modelo
von Mises-Fisher. Por su gran relevancia, en la modelacién de datos direccionales, en la
siguiente seccién se describen algunas caracteristicas del modelo von Mises-Fisher.

Los modelos generados por proyecciones se obtienen proyectando radialmente dis-

tribuciones definidas originalmente en R?. Es decir, dado un vector aleatorio Y en R?
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tal que Pr(Y = 0) = 0, entonces la correspondiente distribucién proyectada sobre la
esfera unitaria S? es la asociada al vector unitario ||[Y||"'Y. Un caso particularmente
importante es cuando Y sigue una distribucién normal g-variada con vector de medias p
y matriz de precisién A, N,(u, A). En este caso, se dice que el vector aleatorio ||Y||7'Y
tiene una distribucién Normal proyectada g-variada, denotada por PN,(p,A). Otros
nombres para esta distribucién son distribucién Gaussiana angular u offset. En este
trabajo se denotard por PN (u, A) a la distribucién generada al proyectar una densidad
Normal bivariada y, se denominara simplemente distribucién Normal proyectada. El
modelo Normal proyectado de ninguna manera requiere que las direcciones observadas
sean en realidad proyecciones de una respuesta multivariada. El modelo simplemente
especifica una forma particular de la distribucién de las direcciones.

Aunque anteriormente se ha considerado al circulo como un subconjunto de R? para
propositos de inferencia estadistica (Jupp y Mardia, 1989), la distribucién Normal bi-
variada proyectada ha sido poco trabajada y en consecuencia poco explotada, en parte,
debido a su aparente complejidad (ver Jammalamadaka y SenGupta, 2001, pag. 43).
Una notable excepcion es el trabajo de Presnell et al. (1998). Ellos analizan una ver-
sion de este modelo para el caso de datos circulares desde un punto de vista clasico y
ofrecen estimadores de maxima verosimilitud de los parametros usando métodos iter-
ativos como el de Newton-Raphson y el algoritmo EM. Por otro lado, Nunez-Antonio
y Gutiérrez-Pena (2005a) proponen un andlisis Bayesiano completo de una versién del

modelo Normal proyectado g-variado para datos circulares y esféricos.
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Los modelos de dependencia propuestos en este trabajo tienen como fundamento a
la distribucion Normal proyectada. Por lo anterior, en el Capitulo 2 esta distribucién es

revisada ampliamente.

1.3.1 La distribucion de von Mises-Fisher

Se dice que un vector aleatorio unitario g-dimensional Y tiene una distribucién von
Mises-Fisher, con vector de direccion media p y pardmetro de concentracién k, si su

funcién de densidad de probabilidad esta dada por

sl = (5)" S R 0 51 e (),

donde S = {y € R?: y'y = 1}, I(-) denota la funcién de Bessel modificada de primer
tipo de orden by Ig(-) es la funcién indicadora sobre el conjunto B. La distribucién
von Mises-Fisher para datos circulares, ¢ = 2, es conocida como distribucién von Mises.
Esta es la distribuciéon mas importante en el analisis de datos circulares. Ademas, es el
analogo natural sobre el circulo de la distribucién normal sobre la linea real (ver, por
ejemplo, Mardia y Jupp, 2000). De manera particular, se dice que un éngulo aleatorio
© sigue una distribuciéon von Mises con direccién media p y parametro de concentracién

Kk, si su funcién de densidad estd dada por

B 1
N 27’(’[0(%2)

e COS(Q—,U,).

M(60]p, &)

En el caso de datos esféricos, ¢ = 3, la distribucién von Mises-Fisher es conocida
como distribucion Fisher.
El intento mas reciente de un andlisis Bayesiano completo para la distribucion von

Mises-Fisher se debe a Nunez-Antonio y Gutiérrez-Pena (2005b). Ellos consideran todos
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los parametros del modelo desconocidos y explotan el hecho de que esta distribucion
pertenece a una familia exponencial regular para generar muestras de la distribuciéon
final conjunta de (u, k) via un esquema de muestreo-remuestreo por importancia.
Anterior al trabajo de Nunez-Antonio y Gutiérrez-Pena (2005b), Damien y Walker
(1999) desarrollan un muestreo de Gibbs basado en el uso de variables auxiliares. Sin
embargo, la implementaciéon de su metodologia no es muy eficiente en algunos casos.
Especificamente, la autocorrelacion de las muestras de la distribucion final es demasia-
do alta para valores grandes del parametro de concentraciéon (k > 7, digamos), lo cual
resulta en una convergencia lenta del algoritmo propuesto. Bagchi y Kadane (1991)
desarrollaron aproximaciones de Laplace para las distribuciones finales asociadas a la
von Mises, pero solo producen estimadores Bayesianos (medias finales) para el coseno de
la direccion bajo el supuesto de que el parametro de concentracién es conocido. Guttorp
y Lockhart (1988) consideran el caso de ambos parametros desconocidos, pero se ven
obligados a usar la moda final como un estimador para el parametro de concentracién.
El andlisis Bayesiano de Bagchi (1987) y Bagchi y Guttman (1988) también restringe su
atencién a la distribuciéon von Mises. Mardia y El-Atoum (1976) analizaron el modelo
von Mises-Fisher, pero asumen el parametro de concentracion conocido y sélo ofrecen

estimadores puntuales para el parametro de la direccion media.

1.3.2 Relacion entre algunas distribuciones

En esta parte se presentan relaciones entre algunos modelos probabilisticos para datos
circulares.
En Mardia y Jupp (2000) se muestra que una distribucién von Mises se puede a-

proximar por una distribucion normal wrapped cuando x — oo. Esta aproximacion se
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basa en la comparacién de los primeros momentos trigonométricos. Por su parte Kent

(1978) obtiene que
Forr (0118, K) = fau(Olps, A(K)) = O(k™V?) K — oo, (1.11)

donde furr(0]p, K) ¥ frw (0], A(K)) denotan las densidades de una distribucién von Mises
y la normal wrapped que la aproxima, respectivamente. Por su parte, Stephens (1963)
verifica numericamente que la aproximacién (1.11) es satisfactoria para valores modera-
dos de k. En Mardia y Jupp (2000) se senala que la distribucién von Mises también se
puede aproximar por una distribucién Cauchy wrapped, con la misma direcciéon media y
la misma longitud de la resultante media.

Adicionalmente, en Fisher (1993) se senala que la distribucién normal wrapped es una
buena alternativa, por su similaridad, a la distribucién von Mises para modelar datos
unimodales simétricos.

Por su parte, Presnell et al. (1998) muestra graficamente que la densidad de una
distribucion von Mises y la densidad de una distribucién Normal proyectada con matriz
de covarianzas la identidad, son muy cercanas. Para comparaciones adicionales en el
caso circular y esférico, ver Watson (1983). Finalmente, en Mardia (1972), se exhibe
la relaciéon entre una distribucion normal bivariada particular bajo proyecciones y una

distribucién Cauchy wrapped (CW). Especificamente, se muestra que
© ~ PN(0,A) = 20 ~ CW(u,p),

para ciertos valores de p y p.
Por lo expuesto anteriormente, en la practica es comtun trabajar con cualquiera de

las distribuciones von Mises, normal wrapped, Cauchy wrapped y Normal proyectada,
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dependiendo del objetivo del estudio. Por ejemplo, para propdsitos inferenciales, la

distribucion von Mises es la mas utilizada en la literatura.

1.4 Modelos lineales para una respuesta circular

La teoria de modelos de dependencia cuando la variable de respuesta es angular no ha
sido muy desarrollada a pesar de que sus aplicaciones no son poco comunes en diversas
areas, particularmente en biologia, meteorologia y ciencias del medio ambiente. Algunos
ejemplos incluyen la dependencia de la direccién de movimiento de ciertas especies de
animales sobre la distancia desplazada o recorrida, la dependencia de algin tipo de
defecto o imperfeccion plana sobre el desplazamiento, la dependencia de direcciones de

viento sobre la velocidad del mismo, etc.

1.4.1 Modelos de regresion

En el contexto de regresiéon el objetivo principal es tratar de modelar la variacién de
la direccion media de una variable de respuesta circular U en términos de una o mas
variables explicativas o covariables.

Asi, si (®1,u1), ..., (,, u,) son observaciones independientes donde x; es un vector
de covariables observables y u; es la correspondiente respuesta direccional, con direcciéon
media 7; y longitud resultante media p;, el problema consiste en modelar la direccién
media 7, en términos de las covariables ;. En el caso de datos circulares, §; y w; son
las representaciones angulares de u; = (cos 6;, sent;)’ y n, = (cos w;, senw;)’, respecti-
vamente, con E(cosb;|x;) = p;cosw; y E(senb;|x;) = p;senw;.

En la literatura se han propuesto varios modelos de regresion para abordar el proble-
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ma planteado anteriormente. Entre las propuestas existentes se encuentran los modelos
de Gould (1969), Johnson y Wehrly (1978), Fisher y Lee (1992) y de manera més reciente
los de Presnell et al. (1998), Downs y Mardia (2002) y George y Ghosh (2006). Excepto
Presnell et al. (1998), todos los modelos anteriores consideran que la variable respuesta
O; sigue una distribucién von Mises, donde la media angular w; o el pardmetro de con-
centracién k; o ambos dependen de las covariables x;. A pesar de las diversas propuestas,
los modelos planteados anteriormente presentan dificultades técnicas o limitaciones prac-
ticas que los vuelven poco atractivos en la aplicacion general para la modelacion de este
tipo de relaciones de dependencia.

En este trabajo se propone un anélisis Bayesiano de un modelo de regresion, para el
caso de una variable respuesta circular, que pretende subsanar algunas de las deficiencias
de los modelos existentes en la literatura. El modelo de regresion propuesto se basa en
una distribucién Normal proyectada. Para realizar inferencias sobre los parametros del
modelo se introducen e implementan procedimientos basados en técnicas de simulacion

que tienen como base a los Métodos de Monte Carlos via Cadenas de Markov.

1.4.2 Modelos para datos longitudinales

En la actualidad existe un vacio en la literatura que limita el establecimiento de un
marco general para el andlisis longitudinal de datos direccionales. Particularmente, los
datos circulares longitudinales iinicamente han sido estudiados en forma clasica usando
técnicas semiparamétricas tales como la del esquema de ecuaciones estimadoras gene-
ralizadas (ver, Artes y Jorgensen, 2000 y Artes et al., 2000). Dichos procedimientos
semiparamétricos sufren de limitaciones que los hacen poco flexibles para realizar in-

ferencias. Estas limitaciones incluyen la dificultad para el ajuste y comparacion de
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modelos, verosimilitudes multimodales, problemas en el calculo de estimadores debido
a los problemas de convergencia de los métodos iterativos empleados, etc. Lo anterior,
debido quiza a que los métodos propuestos anteriormente consideran, esencialmente, las
respuestas circulares como escalares subestimando su naturaleza periédica. Adicional-
mente, como el enfoque de ecuaciones estimadoras generalizadas fundamentalmente se
basa en supuestos sobre segundos momentos, una propuesta de tipo paramétrico, como
la de este trabajo de investigacién, podria ser més adecuada para el tratamiento de datos
faltantes, los cuales son frecuentes en el contexto de datos longitudinales.

En este trabajo de investigacion se considera una propuesta paramétrica para el
andlisis longitudinal de datos circulares que se espera contribuya a la modelacién y

entendimiento de este tipo de relaciones de dependencia.
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Capitulo 2

La Distribuciéon Normal Proyectada

Como se menciono en el Capitulo 1, una forma simple de generar distribuciones de proba-
bilidad sobre la esfera unitaria ¢-dimensional es proyectando radialmente distribuciones
de probabilidad originalmente definidas sobre el espacio ¢-dimensional. Una distribucién
relevante, dentro de esta familia de modelos, es la distribucién Normal proyectada ¢-
variada. El modelo Normal proyectado g-variado se obtiene al proyectar radialmente

una distribucién de probabilidad normal multivariada.

2.1 La distribucién Normal proyectada ¢-variada

Definicién 2.1.1 Se dice que wun wector aleatorio wunitario q-dimensional
U =Y||Y||?! tiene una distribucién Normal proyectada g-variada PN,(pu,A) si Y
tiene una distribucion normal q-variada con vector de medias p y matriz de precision
A=Var(Y)™"

Se debe notar que como U es un vector unitario ¢g-dimensional, éste también puede
ser definido por ¢ — 1 dngulos. Asi, para el caso de datos circulares (¢ = 2), Mardia y

Jupp (2000) presentan la siguiente definicion.
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Definicién 2.1.2 La funcion de densidad de probabilidad de una distribucion Normal

proyectada, para un dngulo aleatorio ©, estd dada por

610, A) + |A|"2D(0)D(D(9)d(|A] 2 (W Au) 2+ u

V(6 — EOI0A) AL DO)DO) oA ) o)
u'Au

donde ¢(-|0,A), denota la funcién de densidad de una Ny(-|0,A), ®(-) y ¢(-) denotan

las funciones de distribucion y de densidad de una Normal estdndar, respectivamente,

u = (cosf,senf), pxu = p'uy

Algunos casos particulares de interés son:

-1

e Siy=0yA= , se sigue que

NP, A) = — VL= P° (2.1)

27m(1 — psen26)’

-1

o Sip =(u,0)y A= , entonces
0 1
NP\, A) = (2m) ¢ (1) + pcos O (psend)d (i cos b). (2.2)
-1
ar 0
e Sig/ =0y A= , se obtiene
0 o2
Vv1—h?
NP(0|p,A) = (2.3)

27(1 — hcos 260)’
donde h = (03 — 02)/(0% + 02) con |h] < 1.
La distribucién (2.2) aparece en el estudio de la potencia en cierto contraste de

hipdtesis (Klotz, 1964). En meteorologia, (2.3) es empleada en el estudio de direcciones

34



de viento dado que ésta es la densidad de la direccion de viento, bajo el supuesto de
que los componentes del vector Y se distribuyen como dos variables aleatorias (vs.as.)
normales independientes. Ver Mardia (1972).

La distribucién Normal proyectada, N P(0|u, A), es muy versatil, ya que puede mode-
lar comportamientos simétricos, asimétricos, unimodales y /o multimodales. Las Figuras
2.1, 2.2, 2.3 y 2.4, generadas en Mathematica v 5.2, muestran las curvas de nivel y las
correspondientes distribuciones Normales proyectas (en un rango adecuado de longitud

27) que se obtienen a partir de distribuciones Normales bivariadas con pardmetros:

-1

10
po=(2,0), A=
0 1
-1
225 0
HI = (27 2)? A=
0 1
~1
1 09
=01, A=
09 9
y
—1
4 —0.36
p =(0.5,05), A= ,
—0.36 4
respectivamente.
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Figura 2.1: Distribucion Normal proyectada simétrica.
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Figura 2.2: Distribucion Normal proyectada asimétrica.
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Figura 2.3: Distribucion Normal proyectada bimodal asimétrica.

Nor mal Bi vari ada
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Nor nal

Proyect ada

Figura 2.4: Distribucion Normal proyectada bimodal simétrica.
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2.2 Derivacion de la distribucion Normal
proyectada PN (u, A)

A continuacién se presenta una forma de derivar distribuciones PN (u, A) y en particular

se muestra el caso de las densidades PN (u, I).

Definicién 2.2.1 Sea Y un vector aleatorio bivariado con distribucion de probabilidad
normal con vector de medias p y matriz de precision A. Entonces, la funcion de densidad
de probabilidad de'Y estd dada por

B |A|1/2 1

Fylp, A) = = —exp{—5(y — Ay — p)}.

Proposicién 2.2.1 Sea Y un vector aleatorio con distribucion Nao(p, A), si se define

la transformacion

y = r(cosh, senf)" = rv’

donde 0 € (0,2x] y r € RT. Entonces, la funcion de densidad conjunta de la transfor-

macidn (r,0), estd dada por
1
f(r,0lp,A) =r Cs d* exp(—§d2 r? 4+ d*br),
donde d? =v'Av, b= vAp Y

AV exp(—5 p'Ap)
2 v Av ’

Cs =
DEMOSTRACION: Empleando el teorema de cambio de variable, se tiene
fr0lpm, A) = 2m) HA[Y? exp{—Li(rv — p)A(rv—p)} r
— r(2m) A exp{—L [(WAvI? — 20’ Ap)r + A}
/
- A
= r2r) AP expl{—uAubexp{-}(vAv)} |2 — 2208 ]
_ 1A [1/2 1, 1
= r(@m) AV exp{—gu Ap} e X "
(v/Av) exp{—(1/2)(v"Av)r* + (v'Av)(73k)) 7}
= 7 Cg d? exp(—2d*r? + d?br).

38



Proposicién 2.2.2 Bajo las mismas condiciones de la Proposicion (2.2.1), la funcion
de densidad del dngulo aleatorio ©, es decir, la densidad de probabilidad de la corres-

pondiente Normal proyectada, estd dada por

PN(O|p,A) = [57 f(r,0]p, A)dr

= Gyl + ()] Loan(0)

donde d, b y Cg son como en la Proposicion 2.2.1, ®(-) y ¢(-) denotan las funciones de
distribucion y de densidad de una Normal estdndar, respectivamente,

DEMOSTRACION.
PN, A) = [ f(r,6]p, A)dr
= Co [y r d* exp{—3d® r*} exp{d® br} dr.

Trabajando sélo con la integral y haciendo el cambio de variable
u = exp{d* b r} Yy dv =1 d* exp{—%d2 r?},
se tiene que
v = /7‘ d? exp{—%d2 r?} = —exp{—%d2 r2l.
Por lo tanto,

PN(O|\p,A) = [7r Cs d?* exp{—3d? r?} exp{d® br} dr
= [~ exp{d? br}exp{—1d? TQ}]EO
+ J exp{—3d? r?}exp{d® b r}d?b dr
= 1+ ["d*bexp{—(dr — db)*/2 + d?b*/2} dr.

Por otro lado, como

Iy d*bexp{—(dr —db)*/2 + d?b?/2} dr = d*bexp{ d*b?/2}
x [ exp{—(dr — db)*/2 dr
= d%bexp{ d?b*/2}V2n1
x [ (2m) 2 exp{—s?/2} ds
= db &(db) [p(db)] ™",
entonces

PN(O|p,A) = Co [1 + 585®(db)] Tio(6).
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Una vez que se ha obtenido la funcién de densidad de probabilidad f(0|p, A) =
NP0, A) vy se cuenta con la funcién de densidad conjunta f(r,0|pm, A), se puede
obtener en particular la densidad condicional de R dado ©. Esta densidad condicional
es necesaria para llevar a cabo los procedimientos de inferencia propuestos en el resto

del trabajo.

Proposicién 2.2.3 Bajo las mismas condiciones de la Proposicion (2.2.1), la funcion

de densidad condicional de R dado © estd dada por

P roexp(—3 d®[r? — 2br])

1+ 505 ®(db)

f(r]G, H, A) = 1(0700) (T)

Los parametros del modelo Normal proyectado son estimables pero no identificables
si no se consideran contrastes adicionales; lo anterior debido a que para toda a > 0, si se
toma p* = ap y A* = A/a? la distribucién de las direcciones observadas es la misma.
Proposicién 2.2.4 Va € R, a > 0, se cumple que

PN(@|p*,A*) = PN(O|u, A).

donde
A =A/d® y p"=ap.

DEMOSTRACION: De la Proposicidn (2.2.2) se tiene que

A2 exp(—3 (0)'A"p)
PN(0|u*, A7) = 1

'U,A*[,l/* 1 (’U,A*[L*)Q
ex —
Vo' A*v p 2 v A*v

U,A*l,l/*
VU A*v

o( )
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Sip*=ap y A= AJa?, entonces

[AT[V2 = AR,
(W) A"p* = p'Ap

v' A% = (v'Av)/a?
dAW = (/Ap)a

de lo anterior, se sigue que
PN (8|’ A*) = PN (8|, A).

g

A partir de la demostracién de la Proposicién (2.2.4) se puede notar que una manera
de atacar el problema de la falta de identificabilidad de los parametros de una distribucién
Normal proyectada es considerando matrices de precisién tales que |A| = 1. Una familia
importante de distribuciones Normales proyectadas se obtiene cuando la distribucion
Normal bivariada que la genera tiene como matriz de precision a la matriz identidad,
es decir, A = I. La propuesta metodoldgica en este trabajo se basa en esta familia
particular de distribuciones, por lo tanto, en la siguiente seccién se presentan algunos

resultados relevantes asociados a la distribucion PN (u, I).

2.3 La distribucién Normal proyectada PN (u, I)

La distribuciéon Normal proyectada PN (u, I) es unimodal y rotacionalmente simétrica
alrededor de su direccién media n, la cual se puede mostrar que es igual a p/||p|| (ver
Apéndice A).

A continuacion se presentan algunos resultados asociados a la distribucién de proba-

bilidad PN (g, I).
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Proposicién 2.3.1 Sea'Y un vector aleatorio bivariado con distribucion de probabilidad

normal con vector de medias p y matriz de precision I. Entonces,

1.
/

PNl 1) = - expf o’} 1 + o 2 ] 02 (0) i (a0

_rexp{—5[* — 2 (v'p)r]}

f(T|9,[,I,,I) - 7
1 + mlv% O(v'p)

1(0,0) (1) Ir2(p).

3. f(r]0, w, I) pertenece a una familia exponencial con pardmetro candnico b = v'p

)
o (b)

¢(b) + b P(b)

E(R|®)=b +

DEMOSTRACION. Como Y ~ Ny(u,I), entonces, de la Proposicion (2.2.1), se tiene

que
> =v'Iv=1,

b=v'pp y
Ci = (2m) exp{ 5 1l ).
Los resultados 1 y 2 se siguen de las Proposiciones (2.2.2) y (2.2.3). Por otro lado,

, -1
Flg.p D) = v (=3 — 2 @) 1]} [en AR L+ ks o) |
— exp(-5 + @)1+ lnr - Y

2

= exp{[r (v'n) —Y('p)] —5% + Inr}
donde b (b)
¥(b) = In{l + W}

Ast, f(r|0, pu, I) pertenece a una familia exponencial con pardmetro candnico b = v'p

y
E(R|©) = g ¥(b)

= 2 [In(¢(b) + bD (b)) — In ¢(b)]
= b+ BO)[6(0) + b ).
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Como se definié al inicio de este capitulo, un vector aleatorio unitario g-dimensional
U = Y||Y||™', tiene una distribucién Normal proyectada g-variada PN,(u,A) si Y
tiene una distribucién normal g-variada con vector de medias g y matriz de precision
A. En este trabajo, se considera primordialmente el caso de datos circulares (¢ = 2),
sin embargo, un anélisis similar a las Proposiciones (2.2.1), (2.2.2) y (2.2.3) produce los

siguientes resultados para el caso de datos esféricos (¢ = 3).

Proposicién 2.3.2 Sea U un vector aleatorio sobre la esfera unitaria, entonces U se
puede definir como U = (cosfsenw, senfsenw, cos ). Ademds, la funcion de densidad
de probabilidad conjunta de (0, w) y la funcion de densidad condicional de r|(6,w) estdn

dadas por

FO.0l1) = €0, ) [552 + 2 (14 0 | om (0) o2 () s (1),

F(r]0,w, p) oc 7 exp{—31" + br}1g.0)(r),

donde
C(0, ) = (2m)*?sen 0 exp{—3| ||},

y b=u'p. En este caso, se puede especificar 1 = (cos asenf3, senasenf3, cosa) por lo

que (a, B) también determina la direccion media del vector (0, w).
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Capitulo 3

Modelos de Regresion para Datos

Circulares

3.1 Antecedentes

Los datos direccionales, particularmente los datos circulares pueden aparecer en mo-
delos de regresién como la variable de respuesta. Especificamente, sea (x1,0:),...,
(x,,0,) observaciones independientes, donde  es un vector de covariables y O es la
correspondiente variable circular, con direccion media w. El problema central consiste
en modelar la direccién media w en términos de las covariables «.

La mayoria de los modelos propuestos en la literatura para una respuesta direccional
presentan problemas como falta de identificabilidad y dificultades computacionales que
los hacen dificiles de analizar en la practica. Lo anterior resulta contrastante con los
métodos simples de andlisis tipicamente disponibles para modelos con una respuesta

lineal.
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La teoria para modelos de regresiéon cuando la respuesta es una variable circular
no se ha desarrollado completamente a pesar de que se pueden encontrar aplicaciones
potenciales en varias areas del conocimiento, particularmente en biologia, geologia y
meteorologia. En la literatura se han propuesto un niimero de modelos donde la variable
respuesta es circular. Especificamente, Kato et al. (2008), Downs y Mardia (2002),
y Rivest (1997) analizan el caso en el que se tienen covariables de naturaleza circular.
Para una revision sobre modelos de regresion circular-circular el lector se puede referir
a Fisher (1993).

Recientemente, George and Ghosh (2006) discuten un modelo de regresién para una
variable de respuesta circular y covariables lineales. Estos autores proponen un modelo
de regresion semiparamétrico Bayesiano sobre una sola covariable y consideran el caso
donde la variable respuesta tiene una distribucién von Mises y ajustan el modelo uti-
lizando técnicas de Monte Carlo via cadenas de Markov. Anterior al trabajo de George
and Ghosh (2006), Presnell et al. (1998) proponen un modelo basado en la distribucién
Normal bivariada bajo proyeccion y ofrecen estimadores de maxima verosimilitud para
los parametros involucrados usando métodos iterativos tales como Newton-Raphson y
algoritmos EM. Sin embargo, como ellos mismos lo senalan, la aproximacién asintotica
a la varianza de los estimadores de los parametros de regresion puede ser inadecuada o
dificil de usar cuando la varianza verdadera es grande. Los modelos de regresion ante-
riores de Gould (1969), Johnson y Wehrly (1978), and Fisher y Lee (1992), consideran
que la variable de respuesta sigue una distribuciéon von Mises y que la media angular o

el pardmetro de concentracién, o ambos, pueden depender de covariables.
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Especificamente, el modelo propuesto por Gould (1969) considera w; = wy + ;3
vy ki =k VYi=1,...,n donde wy, B y Kk son parametros desconocidos. El modelo
anterior es invélido en muchas situaciones; Johnson y Wehrly (1978) y el mismo Gould
(1969) senalan que se pueden presentar problemas de identificabilidad para ajustar este
modelo, ya que para ciertos valores de las covariables la verosimilitud tiene una infinidad

de méximos distintos.

Johnson y Wehrly (1978) consideran el caso de una sola covariable y proponen dos
modelos, uno para el parametro de localizacién y otro para el de concentracién. Por
su parte, Fisher y Lee (1992) proponen tres generalizaciones de los modelos de Johnson
y Wehrly (1978); la mds completa considera un modelo de la forma w; = w + g(x';3)
y k; = h(k), para ciertas funciones ¢(-) y h(-). Para ajustar dichos modelos, Fisher y
Lee (1992) sugieren estimaciones de maxima verosimilitud empleando minimos cuadra-
dos ponderados iterados, sin embargo, su implemetacién presenta serias dificultades
computacionales; la verosimilitud es multimodal y tiende a incrementarse cuando los
componentes, del vector 3, 3; — £o0. Lo anterior debido a que 3; = 0 es indistinguible
de B; = 0o una vez que w es ajustada. Ademads, el maximo puede ocurrir en un pico
demasiado estrecho. Presnell et al. (1998) senalan que la verosimilitud asociada a los
modelos de Fisher y Lee (1992) presenta varios problemas de optimizaciéon numérica
y que en su experiencia tales modelos pueden resultar inadecuados para uso general.
Fisher y Lee (1992) sugieren una exploracién gréfica de la verosimilitud como posible

solucién, lo cual puede resultar dificil o imposible cuando se tiene més de una covariable.
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3.2 EIl modelo

El principal interés se enfoca en modelar la dependencia de la direccién media de una
variable de respuesta circular © sobre una o mas variables explicativas, o covariables.
Aunque los resultados presentados en este trabajo se pueden extender a otros casos,
aqui sélo se discute el caso de covariables lineales las cuales seran denotadas por & =
(.Z'l, ceey $U>.

Sean (x1,u1),...,(x,,u,) observaciones independientes, donde x; es un vector de
covariables y u; es la correspondiente variable circular, con direcciéon media n; y longi-
tud resultante media p;, la cual puede depender de x;. Para datos circulares, 0; y w;
son las representaciones angulares de u; = (cos 6;,sen 6;) y n, = (cos w;,sen w;),
respectivamente.

El modelo de regresion Normal proyectado considera la siguiente representacion:
U,L:Y,L/R, R:HYZH, 221,,7’1,,

donde Y4, ..., Y, son vectores aleatorios independientes con distribucién de probabilidad
normal bivariada con vector de medias pu, = F(Y;) y con matriz de precision la matriz
identidad I. Si el vector de covariables x; es el mismo para ambas componentes de pu,
entonces se tiene la estructura estandar de un modelo de regresién normal multivariado,
es decir p; = B'z;, donde B = [B',3%] es la matriz de coeficientes de regresion.
Sin embargo, en la préactica cada uno de los dos componentes de u, puede depender
de diferentes subconjuntos de covariables, en cuyo caso los vectores de coeficientes de

regresién, B y (3%, pueden tener diferentes dimensiones.
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Afortunadamente, en este trabajo se puede considerar este caso general ya que la
matriz de precision en el modelo es la matriz identidad, y asi es posible especificar un
modelo de regresiéon multiple univariado de manera independiente sobre cada una de las
componentes de p,. En esta forma, los componentes de p,; estan dados por

= (a)B, V=12
donde wf denota el subconjunto de covariables asociadas con la j-ésima componente
de p,. Para facilitar la exposicién, y con un ligero abuso de notacién, se escribird B =
[61, 62] y p;, = Bz, ain en el caso general, bajo el entendido que
x; = {x!, 2}, v que B' y B pueden tener diferentes dimensiones.

Por otro lado, U es un vector unitario 2-dimensional, por lo que también puede ser
especificado utilizando un solo angulo. Dado que Y ~ Ny(-| g, = B'x, I), la densidad
conjunta de (0, R), fo,r)(0,7), se puede obtener haciendo R = ||Y|| y posteriormente
transformando a coordenadas polares. De lo anterior, omitiendo el subindice en p,, se

sigue que O tiene una distribucién Normal proyectada con funcién de densidad dada por

u'p (u'p)
P(u'p)

donde u' = (cosf,senf) y 14(-) es la funcién indicadora sobre el conjunto A. Aqui,

1
POl D) = 5 exp{=3llul} |1+

| 20100,
¢(-) y ®(-) denotan la funcién de densidad de probabilidad y la funcién de distribucién
acumulada de la distribucién normal estandar, respectivamente. Ver, Proposicién (2.3.1)
del Capitulo 2.

En un contexto Bayesiano, un modelo es completamente especificado por la distribu-
cién de probabilidad de las observaciones dados los parametros, junto con una distribu-
cién inicial sobre tales parametros. Asi, el modelo de regresion Normal proyectado se

completa con una especificacién inicial f(B) sobre los coeficientes de regresion.
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Este modelo considera las observaciones direccionales como proyecciones sobre el
circulo unitario de vectores parcialmente no observados de una variable normal bivari-
ada. El modelo Normal proyectado de ninguna forma requiere que las direcciones ob-
servadas sean realmente proyecciones de una respuesta multivariada, el modelo simple-
mente especifica una estructura conveniente. Este modelo es unimodal y rotacional-
mente simétrico alrededor de la direcciéon media m, la cual se puede mostrar que es igual
a p/||p]|- Atun més, cualquier distribucién von Mises y ciertas distribuciones normales
wrapped son comparables con una distribucién Normal proyectada de esta forma (ver
Seccion 1.3.2)

En vista de las consideraciones anteriores, el modelo Normal proyectado PN (-, I)
no pierde aplicabilidad practica comparado con los modelos de regresion que consideran
una distribucién wrapped o una distribucién von Mises para la variable respuesta, la cual
es probablemente la distribucion generalmente considerada para una variable respuesta
circular.

Por la discusién presentada en esta seccion, el problema principal se puede plantear
de la siguiente manera: Dada una muestra {6y,...,6,} de PN(:|up = B’z,I), y un
conjunto de covariables {1, ..., x,}, jcémo se pueden llevar acabo inferencias sobre B
y, si es necesario, usar el modelo para otros fines tales como analisis de datos faltantes

o prediccién?

3.2.1 El problema de datos faltantes

Supongase que una porcion de los datos muestrales son faltantes. Especificamente,
suponga que se tienen datos faltantes en la variable respuesta. En este caso, el muestreo

de Gibbs ofrece una manera conveniente de analizar el problema. La idea se basa en el
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método denominado data augmentation o método de variables auxiliares (ver Tanner y
Wong, 1987), el cual se presenta a continuacion.

Sea z = (2Zus, 2) un conjunto de observaciones del modelo

{r(zla), p(a)},

donde z,s denota los datos observados y z representa los datos faltantes. Aqui, a
representa un vector de pardmetros desconocidos y p(a) es una distribucién inicial.
Aunque en situaciones como ésta la forma de la densidad final p(a|z.s) es usualmente
bastante complicada, p(a|z) generalmente tiene una forma mas simple (ver, por ejemplo,

Tanner y Wong, 1987). Se debe notar que

plalzons, 2) = pla|2)

P(Zle, zaps) = p(Z| ).

Asi, z se puede ver como un parametro desconocido adicional y se puede incluir en un
muestreo de Gibbs con densidades condicionales completas dadas por p(a|z) vy p(Z|a).
En esta forma, es posible generar observaciones de la distribucion de interés, p(o|2zops).

Para el modelo de regresién Normal proyectado, se tomé o = By z = (6,0) un

conjunto de observaciones del modelo
{PN(z|B.I), {(B)},

donde @ y 6 denotan datos observados y no observados, respectivamente. Como se
describié previamente, si se considera @ como un parametro adicional, entonces se puede

incluir en un esquema de muestreo de Gibbs con las siguientes densidades condicionales
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completas

f<16j|617"'70870~s+1a"'7én) v j:1;27

y f(rlz, B, &).

Asi, se esta en condiciones de generar observaciones de la distribucion final f(B|6).

3.2.2 El problema de seleccion de modelos

El problema de selecciéon de variables es uno de los més comunes en el contexto de
regresion. En cierto modo, no existe una estrategia totalmente aceptada para la seleccion
de modelos. Sin embargo, desde una perspectiva Bayesiana, el uso de criterios predictivos
ha sido reconocido como una manera apropiada de atacar este problema. (ver, por
ejemplo, Gelfand et al., 1992, Gelfand y Dey, 1994, Gutiérrez-Pena, 1997, George, 2000,
Barbieri y Berger, 2004, y las referencias incluidas ahi).

En este trabajo de investigacion se considera el caso particular de seleccionar un
modelo de entre un conjunto finito de modelos M={M;,...,M,,}, usando un criterio
predictivo Bayesiano. Se emplea el criterio denominado high-structure propuesto por
Geisser y Eddy (1979), el cual estd basado en una medida condicional predictiva. Mds
adelante se muestra como este criterio predictivo puede ser implementado en el contexto
de regresion para datos circulares. Esencialmente, el criterio consiste en maximizar el

producto de las densidades predictivas condicionales en lugar de maximizar la densidad
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predictiva conjunta. Geisser y Eddy (1979) argumentan que, bajo ciertas condiciones,
este procedimiento es asintéticamente equivalente al bien conocido criterio de Akaike.
Sean (x1,u1),. .., (X, u,) observaciones independientes del modelo M}, donde x; es
un vector de covariables y u; es la correspondiente respuesta direccional con distribucion
Normal proyectada PN (-|p,I). Si wj) = (1, -+ ,%j_1,%j41,- - ,Uy) representa un
conjunto de datos con la  j-ésima  observaciéon = w;  omitida, y
f(u*|u, x, My) es una densidad predictiva para una observacién futura cuando el modelo
M, es verdadero, entonces el criterio predictivo condicional consiste en seleccionar aquel

modelo que maximice la medida Ly, donde

Ly =[] fiw}luyy, @i, M) YV k=1,..,m.
Jj=1

3.3 Inferencias via métodos MCCM

Para realizar inferencias sobre el modelo propuesto, en este trabajo se considera la intro-
duccion de variables latentes apropiadas para definir una distribucién conjunta aumen-
tada con B. Esta distribuciéon conjunta se construye de tal forma que permita simular
de todas las densidades condicionales requeridas para un muestreo de Gibbs.

Si (©1,Ry),...,(0,, R,) pudieran ser observadas, entonces seria posible realizar in-
ferencias sobre los coeficientes de B de manera relativamente simple; sin embargo, el
problema es que realmente sélo se observan las direcciones {61, . ..,0,}. La estructura del
modelo sugiere tratar los R; = ||Y||, i = 1,...,n, no observados como variables latentes
(auxiliares). Asi, el modelo para los datos completos (aumentados) resulta ser el usual
modelo de regresién normal multivariado. Este fue el enfoque seguido por Presnell et al.

(1998), quienes se enfocaron principalmente en estimacién de maxima verosimilitud de
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B via algoritmos EM.
En el modelo de regresiéon normal multivariado usual, si D,, = (y,,...,y,) es una
muestra de observaciones independientes de Ny(-|p = B'x, I) y se considera la inicial

conjugada N (3%|3), A?), entonces la distribucién final de 87 resulta ser

f(BJ‘Dn) = N(’ :U‘%’Ai«“)a Vj = 1727

con
A, = A+ X'X,
pe = (AR (ARBY + X'y),

donde 47 es el vector formado por las j—ésimas componentes de los vectores yi, ..., y,

y X es la correspondiente matriz de diseno. Hay que recordar que Aé y AZF son matrices
de precision.
Si ahora se considera la variable latente R definida en (0,00), dado que

Y ~ Ny(-|p = B'x, I) se puede definir su densidad conjunta con © como
fO,rlp = B'w) = Ny(ru|p = B'w, I)|J|
= (2m) "2 exp{—3||pl|*} exp{—3[r* — 2r(u'w)]}|J], (3.1)
donde |J| = r es el Jacobiano de la transformacion y — (6,r) y u = (cos 8, send)’.
Para estar en condiciones de implementar un muestreo de Gibbs es necesario especi-
ficar todas las condicionales completas. Estas se derivan en la siguiente seccién.
3.3.1 Distribuciones condicionales
La densidad condicional de 87, V j = 1,2, esta dada por
F(B10r, - 00, 7) = N(|pg. AT), (3.2)
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donde 7 = (r1,...,7,) es un vector n-dimensional.

Se debe notar que las R; (i = 1,...,n) son condicionalmente independientes dadas
las ©; (i = 1,...,n). Asi, se puede obtener la densidad condicional de R; a partir de
(3.1), ver Proposicién (2.3.1) del Capitulo 2. Esta densidad condicional estd dada, salvo

una constante de proporcionalidad, por
f(TZ| ‘91'7 ”’z = B’mz) X T; exp{—%r? -+ bz ri}J(O,oo) (TZ'), (33)

donde b; = wu)p;. Se puede mostrar que f(r;|6;, ;) es logconcava y pertenece a una

familia exponencial con parametro canénico b;, ver Proposicién (2.3.1) del Capitulo 2.

Claramente, es facil muestrear de f(3’|0y,...,0,,7). Por otro lado, se pueden
generar realizaciones R; de f(r;]6;, 3", 3%) de tal forma que es factible simular un vector
aleatorio R de f(v|6y,...,0,, 8", B%). De hecho, este tltimo paso se lleva a cabo via
un algoritmo de Metropolis-Hastings en su version denominada de independencia.

Finalmente, se pueden usar las condicionales completas definidas a través de (3.2) y
(3.3) en un muestreo de Gibbs para obtener una muestra de la distribucién final conjunta
f(B,r|0y,...,6,). De lo anterior, se sigue que la muestra de B obtenida de esta manera

tiene la distribucién (marginal) requerida f(B|6,...,0,).

3.3.2 Datos faltantes

Como antes, z = (61, ... ,93,53“, ..., 0,) denota un conjunto de observaciones del -
modelo {PN(z|B,I), f(B)}, donde 6 y 6 denotan datos observados y no observados,

respectivamente. En el modelo para datos-aumentados las densidades condicionales
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completas de los vectores 87, para j = 1,2, estdan dadas por

f(ﬁ”(n 9)17 SRR (7‘, ‘9)37 (fv é)s—i—la SRR (fv é)n) = N(|/"’§?7 A?F«“)

En este caso, es necesario determinar las densidades condicionales completas para ©
y todas las variables latentes R; v R;. Sin embargo, se puede tomar ventaja del esquema
del muestreador de Gibbs para generar observaciones conjuntas de (R, (:)) Lo anterior,
reconociendo que después de una transformacién apropiada, la densidad condicional

completa de (R, 9), fur 6)|B, %), es el modelo normal bivariado, or lo tanto
P ) ) yp
f((7,0)|B, &) = Ny(Faa|p = B'®, ).

Finalmente, las densidades condicionales completas de las R’s asociadas a los dngulos

realmente observados estdn dadas por (3.3).

3.3.3 Seleccion de modelos

Por la discusién presentada en las secciones anteriores, dado un conjunto de observaciones
01,...,6,, se puede obtener una muestra {BWY, ..., B™} de la distribucién final de

B = [3', 3% bajo cada uno de los modelos M;,. Asi, se estd en condiciones de calcular
£6;1BY, @) = PN(6; | = (B') V)

y proponer una densidad predictiva mediante el estimador de Monte Carlo.

N
1
donde, como antes, §(_;) = (01, -+ ,0;i—1,0;11,--- ,6,) representa el conjunto de datos con

la i-ésima observacion omitida. Por lo tanto, la medida asociada al criterio de Geisser
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and Eddy (1979) para cada modelos M}, se obtiene como
Li = [ ] £(6;10-), i, My,).
i=1

3.4 Ejemplos

En los siguientes ejemplos se utilizé el lenguaje y ambiente R (R Development Core
Team, 2010) para simular los respectivos conjuntos de datos, asi como para implementar
todos los analisis propuestos.

Ejemplo 3.1. En este ejemplo se considera una muestra simulada de tamano 100 de

una distribucién Normal proyectada con vector de medias g = (p1, f12)’ definido por

g = —-30+1.0z

e = 1.5—2x+ 322,

donde los valores de la covariable z se tomaron como una secuencia regular en el
intervalo (0, 2). Se tomé B, = 0, Aj = Diag(0.0001,0.0001), 35 = 0,
A} = Diag(0.0001,0.0001,0.0001) y = = (1,...,1). Estas especificaciones de A} y Aj
producen iniciales con varianzas todas iguales a 1/0.0001 = 10,000. De esta manera,
todas las densidades iniciales reflejan informacién vaga relativa a la que proporcionan
los datos.

Las distribuciones marginales resultantes para cada componente de los vectores B
y 3% se presentan en la Figura 3.1. Se puede notar que el verdadero valor de cada
uno de los parametros se encuentra contenido en la regién de maxima densidad de la

correspondiente densidad final.
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Figura 3.1: Distribucion final de B (por componente) para el ejemplo 3.1. El verdadero

valor de cada uno de los parametros de regresion aparece entre paréntesis.

Ejemplo 3.2. En este ejemplo, se simulé una muestra de tamano 100 de una distribu-
cién von Mises(w, k) con w = 0.145.0 x y k = 8, via la funcién rvm del paquete CircStats
(ver, Jammalamadaka y SenGupta, 2001, o R, 2010). Aqui, los valores de la covariable
r se tomaron como una secuencia regular sobre el intervalo (-1, 1). Se tomé 35 = 0,

A} = Diag(0.0001,0.0001), B85 = 0, A; = 0.0001 y » = (1,...,1). En la Figura 3.2 se
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muestran los datos y la direcciéon media circular ajustada con el modelo Normal proyec-
tado propuesto. El método grafico empleado despliega los 100 puntos de datos (z, ) en
coordenadas Cartesianas, adicionalmente se grafican los puntos (z, 6 4+ 360) de manera
que la relacién (si es que existe) se muestre en la parte central, sin requerir que el ojo
humano relacione los patrones de la parte superior con los patrones de la parte inferior

de la grafica. Esta manera de desplegar datos circulares fue sugerida por Fisher and Lee

(1992).

o
3
A‘A A AAﬂA
8 | A ‘A “
@ <
o
S 4
«
.~ ® O.~.
o _ ) [y L)
e d L]
o - o’ o
T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 3.2: Conjunto de 100 observaciones (®) de un modelo de regresion von Mises.
Los valores 0 + 360 estdn representados por (A). La linea representa la direccion media

ajustada con base a un modelo Normal proyectado.

En este ejemplo se puede ver que el conjunto de datos simulados con una distribucion

von Mises se puede modelar razonablemente por una distribucién Normal proyectada.
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Ejemplo 3.3. Para este ejemplo se utilizo el modelo de regresiéon propuesto para
analizar un conjunto de datos reales de tamano 31, referentes a las distancias y direc-
ciones tomadas por pequenos caracoles azules (periwinkles), después de que ellos fueron
desplazados de la altura a la cual normalmente viven (ver Fisher, 1993, Apéndice B20).
Se consider6 la especificacion propuesta por Presnell et al. (1998), la cual, empleando

su notacion, se define como

p = 1+

pe = l+uw
Aqui, el valor de los pardmetros de las funciones de densidades N (ﬂj | ,8%, Aé) para j =
1,2, asociadas a la especificacién inicial, se tomaron como 66 = 0,
A}, = Diag(0.0001,0.0001) para j = 1,2 y » = (1,..,1). Las distribuciones finales

marginales para cada componente de los vectores B! and B? se presenta en la Figura 3.3.
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Figura 3.3: Densidades finales de B y B* (por componente) para los datos de caracoles.
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Figura 3.4: Intervalos predictivos finales al 95% para los datos de caracoles. La linea

continua representa la direccion media ajustada.

Los resultados obtenidos concuerdan con los analisis previos de estos datos, ver Fisher
y Lee (1992) y Presnell et al. (1998). Especificamente, los estimadores puntuales de los
coeficientes de regresion asi como sus correspondientes varianzas resultan ser del mismo
orden que los obtenidos por Presnell et al. (1998). Por lo anterior, de manera particular,
los intervalos de credibilidad obtenidos al 95% ofrecen las mismas conclusiones en tér-
minos de la significancia de los parametros de regresion, comparados con los intervalos
clasicos obtenidos por Presnell et al. (1998). Adicionalmente, en la Figura 3.4 se mues-
tran los intervalos predictivos finales al 95% para cada valor de z, asi como la direccién
media ajustada con el correspondiente modelo Normal proyectado.

Con el fin de ilustrar el andlisis del problema de datos faltantes, supéngase que
las respuestas 613 = 197, O3 = 75y 0, = 67 con x13 = 5, x93 = H7 y 1 = 107,

respectivamente, son datos faltantes. Utilizando los resultados de las secciones previas
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Figura 3.5: Distribuciones finales de los valores faltantes 013 (en v =5), Oo3 (en x = 57)

y 6y (en x =107), para los datos de caracoles.
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se obtuvieron las distribuciones finales para 6,3, 653 y 6. Estas distribuciones finales

se muestran en la Figura 3.5. Se puede notar que la metodologia propuesta produce

inferencias apropiadas para los datos faltantes.

Model

Ly

M()I

Mll

H1
2
M1
M2

M1
M2

H1
M2

H1
H2

H1
2

1
1
1
14+

1+z
1+

1+
14z +22

142+ 22
1+ + 22

1+z+ 2%+ 23
1+x+ 2%+ 23

3.597 x1071°

1.138 x107?

1.219 x107°

2.854 x107°

3.52 x107?

6.785 x10~13

Tabla 3.1: Medidas predictivas para seleccion de covariables para los datos de caracoles.

Finalmente, con el objetivo de ilustrar el criterio propuesto por Geisser y Eddy

(1979) para el caso de seleccion de covariables, se consideraron seis modelos. Bajo cada

modelo propuesto My, se generé una muestra de la distribucién final de B = [3', 37].

Posteriormente, para cada dato 6;, se calculd la respectiva distribucion predictiva de

Monte Carlo (3.4) y se obtuvo la medida L;. En la Tabla 3.1 se muestran los seis

modelos asi como el valor de la medida predictiva asociada para cada uno de ellos.
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El correspondiente andlisis sugiere que el modelo M, ofrece mejores predicciones que

cualquiera de los otros modelos bajo consideracion.

Ejemplo 3.4. La direcciéon del viento puede tener un efecto significativo sobre los nive-
les de contaminantes del aire tales como el ozono (ver, por ejemplo, Jammalamadaka
y Lund, 2006). Por esta razén, es importante contar con formas apropiadas de mode-
lar las direcciones del viento, quiza como una etapa preliminar en el andlisis de datos

ambientales.

La Secretaria del Medio Ambiente de la Ciudad de México, a través de su sistema
de monitoreo atmosférico (SMA), registra datos sobre el clima y ciertos contaminantes.
Especificamente, el subsistema REDMET registra variables meteorolégicas. REDMET
consiste de 16 estaciones de monitoreo. La estacién denominada EAC esta localizada
dentro del campus de la FES-Acatlan de la Universidad Nacional Auténoma de México

(UNAM). Este campus se encuentra localizado en una zona de viviendas y servicios.

En este ejemplo, se consider6 una muestra aleatoria estratificada de tamano 480
tomada de la primera mitad del ano 2007. Los datos fueron obtenidos del sitio web del
SMA (REDMET, 2009). Se tomaron datos-hora sélo de la estacién de monitoreo EAC.
La base de datos se conform6 con las siguientes variables: fecha, tiempo sobre un reloj de
24 horas (HRS), porcentaje de humedad relativa (RH), temperatura medida en grados
Celsius (TMP), direccién azimuth del viento (WD) y velocidad del viento medida en

metros por segundo (WSP). La variable respuesta fue WD.
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Para modelar estos datos, se consideré una distribucién Normal proyectada con

p = (1, p2)" definida por

= B3+ BIRH + BYTMP + BAWSP + B} cos(HRS) + Bisen(HRS)

po = B+ PBERH + B3TMP + B2WSP + (33 cos(HRS) + (2sen(HRS).

Se uso una distribucién inicial vaga con 66 =0, Ag = Diag(1,1,1,1,1,1) % 0.0001,

1),

vectores B y3? se muestran en la Tabla 3.2. Los resultados sugieren que los efectos de

para j = 1,2y r = (1,... Los intervalos de credibilidad finales al 95% para los

sen(HRS) (para py) y RH (para ps) no son significativos.

I B
Intercepto | (-5.873462, -3.732854) | (-3.579.039, -1.139991)
RH | (0.0190294, 0.0373956) | (-0.00663, 0.01327)
TMP | (0.1244622, 0.2047609) | (0.0686012, 0.1560350)
WSP | (0.1523422, 0.4533813) | (-0.494002, -0.197336)
sen(HRS) | (-0.29125, 0.22229) | (-0.866019, -0.347341)
cos(HRS) | (-0.571925, -0.202993) | (-1.127180 , -0.734448)

Tabla 3.2: Intervalos finales de credibilidad al 95% para cada uno de los componentes

de B' y B*.

Adicionalmente, se calcularon los logaritmos de la medida predictiva asociada, Ly,
para el modelo original (M) asi como para el modelo (M) obtenido al omitir las covari-
ables sen(HRS) (para p1) y RH (para us). Los resultados mostrados en la Tabla 3.3

también indican que el modelo mas simple, Ms, es preferible, dado que L; < Lo.
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Modelo In(Ly)
wp = B+ BiRH + 33TMP + BiWSP+

B3 cos(HRS) + 3 sin(HRS).
M, : -624.2146
pe = B2+ PBiRH + B3TMP + B2WSP+

B3 cos(HRS) + B2 sin(HRS).

pw = P+ BIRH + B3TMP + BiWSP+

B cos(HRS).
M, : -621.6642
po = B2+ B*TMP + B2WSP + 32 cos(HRS)+

B1sin(HRS).

Tabla 3.3: Medidas predictivas para la seleccion de covariables, datos REDMET.

3.5 Discusion

En esta parte del trabajo de investigacion se presenta un andlisis Bayesiano completo de
un modelo de regresion para datos circulares basado en la distribuciéon Normal proyec-
tada. Aunque la versién de la Normal proyectada analizada no es la mas general, es
bastante flexible y no pierde aplicabilidad practica comparada con los modelos de regre-
sion que suponen una distribucién von Mises para la variable respuesta. Ademas, esta
metodologia se puede llevar a cabo de manera relativamente simple via el muestreo de
Gibbs. Se debe resaltar que el problema de datos faltantes y de seleccion de modelos se
pueden analizar de una manera natural y simple bajo el anélisis Bayesiano propuesto.
Adicionalmente, a diferencia de la mayoria de los modelos de regresién para datos cir-

culares disponibles actualmente, la propuesta que se introduce en este trabajo no es
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compleja de implementar computacionalmente y puede producir directamente inferen-
cias sobre una variedad de cantidades de interés, incluyendo aquellas requeridas para
prediccién. Finalmente, aunque sélo se considerd el caso de una respuesta circular, la
metodologia propuesta se puede extender al caso de una respuesta direccional en dimen-
siones mayores, lo anterior, de manera mas natural comparada con los procedimientos

alternativos existentes.
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Capitulo 4

Un Modelo Longitudinal para Datos

Circulares

4.1 Introduccion a los estudios longitudinales

Los estudios longitudinales presentan varias ventajas en la modelacion de datos tipo
panel. Por ejemplo, permiten al investigador analizar por separado los cambios en
el tiempo dentro de los individuos de los cambios entre sujetos en la misma cohorte.
Ademas, los estimadores de las tendencias individuales pueden ser usados para entender
de mejor manera la heterogeneidad en la poblacion y los factores de cambio a nivel de
los individuos.

A pesar de las multiples ventajas, el andlisis de datos longitudinales presenta sus
propios retos. En un estudio longitudinal, en principio, las observaciones no son in-
dependientes. Por lo anterior, se deben considerar métodos de analisis que tomen en
cuenta la estructura de dependencia. Los métodos analiticos para este tipo de datos
no estan bien desarrollados del todo. Particularmente, cuando se trabaja con modelos

que permiten distribuciones de probabilidad mas generales para las medidas repetidas.
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Una dificultad adicional que aparece en este tipo de estudios es la presencia de datos
faltantes, lo cual hace mas dificil su analisis. Otra caracteristica peculiar de los datos lon-
gitudinales es que no sélo la variable respuesta cambia sobre el tiempo, sino que el valor
de las covariables independientes o predictores también pueden cambiar en el tiempo.
El tratamiento de las covariables que varian en el tiempo permite realizar inferencias
estadisticas sobre la relaciéon dinamica entre la variable repuesta y los predictores. Sin

embargo, el precio resultante es la complejidad adicional en la modelacién estadistica.

4.1.1 Diversos enfoques

En la literatura se han propuesto varios enfoques para el anélisis de datos longitudinales
en el caso de una respuesta escalar. En contraste, las propuestas para modelar relaciones
de dependencia cuando las medidas repetidas son datos circulares son limitadas.

A continuacién se presenta una exposicién general de los diversos enfoques para el
analisis de datos longitudinales cuando la respuesta es escalar. Lo anterior, con la fina-
lidad de tener un marco de referencia para el anélisis de datos circulares longitudinales.
Para una revision mas detallada el lector se puede referir, por ejemplo, a Diggle et al.
(1994) y de manera mds reciente a Hedeker y Gibbons (2006).

La primera aproximacién involucra la reduccién de las medidas repetidas en una
variable resumen. De hecho, después de esta reduccién este enfoque es estrictamente
no longitudinal ya que se obtiene una tnica medicién por sujeto. Quiza el ejemplo
mas remoto del analisis de datos longitudinales, bajo este enfoque, fue presentado por
Student (1908) en su ilustracién de la prueba t.

Un segundo enfoque, tal vez el mas simple y mas restrictivo, es el modelo de analisis

de varianza (ANOVA) para medidas repetidas, Winer (1971). Este modelo asume varian-
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zas y covarianzas constantes en el tiempo. Tal supuesto puede tener poca validez para
datos longitudinales, ya que a menudo las varianzas se incrementan con el tiempo debido
a que algunos sujetos responden y otros no. Ademads, las covarianzas para ocasiones
préximas pueden resultar més grandes que las covarianzas para ocasiones distantes.

Por su parte, los modelos de andlisis de varianza multivariados (MANOVA) también
han sido propuestos para el anélisis de datos longitudinales (ver Bock, 1975). En el caso
multivariado, las observaciones repetidas son generalmente transformadas en coeficientes
polinomiales ortogonales y estos coeficientes son usados como una respuesta multivariada
en un MANOVA. La principal desventaja de este enfoque es que no permite datos
faltantes o diferentes ocasiones de medicion para distintos sujetos.

Los modelos de patrones de covarianza (Jennrich y Schluchter, 1986) también se
pueden utilizar para analizar datos longitudinales. En este enfoque, la matriz de varianzas-
covarianzas de las observaciones de respuestas repetidas se modela directamente. Aqui,
no existe un intento en distinguir entre la variaciéon dentro de los sujetos y la variacion
entre sujetos, como en el caso de los modelos de regresién de efectos mixtos.

Los modelos de ecuaciones estimadoras generalizadas (GEE) son a menudo usados
como una alternativa general y computacionalmente conveniente a los modelos de regre-
sion de efectos mixtos. La desventaja de estos modelos es que el tratamiento de datos
faltantes es limitado. Lo anterior restringe, en cierto sentido, a los modelos GEE en el
caso de datos longitudinales incompletos.

Finalmente, los modelos de regresion de efectos mixtos actualmente son ampliamen-
te utilizados en el andlisis de datos longitudinales. Estos modelos pueden ser aplicados

tanto a respuestas continuas distribuidas normalmente como a respuestas categéricas
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y a otras con distribucion diferente a la normal. Los modelos de regresion de efectos
mixtos son bastante robustos a datos faltantes y a mediciones espaciadas de manera
no regular. Ademads, pueden tratar de manera adecuada tanto covariables cuyo valor
cambia en el tiempo como covariables invariantes. Por las caracteristicas anteriores,
los modelos de regresién de efectos mixtos se encuentran dentro de los métodos mas
generales para el andlisis de datos longitudinales. Estos modelos son algunas veces
denominados métodos de “verosimilitud-completa” debido a que hacen uso de toda la
informacién disponible de cada sujeto en el estudio. Sin embargo, la desventaja de
estos métodos es que son computacionalmente mas demandantes que los denominados
métodos de “pseudo-verosimilitud” tales como los modelos GEE.

La metodologia introducida en este trabajo de investigacion para el analisis lon-
gitudinal de datos circulares estd basada en una distribucién normal bivariada bajo
proyecciones, la distribucién Normal proyectada. En esta propuesta, cada componente
del modelo normal proyectado se especifica por medio de un modelo lineal de efectos mix-
tos. Por este motivo y con la finalidad de comprender un poco maés este tipo de modelos,

en la siguiente seccion se discuten algunos modelos pertenecientes a esta familia.

4.1.2 Modelos de regresiéon de efectos-mixtos

En la literatura se han ofrecido y desarrollado diversas variantes de los modelos de re-
gresién de efectos mixtos; tales propuestas se conocen bajo diferentes nombres. Por
ejemplo, modelos de dos estados (Laird y Ware, 1982), modelos de componentes de va-
rianza (Dempster et al., 1981), modelos multinivel (Goldstein, 1995), modelos lineales
jerarquicos (Raudenbush y Bryk, 2002), modelos de coeficientes aleatorios (de Leeuw y

Kreft, 1986), modelos mixtos (Wolfinger, 1993), etc. Se debe mencionar que, desde una
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perspectiva Bayesiana, las variantes anteriores se pueden especificar y modelar teori-
camente como familias de modelos jerarquicos. Una caracteristica bésica de todas las
propuestas anteriores es la inclusion de efectos aleatorios individuales dentro de los mo-
delos de regresion. Lo anterior, con el fin de considerar la influencia especifica de los
sujetos en las observaciones repetidas. De esta manera, estos efectos aleatorios individ-
uales describen la tendencia particular de cada sujeto a través del tiempo y explican la
estructura de dependencia de los datos longitudinales.

En este trabajo se utilizaran de manera indistinta los términos de modelos de efectos
mixtos o modelos mixtos para referirnos a la clase de modelos que consideran efectos

aleatorios individuales en su especificacién.

Un modelo de intercepto aleatorio

Para facilitar la introduccion de los modelos mixtos considérese el modelo de regresion
simple para la mediciéon y del individuo ¢, ¢ = 1,..., N, en la ocasiéon o tiempo 7,
j=1,...,n;, dado por

Yij = ﬁo + 61t2‘j + Eij- (41)

En este modelo de regresion los errores €;; se consideran distribuidos normal e inde-
pendientemente con media cero y varianza 2. Este modelo (4.1) es inadecuado para el
estudio de datos longitudinales porque las respuestas y son observadas repetidamente so-
bre el mismo individuo, por lo que es mas razonable considerar que los errores dentro de
un individuo estén correlacionados en cierto grado. Ademas, el modelo previo determina
que el cambio a través del tiempo es el mismo para todos los individuos en vista de que

los parametros del modelo, By v 31, no varian de individuo a individuo. Por las razones
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anteriores, es util incluir efectos especificos-individuales en el modelo que contemplen la
dependencia de los datos y permitan diferenciar tendencias en el tiempo para individuos
diferentes. Esto es precisamente lo que hacen los modelos de efectos mixtos.

Una extensién simple del modelo de regresiéon (4.1) que permite tener influencias

particulares sobre las medidas repetidas de cada individuo esta dada por
Yij = Bo + Bitij + boi + €4,

donde by; representa este comportamiento especifico de las observaciones repetidas para
el individuo 7. Hay que notar que si no se tienen influencias individuales sobre las
medidas repetidas, entonces todos los términos by;, ¢ = 1,..., N seran iguales a cero.

Para entender de mejor manera cémo este modelo caracteriza la influencia individual
sobre las observaciones, es 1til emplear una representacion jerarquica del modelo.

Nivel-1 o intra-sujetos,
Yij = voi + viitij + Eij, (4.2)
Nivel-2 o entre-sujetos,

voi = Bo+ boi,
vy = B

Aqui, el Nivel-1 indica que la respuesta del individuo 7 al tiempo j es influenciada
por su nivel inicial vy; y la tendencia en el tiempo, o pendiente, vy;. El Nivel-2 indica que
el nivel inicial del individuo 7 es determinado por el valor poblacional 3y mas una tnica
contribucion by; para ese individuo. Asi, cada individuo tiene su propio nivel inicial.
Este modelo también indica que cada pendiente individual es la misma, todas iguales a

la pendiente poblacional ;.
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Otra manera de pensar lo anterior es que cada linea de tendencia individual es pa-
ralela a la tendencia poblacional determinada por 3y y (4 y, la diferencia entre cada
tendencia individual y la tendencia poblacional esta dada por by;. Debido a lo anterior,
este modelo es algunas veces llamado modelo de intercepto aleatorio.

Desde que los individuos en una muestra son tipicamente pensados como represen-
tantes de una gran poblacion, los efectos especificos-individuales by; son tratados como
efectos aleatorios. Es decir, by; son considerados representativos de una distribucién de
efectos individuales en la poblacién. En este caso, se asume que los by; siguen una dis-
tribucién Normal y son independientes de los errores ¢;;, los cuales también se asumen

con distribucién Normal.

Un modelo de intercepto y pendiente aleatoria

Un modelo més realista para el andlisis de datos longitudinales es un modelo mixto que
permite que tanto el intercepto como la tendencia en el tiempo varien por individuo.

Para lo anterior, se requiere que el Nivel-1 del modelo sea como en (4.2),
Yij = Voi + V1ilij + €ij,
pero el Nivel-2 sea definido como

voi = o+ boi,

vip = 1+ by (4.3)

En este modelo, 3y es el intercepto poblacional general, (3, es la pendiente pobla-
cional general, by; es la desviaciéon del intercepto del individuo ¢ y, by; es la desviacion
de la pendiente del sujeto 7. Con dos efectos especificos-individuales, la distribucién

poblacional que se asume para las desviaciones de la pendiente e intercepto es una dis-
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tribucién normal bivariada N (0, ), donde €2 es la matriz de precisién asociada a los
efectos aleatorios.
Se debe notar que al combinar las ecuaciones definidas en (4.2) y (4.3) se obtienen

las siguientes ecuaciones equivalentes para el modelo mixto,

Yij = Voi T Viitij + Eij
Yij = (Bo+boi) + (B1 + bii)tij + &4

Yiz = (ﬁO + ﬁltij) + (bol + blzt”) + €ij

En términos matriciales, la tltima ecuacién se pueden ver como
Y, = XiB+Zb +e,

la cual es la representacién general de un modelo lineal de efectos mixtos.

4.2 Especificacion de un modelo mixto

Laird y Ware (1982) proponen un modelo de efectos mixtos de dos-estados que incluye
como casos especiales a los modelos para datos longitudinales y a los modelos para curvas
de crecimiento. La especificacion del modelo es la siguiente.

Para cada individuo, se tiene

Y, = X\B+Zb+¢g

b; ~ N,0,9),

donde Y; son vectores de n; X 1 que contienen las observaciones del i-ésimo individuo,
y los g; son vectores de errores independientes de la misma dimension con distribuciéon

N,,(0,R;), i=1,---,N. En este modelo mixto, X; es una matriz de disefio (n; X p)
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que contiene los valores de las covariables y 3 es el correspondiente vector (p x 1) de
efectos fijos. En contraste, Z; es una matriz de disefio (n; X q), y b; es un vector (¢ x 1)
de efectos aleatorios especificos de cada sujeto. En estos modelos, los b; modelan el
comportamiento particular debido a los sujetos y le permiten al modelo capturar la
dependencia entre las observaciones dentro del i-ésimo individuo.

Una simplificacion del modelo se da cuando R; = I. Laird y Ware (1982) denominan
a este modelo modelo de independencia condicional, ya que implica que las n; respuestas
de cada individuo ¢ son independientes, condicionalmente en b; y 3. Aplicaciones de
este tipo de modelos se pueden encontrar, por ejemplo, en Laird y Ware (1982) y en
Chib et al. (1999).

Desde una perspectiva Bayesiana la especificacion jerarquica del modelo de Laird y
Ware (1982) se puede completar definiendo una distribucién inicial para los pardmetros
By Qy R;. Para el modelo de independencia condicional se presentan a continuacion
algunos resultados.

Sea Dy, = {Y1,...,Y y} una m.a. del modelo N, (-|X;8+ Z;b;,I). Entonces, la

funcién de verosimilitud estd dada por

L(Ba{bz}7Q|Dn) X |I‘N/2
X exp{—% Z,-]il(Yi -X,8-2:b)(Y,—X.,B—-2Zb,) }.

Proposicién 4.2.1 Sea D, = {Yi,...,.Yy} una m.a. del  modelo

N, (-| X8+ Z;b;, I). Si se considera la siguiente especificacion inicial conjugada

f(B]A) = N,(8[0, A),
f(b;|2) = N,(b;]0,€2), para cadai=1,--- N,
f(Qv, B) = Wi(Q|v, B), con E(Q)=vB!,
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con A, v y B pardmetros especificos de cada una de las densidades iniciales. Entonces,
la correspondiente distribucion final conjunta (obtenida al multiplicar las densidades

iniciales y la funcion de verosimilitud) estd dada por

f(B,{b;},Q|D,) o |Q|v-a-1+N)/2
% exp{—% Zi\;l(yi - XiB—-2Z:b) (Y- X3~ Z;b))
—1B'AB - 1N bOb, — L tr(BQ)}.

Proposicién 4.2.2 Sea D, = {Yy,....,YN} wuna m.a. del modelo
N, (| X:B+Z;b;, I). Sise considera la especificacion inicial dada en la Proposicion 4.2.1,

entonces las correspondientes densidades condicionales finales completas estan dadas por

i. f(BI{b:},Q, Dy) = N,(BICT' N, Xle,, C).
ii. f(b|{B;},Q,Dy) = Ny(b;|D;'Z'é;,D;) Vi=1,--- N.
iii. f(QU{bi}, Dp) = Wi(v+ N, B+ L, bb)),

donde N
C = Y, XX+ A4,
e = Y,—-Zb,
D, = Z.Z;+Q,
e =Y, - X’L/Bz

DEMOSTRACION: Ver Apéndice A.
4.3 Un modelo para datos longitudinales circulares

4.3.1 Antecedentes

El tratamiento de datos longitudinales para una respuesta escalar ha sido ampliamente
analizado en la literatura. Sin embargo, como se menciond en las secciones previas,
el estudio de este tipo de dependencias es complejo. El caso de datos longitudinales

cuando se tiene una respuesta direccional ha sido poco estudiado. Lo anterior se debe,
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entre otras cosas, al problema que representa trabajar con distribuciones de probabilidad
asociadas a este tipo de datos.

En la actualidad existe un vacio en la literatura que limita el establecimiento de un
marco general para el analisis longitudinal de datos direccionales. Los datos circulares
longitudinales han sido estudiados en forma clasica usando enfoques como el método de
ecuaciones estimadoras generalizadas (GEE) propuesto por Liang y Zeger (1986) para
datos lineales. Especificamente, Artes et al. (2000) derivan ecuaciones estimadoras
para los parametros de una familia de distribuciones circulares con dos parametros. De
manera particular, exhiben el caso para un modelo mixto. Utilizan métodos de pseudo-
verosimilitud y obtienen estimadores asintéticos para los parametros involucrados. Por
su parte, Artes y Jorgensen (2000) extienden los métodos GEE a la clase de modelos
de dispersion (J¢rgensen, 1997a y 1997b) y aplican este enfoque para modelar datos
longitudinales circulares. Artes y J¢rgensen (2000) presentan un estudio de simulacién
para un modelo que considera solo la direccién media y una tinica covariable. Senalan que
en ciertas situaciones su propuesta puede tener problemas de convergencia. Concluyen
que para obtener un buen desempeno su método se requiere de una alta correlacion de
las observaciones o de un tamano de muestra grande.

Los procedimientos mencionados sufren de las limitaciones intrinsecas de los métodos
GEE que los hacen poco flexibles para realizar inferencias. Estas limitaciones incluyen
la dificultad para el ajuste y comparacién de modelos, problemas en el calculo de esti-
madores debido a los problemas de convergencia de los métodos iterativos empleados, etc.
Lo anterior, debido en parte a que estos métodos carecen de una estructura paramétrica

completa. Estos problemas hacen que estas propuestas resulten poco generales para su
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aplicacion en contextos como datos faltantes y selecciéon de modelos, entre otros.

Por su parte, Song (2007) utiliza un enfoque de modelos lineales generalizados donde
la componente aleatoria pertenece a la familia de modelos de dispersion (J¢rgensen,
1997a y 1997b). Song (2007) sugiere el empleo de métodos de pseudo-verosimilitud
penalizada y maxima verosimilitud restringida para evitar las dificultades analiticas que
aparecen debido a la no linealidad de las funciones de puntaje asociadas. Sin embargo,
la implementacién practica sufre de limitaciones que no permite realizar inferencias para

todos los parametros involucrados en los modelos. Para una ilustracion, ver Ejemplo 4.2.

4.3.2 El modelo longitudinal propuesto

Para facilitar la exposicién, se supone n; =nVi=1,..., N. Asi, se tienen N sujetos o
individuos en estudio con n observaciones angulares, 8;, para cada sujeto o individuo ¢.

Es decir,

individuo observaciones
1 911 .o 91n
7; 91'1 ‘e (9m
N O . On,

Con las mismas ideas del Capitulo 3, el primer paso para modelar este tipo de
observaciones es proponer un modelo aumentado para estos datos via la introduccion de

variables latentes R;;, de manera que

R
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individuo observaciones individuo observaciones
1 91 1 c. Hln 1 Y 11
—
[ i1 Oin 1 Y
N On1 Onn N Y

con Y ;; vectores aleatorios con distribucién normal bivariada.

YNn

Especificamente, la propuesta de modelo aumentado consiste en introducir variables

latentes R;; de tal manera que:

Y;
vy
donde R;; = ||Y 4|
Adicionalmente, se propone la siguiente estructura para el vector de medias
I
/JL4 .
K = Tl = B'z;; + Z'b;,

iy
donde

piy = () B" + (23;)'bf,
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v ke l{lI},
izl,"',N, y

j=1,---,n.

Aqui, B = [B",8"] es la matriz de coeficientes del modelo y Z = [b’,b"]. Por
la discusion presentada en el Capitulo 3 cada uno de los componentes de p,;; puede
depender de diferentes subconjuntos de covariables, en cuyo caso los vectores 3' y B
pueden tener diferentes dimensiones, al igual que los vectores b’ y b'’.

En lo que resta de este trabajo, a este modelo propuesto se le denominara modelo [on-
gitudinal circular proyectado (LCP). Se debe notar que la especificacién del modelo LCP
es equivalente a considerar un modelo lineal mixto en cada uno de los dos componentes
del modelo. Es decir,

Y/ =X+ Zb] +¢l.

()

YT — x1gll | Il | oIl

donde los vectores Yil y YZ-I T son vectores de dimensién n, Vi=1,---,N.

Asi, para los datos aumentados y considerando cada una de las dos componentes

k € {I,I1}, la especificacién jerarquica del modelo LCP es la siguiente.
e NIVEL-I. Para cada individuo i,

Y B (b} ~ Nu(XEB" + Z80E 1), i=1,--- N,

1)

es decir, dado B* y {b;}*,
Yi=XiB"+Zibf+ef. Vi=1--- N,

(2
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donde ¥ ~ N, (0, I).

e NiveL-II. g% y bf se consideran vectores independientes, V ¢ =1,--- , N, con

bi|IQF ~ N, (0,Q%) V¥V i=1,--- N
8"~ N,(0,4").
e NIVEL-III.
QF ~ Wi(o*, BY), % > ¢~
donde ¢* es la dimensién del vector bf. En esta parametrizacion

E(QF) = of(B*)~!
4.3.3 Analisis del modelo

Para realizar inferencias sobre los parametros del modelo LCP se considera la intro-
duccién de variables latentes apropiadas para poder definir un distribucién conjunta
aumentada con las matrices B y b. Esta distribucion conjunta se construye de tal ma-
nera que se pueda simular de todas las densidades condicionales completas con el fin de
poder implementar un muestreo de Gibbs. La construccién se presenta a continuacion.

El Nivel-I del modelo LCP para cada observacion ij-ésima se puede ver como
f(y;j =Tij (COSH? sen9)| /617 /6[]7 {bi}l> {bi}Ha wina a:iljla Z{j? ZinI) = N2(yij |u’z] >I)

Si se tuvieran los datos completos, es decir, si se pudieran observar realizaciones de
las variables R;;, se estarfa en condiciones de realizar inferencias para los parametros
involucrados en el modelo. El problema es que sélo las direcciones {6;;} son observa-
bles. Este problema se puede atacar introduciendo variables latentes I2;; mediante una

transformacién adecuada. Esto se presenta a continuacion.
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Si se introducen las variables latentes R;;, a través de la transformacion definida por
Yij = Rij(COS @ija sen@ij)/,

entonces, se puede obtener la densidad conjunta de (R;;, ©;;), f(rij,8;;) (Ver Proposi-

cién (2.2.1)). Esta densidad estd dada por

f(rig, 0)lmgg) = (2m) 7"y
xexp{—3 [(rij cos by — pi;)* + (rigseni; — pif)?] } (4.4)
= (2m)7" 1y exp{—3lmyl*}
X exp{—3 [r}; — 2 ri; (v};piz)] }
donde

/U;] = (COS 91], Sen 91.7)

2

> =S () 8" + (5Bt

k=1

Proposicién 4.3.1 Sila densidad conjunta de (R;j,©;;), f(ri;,0:5), estd dada por (4.4),

W = 11 _ (wfj)/ﬁl + (zfj)’bf i=1,---,N,
! tij (Y B + (z1)yb!! j=1,--,n,
y vi; = (cosB;j,senby;), entonces, se tienen los siguientes resultados:
1.

1 —1 CoToy
J(Oi|pi, I) = = exp{——||p;; 1+ 2=
( J| J ) { 2 || j|| }[ gb(,vgjul])

o (i) | 102m(0i5) Tr2(pa;5)
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1 2 /
rij exp{—y [ri; — 2 (vijpy;) 1] }
f(rijleij;lj’iﬁI) = 2 v;j]p,ij —

L (TN D (vj;p;;)

1(0,00) (Tij) Ig2 (Nz‘j)-

i1, f(ri]0ij, mij, I) pertenece a una familia exponencial con pardmetro candnico
bij = Vil Y
®(bi;)
¢(bij) + bij D(by;)

Donde, como antes, ¢ y ¥ representan la funcion de densidad y de distribucion de

E<Rij’@ijaﬂij7I) =b;; +

una v.a. normal estandar, respectivamente.

DEMOSTRACION: Ver Proposicion 2.3.1 en el Capitulo 2.

4.4 Inferencias via métodos MCCM

Una vez que se han completado (aumentado) los datos, via la introduccion de las varia-

bles latentes R;;, para estar en condiciones de llevar a cabo inferencias para los parame-

Rl
tros del modelo LCP usando técnicas MCCM, se debe ser capaz de especificar todas las
correspondientes densidades condicionales completas.

Las densidades condicionales finales completas, para todos los pardametros involucra-

dos en el modelo LCP propuesto, se determinan en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.4.1 Sea D,, = {(r11,611), -, (rnn, Onn)} un conjunto de observaciones

del modelo

171

Omitiendo el superindice k, las densidades condicionales completas asociadas al modelo

propuesto, para cada componente k € {I, 11}, son las siguientes.
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i f(BI{bi},Q,D,) = N,(BIC L, Xie;, O).

i. f(bil{B;},Q, Dy) = N,(b;|D;'Z'&;,D;) YVi=1,--- ,N.
iti. f(QU{b;}, Dp) = Wi(v+ N, B+ ", bb)).
w. f(riil{0i}, pyy) o< iy exp{—3 [r}; — 2 (vj;p) i) }-

donde C, e;, D; y € son, para cada componente k € {I,1I}, como en la Proposi-
cion 4.2.2

DEMOSTRACION: Ver demostraciones de las Proposiciones 4.2.2 y 4.5.1.
O

Se puede notar que no es dificil muestrear de f(B|{b;},Q, D,,), f(b;|{3,;},Q,Dy) y
f(Q2{db;}, D,,). Por otro lado, siguiendo las ideas del Capitulo 3, como las R;; (V i =
1,...,NyVj=1,...,n) son condicionalmente independientes dado las ©;;, se pueden
generar realizaciones R;; de f(ry]0;j, p;;) de tal forma que es factible simular una matriz
aleatoria R de f(R[{0;;}, p;;). De manera andloga a la propuesta del Capitulo 3, este
ultimo paso se lleva a cabo via un algoritmo de Metropolis-Hastings.

Finalmente, se pueden usar las condicionales completas definidas en la Proposi-
cién (4.4.1) en un muestreo de Gibbs para obtener una muestra de la distribucién final

conjunta
f(ﬁla BHa {bi}I> {bi}H’ 917 QH’ Ri]" {ei]’})v (4'5)
En consecuencia, se esta en condiciones de generar una muestra de las distribuciones

finales de los pardmetros de interés: @7, 87, Q! y Q. Un algoritmo que lleva a cabo

esta metodologia MCCM es:
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ALGORITMO 1:
e Para cada componente k, k € {I,I1}

1. Muestrear 8" de f(B*|{b;}!, {b;}'1, Q@' Q" D,) = f(8"|{b:;}*, D,).
2. Muestrear b} de f(b}|8', 8", Q",Q", D,,) = f(b]|8*, Q% D,,),
para todai=1,...,N.
3. Muestrear Q de f(QF|8", 8", {b;}!, {b;}!!, D,,) = f(Q*|{b;}*, D,,),
o Muestrear R;; de f(r;|B", 8", {b;},{b;}, Q. Q" {6,})
Vi=1,....NyVj=1,...,n.

e Repetir los pasos anteriores utilizando los valores mas recientes de las variables

condicionadas.

4.5 Implementacion

Por lo expuesto hasta el momento, pareceria relativamente directo construir un algo-
ritmo con el que se puedan obtener muestras de la distribucién final conjunta (4.5) y
realizar inferencias sobre los parametros de interés. Sin embargo, se debe senalar que la
implementacién numérica del Algoritmo 1 requiere de varias consideraciones, entre las

que se encuentran:
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i. La determinacion del periodo de calentamiento del algoritmo.

ii. La determinacién del niimero de iteraciones (internas) del algoritmo de Metropolis-

Hastings.
iii. La evaluacion de la convergencia de las cadenas simuladas.

Respecto al periodo de calentamiento se debe senalar que, en las iteraciones consi-
deradas en este periodo, en lugar de simular de la densidad condicional de las variables
R;j se tomd la E(R;j|-)Vi=1,---,N, j=1,--- ,n, definida en la Proposicién (4.3.1).
En lo referente al nimero de iteraciones internas del algoritmo de Metropolis-Hastings,
después de varios analisis, se encontré que para algunos casos se pueden necesitar al
menos 10 iteraciones en cada paso. Se analizé una estructura con las consideraciones
anteriores, tanto para el periodo de calentamiento como para las iteraciones internas
del algoritmo de Metropolis-Hastings, debido a que de otro modo el desempeno del
algoritmo no era satisfactorio en términos de la convergencia. Aun con este esquema, la
implementacién del Algoritmo 1 es poco practica, ya que se puede requerir de un niimero

significativo de iteraciones para obtener resultados adecuados.

4.6 Simulacién por Bloques

Algunos algoritmos que implementan métodos MCCM sufren de convergencia lenta
cuando se trabajan modelos con un nimero considerable de parametros y estos son alta-
mente correlacionados a posteriori, o si la informacion en la verosimilitud es insuficiente
para identificar completamente a los parametros involucrados. Los modelos mixtos, que
conforman cada componente del modelo LCP, no son la excepcion. De manera particu-

lar; en el caso de los modelos lineales mixtos se han sugerido en la literatura diferentes
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procedimientos que tratan de subsanar estos problemas. Gelfand et al. (1995) sugiere
centrar los efectos aleatorios para reducir la correlaciéon serial. Por otro lado, Vines et al.
(1996) y Gilks y Roberts (1996) recomiendan reparametrizaciones muy generales para
romper la correlacién serial a través de la reduccién del espacio de parametros. Gelfand
y Sahu (1999) imponen restricciones numéricas al final de cada iteracién MCCM. Por
su parte, Chib y Carlin (1999) proponen un procedimiento para actualizar en un tnico
bloque los parametros asociados al modelo lineal mixto y muestran que este proced-
imiento puede mejorar la convergencia de los procedimientos MCCM.

Para mejorar el desempeno del Algoritmo 1 en este trabajo se consideré una propues-
ta basada en la simulacién por bloques. Esta consiste en simular en un grupo (bloque)
los pardmetros By {b;} Vi=1,..., N en cada uno de los dos componentes del modelo
LCP. La siguiente proposicion muestra las densidades condicionales completas para los

pardmetros 8%, k € {I, 11}, que se obtienen al considerar este bloqueo.

Proposicién 4.6.1 Sea D,, = {(r11,611), -+, (TNn, Onn)} un conjunto de observaciones

del modelo LCP
Y 85 (b} ~ N.(XFB" + Z7b), ), Vi=1,---,N, y ke{l,II}

7 1)

Omitiendo el superindice k, la densidad condicional completa para B*, k € {I, 11}, estd
dada por
f(BI2, D) = Np(Blpg, Ap),
donde
Hs = Agl( Zz]il X;Vi_lYi )7
Ay = (A+XL XVIX,),

Las densidades condicionales para el resto de los parametros del modelo son como en
la Proposicion (4.4.1). Es decir,

!
i
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f(QI{b;}, Dy,) = Wi(v+ N, B+ > _bb)).

1 /
F(rig{0is}s pij) o< 135 exp{—§ [rfj — 2 (vimg) i) b

donde vi; = (cos 0;;,sen O;;).

DEMOSTRACION: Ver Apéndice A y Proposicién (4.4.1).

g

Un algoritmo que implementa esta metodologia MCCM por bloqueo se puede especi-

ficar de la siguiente manera.

ALGORITMO 2 (GIBBS SAMPLER CON BLOQUEO):

e Para cada componente k, k € {I,11},

1. Muestrear 8% y {b;} de f(8" {b}*|, Q" D,) = f(B8",{b;}*|QF, Dy),

muestreando

1.1 g% de f(B"Q', QY D,) = f(B"|Q", D,,).

1.2 bf de f(b¥87, 8", 01, Q" D,,) = f(bf|8*, %, D,,),

para todai=1,...,N.
2. Muestrear Qk de f(Qk|/61713117 {bi}l7 {bi}117 Dn) = f(Qk’{bZ}k7 D’n)7

e Muestrear R;; de f(ry|8", 8", {b;}', {b;}/1, @', Q" {6,})
Vi=1,...,.NyVj=1,...,n.

e Repetir los pasos anteriores utilizando los valores mas recientes de las variables

condicionadas.
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Aunque la diferencia del algoritmo anterior y el algoritmo 1 parece menor, en la
implementacion practica se pueden observar beneficios al implementar este bloqueo en
los métodos MCCM para el modelo LCP. Particularmente, de manera marginal este
bloqueo mejora sustancialmente las inferencias para los modelos mixtos que conforman
cada una de las dos componentes del modelo.

Hay que senalar que dependiendo de la especificacion de las componentes del mo-
delo LCP, los métodos propuestos en este trabajo, como cualquier otro procedimiento
MCCM, pueden requerir de consideraciones distintas (en cuanto al nimero de iteraciones

necesarias) para obtener resultados adecuados.

4.6.1 Ejemplos

Aligual que en el capitulo anterior, para los ejemplos de esta seccion se utilizo el lenguaje
y ambiente R (R Development Core Team, 2010) para simular los respectivos conjuntos

de datos, asi como, para implementar todos los analisis.
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Ejemplo 4.1. En este ejemplo se considera una muestra longitudinal simulada que

representa los datos de N = 60 individuos observados en 5 ocasiones (tiempos).

muestra se obtuvo considerando la siguiente especificacién del modelo LCP:

YzI’ /8[7 ~ N5<X{IBIaI)7
YZ[I| 16117{bi}ll ~ N5<XiIIIBII + ZiIIbiII7I)7 L= 17' o 7607

donde
100 200
Bl = B =
—4 —10
b ~ Ny0,Q") VvV i=1,---,60
con
(QH)—l — O O
0 5
Para este ejemplo se toméd
Tiempo
1 0
1 1
X/ =Xx/T=2zl"= , Vi=1,---,60
1 2
1 3
1 4

La

La Figura 4.1 muestra el conjunto de datos que se obtiene bajo la especificacion de

este modelo LCP.

Para implementar la metodologia propuesta en este capitulo se utilizé una dis-

tribucién inicial vaga tomando A! = 0 = AT = 0, v =/ =2y Bl = Bl =
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65
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Tiempo

Figura 4.1: Datos circulares longitudinales generados a partir del modelo LCP.

Diag(0.001,0.001). Los valores iniciales para el algoritmo de Gibbs fueron las matrices
b=0, QY =Ty R=1. En la Figura 4.2 se presentan las distribuciones finales para
los vectores B’ y B'1. Por su parte, en la Figura 4.3 se exhiben la distribuciones finales
para los pardametros de la matriz de covarianzas asociadas a los efectos aleatorios. Es

decir, para los elementos de la matriz

[0 et} [0
Al @) \os
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Figura 4.2: Distribuciones finales de los vectores B° y B! para el Ejemplo 4.1.

La Tabla 4.1 muestra los intervalos de credibilidad al 95 % para los pardmetros

BI

/3[[

(QH)—l

(98.872, 119.515)
(-8.404 ,-0.920 )

(198.826, 240.078)
(-18.399, -3.643 )

(10.000, 0.445)
(2.358, 6.318 )
(-0.681, 1.519 )

Tabla 4.1: Intervalos finales de credibilidad al 95% para cada uno de los componentes de

los vectores B' y B, asi como para los elementos relevantes de la matriz (2M)1.
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(Ulz)H

Figura 4.3: Distribuciones finales de los parametros de la matriz de covarianzas (Q”)_1

para el Ejemplo 4.1.

del modelo LCP. Se puede notar que con la metodologia empleada se pueden obtener
inferencias razonables para el modelo longitudinal circular LCP. En particular, se puede
observar que el verdadero valor de cada uno de los parametros se encuentra contenido

en el intervalo de maxima densidad de la correspondiente distribucién final.
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Figura 4.5: Promedios ergodicos para los pardametros de la matriz de covarianzas (QH )7L
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(5
Figura 4.6: Autocorrelaciones para los elementos de los vectores 81 y 8.
(CHN ([CHN
- | IIJJ”HLLHHHU . ___mm__;|;|;|;|;|;|;|;|;|f_HF___H___
(012)"

Figura 4.7: Autocorrelaciones para los pardmetros de la matriz de varianzas y covarian-
zas ()L
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En este ejemplo, un algoritmo que implementa el Gibbs sampler con bloque se corrié
con un periodo de calentamiento de 100,000 iteraciones y posteriormente se obtuvo una
muestra de tamano 1000, donde cada unidad muestral se tomé cada 500 iteraciones
de la cadena. Por su parte, el algoritmo de Metropolis-Hastings que simula cada una
de las variables latentes R;; (1 = 1,...,60, j = 1,...,5) emplea 10 iteraciones en
cada paso. Las Figuras 4.4 y 4.5 muestran los promedios ergddicos de las cadenas
(promedios muestrales obtenidos con los valores acumulados en cada paso de la cadena)
asociadas a los parametros del modelo LCP ajustado. Por su parte las Figuras 4.6 y 4.7
exhiben las autocorrelaciones asociadas a cada una de las cadenas para los pardametros
involucrados en el modelo. Hay que senalar que para este ejemplo fue necesario un
niumero considerable de iteraciones del algoritmo para obtener inferencias razonables

para los parametros del modelo.

Estructuras longitudinales bajo el modelo LCP

El modelo LCP resulta bastante flexible para modelar diversos comportamientos de
dependencia longitudinal. Las Figuras 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11 presentan algunas gréaficas
que muestran los diferentes comportamientos que se pueden tener bajo el modelo LCP.

Se puede observar que bajo este modelo se pueden tener los clasicos comportamientos
de intercepto aleatorio, pendiente aleatoria e intercepto y pendiente aleatoria. Adicional-
mente, bajo el modelo LCP se pueden tener dependencias més generales como la que se

muestra en la Figura 4.11

96



60
Il

50
Il

20
L

Tiempo

Figura 4.8: Grdfica longitudinal para datos circulares que se puede obtener bajo el modelo

LCP.
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Figura 4.9: Grdfica longitudinal para datos circulares que se puede obtener bajo el modelo

LCP.
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Figura 4.10: Grdfica longitudinal para datos circulares que se puede obtener bajo el

modelo LCP.

Tiempo

Grifica longitudinal para datos circulares que se puede obtener bajo el

Figura 4.11:

modelo LCP.
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Ejemplo 4.2. Para este ejemplo se consideré un conjunto de datos constituido por las
direcciones de 65 talitrus saltator cominmente llamadas pulgas de mar. Estos animales
son pequenos y se relacionan con los cangrejos y langostas. Los talitrus saltator que
viven en las costas del Mediterraneo estan expuestos a dos principales fuerzas. Por un
lado, deben alejarse de la orilla para evitar ser arrastrados por las olas, por el otro, deben
mantenerse cerca del agua para evitar el riesgo de deshidratacion bajo el sol. A lo largo
del dia, estos animalitos tienden a estar enterrados en la arena. Si son desplazados corren
un riesgo mayor de deshidratacién. Se cree que si los talitrus saltator son desplazados,
se dirigiran hacia el mar tomando un curso perpendicular a la orilla de la playa, lo que

se conoce como direccion de escape teorica.

Borgioli et al. (1999) y D’Elia et al. (2001) reportan un estudio longitudinal en cierta
playa de Italia para entender el mecanismo asociado al escape de los talitrus saltator para
evitar el riesgo de deshidratacién. Los datos fueron tomados de Song (2007) y consisten
en las direcciones de 65 talitrus saltator después de ser liberados secuencialmente en 5
ocasiones. Algunas covariables registradas en el estudio incluyen la velocidad del viento,
la direccién azimuth del sol (Sun) y medidas oculares con las cuales se elabora un indice
de simetria ocular (Eye). La direccién del viento fue transformada en cuatro categorias
dependiendo del lugar donde provenia el viento (OS para offshore, LSE para longshore-
east, LSW para lonshore-west y onshore). La Figura 4.12 muestra las 65 series con la

correspondiente respuesta circular, la direccion de escape.
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Figura 4.12: Grdfica longitudinal de las direcciones de escape de 65 talitrus saltator en

5 ocasiones consecutivas.

En D’Elia et al. (2001) y Song (2007) se analizan estos datos utilizando un enfoque
de modelos lineales generalizados, donde la componente sistematica se define a través
de un modelo lineal de efectos mixtos con intercepto aleatorio. En ambos casos, los
autores consideran una distribuciéon von Mises para el componente aleatorio. Sin em-
bargo, de manera particular, Song (2007) no ofrece inferencias para todos los pardmetros
involucrados en el modelo.

Para analizar estos datos, en este trabajo se considera un modelo LCP con

pl, = BL+ BlSun + BYEye + B1OS + BILSW + BILSE + Bl Tiempo (4.6)
pll = B+ B Sun + B Bye + B OS + BIILSW + BH LSE + B Tiempo + by,
i=1,---,65.

En este ejemplo, para la especificacién de la distribucién inicial se tomé Al = 0,
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Al =0, v =2y B =0.001. Los valores de b= 0, 2 = 1 y R = 1 se usaron como
valores iniciales para el Gibbs sampler. El Algoritmo 2 (Gibbs sampler con bloqueo) se
corrié por 5000 iteraciones con un periodo de calentamiento de 1000 y en cada paso se
consideraron sélo 2 iteraciones del algoritmo de Metropolis-Hastings.

Las Figuras 4.13 y 4.14 muestran las respectivas distribuciones finales para todos los
parametros de las componentes I y IT del modelo LCP definido en (4.6). Por su parte, las
Figuras 4.15, 4.16, 4.17 y 4.18 exhiben los promedios ergddicos y las autocorrelaciones
asociados a cada uno de los parametros de las componentes I y II del modelo LCP,
respectivamente. Con base en el andlisis correspondiente de las figuras 4.15 a 4.18, se
puede concluir que con la especificacion propuesta anteriormente para el Algoritmo 2 se
estd en condiciones de realizar inferencias para el modelo LCP (4.6).

En la Tabla 4.2 se muestran los intervalos de credibilidad al 95% para los pardmetros
de las dos componentes del modelo LCP, propuesto para los datos de talitrus saltators.
Los resultados sugieren que el efecto de Sun y los efectos de Eye, OS y LSW no son

2 resulta diferente de

relevantes para p! y p!!, respectivamente. Como el pardmetro o
cero, la inclusion del efecto aleatorio asociado resulta necesario. Lo anterior indica una
presencia de heterogeneidad entre los escapes de los talitrus saltators.

Se debe senalar que las inferencias obtenidas con este modelo LCP estan en concor-

dancia con andlisis previos existentes en la literatura para estos datos, ver Song (2007)

y D’Elia et al. (2001).
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Figura 4.13: Distribuciones finales de los pardmetros en la componente I del modelo

LCP para los datos de talitrus saltators.
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Figura 4.14: Distribuciones finales de los pardametros en la componente II del modelo

LCP para los datos de talitrus saltators.
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Figura 4.15: Promedios ergodicos para los parametros en la componente I del modelo

LCP para los datos de talitrus saltators.
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Figura 4.16: Promedios ergodicos para los pardmetros en la componente II del modelo

LCP para los datos de talitrus saltators.
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Figura 4.17: Autocorrelaciones de los pardmetros en la componente I del modelo LCP

para los datos de talitrus saltators.
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Figura 4.18: Autocorrelaciones de los parametros en la componente II del modelo LCP

para los datos de talitrus saltators.
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Componente [ Componente 11

B (-1.7041 , -0.2797) | (3.5300 , 6.4445)
Bi(Sun) | (-0.0069 , 0.0002) | (-0.0326 , -0.0167
Bay(Eye) | (0.5108 ,3.1228 ) | (-0.2894 , 6.1439
B3(08) | (-4.0097 , -1.6492) | (-0.5842 , 2.4310
Byu(LSW) | (1.2645 ,2.2534) | (-0.6257 , 1.5565
85(LSE) | (0.6042 ,1.6781) | (0.9985 , 3.4888)

Bs( Tiempo) | (-0.2260 , -0.0277) | (-0.3420 , -0.1565)

o2 (10.9825 , 2.4505 )

~— ~—r ~—

Tabla 4.2: Intervalos finales de credibilidad al 95% para cada uno de los componentes

del modelo LCP para los datos de talitrus saltators.

4.7 Discusion

Los datos longitudinales de tipo circular han sido poco analizados en la literatura. Lo
anterior se debe, por un lado, al reto de modelar la estructura de dependencia que se
puede presentar al observar a un mismo conjunto de individuos en diferentes ocasiones.
Por otro lado, al trabajar con datos de tipo direccional se deben emplear procedimientos
de analisis que consideren la naturaleza periédica de este tipo de observaciones. En este
trabajo se ha introducido un modelo, denominado LCP, para analizar datos longitudi-
nales donde la variable de respuesta es de tipo circular. Dicha propuesta se basa en
la distribucién Normal proyectada, donde cada componente de la distribucion normal

bivariada que la genera se especifica a través de un modelo lineal mixto.
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Aunque el modelo LCP asume una estructura de independencia condicional en cada
uno de sus componentes, por lo discutido en este capitulo, resulta un buen candidato para
modelar una amplia variedad de comportamientos longitudinales. El modelo LCP no
considera explicitamente algiin componente serial, por lo que inicialmente podria resultar
poco atractivo para modelar series largas. Sin embargo, el modelo resulta 1til para
analizar series longitudinales cortas, donde uno de los principales objetivos es entender
la asociacion entre las covariables y la variable de respuesta observada repetidamente.
No obstante, el modelo LCP ofrece bases para el estudio de modelos longitudinales para

series largas de datos direccionales.

Los modelos existentes en la literatura para el andlisis de datos longitudinales de
tipo direccional asumen una distribucion de probabilidad von Mises para la variable
respuesta y atacan el problema desde un enfoque semiparamétrico como los métodos
GEE o de modelos lineales generalizados. Sin embargo, estos enfoques presentan diversos
problemas de maximizacion numérica. Por su parte, el modelo LCP es relativamen-
te facil de analizar bajo la metodologia propuesta y no pierde aplicabilidad practica
comparado con los modelos que asumen una distribucién von Mises para la variable
circular. Adicionalmente, esta metodologia ofrece la flexibilidad de realizar inferencias
de manera directa para otros parametros asociadas al modelo, por ejemplo, aquellos

obtenidos bajo alguna reparametrizacién.
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Se debe senalar que la metodologia MCCM analizada para realizar inferencias sobre
el modelo LCP puede requerir, en algunos casos, de un nimero relevante de iteraciones
para su adecuada convergencia. Sin embargo, a pesar de esta aparente dificultad, tanto
el modelo longitudinal circular proyectado (LCP) como la metodologia MCCM sugerida
resultan en una buena opcién a tomar en cuenta en la modelacién de datos longitudinales
donde la variable de respuesta es de tipo circular. Adicionalmente, con la metodologia
propuesta se estd en condiciones de atacar problemas como el de datos faltantes, com-

paracién de modelos y prondstico, entre otros.
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Capitulo 5

Conclusiones y Perspectivas

El estudio de datos con estructuras de dependencia representa un reto ya sea en términos
técnicos o desde el punto de vista aplicado. Ain més, cuando se trabaja con datos donde
la variable de respuesta es de tipo direccional, proponer modelos que permitan describir

adecuadamente relaciones de dependencia, requiere de un esfuerzo adicional.

En el contexto de regresién, en la literatura se han propuesto varios modelos que
consideran una respuesta de tipo direccional. Sin embargo, la mayoria de ellos presentan
limitaciones para realizar inferencias adecuadas para todos los parametros involucrados
en el modelo. Lo anterior, aunado a los diversos problemas numéricos que surgen en
su implementacion practica. Por su parte, cuando se trabaja con conjuntos de datos
direccionales de tipo longitudinal el problema se complica. Por un lado, hay que con-
siderar la dependencia natural que se tiene cuando se trabaja con medidas repetidas
para un mismo conjunto de individuos. Por otro lado, el tratamiento de la naturaleza
direccional de los datos implica trabajar con modelos probabilisticos especiales; para los

cuales los métodos inferenciales asociados ain se encuentran actualmente en etapa de
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continuo desarrollo. Lo anterior da como resultado un vacio tanto en el planteamiento
de modelos, que describan adecuadamente datos longitudinales de tipo circular, como

en propuestas para realizar inferencias en esta clase de modelos.

Este trabajo de investigacién pretende contribuir al anélisis de modelos lineales para
datos direccionales. Particularmente, se propone un analisis Bayesiano de un modelo de
regresion donde la variable respuesta es circular. Este modelo de regresién se basa en
la distribucion de probabilidad que se obtiene al proyectar radialmente una distribucién
normal bivariada especifica. Los procedimientos empleados para hacer inferencias sobre
los parametros de este modelo de regresion fundamentalmente descansan en métodos
de Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCCM). Con la metodologia propuesta los
problemas de datos faltantes y de seleccién de covariables se pueden atacar de manera
directa. Adicionalmente, esta metodologia permite realizar inferencias para todos los
parametros del modelo y no presenta los problemas numéricos de la mayoria de los

modelos de regresién propuestos en la literatura para una respuesta circular.

Para el tratamiento de datos longitudinales donde la variable de respuesta es de tipo
circular, en este trabajo se introduce un modelo que también se basa en una version de
la distribucién Normal proyectada. A este modelo se le denominé modelo longitudinal
circular proyectado (LCP). En la literatura existen diversas propuestas para trabajar
con datos longitudinales estandar. Sin embargo, debido a los beneficios que ofrecen los
modelos mixtos para describir este tipo de observaciones repetidas, en este proyecto se
opté por especificar cada uno de los componentes del modelo LCP a través de un modelo

lineal mixto.

112



Para estar en condiciones de llevar a cabo inferencias via métodos MCCM inicial-
mente se tuvo que introducir conjuntos convenientes de variables latentes, tanto para el
modelo de regresién como para el modelo LCP. Lo anterior, con el objetivo de construir
un modelo aumentado con la caracteristica de que las distribuciones conjuntas para los
parametros involucrados fueran relativamente faciles de simular. Especificamente, se

trabajaron esquemas como el muestreo de Gibbs y el algoritmo de Metropolis-Hastings.

En el caso del modelo de regresién los algoritmos planteados son faciles de implemen-
tar y su desempeno numérico es adecuado, particularmente en términos de la convergen-
cia de las cadenas simuladas. En el caso del modelo longitudinal para datos circulares,
hay que proceder con cautela. Debido a que el modelo LCP estd compuesto por mo-
delos lineales mixtos, éste hereda las bondades y ventajas relacionadas a la flexibilidad
para describir datos longitudinales. Sin embargo, también hereda en cierta manera los
problemas relacionados al ajuste de los propios modelos mixtos. El enfoque Bayesiano
analizado en este trabajo permite atacar los problemas inferenciales para los modelos
mixtos y ofrece una manera de realizar inferencias sobre el modelo LCP. Adicionalmente,
dado que el enfoque propuesto permite obtener muestras de la distribucion final para to-
dos los parametros del modelo LCP, ofrece condiciones para tratar con problemas como

el de datos faltantes, seleccion de covariables y prediccién, entre otros.

Los modelos lineales propuestos en este trabajo se fundamentan en la distribucién
Normal proyectada, la cual se obtiene al proyectar radialmente una distribucion normal
bivariada con matriz de covarianzas la matriz identidad. Inicialmente, podria parecer
que al tener esta matriz particular de covarianzas el modelo resultaria muy restringi-

do. Sin embargo, como se ha discutido en este trabajo, en el contexto de regresion el

113



modelo Normal proyectado no pierde aplicabilidad préactica, comparado con los modelos
propuestos en la literatura que asumen una distribucién von Mises o una distribucién

normal wrapped para la variable de respuesta.

En el caso del modelo longitudinal circular, la distribucion Normal proyectada re-
sulta atractiva en la construccién de modelos para describir series longitudinales cortas.
Ademas, esta distribucién concuerda con los modelos denominados de independencia
condicional cuando se trabaja con datos longitudinales. Se debe reconocer que otras
estructuras de la matriz de covarianzas resultarian en una familia méas rica de distribu-
ciones, la cual permitiria modelar en principio comportamientos de dependencia méas
complejos como los de las series longitudinales largas. Sin embargo, hay que senalar que
las distribuciones Normales proyectadas generadas a partir de normales bivariadas con
matrices de covarianzas distintas a la matrix identidad, pueden presentar problemas de

falta de identificabilidad de sus parametros.
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A pesar de las limitaciones y/o desventajas que se puedan tener, los modelos y
las metodologias desarrolladas en este trabajo de investigaciéon representan una opcion
a considerar para la descripcién de relaciones de dependencia cuando la variable de
respuesta es circular. Finalmente, dado que los modelos discutidos aqui se basan en una
distribucion normal bivariada bajo proyeccién, éstos se pueden extender de manera méas

natural al estudio de datos direccionales en dimensiones mayores.
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Apéndice A

En este Apéndice se presentan las demostraciones de algunas proposiciones que aparecen
a lo largo de este trabajo.

Proposicién 4.2.2 Sea D, = {Y1,...,Y y} una m.a. del modelo N,,(-| X;8+ Z;b;, I).

Si se considera la siguiente especificacion inicial dada en la Proposicion 4.2.1,

f(BJA) = Np(B]0, A),
f(b;|2) = N,(b;]0,€2), para cadai=1,---,N,
f(Qv, B) = Wi(Q|v, B), con E(Q)=vB™!.

Entonces las correspondientes densidades condicionales finales completas estin dadas

pOT‘
i. f(BI{b:},2,Dy) = N,(BIC' Y, Xle;, C)
i. f(bi|{B:},Q, Dy)=N,(b;|D;'Z'é;,D;) Yi=1,---,N

iii. f(QU{b;}, Dyp) = Wi(v+ N, B+ Y1, bb)).
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donde N
¢ = YL X Xi+ A
e, = Yi—2Zb;,
D, = Z.Z,+Q,
& = Yi—X.p

DEMOSTRACION:

e Demostracion del inciso i: Densidad condicional final completa para 3.

De la Proposicion (4.2.1) se tiene que la densidad final conjunta, de los parametros

del modelo, estd dada por
f(B8,{b;},Q|D,) o |Q@-a-1+N)/2

—1B'AB - 1N bOb, — L tr(BQ)}.

2

De lo anterior se sigue que la densidad condicional completa de (3, salvo una

constante de proporcionalidad, estd dada por

N

f(BIbi},Q, D) o eXP{—% Y (Yi—XiB-2Zb) (Y- Xi8— Zb;)
=1
1 /
—5048 }
Iy , L
= exp{—; Y (ei—XiB) (e — Xi3) — JBABy (5.1
=1
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Trabajando con el exponente se obtiene

—13 Y (e — XiB) (e — X.:B) — 33'AB

=>F lele; — e/ X,8— (X.B8)e; + (X,8) X 8]+ B AB
= sz\il ee; — 2 Zf\il e; X3+ sz\; BX:X,B+ B AB
o —2(XN e X,) VB+ (XN, X\ X, + A)B

Completando la forma cuadrdtica,

—2(C el Xy) B+ B(ZL XX+ A)B o (B0 py)C(B—C ')

donde
C = YN XX, +A,

N
ps = i e X

Ast, resulta

f(BI{b:}.Q,D,) o exp{-i3N (Y- X.B—2Zb) (Y~ X8~ Zb)
o exp{(B—C'us)C(B—C'pg)}

Es decir, f(B|{b;},Q, D,) = N,(B|C N, X'e;, O).
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Demostracion del inciso ii: Densidades condicionales finales completas para cada
b, conk=1,...,N.

Como la densidad final conjunta, de los parametros del modelo es
f(B,{b;},Q|D,) o |Q|tmartr)/2
xexp{—3 L (Y — XiB— Z:b,) (Y — X8 — Zb))
—38'AB — 5 3201, biQb; —  tr(BQ)}.

Entonces, la densidad condicional completa de by, resulta ser

N
F(b418,92. D) o exp{—3 S (¥~ X~ Zb)(Y. ~ X8~ Zb)

=1

N
1
X exp{—§ Zb;Qbi}
i=1

N

N
1 1
o exp{—5 > (&~ Zb) (&~ Zb) -5 Y bOb)
2 =1 2 i=1
1 1
o eXp{—é(éi — Zb;) (é; — Z;b;) — 3 b;Qb;} (5.2)

Se puede notar que esta ultima expresion (5.2) es similar a la ecuacion (5.1). Por
lo tanto, siguiendo los desarrollos del inciso anterior, se tiene

f(brB,Q, Dy) o< exp{—1i(& — Z;b;)'(é; — Z;b;) — 5 biQb;}
Es decir, f(by|B,9, D,,) = N,(by|D'Z'é;,D;) V k=1,...,N, con

D, = Z\Z;+9,

Demostracion del inciso iii: Densidad condicional final completa para €.

Como la densidad final conjunta, de los parametros del modelo, estda dada por
f(B:Abi}, Q| Dy) o Qa2
xexp{ =31, (Yi— XiB — Z:b) (Y, — X.8 - Z:b)
—38'AB — 531, b, — 5 tr(BQ) }
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Entonces, la densidad condicional completa de €2, resulta ser

f(Q’B> {bi}, Dn) X ’Q’(v—q—1+N)/2
xexp{~3 >0, bib; — § tr(BQ)}
= yQ|(v—q—1+N)/2

x exp{—1 SN tr(Qb;b)) — 1 tr(BQ)}
_ Qa2

x exp{—1itr[S N, Qb)) + B Q ]}
— ’Q|(v—q—1+N)/2

X exp{—%tr[ (sz\il bb;+ B )Q |}

Por lo tanto, f(QB3,{b;}, Dy) = Wi(v+ N, B+ 3V, bb)).
O

Proposicién 4.6.1 Sea D,, = {(r11,611), -, (rvn, Onn)} un conjunto de observaciones
del modelo LCP

171

Omitiendo el superindice k, la densidad condicional completa para B*, k € {I, 11}, estd

dada por
f(/B‘Qa Dn) = Np(IB’.u‘BaAﬁ)?
donde N
py = AL XVIY),
Ay = (A+Y Y XVI'X,).
DEMOSTRACION:

Debido a la estructura Gaussiana condicional del modelo LCP se tiene que
Yz| /87 Q ~ Nn(XZﬁv V;1)a

donde V,; = ZiQ_lsz + I. Por otro lado, si se considera una distribucion inicial

N,(B0, A) para el pardmetro B de cada componente, entonces
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N

f(BI2Dy) exp{—% Z(Yz - X8V (Y- X.8) — %ﬂlAﬁ }

i=1

N
1
x exp{—i( -2 g YV ' X3
=1

+ Y B(A+>Y XV'X;)8)}
o< exp{(B — Aspg)'C(B — Aspg)}

Asi, resulta
f(BI€, Dr) = N,(Blpg, Ag)

con

N
py=Ag (DY _XV'Y,)

i=1

N
Apg=(A+) X V'X;).

=1

Proposiciéon. Sea X un vector aleatorio con distribucion normal bivariada con vector
de medias p y matriz de precision A. Si U = X /|| X|| denota la Normal proyectada
inducida, con direccion media n = E(U)/||E(U)||, entonces n también puede ser deter-

minada como n = /|||

DEMOSTRACION:
Primero, hay que notar que
n = ElU/||[E[U]|| = EIX/|| X[/ E[X /]| X]]
= Fl(cos ©,senO)]/|| E[(cos©,senO)] ||
donde © es el angulo aleatorio correspondiente a la direccion aleatoria U. Asi, n =

(cos w,senw) para algin w € (0,27, dado que E[(cos ©,sen®)]/|| E[(cos ©,senO)] || es

un vector unitario.
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Por otro lado,

p/llnll = EIX]/||EIX]|| = Eyelr(cos ©,sen0)]/[| Eyelr(cos©,senO)] ||
= E,FEg| [r(cos ©,sen0)]/|| E,Eg},[r(cos ©,sen0O)] ||
= E,[r Eg},[(cos ©,5en0)]]/|| E.[r Egpr[(cos ©,sen0)]] ||

= E.[r r*(r)(cosw, senw)]|/|| E.[r r*(r)(cosw,senw)] ||
para algin r*(r) > 0. As,

p/||p|| = (cosw,senw) E.[r r*(r)] / || (cosw,senw) E.[r r*(r)] ||

= (cosw, senw)
n.
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Apéndice B

Este Apéndice contiene los programas necesarios para implementar la metodologia pro-
puesta en este trabajo de investigacion. Ademas, estos programas permiten llevar a
cabo y reproducir todos los resultados y ejemplos obtenidos. Los programas Regression-
Functions.R, MissingData.R y CircularRegression.R corren en R en su version 2.9.1. Los
programas requieren de los R-paquetes MASS, CircStat y TeachingDemos.

Al final del este apéndice se incluye el programa Normal-proyectada.nb que incluye
el codigo en Mathematica 5.2 con el que se pueden reproducir las graficas exploratorias

(2.1), (2.2), (2.3) y (2.4) del Capitulo 2.

Contenido del Apéndice B

Programa Péagina
CircularRegression.R  .................. 132
RegressionFunctions. R ............... ... 136
MissingData. R~ ... o oo 144
Normal-proyectada.nb .................. 151
LCPR 155
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CircularRegression.R

# Este programa contiene las funciones correspondientes y el cdédigo
# para reproducir los andlisis presentados en el Capitulo™3 y
# publicados en el articulo A Bayesian Regression Model for Circular
# Data based on the projected Normal Distribution” de Nufiez-Antonio G.,
# Gutiérrez-Pefla E., y Escarela G.
#
# Autor(es): G. Nuiflez-Antonio y
E. Gutiérrez-Pefia < eduardo@sigma.iimas.unam.mx >
# Responsable: G. Nufiez-Antonio < gab.nuneza@gmail.com >
# Fecha: Julio, 2009.

Ejemplo 3.1: Datos: Muestra de tamafio 100 de una distribucién

normal proyectada

Examplel<-read.table(file="Examplel.dat")

E1<-CircReg(theta™1+x,theta”1+x+x2,data=Examplel, tm=1000,t.1lag=20)

B1<-E1$BI

B2<-E1$BII

if (0)1{
# Figura 3.1
nf<-layout(rbind(c(1,1,2,2),c(3,3,4,4),c(0,5,5,0)))
hist(B1[,1],freq=F,col="black", border="white", main="",
xlab=expression(beta[0]~1:(-3.0)))
hist(B1[,2],freq=F,col="black", border="white", main="",
xlab=expression(beta[1]71:(1.0)))
hist(B2[,1],freq=F,col="black", border="white", main="",
xlab=expression(betal[0] “2:(1.5)))
hist(B2[,2],freq=F,col="black", border="white", main="",
xlab=expression(betal[1]°2:(-2.0)))
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hist(B2[,3],freq=F,col="black", border="white", main="",
xlab=expression(betal[2]~2:(3.0)

# Ejemplo 3.2: Datos: Muestra de tamafio 100 de una distribucidn

# von Mises.

Example2<-read.table(file="Example2.dat")
E2<-CircReg(theta™1,theta”1+x,data=Example2,tm=1000,t.lag=20)
B1<-E2$BI
B2<-E2$BII
if (001

# Figura 3.2

X.1.aux<-model.matrix(theta”1,Example2)
p.1<-length(X.1.aux[1,])
X.1<-matrix(X.1.aux,ncol=p.1)

#
X.2.aux<-model .matrix (theta™1+x,Example2)
p.2<-length(X.2.aux[1,])
X.2<-matrix(X.2.aux,ncol=p.2)

#

nn<-10000

mu.star<-matrix(0,tm,2)
xy.star1<-rep(0,nn)
xy.star2<-rep(0,nn)
theta.star<-matrix(0,n,nn)
theta.star.q<-matrix(0,n,2)

medias.star<-rep(0,n)

#
n<-100 #sample size
#
for(j in 1:n)
{
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mu.star[,1]<-c(B1*%X.1[j,1)
mu.star[,2]<-c(B24*%X.2[j,]1)
xy.starl<-rnorm(nn,mean (mu.star[,1]),1)
xy.star2<-rnorm(nn,mean (mu.star[,2]),1)
theta.star[j,]<-atan2(xy.star2,xy.starl) 7/ (2*pi)
medias.star[jl<-circ.stats(theta.star[j,],1)
}
Mdat<-matrix(c(Example2$x,medias.star),n,2)
o<-order (Mdat[,1])
Mdat.o<-cbind (Mdat[o, 1] ,Mdat[o0,2])
#
par (mfrow=c(1,1))
plot (Example2$x, (Example2$theta)*180/pi,ylim=c(0,760),pch=19,xlab="x",
ylab=expression(theta),main="",cex=1)
points (Example2$x,360+ (Example2$theta)*180/pi,pch=19, cex=1)
points(Mdat.o[,1],Mdat.o[,2],pch="-",cex=1.1)
points(Mdat.o[,1],Mdat.o[,2]+360,pch="-",cex=

# Ejemplo 3.3: Datos de caracoles (Periwinkles)

periwinkles<-read.table(file="Periwinkles.dat")

per<-CircReg(theta~1+x,data=periwinkles, tm=1000,t.1lag=20,

burn=5000, flag.1k=TRUE)

B1<-per$BI

B2<-per$BII

if (0)1{
# Figura 3.3
par (mfrow=c(2,2))
hist(B1[,1],freq=F,col="black",border="white",ylab="",main="",
xlab=expression(beta[0]"1))
hist(B1[,2],freq=F,col="black",border="white",ylab="",main="",
xlab=expression(beta[1]°1))
hist(B2[,1],freq=F,col="black",border="white",ylab="",main="",
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xlab=expression(betal[0]~2))
hist(B2[,2],freq=F,col="black",border="white",ylab="",main="",
xlab=expression(betal[1]72))

}

# Nota: Las Figuras 3.4 y 3.5 se obtienen con el programa MissingData.R

# Ejemplo 3.4: Datos REDMET.

red2m.aux<-read.csv(file="red2m.csv",header=T)

red2m.dat<-red2m.aux[,-1]

red2<-CircReg(theta~1+rh+tmp+wsp+hora.s+hora.c,data=red2m.dat,

tm=1000, t.1lag=20)

B1<-red2$BI

B2<-red2$BIT

if (0){
# Tabla 3.1
library(TeachingDemos)
emp.hpd(B1[,1],conf=0.95)
emp.hpd (B1[,2],conf=0.95)
emp.hpd (B1[,3],conf=0.95)
emp.hpd (B1[,4],conf=0.95)
emp.hpd (B1[,5],conf=0.95)
emp.hpd (B1[,6],conf=0.95)
emp.hpd(B2[,1],conf=0.95)
emp.hpd (B2[,2],conf=0.95)
emp.hpd (B2[, 3], conf=0.95)
emp.hpd (B2[,4],conf=0.95)
emp.hpd (B2[, 5], conf=0.95)
emp.hpd(B2[,6],conf=0.95) }
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RegressionFunctions.R

Programa: RegressionFunctions.R
En este programa se definen las funciones necesarias para la

#
#
# implementacién de todos los programas.
#
#

Autor(es): G. Nuflez-Antonio y
E. Gutiérrez-Pefla < eduardo@sigma.iimas.unam.mx >
# Responsable: G. Nuflez-Antonio < gab.nuneza@gmail.com >
# Fecha: Julio, 2009.

CircReg<-function(modl,mod2=mod1,data,tm,t.lag=1,burn=2000,flag.1k=FALSE)
{

# Esta funcidén implementa un muestreo de Gibbs para obtener muestras

# de la distribucién final de los pardmetros de regresién en B.

#

# Argumentos:

# modl, mod2: Especificacién de las componentes I y II, respectively.
# data: Base de datos de tipo 'frame'.

# tm: Tamafio de muestra total.

# t.lag: La muestra es tomada cada t.lag—-ésima iteraciodn.

# burn: Niumero de iteraciones tomadas como periodo de calentamiento
# para el algoritmo de Gibbs.

# flag.lk: indicador 1légico; si se ajusta al valor TRUE, la medida

# predictiva lk es calculada.

# Salida:

# CircReg regresa una lista con las siguientes componentes:

# BI: Una matriz que contiene una muestra de los coeficientes de la
# componente I del modelo.

# BII: Una matriz que contiene una muestra de los coeficientes de la
# componente II del modelo.

# Lk: E1 valor de la medida predictiva 1lk.
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Detalles:

modl y mod2 son objetos de clase "formula". Ver, R (2010), por ejemplo.
Si mode2 no se especifica, este asume la misma estructura que modl.

Si t.lag o burn o flag.lk no es especificado, asume el valor por
omisién de 1, 2000 y FALSE, respectivamente.

Si flag.lk no es TRUE, el valor final retornado de 1k es 1k=0.

HOH OH W OH OB OB R B

Autor(es): G. Nuflez-Antonio y

E. Gutiérrez-Pefla < eduardo@sigma.iimas.unam.mx >

# Responsable: G. Nufiez-Antonio < gab.nuneza@gmail.com >

# Fecha: Julio, 2009.

# ___________________________________________________________________
library (MASS)

# Matrices de disefio

datose<-cbind(cos(data$theta),sin(data$theta))

n<-length(data$theta)

# Design Matrices

X.1.aux<-model.matrix(mod1,data)
.1<-length(X.1.aux[1,])
.1<-matrix(X.1.aux,ncol=p.1)

p

X

#

X.2.aux<-model .matrix(mod2,data)
p.2<-length(X.2.aux[1,])
X.2<-matrix(X.2.aux,ncol=p.2)

#
#
#

Especificacién inicial para la "matriz" B.

mi<-rep(0,p.1)
L1<-0.0001*diag(p.1)
m2<-rep(0,p.2)
L2<-0.0001*diag(p.2)
#
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# Especificacidén final para la "matriz" B.
#

XtX.1<-crossprod(X.1)
XtX.2<-crossprod(X.2)

Lstari1<-L1+XtX.1

Lstar2<-L2+XtX.2

Sigmal<-chol2inv(chol (Lstarl))
Sigma2<-chol2inv(chol (Lstar2))
Limi<-crossprod(L1,m1)

L2m2<-crossprod (L2,m2)

#
B#—————mmmmmm MUESTREQ DE GIBBS ~ —-—-—=—===—======—==——
#cat ("Empieza el muestreador de Gibbs ....", fill = TRUE)

### Valores iniciales

r<-rep(1,n)

### Numero de iteraciones

kk<-tm*t.lag

#print (paste(" Total iteratiomns =", kk, " ..."))
### Matrices para obtener la muestra final.
Bi<-matrix(0,tm,p.1)

B2<-matrix(0,tm,p.2)

for(k in 1:burn)

{

Y<-rxdatose

# Sampling of vectors betal and betaZ2.
XtY1<-crossprod(X.1,Y[,1])
XtY2<-crossprod(X.2,Y[,2])

mstari<-c( crossprod(Sigmal, ((L1m1)+XtY1) ) )
mstar2<-c( crossprod(Sigma2, ((L2m2)+XtY2) ) )
betal<-mvrnorm(1,mstarl,Sigmal)
beta2<-mvrnorm(1,mstar2,Sigma2)

# Sampling of vector r
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for(j in 1:n)
{
t.aux<-data$thetalj]
mu.bi<-c(crossprod(betal,X.1[j,]1))
mu.b2<-c(crossprod(beta2,X.2[j,]))
b<-Dbd(t.aux,mu.bl,mu.b2)
r[jl<-b+( pnorm(b)/( dnorm(b)+b*pnorm(b) ) )

for(k in 1:kk)

{

flag1<-(k/1000)-trunc (k/1000)

if (flag1==0){print (k)}

# Sampling of vectors betal and betaZ2.
XtY1<-crossprod(X.1,Y[,1])
XtY2<-crossprod(X.2,Y[,2])

mstari<-c( crossprod(Sigmal, ((L1m1)+XtY1) ) )
mstar2<-c( crossprod(Sigma2, ((L2m2)+XtY2) ) )
betal<-mvrnorm(1,mstarl,Sigmal)
beta2<-mvrnorm(1,mstar2,Sigma2)

# Sampling of vector r

for(j in 1:n)

{
t.aux<-data$thetalj]
mu.bl<-c(crossprod(betal,X.1[j,]))
mu.b2<-c(crossprod(beta2,X.2[j,]))
r[jl<-Metro(llrt,t.aux,mu.bl,mu.b2,1,5)
}
Y<-rx*datose
#-——————— Valores de cada iteracifn ———————————————=—--=—-————-—---
flag<-(k/t.lag)-trunc(k/t.lag)
if(flag==0)
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{
ii<-k/t.lag

B1[ii,]<-betal B2[ii,]<-beta2 }

Homm Termina el algoritmo de Gibbs —-————————————————=

# Cadlculo de la medida predictiva Lk. Lk<-0.0
flag.LK<-ifelse(flag.lk=="TRUE",1,0) if(flag.LK){ mu<-matrix(0,tm,2)
predictiva<-rep(0,n) for(i in 1:n){
mu[,1]<-c(crossprod(t(B1),X.1[i,]))
mu[,2]<-c(crossprod(t(B2),X.2[i,])) norm2.mu.i<-norm2.row(mu)
vtmu. i<-c(crossprod(t (mu),datose[i,]))
predic.k<-(1/(2*pi))*exp(-0.5%norm2.mu.1)

*( 1 + ((vtmu.i*pnorm(vtmu.i))/dnorm(vtmu.i)) )
predictival[i]<-mean(predic.k)
}
Lk<-prod(predictiva)

# Salida:
B<-1ist (BI=B1,BII=B2,Lk=Lk)
drop(B)

Dbd<-function(t,mul,mu2) { cos(t)*mul+sin(t)*mu2 }

#

# Logaritmo natural del kernel de la densidad f(ln r/[theta).

llrt<-function(y,t,mul,mu2) {
2*y-0.5%exp (y)* (exp(y)-2*Dbd (t ,mul,mu2) )
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## Valores iniciales para el algoritmo de Metropolis.
#
mediaO<-function(t,mul,mu2) {
log( ( Dbd(t,mul,mu2) + ( (Dbd(t,mul,mu2)°2) + 8 ) ~0.5)/2 )
}
#
varO<-function(m0) {
( 2+ exp(2*m0) )7(-1) }
#
# Norma Euclidiana al cuadrado de la matriz A, renglén por renglén.
norm2.row<-function(A){
n<-length(A[,1])
A2<-A"2
norm2<-rep(0,n)
norm2<-sapply((1:n),function(x){sum(A2[x,])})

drop (norm

## Algoritmo de Metropolis.
Metro<-function(f,t,mul,mu2, tamuestra,nodeite)
{
N<-tamuestra
ite<-nodeite
#
m0<-mediaO(t,mul,mu2)
v0<-var0 (m0)
yO<-rnorm(N,m0, sqrt (v0))
#
for (i in 1:ite)
{
y1<-rnorm(N,m0, sqrt (v0))
1fy1 <- f(y1,t,mul,mu2)
ldny1l <- log(dnorm(yl,m0,sqrt(v0)))
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w1<-(1fy1-1dny1)
1fy0 <- f(y0,t,mul,mu2)
1dny0 <- log(dnorm(y0,m0,sqrt(v0)))
wO<-(1fy0 - 1dnyO0)
lalpha<-(w1-w0)
u<-runif(N,0,1)
aux<-ifelse(log(u)<=lalpha,y1,y0)
yO0<-aux
}
rdt<-exp (y0)
drop(rdt)

rNPxy.1<-function(M,V){

# Esta funcién simula una observacién (r,theta)

# de una 2-dimensional distribucién normal proyectada,
# con vector de medias M y matriz de covarianza V.
#

library (MASS)

xy<-mvrnorm(1,M,V)

rr<-sqrt (sum(xy~2))

ttheta<-(atan2(xy[2],xy[1])) 77 (2*pi)
xy.rt<-c(rr,ttheta)

drop(xy.rt)

circ.stats<-function(data,flag) {

# Esta funcioén calcula la direccién media muestral (en grados)
# de una muestra de angulos.

#

# data: Muestra de angulos.

# flag: Si los datos estan en grados, ajustar flag=0.

# Si los datos estdn en radianes, ajustar flag=1.
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#

if (flag==0) data<-datax*(pi/180)
Cbarra<-mean (cos(data))
Sbarra<-mean(sin(data))
Rbarra<-sqrt(Cbarra“2 + Sbarra~2)
auxmean<-atan (Sbarra/Cbarra)
meanphi<-0%c(1:1ength(data))

if (Cbarra<0) meanphi<-auxmean+pi else {
if (auxmean<0) meanphi<-auxmean+(2*pi) else meanphi<-auxmean }
theta.barra<-meanphi*180/pi
drop(theta.barra)
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MissingData.R

Programa MissingData.R

Este programa simula una muestra de la distribucidén final de
respuestas faltantes en el contexto de regresién. Ver, Capitulo”3,

en particular ejemplo 3.3.

HOH OB OB OH OB R

Autor(es): G. Nuilez-Antonio y

E. Gutiérrez-Pefia < eduardo@sigma.iimas.unam.mx >
# Responsable: G. Nufiez-Antonio < gab.nuneza@gmail.com >
# Fecha: Julio, 2009.

#rm(list=1s())
#.1libPaths("/usr/local/R/contrib")
library (MASS)

library(CircStats)

source (file="RegressionFunctions.R")

### Datos
# Datos de caracoles (Periwinkles) sin los datos theta_13=197 (x_13=5),
# theta_23=75 (x_23=57) y theta_1=67 (x_1=107).

x<-c(#107,
46,33,67,122,69,43,30,12,25,37,69,#5,
83,68,38,21,1,71,60,71,71,#57,
53,38,70,7,48,7,21,27,

5,57,107)

thetaa<-c (#67,
66,74,61,58,60,100,89,171,166,98,60,#197,
98,86,123,165,133,101,105,71,84,#75,
98,83,71,74,91,38,200,56,
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-1000,-1000,-1000)
theta.barra<- 91.162

Id2<-diag(2)
Id3<-diag(3)
Id4<-diag(4)

index.miss<-which(thetaa==-1000)
thetaal[index.miss]<-theta.barra

n.miss<-length(index.miss)

theta<-(pi/180) *thetaa
n<-length(theta)

datose<-matrix(0,n,2)
datose<-cbind(cos(theta),sin(theta))

# Especificacién inicial para la "matriz" B.
mi<-¢c(0.0,0.0)
L1<-Id2%0.0001
m2<-c(0.0,0.0)
L2<-Id2x%0.0001

# Matriz e diseifio

X<-matrix(c(rep(1,n),x),n,2)
# X<-matrix(c(rep(1,n),x,x°2),n,3)

# Especificacién final para la "matriz" B.

XtX<-t (X) }*%X
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Lstari<-L1+XtX
Lstar2<-L2+XtX
Sigmal<-solve(Lstarl)
Sigma2<-solve(Lstar2)
Lim1<-L17*/m1
L2m2<-L27*}m2

### Valores iniciales

r<-rep(1,n)

Y<-rxdatose

### Nimero de iteraciones

kk<-20000

### Matrices para recabar la muestra final (nimero de iteraciones/t.lag)

t.lag<-1

tm<-kk/t.lag
Bi<-matrix(0,tm,2)
B2<-matrix(0,tm,2)
ttheta.miss<-rep(0,n.miss)

T.miss<-matrix(0,tm,n.miss)

for(k in 1:(kk/10))
{

# Muestreo de los vectores betal y beta2.
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XtY1<-t (XD %*%Y[, 1]

XtY2<-t (X)5*4Y[,2]

mstari<-c( Sigmal*7(Lim1 + XtY1) )
mstar2<-c( Sigma2*7 (L2m2 + XtY2) )
betal<-mvrnorm(1,mstarl,Sigmal)

beta2<-mvrnorm(1,mstar2,Sigma2)

# Muestreo de las respuestas faltantes, del vector r y del

# vector r.tilde.

for(j in 1:(n-n.miss) )
{
t.aux<-thetalj]
mu.bi<-c(betal}*4X[j,])
mu.b2<-c(beta2}*}X[j,1)
b<-Dbd(t.aux,mu.bl,mu.b2)
r[jl<-b+( pnorm(b)/( dnorm(b)+b*pnorm(b) ) )
}
for(jj in (n-n.miss+1):n )
{
mu.bi<-c(betaly*%X[jj,1)
mu.b2<-c(beta2y*}X[jj,])
rt.miss<-rNPxy.1(c(mu.bl,mu.b2),Id2)
rljjl<-rt.miss[1]
datose[jj,]1<-c(cos(rt.miss[2]),sin(rt.miss[2]))
}

Y<-r*datose

for(k in 1:kk)
{
flag1<-(k/1000)-trunc (k/1000)
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if (flag1==0){print (k)}
# Muestreo de los vectores betal y betaZ2.

XtY1<-t (XD %*%Y [, 1]

XtY2<-t (XD )*%Y [, 2]

mstari<-c( Sigmal*7(Lim1 + XtY1) )
mstar2<-c( Sigma2j*7 (L2m2 + XtY2) )
betal<-mvrnorm(1,mstarl,Sigmal)

beta2<-mvrnorm(1,mstar2,Sigma2)

# Muestreo de las respuestas faltantes, del vector r y del vector r.tilde.

for(j in 1:(n-n.miss) )
{
t.aux<-thetal[j]
mu.bl<-c(betal’*;X[j,])
mu.b2<-c(beta2y*4X[j,]1)
r[j]<-Metro(llrt,t.aux,mu.bl,mu.b2,1,10)
}
ii<-k
for(jj in (n-n.miss+1):n )
{
mu.bil<-c(betall*}X[jj,]1)
mu.b2<-c(betal2/*%X[jj,]1)
rt.miss<-rNPxy.1(c(mu.bl,mu.b2),Id2)
ttheta.miss[jjl<-rt.miss[2]
rljjl<-rt.miss[1]
datose[jj,]<-c(cos(rt.miss[2]),sin(rt.miss[2]))
T.miss[ii,jj-(n-n.miss)]<-ttheta.miss[jj]
rt.miss<-c(0.0,0.0)
}

Y<-r*datose
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#o—mmmm Valores de cada iteracifén ————————————————=—————----
flag<-(k/t.lag)-trunc(k/t.lag)

if (flag==0)
{
ii<-k/t.lag

B1[ii,]<-betal
B2[ii,]<-beta2

}
#o—mm Termina el algoritmo de Gibbs --—————————----
+
- ———— Salidas  ——————————---———-—————----
if(0)1

# Figura 3.4

nn<-10000

mu.star<-matrix(0,tm,2)
xy.star1<-rep(0,nn)
xy.star2<-rep(0,nn)
theta.star<-matrix(0,n,nn)
theta.star.q<-matrix(0,n,2)
medias.star<-rep(0,n)
for(j in 1:n)
{
mu.star[,1]<-c(B1%*%X[j,]1)
mu.star[,2]<-c(B24*%X[j,]1)
xy.starl<-rnorm(nn,mean (mu.star[,1]),1)
xy.star2<-rnorm(nn,mean(mu.star[,2]),1)
theta.star[j,]<-atan2(xy.star2,xy.starl) s (2*pi)
medias.star[j]<-circ.stats(theta.star[j,],1)
theta.star.qlj,]<-quantile(theta.star[j,],probs=c(0.05,0.975),
names=F)
}
plot(x,theta*180/pi,ylim=c(0,360),col="red",pch=19,

ylab=expression(theta),main="Predictive Distribution")
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points(x,medias.star,col="blue",pch=19)

for(j in 1:n)

{
lines(rep(x[jl,2),theta.star.ql[j,]1*180/pi,col="red",lty="dotted")
}

bringToTop ()

}

e

if(0)1{
# Figura 3.5
par (mfrow=c(3,2))
hist(T.miss[,1]%180/pi,col="black",border="white",
xlab=expression(theta[13]: 197),main="",freq=F ,ylab="")
rose.diag(T.miss[,1],main="",bins=15, prop=2)
hist(T.miss[,2]*180/pi,col="black",border="white",
xlab=expression(theta[23]: 75),main="" ,freq=F, ylab="")
rose.diag(T.miss[,2] ,main="",bins=20,prop=1.3)
hist(T.miss[,3]*180/pi,col="black",border="white",
xlab=expression(theta[l]: 67),main="" ,freq=F, ylab="")
rose.diag(T.miss[,3],main="",bins=20,prop=1.3)
bringToTo

}

o

# Ultima: Actualizacién, Julio 2009, -gna.
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Normal Bivariada Proyectada

A continuacién se presenta el Programa Normal-proyectada.nb, este codigo se muestra
respetando la tipografia de Mathematica 5.2 de tal manera que se puede correr directa-

mente, sin necesidad de editarlo.

Densidad de © bajo una Normal Bivariada Proyectada

El Caso General :

C1[sl_,s2_,rtho.] :=m§

C2[mu_,v_,sl_,s2_ rtho_]:= (EMT)2 + (%)2 — 2oy

2 . 2 .
C3t-,s1_,52_,tho ]:= (C:ltl) " (slgt]) _ osinl

C4 [t_, mu_, v_,sl_,s2_, I‘hO_] :=s22Cos[t]/,t+sl2Sin[t(]:lgg)s;s2(Cos[t]v+Sin[t] 1)

_ C2[p,v,81,52,p
Cl1[s1,52,ple 2(1-+%) (l—p2)
C6[t_, mu_,v_,s1_,s2_ rho_|:= CAiaT ]
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d2t_, s1_,s2_, tho ]:= C3[§’i1,;§2’p

. CAlt,u,v,81,52,p]
blt_,mu_,v_,s1_,s2_ rho_|:= Calisi o]

Dbd[t_, mu_, v_,sl_,s2_, rtho_]:=d2[t,s1,s2, p|*5b[t, u, v, 51,52, p]

22

DensNormal(z]:= 75

PhiD[t_, mu_,v_,s1_,s2_, rho_]:= f?;d[t’” »51522] DensNormal[z] dz

ftheta[t_, mu_, v_,s1_,s2_ tho_]:=C6[t, u, v, 51,52, p] (1 + (27)*5Dbd[t, u, v, 51, 82, p]

60.5Dbd[t,p,v,sl,s2,p]2PhiD[t’ p,v,s1,82, P])

2 2 - —
T—p y—v 2p(z—p)(y—v)
sl +(Ts S

Normal2[x_,y_, mu_, v_,sl_,s2_, tho_]:=C1[s1,s2, ple 2(1-+%)
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graf6 = Plot|[fthetalt,0,1,1,3,0.3], {t, —m, 7}, PlotLabel — "Normal Proyectada"];

graf3 = ContourPlot|Normal2[z, y,0,1,1, 3,0.3], {z, -5, 5}, {y, —10, 10},

ContourShading — False, PlotLabel — "Normal(0,1,1,3,0.3)", DisplayFunction — Identity]

Circl[x]:=(1 — x2)0.5
Circ2[x ]:=— (1 — x2)0.5

graf4 = Plot[Circl[z], {z, —1, 1}, DisplayFunction — Identity]

graf5 = Plot[Circ2[z], {z, —1, 1}, DisplayFunction — Identity]

gmix = Show|graf3, graf4, graf5, DisplayFunction — $DisplayFunction, Frame — True,

Axes — True, PlotRange — {{—7,7},{—8,10}}, AspectRatio — Automatic]

Show|[GraphicsArray[{gmix, graf6}], Frame — True]
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0 Nor mal 15, 5, 4, 3, 0. 3L

Normal Proyect ada

coocooo
P NWPMOOIO N

;
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LCP.R

# Programa: LCP.R
# Este programa es igual al MN11.R (basado en el MN1.R)

# Este programa implementa el muestreo de Gibbs para el modelo LCP.

# Los datos simulados fueron generados con el programa SimulateDataZ.R

# Notas:

# 1. El programa simula en bloque las beta’s y los coeficientes bi’s.
Ver, algoritmo 2 de Chib y Carlin (1999).

2. El1 programa es tal que cada componente
puede o no tener efectos aleatorios.

3. El programa considera Xi diferentes y Zi=Z para toda 1.

Asi, se puede implementar el ejercio 2 del capitulo 4,

H OH O OH OB OB R

referente a los datos de sanhoppers.

rm(list=1s())
set.seed(150)

time.ini<-Sys.time ()

library (MASS)
library(bayesSurv)

# Data:
sh<-read.csv(file="S:/Docto09/Datasets/DElia/Sandhoppers/sh.csv",row.names=1)
Theta<-sh[,c(2:6)]*pi/180

N<-length(Thetal[,1])

n<-length(Thetal[1,])

DataC<-cos(Theta)

DataS<-sin(Theta)
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# Matrices de disefio para cada componente.
pl<-7 # Dimension del vector de efectos fijos.
p2<-7

g2<-1 # Dimension del vector de efectos aleatorios.
XI<-array(0,c(N,n,p1))
XII<-array(0,c(N,n,p2))

for(i in 1:N){

XI[i, ,1]<-rep(1,n)

XI[i, ,2]<-rep(sh$sun[i],n)

XI[i, ,3]<-rep(sh$eyel[i],n)

XI[i, ,4]<-rep(sh$wl[il,n)

XI[i, ,5]<-rep(sh$w2[il,n)

XI[i, ,6]<-rep(sh$w3[i],n)

XI[i, ,7]<-c(1:5)

XIT[i, ,1]<-rep(1,n)

XII[i, ,2]<-rep(sh$sun(i],n)

XII[i, ,3]<-rep(sh$eyel[i],n)

XII[i, ,4]<-rep(sh$wi[i],n)

XII[i, ,5]<-rep(sh$w2[i],n)

XII[i, ,6]<-rep(sh$w3[i],n)

XII[i, ,7]<-c(1:5) }
Z<-matrix(c(rep(1,n)))

# Parametros de la especificacién inicial.
Al<-matrix(0,pl,pl)

A2<-matrix(0,p2,p2)

v2<-q2

B2<-0.001

# Algunos objetos para la especificacién de las distribuciones finales.
# En este caso, son iguales para cada componente.

XtX.I<-0.0

XtX.II<-0.0
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for(i in 1:N){

XtX. I<-t(XI[i,,])7*%XI[i,,]+ XtX.I # sum of { t(XI)=*XI }
XtX.II<-t(XII[i,,])7%*%XII[i,,]+ XtX.IT # sum of { t(XII)*XII }
}

ZtZ<-c(t (Z) }*%hZ)

# Algunas funciones para el algoritmo de Gibbs.
betal.f<-function(Y){

# Simulacioén del vector beta I
e<-matrix(0,N,n)

C<-XtX.I + Al

#e<-Y-t (Z}*)t (b))

e<-Y

invC<-chol2inv(chol(C))

sXte<-rowSums( sapply( (1:N), function(w){t(XI[w,,])i*%t(elw,])} ) )
betaF<-c(invC/*}sXte)
beta.aux<-mvrnorm(1,betaF,invC)

drop (beta.aux)

betaIIBlock.f<-function(Omega,Y){

# Simulacidén en bloque para el vector beta II

# Lo siguiente es posible ya que en este caso Vi=V ( Zi= Z para toda i ).
invOmega<-(1.0/0Omega)

Vi<-(ZJ*7invOmegas*/t (Z))+ diag(n)

invVi<-chol2inv(chol (Vi))

#

sXtVX<-diag(p2)*0.0

aux<-lapply( (1:N), function(w){t(XII[w,,])%*/invVi*}XII[w,,]} )

for(i in 1:N){sXtVX<-sXtVX+aux[[i]]}

Var.beta<-chol2inv(chol (A2 + sXtVX ))

sXtVY<-rowSums ( sapply( (1:N), function(w){t(XII[w,,])7%*/invVi*7t(Y[w,])} ) )
#
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betaF<-c( Var.beta/*/sXtVY )
beta.aux<-mvrnorm(1,betaF,Var.beta)

drop(beta.aux)

if(0){

b.f<-function(Omega,beta,Y){

# Sampling of b (i.e. {bi} vectors, i=1,...,N)

# Lo siguiente es posible ya que en este caso Zi = Z para toda i.

# Nota: Este cédigo es pensando matricialmente.

#

etilde<-matrix(0,N,n)

b.aux<-matrix(0,N,q2)

bF<-matrix(0,N,q2)

#

D<-(ZtZ) + Omega

invD<-solve (D)

#

etilde<- Y - t( sapply( (1:N), function(w){X[w,,]1%*/beta} ) )

#

bF<-t (invDZ%*7t (Z) %*7%t (etilde))

b.aux<- as.matrix( sapply( (1:N), function(w){mvrnorm(1,bF[w,],invD)} ) )
# Nota: Si la dimensién de b, cada {bi}, es mayor a 1, entonces de debe usar:
# b.aux<-t ( as.matrix( sapply( (1:N), function(w){mvrnorm(1,bF[w,],invD)} ) ) )
drop(b.aux)

}}

b.f<-function(Omega,beta,Y){

# Muestreo de b (i.e. {bi} vectores, i=1,...,N)

# Lo siguiente es posible ya que en este caso Zi = Z para toda 1i.

#

etilde<-matrix(0,N,n)

b.aux<-c(1:N)*0.0

bF<-c(1:N)*0.0
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D<-(ZtZ) + Omega

invD<-(1.0/D)

etilde<- Y - t( sapply( (1:N), function(w){XII[w,,]/*/)beta} ) )
bF<-as.vector (t (invD*t (Z) j*/t (etilde)))

b.aux<- mvrnorm(1,bF,diag(N)*invD)

drop(b.aux)

Omega.f<-function(b){

# Muestreo de Umega

#

bb. sum<-c (t (b) /;*}b)
vc<-1.0/(B2+bb. sum)
Omega.aux<-rWishart (1,v2+N,vc)

drop (Omega . aux)

# Valores iniciales para el muestreo de Gibbs.

# En este caso estos se toman iguales para cada una de las componentes.
b<-c(1:N)*0.0

Omega<-1.0

R<-matrix(1,N,n)

# Iterations: kk
kk<-5000
burn<-1000

# Matrices para recabar la muestra final de tamafio tm.
n.lag<-5

tm<-kk/n.lag

Beta.I<-matrix(0,tm,pl1)
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Beta.II<-matrix(0,tm,p2)
VCov<-c(1:tm)*0.0

# Periodo de Calentamiento.
Omega.II<-Omega

b.II<-b

#

for(k in 1:burn)

{

Y. I<-R*DataC

Y.II<-R*DataS

#Simulations for beta, bi's, Omega.
beta.I<-betal.f(Y.I)
beta.II<-betalIBlock.f(Omega.II,Y.II)
b.II<-b.f(Omega.II,beta.II,Y.II)
Omega.II<-Omega.f(b.II)
#Simulations for each (i,j) of R.
for(i in 1:N)

{
for(j in 1:n)
{
t.aux<-Thetal[i,j]
mu.ij.I<-c(beta.I}*4XI[i,j,])
mu.ij.II<-c(beta.II}*;XII[i,j,] + b.II[i])
bb<-Dbd(t.aux,mu.ij.I,mu.ij.IT)
R[i,jl<- bb + ( pnorm(bb)/ ( dnorm(bb)+(bb*pnorm(bb)) ) )
}
+
# ___________________________________________________________________
# El1 periodo de calentamiento es completado.
}
# ___________________________________________________________________

#Comienzan las iteraciones.
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for(k in 1:kk)

{

if ((k%%500)==0) {print(k)}

# 1if(k/%%100==0) metro.ite<-10 else metro.ite<-3
# Simulaciones para beta, bi's y Omega.
beta.I<-betal.f(Y.I)
beta.II<-betalIBlock.f(Omega.II,Y.II)
b.II<-b.f(Omega.II,beta.II,Y.II)
Omega.II<-Omega.f(b.II)

# Simulaciones para cada elemento (i,j) de la matriz R.
for(i in 1:N)

{
for(j in 1:n)
{
t.aux<-Thetali, j]
mu.ij.I<-c(beta.I*}XI[i,j,])
mu.ij.II<-c(beta.II}*}XII[i,j,] + b.II[i])
R[i,j]<- Metro(llrt,t.aux,mu.ij.I,mu.ij.II,1,2)
}
}

Y.I<-R*cos(Theta)
Y.II<-R*sin(Theta)

# Valores de cada iteracién.
#flag<-(k/n.lag)-trunc(k/n.lag)
if ((k%%n.lag)==0)

{

ii<-k/n.lag
Beta.I[ii,]<-beta.I
Beta.II[ii,]<-beta.II
VCov[ii]<-1/0Omega.II
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}

# Terminan las iteraciones

#0ut
#write("S:/Nightwish/Example2/Beta.I,file="Beta.I")
#write("S:/Nightwish/Example2/Beta.II,file="Beta.II")
#write("S:/Nightwish/Example2/VCov,file="VCov")
time.fin<-Sys.time ()

time.tot<-time.fin-time.ini

time.tot

#Windows Outs

if(0)1{

par (mfrow=c(4,2))
hist(Beta.I[,1],freq=F,xlab=expression(beta[0]"1),main=" ")
hist(Beta.I[,2],freq=F,xlab=expression(beta[1]"1),main=" ")
hist(Beta.I[,3],freq=F,xlab=expression(beta[2]"1),main=" ")
hist(Beta.I[,4],freq=F,xlab=expression(betal[3]"1),main=" ")
hist(Beta.I[,5],freq=F,xlab=expression(betal[4]"1),main=" ")
hist(Beta.I[,6],freq=F,xlab=expression(betal[5]"1),main=" ")
hist(Beta.I[,7],freq=F,xlab=expression(betal[6]"1),main=" ")
par (mfrow=c(4,2))
hist(Beta.II[,1],freq=F,xlab=expression(betal[0]"2),main=" ")
hist(Beta.II[,2],freq=F,xlab=expression(betal[1]"2),main=" ")
hist(Beta.II[,3],freq=F,xlab=expression(betal[2]"2),main=" ")
hist(Beta.II[,4],freq=F,xlab=expression(betal[3]"2),main=" ")
hist(Beta.II[,5],freq=F,xlab=expression(beta[4]"2),main=" ")
hist(Beta.II[,6],freq=F,xlab=expression(betal[5]"2),main=" ")
hist(Beta.II[,7],freq=F,xlab=expression(betal[6]"2),main=" ")
hist (VCov, freq=F,xlab=expression((sigma”2)),main=" ")
med.ergl<-cbind(cumsum(Beta.I[,1]),cumsum(Beta.I[,2]),
cumsum(Beta.I[,3]),cumsum(Beta.I[,4]),cumsum(Beta.I[,5]),
cumsum(Beta.I[,6]),cumsum(Beta.I[,7]),cumsum(Beta.I[,1]),
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cumsum(Beta.I[,2]),cumsum(Beta.I[,3]),cumsum(Beta.I[,4]),
cumsum(Beta.I[,5]),cumsum(Beta.I[,6]),cumsum(Beta.I[,7]),VCov )/(1:tm)
par (mfrow=c(4,2))
plot(med.ergi[,1],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(betal[0]~1))
plot(med.ergl[,2],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(betal[1]"1))
plot(med.ergl[,3],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(beta[2]"1))
plot(med.ergl[,4],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(beta[3]"1))
plot (med.ergl[,5],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(beta[4]~1))
plot(med.ergl[,6],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(betal[5] 1))
plot(med.ergl[,7],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(betal[6] 1))
par (mfrow=c(4,2))
plot (med.ergl[,8],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(betal[0]~2))
plot(med.ergl[,9],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(betal[1]"2))
plot(med.ergl[,10],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(betal[2]~2))
plot(med.ergl[,11],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(betal[3]72))
plot(med.ergl[,12],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(betal[4]~2))
plot (med.ergl[,13],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(betal[5]~2))
plot(med.ergl[,14],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(betal[6]~2))
plot(med.ergl[,15],type="1",xlab="iteraciones",ylab=expression(sigma~2))
par (mfrow=c(4,2))

acf(Beta.I[,1])

acf(Beta.I[,2])

acf(Beta.I[,3])

acf(Beta.I[,4])

acf(Beta.I[,5])

acf(Beta.I[,6])

acf(Beta.I[,7])
par (mfrow=c(4,2))

acf(Beta.II[,1])

acf(Beta.II[,2])

acf(Beta.II[,3])

acf(Beta.II[,4])

acf(Beta.II[,5])
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acf(Beta.II[,6])
acf(Beta.II[,7])
acf (VCov)

library(TeachingDemos)
emp.hpd(Beta.I[,1],conf=0.95)
emp.hpd(Beta.I[,2],conf=0.95)
emp.hpd (Beta.I[,3],conf=0.95)
emp.hpd(Beta.I[,4],conf=0.95)
emp.hpd(Beta.I[,5],conf=0.95)
emp.hpd(Beta.I[,6],conf=0.95)
emp.hpd(Beta.I[,7],conf=0.95)
emp.hpd(Beta.II[,1],conf=0.95)
emp.hpd(Beta.II[,2],conf=0.95)
emp.hpd(Beta.II[,3],conf=0.95)
emp.hpd (Beta.II[,4],conf=0.95)
emp.hpd(Beta.II[,5],conf=0.95)
emp.hpd(Beta.II[,6],conf=0.95)
emp.hpd(Beta.II[,7],conf=0.95)

}

# Ultima Actualizacién: Febrero 11, 2010. -gna
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Apéndice C

Datos de Tortugas (¢)

8
47
64
92

204
350

9 13
48 48
65 65
92 93

13
48
68
95

14
48
70
96

18
50
73
98

215 223 226 237 238

22
33
78
100
243

27
56
78
103
244

30
57
78
106
250

34
58
83
113
251

38
58
83
118
257

38
61
38
138
268

40
63
38
153
285

44
64
38
153
319

45
64
90
155
343

165



Datos: Ejemplo 3.1

0 X X2

1 257 0.00 0.0000
2 1.98 0.02 0.0004
3 278 0.04 0.0016
4 232 0.06 0.0036
5 2.86 0.08 0.0064
6 2.36 0.10 0.01
7 281 0.12 0.01
8 2.78 0.14 0.02
9 274 0.16 0.03
10 2.83 0.18 0.03
11 3.26 0.20 0.04
12 275 0.22 0.05
13 290 0.24 0.06
14 280 0.26 0.07
15 3.54 0.28 0.08
16 3.19 0.30 0.09
17 295 0.32 0.10
18 3.09 0.34 0.12
19 2.64 0.36 0.13
20 2.55 0.38 0.15
21 247 0.40 0.16
22 285 0.42 0.18
23 2.65 0.44 0.20
24 3.10 0.46 0.22
25 2.04 0.48 0.24
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0

X

x2

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

2.52
2.50
241
2.27
2.12
2.49
2.14
2.13
2.02
2.23
2.16
3.02
3.18
2.93
2.40
2.18
2.45
2.80
2.63
2.59
2.35
2.23
2.15
1.87
2.59

0.51
0.53
0.55
0.57
0.59
0.61
0.63
0.65
0.67
0.69
0.71
0.73
0.75
0.77
0.79
0.81
0.83
0.85
0.87
0.89
0.91
0.93
0.95
0.97
0.99

0.26
0.28
0.30
0.32
0.34
0.37
0.39
0.42
0.44
0.47
0.50
0.53
0.56
0.59
0.62
0.65
0.69
0.72
0.75
0.79
0.83
0.86
0.90
0.94
0.98




continuacion . . .

6

X

x2

51
52
53
54
%)
56
57
o8
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75

2.45
2.27
2.42
2.06
2.42
1.97
247
2.31
1.81
2.04
2.14
1.98
1.87
2.26
2.18
2.02
1.81
2.04
1.74
1.90
1.86
1.52
1.83
1.94
1.74

1.01
1.03
1.05
1.07
1.09
1.11
1.13
1.15
1.17
1.19
1.21
1.23
1.25
1.27
1.29
1.31
1.33
1.35
1.37
1.39
1.41
1.43
1.45
1.47
1.49

1.02
1.06
1.10
1.15
1.19
1.23
1.28
1.33
1.37
1.42
1.47
1.52
1.57
1.62
1.67
1.72
1.78
1.83
1.89
1.94
2.00
2.06
2.12
2.17
2.23
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0 X x2
76 1.67 152 230
77 1.88 1.54 2.36
78 2.17 1.56 2.42
79 1.70 158 248
80 1.72 1.60  2.55
81 1.99 1.62 261
82 198 1.64 2.68
83 1.84 1.66 2.74
84 1.81 1.68 2.81
85 1.58 1.70  2.88
8 1.93 1.72 2.95
87 1.76 1.74  3.02
88 1.60 1.76  3.09
89 1.58 1.78 3.16
90 1.88 1.80 3.23
91 1.83 1.82 3.31
92 1.68 1.84 3.38
93 1.57 1.86 3.45
94 159 1.88 3.53
95 1.61 1.90 3.61
96 1.54 1.92 3.6864
97 1.67 1.94 3.7636
98 1.82 1.96 3.8416
99 1.89 1.98 3.9204
100 1.62 2.00 4.0000




Datos: Ejemplo 3.2

0 X
1 464 -1.00
2 539 -0.98
3 4.52 -0.96
4 4.80 -0.94
5 5.36 -0.92
6 4.72 -0.90
7 513 -0.88
8 4.72 -0.86
9 493 -0.84
10 4.64 -0.82
11 4.81 -0.80
12 5.01 -0.78
13 4.76 -0.76
14 5.04 -0.74
15 5.34 -0.72
16 5.05 -0.70
17 5.22 -0.68
18 5.11 -0.66
19 4.78 -0.64
20 4.79 -0.62
21 5.08 -0.60
22 5.40 -0.58
23 5.58 -0.56
24 452 -0.54
25 5.12 -0.52
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0 X
26 4.82 -0.49
27 5.05 -047
28 5.65 -0.45
29 4.84 -0.43
30 5.09 -041
31 5.11 -0.39
32 5.76 -0.37
33 5.38 -0.35
34 4.79 -0.33
35 4.96 -0.31
36 5.10 -0.29
37 5.54 -0.27
38 4.93 -0.25
39 526 -0.23
40 5.66 -0.21
41 5.73 -0.19
42 6.28 -0.17
43 5.89 -0.15
44 556 -0.13
45 5.58 -0.11
46 6.20 -0.09
47 5.65 -0.07
48 6.00 -0.05
49 0.14 -0.03
50 6.26 -0.01




continuacion . . .

6

X

51
52
93
54
25
56
57
o8
29
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75

0.15
0.70
0.32
0.49
0.93
0.86
1.10
0.17
0.35
0.46
0.21
0.39
0.98
1.12
1.25
0.80
0.87
0.96
1.45
1.10
1.86
1.72
0.84
1.20
1.41

0.01
0.03
0.05
0.07
0.09
0.11
0.13
0.15
0.17
0.19
0.21
0.23
0.25
0.27
0.29
0.31
0.33
0.35
0.37
0.39
0.41
0.43
0.45
0.47
0.49
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6

X

76
7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100

1.38
1.68
1.29
0.91
1.06
0.77
1.26
1.54
1.41
1.23
1.82
1.72
1.52
1.11
0.90
1.71
1.79
1.34
1.63
1.92
1.74
2.06
1.24
1.11
1.47

0.52
0.54
0.56
0.58
0.60
0.62
0.64
0.66
0.68
0.70
0.72
0.74
0.76
0.78
0.80
0.82
0.84
0.86
0.88
0.90
0.92
0.94
0.96
0.98
1.00




Datos: Ejemplo 3.3

0 X x2 x3
1 1.17 107 11449 1225043
2 115 46 2116 97336
3 129 33 1089 35937
4 1.06 67 4489 300763
5 1.01 122 14884 1815848
6 105 69 4761 328509
7 175 43 1849 79507
8 155 30 900 27000
9 298 12 144 1728
10 290 25 625 15625
11 171 37 1369 50653
12 1.05 69 4761 328509
13 344 5 25 125
14 1.71 83 6889 571787
15 1.50 68 4624 314432
16 2.15 38 1444 54872
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X2

x3

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

2.88
2.32
1.76
1.83
1.24
1.47
1.31
1.71
1.45
1.24
1.29
1.59
0.66
3.49
0.98

21

71
60
71
71
57
23
38
70

48

21
27

441

5041
3600
5041
0041
3249
2809
1444
4900
49
2304
49
441
729

9261

1
357911
216000
357911
357911
185193
148877
54872
343000
343
110592
343
9261
19683




Descripcidon de datos: Ejemplo 3.4

fecha hora rh tmp 0  wsp horarad sen(hora) cos(hora)
1 2007-01-01 3 77900 10.450 5.411 2.370 0.785 0.707 0.707
2 2007-01-01 5 80.270 10.110 5.480 2.090 1.309 0.966 0.259
3 2007-01-02 2 85480 8.070 4.294 0.850 0.524 0.500 0.866
4 2007-01-02 13 53.270 17.760 1.187 1.850 3.403 -0.259 -0.966
5 2007-01-02 23 68.120 10.960 4.171 0.770 6.021 -0.259 0.966
250  2007-04-10 9 44.320 15.280 0.559 0.260 2.356 0.707 -0.707
251 2007-04-11 5 43.550 8480 3.927 0.990 1.309 0.966 0.259
252 2007-04-11 6 45.180 7.550 4.049 1.060 1.571 1.000 0.000
253 2007-04-11 13 19.330 23.040 0.192 1.370 3.403 -0.259 -0.966
ATT 2007-06-29 21 79.230 15.230 5498 2360 5498  -0.707 0.707
478 2007-06-30 1 81.650 13.660 4.032 0.680  0.262 0.259 0.966
479 2007-06-30 14 49.000 23.320 0.436 0.470 3.665 -0.500 -0.866
480 2007-06-30 15 57.020 20.620 5.201 2.110  3.927  -0.707  -0.707
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Datos: Ejemplo 4.1

01

0o

© 00 1 O O = W N =

W N NN DNDNIDNDNDNDILDLN = = = =2 = = = = =
O © 00 J O Ut i W N R O © 0 O U i W N+~ O

63.12
63.54
63.13
63.59
63.32
63.53
63.86
63.16
63.24
63.52
63.29
63.53
63.42
63.79
63.71
63.46
63.35
63.53
63.47
63.58
63.56
63.15
63.48
63.42
63.38
63.31
63.55
63.38
63.44
63.75

63.22
63.39
62.57
63.04
63.52
63.09
63.22
63.91
62.64
62.93
63.41
63.15
63.10
62.85
63.16
63.67
63.51
63.47
62.58
64.20
63.06
62.99
63.31
63.52
63.37
63.04
63.23
63.07
62.70
63.28

63.04
62.30
62.49
63.12
63.47
62.98
63.31
64.03
62.42
63.35
63.08
63.37
62.37
62.68
62.24
63.24
63.09
63.63
62.40
63.77
62.61
62.72
63.47
63.87
62.55
62.38
63.66
62.93
62.81
63.15

61.95
62.45
61.97
62.55
64.16
63.27
62.73
64.23
62.35
62.47
62.13
62.82
61.71
62.24
61.04
63.39
62.23
63.01
62.40
64.00
61.66
62.57
63.11
63.75
63.12
61.91
63.93
61.97
61.77
62.49

62.67
61.57
61.19
61.83
63.67
63.30
62.33
64.00
61.95
62.16
61.46
62.86
61.51
61.96
60.51
62.92
62.55
63.97
62.22
64.47
61.56
63.17
62.59
64.39
62.52
60.91
63.85
61.66
61.65
62.00
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continuacion . . .

01

02

03

2

05

31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
20
o1
92
23
o4
95
56
o7
o8
29
60

63.40
63.47
63.94
63.30
63.53
63.87
63.54
63.41
63.86
63.68
63.44
63.64
63.78
63.33
63.45
63.55
63.44
63.60
63.74
63.54
63.15
63.10
63.25
63.47
63.85
63.57
63.19
63.39
63.60
63.11

63.24
63.11
63.00
63.01
63.11
63.73
62.39
63.15
63.07
63.12
62.56
63.37
62.93
63.23
63.05
62.95
62.45
63.27
63.27
63.04
63.32
63.15
63.07
62.62
63.61
63.03
63.34
63.10
63.81
63.38

63.04
62.78
62.60
61.87
62.58
64.24
61.25
62.60
62.42
62.37
61.21
63.08
63.10
62.96
63.36
62.65
62.56
62.89
63.04
62.18
62.77
63.13
63.36
63.13
63.69
63.40
63.07
62.90
63.62
62.67

62.78
62.54
62.75
61.12
62.38
64.38
60.25
61.86
62.31
61.42
60.27
63.35
62.54
62.49
63.12
61.63
61.98
63.06
62.82
62.30
62.66
62.17
62.67
63.06
62.36
62.84
62.72
62.85
63.70
62.17

62.47
62.27
62.68
59.72
62.15
64.80
58.48
61.24
61.75
59.68
58.85
63.04
61.96
62.80
62.65
61.23
60.50
63.16
62.63
61.43
62.35
62.30
62.95
62.28
62.85
62.66
62.58
62.59
63.14
61.40
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Datos: Ejemplo 4.2

sun 6 0, 03 04 65 temps wd eye wl w2 w3 temp hum

1 125 215 218 217 231 240 17 225 000 O O O 19 90

2 126 173 141 240 164 157 18 225 035 0 0 O 19 91

3 128 135 137 123 106 82 18 225 007 O O O 19 96

4 130 60 151 177 197 176 18 225 -006 O O O 18 96

5 132 119 52 288 48 94 18 225 018 O O O 18 97

6 134 159 149 170 170 171 18 204 000 O O O 18 97

7 136 175 63 154 197 139 18 204 000 O O O 19 97

8 139 145 150 243 241 244 19 204 -014 0 O O 19 96

9 141 146 116 190 204 216 19 188 -000 0O 0 O 20 90
10 143 140 125 141 158 188 20 188 -007 0 0 O 20 90
11 144 110 95 59 212 274 20 188 -007 0 0 O 20 90
12 147 317 193 174 197 189 20 188 -005 0 0 O 20 90
13 240 297 281 263 238 217 23 154 0.10 O 1 0 22 78
14 241 142 177 202 208 120 22 154 -0.22 0 1 0 22 7
15 247 259 266 269 272 245 21 154 -0.02 0 1 0 22 78
16 249 260 308 276 318 302 21 154 0.07 0 1 0 21 78
17 250 260 247 239 225 234 21 154 0.00 O 1 0 21 78
18 251 318 285 295 256 273 21 154 -0.07 O 1 0 21 78
19 253 326 20 304 262 219 21 154 0.06 0 1 0 21 78
20 254 21 18 319 326 225 21 154 -0.06 O 1 0 20 79
21 257 124 243 239 216 227 20 154 0.00 0 1 0 20 30
22 258 193 188 195 197 173 20 154 0.06 O 1 0 20 80
23 259 212 216 219 225 230 20 154 0.00 O 1 0 20 80
24 124 171 129 103 101 100 23 210 014 O O O 21 75
25 127 185 202 169 155 189 23 210 015 O O O 21 73
26 127 108 78 82 104 115 22 210 029 O O O 21 7
27 128 155 202 157 140 165 22 210 -0.07 O O O 21 5
28 129 13 81 74 168 192 22 210 -000 O O O 21 75
29 131 130 164 210 185 184 21 210 000 O O O 21 76
30 132 104 143 162 171 209 22 210 -006 O O O 21 76
31 134 104 128 118 103 126 22 2100 -006 O O O 21 76
32 135 176 188 197 199 208 B 210 007 0 0 0 21 76
33 136 135 115 121 125 147 22 210 000 O O O 21 76




continuacion . . .

sun 6 0, 03 04 65 temps wd eye wl w2 w3 temp hum

34 138 199 145 170 183 184 22 2100 005 O O O 21 76
35 139 116 149 154 156 139 22 2100 000 O O O 21 76
36 249 184 196 225 210 205 23 237 024 0 0 O 23 69
37 250 244 203 205 268 270 23 237 000 O O O 23 69
38 253 184 200 198 212 217 22 237 -002 0 O O 22 71
39 253 224 189 216 206 218 22 237 000 O 0 O 22 73
40 255 191 229 223 212 211 22 237 -009 0 0 O 22 73
41 256 213 199 222 232 220 22 237 006 O O O 22 72
42257 201 176 205 225 191 22 237 -008 0 O O 22 72
43 258 242 244 240 262 231 22 237 000 O O O 21 72
44 260 212 224 238 138 195 21 237 -013 0 0 O 21 72
45 264 254 255 274 227 281 20 237 -008 0 O O 20 74
46 264 169 230 241 231 255 20 237 016 0 0 O 20 75
47 265 243 236 223 219 217 20 232 007 O O O 20 I6)
48 124 129 150 170 143 144 24 61 005 1 0 O 25 57
49 131 144 128 141 161 151 24 61 006 1 0 O 25 23
50 136 124 146 151 171 187 24 90 006 1 0 O 25 51
51 137 171 176 178 179 181 25 90 -006 1 0 O 25 92
52 144 164 150 152 139 141 23 240 -0.07 0 O O 22 23
53 145 130 134 135 119 134 22 240 -006 O O O 22 23
54 148 145 151 159 154 161 22 240 006 O 0 O 23 53
55 149 143 141 144 152 152 22 240 013 0 0 O 22 24
56 259 213 216 194 242 261 24 264 005 0 O 1 24 61
57 260 134 102 68 107 111 24 264 036 0 O 1 25 61
58 261 165 161 150 137 177 24 264 000 O O 1 25 61
59 263 121 184 215 225 242 23 264 000 0 O 1 24 62
60 264 202 199 193 215 216 23 264 -018 0 O 1 24 62
61 266 84 103 148 140 168 23 264 009 0 O 1 24 63
62 266 61 66 8 101 122 23 264 013 0 O 1 24 63
63 267 188 245 267 284 293 22 264 000 0 O 1 24 63
64 268 359 344 263 174 208 22 264 -008 0 O 1 24 63
65 269 173 187 210 244 247 2% 264 010 0 O 1 24 61
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