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INTRODUCCION. 

El campo  de  aplicacibn  de  las  matemhticas  es  cada  día m b  amplio y 
diverso.  Tanto  en las Ciencias  Naturales  como en las Ciencias 

. Sociales,  el  esfuerzo  hacia  el  rigor  sustituye  con  frecuencia 
resultados y razonamientos  que  no  eran  del  todo  correctos por los 
que  lo son,  ofreciendo  tambibn  otras  ventajas.  Adem&  de  conducir 
a un  entendimiento m&s profundo  de  los  problemas  de  aplicacibn, 
puede  derivar  en  un  desarrollo  de  los  instrumentos  matem6ticos 
i nvo 1 ucrados . 
Quz& la tarea mhs difícil  del  matemhtico  aplicado  radica 
precisamente  en  lograr  situarse  en  la  posibilidad  de  reunir 
elementos  tebricos  cualitativos  de  otras  disciplinas  del 
conocimiento, y traducirlos a un  lenguaje  formal y preciso,  en  un 
intento por reflejar  la  real  idad  de  un  problema  de la mejor 
manera. 
En  este  proceso,  aparece  casi  en la totalidad  de las formulaciones 
un  importante  número  de  hip6tesis y de  supuestos bbicos. Como 
consecuencia,  el  alcance  de  los  resultados es necesariamente 
restringido,  lo  que en muchos  casos  dificulta  significativamente 
su experimentacibn y puesta  en  prhctica. 
El camino  que  se  sigue para llegar a la formalizacibn  de 
proposiciones  en  Teoría  Econ6mica,  por  ejemplo,  se  ve a menudo 
interrumpido  cuando  el  especialista  descubre la necesidad  de 
emplear  con  soltura  conceptos  matem&ticos  particulares,  muchos  de 
los  cuales  merecen  cierta  profundidad  en su estudio. 
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En  direcci6n  contraria,  el  camino  que  sigue  el  matemdtico  para 
extender y generalizar  sus  aplicaciones se interrumpe 
frecuentemente  cuando  encuentra  cambios  en las condiciones  del 
problema  original,  mismos  que  deben  ser  examinados  cuidadosamente 
por  un  economista  para  que  se  aseguren  el  sentido y la 
consistencia  de  los  resultados. 

Es  en  este  contexto  en  donde  se  podrían  ubicar  los  desarrollos 
expuestos  en  el  presente  trabajo. Los problemas  centrales  de la 
teoría  que  se  discute  son:  La  formualci6n  analítica  del  papel  de 
los  precios  en  una  economía  competitiva  (Capítulo 21, los  teoremas 
fundamentales  para  el  alcance  de  un  equilibrio  competitivo y de un 
6ptimo  de  Pareto  (Capítulo 2, Capítulo 5, Capítulo 61, la 
aplicaci6n  de  propiedades  de  convexidad  al  anAlisis  de  actividades 
y a las  teorías  de  producci6n y consumo  (Capítulo 3 y Capítulo 41, 
la existencia  de  una  funci6n  de  utilidad  continua  (Capítulo 41, la 
estabilidad  en  el  modelo y, por  último,  el  papel  de la 
sustituabilidad  en  el  estudio  de  estabilidad  (Capítulo 7 ) .  
Como  preliminar  se  incluye  un  capítulo  que  comprende  conceptos 
como  adherencia,  compacidad,  numerabilidad,  densidad,  convexidad y . 

conexidad,  entre  otros. Tambih se  enuncian  algunos  teoremas  como 
son  los  de  Bolzano y Weierstrass.  La  lectura  de  este  capítulo 
podrd  omitirla  quien  tenga  frescos  estos  conceptos. 

En  el  capítulo 2 se  presenta la interpretaci6n  econ6mica  de  la 
propiedad  de  homogeneidad  de  grado  cero  de  una  funci6n.  Se  hace 
tambikn  una  descripci6n  de  precios y mercancías  -un  tanto  vaga e 
imprecisa-,  pero  necesaria  para la discusi6n  subsecuente. Por 
bltimo,  se  demuestran  distintas  versiones  del  teorema  de Minkowski 
(hiperplano  separador)  así  como  algunos  lemas y corolarios 
relacionados. 

El capítulo 3 trata la teoría  correspondiente a mercados 
competitivos.  Se  introduce  ademhs  el  concepto  de  analisis  de 
actividades y algunas  hip6tesis  sobre  los  conjuntos  de  producci6n. 
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Se definen  tambi6n  los  llamados puntos eficientes y se  prueban 
algunos  lemas y teoremas  relacionados. 

Las aplicaciones a la teoría  de  consumo  aparecen  en  el  capítulo 4. 

En  este  mismo  capítulo  se  definen  algunos  supuestos  sobre  los 
conjuntos  de  consumo, y se  establecen  ciertas  precisiones  sobre 
6rdenes y prebrdenes,  relaciones  de  indiferencia y equivalencia, 
contornos,  preferencias y, finalemente, se desarrolla  la 
importante  demostraci6n  debida a G. Debreu [ 11 acerca  de la 
existencia  de  una  funcí6n  de  utilidad  continua. 

El  teorema  de  Scarf  (que  ademhs  de  servir  para  generar  la  prueba 
del  teorema  de  Brouwer,  sirve  para  establecer  un  teorema m& 
general  debido a Kakutani)  se  encuentra  desarrollado  en  el 
Capítulo 5. El algoritmo  que  se  discute ahí no s610 brinda  los 
elementos  necesarios  para  llevar a cabo la prueba; tambih 
proporciona  un  metodo  para  calcular  un  punto  fijo  hasta  cualquier 
nivel  de  aproximaci6n  que  se  desee. El costo  en  cuanto a grado  de 
complejidad  de  los  argumentos  que  aparecen  es  probablemente 
elevado, si se  compara  con  las  pruebas  tradicionales  de  teoremas 
de  punto  fijo  basadas  en  razonamientos  topol6gicos. 
Sin  embargo, la proximidad  al  cdlculo  computacional  para 
ejercicios  de  aplicacibn, y la  integridad  en la que se prueban  los 
teoremas  de  Scarf,  Brouwer y Kakutani,  justifican la discusi6n  del 
Capitulo. 

El capítulo 6 se  dedica  al  desarrollo  de  resultados  referentes a 
los  llamados 6ptimos de Pareto, y a su relaci6n  con  el  equilibrio 
competitivo. Para el  efecto,  se  incluyen  definiciones  muy 
particulares y se  demuestran  algunos  lemas y corolarios 
intermedios. 

El problema  de-estabilidad  se  encuentra  tratado  en  el  Capítulo 7 ,  
en  donde  se  ilustra  el  andlisis  madiante la t6cnica  de  diagramas 
de  fase. El capítulo  termina  con la discusi6n  de las condiciones 
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de  sustituabilidad  bruta  necesarias  para las propiedades  de 
estabi 1 idad. 

La relaci6n  que  existe  entre  el  material  de  cada  uno  de  los 
capítulos  merece  algunos  comentarios. La teoría  del  equilibrio 
general  es  basta y se  encuentra  aun  en  una  etapa  de  desarrollo. 
El  contenido  de las proposici6nes  comprendidas  en  6ste  trabajo, 
dista  mucho  de  agotar  el  material  existente  sobre  el  tema.  Tambikn 
es  cierto  que  quedan  fuera  muchas  otras  ideas  que  influyen  directa 
o indirectamente  en  la  esencia o en la forma  de las 
axiomatizaciones. 
La  transicibn  de la discusi6n  informal  de las interpretaciones a 
la construcci6n  de  resultados  es  un  tanto  abrupta, y la parte 
te6rica  se  desarrolla  en  algunos  casos  de  manera  restringida, 
incluso  cuando  se  dispone  de  generalizaciones  casi  inmediatas. 

A pesar de  estas  salvedades,  cabe  sefialar  que  los  esfuerzos  que se 
han  hecho  por  liberar al material  aquí  expuesto  de  sus  tradiciones * 
de  c&lculo  han  sido  fecundos.  El  cambio  hacia la utilizacih de 
propiedades  topol6gicas y de  convexidad  ha  resultado en un 
incremento  notable  de  la  general  idad  de la teoría.  La  cantidad y 

la importancia  de  problemas  que  existen  sin  resolver, han abierto 
un  panorama  prometedor  para las investigaciones en matematicas 
aplicadas y el  trabajo  interdisciplinario. 

Finalmente,  quisiera  expresar  un  agradecimiento  muy  especial  para 
el Dr. Felipe  Peredo  Rodriguez,  por su invaluable  orientaci6n  para 
el  desarrollo  del  presente. 
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CAPITULO I .  CONCEPTOS TOPOLOGICOS. 

Sea X un subconjunto  de IRm; un  punto x0 es  adherente a X si hay 
una  sucesi6n  de  puntos  de X que  tiende a m. Puede  decirse 

. tambih, de  forma  menos  precisa,  que x0 es  adherente a X si hay 
puntos  de X que  esten  arbitrariamente  cerca  de xo. Cualquier  punto 
x de X es  adherente a X ;  basta  tomar  una  sucesi6n  cuyos  puntos  son 
todos  iguales a x. 
El conjunto  de  los  puntos  de lRm adherentes a X se denomina  la 
adherencia  (frecuentemente  tambikn la clausura)  de X ,  y se m 

representa por x. Obs6rvese  que: 

(1 )  x c x 

tambikn  resulta  cierto  que  que: 

X c Y implica  que E c Y. 

Puede  demostrarse  que: 

Si X es  un subconjunto de IRm, su adherencia (x) es cerrada. 
- 

Es decir, X = X . Como  todo  conjunto  cerrado  que  contiene a X 

contiene  evidentemente a X ,  la adherencia  de X puede 
caracterizarse  como  el  conjunto  cerrado m& pequeflo  que  contiene a 
X. 

- - 
- 
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Se  puede  probar  que: 
Si E es  una  colecci6n de subconjuntos  cerrados de IRm, su 
interseccibn n X 

X €E 

es  un  subconjunto  cerrado  de IRm. 

Tambikn  resulta  cierto  que: 

Si XI, X2, . . . , Xn son  subconjuntos  cerrados  de IRm, su uni6niViX~, 
es  un  subconjunto  cerrado  de Rm. 

n 

Ejemplo: Sea k un  número  real  positivo y considBrese  en IR2 el 
cuadrado  (con  perímetro  excluido) X = {x  E I R 2 1  IxiI< k para 

i=1,2) ; entonces X = {x  E IR2 I Ixi I k para i=l, 2) .  
- 

Utilizando  lo  anterior  se  obtiene  que 5 = IR; la adherencia  del 
conjunto  de  los  números  racionales  es  el  conjunto  de los números 
reales. 
Un  subconjunto X de IRm es  cerrado si contiene  sus  puntos 

adherentes.  Esto  puede  expresarse  como x c X. A s í ,  en  virtud  de 
( 1 ) .  X es  cerrado si y s610 si es  igual a su adherencia.  Tambien 
puede  decirse  que  un  subconjunto  es  cerrado si y s610 si todos  los 
puntos a distancia  cero  del  conjunto  pertenecen al conjunto. 

Ejemplo:  En  el  ejemplo  anterior,  'el  subconjunto X de R2, y Q el 

subconjunto  de R, no son cerrados; x es  cerrado. 
Sea S un  subconjunto  de IRm; para  un  subconjunto X de S se define 
la adherencia  de X en S como  el  conjunto  de  puntos  de S adherentes 
a X. De  modo similar, X se  dirh  cerrado  en S si posee  los  puntos 
de S adherentes a X. 
Sea k un  número  real  positivo, y t6mese S = {x  E IR2 I lxil  € k 
para i=1,2),  y 3  = { x  E S I  x i  t O ) .  un  croquis  mostrara  claramente 
que  el  conjunto X es  cerrado  en S, pero  no  cerrado en IR2. N6tese 
tambikn  que  todo  subconjunto T de Rm es  cerrado  en T. 
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Intuitivamente,  un  conjunto S es numerable si tiene a lo  sumo 
tantos  elementos  como IN (el  conjunto  de los naturales). De manera 
mas precisa,  un  conjunto  se  define  como  numerable si. puede  ponerse 
en  correspondencia  biunívoca  con  un  subconjunto  de IN. Cuando  el 
conjunto  numerable S es  no  vacío,  se  puede  siempre  escoger  el 
subconjunto  correspondiente  de IN de  manera  que  posea  el 1 y, 
ademas,  siempre  que  le  pertenezcan  dos  números  enteros  positivos, 
le  pertenezcan  los  enteros  positivos  comprendidos  entre  ambos.  La 
imagen  de x E S en la  correspondencia  se  denominara  entonces  el 
rango de x. A s í  un  conjunto  es  numerable si, y s610 si, todos  sus 
elementos  pueden  ser  ordenados  sin  que  haya  dos  elementos  con  el 
mismo  rango. 
Puede  demostrarse  que: 
Todo subconjunto S de IRm contiene un conjunto numerable X tal que 

S c z. 
Es decir,  un  subconjunto  arbitrario S (por  lo 
numerable)  de IRm contiene  un  conjunto  numerable X 

S, es  decir,  tal  que  para  cualquier  punto x de S 

arbitrariamente  cerca  de x. 

Ejemplo:  Sea S el  mismo IRm. De E = IR se  sigue  que 

tanto quzb no 
que  es denso en 
hay puntos  de X 

P =IRm. A s í  Om, 
el  producto  cartesiano  de m conjuntos  iguales a O, es  decir,  el 
conjunto  de  puntos de, IRm cuyas  coordenadas  son  todas  racionales, 
es denso  en IRm. 

Ademiis, Qm es  numerable. 

Definicibn: Sea X un subconjunto de IRm; un punto x E IRm es 
interior a X si no es adherente al complemento de X.  

Esto  significa,  intuitivamente,  que x esta  completamente  rodeado 
por puntos  de X.  Claramente  cualquier  punto x de IRm interior a X 

pertenece a X. El interior  de X es  el  conjunto  de  los  puntos 

interiores a X,.. a saber  C(Cx). 

Ejemplo: Sea k un  número  real  positivo, y considerese  en IR2 el 
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cuadrado  cerrado X = {x E IR2 I Ixi I 5 k para i = 1, 2) ; su interior 
es {x E  IR^^ 1x11 < k para 1 = 1 , ~ ) .  EI conjunto Q~ y la recta Y = 
{y. E  IR^ I p = O) tienen  interiores  vacíos  en  IR^. 

Como  en el caso  de  los  conjuntos  anteriores,  si X es  un 
subconjunto de S (que  a  su vez  es  subconjunto  de IRm), se  dice  que 
un  punto  x E S es  interior a X en S si  no  es  adherente a CSX,  el 
complemento  de X en S. 
Considkrese  como  ejemplo la  recta en IR2, S = { z  E IR2 I zi = O) y 
su subconjunto 2 = { z  E R21 zi = O, O S 22 S 1). El interior  de 2 

en S es {z E  IR^ I z1 = O,  O < 22 < 1); su interior en IR es vacío. 
Sea X un  subconjunto  de IRm; diremos  que  un  punto  de IRm es  un  punto 
fronterizo si  es  adherente  tanto a X como a su complemento  CX. La 

frontera  de X es el conjunto  de sus puntos  fronterizos, a saber 

n cX. 

2 

Ejemplo:  En  el  último  grupo  de  ejemplos,  la  frontera  del  cuadrado 
cerrado X es su perímetro, la  de Q2 es IR2. 

Sea X un  subconjunto  de IR"; el exterior  de X es el  complemento  de 

su adherencia, a saber, Cy.  Se  puede  demostrar  que  el  interior,  la 
frontera y el exterior  de X forman  una  partici6n de IRp, o, de 
forma  equivalente,  que el  interior y la frontera  de X forman una 
partici6n  de la  adherencia  de X. La  última  consideraci6n  nos  lleva 
a  que el  conjunto  de X es  cerrado si y s610 si contiene a su 
frontera. 
Sea x  un  elemento  de IRm; su  norma I x I es  el  número  real mix{ 1x1 1, 
1x21,. . . , IxnI}, es  decir,  el mkimo de  los  valores  absolutos  de 
sus  coordenadas. 
Sea k un número  real  no  negativo;  el  conjunto K = {x E IR" I 1x1 S 

k) es el cubo  cerrado  de IRm con  centro  en  cero y lado 2k. 
Un subconjunto_S de IRm se d i d  acotado si est& contenido en algún 
cubo  cerrado K. Un  conjunto no acotado  es,  pues,  un  conjunto  que 
tiene  puntos  arbitrariamente  lejos  del  origen. 
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Ejemplo:  El  conjunto J de  los  números  enteros  [un  subconjunto  de 
IR) no  es  acotado. 

Se dice  que  un  subconjunto S de IRm es  compacto si es  cerrado y 

acotado.  Puede  demostrarse  que si Si, Sz , .  . . , Sn son  subconjuntos 
cerrados (o compactos)  de IR:' IR??. . , IRmn, entonces S1 x S2 x . . .x 
Sn es  un  subconjunto  cerrado (o compacto)  de R 
Por  último,  se  dice  que  un  subconjunto S de IRm es  conexo si no  es 
la uni6n  de  subconjuntos  no  vacíos,  disjuntos y cerrados.  En  otros 
tkrminos,  un  conjunto S es conexo si no  puede  hacerse  una 
partici6n  de S en  dos  subconjuntos  cerrados  en S. 

ml+m2+...+mn 
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Sea p un  elemento  de IRm distinto  de O, y c un  número  real;  el 
conjunto H = { z  E IRm I pz = c )  es  un  hiperplano  con  normal p. Si 
z’ es  un  punto  de H (tambib se  dice  que H pasa por 2’  se  tiene 
que pz’ = c, y la expresibn  anterior  puede  escribirse  de  nuevo 
como H = { z  E IRm I p(z-2’ 1 = O).  A s í  el  hiperplano H es  el 
conjunto  de  puntos z de IRm tales  que 2-2’ es  ortogonal a p; se 
dice  que p y H son  ortogonales. Si multiplicamos p y c por un 
mismo  número  real  distinto  de  cero,  el  hiperplano H no  cambia.  Una 
interseccih de  hiperplanos  se  denomina  una variedad lineal. 
Dado  un hipeplano H con  normal p, se  dice  que  el  punto z de IRm 

est&  por  encima  de H si pz > c .  El  semiespacio  cerrado  encima  de H 
es { z  E IRm I pz 2 c ) .  Se  obtienen  definiciones  parecidas 

I sustituyendo  encima, >, 2 por  debajo, <, s .  Se  puede  ver  que  un 
semiespacio  cerrado  es  cerrado y convexo. Lo mismo  sucede  para  un 
hiperplano, ya que  es la intersecci6n  de  dos  semiespacios 
cerrados, y por  lo  tanto  para  una  variedad  lineal. 
Se dice  que  un  hiperplano H es  acotador  para  un  subconjunto S de 
IRm si S est&  contenido  en  uno  de  los  dos  semiespacios  cerrados 
determinados por H. 
Teorema: Para todo vector distinto de  cero n y todo punto Po, 
n(P-Po) = O, es  una ecuaci6n vectorial de un plano que pasa por Po 
y tiene como normal a n. 
Demostraci6n: 
Hay  que  probar  que 2 = {P 1 n(P-Po) = O) es  un  plano  que  pasa por 
Po y tiene n como  normal.  Necesitamos  demostrar  tan s610 que 
existen  vectores  linealmente  independientes a y b ambos 
ortogonales a n. Entonces, n es  una  normal al plano 

’P = {Po + u8 + vb I u,v E IR) 

y en consecuencia 2 = P. 
Considdrese n = (ni,  n2,  n31.  Como n f O, al menos uno de  sus 
componentes  es  pistinto  de  cero.  Supongamos  que ni f O. Entonces 

a = (-n2,  ni, O )  
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es un vector  distinto  de  cero  ortogonal a n. Como a y n son 
vectores  ortogonales  distintos  de  cero, son linealmente 
independientes.  Entonces b = n x a es un vector  distinto  de  cero 
ortogonal  a n y a a. Luego a y b son vectores  linealmente 
independientes  cada  uno  de  los  cuales  es  ortogonal a n, lo que 
completa  la  prueba. 

14 
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Sea f una  funci6n  de S a T, y considkrese un punto xo E S. La 
funci6n f es  continua  en  el  punto  x0 si 

xq -> xo, yo = f ( x o )  y yq = f (xq) implica  que  yq -> yo 

En  otros  tkrminos, f es  continua  en  xo si la imagen  de  cualquer 
sucesi6n  que  tiende a xo es  una  sucesi6n  que  tiende a la imagen  de 
x0 . 

Ejemplo: Sea f la funcibn  de  una  variable  real  con  valores  reales 
(es  decir,  una  funci6n  de IR a IR) definida  por  y=l/x si x f O, y = 
O si x = O. Como su gr&fico  sugiere  inmediatamente, la funci6n f 
es  continua  en  cualquier  punto  de IR, exceptuando  el  cero. 

La funci6n f es  continua  en S si es  continua  en  cada uno de  los 
puntos  de S. 

Sean Si,  S2, T subconjuntos  de IRmi, IRm2, IR" respectivamente, y sea 
f una  funci6n  de Si a S2, y g una  funci6n  de S2 a T. Definase  una . 
funci6n h de Si  a T por h ( x )  = g ( f ( x ) )  para  todo x en Si. Es 
inmediato  que: 
Si f es  continua  en  el  punto x de Si y si g es  continua en el 
punto f (x) de S2, entonces h es continua  en  x. 
Para cada k = 1, g, . . , p sea Tk un  subconjunto  de IR* y considerese 
el  producto T = fl Tk. Es inmediato  que la proyeccidn  sobre Tk es 

continua  en T. 
Con las notaciones  anteriores,  sea f k  una  funci6n  de S a Tk, y 
definase  una  funci6n f de S a T por f ( x )  = fk (x )  para  todo x en S,  

donde ( f k ( x ) )  indica  la  f-upla ( f i ( x ) ,   f i ( x ) ,  . . . , fk (x )  1. Es 
inmediato  que: 
Si todas las f k  son  continuas  en  el  punto x de S,  entonces f es 
continua  en  x. 
Se puede  demostrar  que: 
Una  funci6n  de- S a T es  continua  en S si y s610 si la imagen 
inversa  de  todo  conjunto  cerrado  en T es  cerrada en S. 

En  el  caso  particular  importante  en  que f es  una  funci6n  de  valor 

k = l  
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real en S, es  decir, si f es  una  funcibn  de S a IR, se  puede 
demostrar  que: 
Una  funci6n de S a IR es  continua  en S si s610 si la  imagen  inversa 
de' todo  intervalo  de IR de  la forma (-a,yl 6 [y ,a)  es  cerrada  en S. 
En el caso  de IR', el conjunto  de  los  números  reales  positivos, 
considkrese la funci6n de S = IR x IR a IR definida por y = f(u,v) = 
u/V . 
"La funcibn  f  es  continua  en S" equivale  a  decir  "la  imagen 
inversa  de (-a, y1 , es decir, el conjunto { (u,v) E S I u-yv S O} es 
cerrado en S, y lo  mismo  para [y ,oOl ' ;  la segunda  afirmaci6n se 
sugiere  inmediatamente  por un dibujo en IR2, y se demuestra  con 
relativa  facilidad. 
Sea f una  funci6n  de S. a T. Si f es  continua  en S, y si S es 
compacto,  entonces f(S) es  compacto. 
Aplicando  esto últ imo  al  caso  particular en que f tiene  valores 
reales,  se.  obtiene  inmediatamente el teorema  de  Weierstrass,  que 
se enuncia  como  sigue: 

. 
Sea f una funci6n  de S a IR. Si f es continua en S, y s i  S es 
compacto y no vacío,  entonces f(S) tiene un dximo y un mínimo. 

Sea f una  funci6n de S a T. Si f es  continua  en S y S es  conexo, 
entonces f(S) es  conexo. 
Aplicando  este  resultado al caso  particular en que f tiene  valores 
reales  se  obtiene  inmediatamente el teorema  de  Bolzano,  que se 
enuncia  como  sigue: 

Sea f una  funci6n  de S a R. S i  f es continua en S y si S es 
conexo, entonces f(S) es conexo. 

Asi, si xi y x2 son dos  punto  de S y y es un número  real  tal  que 
f(x1) S y S f(x21, entonces  existe un x E S tal  que  f(x1 = Y. En 
otros t6rrninos, f toma  todos  los  valores en f(x1) y f(x2).  Este 
resultado  se  aplica  a  menudo al caso  en  que S es un intervalo  de 
R. 

16 



Sea S un  subconjunto  de lRm, T un  subconjunto  compacto  de IR", (xq) 
una  sucesi6n  de  puntos  en S, (yq) una  sucesi6n  de  puntos  en T y Q 

una correspondencia  de S a T. 
El  concepto  de  continuidad  de  una  correspondencia  ser&  introducido 
en  tres  etapas. 
Sea xo un  punto  de S; se  define  en  primer  lugar: 
La  correspondencia cp es  semicontínua  superiormente en el  'punto xo 
si 

En  otros  tbrminos, si xq tiende a xo, y si yq tiende a yo al mismo 
tiempo  que  pertenece  al  conjunto  imagen  de xq para  todo q,  se 
requiere  que yo pertenezca al conjunto  imagen  de xo. Puede  decirse 
tarnbien: Si xq tiende a xo, y si la distancia  de yo al conjunto 
imagen  de xq tiende a cero,  se  requiere  que  pertenezca al conjunto 
imagen  de xo. Esta es  una  condici6n  de  continuidad natural aunque 
mas dkbil,  como  se  muestra a continuaci6n: 
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El grwico de Q es  la  regi6n  sombreada,  incluidas l a s  fronteras; 
~ ( x o )  es el  intervalo [al,azl. La correspondencia Q es 
semicontinua  superiormente  en xo. Se  define  en  segundo  lugar: 
La  correspondencia Q es  semicontinua  inferiormente  en  el  punto xo 
si 
xq -> xo,  yo E ~ ( x o )  implica  que  existe (xql tal que yq E (p(xq) yq 

-* yo. 
En  otros  t6rminos, si xq tiende a xo, y si yo pertenece  al 
conjunto  imagen  de xo, se  requiere  que  exista  una  sucesi6n 
infinita (yq) tal  que yq tienda a yo al mismo  tiempo  que 
pertenezca  al  conjunto  imagen  de xq para  todo  q. 
Puede  decirse  tambi6n  que si xq tiende a xo, y si yo pertenece  al 
conjunto  imagen  de xo, se  requiere  que  exista  una  sucesi6n 
infinita (yq) tal  que yq tienda a yo al  mismo  tiempo  que 
pertenezca  al  conjunto  imagen  de xq. N6tese  c6mo  los  papeles  de 
"yo E (p(xq)" e "yq E (p(xq), yq yo" esth permutados  en las dos 
definiciones  precedentes. 
Finalmente  se  define: 
La  correspondencia Q es  continua  en el punto xo si es continua 
superior e inferiormente  en xo. 

Cuando  para  todo x E S ,  Q ( X )  consiste  en un s610 elemento, las 
definiciones  de  semicontinuidad  superior e inferior  equivalen a la 
definicibn  de  continuidad  para  una  funcibn. 
Las  semicontinuidades y la  continuidad  en S se  definen  como 
semicontinuidades y continuidad  en  todos los puntos  de S. 

Puede  verse  que  una  correspondencia Q es  semicont  ínua 
superiormente  en S si y s610 si su grwico es  cerrado  en S x T. 
Sean Si, S2, T subconjuntos  de IRm1, IRrn2 y IR" respectivamente,  sea 
f una  funci6n  de Si a S2, y Q una  correspondencia  de S2 a T. 
Definamos  una  correspondencia I// de S2 a T por #(x)  = (p ( f (x ) )  para 
todo x en Si. Si f es  continua  en  el  punte x de S1, y si Q es 
semicontinua syeriormente (o semícontinua  inferiormente)  en  el 
punto f ( x )  de S2, entonces 1,5 es  semicontinua  superiormente (o 
semicontinua  inferiormente)  en x. 
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Sea Tk un  subconjunto  de Rnk para  cada k = 1, . . . . , p y sea (pk una 

correspondencia  de S a Tk. ConsidCrese  el  producto T = n Tk y 

def  ínase  una  correspondencia 'p de S a T por 'p(x) = n cpk(x) para 

todo x de S. Si todos  los Tk son  compactos, T tambibn  lo  es  en 
virtud  de  lo  anterior.  En  este  caso  puede  verse  que: 
Si cada 'pk es  semicontinua  superiormente (o semicontinua 
inferiormente)  en  el  punto x de S, entonces cp es  semicontínua 
superiormente (o semicontinua  inferiormente)  en x. 

P 

k = l  
P 

k = l  

Como  ejemplo,  considkrese a f como  una  funci6n  continua  en S x T 
con  valores  reales, e interpretemos f (x,y)  como la ganancia  de  un 
agente  econ6mico  cuando su ambiente  es x y su acci6n  es  y. 
Dado x, hay  inter&  por  conocer  los  elementos (p(x) que  maximizan a 
f (ahora  una  funci6n  solamente  de  y)  en (p(x) forman  un  conjunto 
p(x) .  Qub  puede  decirse  de  la  continuidad  de la correspondencia p 

de S a T? Tambi6n  hay  inter&  en g(x), el  valor mfutimo de f en 
(p(x) para  un x dado.  Que  puede  decirse  de la continuidad  de la 

. funci6n  con  valores  reales g en S? El resultado  siguiente da una 
respuesta e esas  preguntas. 

Si f es continua en S x T, y si cp es continua en x E S, entonces p 

es'semicontinua superiormente en x, y g es continua en x. 

Ejemplo:  Sean S y T el  intervalo  real [O,ll. Defínase cp por 
p(x)  = [ O ,  11 
para  todo x E S, y f por f(x,y) = xy.  Para x f O,  p ( x )  consiste  en 
el  único  elemento 1; para x = O ,  p(x) = [ O ,  11. Para  todo x, g(x) = 
X. 

N6tese  que  todo. lo anterior  supone  que T es  compacto;  es  esencial 
por varias razones.  En las aplicaciones,  cuando  el  conjunto T no 
es  compacto,  puede  ser  licito  sustituir T por algún conjunto 
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compacto sin modificar  el  problema, y, de  este  modo,  utilizar los 
resultados  anteriores 
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Sean  x1 y x2 dos  puntos  de IRm, y t', t2 dos  números  reales  tales 
que t'+ t2  = 1. El  punto t'x' + t2x2 se  denomina  el promedio 
ponderado de  x1 y x2 con ponderaciones ti y t2  (respectivamente). 

Sean x e y dos puntos  distintos  de IRR. La recta  xy es { z E IRm I t 
E IR, z = (1-t)x + ty). La semirrecta  cerrada  xy (el  origen  se 
escribe  primero)  es { z  E IRm I t E IR, O S t, z = (1-t)x + ty}. La 
semirrecta  abierta  xy es { z  E  IR^ I t E R, O < t, z = (1-t)x + ty). 

Sean x, y dos  puntos  de Rm (distintos o no). 
El segmento  cerrado  xy, designado  por [x,yl es {z E Rm I t E IR, O . 
S t 5 1, z = ( 1-t  )x + ty) . Cuando x = y se  dice  que  el  segmento 
[x, y1 es degenerado. 

Un  subconjunto  de IRm es convexo si contiene  el  segmento  cerrado 
[x,yl toda  vez  que  posea a los  puntos x,y; es  decir, si toda  vez 
que  contenga a x, y, contenga su promedio  ponderado  con 
ponderaciones  arbitrarias. 

Se  puede  demostrar  que: 

la intersecci6n  de una colecci6n  de  conjuntos  convexos  es  convexa. 

la suma y el producto  de n conjuntos  convexos  es un conjunto 
convexo. 

.. 
la  adherencia  de un conjunto  convexo  es un conjunto  convexo, y que 
un conjunto  convexo  es  conexo. 
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Un subconjunto de IR es conexo si y s610 si es un intervalo, 

Sean X e Y dos  subconjuntos  de IRm. La  suma  de  estos  dos  conjuntos 
la constituyen  los  elementos  de  la  forma x + y con x E X, y E Y. 
En  otros  terminos,  se  toman  todas  las  combinaciones  posibles  de  un 
elemento X y de  un  elemento Y y se  suman;  el  conjunto  obtenido así 
es X + Y. 

Ejemplo: Sea X = {x  E IR2 I O 5 x1 5 1 ,  x2 = O ) ,  Y = { y  E R2 I y1 = 
O ,  O S y2 S 1 ) .  Entonces X + Y = { z  E IR2 I O S zi S 1,  i = 1,2). 

Se define -X como  el  conjunto  de  elementos  de IRm de la forma -x . 

donde x E X. Se  escribe X - Y en  lugar  de X + (-Y). 

Si X I ,   X 2 , .  . . , X n  son  subconjuntos  de IRm, la suma Zjc X J .  Es 
decir, la suma de  sus  adherencias  esta  contenida  en la adherencia 
de la suma. 

- 

Puede  probarse  tambikn  que la suma  de  n  subconjuntos  compactos de 
 IR^ es compacta. 

Sea S un  subconjunto  de IRm, y para  cada k = 1 , .  . . , p sea TIC un 
subconjunto  de IRn y (pk una  correspondencia  de S a Tk. Considerese 
la suma T = 1 Tk y definase  una  correspondencia Q de S a T por 

.Q(x)  = 1 (pk(x) para  todo x de S. Si todos  los Tk son compactos, 
tambih lo es T. En  este  caso  puede  demostrarse  que si cada (pk es 
semicontinua superiormente (o semicontinua inferiormente) en el 
punto x de S, Q es tambien semicontinua superiormente (o 
semicontinua inferiormente) en x. 

Dado un subconjunto C de IRm y un  punto x de C, se  dice  que C es un 
cono  de  vertice x si contiene  la  semirrecta  cerrada (x,y) todas 
las veces  que  posea  el  punto y distinto  de x. 
Dados n conos C1, C2,. . . , Cn de  vertice  cero,  se  dice  que son 
positivamente  semiindependientes si XJ E CJ para  todo j, y xj = 
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0 implica  que XJ = O para  todo j; es  decir, si es  imposible 
encontrar  un  vector  en  cada  uno  de  los  conos  cuya  suma  sea  nula a 
menos  que  todos  ellos  sean  nulos. DOS conos C1 y C2 son 
positivamente  semiindependientes si y s610 si Ci n C2 = { O ) .  

Considbrese  un  subconjunto S de IR". Para describir  aquellos  puntos 
que se hallan  infinitamente  lejos  de  cero  se  introduce  el  concepto 
de  cono  asintbtico  como  sigue. 
Sea k un  número  real  no  negat i vo y desígnese  pro Sk el  conjunto {x 
E S I Ix I h k) de  vectores  de S cuya  norma  es  mayor o igual  que k. 
Sea r (Sk)  el  cono  cerrado m& pequeño  de  vkrtice O que  contiene a 
Sk (es  decir, la intersecci6n  de  todos  los  conos  cerrados  de 
vdrtice  cero  que  contienen a Sk) . El  cono  asint6tico  de S, 

designado por AS, se  define  como la interseccibn  de  todos  los 
r(Sk), es  decir, AS = n r ( S k ) ;  es  obviamente  un  cono  cerrado  de 
vbrtice  cero. 

Se puede  demostrar  que : 

Un conjunto  cerrado,  convexo  que posee a O, contiene  a su 'cono . 
asintbtico. 

Sea S un  subconjunto  de IRm. Su capsula  convexa, designada por S, 

se  define  como la intersecci6n  de  todos  los  conjuntos  convexos  que 
contienen a S. En  virtud  de  que  la  adherencia  de  un  conjunto 

convexo  es  convexa, S es  en  efecto  convexa, y puede, por lo  tanto, 
caracterizarse  como  el  conjunto  convexo mas pequeño  que  contiene a 
S. 

Se puede  demostrar  que: 
Dados n subconjuntos  de IRm, la capsula  convexa  de  su  suma es igual 
a la suma  de  sus  capsulas convexas. 

- 
La capsula  convexa  cerrada de S es,  por  definicibn la adherencia S 

de la capsula  convexa  de S. Como la adherencia  de  todo  subconjunto 

de IR" es  cerrada, S es,  por  cierto,  cerrado.  Puede  verse  que  un 
conjunto  cerrado y convexo  que  contiene a S, contiene 

- -. 
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- 
necesariamente  a S, que  puede,  por lo tanto,  caracterizarse 
tambikn  como el conjunto  convexo y cerrado m& pequeflo  que 
cont  iene a S. 
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CAPITULO 2. TEOREMAS FUNDAMENTALES 

Para  ilustrar  el  sentido  que  se  le  dar8 al concepto  de 
homogeneidad de grado k en  funciones o correspondencias  de 
variable  vectorial,  introduciremos  de  manera  directa  los  razgos 
principales  de  una  importante  aplicaci6n  en  el  terreno  de la 
teoría  econbmica, misma que  ocupara  gran  parte  de  nuestra  atenci6n 
en lo  subsecuente. 
Sup6ngase  que  se  estudia  una  economía  en la que  participa  un 
número  definido  de  agentes  que,  dadas  ciertas  reglas  de 
preferencia,  deben  elegir  entre  los  distintos  tipos  de  bienes 
disponibles  para  satisfacer  sus  necesidades. El sentido  'que  se . 
otorga a cada  uno  de  estos  terminos  es  algo  diferente al del uso 

corriente,  pero  se  precisara mas adelante;  entre  tanto,  seguiremos 
hablando  de  una  manera  algo  simplificada e imprecisa. Se considera 
a la economía  en  un  momento  dado  llamado momento presente. Una 
mercancía  se  caracteriza  por  sus  propiedades  físicas, la fecha  en 
que  estar8'disponible y el  lugar  donde  estar8  disponible. 
El  precio  de  una  mercancía  es  la  cantidad  que  debe  pagarse  (ahora) 
por la  disponibilidad  (futura)  de  una  unidad  de  esa  mercancía. 
No se ofrece  ninguna  teoría  del  dinero y se  supone  que la economía 
funciona  sin la ayuda  de un bien  que  sirva  como  medio  de  cambio. 
A s í ,  el  papel  de  los  precios  es  el  siguiente:  con  cada  mercancía 
se  asocia un número  real, su precio.  Cuando  un  agente  econ6mico  se 
compromete a aceptar la entrega  de  una  cierta  cantidad,  el 
producto  de  esta  cantidad  por  el  precio  de la mercancía  es un 
número  real  anotado  en  el  debito  de su cuenta.  Este  número ser8 
llamado la suma  pagada  por  el  agente.  Similarmente,  un  compromiso 
de  entrega  reusulta  en  un  número  real  anotado en el  activo  de su 

-. 
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cuenta, y llamado la suma  recibida por el  agente. 
El saldo  de su cuenta,  es  decir,  el  valor  neto  de  todos sus 
compromisos,  guía sus decisiones  de  una  forma  que  ser& 
especificada m& adelante. 
Para vincular  el  concepto  precedente  de  precio  con la noci6n 
habitual  de  una  suma  de  dinero  pagada cubdo y d6nde la mercancía 
est&  disponible,  se  debe  introducir  el  concepto  de  precio  en 
determinada  fecha,  en  determinado  lugar.  Se  obtiene  entonces, 
comparando  precios  en  el  mismo  lugar,  en  distintas  fechas,  los 
tipos  de  inter& y descuento;  comparando  precios en la misma 
fecha,  en  distintos  lugares,  los  típos  de  cambio. 

. El intervalo  de  tiempo  en  que  la  actividad  econbmica  tiene  lugar 
se  divide  en  un  nQmero  finito  de intervalos elementales  compactos 
de  igual  longitud.  Estos  intervalos  elementales  pueden  numerarse 
en  orden  cronolbgico.  El  origen  del  primero  se  llama  el  momento 
presente. Su longitud  común,  que  puede  ser  un d o ,  un  mes, un día, 
etc.,  se elige  lo  suficientemente  pequeña  para  que,  desde  el  punto . 
de  vista  del  anAlisis,  todos  los  momentos  de un intervalo 
elemental  sean  indistinguibles.  Un  intervalo  elemental  ser& 
llamado  una  fecha, y, por lo  tanto, la expresi6n  ''en la fecha t" 
ser&  equivalente a "en  algún  momento  del  t-bsimo  intervalo 
elemental".  Similarmente, la regibn  del  espacio  donde la actividad 
econbmica  tiene  lugar  se  divide  en  un  ntimero  finito  de  regiones 
,elementales  compactas.  Estas  regiones  elementales,  que  pueden 
numerarse  arbitrariamente,  se  escojen  suficientemente  pequefias 
para  que,  desde  el  punto  de vista del analisis, todos  los  puntos 
de una de  ellas  sean  indistinguibles.  Una  regibn  elemental  sera 
llamada  un lugar y por  lo  tanto  la  expresi6n  "en  el  lugar S" es 
equivalente a ''en  algún  punto  de  la s-bsima regi6n  elemental".  Una 
mercancía  se  def  ine,  pues,  por la especificacibn  de  todas  sus 
características  físicas,  de su fecha  de  disponibilidad y de su 

lugar  de  disppibilidad.  Tan  pronto  como  uno  de  estos  tres 
factores  cambia,  aparece  una  mercancía distinta. 
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Por lo  que  toca al tipo  de  bienes  en  el  mercado,  se bar- dos 
distinciones  fundamentales. Lo que  se  pone a disposici6n  de  un 
agente  econ6mico  se  llama insumo para 61; lo  que  es  hecho 
disponible por un agente  econ6mico  es un producto  para  61.  Para 
algunos  agentes los insumos  serdn  representados  por  números  no 
negativos y los productos  por  números  no  positivos. Para otros 
agentes  se  hara la convenci6n  contraria.  Una  convenci6n  uniforme 
puede  parecer  .deseable,  pero  una m& flexible  hard la 
interpretaci6n mas senci 1 la. 

Una  mercancía  es un bien o servicio  completamente  especificado 
física,  temporal y espacialmente.  Se  supone  que  hay  solamente  ,un 
n~mero 1 de  mercancías  distinguibles  entre s í ,  indicadas por un 
índice h que  va  de 1 a 1. Se supone  tambidn  que la cantidad  de 
cada  una  de  ellas  puede  ser  cualquier  número  real. De ahora  en 
adelante la gran  generalidad  del  concepto  de  mercancía, tal como 
ha  sido  ilustrado  anteriormente,  debe  tenerse  siempre en cuenta. 

Centrando.la atencibn  en  los  cambios  de  fecha  se  obtiene,  como un 
caso  particular  de  la  teoría  general  de  las  mercancías,  un  teoría 
del  ahorro,  capital e inter&. 
Similarmente,  centrando  la  atenci6n  en  cambios  de  lugar se 
obtiene,  como otro caso particular de  la misma teoría  general, una 
teoría  de la localizaci6n,  transporte,  comercio  internacional e 
intercambio. La interpretacih  de  los  resultados en esos  terminos, 
no  sera  tratada  en  el  presente  trabjo. 

El  espacio IR' se  denominara  espacio de mercancías. Para cada 
agente  econ6mic0,  un  plan  de  accibn  completo  (confeccionado  en 
este  momento  para  todo  el  futuro), o, m& brevemente,  una  accf611, 
es  una  especificacibn,  para  cada  mercancía,  de la cantidad  que 61 
har&  disponible o que  ser&  puesta a su disposici6n;  es  decir,  una 
numeraci6n  completa .. de  sus  insumos y de  sus  productos.  Cualquiera 
que  sea la convencibn  de  signos  que  se  adopte,  una  acci6n se 
representara,  por  lo  tanto,  por  un  punto  de IR'. 
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A cada  mercancía,  digamos la h-&Sima,  se  asocia  un  número  real, su 
precio, p,. Este  precio  puede  interpretarse  como la cantidad 
pagada  ahora  por (o a) un  agente  por  cada  unidad  de la h-&sima 
mercancía  que  ser&  puesta a su disposici6n (o hecha  disponible por 
el).  El  precio  que se  entender&  aquí  est&  estrechamente  ligado a 
lo  que  se  entiende  en  un  mercado  de futuros. Allí, un  contrato  de 
venta se refiere a un  bien  definido  con  precisibn, a ser  entregado 
en  una  fecha  especificada,  en  un  lugar  especificado.  El  precio a 
pagar  tambi6n se especifica  ahora,  pero se entiende  que  ser& 
pagado  en la fecha  de  entrega  en  el  lugar  de  entrega. Esta 
diferencia  con  el  concepto  de  precio  que  aquí se utiliza  es 
insustancial.  Debe  aclararse  que  existe  una  diferencia  de  otro 
tipo.  Mercados  de  futuros  organizados  corresponden  solamente a un 
número  reducido  de  bienes,  lugares y fechas  (no  demasiado  alejadas 
del  futuro),  mientras  que  aquí  se  supone  implícitamente  que 
existen  mercados  para  todas  las  mercancías. 
El  signo  del  precio p, de  una  mercancía  no  es  una  propiedad . 
intrínseca  de  la  misma;  depende  de la tecnología,  los  recursos, y 

puede  decirse  que  de la economía  en  general. 

El  sistema  de  precios  ser& la I-upla p = (pl,pz, .  . . , pl); puede 
claramente  representarse por un  punto  de IR'. El valor  de una 
acci6n a relativa al sistema  de  precios p es pha,, es  decir,  el 
producto  interior p .a .  Imagínese  que  un  cierto  bien  .circula  como 
dinero  en  el  lugar S ,  en  la  fecha t,  y sea k el  índice  de la 
mercancía a s í  definida.  Para  obtener  el  precio en S ,  en t ,  de la 
mercancía  h-&sima,  es  decir , el  número  de  unidades  de  ese  dinero 
que  deben  pagarse  en S ,  en t para  obtener la disponibilidad  de una 
unidad  de la mercancía  h-&sima,  se  dividiría ph por pk. Haciendo 
esto  para  todos los precios  en p se  obtendría  el  sistema  de 
precios  en S ,  en t .  En  vez  de  referir  todos  los  precios a una 
unidad  monetaria  en S ,  en t ,  se  podría  referirlos, por ejemplo, a 
algún  bien o servicio  en S ,  en t .  Uno se ve  llevado a s í  al 
concepto  general  de  sistema  de  precios en el lugar S ,  en la  fecha 
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t, derivado  de p por multiplicaci6n por un Cierto  número  real 
positivo Asst (determinado  por la unidad  de  valor  elegida  en S ,  en 
t ) .  
En'$'  el  lugar S y la fecha t corresponden al pago,  el  lugar y 

la fecha  implícitamente  determinados  por h corresponden a la 
entrega;  el  primer y segundo  par  no estb relacionados,  pudiendo 
en  particular la fecha  de  pago  ser m& temprana,  simunt-ea o 
posterior a la fecha  de  entrega. p aparece  ahora  como  el  sistema 
de  precios  en un lugar  no  especificado,  en un momento  no 
especificado  (que  es a menudo  conveniente  imaginar  como  el  momento 
presente 1. 
Sean t', t2 dos  fechas  tales  que t'<t2. El  número  definido 
por pSst2 = ps't'a:l,t2 se llama el factor de acumlaci6n  en S de 
t' a t2. 
Por lo  pronto  se  supondra  que p es  distinto  de  cero;  en 
consecuencia atl t2 es  un  número  positivo  definido  de  manera 
única. Su significado  es  simple:  entregando  una  unidad  de  valor en 
S ,  en t , se  reciben atl ,t2 unidades  de  valor  en S ,  en t . 2 

Cuando en particular, t' = t y t2 = t + 1 se  define  el tipo de 
inter& en S de t a t+l por i:,t+l - -1. Es la diferencia 
entre  el  valor  en S ,  en t+l ,  que  se  recibe y la  unidad  de  valor  en 
S ,  en t que  se  entrega. Los tipos  de  inter&  cotizados  usualmente, 
por  ejemplo O .  02 6 2%, son  tipos  anuales;  aquí  todos  los  tipos  de 
inter& (y de  descuento)  son tipos por intervalo de tiempo 
elemental. 

S 

1 S 

S - 

De a:1,t, it ,t+l 
- S  - +1 se  deriva  que 

as - 
tl,t2 - (i:l,tl+l +l). . . (i" +1) t2-1, t2 

un  producto  de t2- ti tkrminos.  Esto  sugiere la definici6n  del 
tipo de inter& en S de t' a t2, i:lDt2 como 

as - ) t2-ti - (1 + istl,t2 . tl,t2 

Simi larmente,  el  número  positivo p:l,t2 definido por 
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se llama el factor de descuento en S de t2 a t'. Para recibir  una 
unidad  de  valor  en S ,  en t2, se  dan PtzDtl  unidades  de  valor  en S ,  

en t'. Podrh  verse  que 

Se  define  tambien  el tipo de descuento en S de t2 a t , d:2,tl por I 

Sean sl, s2 dos  lugares.  El  número  positivo et definido  por s2, S' 

p;Dt = E 

s2,t S2,Sl se llama el tipo de  cambio en t, en S' sobre . 
t 

s2,sl 
S . Dando unidades  de  valor  en t ,  en S', se  recibe una 
unidad  de  valor  en t, en s2. Lo que  se  ha  dicho  acerca  de la 
generalidad  del  concepto  de  mercancía  podría  repetirse  ahora 
acerca  del  concepto  de  precio.  Debe  tenerse  siempre  presente  que 
cuando  el.  sistema  de  precios p es  conocido y los  números AsPt  
esth dados,  todos  los  precios  propiamente  dichos,  todos  los 
factores  de  acumulaci6n,  los  tipos  de  interbs, y los tipos de 
cambio esth determinados en cada  fecha y en  cada  lugar. 
Centrbmonos  ahora  en  una  primera  aproximaci6n al significado  que 
otorgaremos al termino homogeneidad de  grado k. Cuando las 
acciones  de  los  agentes  dependen  de las  tasas de  cambio  de  los 
bienes  entre s í ,  y no  de su tasa de  cambio  frente a la unidad  de 
cuenta,  tendremos,  expresado  de  otra  manera,  que 

z(p) = z(kp) para  todo p > O y k > O -. 

en  donde la z representa  la funci6n de  demanda excedente, que  est& 
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definida  en  terminos  de la diferencia  entre  producci6n y consumo'. 
Algunos  supuestos y resultados  importantes  en  torno a esta  demanda 
excedente aparecerh cuando  se  analice  con  detenimiento  el 
comportamiento  de  los  precios  ante  una  oferta y una  demanda  dadas. 
Por el  momento,  basta  decir  que  una  consecuencia  de la 
homogeneidad de  grado cero es que  se  puede  fijar  arbitrariamente 
el  nivel  de p sin  restringir  de  modo  alguno  el  andlisis. La forma 
m&s conveniente  para  nuestros  fines,  ser&  considerar s610 los 
precios  que  pertenezcan  al  simplex S n  de n dimensiones,  lo  que  se 
define  como 

Por otra  parte,  pasaremos a continuaci6n a establecer  algunos 
resultados  que,  ademhs  de  intervenir  de  manera  importante  en los 
capitulos 6 y 7, representan  por  cuenta  propia  material  de 
inter& . 

'Mas adelante  se retornara este concepto. 
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El teorema  conocido  como  teorema  de  separaci6n,  que  establece  la 
existencia  de un hiperplano  que  separa  dos  conjuntos  convexos 
ajenos,  es  probablemente  el  teorema mAs importante  en  la  teoría  de 
optimizaci6n.  Veremos  ahora  la  escencia  de  este  resultado a traves 
de  un  caso  simple,  pero  de  garan  trascendencia;  consideraremos  el 
espacio  completo IR", mismo que  ser6  considerado simultheamente 
como  espacio  topol6gico  (con la metrica  usual) y como espacio 
vectorial. 

Definici6n: Dados  dos  subconjuntos  no  vacíos X y Y en IR" y un 
hiperplan0 H = { x E IR"1 p - x  = a ) ,  decimos  que x y Y eSt&n 
separados  por H (o bien,  que H separa a X y a Y) si 

p.x S a para  todo x E X 

Y 

pax L a para  todo x E Y 
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Si tenemos  desigualdades  estrictas  en l a s  relaciones  anteriores, 
entonces  decimos  que X e Y estan  estrictamente  separados por H. 

Definici6n: Dado un conjunto  no  vacío X en IR", un hiperplano H se 
llama acotador de X, si X esta  contenido en alguno  de  los  dos 
semiespacios  determinados  por H. Si H es  un  hiperplano  acotador 
para X y tiene  algún  punto  en  común  con la frontera  de X,  entonces 
H se  conoce  como  el hiperplano que sustenta a X. 

Probaremos a continuaci6n  el  teorema  de Minkowski en su versi6n 
mfis senc i 1 1 a. 

Teorema 1 : Sea X_ un  con  junto  no  vacío,  cerrado y convexo  de IR". 
Sea xo e y. Entonces  se  cumple  lo  siguiente: 

(i) Existe  un  punto a E X_ tal  que d(xo, a)  5 d(xo, x) para  todo x E 
X, y d(xo,a) > O .  

(ii) Existen un p E R", p f O, lpl < m, y un a E IR tales  que 

p-x L a para  todo x E X_ 

Y 

En otras  palabras, X y xo estan  separados  por  el  hiperplano H = { x  

E  IR"^ p-x = a) 

Prueba: 
(i) Sea @(m) una  bola  cerrada  con  centro  en xo, que  comparte 
elementos  con X (es  decir, g(xo) n X). Escríbase A = @(m) n X. El 
conjunto A es no  vacío,  cerrado y acotado (por lo  tanto, 
compacto).  Como A es  compacto y la funci6n  distancia  es  continua, 
d(xo,x) alcanza su mínimo  en A como  consecuencia  del  teorema  de 
Weierstrass.  Esto es, existe  un a E A tal que d ( x 0 . a )  9 d ( x 0 . x )  

. 
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para  todo x E X_. Ya  que x0 4 X, d(xo,a) > O. 

( i f )  Sea p = a - xo y a = p .a .  Observese  primero  que pox0 = ( a  - 
xo).(xo - a) + ( a  - xo).a = - ( a  - xo)-(a - xo) + ( a  -xo).a = - 
lpI2 + u < a, donde O < lpl < 03. Sea x E X un punto  arbitrario. 
Como X es convexo y a E 21, x(t) E 21 donde x(t) = (1 - t ) a  + tx, O 
< t S 1. Entonces d(xo,a) I d(xo,x(t)) por (i). En  otros  tkrminos: 
la - xo12 S ~ x ( t )  - xo12 = 1(1 - t ) a  + tx - x o ~ "  = 1(1 - t ) ( a  - 
xo) + t(x - xo)12 = (1 - t l21a - XOI" + 2t(1 - t ) ( a  - xo)*(x - xo) 
+ t2(x - x o 1 2 .  De  donde  obtenemos  que O S t(t  - Z ) ( a  - mi2 + 2t(l 
- t ) ( a  - xo)*(x - xo) + t21x - x01". Dividiendo ambos lados por t 
( t  > O )  obtenemos O S ( t  - 2) la  - xoI2 + 2(1 - t ) ( a  - x o ) * ( x  - xo) 
+ t Ix - xoI2. Tomando  el  límite  cuando t -> O tenemos  que 

o bien 

O z ( a  - xo)*(a - x01 - ( a  - xo)*(x - x01 = ( a  - m ) - a  - ( a  - 
x01 ' X .  

Como p = ( a  - x01 tenemos  que p * x  L p-a  = u para  todo x E X. 
Q. E. D. 

,Cabe hacer  notar  lo  siguiente: (1) La  convexidad  de X_ s610 se usa 
en la parte (ii) de la demostraci6n. (2) Como O < lpl < 00, 'podemos 
encontrar p tal que IpI = 1. (3) El hiperplano H = (x E U?" I p*x = 
u) es  un  hiperplano  que  sustenta a X. Este  hiperplano  separa  el 
conjunto X de  el  punto  dado xo (que  es,  de  hecho, un conjunto 
convexo). Por lo tanto, la existencia  de  dicho  hiperplano  es 
crucial  en la prueba.  Dado  un  conjunto  no  vacío,  convexo y cerrado 
(digamos X) y un punto  (digamos a)  en la frontera  de X, podemos 
asegurar la exi-stencia  de al menos  un  hiperplano  que  sustenta a X 
y que  pasa por el  punto a. De  hecho,  dicho  hiperplano  juega  un 
importante  papel  en  otras  versiones  del  teorema  de  separaci6n  que 
probaremos  en  seguida. 
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si la (hiper-)  curva  que  define  la  frontera  de X es  suave  en  el 
punto a de la frontera,  entonces  el  (hiper-)  plano  tangente a ese 
punto  resulta  ser  el  que  sustenta a X. En este  caso,  s6lo  hay un 
hiperplano  que  sustenta a I! y que  pasa por el  punto a. Sin 
embargo, si  la (hi  per- ) curva  no  es  suave,  puede  haber m& de  un 
hiperplano  que  pase  por  un  punto dado. Estos  dos  casos se ilustran 
en la siguiente  figura. Es importante  notar  que  los  comentarios 
relativos al hiperplano  tangente a un punto,  vinculan  los  teoremas 
de  separaci6n  con  el  c8lculo. El poder  de  los  teoremas  de 
separaci6n  radica  en  que  la  (hiper-)  curva  frontera  no  tiene  que 
ser  suave  en a. 

. 
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El teorema  anterior  puede  ser  visto  tambi6n  de la siguiente  forma: 

Corolario: Sea X un  conjunto  no  vacío,  cerrado y convexo  en IR", 
que  no  contiene al origen.  Entonces  existe  un p E IR", p * O, lpl < 
m, y un a > O tales  que 

pax I a para  todo x E X_ 

en  donde la desigualdad  puede  ser  estricta. 

Prueba: En  el  teorema 1 ,  sea xo el  origen.  Entonces,  como 
resultado  del  teorema,  existen  un p f O y un a tales  que pox Z a 

para  todo x E X_, donde p y a estan  definidos  como p = a - x0 = a y 

a = p.a .  Entonces, a > O. 

Q. E. D. 

La desigualdad  en  el  corolario  puede  ser  estricta  eligiendo un 
punto  entre a y el  origen. 
Por otra  parte,  observemos  que  la  hip6tesis  de  cerradura  de & 
puede  ser  relajada  para  obtener  el  siguiente 

Teorema 2: Sea X un conjunto  no  vacío y convexo  de IR". Sea 
xo un punto en R" que  no  esta  en X. Entonces  existe un p E IR", p f 
O, IpI < m, tal que 

pox = p'm para  todo x E X. 

Prueba: 
(i) Supbngase  que xo E X, en  donde X es la cerradura  de X. 
Entonces, por el  teorema 1,  existe  un p E R", p * O, y un a E IR, 
tales  que p - x  Z a para  todo x E X_ y pax0 < a. Entonces p o x  > p - x 0  

para  todo x E X. Luego p - x  > pax0 para  todo x E X. 

(ii) Sup6ngase  que x0 e X_. Ya que xo Q X por hip6tesis, x0 es un 
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punto  de la frontera  de 21. Entonces,  para  toda  bola  cerrada  que 
contenga  a xo, existe  un  punto  que  no se encuentra en X. Es decir, 
existe  una  sucesi6n {xq) tal que xq X y xq -> xo. Como xq 4 X y 

21 es  no  vacío,  cerrado y convexo,  existe, por  el teorema 1, un pp 
E IR", p4 f O tal que p4-x > pq-xq para  todo x E X. Esto se ilustra 
en la siguiente  figura 
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Ahora,  sin erdida de  generalidad,  podemos  elegir pq tal que l p q l  
= 1. Entonces la sucesi6n {pq) yace  en la esfera  unitaria  de IR". 
Ya  que la esfera  unitaria  es  compacta,  existe  una  subsucesi6n 
convergente  en la esfera;  es  decir,  existe  una  subsucesi6n  tal  que 
pqs -> p con Ip I = 1 ,  donde {pqs) corresponde a {xqs) . Tbmese  el 
límite  de pq8.x > pqs-xqs cuando qs -> m. Como  el  producto 
interior  es  una  funci6n  continua,  tenemos  que pax z p * x o  para  todo 
x E X. De  aquí  que p - x  > p-xo para  todo x E 11. 

Q. E. D. 

Teorema 3 (Minkowski): Sean X y Y dos  conjuntos  convexos  no 
vacíos en IR" (no  necesariamente  cerrados)  tales  que X n Y = 0. 
Entonces  existen p E IR", p f O ,  lpl < m, y a E IR tales  que p a x  2 a 

para  todo x E X y pay 1 a para  todo y E Y. 

Prueba: Considerese S = X + ( - Y )  (el  conjunto  que  se  obtiene'  por 
la suma  de  vectores) . Como X y Y son  convexos, S es  convexo. Se 
puede  ver  que O 4 S,  ya que  de  lo  contrario,  existen x' E X y Y'E . 

Y tales  que x' + (-y' 1 = O, o bien x' = y' (lo  que  contradice  que 
X n Y = 0). Luego,  debido al teorema 2, existe p # O tal que p-z h 
p-O = O para  todo z E S. Escribimos z = x - y, x E X, y E Y. 
Entonces  tenemos  que pax 2_ pay para  todo x E X, y E Y. En  otros 
t 6rmi  nos, i nf pax 2 sup p. y. Podemos  luego  escojer un a de 
modo tal que la conclusi6n  del  teorema  se  cumpla. 

Y- 

Q. E. D. 

Hagamos  ahora las siguientes  observaciones: ( 1 )  El teorema 2 es  un 
caso  particular  incluido  en  en  teorema 3 ,  en  donde uno de  los  dos 
conjuntos  consiste  solamente  en  un  punto  (que  es  claramente 
convexo). (2) Hemos  utilizado  expresiones  como 

p.x  z a para  todo x E X (o bien, p-x  > a para  todo x E X)  
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P ' Y  5 a para  todo y E Y ( o  bien, p a y  < OL para  todo y E Y) 

Los sentidos  de las desigualdades  son  en  realidad  irrelevantes 
para  el  establecimiento  del  teorema;  podemos  cambiarlos  definiendo 
p = - p  y a' = -a. Entonces p-x  5 a' para  todo x E X (o bien, p * x  < 
a' para  todo x E X ) ,  y p - y  = a' para  todo y E Y (o bien, p'y > a' 

para todo y E Y ) .  ( 3 )  N6tese  tambidn  que al establecer  los 
teoremas  anteriores,  nada  se  especific6  acerca  de  los  signos  de a 

y de las componentes  de p .  

Terminaremos  la presentacih de  los  teoremas  de separacih 
demostrando  una  de  sus  aplicaciones  importantes:  probaremos  el 
teorema  de  Minkowski - Farkas  aplicando  el  teorema 1. Para hacer 
esto,  necesitaremos  primero  establecer  el  siguiente 

Lema: Sea K un  cono  en R" con  v6rtice  en  el  origen, y sea p un 
punto  dado  en IR". Si p - x  est&  acotado  por  abajo  para  todo x E K, 
entonces p - x  2 O para  todo x E K. 

Prueba: 
Por hiNtesis, existe  un a E IR tal  que p - x  2 a para  todo x E K. Ya 
que K es un cono  con  vdrtice  en  el  origen, x E K implica  que @x E 

K para  todo 8 L O. De ahí que p.(Bx) = a,  o bien, p-x L a/8 para 
todo x E K y 8 > O .  Tomando  el  límite  cuando 8 -> 00 resulta  que 
p ' x  = o. 

0. E. D. 

Ahora  podemos  demostrar  el  siguiente 

Teorema 4 (Minkowski - Farkas): Sean ai, a2,.  . . , am y b # O 

puntos  de IR". Sup6ngase  que b - x  L O para  todo x tal .que ai - x  h O, 

i = 1, 2, ..., m. Entonces,  existen  coeficientes hi, h2, ..., Am, 
todos h O, pero no  iguales a cero simultheamente, tales  que 



Prueba: Sea K un cono  polih6drico  convexo  generado por a i ,  a2,.  . . , 
am. Entonces K es  un  conjunto  cerrado.  Queremos  mostrar  que b E K. 
Suphgase que b 4 K. Entonces K es  un  conjunto  convexo,  cerrado y 

no  vacío,  que  ademas  es  ajeno a b . Luego, por el  teorema 1, 
existen  un p E IR", p * O ,  y un a E R tales  que 

pax h a para  todo x E K 

Y 

Se sigue  que p - x  est6  acotado  por  abajo  para  todo x E K. Aplicando 
el  lema  anterior,  tenemos  que p - x  h O para  todo x E K. N6tese  que 
tambih O E K significa  que p.0  h a,  o bien, a O .  De modo  que - 
p.b < O. Ya  que ai E K para  todo i, p-a i  h O para  todo i. Se puede 
ver  entonces  que  para  este p tenemos  que p - b  < O con a1.p 2 O ,  i = 
1, 2,. . . ,m. Esto  contradice  la  hip6tesis  del  teorema. Por lo 
tanto, b E K. En  consecuencia,  existen hi ,  h2,. . . ,Am, todos 2 O, 

tales  que b = qZ1 Aiai. Ya que b * O ,  las A'S no son cero 
simultheamente. 

Q. E. D. 

Observemos  ahora  lo  siguiente: (1 )  Si b = O, entonces  es  posible 
que hi = O para  toda i = 1, 2,. . . ,m. (2) El teorema se cumple 
tambikn  en  el  sentido  inverso. Si al, a2, .  . . , am y b f O son 
puntos  en IR", y si existen  coeficientes h i ,  A2,. . . , A m ,  todos = O 

(pero  no  iguales a cero  simultaneamente),  tales  que b = qs1 Aiai, 

entonces box 2- O para x tales  que a i - x  2 O, i = 1, 2,. . .,m. 
(Prueba: Sup6ngase  que h i ,  h2,. . . ,Am, todos O, son  coeficientes 
tales  que 
b = qZl hiat; entonces b - x  = Cr hiai).x = qz1 A l ( a i - x )  L O ) .  

i =1 
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De acuerdo a las observaciones  anteriores,  el  teorema  de  Minkowski 
- Farkas  se  puede  establecer  de  la  siguiente  manera: 

Teorema 5: Dados  los  puntos ai, i = 1, 2,. . . , m  y b f O en 
IR", solamente  una  de  las  dos  afirmaciones  siguientes se cumple: 
( i  1 Existen hi, i = 1, 2, . . . , m  todas 2 O (pero  no  iguales a cero 
simultheamente) tales  que 

( i i )  Existe  un x E IR" tal que 

b * x  < O y ai x t O, 3 = 1, 2,. .m. 

(El teorema  se  puede  enunciar  como "si ( i i )  no  se  cumple,  entonces 
( i )  no  se  cumple"). 

Definiendo  un  matriz m x n A = [::I y un  vector x = [:'I adem&  de 
ah X;P 

vector  fila h = (Ai, A2,. . . , A m ) ,  podemos  establecer las 
afirmaciones ( i )  e ( i i )  de  la  siguiente  manera: 

( i )  La ecuaci6n b = AA tiene  una  soluci6n  no  negativa h 2 O, h f 

Una  interpretaci6n  geometrica  del  teorema  cuatro se ilustra  en la 
siguiente  figura,  en  donde  se  puede  ver  que 

( i )  La  desigualdad a1.x 2 O para  toda i = 1, 2,. . . ,m, significa 
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que x esta  en el  cono POQ (regi6n  sombreada). 
( i i )  La  desigualdad b - x  significa  que x est& en el  semiespacio 
determinado  por  el  hiperplano H = { x  E IR" I b - x  = O ) ,  que  contiene 
al punto b. 
(iii) La  conclusi6n  del  teorema  es " b  E K", donde K = { y  I y = AA,  
A = O ) .  

( i v )  Si b E K (caso a de la figura),  entonces  tenemos  que b - x  L O 

para  todo x tal  que ai - x  h O ,  i = 1, 2,. . . , m (es  decir,  el  cono 
AOB est&  contenido  en  el  semiespacio  determinado por H que 
contiene a b) . 
( v )  Si b Q K (caso b de  la  figura),  entonces  no  podemos  tener 
que b * x  2 O ,  i = 1, 2,. . . ,m. En otros tkrminos,  existe un punto 
(digamos X' ) en el  cono AOB, pero  no en el  semiespacio  que 
contiene a b. 
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Como  una  última  observacibn,  señalaremos  que el teorema  de 
Minkowski - Farkas  juega  un  papel  muy  importante en la teorías  de 
programacibn  lineal  (teorema  de  dual  idadl,  teoría  de  juegos  (juego 
de  dos  personas,  suma  cero 1, y de  programacibn  no 1 ineal (teorema 
de  Kuhn - Tucker). 
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CAPITULO 3. APLICACIONES A LA  TEORIA DE MERCADOS  COMPETITITVOS. 

En  este  capítulo  estudi&emos la teoría  correspondiente a mercados 
competitivos.  Consideraremos  una  economía  consistente  en  dos  tipos 
de  "agentes  econ6micos",  uno  llamado productores y el  otro 
consumidores. Existen m consumidores y k productores  en la 
economía.  Estos  agentes  econ6micos esth relacionados  con  los 
bienes. Un  paquete  de  bienes  estara  representado por un  elemento 
de IR". En la teoría  de  mercados  competitivos  se  supone  que  cada 
agente  econ6mico  es  tan  pequeño  en  relaci6n  con  el  tamafio  de la 
economía  en su conjunto,  que  no  puede  afectar  los  niveles  de 
precios  prevalecientes  en  la  misma (o bien,  el  impacto  de sus 
acciones ya sean  como  consumidor o como  productor,  no  se  refleja 
sensiblemente  en  los  precios  de  mercado).  Esta  suposici6n  implica 
necesariamente  que  existe  un  gran  número  tanto  de  productores  como 
de  consumidores.  TambiCn  se  supone la existencia  de  ciertas  reglas 
de  comportamiento  que  deben  seguir los agentes. Se  supone  que  cada 
consumidor  maximiza su satisfaccí6n  dentro  de  el  conjunto  de 
planes  de  consumo  que  quedan a su alcance,  de  acuerdo  con su 
presupuesto. Por su parte,  los  productores  maximizan su beneficio 
eligiendo  entre  sus  planes  de  producci6n  posibles. El anhlisis 
típico  de  actividades  se  desarrolla  en la mayoría  de  los  casos 
mediante la caracterizaci6n  de  un  productor  cuyo  conjunto  de 
posibilidades  de  producci6n  es  un  cono  polihCdrico  convexo.  En la 
descripcibn  de la teoría  correspondiente a la elecci6n  que  hace  el 
consumidor,  asumiremos  que s610 los  planes  de  consumo  deseados por 
&te  intervienen  en su toma  de  decisiones, y adema que  los 
precios  de  los  bienes  no  afectan  sus  preferencias.  En  realidad,  es 
posible y quiz&  frecuente  que  se  desee  consumir un bien s610 por 
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que  es  caro.  Esto,  que  llamaremos  "comportamiento  esnobista",  se 
descarta  de  la  discusi6n'. A diferencia  de la teoría  del 
productor,  en la del  consumidor  no  contamos  con un criterio 
cuantificable  que  mida  el  comportamiento  (como  es  el  beneficio 
para  el  productor).  Sin  embargo,  se discutirh importantes 
resultados  relativos a la  elecci6n  del  consumidor y a la teoría  de 
mercados  competitivos  sin  referirnos a medidas  de la satisfacci6n 
individual. 
Adicionalmente al estudio  del  comportamiento  de  cada  tipo  de 
agente  econ6mic0,  la  teoría  de  mercados  competitivos  introduce 
elementos  que  tienen  que  ver  con  la  interacci6n  de  los  agentes  en 
una  economía  tendiente a alcanzar  el equilibrio competitivo. Esto 
es,  esencialmente,  un  estado  en  el  que  cada  consumidor maximiza su 
satisfacci6n  de  acuerdo a sus  restricciones  presupuestales 
definidas  por  el  vector  de  precios  prevalecientes; por su parte, 
el  productor maximiza su beneficio  conforme a el  mismo  vector  de 
precios  dado, y la demanda  total  iguala a la oferta  total  de 
bienes. 
La  existencia  de  un  equilibrio  competitivo  depende  de la 
existencia  de  un  vector  de  precios tal que  permita  el  estado  de la 
economía  arriba  descrito.  Este  vector  de  precios  reflejara la 
consistencia  entre  las  acciones  de  un  gran  número  de  consumidores 
y de  productores, así como  la  compatibilidad  derivada  de la 
interacci6n  mutua. 
En  el  desarrollo  de la teoría  de  mercados  competitivos, se hace 
generalmente  una  suposici6n  que  juega  un  papel  crucial  para la 
extensi6n  de  resultados:  la  ausencia  de  factores  externos.  En 
otros  tkrminos,  se  supone  que  la  interdependencia  entre  agentes 
econ6micos  puede  soslayarse.  Hablaremos  de  independencia  entre 
consumidores o productores,  cuando  cada  uno  de  ellos  se  ocupe s610 
de  sus  planes  de  consumo o de  producci6n,  haciendo  caso  omiso  de 
los  de  otros  agentes. 
Para precisar la notaci6n  apuntaremos  lo  siguiente. El proceso  de .. 

'Por el momento, su consideracion  complica  innecesariamente el 

desarrollo teorico. 
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producci6n yj para  el  j-bsimo  productor  es  un  vector  n-dimensional 
cuyos  elementos  negativos  denotan  los  insumos,  mientras  que  los 
positivos  se  reservan para los  productos.  El  conjunto  de 
posibilidades  de  consumo  para  el  i-6simo  consumidor  se  denota por 
X i ,  y se  llamara  conjunto  de  consumo.  Dado  un  vector  de  precios p 
y un  ingreso Mi, el conjunto presupuesta] es {xi Ixi E XI, p-xi S 

Hi). Cada  individuo  recibe  un  ingreso  por la venta  de  sus 
recursos.  Sus  recursos  estan  constituidos  por  sus  bienes  físicos y 
por  los  servicios  que  pueda  prestar  (como  trabajo).  Por  el  momento 
no  se  considera  particularmente  la  ciruclaci6n  de  dinero. Si 
existe,  aceptar  dinero  significa  exclusivamente  aceptar un "pago". 
Podemos  considerar  simplemente  que  el  dinero  es  inherente a un 
sistema  institucional  econ6mico  particular. 
Las relaciones  entre  el  presupuesto  de  un  consumidor y su plan  de 
consumo  merecen  algunos  comentarios.  Primero, la palabra riqueza 
se usar&  para  referirse  al  valor  total  de l a s  pertenencias 
materiales  del  consumidor  (factibles  de  ser  vendidas  en  el 
mercado), mas el  valor  total  de  los  servicios  que  bste  pueda 
prestar.  Como  se  apunt6  anteriormente,  el  valor  que  representa un 
bien  est&  fechado y, en  consecuencia, la riqueza  de un consumidor. 
Otra  implicacidn  de  fechar  los  bienes  es  que  se  supone  que  cada 
consumidor  conoce  todas  las  posibilidades  de  consumo  que 
encontrara  en  el  futuro y los  precios  que prevalecerh;  en otros 
tkrminos,  el  consumidor  puede  predecir  situaciones. Esta 
suposici6n  puede  justificarse  claramente  para  el  caso  de  estados 
estacionarios  de  la  economía;  sin  embargo,  resulta  de  escasos 
sustentos  en  otras  condiciones  cualesquiera.  Las  extensiones  de la 
teoría  para  economías  de  incertidumbre  se  han  comenzado a estudiar 
recientemente. 
Por  el  momento,  regresemos  al  vector  de  consumo, y llamt5mosle xi.  

Si el  i-bsimo  consumidor  tiene xi recursos y los  pone a la venta, 
su ingreso  ser& p ' x i  en  donde p es  el  vector  de  precios 
prevaleciente  en  el  mercado. Su restriccibn  presupuestal  es,  en 
consecuencia 

-. 
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Advertimos  ahora la posibilidad  de  que  el  consumidor i reserve  una 
parte  de  sus  recursos  para  destinarla a satisfacer sus necesidades 
elementales.  Esto  puede  pensarse  como  una  venta  total  de  sus 
posesiones  seguida  de  una  compra  de  parte  de  lo  que  vendi6,  que 
considera  indispensable  (el  efecto  es  el  mismo  que  el  de  vender 
s610 parte  de  sus  bienes).Para  clarificar  esto a traves  de  un 
ejemplo,  sup6ngase  que  el  consumidor i tiene s610 del  bien A. 

Suponga  adem&  que su dotaci6n  inicial  de  este  bien  es Xa y que  de 
ahí  vende  una  parte,  digamos X ’ d .  Su consumo  de A ser&  entonces 
(Xa - X ’ a ) .  Pensemos  ahora  que  quiere  consumir  del  bien B, del 
cual  nunca  tuvo  dotaci4n  inicial. Si pa y pb son los  precios 
respectivos, su restriccibn  presupuestal  se  escribe  como 

o bien  como 

Y mientras  los  montos  totales  de  recursos  esten  establecidos,  no 
habra  diferencia  alguna  derivada  de  c6mo  se  escriba la restricci6n 
presupuestal.  De  hecho,  puede  escribirse  nuevamente  como 

Así, podemos  considerar su plan  de  consumo  como (-X’a, Xb) . Sus 

preferencias estarh definidas  entonces  dentro  de  los  valores 
posibles  de ( - X ’ a ,  Xb) , en  lugar  de (Xa-X’d,  Xb) . Observese  que 
estos  supuestos  nos  han  llevado a un vector  con  componentes 
negativas. 
En  general,  podemos  escribir p-xi  5 p - x i  como p-zt 5 O, en  donde 
zi = xi - xi, siendo xi el  vector  que  corresponde al plan  de 
consumo y XI el  vector  que  corresponde a las  dotaciones  iniciales 

. 
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de  bienes, Los elementos  negativos  de zi representaran  entonces 
cantidades  entregadas,  mientras  que  los  positivos representarb 
cantidades  recibidas. 
Pueden  surgir  algunas  complicaciones  al  considerar  ahora a los 
productores.  Primero,  hay  que  tener  en  cuenta  que  los  productores 
pueden  reservarse  para s í  mismos  cierta  cant  idad  de  recursos.  La 
pregunta  sería:  Quk  sucede  con  los  ingresos  que  esos  recursos 
representan?  Una  manera  sencilla  (aunque  no  única)  de  evitar  esta 
cuesti6n  se  encuentra  al  suponer  que  todos  los  recursos  pertenecen 
inicialmente a los  consumidores,  que  en  un  momento  dado,  deciden 
vender  parte a los productores.  En  consecuencia,  los  consumidores 
reciben  un  ingreso.  En  segundo  lugar,  cabe  preguntar  qui6n 
detentar6  los  beneficios  que  obtengan  los  productores.  Esto  se 
resuelve  suponiendo  que  los  consumidores  son  los  duefios  de las 
empresas. Sea YJ E lR" el  plan  de  producci6n (en  donde  se  combinan 
insumos y productos)  elegido por el  j-Csimo  productor  para un 
vector  de  precios p dado. Los elementos  negativos  de yj denotan 
insumos y los  elementos  positivos  denotan  productos.  El  beneficio 
para  el  productor  es  entonces p ' y ~ .  Sea 8J1 la fracci6n  de la 
empresa j que  pertenece  al  consumidor i .  Advertimos  que 

m 
1 8 J i  =1 para  todo j y B J ~  z O para  todo j y para  todo i 

i = l  

Entonces,  el  monto  de  los  dividendos  que  obtiene  el  consumidor i 
del  productor j es B j i ( p - y i ) .  Conservando xi  para  denotar las 
dotaciones  iniciales  del  consumidor i ,  su riqueza  total  (previa a 

cualquier  consumo)  puede  escribirse  ahora  como 

N6tese  que  esta  formulaci6n  no  presupone la posibilidad  de  que un 
individuo  juegue  el  papel  de  productor y de  consumidor 
simult6meamente. 
Al conjunto  de  posibles  combinaciones  de  insumo-producto  para  el 
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1 2 7 9 8 8  
j-6simo  productor  se  le  llamara conjunto de produccf611, y se 
denotara por Y j .  En  adelante  sera  claro  que YJ E YJ, y asumiremos 
que YJ es  un  subconjunto  de IR". Ante la ausencia  de  factores 
externos,  tendremos  que  el  conjunto  de producci6n  agregada de  la 
economía,  denotado  por Y, se  puede  definir  como 

Finalmente,  hay  que  hacer  notar  que la definicibn  de  equilibrio 
competitivo  (que  hasta  el  momento no se  ha  precisado  formalmente) 
es  independiente  de  quieSn  detente  los  recursos, ya  que se puede 
describir  el  comportamiento  de  los  consumidores  sin  especificar a 
cuhto asciende su ingreso  total;  simplemente  se  indica un xi E Xi 
que  el  consumidor  elige  entre  todos  los xi iguales o menores  en 
valor. 
Hechos  estos  comentarios,  podemos  entrar  de  lleno a la teoría  de 
mercados  competitivos.  Debido a la simplicidad  con  que se harh 
los  planteamientos,  se podA observar  con  cierta  claridad la 
cantidad  de  problemas  que  surgen  del  proceso  de  abstracci6n. 
Estudios  de  este  tipo  son  de  fundamental  importancia para el 
entendimiento  de  versiones mas elaboradas (o mas "realistas")  que, 
hasta  el  momento,  no  se  encuentran  completamente  desarrolladas en 
la  1.iteratur-a  existente. 

. 
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El  concepto  central  en  el  anhlisis neoclbico de la producci6n  es 
el  de funci6n  de producci6n. Una  funcibn  de  producci6n  es  aquella 
que  describe la relacibn  tecnol6gica  entre  insumos y productos. Si 
denotamos  el  vector  de  productos  por x = ( X I ,  X Z , . . . ,  x k )  y el 
vector  de  insumos  por v = (vi, v2,. . . ,vr), entonces  la  funci6n  de 
producci6n  tiene la forma F(x, v )  = O. Esta  relaci6n  define 
usualmente  una  superficie  única  en  el  plano x para un valor  dado 
de v. Consideremos  el  caso  en  donde  no  existe  produccibn  conjunta, 
de  modo  que x = xi. En  este  caso, la funci6n  de  producci6n se 
escribiría  como x = f(v). Es común  suponer  que la funci6n  es 
inyectiva y diferenciable. 
El adlisis de actividades ha  revolucionado  el  anblis  tradicional 
de  producci6n al descartar  el  concepto  de  funci6n  de  producci6n. 
En su lugar,  postula la existencia  de un conjunto  de  procesos  de 
producci6n  disponibles  en  una  economía  dada. 
A cada  elemento  del  conjunto  de  producci6n se le  conoce  como 
proceso o actividad. Se  supone  que  hay n bienes  en la economía y . 
que  cada uno de  ellos  es  cualitativamente homogheo. 
La  convenci6n  de  fechar  los  bienes,  extiende  el  enfoque  del . 

anblisis  de  actividades  hacia  procesos dinhicos y teoría  del 
capital,  en  donde  se  involucra  al  tiempo  de  manera  fundamental. 
La  forma  de  operar  en  el  and1 isis de  actividades  se  basa en la 
teoría  de  conjuntos y algunas  otras  ramas  de las matembticas. El 
anhlisis  de  actividades  es  axiomhtico,  mhs  i-iguroso y con 
fundamentos m& formales  que  el  tradicional  anblisis  neocl&sico. 
Los teoremas  de  separaci6n  juegan  un  papel  esencial. 
Veamos  ahora  algunos  elementos  que  intervendrhn  de  manera 
importante  en la discusi6n  subsecuente. 
Sea Y el  conjunto  de  todos  los  procesos  de  producci6n 
tecnol6gicamente  posibles  en  una  economía  dada.  Hemos  dicho  que Y 
E IR", y que y E Y denota  un  proceso  de  producci6n.  Introduzcamos 
las siguienes  hip6tesis: 

(a-1) (Aditividad) y,  y' E Y implica  que y + y' E Y. 
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(a-2) (Proporcionalidad) y E Y implica  que ay E Y para  todo a 

2 O,  a E R. 

Si (a-1) y (a-2) se  cumplen, Y es  un  cono  convexo.  Debido a la 
proporcionalidad, si aJ E Y, entonces 

["'J] hJaJ E Y para  toda AJ 2 o, con AJ E R donde aJ = airJ 

El vector aJ se  refiere  entonces a la j-Csima  actividad o proceso 
de Y. Por su parte, a i J  denota  la  cantidad  del  bien i necesaria 
para la producci6n  de  una  unidad  del  bien j; AJ representa  el 
nivel  de  actividad  para j. El  tercer  supuesto  es  el  siguiente: 

(a-3) Existe  un  número  finito  de  actividades bbicas ( a J )  de 
manera  que Y es  un  cono  polihedrico  convexo  (generado  por l a s  
a J ' s )  

En otros  terminos,  un  elemento  tipico y en Y puede  ser  expresado 
por una  combinacibn  lineal  de a l ,  a2, . . . , am, donde m es un entero 
positivo.  Como  consecuencia  de  los  supuestos  anteriores,  el 
conjunto  de  produccidn Y en  el  analisis  de  actividades  puede  ser 
escrito  como Y = {y I y = A - A ,  h Z O ) ,  donde A es  una  matriz n x m 
(con  entradas  reales)  formada  por [ai, a2,. . . , am1 y A es  un  vector 
m-dimensional  cuyo  j-Csimo  elemento  es A J .  

Debe  apreciarse  que  el  supuesto  de  aditividad  significa la acci6n 
independiente  de  cada  actividad. 
El hecho  de  que Y sea  un  cono  polihCdrico  convexo  implica  algunas 
otras  propiedades. 

( i )  O E Y (posibilidad  de  inaccibn).  Esto  es,  es  posible  para  un 
productor  permanecer  inactivo. 
(ii) Y es  un  conjunto  cerrado (Lo cual  resulta  importante  en  el 
sentido  matem&tico, y en  el  sentido  econ6mico  significa  que 
cualquier  proceso  de  producci6n  que  pueda  ser  aproximado por una 
sucesi6n  de  procesos  en Y, se encuentra tambih en Y) 
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Koopmans  sugiere  los  siguientes  tres  supuestos  de  importante 
significado  econ6mico: 

(a-4) (Productividad)  Existe  al  menos un elemento  positivo  para 
alg6n y en Y. 
(a-5) (Imposibilidad  de Produccih libre) y 2 O implica  que y 4 Y, 
o bien Y n R = { O ) .  

(a-6) (Irreversibilidad) y E Y, y f O implica  que -y 4 Y. O bien Y 
n (-Y) = { O ) .  

Los siguientes  diagramas  ilustran  el  significado  de  algunos  de  los 
postulados  anteriores.  En  el  caso a, (a-4) y (a-5) se cumplen pero- 
no  (a-6).  En  el  caso b, (a-41, (a-5) y (a-6) se  cumplen. 

. 
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Si interpretamos a p como  un  vector  de  precios,  entonces pay 

representa  el  beneficio  derivado  de y. Luego,  por  ejemplo, p y S O 

para  todo y E Y significa  que  el  beneficio meimo es a lo m& O. 

Aquí  establecimos  los  supuestos  (a-41, (a-5) y (a-6)  junto  con  el 
hecho  de  que  el  conjunto Y es  un  cono  polihkdrico  convexo.  En 
general  estos  postulados  pueden  ser  establecidos  aun  cuando Y no 
sea  un  cono  polih6drico  convexo.  Cuando Y representa la colecci6n 
de  combinaciones  insumo-producto  t6cnicamente  factibles  en  una 
economía, y cuando  no  se  requiere  que Y sea  un  cono  polihbdrico 
convexo, 1 lamamos a Y conjunto de producci6n general. Podemos 
enlistar  algunas  de  las  hip6tesis más importantes  que  desearíamos 
se  cumplieran  para  el  conjunto  de  producci6n  general. 

( i )  El  conjunto Y es  cerrado 
(ii) Posibilidad  de  inacci6n (O E Y) 

( i i i )  Productividad 
(iv) Produccibn  libre 
(VI Irreversibilidad ( Y  n ( -Y)  c ( 0 ) )  

(.vi 1 Eliminaci6n  Libre [ y  E -Q implica  que y E Y, o bien -n c 
Y1 
(vii-a) El conjunto Y es  un  cono  polihkdrico  convexo 
(vii-b) El conjunto Y es  un  cono  convexo 
(vii-c)  El  conjunto Y es  convexo 

Obskrvese  que (vii-a) implica ( i )  e ( i i )  y que  (vii-b)  implica 
( i i ) .  Los  enunciados  (vii-c) e ( i i )  juntos  implican  que si y E Y, 

entonces ay E Y para  todo O 5 a i 1; en  otras  palabras,  prevalecen 
rendimientos np decrecientes a escala.  N6tese  tambikn  que  la 
convexidad  de Y presupone  la  divisibilidad  perfecta  de  todos  los 
bienes. 
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El  conjunto  de  producci6n Y como  se  acaba  de  describir  indica  las 
posibilidades  tecnol6gicas  en  una  economía  dada.  Se  aprecia  que y 
E Y indica  cudnto  producto  puede  ser  obtenido  despues  de 
especificar  las  cantidades  de  insumos,  pero  nunca  se  especifica  en 
d6nde o que  cantidad  de  estos  insumos  se  encuentra  disponible  en 
la economía. Sin embargo,  se  puede  introducir la existencia  de 
limitantes  en  cuanto a la  disponibilidad  de  recursos. Por ejemplo, 
Y puede  ser  un  cono  polihkdrico  convexo  truncado,  es  decir, Y = {y 
I y = A S A ,  A 2 O ,  A E Rm, y + 9 2 O ) ,  donde q 2 O denota  la 
limitante  de  recursos  en  la  economía.  Con  el  postulado  de 
producci6n  libre,  el  conjunto  deja  de  ser  un  cono  polihkdrico 
convexo,  pero  sigue  siendo  un  conjunto  convexo.  N6tese  que  ahora 
el  conjunto  es  compacto.  En  la  siguiente  figura  se  ilustra  el 
truncamiento. 
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Estrictamente  hablando,  el  tkrmino analisis de actividades no 
comprende  solamente  el  estudio  del  proceso  de  produccibn  cuando  el 
número  de  actividades  basicas  es  finito. Por su parte,  el  conjunto 
Y puede  ser  un  cono  polihkdrico  convexo, o un  cono.  poliht5drico 
convexo  truncado.  Esto  no  modifica  el  sustancialmente  el  enfoque 
que  daremos a los  resultados  subsecuentes.  Precisaremos  ahora  uno 
de  los  conceptos  fundamentales 

Definici6n:  Sea Y c IR" un conjunto  de  producci6n  general.  Un  punto 
y de Y es  un punto eficiente si no  existe  ningún  otro y E Y tal 
que y 2 y. 

Un  punto  eficiente  representa  un  punto  frontera, y es  una 
combinaci6n  de  insumos y productos  tal,  que  ningún  producto  puede 
incrementarse  sin  que  se  disminuyan  otros, o se  aumenten  insumos. 
En  terminos  del  último  diagrama, OA es el  conjunto  de  puntos 
eficientes  en  el  cono  truncado  de  producci6n. Si el  conjimto  de 
producci6n  es  todo  el  cono,  la  semirrecta  que  parte  de O y pasa 
por A es el  conjunto  de  puntos  eficientes. 
Un  punto  eficiente  se  define a menudo  con la indicaci6n  explícita 
de l a s  restricciones  de  recursos.  Sin  embargo,  nuestra 
interpretacih de Y es  flexible,  en el  sentido  de  que  considera  el 
caso  en  donde  no  se  toman  en  cuenta  restricciones  de  recursos.  En 
consecuencia,  la  definicidn  de  punto  eficiente  aquí  presentada  es 
tarnbih  flexible. 
Estableceremos y demostraremos  ahora  dos  teoremas  basicos  para  el 
analisis  de  actividades. 

Teorema 2-3: Sea Y un  conjunto  de  producci6n  general  en IR". Un 
punto y en Y es  un  punto  eficiente si existe  un p > O, p E IR", con 
lpl < 03 tal que p ' y  2 p - y  para  todo y E Y. 

Prueba: Supongamos  lo  contrario.  Entonces  existe y E Y tal que y I 

y. Se  sigue  que pay > p - y ,  ya  que p > O, lo  que  representa  una 
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contradicci6n. 

Nota:  En  este  teorema  no  se  especifica  nada  acerca  de las 
hip6tesis  sobre Y. 

Para  probar  el  siguiente  teorema (3-01, necesitaremos  primero  un 
resul t ado. 

Lema: Sea Y un  conjunto  de  producci6n  general  en IR". Si y es un 
punto  eficiente  de Y, entonces ( Y  - y) n Slo = 0, donde Ro es el 
ortante  positivo  de IR" (es  decir,  el  interior  del  ortante  no 
negat  ivo  de IR"). 

Prueba: Sup6ngase  lo  contrario.  Entonces  existe un z > O (esto  es, 
z E Qo) tal que z E ( Y  - y). Entonces z + y E Y. Se sigue  que y no 
es  un  punto  eficiente  de Y, lo  que  constituye  una  contradicci6n. 

Teorema 3-3: Sea Y un  conjunto  de  producci6n  convexo  en IR". Si y . 
es  un  punto  eficiente  de Y, entonces  existe p h O ,  p E IR", IpI < w 

tal que p - y  = p * y  para  todo y E Y. 

Prueba: Sea X = Y - y. Entonces X es  convexo  (como  suma  de  dos 
conjuntos  convexos).  Ya  que y es  un  punto  eficiente  de Y, tenemos 
que X n $20 = 0 por el  lema  anterior.  Tenemos  entonces dos 
conjuntos  convexos  ajenos y no  vacíos.  De  el  teorema  de  separaci6n 
de Minkowski se  sigue  que  existen  un p E IR", p f O, Ip/ < CO, y un 
a E IR tal  que 

p - z  h a para  todo z E 520 

Y 

pax S a para  todo x E X 
-. 

N6tese  que O E X para y E Y. Luego a h O. Tenemos  entonces  que p h 
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O .  Si esto  no  es  cierto,  existe  un  elemento  de p (digamos pi )  que 
es  negativo  (dado  que p f O ) .  Eligiendo  el  elemento 
correspondiente  en z (digamos zi) lo  suficientemente  grande, 
podemos  obtener paz < O ,  lo  que  constituye  una  contradicci6n. 
Tambikn a S O ,  ya que  de  lo  contrario, pez h a > O para  todo z E 

m. Esto  es  imposible,  ya  que  eligiendo Iz I  suficientemente 
pequefia  podemos  tener p*z < a. Ya  que a = O y a I O tiene  que  ser 
a = O. Por lo  tanto p-x  5 O para  todo x E X con p h O, o p*(y - x) 
S O;  esto  es, p - y  h p - y  para  toda y E Y con p z O .  Q. E. D. 

Conforme al teorema 3-3, el  concepto  de  punto  eficiente  puede  ser 
ahora  caracterizado  por la maximizacidn  del  beneficio; es decir, 
maximizaci6n  de p ' y  con  respecto a y E Y. La  existencia  de  una 
soluci6n  para  este  problema  de  maximizaci6n la garantiza  el  hecho 
de  que Y sea  un  conjunto  compacto  (teorema  de  Weierstrass), ya que 
el  producto  punto  es  una  funcidn  continua. 
Suphgase que Y puede  ser  caracterizado  por  las  desigualdades 

m 
aiJAJ S n ,  i = 1.2,. . . ,n, AJ h O,  j = 1,2 , . . . ,  m 

i =l 

Entonces  el  problema  de  encontrar  una A = ( A I ,  A2, . . . ,  Am) que 

maximiza pay donde y = aiJhJ, sujeto a las restricciones  que 

aparecen  arriba,  es  un  problema  típico  de  programaci6n  lineal,  en 

m 

i =1 

donde  existen  mktodos  computacionales  bien  conocidos y usados  en 
la prbctica.  En  consecuencia,  puede  verse  que  el  anhlisis  de 
actividades  tiene  tambikn  un  importante  significado  en  cuanto a 
aplicaciones. 

S9 

! 

."" yy"_I. .. ... 





CAPITULO 4. APLICACIONES A LA TEORI A DE COWSUMO. 

El concepto  bhsico  en la teoría  de  preferencias  es  el conjunto de 
consumo, que  es  anhlogo al conjunto  de  producci6n. Es necesario 
anotar  los  siguientes  supuestos  sobre  este  conjunto  de  consumo: 

(a-1) X es  convexo. 
(a-2) Un  individuo  puede  consumir  cualquier  cantidad  de  un  bien. 
(a-3) Un  individuo  sobrevive  mientras  tenga  cantidades  positivas 
de al menos.  un  bien. 
(a-4) X es  un  subconjunto  de  un  espacio  vectorial  de  dimensi6n 
finita. 

El supuesto (a-2) no  debe  considerarse  como  demasiado  restrictivo, 
ya que  se  entiende  que  el  consumo  representa  una  actividad  en la 
que  el  bien  pasa a manos  de  un  individuo  sin  implicar  que  Bste 
deba  disponer  de  el  bien  al  instante.  Asumir (a-1) resulta  algo 
muy  conveniente  para  nuestros  fines.  Sin  embargo,  es  una  hip6tesis 
relativamente  fuerte;  nos  lleva,  entre  otras  cosas, a considerar 
la divisibilidad perfecta de  los  bienes  (es  decir,  que a sabiendas 
de  que  existen  algunos  para  los  cuales no. tiene  sentido  hablar  de 
cantidades  fraccionarias,  se  considera  que  es  posible  consumir 
cualquier  cantidad  de  cualquier  bien).  En  este  contexto,  se  podria 
cuestionar la necesidad  de  que X sea un subconjunto  de O?". Siendo 
subconjunto  de un espacio  lineal,  la  multiplicaci6n  por  escalar  es 
permisible.  Aun  asumiendo  divisibilidad  perfecta, X podría  no  ser 
necesariamente  un  subconjunto  de  un  espacio  vectorial  de  dimensi6n 
finita.  Considerese  como  ejemplo,  el  caso  en  que, al fechar  los 
bienes a tiempo  continuo,  el  vector  de  consumo  x(t) E X nos  lleva 

.. 
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a un  subconjunto  de  un  espacio  vectorial  de  dimiensi6n  infinita. 

Sea X el  conjunto  de  consumo  del  i-ksimo  individuo.  Dados  dos 
elementos x, y E X, supongamos  que  el  consumidor  puede  decidir, 
basado  en  el  nivel  de  satisfacción  que  represente, (a) preferir x, 
(b)  considerar x al  menos  tan  satisfactorio  como y,  o bien  (c) 
considerar  ambos  planes  de  consumo  como  equivalentes.  Esto  induce 
cierto  tipo  de  relaci6n  (que  llamaremos relacibn de preferencia) 
en  los  elementos  de X. Podemos  considerar  esta  relaci6n  como  un 
conjunto  de  pares (x ,y )  con x, y E X. En la notacih, podemos 
expresar x es preferido a y como x ( >  1 y, o bien xRy. En  genreal, 
una  relaci6n  (binaria)  involucra  siempre a un  conjunto  de  pares 
ordenados. 

Definicibn:  Una  relación R en X es  llamada preorden parcial o 
quasi-orden parcial si satisface: 

i) xRx para  todo x E X (reflexividad) 
ii xRy y y& implica  que xRz cuando x , y , z  E X (transitividad). 

Adicionalmente, si xRy y yRx implica  que x = y, entonces la 
relaci6n  es  llamada orden parcial ( o  simplemente  orden). Mas aun, 
si en  una  .relaci6n  tenemos  necesariamente  que xRy ~o que yRx para 
elementos  arbitrarios  de X (*y), hablaremos  de un quasi-orden 
total o completo.  Un  orden total o completo  se  puede  definir 
anhlogamente. 

Definici6n:  Una relaci6n de equivalencia se  tiene  cuando  se 
cumplen la reflexividad,  transitividad y 

iii) xRx implica yRx (simetria). 

En  otras  palabras,  una  relaci6n  de  equivalencia  es  un  quasi-orden 
simktrico  (denotado  por x-y). La  relaci6n  de  preferencia es 
indiferente a es  un  ejemplo  de  relaci6n  de  equivalencia. Si X = IR" 
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y definimos  para x , y  E X x 2 y si xi 2 yi para  todo i, la relaci6n 
1 es un ejemplo  de  orden  parcial. 
Uskemos la notaci6n  siguiente  para  los  6rdenes  de  preferencias: 

(a) x es  preferido a y: x ( > ) y  
(b) x no  es  preferido a y: x (=)y  
(c) x es  indiferente a y: x(=)y.  

En la teoría  del  consumidor,  se  supone  que  el  orden  de 
preferencias  esta  definido  en  el  conjunto  de  consumo  de  cada 
individuo.  Un  agente  no  examina  ni  compara  los  planes  posibles 
para  otros  consumidores  al  tomar  sus  decisiones. 

Definici6n: Sea X un  conjunto  de  consumo y sea e E X. Entonces 
i )  El conjunto {xlx E X, x(=)(t) se llamara contorno superior de 
(c 

ii) El  conjunto {xlx E X, x ( s ) d  se  llamara contorno inferior de 
a: 

iii) El  conjunto {x lx  E X, x (>)e)  se  llamara conjunto preferid0 a 
(c. 
iv) El  conjunto {xlx E X, x(0eC) se llamara conjunto no preferido 
a (c. 
v )  El conjunto {xlx E X, x(=)&) se  llamara conjunto indiferente 
a e. 

Sea X el  conjunto  de  consumo  de  un  individuo  en  particular, y 

sup6ngase  que su satisfaccibn  derivada  de un plan  determinado  de 
consumo,  puede  expresarse  por  un  índice  real  positivo  (que 
llamaremos  indice  de  utilidad).  Este  índice  representa una funci6n 
de X a IR, que  denotaremos  por u(x)  y llamaremos funci6n de 
utilidad. Dado  que  los  reales  poseen  un  orden  natural,  se  puede 
sugerir  inmediatamente  que  este  orden  represente al orden  de  las 
preferencias.  Es  dec i r , -. 
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Una  característica  fundamental  de  la  funci6n  de  utilidad,  es  que 
puede  ser  sustituida  por  cualquier  funci6n  monbtona  creciente  de 
u(y)  sin  alterar  el  orden.  En  otras  palabras, si @ es  una  funci6n 
real tal que 

entonces 

En  el  anhlisis  gr&f  ico,  el  concepto  de curvas  de indiferencia se 
introduce  frecuentemente.  Una  curva  de  indiferencia  es  el  lugar . 
geometrico  de x = (x1 ,m)  de R2 tal  que u(x) = constante. 
Generalmente  se  dibujan  las  curvas  de  indiferencia  convexas  con 
respecto  al  origen,  para  reflejar  una  taza  marginal  de  sustituci6n 
entre  dos  bienes.  Tambien es común  suponer  que u(x) es 
estrictamente  creciente  (aunque  podría  suponerse  lo  contrario  sin 
perdida  de  generalidad). 
Una  cuestión  importante  referente a la  existenci'a  de  curvas  de 
indiferencia  constituidas  por  "bandas",  surge al preguntarse  por 
la  posibilidad  de  representar  el  orden  de  preferencias  de  un 
consumidor a traves  de  una  función  de  utilidad  (es  decir, a traves 
de  números  reales).  Para  tratar  ese  aspecto,examinemos la 
siguiente 

Definicibn: Un  orden  de  preferencias (h) en X se llamara continuo 
o cerrado si para  todo a E X, los  conjuntos {XI X E x, X (r) Y 

{XI x E X, X ( S )  d son  cerrados.  En  otros  tbrminos, si {xq} es 
una  sucesibn  en X con xq (z )  e para  todo q (respectivamente xq ( S )  

-. 
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a: para  todo 91, entonces xq -> xo implica  que xo (2) E 

(respectivamente xo ( 5 )  E). 

Teorema 1 - 4: Sea X un  subconjunto  conexo  de IR” y sea (h) un 
preorden  total  continuo  definido  en X. Entonces  existe una funci6n 
de  utilidad  continua  en X para ( 2 ) .  

Prueba: El  caso en el  que  todos  los  puntos  de X son  indiferentes 
puede  ser  resuelto  inmediatamente.  Cualquier  funci6n  de  valor  real 
constante  es  una  funci6n  de  uti 1 idad  continua.  Se  excluir6  este 
caso. 
La  demostraci6n  se basa en  la  existencia  de un subconjunto 
numerable D de X que  es  denso  en X. En la parte 2 de la 
demostraci6n  se  define  en D una  funci6n  de  valor  real  creciente 
convenientemente  escogida.  En  la  parte 3 esta  funci6n  se  extiende 
de D a X. En la parte 4 se  demuestra  que la funci6n así definida 
es  continua.  La  parte 1 nos  proporciona un útil  resultado 
preliminar. 

l. Resultado preliminar. 
(1) Si x’ y x’ ’ satisfacen x’ ( O  x’ ’ , existe un x en D tal que x’ 
( < I  x tc) x”.  
Para  demostrarlo  considkrense  los  dos  conjuntos 

x = {x  E XI x ( 5 )  x ’ )  y x”” = {x  E XI x” ( 5 )  x} 
X ’  

Son  disjuntos,  no  vacíos y cerrados  por  hip6tesis  de  continuidad. 
Puesto  que X es  conexo  no  puede  ser su uni6n,  de  modo  que: 

x ’ u x”” f x. 
X 

Suphgase ahora  que  no  hubiera x alguno  en D con la propiedad 
deseada;  esto  Fignificaría  que D c X”, u X””. En  virtud  de  que X 

c Y implica  que x c 7, D, la adherencia  de D en X, estaría 
contenida  en  la  adherencia  en X del  conjunto X,, u x“”. Sin 

- 
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embargo,  este  último  es  cerrado  puesto  que  es la uni6n  de  dos 

conjuntos  cerrados.‘ Por lo  tanto  se  tendría  que 5 c X x ,  u x“”, o, 

puesto  que I, = X, 

x = xx, u xx”.  

Se  obtendría, por consiguiente,  una  contradicci6n. 

2. Una funci6n  de utilidad en D. 
La funcibn  de  utilidad a ser  definida  en D se  designar& por u’. 
Elí janse  dos  números  reales a, b tales  que a C b. 
Si D tiene  un  elemento  mínimo xmin, t6mese u’ (xmin) = a. 

Si D tiene  un  elemento  mgximo xmx, tómese u’ ( x I M x )  = b. 
Extrhiganse  de D todos los elementos  indiferentes a x=, y a xmin 
y llhmese D’ al conjunto  restante. Por (11, 
(2) D’ no  tiene  elemento  mínimo  ni  mhximo. 
Definase  una  funci6n  creciente  de D’ sobre  el  conjunto Q’ de 
nheros racionales  en  el  intervalo (a,b) como  sigue.  Puesto  que D’ 
es  numerable  sus  elementos  pueden  ser  ordenados (xi, 
m, . . . ,  xp, . . .  1; este  ordenamiento  no  esta  relacionado  con  el 
preorden ( O .  Similarmente, Q’ es  numerable y sus elementos  pueden 
ser  ordenados ( r i ,  1 2 , .  . . , rq, . . . 1; este  ordenamiento  no  esta 
relacionado  con  el  orden 5 .  Los elementos  de D’ Serb considerados 
sucesivamente;  con xq se  asociara  un  elemento rqp de Q’ de tal 
forma  que  el  preorden  se  conserve y que  todo  elemento  de Q’ acabe 
por ser  tomado. 
Considkrese XI; t6mese qi = 1 y u’ (XI 1 = rql. 
ConsedCrese m; efectúese  la  partición  de D’ en -los siguientes 
conjuntos:  la  clase  de  indiferencia  de xi, los  intervalos {x E D’ I 
x ( S )  xi) y {x  e D’ I x ( 2 )  X I ) .  Pueden  ocurrir  dos  casos: 

si x2 es  indiferente a xi (se  escribe x2 - XI), t6mese q2 = q1 
y u ’ ( x 2 )  = 1-92; 

si x2 esta  eh  uno  de los dos intervalos,  digamos {x E D’ I x ( S )  

xi) (que  escribiremos  como ] + , X I [ ) ,  considkrese  el  intervalo 
correspondiente la, Ti[, de Q’ y selecci6nese en 61 el  número 
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racional  de menor rango rq2; tbmese u’ (x21 = rq2. 

En  general  considkrese xp; efectúese  la  partici6n  de D’ en  los 
siguientes  conjuntos: las clases  de  indiferencia  de xi, 
m,. . . ’xp-1 (el  número  de  conjuntos  así  obtenidos  es a lo  sumo p - 
11, los  intervalos  de  la  forma IC, xpl[ , o Ixpm, Xpm+l[, o 
Ixp(p-i),+[ donde m < n implica  que Xpm ( 5 )  Xpn (el  número  de 
intervalos  no  vacíos  es a lo  sumo p ) .  Pueden  ocurrir  dos  casos: 

si xp - xp’ donde p’ < p, these qp = qp’ y u(xp) = rqp; 

si xp est& en uno  de  los  intervalos,  digamos ]xp#,   xp ’@[ ,  
considkrese  el  intervalo  correspondiente I r q p ’ , r p p ”  [ de Q’ y 

selecci6nese  en 61 el  número  racional  de menor rango rqp; these 
u’ (xp) = rqp. 

La funcibn u’ es  creciente. (1)  y (2), con  el  procedimiento  de 
selecci6n  del  número  racional  de  menor  rango,  implican  que  todo 
elemento  de Q’ acaba  por  ser  tomado. 

3. Extesi6n  de D a X. 
La funcibn  de  utilidad a ser  definida  en X se  designar& por u. Si - 
x’ es  un  elemento  de X, se  escribir& DX’ = {x Q Dl x ( 5 )  x ’ )  y o“’ 
= ( x  E Dl x’ ( 4 )  x) .  
Si x es  un  elemento  mínimo  de X, t6mese u(x)  = a. 
Si x es  un  elemento  maxim0  de X, t6mese u(x)  = b. 
Se  demostrar8  que  estos  dos  números  son  iguales. . 

(1) Si x’ es  un  elemento  de DX, y x’ ’ un  elemento  de o“, se  tiene 
que x’ (I) x” .  Por lo  tanto,  si r’ es  un  elemento  de u’ (DX) y r” 
un  elemento  de u’ ( 0 “ )  se  tiene  que r’ 5 r’ ’ . De  esto  se  deduce  que 
sup u’ (D X )  I inf u’ ( 0 “ ) .  

(2) sup u’ ( D X )  < inf ~ ’ ( 0 “ )  no  puede  ocurrir  puesto  que  en  ese 
caso  cualquier  número  racional  entre  ellos  no  sería un valor 
tomado  por u’. 
T6mese  para u(x)  es valor  común  del  sup y del inf. 
Si x E D se  tiene u(x)  = u’ (x )  y u es  efectivamente una extensi611 
de u’ de D a X;, en  particular 
Q’ c u(x) c [a,bl. 
Se puede  ver  entonces  que u es  creciente.. 
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4. Continuidad de u. 
Se demostrar&  que si c es  un  número  real  cualquiera, la imagen 
inversa  de [c,+[ dada por u es  cerrada  en X. Una'  demostraci6n 
similar  se  aplicaría a I+,cl. En  virtud  de  que una funcidn  de S a 

R es continua  en S si y s610 si la imagen inversa de todo 
intervalo de R de la forma ]+,y] o cy,+[ es cerrado en S, se habrh 
así demostrado  que u es  continua  en X. Si t es un nhnero  real,  se 
escr i bi rb 

Basta ahora  considerar  el  caso  en  que c pertenece a la, b[. 
Entonces  el  intervalo [ c ,  4 es  la  intersecci6n  de los intervalos 
[ r, 4 , donde r E Q' y r I c. Tomando  las  imhgenes  inversas  dadas 
por u, se  obtiene x" = nrgi,. Sea x un  punto  de X tal que 

r I c  

que  es  cerrado  en X en  virtud  de  (a). Por lo  tanto x", como 
intersecci6n  de  conjuntos  cerrados  en X es  cerrado  en X. Esto 
concluye la demostracibn. 

.. 
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Dado un orden de  preferencias ( 2 )  en X, podemos  definir l a s  
siguientes  relaciones bajo la suposici6n de  que X es  un conjunto 
convexo. Para  dos  puntos  cualesquiera x,y E X es  posible  tener 

Un  orden  de  preferencias  es  llamado débilmente convexo si ( i )  se 
cumple;  se  llama convexo cuando se cumplen ( i i )  y (iv) se  cumplen, 
y estrictamente convexo .cuando  tienen  lugar ( i i )  y (iii). Estos 
ordenes de  preferencias se  ilustran en la  siguiente  figura 
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Obs6rvese  que  la  convexidad  dkbil  en  el  orden  de  preferencias 
permite la existencia  de  curvas  de  indiferencia  constituidas por 
"bandas",  mientras  que  en los otros  tipos  de  convexidad, las 

curvas  de  indiferencia  no  pueden  tener  superficie.  Se  puede 
advertir,  que si el  orden  de  preferencias  es  representado por un 
funci6n  de  valores  reales  (como  la  funci6n  de  utilidad),  la 
concavidad  estricta  de la función  de  utilidad  corresponde a la 
convexidad  estricta  en el orden  de las preferencias, y la 
concavidad  de la función  de  utilidad  corresponde a la convexidad 
d6bil  de  el  orden  de  preferencias. 
Cabe  hacer  las  siguientes  observaciones: (1) La condici6n ( i )  
implica  que  todos  los  contornos  superiores  de X deben  ser 
convexos. (2) Si el  orden  de  preferencias  es  continuo, ( i i )  
implica (i). (3) Si el  orden  de  preferencias  es  continuo, (iii) 
implica (ii). 
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CAPITULO 5. TEOREMAS DE SCARF, BROUWER Y KAKUTANI. 

La prueba  del  teorema  de  Brouwer  (enunciado m& adelante)  se 
sustenta  en  la  construcci6n  de  una  proyecci6n  continua  de  un 
conjunto en s í  mismo,  para  posteriormente  demostrar  que, por lo 
menos,  un  punto  permanece  invarinte  bajo la proyecci6n.  Para 
nuestros  fines  basta  limitar la atenci6n a los  dominios  que  son 
subconjuntos  de  espacios  vectoriales  de  dimensiones  finitas.  El 
caracter  del  dominio  en  que  se  define la proyecci6n  es  crucial 
para la validez  de  cualquier  teorema  de  punto  fijo. Por ejemplo, 
si consideramos  el  conjunto  definido  por  una  circunferencia,  una 
rotaci6n  de ~ / 4  es  una  transformaci6n  continua  que  no  tiene  punto . 
fijo;  en  cambio, si consideramos  todo  el  círculo,  tanto  el 
interior  como la circunferencia, tal rotaci6n  deja  invariante al 
centro.  Aunque  se  conocen  teoremas m8s generales,  bastara  con 
suponer  que  el  dominio  es  un  conjunto  convexo  (una  condicibn  que 
elimina  el  caso  de la circunferencia). 
Es necesario limitar tambiCn  nuestra  atencidn a conjuntos  cerrados 
y acotados. Por ejemplo,  proyectemos  en s í  mismo  el  intervalo 
abierto ( O ,  11, moviendo  cada  punto la mitad  de su distancia al 
límite  superior,  es  decir,  proyectando x en (x  + 1)/2. Esta 
proyecci6n  no  tiene  punto  fijo  en  el  intervalo  abierto;  en  cambio, 
si lo  cerramos  agregando  los  puntos  extremos,  entonces 1 es  un 
punto  fijo. Es esencial  tambien  el  carhcter  acotado: la proyeccibn 
de x en x + 1 proyecta  en s í  misma toda la línea  real,  pero  no 
tiene  punto  fijo. 
A s í  pues,  nos  limitaremos a proyecciones  de  conjuntos  convexos 
compactos  en s í  mismos.  Podemos  elaborar la teoría  bhsica  para  un 
caso  especial,  donde  el  dominio  sea  un  simplex, y luego  extenderla 
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al caso  general  de  un  conjunto  convexo  compacto.  Veamos  ahora la 
def  inici6n  de  un  simplex  de  manera  ligeramente  distinta a la que 
se  present6  anteriormente. 

Definici6n: Un  simplex  es  la  capsula  convexa  de un conjunto  finito 
de  vectores  linealmente  independientes. 

Definici6n: El simplex fundamental en  el  espacio n es  el  conjunto 
de n vectores 

Sn = { X ~ X  2 O 2 xi = 1). 

Puede  verificarse  que Sn es la envoltura  convexa  de  los n vectores 
unitarios, ei (i=l, . . . , n) , donde ei es  un  vector  con 1 en el  lugar 
i y O en el  resto. 

Teorema (Brewer): Si f(x)  es  una  proyecci6n  continua  del  simplex 
fundamental, Sn, es sí  mismo,  entonces  existe x E Sn tal que 

* 

f(X*) = x*. 

Examinaremos a continuaci6n  un  algoritmo  combinatorio  que  no s610 
genera  una  prueba  del  teorema  de  Brouwer,  sino tambih un  metodo 
para  calcular  el  punto  fijo a cualquier  grado  de  aproximaci6n  que 
se  desee. El algoritmo  logra  en  realidad  mucho m&s; prueba  el 
teorema m& general  de  Kakutani,  que  es  esencial  para  demostrar la 
existencia  del  equilibrio  en  el  modelo  general  que  se  discutir& 
despubs. 
Revisaremos  el  metodo  en  una  forma m& o menos  intuitiva  antes  de 
elaborarlo  con  precisi6n;  se citarh tambi6n  algunos  resultados  de 
Programaci6n  Lineal  en  el  transcurso  de  la  prueba. 
Sea Y un  conjunto  de m elementos  de  vectores  de n dimensiones, 
donde m > n y se  supone  que Y incluye  los n vectores el. Si b h O 

es  cualquier  vector dado, nos  interesa la soluci6n  de 
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127988 
(a) En Y hay  por  lo  menos un subconjunto, B (una base)  de n 
vectores  linealmente  independientes, tal que (1) es  valido  con 
w(y) = O para y E Y \ B. Para  ver  esto,  sea B = I ,  la matriz 
identidad. 

(b)  Supongamos y’ E Y \ B para  alguna  base B. Preguntamos si hay 
otra  base, B’, que  incluya y’ y todos  los  elementos  de E menos 
uno,  tal  que (1 )  pueda  satisfacerse  con w(y) = O, para  todo y E Y 
\ B’ . Adivikrtase  que B \ {y’ ’ }  = B’ \ {y’}, donde y’ ’ es  el 
elemento  en B \ B’ . 

Definici6n: Decimos  que B’ es  la  inserci6n  de y’ en B si B y B’ 
son ambos bases  de (1) y B’ \ B = {y’ 1. 
Por la definicibn  de B hay  números r(y) tales  que 

Sea 8 L O un escalar y escribamos (1) como 

Sustituimos (2) en (1): 

Sea w(y,e) = w(y) - er(y) para y E B = 8 ,  e igual a O en  los demb 
casos. 
Supongamos r(y) 5 O ,  para  toda y E B. Entonces (1) se satisfaría 
para e arbitrariamente  grande  con w(y) = w(y,e). Excluimos  esta 
posibilidad  suponiendo  que  el conjunto de soluciones  de (1 )  es 

acotado de modo que r(y) > O para  algún y E B. Sea 
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Si este  mínimo  no es Único  con w(y) > O, entonces  haciendo 8 = e* 
en‘(l”)  obtenemos  una  soluci6n  nueva  de  (1): 

Cuando  el  mínimo  no  es  Único  y/o w(y) = O, se  dird  que  hay 
degeneraci6n. 

(c)  Trataremos la degeneraci6n  en  la  forma  siguiente.  Digamos  que 
, el  vector u1 es lexicogAficamente mayor que  el  vector w2 si w1 > 

w2 cuando j = min { i  I w i i  f ni) .. Escribimos  esto  como u1 >L m. 
Sea  ahora  que w(y) tenga (n + 1) dimensiones  con las coordenadas 
numeradas ( O , .  . . ,n), y consideremos la ecuaci6n y las 
desigualdades: 

1 

J 

yw(y) = (b, I ) ,  u(y) >L O para  todo y E B, (3) 
YEB 

donde B es  una  base. Si puede  satisfacerse (3 1, entonces B es una 
base, y advertimos  que  la  soluci6n  de ( 3 )  contiene  como  la 
coordenada  numerada <O> la soluci6n  del  problema  (1). 
Supongamos  ahora  que y’  E Y \ B y que  hay  una  nueva  base B’ donde 
B \ { y ” )  = E?’ \ { y ’ } .  Entonces,  existe  un  vector v tal que. 

c 

Ciertamente, v >L l. A s í  que s610 necesitamos  demostrar  que y es 
el  Único  elemento  eliminado  de E, es  decir,  que 
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es  único. 
Sin  no,  entonces  w(y’ ’ 1 = [r(y”  )l/[r(y~)  Iw(yl),  para y1 * y’ ’ . 
Sea W la matriz n x n cuyas  hileras  son  los  vectores  de n 
dimensiones  ow(y)  formados al eliminar  de  w(y)  el  primer  elemento. 
Sea [y]eW la matriz  formada  para y E B. Entonces, por (31, [YIBW = 
I..Postmultiplicamos ambos miembros  de la ecuacibn por el  vector k 
y advertimos  que Wk = O implica k = O ,  de  modo  que W es  no 
singular.  Entonces  es  imposible  que  dos  hileras  de W, ow(y”’), 
O w ( y i ) ,  sean  proporcionales, y así, el  mínimo  debe  ser  único. 
El algoritmo  requiere  que  consideremos  otro  conjunto,  que  por  el 
momento  escribiremos  como Z, y tambi6n  por  el  momento  supondremos 
que  tiene  como  elementos  vectores z de n dimensiones. En 2 nos 
interesan  ciertos  subconjuntos  con la propiedad  de  que  todos  sus 
elementos  se  encuentran  “cercanos”  entre s í .  Llamaremos a tales . 
conjuntos conjuntos primitivos de 2. Consideraremos  una  proyeccibn 
de  uno a uno  desde  subconjuntos  de 2 hasta  subconjuntos  de Y. 
Supongamos  que  hay  un D c 2 tal  que la proyeccibn  lleva a D hasta 
una  base B en Y. Supongamos  tambikn  que  puede  escogerse D en  forma 
tal que  todos  sus  elementos  menos  uno  sean los mismos  que  en  el 
conjunto  primitivo  en 2. Podríamos  tratar  de  lograr  que ambos 
conjuntos  “concuerden”  (contengan  los  mismos  elementos)  eliminando 
el  elemento  que  no  concuerde  del  conjunto  primitivo y encontrando 
otro  que  lo  sustituya, o insertando  en D el  elemento  del  conjunto 
primitivo  que  no  se  encuentra  en D, y eliminando  por  consiguiente 
un elemento  de D. En  virtud  de la proyeccibn, la última operacibn 
implica  el  encuentro  de  una  nueva  base  para  el  problema ( 1 ) ;  la 
primera  operacibn  implica  el  encuentro  de un nuevo  conjunto 
primitivo a partir  de  un  conjunto  primitivo  dado. Si ocurre  que 
siempre  hay una forma  única  de  elecibn  de  estas  operaciones  (como 
sucede  con  los  cambios  de la base) y si los  pasos  nunca  forman  un 
ciclo,  podemos  demostrar  que,  finalmente, se lograra  hacer 
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concordar D con un conjunto  primitivo  de 2. 
Para ver  c6mo  este  algoritmo  puede  conducir a un  teorema  de  punto 
fijo,  sea b = e'. en (11,  donde e' es  el  vector  de  hilera  de n 
dimensiones  con  uno  en  todos  los  lugares. Sea 2 un  subconjunto 
finito  del  simplex  de n dimensiones, y f(z) una  proyecci6n 
continua  del  simplex  en s í  mismo,  de  un s610 valor. Sea y(z) la 
proyecci6n  de 2 a Y mencionada  antes, y escribimos 

Supongamos  que  cuando  el  algoritmo  termina  tenemos 

donde P es  el  conjunto  primitivo  en Z donde  termina  el  algoritmo. 
Dado  que ef(z) = ez = 1, tenemos e[f(z) - z + e ' ]  = n, de  modo  que 
premultiplicando (4) por e obtenemos 

n w(z) = n 
Z E P  

o sea 

Supongamos  en  seguida  que  los  elementos  de P est& ahora tan 
"pr6ximos"  que  podemos  tomarlos  por  idbnticos.  Aquí  estamos 
pensando en  una  operaci6n  limitante  que, por supuesto,  requiera. 
que 2 sea denso.  Entonces,  en  vista  de (51, (4 )  se convierte  en 
f(z) - z = O, que  es  el  punto  fijo  de  Brouwer. 
Estas observaciones  pueden  servir para motivar  el dlisis que 
sigue,  pero  hay  muchas  complicaciones  que  hemos  pasado por alto y 

que  explican .. algunos  de  los  procedimientos  especiales  que 
adoptamos. 
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(a)  Podemos  definir  un  conjunto  primitivo  de 2 como  sigue.  Sea P 
un  subconjunto  de Z de n elementos.  Sea z' el  vector  formado  al 
hacer  cada  uno  de  sus  componentes  iguales  al  componente 
correspondiente m& pequefio  de  cualquier  vector P. Consideremos  el 
conjunto  tal  que z z 2 ' .  Entonces,  podemos  decir  que P es 
primitivo si el conjunto  que  acabamos  de  definir  tiene un interior 
vacío.  En  tal  caso,  no  hay  elementos  de P y, por  lo  tanto,  no  hay 
elementos  de 2 que  se  encuentren  "entre"  los  elementos  de P. 
Sin  embargo,  surgen  dificultades si hay  elementos  de P con 
coordenadas  iguales a cero y si hay  en P m& de  un  vector  que 
tenga una coordenada d s  pequefia dada. El algoritmo nos exige 
eliminar  un  elemento  de P y remplazarlo  en  forma  única por otro a 
fin  de  formar  un  nuevo  conjunto  primitivo. 

(b) Se recordara  que Y contiene  los n vectores el y que  nos 
interesa  proyectar  puntos  de  otro  conjunto  en Y .  Convendrb 
remplazar 2 por  el  conjunto X u J ,  donde X es  un  conjunto  de 
vectores  de n dimensiones y J el  conjunto  de  los  enteros 1,. . . ,n. . 
En  nuestra  proyecci6n  asociaremos  el  vector e j  en Y con  cualquier 
j E J. 
Para  formar  un  conjunto  primitivo  en X u J que  nos  permita  pasar 
de  un  conjunto  al  otro,  debemos  inducir  un  orden  en  los  elementos 
de X u J. Para  evitar  la  degeneraci6n  deseamos  evitar  los 
"empates".  Podemos  lograr  esto  mediante  una  permutacibn  cíclica  de 
la  serie 1,. . . ,n. 
Para  hacer  una  ilustracibn,  supbngase  que  los  vectores  de X son  de 
tres  dimensiones y J = 1,2,3. Consideremos  una  permutacibn  cíclica 
de  los  indices, 2,3,1, que  podríamos  llamar  un  "Ordenamiento 
conforme  al 2" porque  ahora  el 2 es  el  primer  termino.  Entonces, 
en  este  ordenamiento 1 > 3, puesto  que 1 viene  despues  que 3. Por 
supuesto,  tambikn 1 > 2. 
Consideremos  ahora  un  ordenamiento conforme al 2 de  las 
coordenadas  de  elementos  de X. Es  decir,  la  coordenada  con el 
número <2> es  la  primera  de  cada  vector,  la  coordenada  con  el 
número 3 es  la  segunda, y la  coordenada  con  el  namero 1 es  la 

-. 
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tercera.  Tomemos  en  cuenta  en  el  ordenamiento a dos  elementos x, 
x ’  en X, con x f x ) .  Ciertamente  deben  diferir, por lo  menos en 
una  coordenada.  Encontraremos la mhs  pequefia  de  tales  coordenadas 
en el  ordenamiento  conforme al 2, es  decir, la primera  coordenada 
en el  ordenamiento  conforme al 2 en  que  difieran.  Supongamos  que 
tiene  el  nGmero  <3>.  Entonces  diremos  que x >2 x’ si m > m’ y 
que x < x’ si x3 < m’. 
Para comparar un elemento  de J con un elemento  de X se  requiere 
una convenci6n, y escogemos  la  siguiente.  En  un  ordenamiento al 2, 
consideramos 2 (2 x, para  todo x E X, y todos  los deme enteros, 
es  decir, 1 6 3 son  mayores al 2 que  cualquier  elemento  de X. 
En  esta  ilustraci6n la elecci6n  de  un  ordenamiento al 2 es 
arbitraria;  podríamos  haber  tomado  un  ordenamiento al 3 6 al 1 de 
manera  anhloga. 
Advertimos  que  para  vectores  desiguales  en X se  tiene x >z x’ 6 x 

( 2  x’ de  modo  que esth estrictamente  ordenados. Adern&, hay  un 
ordenamiento  completo al 2 de  todos  los  elementos  de X u J ,  y dado 
que  el  mismo  es  estricto,  hay  un  elemento  mínimo al 2 único. 

Con  estas  convenciones,  sea Q un subconjunto  de n elementos  de X u 

J. Sea Gi ( Q )  el  elemento  mínimo  conforme al i de Q. Entonces, 
decimos  que Q es  primitivo si no  hay x en X u J tal que x > i  

? ( O ) ,  para  todo i. Si hay  un x tal decimos  que  el  mismo  domina  en 
Q. En nuestro  ejemplo i asume  los  valores  1,2,3. 
Para ilustrar, sea X el  conjunto  de  tres  vectores: x1 = ( 3 , 7 , 6 ) ,  

x2 = (3,5,1), x3 = (5,4,1). Sea  tambikn x = 1, x‘ = 2, x’ = 3. 

Supongamos  que Q tiene  los  elementos xi, x , y x3. Entonces ? ( Q )  

= x*, ? ( Q )  = xl, Z(Q> = x2. Entonces,  ciertamente x1 > i  ? ( O )  
para  toda i, y el  conjunto  no  puede  ser  primitivo. 

Sea ahora  que Q tenga  los  elementos xi, x y x’. Entonces 2(Q> = 

x4, x (0 )  = x - ,  x (Q) = x’. Tenemos  que ningh elemento  de Q 

domina  en Q. Tenemos  tambikn  que x’ >2 ? ( O > ,  x2 >2 ? ( Q )  y x3 >2 

? ( O ) ,  de  modo  que  ningún  elemento  fuera  de Q domina  en Q. Por lo 

4 

2 

4 
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tanto (x1, x4, x6) es un conjunto  primitivo. 
Adviertase  que  cuando  consideramos  el  conjunto (x1, x2, x4) 

tuvimos x = ? ( Q )  para m&s de un i y encontramos  que  el  conjunto 
no  era  primitivo.  En  realidad,  puede  demostrarse  que si Q es 

primitivo, x = E’(@) para  exactamente un f. Adviertase  tambien  que 
un conjunto  primitivo no puede  componerse  de  elementos j 
solamente, ya que por definici6n x > i  i ,  si x E X. Supongamos  que 
partimos  del  conjunto  primitivo Q: (x1,  x4, x6) y se nos  pide  que 
eliminemos  de  allí a x4. El  problema  consiste  en  encontrar un 
remplazo  para  este  elemento  de  modo  que  se  forme un nuevo  conjunto 
primitivo Q’ . Llamemos x’ ’ a este  elemento  -que  tovavía  no 
encontramos- y supongamos  primero  que  en  verdad  puede  formarse un 
nuevo  conjunto  primitivo Q ’ .  Procederemos  por  pasos. 

(a) x4 es  mínimo al 1 en Q. Demostramos  que x” no  puede  ser 
mínimo al 1 en Q’ . Esto  puede  verse  porque  los  conjuntos Q \ { x  1 
y Q’ \ { x ” )  son el  mismo.  Por  lo  tanto, si x’ ’ es  mínimo al 1 en 
Q’ , tenemos  que 

4 

Pero  tambien x’ ’ f x4, de  modo  que x” >I x4 o bien x” (1 x4. En 
el ‘primer  caso,  dado  que x” >2 x1 y x” >3 x’, x’ ’ dominaría Q,  
lo  que  contradice  que  es  primitivo. En el  segundo  caso x4 >2 x , 

x4 >3 x6, y x4>1 x’  ’ = ?(a’ ), lo  que  contradice  que Q’ es 

primitivo. Por lo  tanto x’ * ? ( Q ’  1. 

1 

(b)  Entonces ? ( O ’  1 = x1 6 ? (Os  1 = x6. Pero x’ > i  x,  para todo x 

E X, i 3, y por  lo  tanto ?(OD ) = XI. (Esto  demuestra  que si  
hubibsemos  eliminado a xi de Q no  se  habría  podido  encontrar 
ningw nuevo  cqnjunto  primitivo.  Porque xi es  mínimo al 2 y ni x4 
ni x’ podrían  ser  mínimos  al 2 en 0’. Es decir,  no  podemos 
proceder  con  el  algoritmo si, tras  de  eliminar un elemento  de Q,  
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(c)  Puesto  que  hemos  demostrado  que x1 es  mínimo  al 1 en Q’ y 
sabemos  que x’ es  mínimo al 3 en O ’ ,  debe  ser  que x” sea  mínimo 
al 2 en 0’. Para  encontrar x” consideremos  el  conjunto R de 
elementos  de X u J que  son  mayores al 1 que x y mayores al 3 que 
x’. Ciertamente  este  conjunto  tiene, por lo  menos, un miembro, 
puesto  que x’ satisface  los  criterios.  Tambi6n x” debe  ser  un 
miembro  de  este  conjunto,  que  hemos  definido y llamaremos x . 
Entonces, x >I x , x >3 x6. si x** >2 x’ S ,  entonces .x** 
dominaría 0’ = (x1,  x6, x 4 ) ,  de  modo  que x = x ” .  

Dado  que x2 <I x1 en  nuestro  ejemplo, x2 no  es  candidato  para  ser 
x’ ’ . Pero x3 >I xi y x3 >3 x’, de  modo  que x3 es un candidato al 
igual  que x5. Pero x’ <2 x para  todo x en X, de  modo  que x’ (2 x , 

1 

** 
** 1 ** 

** 

3 

x3 = x’ ’ , 6 Q’ = (x1,  x6, x3). Se  puede  verificar  directamente  que 

Q’ es  en  verdad  primitivo.  Pero  tambidn  podemos  argumentar . como . 
sigue. 
Supongamos  que hay un x que  domina 0’. Entonces,  ciertamente x . 

debe  ser  mayor  al 1 que x1 y mayor  al 3 que x y por lo  tanto x E 

R = { x  I x E X u J ,  x >I x , x >I ;‘(O)}. Pero  tambi6n x >2 x ” ,  y 

esto  contradice la definicibn  de x” como  elemento R m&ximo al 2. 

6 

* 

Introduciremos  ahora  varios  conceptos  nuevos  como  parte  de la 
prueba  en  cuest  i6n (las pruebas  tradicionales  de  los  teoremas  de 
punto fijo requieren tambih la introducci6n  de  conceptos 
peculiares a las mismas,  pero  diferentes a los  aquí  expuestos). 
Sea X un conjunto  de  vectores  no  negativos y J el  conjunto  de 
enteros 1, . . , n. El conjunto X u J es  entonces  un  conjunto  bien 
definido,  aunque  algo  extrafio,  compuesto  de n vectores y n 
enteros.  Estamos  interesados  en  conjuntos Q que  sean  subconjuntos 
de n elementos-de X u J. La  idea  es  que los elementos  enteros  de 
Q, es  decir,  el  conjunto J n Q,  designen  ciertas  dimensiones  que 
se  tratan  en  forma  especial.  Entonces,  dado  que Q tiene n 
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elementos,  hay  exactamente  tantos  miembros  de J Q como  de X A Q, 

y los  pondremos en correspondencia uno a uno en  formas  apropiadas. 

Queremos  ordenar  los  elementos  de X de  acuerdo  con su coordenada 
número i ,  pero  al  igual  que en  nuestro  tratamiento  de la 
degeneracih, complementaremos  las  reglas  para  evitar  los  empates; 
es  decir, si las coordenadas  número i son  iguales, ordenarh un 
elemento por encima  de  otro  de  acuerdo  con  los  valores  relativos 
de  algunas  otras  coordenadas.  Tambikn  deseamos  ordenar  los 
elementos  de X en  relaci6n  con  los  de J ;  convenimos  en  que h mismo 
es  ''menor  en la coordenada  número i" que  cualquier  elemento  de X, 
pero  que un entero j f i es  "mayor  en la coordenada  número i" que 
cualquier  elemento  de X. 
Aunque  el  ordenamiento  deseado  puede  introducirse  de  varias 
formas,  resultara mas conveniente, por razones  de  computaci6n, 
ordenar  los  enteros  de  acuerdo  con  una  permutacibn  cíclica en la 
que  el  entero i ocupe  el  primer  lugar;  luego  ordenamos  los 
elementos  de X de  acuerdo 'con el  componente  de  orden  menor  que 
rompa un empate,  donde  los  componentes  se  ordenan  de  acuerdo  con 
esta permutacih cíclica.  Específicamente,  introduciremos  un 
ordenamiento al i sobre J, 

Esto  equivale a poner  los  enteros i ,  ...,n antes  de  los  enteros 
1 , .  . . , i-1 y a ordenarlos  luego.  La  relaci6n I' j < i  j' 'I se leer& "j 
es  menor al i que j' ' l .  

Ahora  ordenamos  los  elementos  de X de  acuerdo  con la coordenada 
número i si ello  es  posible;  en  caso  contrario,  por  causa  de  algún 
empate,  los  ordenamos  de  acuerdo  con la primera  coordenada 
desigual  en  el  ordenamiento al i de las coordenadas. 
Para dos  elementos, x y x' en X, sea I ( x , x '  1 el  conjunto  de 
coordenadas i para el  que xi f x' i, y sea j el  elemento  mínimo  al 
f de I(x ,  x' 1. Entonces  definirnos  que 

82 



x x’ significa  que XJ < X’ J (7) 

Advidrtase  que si xi f x’ i ,  entonces  el  propio i es  el  elemento 
mínimo al i de I ( x , x ’  1 y x < i  x’ 6 x’ < i  x dependiendo  de  que xi < 
x’i 6 x’i < xi. 
Completamos la definici6n  del  ordenamiento al i para  permitir 
comparaciones  de  elementos  de J con  elementos  de X. 

i <í x para  todo x en X (8)  

x < i  j para todo x en X y todo j # i ,  j E J (9)  

El ordenamiento al i es  en  realidad un ordenamiento  estricto,  de 
modo  que  para x # x’ es  valida  una y s610 una de las relaciones x 

< i  x’ y x’ . < i  x. Se  sigue  que  para  cualquier  subconjunto  de X u J 
hay un mínimo al i que  es hico. Especificamente,  para  cualquier 
subconjunto  de R elementos, Q ,  de X u J, sea 

? ( Q )  el  elemento  de Q mínimo al i (10) 

Notamos  algunas  consecuencias  de  estas  definiciones. Por ( 8 )  y 

(91, si i E J n Q , entonces ?(Q) = i. Si i 4 J n 0, de  modo  que 
f E J \ Q, entonces J n Q tiene a lo sumo n - 1 elementos,  de  modo 
que Q contiene,  por lo menos, un elemento  de X. En consecuencia, 

por (91, es  imposible  que ?(Ql = j para j E J, con j * i. 

Si iií(C)) > xí para  algún x en X A Q, ciertamente  no  podría  ser 

verdad  que ? ( Q )  es el  mínimo al I. 

. 
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Asociaremos  con Q un cono  contenido  en  el  ortante no negativo. 
Definimos un vector <(O) por las relaciones  de  coordenadas: 

i e J n Q  
i e J \ Q  

(13) 

Luego  definimos  un  cono  convexo 

Las definiciones  anteriores  equivalen a afirmar  que  escogemos m S 

n elementos  de X y un ntímero  correspondiente  de  direcciones  de 
coordenadas;  entonces T ( Q )  es  el  cono m& pequeiio similar al 
ortante  no  negativo  que  contiene  estos  puntos y no  restringido en 
todas l a s  demas  direcciones  de  coordenadas.  Ahora  introduciremos 
la siguiente 

Definici6n: Un  elemento x de X domina a un  subconjunto  de n 

elementos, Q, de X u J ( x  dom o), si y s610 si x > i  ?(o) para 
todo i. Decimos  que 0 es primitivo si no  est&  dominado por ningún 
elemento  de X. 
Si T(Q) tuviese  elemento  de X en su interior,  entonces 
ciertamente  sería  dominado. 

I 

Si Q es  primitivo,  entonces  el  interior  de T(Q) es  disjunto  de X 
(15) 

Lo recíproco  no  es  cierto a causa  de la posibilidad  de  empates  en 
cualquier  coordenada,  que  se  rompen  examinando  otra  coordenada. 
Tomemos  en  cuenta  primero  algunas  propiedades  elementales  de  los 
conjuntos  primbtivos.  Supongamos  que Q no  contuviese  elementos  de 
X, es  decir  que Q c J. Dado  que  tanto Q como J tienen n elementos, 
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Q = J. Entonces ;'(O) = i para  todo i; pero, por (81,  X dom Q para 
cualquier x E X. 

Si Q es  primitivo, X n Q es  no  vacío (16) 

Supongamos  que x E Q ,  x z Xi(o). Por (IO), entonces x > i  X'(Q). 
Por lo  tanto, si Q es  primitivo,  para  todo x E Q, x = x (0)  para 
algtín i, porque  de  otro  modo x dom 0. Dado  que  tanto J como Q 

tienen n elementos,  es  imposible  que x = z(Q) para m& de un i, 

porque  entonces  habría algh x' f x'(Q), para  todo l. 

-i 

Si Q es  primitivo,  entonces  para  todo X E Q, 

x = X*(Q) para  exactamente  un i (17) 

Se sigue  de (16) que 

T(Q) A x no  es  vacío (18)  

Un  conjunto  primitivo  es,  en  a1guno.s  sentidos  sugerentes,  analog0 
a una  base  en programacih lineal;  el  conjunto J n Q es  an6logo al 
conjunto  de  vectores  "sobrantes".  Un  paso  fundamental  en la 
programaci6n  lineal  es la transformacih  mediante la cual  se 
elimina  de  una  base un elemento y se  remplaza por otro.  En 
general,  este  remplazo  es  Único. La definici6n  siguiente  introduce 
un paso  an&logo. 

Definici6n: Decimos  que Q' es un remplazo de x' en Q si Q y Q' son 
conjuntos  primitivos y Q \ Q' = { x , } .  

En  otras  palabras, x' es  eliminado  del  conjunto  primitivo y 

remplazado  por  otro  elemento  de X u J ,  digamos x' ', en  forma tal 
que  el  nuevo  conjunto, Q ' ,  tambihn  es  primitivo. 

-. 
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Teorema: Si Q es  primitivo y x’ E Q,  entonces  no  hay  remplazo  de 
x’ en Q si Q \ { x ’ )  c J ,  y exactamente  un  remplazo en caso 
contrario. 

Prueba. 
Suponemos  que  existe tal remplazo y encontramos las condiciones 
necesarias.  Sea x” el  Único  elemento  de O’ \ 0, es  decir,  el 
nuevo  elemento  en Q ’ .  Por (171, podemos  suponer sin prdida de 
general  idad  que 

Primero,  supongamos  que x” = x’(Q); demostraremos  que  esto  es 
imposible.  Por (171, tendríamos  para i > 1 que 

Dado  que ? ( Q )  es  mínimo al i en Q, ciertamente  es  mínimo al i en 

el  subconjunto Q \ {x’ ), y de  igual  modo ? ( Q ’  es  mínimo al f en 
Q’ \ { x ” ) ,  que,  sin  embargo,  es  el  mismo  conjunto,  es  decir 

bien x’ ’ >I x. Puesto  que x’ = ? ( Q ) ,  x’ ’ = ?(Q’  1, tenemos  en  el 
primer  caso  que x’ dom 0’ y en el  segundo  caso  que x’  ’ dom Q,  y 

ambos resultados  contradicen  el  carkcter  primitivo  que  hemos 

supuesto en Q y Q’ . A s í  pues, la suposici6n  de  que x’ ’ = ? ( O ’  1 
conduce a una mntradiccih. 

Entonces, 2 (0’ 1 debe  pertenecer a Q’ \ {x’ ’ 1 = Q \ {x’ 1. Sea 
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Dado  que x* E Q, x* = zi (0)  , para  algún i , pero x 
tenemos  que i > 1. Sin  perdida  de  generalidad  podemos  suponer  que 

* 
f x’ = x ( Q ’ ) ,  1 

Este  enunciado  muestra ya que  la  existencia  de un remplazo  de x’ 
en Q requiere  que X n [ Q  \ { x ’ )  1 sea  no  vacío. Por lo tanto, si Q 
\ { x ’ )  c J, entonces  no  hay tal remplazo,  lo  que  confirma la 
primera  parte  del  teorema. 
Por (IO), x* es  mínimo  al 1 en Q’ ; por (21) , 

de  modo  que x* se  define  en  forma  única y por un procedimiento 
constructivo. 
Por (19) y (171, x* no  es  mínimo  al 2 en Q’ . Por (201, x* es 
mínimo al 2 en Q y por  lo  tanto  en Q \ { x ’  1 = Q’ . \ {x’  1; en 
consecuencia 

es  el  mínimo al i en el  primero  de  estos  conjuntos y ? ( Q ’  1 lo  es 
en el  segundo. . 

para i > 2 
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Buscamos  ahora  una caracterizacih de x ” .  Definimos  el  conjunto 

Primero,  advertimos  que R es  necesariamente  no  vacío,  ya  que 2 E 
R; por ( g ) ,  2 > I  x para  todo x E X si i f 2, mientras  que por (61, 
2 > l  i para  todo i E J ,  i f 2. 

Advertimos  tambikn  que,  por (23) y (171, x” E R. Sea x** el 
elemento  de R mhimo al 2. Por (19) y (241, se sigue  de  la 
definicidn  de R que, 

Si x** >2 x’ ’ , entonces,  por (231, x dom Q’ , lo  que  contradice 
la hip6tesis. Por lo tanto, x = x’ ’ , por definicih de  un 
elemento mkimo al 2. 

** 
** 

x” es  el  elemento  de R mkimo al 2 (26) 

Por (221, x* se  define  en  forma  única, y por  lo  tanto  ocurre  lo 
mismo  con x’ ’ , por (25) y (26). A s í  pues,  hay a lo sumo un 
remplazo  de x’ en 0. 
Dado  que Q’ , definido  como EQ < { x , ) ]  u { x ” ) ,  tiene n elementos, 

basta  demostrar  que  es  primitivo.  Primero.  demostraremos  que ? ( Q )  
son en vet-dad  como se dan  en (191, (23) y (24). Si 1 E 0,  entonces 
x’ = 1 ,  de  modo  que, en todo  caso, 1 e Q \ {x’ 1. Se sigue  entonces 
de (22) y (9)  que x* es  mínimo al 1 en Q \ { x ’ )  = Q’ { x ” ) .  Por 
(25) y (261, x’ ’ >I x , lo que  confirma (24). 

Por (251, x* no  pertenece a R. Supongamos  que x’ ’ >2 x*. Dado  que 

x* = ? ( Q ) ,  por- (201, tenemos,  por (25) que x” > i  para i > 

1. Dado  que x* > I  ? ( Q ) ,  por (201, y x” > i  x , por definicih de 

ut 

* 
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Ahora  puede  demostrarse  que Q’ es  primitivo. Si x dom Q ’ ,  se  sigue 

de (191, (24) y (25) que x E R, mientras  que  tarnbih x >2 ?(Q’ I ,  
lo  que  contradice  (26).  Esto  completa la prueba  del  teorema. 

Corolario: Si Q’ es  el  remplazo  de x’ en Q y X” es  el  único 
elemento  de Q’ \ Q, entonces Q es  el  remplazo  de x” en Q. 

Esto  se  sigue  inmediatamente  del  carhcter  único  del  remplazo y de 
su def  inici6n. 
Observaci6n: Se  ha  demostrado  que  el  remplazo  Único  de x’  en Q 
puede  lograrse  en  un  número  finito  de  pasos, por (22 I ,  (25 1 y 

(26). La determinaci6n  de x en (22) implica  una  búsqueda  entre 
n-1 alternativas a lo sumo, y en la prActica  se  tomara 
generalmente a n como  un  namero  fijo (por ejemplo,  el nhero de 
bienes). Sin embargo,  supondremos  que  el  conjunto X es  muy  grande; 

* 

en realidad,  en  la determinacih de un punto  fijo, la aproximaci6n 
es  mejor  cuanto  mayor  sea  el  conjunto X. A primera  vista, 
parecería  que la determinaci6n  del  conjunto R requiere  una 
exploraci6n  en  el  total  de X u J ,  lo  que  no  es  muy  atrayente.  Esto 
es  cierto  en  general,  pero  el  cdlculo  puede  limitarse a un 
ejercicio  menor si X es el  conjunto  de  elementos  de Sn con 
coordenadas  racionales y un  denominador fijo, es  decir 

x n = { x l X i =  ai r, ai enteros  no  negativos, xi = 1 
I 

N 

Teorema (Scarf): Sea X un conjunto  de n vectores, y(x) una funcibn 
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que  proyecta X en  un  conjunto Y de n vectores, I el  conjunto  de 
vectores  unitarios y j el  conjunto  de  enteros 1 , .  . . , n .  Si b z O y 
si’ el  conjunto  de  desigualdades 

tiene  un  conjunto  acotado  de  soluciones,  entonces  existen  una  base 
B para  el  sistema  de  desigualdades, y un  conjunto  primitivo Q para 
el  conjunto X u J tal  que B es  la  imagen  de Q bajo la proyecci6n 
y(x), donde  se  entiende  que y ( j )  = e para j E J. J 

Prueba: 
Para fines  de  esta  prueba,  llamaremos  base a un  subconjunto C de n 
elementos  de X v J si su imagen  bajo la proyecci6n y(x), denotada 
por y(C) , es  una  base.  Decimos  que  una  base C ‘concuerda con  un 
conjunto  primitivo Q si Q = C. Tratamos  de  demostrar  que  existe  un 
par (C,Q) tal que C concuerda  con Q. Decimos  que  una  base C casi 
concuerda con  un  conjunto  primitivo Q si C \ Q = ( 1 ) ;  es  decir, m 

n-1 elementos  de B = y(C) corresponden a elementos  de Q,  pero B 
contiene  tambikn  el  primer  vector Kitario. 
Este  metodo  de  prueba  consiste  en  principiar  con un par (Co,Qo) 

que  casi  concuerde, y luego  continuar  con  una  serie  de 
transformaciones  que  conviertan un par que  casi  concuerda, o en 
otro  par  que  casi  concuerda, o en un par  que  concuerda. Se 

demostrara  que la sucesi6n  nunca  puede  repetirse;  dado  que  hay  un 
número  finito  de  pares  posibles,  el  proceso  debe  terminar  en un 
par  que  concuerda,  lo  que  no s610 demuestra  el  teorema,  sino  que 
adem&  pone al descubierto  un  algoritmo  para  encontrar una base. 

Si C es  una  base,  entonces y(C) es  una  base  en su conjunto 
apropiado, Y u I. Dado  que ambos conjuntos  tienen n elementos, la 
proyecci6n y(x) tiene  una  inversa  única  para x E C. Si x’ 4 C, 
definimos C’ como la inserci6n de x’ en C, si C’ es la inversa  de 
la inserci6n  de y(x’ 1 en y(C). En  mayor  detalle, si y” es  el 
elemento  eliminado  en  esta insercih, entonces y’ ’ = y(x’ ’ 1 para 



“ 
* -  

algún x’ ’ ímico, y definimos C’ como [C \ {x’ ’ 11 U {x,) .  

Puede  ocurrir  que y(x’ 1 sea  ya  de  hecho un elemento  de y(C); es 
decir, y(x) = y(x’ ’ 1 para  algún x” E C. No puede  haber mzis de un 
x’ ’ tal, puesto  que  los  elementos  de y(C) son  distintos. La 
inserci6n  de y(x) en y(C) no  tiene  significado  en  este  caso, o m& 
precisamente, la “inserci6n”  deja  simplemente  invariable la base, 
pero todavía  podemos  definir a C’ exactamente en la misma forma, y 

C’ es  diferente  de C. 

Si C casi  concuerda  con Q, decimos  que  el  par (C’ ,Q’  ) es 
adyacentea ( C , Q )  si cualquiera  de  estas  dos  cosas  es  posible: 

(a) C = C’ , Q’ es  el  remplazo  de x(C,Q) en Q; 

(b) Q = Q’ , C’ es  la  inserci6n  de x(C,Q) en C. 

De acuerdo  con la teoría  de  Programaci6n  Lineal,  siempre  es 
posible la transformaci6n  (b).  Demostramos  que la transformaci6n 
(a) es  posible si y s6lo si C f J. 

Supongamos  primero  que C = J. Entonces C n Q debe  consistir. en los 
enteros 2, . . . , n. Dado  que C y Q no  concuerdan, x(C, Q) debe  ser un 
elemento  de X. Por lo  tanto, Q \ {x(C,Q)) c J ,  y por el  teorema 
arriba  citado,  no  es  posible  ningún  remplazo. 
Supongamos  ahora C f J.  Entonces C contiene un elemento, x, de X. 
Dado  que C \ Q = { l), x E Q.  Pero x f x(C,Q), 

que Q \ {x(C,Q)) contiene un elemento  de X, 
remplazo.  Hemos  demostrado  que si C f J, 
transformaciones (a) y (b),  mientras  que si C 
posible. 

(C,Q) tiene un par  adyacente si C 

dos  pares  adyacentes  de  otro  modo. 

por (271, de  modo 
y es  posible un 
son posibles las 
= J. s610 (b)  es 

= J ,  

(28) 

Si (C’ ,Q’ 1 es  adyacente a (C, Q )  y C’ casi  concuerda  con Q’ , 
entonces se sigue  del  último  Corolario  que (C,Q) es  adyacente a 

(C’ ,Q ’  1. 
Observamos  tambien  que si C = J ,  s610 hay un Q posible  que  casi 

- 
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concuerde  con C. Como  vimos  antes, Q debe  contener 2,. . . ,n. 
Entonces ? ( Q )  = i, i > 1 ,  mientras  que x ( Q )  E X. Sea x el 
elemento  de X m6,ximo  al 1. Entonces x > i  i ( i  > 1); si tambibn X* 

>I ? ( Q ) ,  entonces x* domina Q ,  y Q no  sería  primitivo. Por lo 
tanto, si C = J y C casi  concuerda  con Q, entonces Q se  compone  de 
x y los  enteros 2, ..., n; llamamos Qo a este  conjunto. 
Ahora  generamos  una  sucesi 6n de  pares, ( CV, 0.1, como  sigue.  Sea Co 

= J y Qo como  acaba  de  especificarse.  Entonces  hay  precisamente un 
par  adyacente a (Co, Qo); lo  llamamos  (C1,Qi).  En  general, si CV z 
J, hay  dos  pares  adyacentes a (CV, Qv); sea (Cv+l, @+I) adyacenta a 
(CV, Qv) y distinto  de  (Cv-1,Qv-1).  Por  inducci6n  se  verifica  que 
si CV casi  concuerda  con Qv, entonces (Cv-1, Qv-i 1 es  adyacente a 
(CV,@) , de  modo  que (&+I, Qv+I) queda  especificado  de  forma 
ímica. 
Advibrtase tambih que, por la definici6n  de adyacente, si C casi 
concuerda  con Q y (C' , Q' 1 es  adyacente a (C,Q), entonces C' 
concuerda o casi  concuerda  con 0 ' .  
Ahora  demostraremos  que  la  sucesibn  nunca  se  repite;  es  decir,  es 
imposible  que (Cp,Qp) = (Cv+l,Qv+i) para p 5 v. De otro  modo 
esc6jase  el m& pequeño  de  tales v. Puesto  que  dos  pares 
adyacentes  nunca  son  iguales, es imposible  de p = v, y por la 
construcci6n  es  imposible  que p = v - 1.  Por  lo  tanto JA < v -1. 

1 

* 

Supongamos  que p=O. Entonces (CV,@) sería  adyacente a ( C O , ~ )  al 
'igual  que  (Ci,Qi).  Pero  s6lo  hay  un  par  adyacente a (Co,Qo). por lo 
tanto (Ci,Qi) = (CV,QV). Dado  que v > 1 ,  como  acabamos  de  ver, 
esto  contradice la eleccibn de v como  el  valor m& pequefio  para el 
que (Cp,Qp) = (Cv+i,Qv+i),  para  algún p 5 v. 
Supongamos  que JA > O. Entonces (Cv-1,@-1), (Cv+l,Qv+l) y (Cv,Qv) 
serían  todos  adyacentes a (Cp,Qp). En  vista  de (28) dos  tendrían 
que  ser  iguales;  pero  tal  igualdad  contradice la elecci6n  de v. 
En  consecuencia,  todos  los  elementos  de  la  sucesi6n (CY,@) son 
distintos. La %sucesi6n  puede  continuarse  mientras  que CV casi 
concuerde  con Q; por  otra  parte, s610 hay un nhero finito  de 
bases  posibles y s610 un número  finito  de  pares (C, Q )  que  casi 
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concuerden. Por lo  tanto,  dado  que  todos los elementos  de  la 
sucesi6n  concuerdan o casi  concuerdan, y que la sucesi6n  termina 
en el  primer  caso,  se  sigue  que  en  un nhero finito  de  pasos  el 
algoritmo  alcanza  un  par  que  concuerde. 

El  teorema  de  Scarf  provee  una  prueba  notablemente rapids del 
teorema  de  punto  fijo  de  Brouwer.  Para  cualquier  entero  dado, N, 
consideramos  que  el  conjunto X es  el  conjunto XN definido en la 
6ltima observaci6n y luego  hacemos  una  eleccibn  apropiada  de y(n). 

Lema: Sea QN cualquier  conjunto  primitivo  para XN U J ,  y sea xn 

cualquier  elemento  de XN n QN. Escogiendo  una  subsucesi6n 
apropiada,  podemos  encontrar un subconjunto  propio, J*, de J ,  y un 
punto, x*, tal que J n QN = J* y xn tienda a x* a lo  largo  de la 
subsucesi6n, y xi = O para  todo i E J*. La subsucesi6n y el  punto 
x son independientes  de  la  forma  en  que se escoja xn en XN n QN. 

* 
* 

Prueba: 
Recordemos la definici6n  de T(QN) en (14) .  Dado  que XN c Sn se 

sigue  de (18) que T ( Q N )  n Sn es  no  vacío; sea x un elemento. 
Entonces ex = 1 y, por (141, 

Sea U el  subconjunto  del  ortante  no  negativo,  consistente en todos 
los  puntos  que se encuentran  en  el  simplex  fundamental por debajo 
del  mismo,  es  decir, 

U = { x  ( x r o ,  ex s 2). 

El subconjunto T(QN) es geombtricamente  semejante al ortante  no 
negativo, y por  lo  tanto  el  conjunto U n T(QN) es  semejante al 
conjunto U. 
ConsidCrese,  en  particular,  el  radio  de la vecindad m& grande 
contenida  en T(QN) n Sn, donde la vecindad se toma en relaci6n  con 

- 
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Sn; el  radio  de la vecindad mAs grande  en  relaci6n  con Sn, que  es 
disjunta  de Xn, tiende a O cuando N tiende a infinito.  Dado  que, 
por (15) ,  el  interior  de T(QN) es  disjunto  de XN, lo  mismo  es 
cierto  para  cualquier  vecindad  contenida  en T(QN) n Sn. De todo 
esto  se  sigue  que 

Para cada N, J n QN es un subconjunto  propio  de J; dado  que s610 
hay  un nhero finito  de  tales  conjuntos,  debe  haber, por lo menos, 
un conjunto, J*, tal que J n QN = J* para  un nhero infinito  de N. 
De  ahora  en  adelante,  consideremos  sblo  tal N. La sucesi6n <(m) 
es  acotada; por lo  tanto  podemos  escoger  otra  subsucesibn tal que 

Por la definicibn  de < ( Q )  en (13) , < i ( Q N )  = O para i E J, de  modo 
que  ciertamente x: = O para i E J , como  se  propone.  Por 1~1 timo, 
dado  que xn E XN n QN, tenemos a la  vez xn E Sn y xn E ?'(ON), de 
modo  que 

* 

Entonces  se  sigue  de (29)-(31) que xn -> x* a lo  largo  de la 
subsucesibn. 
Ahora  enunciaremos  un  lema  que  muestra,  en  general, la forma  en 
que  puede  alcanzarse  el  límite,  en la aplicacibn  del  teorema  de 
Scarf; este  lema  no se utiliza  sblo  en la prueba  de  los  teoremas 
de  punto  fijo  de  Brouwer y Kakutani,  sino  tambien  para  probar una 
algunos  otros  resultados  importantes. 

Lema: Si y(x) es  una  proyecci6n  acotada  de Sn y los  conjuntos  de 
soluciones a las desigualdades 
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para  todos  los  subconjuntos  finitos X de Sn esth acotados, 
entonces  existe  un  subconjunto  propio, J*, de J, u 2 O, v; E: O ( j  

= 1,. . . ,m), donde m es  el  número  de  elementos  en J \ J*, x* en Sn 
e yJ (j = 1 , .  . . ,m) donde  para  cada j ,  yJ es un punto  limite  de 
y(x) a medida  que x se  aproxima a X*, tal que 

* 

u + v;y' = b, (a) 
* m  

J = 1  

* 
u:= o para i E J \ . J ,  (b) 

xi = O para i E J . 

Prueba: 
Por el  teorema  de  Scarf,  para  cada N existe QN, que  es a la vez un 
conjunto  primitivo y una  base  para las desigualdades 

Entonces,  por la definici6n  de  una  base,  podemos  encontrar m ( x )  2 

O ,  x E QN, tal que 

Escogemos la subsucesi6n  del  lema 1 y el J correspondiente.  Sea 
un = m ( i )  para i E J*, un = O para i E J \ J . Dado  que  y(f) = 

* 
* 

i i 
el ,  

. 
donde un es el  vector  de  componentes Enumeramos  los m 
elementos  de QN \ J arbitrariamente  como x , . . . , x  , y hacemos 

n 

* "';N mN 



m 

u + vffy(xJN) = b, N 

J=1 

donde uN 2 O ,  v = O ,  u' = O para i E J \ J*. Por el  lema 1 existe 
x tal que xjN -> x para  todo j en  una  subsucesidn  apropiada, y 

para i E J . Por  la  hipbtesis  de  acotamiento  del  lema, las 
sucesiones u , v e y ( d N )  son  todas  acotadas; por lo  tanto, 
escogiendo  una  nueva  subsucesi6n,  podemos  asegurar  que 

N 

* J * J  

x* = = * 
i N N  

1' 

UN -> u* VN -> v 
* 

1 J 
y(xjN) -> y-l, 

* 
de  modo  que  se  dan (a) y (b);  que u: = O para i E J \ J se  sigue 
del  hecho  de  que u: = O para  tales i para todo N. 

Prueba del Teorema de Brower: Ahora  apl  icamos  el  lema 2 con  una 
elecci6n  apropiada  de y ( x )  y b. El  teorema  de  Brouwer  supone  que 
f (x)  es una proyecci6n  continua  de Sn en s í  mismo. Por lo  tanto 
e f ( x )  = 1 = e x ,  para  todo x E Sn. 
Definimos  ahora 

~ ( x ) .  = f(x) - x + e, b = e',  para x E Sn . (33) 

donde e' es el  vector  de  columna  cuyos  componentes son todos 1 .  

Primero  verificamos  que las hip6tesis  de  acotamiento  son  validas; 
y(x) es una funci6n  acotada.  Sea X cualquier  subconjunto  finito  de 
Sn, y consideremos las ecuaciones y desigualdades 

Dado  que y( i) = ei para i E J ,  haciendo ui = w( i )  y u el  vector 
con  componentes ui,  podemos  escribir  el  sistema  como 

u + 1 y(x)w(x) = e' u t O, w(x) t o,  para todo x E X (34) 
X E X  
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eu + n C w(x) = n, 
XEX 

de  modo  que 

w(x) 5 1 w(x) = o, para  todo x E X; 
x€ x (35) 

w(x) = 1 si y s610 si u = O, 
x€ x 

y las soluciones  para w ( x )  (con x E X) son,  en  particular, 
acotadas;  por (341, lo  mismo  debe  aplicarse a u. 

Por lo  tanto  podemos  aplicar  el  Lema 2 de  modo  que 

donde  se  aplica tambih el  lema 2 (b), Y Por (35) 

m 

vi 5 1 y la igualdad  implica  que u = O (37) 
* 

J = l  

Aqu í ,  y' es  un  punto  limitante  de y(x) cuando x tiende a x . Por 
(33) entonces 

4 

yJ + x' - e' es una cota  de f ( x )  cuando x tiende a x* (38 1 

Dado  que  suponemos  continua a f ( x ) ,  

y"+ x* - e = f ( x 4 )  para  todo j (39) 

Sea  ahora d el  vector  de  hilera,  con di = O para i E J , di = 1 
* 
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para i E J \ J*. Por el  último  lema  inciso  (b), du*= O. Tambien, 
di # ei s610 para E J y por lo  tanto s610 si x = O, debido  al 
mismo  lema y al mismo  inciso;  en  consecuencia dx = ex* = 1. Por 
último, d 5 e, de  modo  que df(x) 5 ef(x) = 1. Por (38) 6 (391, 

* * 
4 

d(yj + X* - e )  -C 1 para  cada j. 

Dado  que dx* = 1, este  enunciado  puede  escribirse dyJ S de. Si 
premultiplicamos (36) por d, encontramos 

(de’ vJ t de. 
m *  

j = 1  

En  conjuncibn  con (371, vemos  que 

v;  = 1 u* = o. 

si sustituimos  en (361, tenemos 

y* = e’ donde y = vJy * m * J  

Y 
J=1  

v: = i, v* 2 O ,  para  todo j (40) 
3 

Si multiplicamos (39) por v y ,luego sumamos a traves de j ,  

tenemos 

* 
.l 

lo  cual, en vista  de (40), establece  el  teorema  de  Brouwer. 

Ahora  enunciaremos y probaremos  la generalizacih del  teorema  de 
Brouwer  debida a Kakutani. 

% 

Teorema (Kakutani): Sea C un conjunto  convexo  compacto, y @(x) una 
correspondencia  semicontinua  superiormente  definida  en C tal que 



@(x)  c C y @ ( x )  sea  convexa,  para  cada x E C. Entonces  existe  un 
x E c tal que x* e @(x*). 
* 

Advidrtase  que si @(x1 consiste  en  un  solo  punto  para  cada x,  esto 
se  reduce al teorema  de  Brouwer  para un dominio  convexo  compacto. 

Prueba: 
La  prueba  anterior  del  teorema  de  Brouwer  basta,  con  ligeras 
modificaciones,  para  establecer  el  teorema  de  Kakutani  para  el 
caso  en  que C es  simplex  fundamental, Sn. Entonces,  el  caso 
general  puede  tratarse  de la siguiente  forma. 
Para  cada x E Sn, escogemos f ( x )  como un elemento  arbitrario  de 
@(x) .  Luego  definimos y(x)  como  antes.  Hasta (381, el  argumento  no 
utiliza la continuidad  de f ( x )  y así  sigue  siendo  vfilido;  tambikn 
sigue  siendo  valido (40). Dado  que f ( x )  E @ ( x ) ,  que  es 
semicontinua  superiormente, se sigue  de (38) y de la definici6n  de 
semicontinuidad  superior  que 

yf + X* - e E @(x*) ,  para  cada j. 

Dado  que,  por (401, 

* 
v = O, para cada j ,  y 

J 

C V ,  = 1 
m *  

J = 1  

y puesto  que @(x  ) es  convexa por hip6tesis, 
* 

";(y' + x - e) E @(x*) ,  
m * 
J=l 

lo  que  puede  escribirse  como 
-. 

y* + x* - e' E @ ( x ) .  

S9 
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Por (40 ) ,  esto  establece  el  teorema  de  Kakutani. 

Para extender  esto  al  caso  en  el  que  el  dominio  es  un  conjunto 
convexo  compacto  cualquiera,  advertimos  primero  que,  en  realidad, 
no hay  perdida  de  generalidad  al  suponer  que C es  un  subconjunto 
de un simplex  fundamental.  Supongamos  que la dimensi6n  de C es 
n-1; esta  es la dimensitin  del  espacio  lineal mas pequeño  que 
contiene C. Escogemos  un  sistema  coordenado  en  este  espacio  de n-1 
dimensiones;  esto  puede  tomarse  como  una  transformacibn  lineal  de 
las variables  originales.  Cambiando  el  origen,  podemos  suponer  que 
C esta  contenido en el  ortante  no  negativo.  Dado  que C es  acotado, 
ex es  acotado  en C; por  otra  transformaci6n  sencilla  podemos 
suponer  que ex S 1. Por lilt imo,  proyectamos C linealmente  en  un 
subconjunto  convexo  compacto  de Sn, y tiene  la misma dimensitin. 
Puesto  que  todas las transformaciones  son  lineales,  siguen  siendo 
validas  las  hip6tesis  del  teorema  de  Kakutani. 
Ahora  escogemos x' como  cualquier  punto  de C interno  en  relaci6n 
con el  espacio  lineal  definido por la ecuaci6n  ex = 1 ,  y hacemos 
que  p(x) sea la  funci6n  calibradora  de C en  relacibn  con  este 
espacio.  Entonces p ( x )  es  continua, y p(x-xo) I 1 si y s610 si x E 

C para x en  este  espacio y en  particular  para x E Sn. Sea q ( x )  = 
m& [p(x-xo)l de  modo  que x E C si y s6lo si q ( x )  = 1. Definimos 
una  proyeccitin, 

que  proyecta un elemento  de C en sí  mismo y un  elemento x de Sn \ 
C en el  elemento  de C que  esta mas cerca  de x en el  segmento 
lineal  que  une a x con x. O 

Dado  que  q(x)  -.est&  acotado al extremo  opuesto  de O ,  T(x) es 
continua. Por últirno,  definimos la correspondencia 
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@I( x) = Q,[T(x) I para  todo x en Sn. 

Para x en C, esto  es  simplemente la correspondencia  original, @I 

es  semicontinua  superiormente,  puesto  que Q es  semicontinua 
superiormente y T(x)  es  continua;Qi(x) = 4 1 [ T ( x ) l ,  donde T(x) E C 
para  todo x E Sn, de  modo  que  para  todo x tal, @1(x) es  convexo y 

@I(x) c C c Sn. 

Por lo tanto, @1(x)  satisface  todas  las  hip6tesis  del  teorema  de 
Kakutani  para  el  simplex  fundamental, y hay un punto, x* E Sn, tal 
que x* E (91(x*). Dado  que, por construcci6n, @l(X) c C para  todo x 

E Sn, x* E C;  entonces T(x.1 = x y @l(x*) = @ ( x * ) ,  de  modo  que  el 
teorema  de  Kakutani  se  aplica  al  conjunto C. 

* 
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CAPITULO 6. EQUILIBRIO Y OPTIMOS DE PARETO. 

Cuando  se  discuti6  el  problema  del  anhlisis  de  actividades,  se 
demostr6  que un punto  en  el  conjunto  de  produccibn  que maximiza el 
beneficio  conforme a un  determinado  vector  de  precios,  es un punto 
eficiente;  la  convexidad  en  el  conjunto  de  producci6n  juega  un 
papel  crucial  en  este  caso. En un  mercado  competitivo,  los 
productores  son  incapaces  de  alterar  los  precios  de  mercado, y en 
consecuencia,  deben maximizar su  beneficio  para  el  vector  de 
precios  prevaleciente.  Esto  nos  sugiere la existencia  de  una 
relaci6n  relativamente  fuerte  entre  precios  competitivos y puntos 
eficientes.  Pero  antes  de  profundizar  en  esta  relacibn,  debemos 
analizar  cual  es  el  comportamiento,  en  este  sentido,  del 
consumidor. 
En  el  mercado  competitivo,  también  el  consumidor  debe  aceptar  los 
precios  prevalecientes,  ya  que  en  funci6n  de  estos,  maximizarh su 
satisfacci6n  dentro  de su conjunto  de  consumo.  Asumiendo  que 
productores y consumidores  son l& dos  unidades  bzbicas  de la 
economía, y que la oferta  total  de  bienes  es  igual a la demanda 
total,  una  cuesti6n  natural  surge al preguntarse si la economía 
permite,  en  estas  circunstancias, un cierto  6ptimo  social. Al 
introducir a los  consumidores  en la discusibn,  nos  damos  cuenta  de 
que  el  beneficio  individual  de  un  productor  no  puede  ser  tomado 
como  un  indicador  de bienestar social. La  búsqueda  del  bienestar 
social  nos  lleva,  de  manera  casi  directa,  al  concepto  de 6ptimo de 
Pareto, que  es  el  estado  en  donde  nadie  puede  estar  meJor sin 
afectar a los  demas  (mientras  la  oferta  total  de  bienes  sea  igual 
a la demanda  total).  Como  se  presume  que  la  satisfacci6n  de  un 

. 
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consumidor  se  deriva  del  ejercicio  de su actividad  como  tal, los 
tkrminos  "mejor  que" y "peor  que" se refieren  solamente al orden 
de  preferencias  individual. 
La  siguiente  figura  ilustra  el  problema  de  la  elecci6n  de  un 
consumidor,  cuyo  conjunto  de  consumo  se  ubica  en  el  cuadrante  no 
negativo  de R2. Si se encuentra  un  vector  de  precios  (en HI donde 
el  precio  de  cada  bien es positivo,  se  puede  observar  que  el 
consumidor  debe  maximizar su satisfacci6n  eligiendo  algún  punto 
dentro  de  la  regibn  sombreada. 
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Considerese  ahora  una  economía en donde sdlo participan  dos 
consumidores (y ningún  productor). Los consumidores  intercambian 
bienes  entre sí, y suponiendo  que s610 existen  dos  bienes y que 
nuevamente el conjunto  de  consumo es el cuadrante  no  negativo de 
IR2, podemos  representar la situaci6n  conforme al siguiente 
diagrama 



. 



Cualquier  distribuci6n  de  bienes  es  posible  mientras  el  punto  que 
la representa  se  encuentre  dentro  del recthgulo dibujado.  El 
punto R, por  ejemplo,  no  constituye  un  6ptimo  de  Pareto,  debido a 
que  es  posible  incrementar  el  bienestar  de  un  individuo sin 
afectar  el  del  otro;  para  ver  esto,  imagínese  un  movimiento  dentro 
del  "lente"  formado  por las curvas  de  indiferencia  individuales 
que  pasan  por R. Por  otro  lado,  cualquier  punto  sobre la curva PQ 
es un 6ptimo  de  pareto. El punto C representar&, por su parte,  un 
equilibrio  competitivo,  siempre  que  los  precios  indicados por H 
prevalezcan  (cada  individuo  maximiza su satisfacci6n  en  el  sentido 
descrito  anteriormente).  N6tese  que  en  el  punto C, la línea  de 
precios  es  tangente a cada  una  de  las  curvas  de  indiferencia.  De 
hecho,  esta  condici6n  es  suficiente  para  garantizar  la 
maximizacih. 
Como  puede  apreciarse  en  la  figura,  los  puntos  que  representan un 
6ptimo  de  pareto  (en  este  caso PI, son  aquellos  en  donde  las 
curvas  de  indiferencia  individuales  son  tangentes  entre s í ;  a la 
colecci6n  de  puntos  de  este  tipo  se  le llama curva  contractual. 
Advi6rtase  que  en  cada  6ptimo  de  pareto  se  puede  dibujar  una  línea 
tangente a la curva  de  indiferencia  de  cada  consumidor. En el 
punto C, €2 es  dicha  línea, y en el  punto P lo es H' . 

Regresando  al  tratamiento  formal,  sea xi un vector  n-dimensional 
de  consumo y y~ un  vector  n-dimensional  de  producci6n. Los 
elementos  negativos  de YJ denotan  insumos y los  positivos 
productos.  Sean 

X ' C X 1  

y sean 

. 
x = c x i  

Y 

Y 

1 OB 

Y = Y j .  



Dado  un  precio p, hemos  dicho  que  el  beneficio  del j-6simo 
productor  es p - y ~ .  Se  presupone la existencia  de  una  dotaci6n 
inicial  de  bienes  para  cada  consumidor,  que  dentotaremos por ai, y 

anhlogamente 

Definiremos  ahora  Factibilidad,  Optimo  de  Pareto, y Equilibrio 
Competitivo. 

Definici6n: Un  conjunto  de  vectores  de consumo {xi) es factible, 
si existe un correspondiente  conjunto  de  vectores  de  produccibn 
{YJ)  tal que x = y + a. 

Definici6n: Un {xi)  factible  es  un 6ptimo  de Pareto (o. p. si no 
existe  un {x' I )  factible  tal  que x' i xi para  todo i=l, . . . , m  
con x'i ( > I  XI para al menos  un i. 

Definicibn: Un  conjunto  de  vectores [E, {xi), {u) I es  un equilibrio 
competitivo  (e.c. I ,  si XI E X para i=l,í!, . . . ,m, E Y para i = 
1,2,. . . ,k, y se cumplen 
(i) 31 ( 2 )  xi para  todo xi E Xi tal  que E'xi S paxi, para i = 
1,2 ,..., m. 
(ii) 2 E - y j  para todo YJ en YJ, 

con j = 1,2 , . . . ,  k. 
(iii) x = y + E. 

Definicibn: Para un  precio E dado,  un  punto xi E Xi ser&  llamado 
una elecci6n del i-6simo consumidor, si 

Definici6n: Un  punto xi E Xi se  conoce  como punto de 
insaciabilidad -local, si existe un 6 > O con Ba(xi) n (X i  \ xi)  rf: 

0, tal que  para  todo E, O < c < 6 ,  con B,(xi) n ( X i  \ xi) f 0, 
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tengamos  que x' i ( > 1 xi para  algún x' i E BE (xi 1 n Xi, donde Bs (xi ) 
y BE(xil son bolas  abiertas  con  centro  en xi y radio 6 y E 

respectivamente. 

Obs6rvese  que  la definicih anterior  supone la existencia  de al 
menos  un  bien  divisible ( y a  que E puede  asumir  cualquier  valor 
entre O y 61, y la no saciedad  del  cosumidor  con  respecto a este 
bien  (es  decir,  existe  un punto tal que x't ( > I  xi para  cada E ) .  

En la siguiente  figura  se  ilustra  el  caso  en  el  que un bien  es 
perfectamente  divisible y otro es  indivisible.  Aquí,  el  conjunto 
de  consumo  esta  constituido  por la coleccibn  de  líneas 
horizontales  del  cuadrante no negativo. 
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Definici6n: El orden  de  preferencias (2) se  llama localmente 
fnsaturado si, dado  un  punto  de  insaciabilidad  local xi, x' i (=) 

xi implica  que x ' i  es  tambibn  un  punto  de  insaciabilidad  local. 

Introducieremos  ahora  el  siguiente  supuesto 

(a-1) El  orden  de  preferencias ( 2 )  es  localmente  insaturado  para 
cada  consumidor  (suponiendo  que  existe al menos  un  bien 
perfectamente  divisible). 

Lema: Sea xi un punto  de  insaciabilidad  local  elegido  para  el 
i-bsimo  consumidor a un  precio E dado.  Entonces,  bajo  (a-11, 

Prueba: 
(i) Sup6ngase  lo  contrario;  esto  es, 2 . ~ 1  S p-g. Ya  que xi es  un 
punto  elegido, xi xi, que  es  una  contradiccibn. 
( ii 1 Sea  xi (=I x_t y suphgase que 2 ~ x 1  < ~ ' x i .  Ya que x1 no  es  un 
punto  de  saciedad  local,  tampoco  lo  es xi (por a-1). De aquí  que 
para  todo c ,  O < c < 8 ,  existe x' i E Xi y x' i E B,(xi) tal  que x' i 

( > I  xi, lo  cual  implica  que xi ( > I  xi por la transitividad  del 
orden  de  preferencias.  Podemos  ahora  elegir x' i  suficientemente 
cerca  de xi para  que ~ ' x ' i  < p*x_i (que  es  posible  debido a que 
2 . ~ 1  es  una  funci6n  continua).  Esto  contradice la suposicibn  de 
que 211 es  un  punto  elegido  bajo E. 

La siguiente  figura  ilustra  el  punto (ill. Advibrtase  que la 
elecci6n  del x'i suficientemente  cerca  de xi para  que ~ ' x ' i  < ~ 0 5 1  

necesita la suposíci6n  de  que al menos un bien  es  divisible. 
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Teorema 2-6: Sea  xi), un equilibrio  competitivo tal que 
xi sea un  punto  de  insaciabilidad  local  para  todo i=1,2, ..., m. 
Suponga  que  se  cumple  (a-1)  para  todo i. Entonces, [{El}, {u}] es 
un  6ptimo  de  Pareto. 

Prueba: Supongamos  que [{xi), {YJ} 1 no  es un bptimo  de  Pareto. 
Entonces  existe [{xi), {yj) 1 tal  que xi E X i ,  i=l, 2,. . . ,m, YJ E Yj, 
f=1,2,. . . ,k, y 

(i) x =  y + e 
(fi) xi (=I xi para  todo i=1,2,. . . , m  
(iii) xi ( > I  xi para  algún i. 

y del  lema  anterior  tenemos  que 

pero la condici6n (iii) de  equilibrio  competitivo  requiere  que E - X  
=  me. De ahí tenemos  que E - X  > E-Y +  t. La condici6n ( i f )  de 
e . c .  requiere  que Q - ~ J  2 E'ZJ para  todo zj E YJ, j = 1.2,. . . ,k. En 
particular, E * W  Z E-yj ,  j = 1,2,. . . ,k. O bien,  sumando  sobre j ,  

E-Y 2 ~ ' y .  Por  lo  tanto,  tenemos  ahora  que 

o bien E*(X - y - e) > O .  Esto  contradice la factibilidad  de {xi}. 
0. E. D. 

Cabe hacer algunas observaciones.  Primero, ya que xi es  un  punto 
de  insaciabilidad  elegido,  tenemos  que E f O. Por  otro  lado, 
obs6rvese  que  en  las  demostraciones  de  el  lema y el  teorema 
anteriores,  nunca se asumi6  convexidad  para  el  conjunto  de 
producci6n. Se puede  construir un ejemplo  en  donde  se  vea  que un 
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equilibrio  competitivo  no  nos  lleva a un 6ptimo  de  Pareto  cuando 
(a-1) no  se  cumple. En el  siguiente  diagrama  (Edgeworth-Bowley), 
se  representa a una  economía  de  intercambio puro entre dos 
agentes. El OA representa  el  origen  para  el  individuo A, y el OB 
representa  el  origen  para  el  individuo B. El punto  de  dotaciones 
iniciales  se  representa por R. Las  curvas  de  indiferencia esth 
dibujadas  convexas  hacia  el  origen.  N6tese  que  el  individuo A se 
sacia  sobre y por  arriba  de su curva  de  indiferencia, y cada  punto 
en la regi6n  de  saciedad  (en  este  caso  sombreada)  provee  al 
individuo  del un mismo  nivel  de satisfaccih. 
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El. punto C es  un  equilibrio  competitivo para el  precio 
prevaleciente  representado  por H. Pero C no es un 6ptimo  de 
Pareto, ya que  el  individuo B puede  aumentar su satisfacci6n al 
desplazarse  del  punto C al punto P sin  afectar al otro individuo. 
El punto P s í  es un 6ptimo  de  Pareto. 

En otro  orden  de  ideas,  hay  que  recordar  que  en la definici6n  que 
se dio  de  equilibrio  competitivo,  nada  se  especific6  acerca  de 
c6mo  obtiene  cada  consumidor  el  ingreso  que  le  permite  comprar 
bienes  con  valor  igual a p-xi .  Una  manera,  es  el  caso  típico en el 
que  el  consumidor  recibe lo que  vale su dotacibn  inicial  de 
recursos ai (con m E IR" y = e) y reparte ell, 821, .  . . , eki de 
sus  ingresos al lo., 20., . . . , k-Bsimo  productor  respectivamente 
(con eJi E IR, eJi > O y C eji = 1). Las dotaciones  iniciales a 
son  cantidades  dadas  de  bienes  que  el  consumidor  posee a priori, y 
8 j i  se interpreta  como la porci6n  de la j-Bsima  empresa  que  es 
propiedad  del f-Bsimo consumidor. 
Esto  describe  lo  que  podríamos llamar economía de propiedad 
privada. Podemos  ahora  adecuar la def  inici6n  de  equilibrio 
competitivo al caso  particular  de  una  economia  de  propiedad 
privada. 

Definicibn: Un  conjunto  de  vectores [E, {x_ii), , {eJi}l  es un 
equilibrio competitivo de una economía de propiedad privada 
(e.c.e.p.p.) si xi E Xi para i=1,2 , . . . ,  m, y~ E Yj para j = 
1,2,. . . ,k, Y 
( i )  xi (2) xi para  todo xi E Xi tal  que p*xi 5 N i ,  donde Hi = 
p * a  + $=leJiE.u, para i = 1,2,. . .,m. 
(iil p*u 2 2 - y ~  para YJ E YJ, con j = 1,2,. . . ,m. 
(tii) x = y + Q: 

-. 
Se puede  ver  que si [E, {xi}, {u}, { e ~ i )  1 es un e.c.e.p.p.  entonces 
es un e.  c. Para verificar  que  todo  e.  c.  puede  derivarse  de  algun 
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e.  c.  e.  p.  p. , considerese  lo  siguiente. Al i-bsimo consumidor, 
otbrguesele  una  dotacibn  inicial  de  recursos ax = xi - (l/m)x y 

t6mese eji = l/m, y observe  que 8 j i  = 1, a: + y = x, etc.,  donde 
[E,{xi),{u)l es un e.c. 
Examinemos  ahora  un  teorema m&, relacionado  con T2-6. Dado  que la 
economía  se  encuentre  en  un  estado  6ptimo  de  Pareto,  queremos 
saber si existe o no  un  vector  de  precios tal, que  pueda  ser  usado 
para  sostener -un equilibrio  competitivo  (permitiendo, si es 
necesario, la redistribucibn  de  los  recursos). 
La  respuesta  es  afirmativa  bajo  un  conjunto  de  suposiciones m& 
fuertes  que las hechas  para  establecer "2-6. Se mostrar& a 
continuacibn,  que la herramienta  fundamental  para  establecer,  el 
nuevo  teorema  es  el teorema de separacibn, y que la pendiente  del 
hiperplano  de  separaci6n  nos  dar&  el  vector  de  precios  buscado. 

Definicibn: Llamamos al orden  de  preferencias (2)  en Xi convexo si 
( i  1 El  conjunto m es  convexo 
(ii) x ( > I  x' implica  que tx  + (1 - tlx' (> )  x, para O < t <' 1. 
(iii) x (=) x' implica  que tx + (1 - t lx'  (21 x' para O < t < 1. 

Aquí,  la  convexidad  de ai. es  necesaria  para  que  los  enunciados 
( i f )  e (iii) tengan  significado.  La  convexidad  de Xi presupone la 
divisibilidad  perfecta  de  todos  los  bienes. 

La convexidad  en  el  orden  de  preferencias  implica la convexidad 

para C i ( g 1  y &(x i )  para  todo zi e X i .  

Ahora  introducimos  los  siguientes  supuestos: 
-. 

(a-2) El orden  de  preferencias  es  convexo  para  todo i = 1,2, ..., m. 
(a-3) El conjunto Y es  convexo 
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(a-4)  Dados  un  punto xi y un  vector  de  precios  prevalecientes E, 
existe x' i E Xi tal  que E-X' i < E - x i .  
(a-5)  Para  cada i = 1,2,. . . ,m, el conjunto {xi E Xi I xi (I) x'i) 
es  cerrado  para  todo x'i E Xi (es decir,  si {x:} es  una  sucesi6n 
en xi tal  que x: ( 5 )  x D i  y x: x:, entonces  tenemos  que x' ( S )  

x; 1. 
i 

Advikrtase  que  (a-3) no requiere  que  los  conjuntos  de  produccibn 
inividuales Yj sean  convexos. Al supuesto  (a-4)  se  le  conoce  como 
supuesto  de  mínima  riqueza. 

Definicibn: Se  dice  que el  i-Csimo  consumidor  se  encuentra no 
saciado  en xi, si  existe un xi E Xi tal  que xi ( > I  xi. 

Teorema 2-6: Sup6ngase  que [{xi} , {y~} I es  un  6ptimo  de  Pareto  tal 
que  existe al  menos un consumidor  que se encuentra  no  saciado. 
Entonces,  bajo  las  suposiciones  (a-2) y (a-31,  existe  un  vector  de 
precios E f O tal  que 
( f )  E-xi S 2-xi para  todo xi Q Xi con xi ( 2 )  xi, i = 1,2,. . . ,m. 
( i i )  E - ~ J  2 E-yj  para  todo yj E Yj, j = 1,2,. . . ,k. 
(iii) x = x + e. 

Observese  que si bien  este  teorema no pide  que se cumplan  (a-4) y 
(a-5) , tampoco  nos  asegura  que  para  todo  6ptimo  de  Pareto  podamos 
disponer  de un vector  de  precios  tal  que  se  pueda  usar en  un e.c. 
La condicibn (i) establece  que  cada  consumidor  minimiza su gasto 
sobre el conjunto no peor que xi, pero  esto  no  implica 
necesariamente  que  maximice su satisfacci6n  sobre su conjunto 
presupuestal.  Para  probar lo anterior,  usaremos  (a-4) y (a-5). 
Ahora  demostramos T2-6: 

Prueba: 
Sin p&rdida  de  generalidad,  podemos  suponer  que  el  primer 
consumidor  se  encuentra  en  un  estado de  no  saciedad  para xi. Sea 

. 
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Por  simplicidad  de  notacibn,  abreviaremos z(~i, ~ 2 , .  . . ,xm) por C. 
Por  (a-21, C es  convexo.  Sea w = { w  I w = y + e, y E Y).  Ya  que Y 
es  convexo  por  (a-31, W es tambih convexo.  Por  la  definicidn  de 

- 

6ptimo  de  Pareto, z E C implica  que z e W. De ahí  que y W sean 
dos  conjuntos  ajenos  no  vacíos.  Por  el  teorema  de  separaci6n  de 
Minkowski,  existen un E f O y un  número  real a tales  que 

(a) E - w  5 a para  todo w E W 

Probaremos  ahora  que E-X = a. 

Como x = y + e y y E Y, tenemos  que x E W, así que E*X S a. 

Sup6ngase  que x’ E C; entonces,  podemos  encontrar  un x’ 1 E Ci(~1) 

y un x’ E &(xi), i = I ,  2,. . . ,m, tales  que 

- 

Ahora  sea xi(tI = tx’i + (l-tlg, O < t < 1, i = 1,2,. . . ,m, . y  

Entonces x( t 1 E C. Supbngase  que E * X  < a. Por  (b) , obtenemos  que 

E-Z > E-X para  todo z f c. En  particular,  p.x(t) > E-X para O < t 
<l. Ya  que  escogiendo un t suficientemente  pequefio, x(tI puede 
estar  arbitrariamente  cerca  de 5, encontramos  una  contradicci6n. 
Por lo  tanto  tenemos  que ~ - 5  no  es  menor  que a. Esto,  junto  con 
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E-Z S OL nos da que E * X  = 01 (esto  es,  el  hiperplano  separador  de 

los conjuntos W y 2, pasa por x).  Entonces (a) y (b)  pueden 
reescribirse  de la siguiente  manera 

Y 

El  hecho  de  que w E W significa  que w puede  escribirse  como 

donde YJ E Yj, j = 1,2,. . . , k. 
Por lo  tanto,  de (a') obtenemos 

E*[Z YJ +a:] 5 ~ * x ,  para  todo yj E Yj, j = 1 , 2 , .  . . , k 

pero x = y + a: (factibilidad  de o. p. 1. Entonces 

o bien 

k k 
c E O U  5 E'yJ 
J = 1  J = l  

T6mese j = j o  fijo y sea y~ = y~ para  todo j f Jo. Entonces E-UO 
E-yJo para  todo yjo E Yjo. Ya  que la elecci6n  de j o  es 

arbitraria,  esto  prueba la parte ( i i )  del  teorema. La condicidn 
(if11 se  satisface  por la factibilidad  del O.P. 
Similarmente, de (b')  obtenemos 



Y 

Queremos 1 legar a que E- x1 2 E- 51 para  todo x1 E C1 ( g ) .  Para 
ello,  tenemos  que  mostrar  que x1 (=I 51 implica  que Q - X I  L E - ~ I .  

Ya que xi no  es un punto  de  saciedad,  podemos  encontrar un punto 
x”1 (> )  x1 (=) XI. Sea x” l ( t1  = tx”1 + (1 - t lxl ,  O < t < 1. 
Entonces,  por  convexidad  de (2 )  (a-21, x ” i ( t )  ( > I  XI,  O < t < 1, 
a s í  que x ” l ( t )  ( > I  ~ 1 .  Entonces,  de  (c), E . x ” l ( t )  k E-EI. Luego, 
por continuidad  del la funci6n  xi, se  sigue  que E - X I  2 ~ * g .  De 
este  modo  obtenemos 

Esto  prueba la condici6n (1) del  teorema. Q. E. D. 
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Corolario: Si se  cumple (a-4) con  respecto a xi y a E en el 
teorema  anterior, y adem&  se  cumple (a-51, entonces  para  todo 
6ptimo  de  Pareto [ { x i ) , { y i ) ] ,  existe un E f O tal  que 
[E, {xi) ,   {y i )  1 es un equilibrio  competitivo. 

Prueba: Es  suficiente  mostrar  que  la  condici6n (1) de  e.c.  se 
cumple.  En  el  teorema  anterior  obtuvimos  que 

Lo que  no  excluye  la  posibilidad  de  que  exista un xi E Xi tal que 
p-xi = E-x i  y xi ( > I  xi. Mostraremos  que  esto  no  puede  suceder 
bajo (a-4) y (a-5). Supongamos  que  existe un xi E Xi tal que 

De (a-4) tenemos  que  existe un x’ i E Xi tal  que E-X’  i < E-g. La 
relaci6n  (e)  implica  que x ’ i  ( 0  xi. Ahora  considerese zi = tx’ i  + 
( 1  - t ) x i ,  O < t < 1. Se  puede  ver  que E-zi < E-xi = E’xi .  
Eligiendo  un t suficientemente  pequeño,  podemos  hacer  que zi se 
encuentre.  arbitrariamente  cerca  de xi. Entonces,  de (a-5) 
obtenemos 
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Esto  contradice  la  relaci6n  (e).  Luego  no  puede  existir  un xi E Xi 
tal  que paxi = paxi y xi ( > I  xi. Esto  significa  que ~ ' x i  = p-xi 

implica  que xi (11 xi. N6tese  que la relaci6n  (e)  significa 
(tomando la contraposici6n)  que E-xi < p-xl implica  que xi (< )  xi. 

Luego  hemos  obtenido  que 

En  otros  terminos, xi (=I  xi para  todo xi E Xi con paxi 5 pa xi. 

Esto  prueba la condici6n ( i )  de  e.  c. 0. E. D. 

Adviertase  que  el  equilibrio  competitivo  en  el  corolario  anterior 
puede  alcanzarse  distribuyendo  de  el  ingreso  agregado p*(y + a) la 
cantidad p-xi ,  i = 1,2,. . . , m  a cada  consumidor.  En  otros  terminos, 
sin  una  redistribuci6n  de  la  propiedad,  un  6ptimo  de  Pareto  puede 
no  estar  sustentado,  en  general,  por un sistema  de  precios 
compet it ivos. 
Como  se  apunt6  anteriormente,  el  teorema 2-V4 no  establece 
precisamente  que un 6ptimo  de  Pareto  nos  pueda  llevar a un 
equilibrio  competitivo.  Para  el corolario anterior,  tuvimos  que 
hechar  mano  de  las  supocisiones  adicionales (a-4) y (a-5).  Un 
ejemplo  en  donde  se  muestra  que  la  coclusi6n  del  corolario  no  es 
valida  cuando  (a-4)  no  se  cumple,  ha  sido  eleboradó  por Arrow y se 
muestra  esquematizado  en  el  siguiente  diagrama: 
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c t  

El conjunto  de  consumo  del  agente A, se  extiende  hacia la parte 
superior  derecha  del  punto OA. El  conjunto  de  consumo  del  agente B 
se  extiende  hacia  la  parte  inferior  izquierda  del  punto OB. No hay 
producci6n  en  esta  economía. 
El  punto P, es  un  6ptimo  de  Pareto.  La  línea  tangente a las  curvas 
de  indiferencia  de  ambos  consumidores  pasa  por Oa,P,Q (el  contorno 
superior  para  cada  consumidor  en  el  punto P es la regi6n 
sombreada).  Pero  esta  recta  no  puede  representar  una  linea  de 
precios  que  sustente  un  equilibrio  competitivo  en P. Con  esta 
línea  de  precios,  el  precio  del  bien X es  cero, y el  consumidor A 
no  est&  maximizando su satisfaccih sujeto a su presupuesto  en P. 
Puede  incrementar su satisfacci6n movihdose hacia  donde  est& Q 
(lo  cual  es  posible  dado  que  puede  obtener  gratis  cantidades  del 
bien X). N6tese  que  en  el  punto P, el  valor  de su plan  de  consumo 
es  cero y no  tiene  punto  alguno  de  posible  consumo  que  se 
encuentre  por  debajo  de  OAPQ.  En  otras  palabras,  el  supuesto  (a-4) 
no se  satisface.  N6tese  tambikn  que  todos  los  dem&s  supuesto si se 
cumplen. 
Este  ejemplo  no  considera la presencia  de produccih en la 
economía.  Un  ejemplo  en  donde  se  introduce  esta  actividad  ha  sido 
elaborado  por  Koopmans.  Trata  de  una  economía  en  donde s610 
intervienen  un  productor y un  consumidor. Al haber s610 un 
consumidor,  un  6ptimo  de  Pareto  ser&  el  punto  en  donde  este  agente 
alcanza su rnhximo dada la condici6n  de  factibilidad,  esto  es,  dada 
la  oferta  total  de  bienes  en la economía  (recordemos  que  denotamos 
la  oferta  agregada  con W en la prueba  del  teorema  2-V4).S610 
existen  dos  bienes,  que  son  alimento y trabajo.  El  .conjunto  de 
consumo X es la regi6n  que  se  encuentra  sobre la curva Qm. Las 
curvas  de  indiferencia  del  consumidor esth representadas por l a s  
líneas  punteadas.  Sup6ngase  que la curva  de  indiferencia  que  pasa 
por el  punto P es  tangente a la línea  PR  (pero  termina  en P sin 
seguir  sobre PR). Cualquier  punto  sobre la línea Rp (excepto PI es 
mejor  que P para  el  consumidor. El punto P es  el  Único  6ptimo  de 

. 
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Pareto,  debido  a  que es el  único  punto  factible  (el  conjunto X y W 
tienen  exclusivamente interseccih en PI. 
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La  línea H (que  pasa  por PR) es la única  que  separa  los  conjuntos 
X y W. (Recordemos  que  en  las  pruebas  del  teorema 2-V4 y de su 
corolario  la  pendiente  del  hiperplano  separador  de X y W nos  da  el 
vector  de  precios  que  sustenta un equilibrio  competitivo).  Pero 
esta  línea  contiene  un  punto  (digamos R) en X. En  otras  palabras, 
el  punto R es  mejor  que P pero  tienen  el  mismo  valor.  Luego, si el 
precio  representado  por H prevalece  el  consumidor  incrementar& su 
satisfaccih cambiando  al  productor su paquete  de  bienes 
representado por P por  el  que  representa R. No existe  punto  alguno 
de X por  debajo  de H. Entonces,  el  supuesto (a-4) se viola 
nuevamente. 
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CAPITULO 7. ESTABILIDAD Y CONDICIONES  DE  SUSTITUABILIDAD. 

Considkrese el mercado  competitivo  aislado  de  un  bien  (digamos  el 
bien A) .  Sup6ngase  que la demanda  de A, denotada  por D(p), es  una 
funci6n  de su precio p, y sup6ngase  tambidn  que la oferta  de A, 

denotada  por S(p), es  una  funci6n  de su precio.  Un  precio  de 
equilibrio, E, es  un  precio tal que D(p) = S ( Q ) .  La cuesti6n  de si 
existe o no  este E, es  justamente  el  problema  de existencia del 
equilibrio.. Esta existencia  quedar&  garantizada  cuando las curvas 
de  oferta y de  demanda  se  crucen  en  algun  punto. Si se  cruzan  en 
dos o m& puntos  se  dir&  que  existen  dos o m& equilibrios,  según 
sea el  caso.  Sup6ngase  que  el  precio  de A, p, se aleja  de  cierto 
precio  de  equilibrio  (digamos E). Cabe  preguntarse  qu6  sucede  con 
la trayectoria  de E a traves  del  tiempo . Esto  nos  lleva al 
problema  de estabilidad. Para  poder  tratarlo,  introduciremos  una 
hip6tesis  fundamental:  una  excesiva  demanda  de A producir&  un 
aumento  en su precio, p, y una  excesiva  oferta  producir&  una 
reducci6n  de su precio. %S formalmente,  diremos  que dp/dt 2 O si 
D(p) - S(p) = O y dp/dt S O si D(p) - S(p) 5 O. Para hacer  una 
descripci6n  paulatina  del  problema,  por  lo  pronto  pensaremos  que 
existe  un  precio  de  equilibrio  único tal que S(p) = D(Q). Puesto 
de  esta  forma, la cuesti6n  de la estabilidad  puede  visualizarse 
con  cierta  facilidad a partir  del  anéilisis grwico. La  primera  de 
las siguientes  dos  figuras  ilustra  el  caso  de  un  equilibrio 
estable,  mientras  que  en  la  segunda  se  puede  ver  el  caso  de  un 
equilibrio  inestable.  Imaginése la direcci6n  hacia  donde  se 
movería p cuando  se  encuentra  distante  del  equilibrio E en  cada 
diagrama. 

-. 
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Para  considerar un problema  un  poco m& general,  sup6ngase  que 
cierta  economía  se  puede  describir a traves  de un sistema  de n 
ecuaciones  en  donde  aparecen  las relaciones de equilibrio de  la 
economía.  Sea x = ( X I ,  m,. . . , xn) el  conjunto  de  variables  que  se 
deben  determinar  por  el  sistema  de n ecuaciones.  Sean f i ( x )  = O ,  i 
= 1, 2,. . . , n, las  relaciones  de  equilibrio  de la economía.  El 
valor  de x que  satisface  el  sistema  anterior  (suponiendo  que 
existe  soluci6n)  sera  llamado valor de equilibrio de x,  y se 
denotara  por x. El  problema  de  la  estabilidad  se  refiere a lo  que 
puede  pasar  con la trayectoria  de x a traves  del  tiempo,  cuando x 
se  desvía  de x_. Particularmente,  queremos  indagar si x converge a 
x con  el  tiempo.  Un  ejemplo  de  sistema  de  equilibrio  es  el  sistema 
de  mercados  competitivos,  en  donde f i  denota  el  exceso  de  demanda 
para  el  i-bsimo  bien, y xi denota  el  precio  del  mismo. 
Sup6ngase  ahora  que  el  valor  inicial  de x est&  dado por XO. 

Asumiremos  que xo no es  un  valor  de  equilibrio,  es  decir,  que 
f (xo)  f O.  Sup6ngase  adem&  que  esta  situaci6n  genera un cierto 
proceso  de  ajuste a partir  del  cual,  la  trayectoria  de x con 
respecto  al  tiempo,  denotada  por x( t ) ,  queda  descrita por el 
siguiente  sistema  de  ecuaciones: 

Fi[x(t),tl = O, i = 1, 2, . . . ,  n 

con x(0)  = xo. Este  sistema  de  ecuaciones  puede  verse  como  el 
generado  por un sistema  de  ecuaciones  diferenciales  que  describe 
los  procesos  de  ajuste.  El analisis de  estabilidad  tendrd  que ver 
entonces  con la soluci6n  del  sistema  anterior y con la la posible 
convergencia  de x ( t )  a un valor  de  equilibrio x. Concretamente,  el 
sistema  de  ecuaciones  diferenciales  que  genera a las Fi puede 
escribirse  como 

125 



En el caso  de un equilibrio  competitivo,  esto  significa  que e1 
movimiento  del  i-bsimo  precio, xi(t), es  una  funci6n  de la demanda 
excedente  del  i+simo  bien ( f i ) .  

1 2 6  



ConsidCrese  ahora  un  equilibrio  competitivo  que  quede  descrito 
por  el  siguiente  sistema  de  ecuaciones: 

fl(pi,pz,. . . ,pn) = O, i = 1, 2,. . . , n [o bien f(p) = 01 

donde pi denota  el  precio  de  el  i-Csimo  bien y fi denota  la 
demanda  excedente  para  del  mismo.  Como  se  apunt6  anteriormente,  la 
hip6tesis  fundamental  en  el  analisis  de  estabilidad  para  mercados 
competitivos  es  que  el  exceso  de  demada  del  i-bsimo  bien  hace  que 
el  precio  del  mismo  aumente,  mientras  que  el  exceso  de  oferta  del 
1-6simo  bien  origina  una  disminuci6n  de su precio. 
Para  tratar  el  caso  de un mercado  con  muchos  bienes, 
distinguiremos  dos  tipos  de  "estabilidad".  Un  equilibrio  en  el 
mercado  del  j-6simo  bien  se llamara imperfectamente estable si los 
mercados  de  todos los demhs  bienes  se  encuentran  en  equilibrio y 

existe  estabilidad  en  el  j-6simo  mercado.  Sea E un vector  de 
precios  de  equilibrio  [esto  es, f(p) = O ,  suponiendo  que E 
existe], y sup6ngase  que  el  vector  de  precios p dista  de  este E. 
Entonces  el  equilibrio  del  j-Csimo  mercado  se  llamara 
imperfectamente  estable si 

( i )  fi(p) = O para  toda i * j 

Y 

El  equilibrio  de  j-Csimo  mercado  ser6 perfectamente estable si se 
cumplen las condiciones  de  estabilidad  imperfecta sin importar  el 
número  de  otros  mercados  ajustados al equilibrio, o en  otros 
tbrminos,  sin  que  importe si se  ajustan o no otros  precios  para 
mantener e 1 equi 1 i br  io  en e 1 mercado  en  cuest  i6n [ esto  es,  para i 

- 
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f j ,  fi(p) = O o bien pi es  constante]. Si el  equilibrio  en  cada 
mercado  es  imperfectamente  estable,  entonces  el  sistema  es 
imperfectamente  estable, o bien, si el  elquilibrio  en  cada  mercado 
es  perfectamente  estable,  entonces  el  sistema  es  perfectamente 
estable. 
Derivando  el  sistema f ( p )  = O en  algún  punto  de  equilibrio 
(digamos E) con  respecto a pj y aplicando las definiciones  de 
estabilidad  perfecta y estabilidad  imperfecta, se obtiene la 
siguiente  condicibn  para  estabilidad  perfecta  del  equilibrio  del 
sistema  (despuks de  repetir  para j = 1, 2,. . . , n) 

<o,. . . 

para  toda i, j ,  k, . . . , de  el  conjunto  de  indices (1, 2,. . . , n), 
siendo aij .= afi/apj, evaluada  en E, con i, j = 1 ,  2, . . . , n. Cuando 
una matriz A = [ a i l ]  de  dimensiones n x n satisface la condici6n 
anterior,  se  le  conoce  como  matriz  Hicksiana. 
Los conceptos  de  estabilidad  perfecta y estabilidad  imperfecta 
pueden  dar la impresibn  de  poseer  cierta  artificialidad.  Mediante 
un escrutinio m&s cuidadoso  de  los  mismos,  se  puede  ver  que  en 
realidad  no  tienen  tanta  relevancia  para la descripcih del 
problema  de  estabilidad  que  se  est&  tratando  aquí.  En  lugar  de 
ahondar m&s en  esta  cuestibn,  paseremos a visualizar  el  problema 
con un enfoque m&s reciente . ~ 

128 



Consideremos  ahora un modelo  de  economía  competitiva  en  donde 
existen s610 tres  bienes.  Demostraremos  estabilidad  global 
utilizando  los  llamados diagramas d e   f a s e .  Esta  t6cni'ca  se  emplea 
con  frecuencia  para  diversas  aplicaciones  en  otras  ramas  de la 
economía  como  son  Teoría  del  Crecimiento y Macroeconomía.  La 
discusi6n  que  sigue  servira  tanto  para  ilustrar  el  empleo  de la 
t6cnica  de  diagramas  de  fase,  como  para  probar  estabilidad  global 
en una economía  de  tres  bienes. 
Sea f i  (p)  , donde p = (pi, p2, pi), la  funci6n  de  demanda  excedente 
del  i-6simo  bien.  ConsidCrese  el  modelo  de  equilibrio  competitivo 
descrito  por 

i = 1, 2, 3 

o bien, m& brevemente, f i ( E )  = O ,  i = 1, 2, 3. Asumiremos  que 

(a-1 1 (Sustituabilidad  bruta) a f i / a p j  > O para  todos  los 
valores  de p, i f j, i, j = 1, 2, 3. 

(a-2 1 (Homogeneidad) f i ( p ) ,  i = 1, 2, 3, son homog6neas  de 
grado  cero 
(a-3) (Ley  de  Walras) 1 p i f i (p )  = O para  todo p. , 
(a-4) pi > O ,  i = 1, 2, 3. 
(a-5) Existe al menos  un E tal  que f i ( E )  = O ,  para  todo i. 

Bajo  el  supuesto (a-21, eligiremos  normalizar  el  vector  de  precios 
p de  modo' tal que  siempre  tengamos p3 = l. 
El  proceso  de  ajuste dinhico queda  descrito  por 

Nbtese  que f i  =, O y f2 = O implican  que f 3  = O, debido a la Ley  de 
Walras  (es  decir, si los  primeros  dos  mercados  llegan al 
equilibrio,  el  tercer  mercado  queda  tambí6n  en  equilibrio). Por lo 
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tanto  es  suficiente  considerar  el  proceso  de  ajuste  para  los 
primeros  dos  mercados  para  hacer  el  anhlisis  de  estabilidad. 
El'  problema  radica  en  encontrar si el  sistema  anterior  de 
ecuaciones  diferenciales  [que  escribiremos  como p ( t ; p o ) l ,  converge 
al vector  de  precios  de  equilibrio E, con E .definido por f i ( p )  = 
O ,  i = 1, 2, 3. A travds  de la tkcnica  de  diagramas  de  fase, 
podemos  examinar la trayectoria  con  respecto  al  tiempo  de p(t ;po)  
sin resolver  explícitamente  las  ecuaciones  diferenciales.  Esta 
tkcnica  se  basa  (para  el  presente  caso)  en  el  hecho  de  que  cada 

curva [pi = 01 o bien [ f i ( p )  = O ]  con i = 1, 2, divide  el  plano 

(pi-pz) en  dos  regiones:  la  regi6n  en  donde pi > O, y la regi6n  en 

donde pi < O ( recukrdese  que p3 = 1 siempre 1 . Podemos  omit  ir la 
consideraci6n  de p3 6 p. Esto  nos  permitir&  tratar  el  problema  en 
el  plano  de  dos  dimensiones. 
Primero  veamos  la  forma  de las curvas [ f i ( p )  = 01. Ambas t i enen 
pendientes  positivas y se  intersectan s610 una vez  [de  donde  el 
punto  de  equilibrio, es decir,  el  punto  en  .donde f i ( p )  = O para 
toda i ,  si existe, es únicol. MAS aún, podemos  asegurar  que la 
curva f2(p) = O intersecta a la curva f l ( p )  . =  O ''por su lado 

izquierdo".  Examinando  los  signos  de pl y de pz en las cuatro 
regiones  que  definen  estas  dos  curvas,  podremos  asegurar la 
estabilidad  global  de E. Procederemos a hacer  esta  descripci6n  con 
m&s detalle. 
.Observese  en  primer  termino  que la siguiente  ecuaci6n se cumple 
bajo  el  supuesto  de  homogeneidad  de  grado  cero (a-2) [denotaremos 
en  adelante afi/apj por f i j l :  

frjpj = O para  todo p, con i = 1, 2, 3. 
f 

Y en  vista  de  (a-1) y (a-41,  obtenemos  que 

. 
f i i  < O para  todo p, con i = 1,  2, 3.  
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Consid6rense  los  valores  de pi y pz para  los  cuales fi  = O. Esto 
define  una  curva  en  el  plano ( p i - p ) .  Queremos  obtener la 
pendiente  de  esta  curva,  es  decir, dp/dpi.  Esto se puede  hacer 
derivando f i  = O, es  decir flldpl + f12dp2 = O. De este  modo, 
dp/dpi  = -f11/f12, que  es  una  cantidad  positiva  debido al hecho 
de  que f i i  < O para  toda i, bajo  el  supuesto  (a-1). Mlogamente, 
obtenemos la pendiente  de la curva  definida por f 2  = O en el  plano 
( p i - p )  derivando f 2  = O,  esto  es, fzidpl + f22dpz = O. Entonces 
tenemos  que dpz/dp1 = - f21/ f22,  que  es  nuevamente  una  cantidad 
positiva. Por lo  tanto  ambas  curvas [ f l ( p )  = 01 y [ f2(p)  = O ]  

tienen  pendiente  positiva. 

En  seguida.examinaremos  los  signos  de pi en la regi6n  definida por 
estas  dos  curvas. Como f 1 2  > O para  todo p debido a (a-11, del 

del  lado  derecho pz > O. A los  mismos  resultados  llegaríamos 
partiendo  de  que f l l  < O y f22 < O. 

Por (a-51, existe al menos  un  punto  de  equilibrio. Así que las dos 
curvas [ f l (p )  = O ]  y [ f2(p)  = 01 se intersectan por lo  menos  una 
vez.  Veremos  ahora  que  precisamente  esta  interseccibn  es  única,  es 
decir,que s610 existe  un  punto  de  equilibrio. Para demostrarlo, 
supbngase  lo  contrario,  es  decir  que  hay un punta  p’tal  que p’ > 
O, f (p’  ) = O y que p’ f E, en  donde p’3 = ~3 = 1. Entonces las 
curvas [ f l ( p )  = 01 y [ f2(p)  = 01 se  intersectan por lo  menos  dos 
veces,  justamente  en  los  puntos p’ y E. Por lo tanto,  en  alguno  de 
esos  puntos,  digamos en p ’ ,  la curva [ f i ( p )  = 01 debe  tocar a la 
curva [f2(p) = 01 por el  lado  izquierdo.  Esto  se ilustra en la 
siguiente figura. 
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Ahora  considerese  un  punto p de  modo  tal  que p1 > p' 1 y pz > p'2 
(con p3 = p'3 = ~3 = 1). Entonces f i(p1 > O y f2(p) > O. Derivando 
f3(p) obtenemos  que 

df3 = f31dpl + f32dpz 

Comwense ahora los  puntos p' y p. Como f3(p' 1 = O, la  ecuaci6n 
anterior  implica  que f3(p) > O ( f 3 1  > O ,  f32 > O ,  dpi > O ,  dpz > 
O,  por lo tanto df3 > O ) ,  así  que f i ( p )  > O para  toda i. Esto, a 
la  luz  de  (a-41,  contradice  la  Ley  de  Walras  (a-3). De aquí  que 
podamos  establecer la  unicidad  del  punto  de  equilibrio, es decir, 
que  la  curva [ f2(p)  = 01 intersecta  solamente por la  izquierda a 
la  curva [ f i ( p )  = 01 (siendo p el punto  de  intersecci6n). 
Podemos  ahora  dibujar el diagrama  fase  que  se  ilustra  en  la 
siguiente  figura,  y  en  donde  se  puede  observar la  estabilidad 
global  de p. Aparecen a h í  las  trayectorias con  respecto al tiempo 
del  vector  de  precios ( p i , p )  correspondientes  a  dos  valores 
iniciales  distintos (pa y pol. 

. 
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Por ejemplo,  considerese el  punto po de  la  figura. En po, fi > O y 

f2 < O asi que pi > O y pz < O. Es decir, pi crece  mientras pz 
decrece  en el  tiempo. La trayectoria  de [pi(t), pz(t)l 
eventualmente  toca  a la curva [fi = 01 en el punto A, en  donde f2 

es  todavía  negativo. Por lo tanto,  en el  punto A, p1 = O y pz < O, 
de  modo  tal  que  la  trayectoria  se  sigue por la regi6n en donde fi 
< O y f2 < O, donde  tanto PI como pz decrecen  con el  tiempo.  En  la 
terminología  de  ecuaciones  diferenciales, se califica  con 
frecuencia  a  puntos de  equilibrio  de  este  tipo  como nodos 
impropios. 
Por lo anterior,  debe  quedar  claro el  importante  papel  que juega 
la  hip6tesis  de  sustituabiliclad  bruta en el Wlisis de 
estabilidad.  Se  ha  establecido  estabilidad  global  bajo l a s  
hip6tesis  de  homogeneidad  de  grado  cero,  Ley  de  Walrass y 
sust i tuabi 1 idad  bruta. 
Resulta  natural  cuestionar  que  tanto  se podrh relajar  estas 
suposiciones.  Particularmente,  examinaremos el caso  de 
sustituabil  idad  bruta,  ya  que  recientemente  se  'han  hecho  intentos 
de cambiar  esta  hip6tesis por  alguna m& plausible  sobre  la 
funci6n de  utilidad (como  semiconcavidad,  es  decir,  convexidad  con 
respecto al origen de  las  curvas  de  indiferencia). 
Considhese para el efecto,  una  economía  de  intercambio  puro  que 
'comprenda  a  tres  consumidores  y  tres  bienes. Sea xij el .consumo 
del  bien j ( j  = 1, 2, 3) que  lleva a cabo el  i-bsimo  agente, f = 
1, 2, 3. Sup6ngase  que  las  funci6nes  de  utilidad, ui, queda 
descrita de  la  siguiente  manera: 

Es decir, cada individuo  desea  s610  dos  bienes  en  proporciones 
fijas (uno  a  uno).  Puede  verse  que  dicha  funci6n  de  utilidad  nos 
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lleva a unas curvas  de  indiferencia  convexas  con  respecto  al 
origen.  Sea EIJ la  dotaci6n  inicial  del  bien j que  posee  el  agente 
f. Sup6ngase  que 

Esto  es,  que  el  agente i s610 posee una unidad  del  bien i, y 

ninguna  de  los . otros  bienes.  La  ilustraci6n  de  la  curva  de 
indiferencia y la  linea.  del  presupuesto  aparecen  en  la  siguiente 
figura 

-. 
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Adviertase que, dadas l a s  especificaciones  de l a s  funciones  de 
utilidad,  la  curva  de  ingreso-consumo  de  cada  individuo  en  la 
figura  anterior  es  una  línea  recta  con  pendiente  de 45', de  modo 
que xi1 = x12,  x22 = x 23, y x31 = x33. Consíderese el cambio  en 
el precio  que se indica  por  la  flecha  dibujada  en el diagrama (un 
decremento  en el  precio  del  bien 2). Podr&  observarse  que 
prevalece  solamente un "efecto  de  ingreso",  mientras  que  no hay 
efecto  de  sustitucibn  alguno. Por lo tanto,  para  estas  curvas  de 
indiferencia, el cambio  en el  precio es  totalmente  absorto por el 
efecto  de  ingreso. 
La demanda  excedente  para el bien 1 puede  escribirse  como 

x1 - K1 = (x11.+ x21 + x311 - (ell + m1 + mi) 

= (x11 + x311 - K11 = (x11 - Ell) +, x31 

La ecuacibn  de  presupuesto  para el agente 1 puede  escribirse  como 
pix11 + pzxn = pimi. Pero,  debido  a  nuestra  convencibn, x11 = 
x12 y m1 = 1. Entonces xi1 = pi/(pi + pz), a s í  que xi1 - a l  = 

-@(pi + pz). Similarmente, x31 puede  obtenerse  de la ecuacibn  de 
presupuesto  del  agente , pix31 + ~ 3 x 3 3  = p3-3, esto  es, x31 = 
p3/(p3 + pi). Por lo tanto,  de la ecuacibn  de  demanda  excedente 
tenemos  que 

P2 P3 

p1 + p2 p3 + p1 
(a) x1 - KI = + 

An6logamente  obtenemos  que 

P3 Pl 
(b) ~2 - a~ = 

p2 + p3 +Pl + p2 

(c) x3 - p3 = 
p3 + pi p2 + p3 

+ 

De donde se puede  ver  que  existe  un  único  "rayo  de  precios  de 
equilibrio" EI = ~2 = ~ 3 .  

Escribimos ahora la  ecuacibn  de  ajuste dinhico como 
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pi(t) = Xl(t) - El. 

Ahora  queremos  mostrar  que Ip( t 1 I = constante  para  todo t .  Para 
hacerlo,  derivamos ( p ( t )  I con  respecto a t .  Es decir, 

d 3 2  
3 . 3  

(d) =[E p1(t)l=2C  Pi(t)Pi=2E p1(Xl-E1)=O 
1 =I 1 =1 i =l 

3 
Porlotanto,concluimosquelp(t) I"=C p:(t)=constante. 

1 =1 

3 
En  seguida,  mostraremos  que n pi(t) = constante. Para hacerlo, 

derivamos  de la siguiente  manera 
I =1 

En  donde la última  igualdad  se  obtiene  utilizando las ecuaciones 
(a), (b) y (c). 
Por  último  probaremos  que  el  proceso dinhico (dl  no  es 
globalmente  estable.  Para  esto,  elíjanse  los  precios  iniciales 

pi(01, i = 1, 2, 3, de  manera  que Cp;(O) = 3 y np,(O) * 1. 

Entonces p;( t 1 = 3 y n p, ( t 1 1 para  todo t .  Como 

3 3 

3 3 
1 =1 1 =l 

3 
i =1 i =1 

p:(O) = 3, los  únicos  precios  de  equilibrio son ~1 = ~2 = ~3 = 

1. De aquí  que la solucih del  sistema  de  ecuaciones  diferenciales 
(dl  no  puede  converger al precio  de  equilibrio E donde ~1 = ~2 = 
E3 = 1. 

i =1 
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