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Introduccion

En esta tesis se discuten algunos de los criterios para estudiar la estabilidad de solu-
ciones tipo onda solitaria, con el objetivo de hacer un analisis de la estabilidad de este tipo
de soluciones en el modelo Skyrme bebé no-conmutativo, definido en (2 + 1)-dimensiones.
El modelo fue propuesto en analogia con el modelo Skyrme (3 + 1)-dimensional, el cual
describe bariones nucleares (piones), cuyo comportamiento se asocia al de los solitones
del modelo. Las ondas solitarias se observaron por primera vez en 1834 y en 1895 se
obtuvieron como soluciones a la ecuacién hidrodinamica no-lineal de Korteweg-de Vries.
Estas soluciones estan caracterizadas por una carga topoldgica () y tienen una densidad
de energia localizada en una region del espacio en cualquier instante de tiempo, basica-
mente nos interesan las ondas solitarias que al interactuar, sus perfiles de la densidad
de energia son restituidos, manteniendo su velocidad y forma originales, es decir, que se
comportan como particulas en el sentido de choques elasticos. Si la onda solitaria tiene
esta propiedad adicional la llamaremos soliton.

Las ondas solitarias aparecen como soluciones a las ecuaciones de onda no lineal
en teoria de campos, por lo que nos restringimos a lagrangianos de este estilo (que sus
ecuaciones de movimiento sean ecuaciones de onda no lineal) y que involucren tinicamen-
te campos escalares. Consideraremos potenciales de la forma U(¢) > 0, por lo que las
configuraciones de energia total minima: £ = 0, relacionadas a la solucién trivial ¢ = 0,
las llamaremos configuraciones de vacio. Como veremos, para que exista la posibilidad de
tener soluciones de onda solitaria, es necesario que nuestra teoria tenga al menos dos confi-
guraciones de vacio, ya que las ondas solitarias son soluciones que interpolan entre vacios.
La estrategia para obtener estas soluciones es concentrarse en configuraciones estaticas,
ya que las ondas solitarias se desplazan a velocidad constante y por tanto es posible ana-
lizar el fenémeno en el marco de referencia donde la onda esta en reposo. Aunque uno
no conozca la forma explicita de las soluciones, es posible obtener cotas para el valor de
su energia en términos de una cantidad topolégica (carga topolégica), dada por el valor
asintético de las configuraciones de campo, a estas cotas se les conoce como fronteras
de Bogomolny y se saturan (se cumple la igualdad) cuando se tiene una configuracion
de campo, estatica. Para obtener la forma explicita de las soluciones, uno resuelve una
ecuacion diferencial de primer orden, conocida como la ecuacién de Bogomolny, cuyas
soluciones resuelven también las ecuaciones de movimiento.

Mediante el procedimiento descrito, se obtiene las soluciones kink o antikink, las
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cuales reciben este nombre debido a la forma (torcedura) que toman al graficarlas. En
este trabajo mostramos dos ejemplos muy conocidos en (1 + 1)-dimensiones, que admiten
soluciones de onda solitaria, sin embargo veremos que en uno de los modelos, las soluciones
ademas cumplen las propiedades de soilton. El potencial ¢* tiene dos minimos y entonces
dos vacios, por lo que se obtiene una solucién kink (@ = 1) y una solucién antikink
(Q = —1), luego analizamos la estabilidad de éstos asi como su interaccién. El otro
modelo es el seno-Gordon, el cual posee una infinidad de vacios y cada intervalo de igual
tamano presenta un kink o un antikink, un intervalo de mayor rango con soluciones de
vacio contiene varios kinks o antikinks, dado que se conoce el comportamiento de estos en
un intervalo con un kink es posible general al resto con la ayuda de las transformaciones de
Backlund, que son transformaciones algebraicas que se obtienen de ecuaciones diferenciales
de primer orden, que generalizan a las ecuaciones de Bogomolny. También estudiamos la
estabilidad de estas soluciones asi como sus interacciones e interpretacién fisica.

Una pregunta pertinente es: ; Existen modelos de dos campos que admitan soluciones
de onda solitaria? un ejemplo de este tipo de modelos lo constituye la reformulacion
del modelo de seno-Gordon con dos campos escalares, por lo que se considera que el
campo de la teoria es un vector de dos componentes de campo escalar real y para el
cual, el comportamiento asintético (condicién de frontera) siempre tiene el mismo valor
de vacio, pero para un solitén deben existir almenos dos de éstos, por lo que existe una
degeneracion ya que todas las soluciones tienen la misma condicién de frontera. Esta
condicién de frontera implica la necesidad de compactificar el espacio (la coordenada
espacial) a un cirulo y ademéds en el modelo el espacio de los campos estd restringido
también a un circulo de radio unitario, por lo que el vector campo representa una clase
de mapeo de un circulo S' (espacio coordenado) a otro S' (espacio de campos) y este
mapeo o enrrollamiento estd asociado al grupo de homotopia m;(S') = Z (resultado
topolégico) que a su vez etiquerta al kink al asociarlo a la carga topolégica Q). En este
trabajo solamente trabajamos con modelos donde el grupo de homotopia relevante es
m1(SY) = Z o m(S?) = Z, donde este tltimo se relaciona con mapeos de la 2-esfera a la
2-esfera, las cuales definimos en el capitulo 2. Otra pregunta que surge es jExisten ondas
solitarias en un espacio de dimensién mayor a uno? la respuesta es si, el modelo sigma
O(3) en (241)-dimensiones admite soluciones tipo ondas solitarias pero su generalizacién,
los modelos O(N), no admiten estas soluciones. Sin embargo sucede que existe otro tipo
de modelos que representan una generalizacién més apropiada del modelo O(3), estos
son los llamados modelos sigma CPY. En particular el modelo O(3) estd intimamente
relacionado al CP!, ya que bésicamente son modelos equivalentes. En el modelo O(3) el
vector de campo tiene en cada componente un campo escalar real con dos dimensiones
espaciales al igual que en el seno-Gordon, el comportamiento asintético (condicién de
frontera) tiene un sélo valor, por lo que se debe realizar una compactificacién del espacio
a la 2-esfera y los campos estan nuevamente constrenidos a la 2-esfera de radio unitario,
la clase de mapeo implicada es my(S?) = Z. El teorema de Hobart-Derrick esencialemente
establece que para dimensiones espaciales mayores a uno y para un modelo de campos
escalares con una densidad lagrangiana que es la suma de un término cinético mas un
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potencial U(¢) > 0, no existen soluciones tipo onda solitaria estables, con excepcién de
las configuraciones de vacio. Para evadir el teorema se anaden términos al lagrangiano para
estabilizar las soluciones, un modelo que emplea esta estrategia es el modelo Skyrme.

El modelo Skyrme bebé es un modelo analogo al Skyrme ya que es una reduccion
dimensional de éste, donde los skyrmiones bebé (las soluciones) son asociadas a particu-
las y su comportamiento queda descrito por solitones, en principio, por el teorema de
Hobart-Derrick estos son inestables por lo que se reestructura la lagrangiana que describe
la dindmica para hacer estable a las soluciones, esto se hace con el término de potencial
e inclusive puede contener términos masivos. En esta tesis se estudia una reformulacion
del skyrme bebé sin término de potencial que en principio es compensado al trabajarlo en
un plano no conmutativo, el proceso es hacer un mapeo de Moyal del skyrme bebé con-
mutativo, para ello representamos las soluciones en un espacio de estados que contenga
una representacion variable de particulas elementales, este es el espacio de Fock, lo que
permite emplear operadores de creacién y aniquilacién. Dado que las soluciones BPS (so-
litones) también son soluciones a la ecuacién de movimiento del modelo Skyrme bebé no
conmutativo, en principio deben ser soluciones estables, para ello analizamos su estabili-
dad al tomar la primera y segunda variacion en la enegia estatica de los skyrmiones bebé.
Finalmente discutimos los resultados.
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Torceduras en (141)-dimensiones

Una onda solitaria se define como una solucion a un sistema de ecuaciones diferen-
ciales no lineales cuya energia es finita y localizada en cualquier instante de tiempo y
que viaja a velocidad constante. Si adicionalmente esta solucion se comporta como en un
choque elastico, en el sentido que no pierde su propiedad de tener una energia localizada
después de interactuar con otra onda solitaria, se dice que la solucion es un soliton. En
general un solitéon es una onda solitaria, aunque la afirmacién inversa no es necesaria-
mente cierta, esto es, no toda onda solitaria es un solitéon. Las soluciones soliténicas son
interesantes porque permiten describir el comportamiento fisico de objetos (particulas)
con energia localizada.

Las ondas solitarias surgen como soluciones en un conjunto amplio de sistemas fisi-
cos que estan descritos por ecuaciones diferenciales parciales no lineales. Historicamente el
primer registro que se tiene del fenémeno fue realizado por el ingeniero escocés John Scott
Russell, quien observé en agosto de 1834 una onda solitaria en el canal Unién en Escocia.
Posteriormente Scott reprodujo el fenémemo en un tanque de ondas y lo llamé6 “la onda
de traslacién”. Después de esta observacion experimental, Lord Rayleigh y Joseph Bous-
sinesq alrededor de 1870 realizaron un estudio tedrico del problema, finalmente Diederik
Korteweg y Gustav de Vries alrededor de 1895 obtuvieron soluciones tipo onda solitaria
a la ecuacién hidrodindmica no-lineal (llamada ecuacién de Korteweg-de-Vries, aunque
escrita primero por Boussinesq) que describe ondas propagandose en un canal de aguas
poco profundas, unidimensionales y de pequena amplitud. Desde entonces los solitones
han sido estudiados en diversas ramas de la fisica, incluyendo la Teoria de Campos donde
aparecen como soluciones clésicas cuyas configuraciones de campo tienen energia finita y
estan localizadas en alguna regién del espacio-tiempo.
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En este capitulo introducimos los conceptos de ondas solitarias topoldgicas y de
soliton. Ejemplificaremos las ondas solitarias topoldogicas con un modelo de campo escalar
conocido como el modelo ¢* en (1+1)-dimensiones. Veremos que estas soluciones estén
caracterizadas por una carga topoldgica ) (un nimero entero) que etiqueta a un sector
topoldgico, tal que el sector vacio tiene () = 0, un sector que contiene una onda solitaria
conocida como kinK|tiene @ = 1y un sector con un anti-kink tiene Q = —1. En general las
soluciones tipo onda solitaria en una dimensién espacial se llaman kinks, en 2 dimensiones
epaciales lumps, en 3 dimensiones vortices y Skyrmiones y por ultimo en 4 dimensiones
nstantones.

1.1. Ecuacion de onda lineal

El nombre ondas solitarias y solitones se refiere a ciertas soluciones especiales de
ecuaciones de onda no-lineales. Antes de analizar ejemplos de estas soluciones y con el
objetivo de apreciar sus propiedades completamente, recordemos algunas propiedades de
la ecuacién de onda relativista mas simple

102 02
0,0'(t,x) = | == — = t,x) =0, 1.1
040(0,0) = (5~ s ) (0.0 (1)

donde ¢(t, ) es un campo escalar real en (1+1)-dimensiones y c es la velocidad de la luz.
Las propiedades de esta ecuacion son bien conocidas:

» Es lineal.
= Sin dispersiénﬂ

Como consecuencia de estas dos propiedades, sus soluciones tienen 2 caracteristicas rele-
vantes para nuestra discusion.

» Cualquier funcién real bien comportada de la forma f(x £ ct) es una solucién de la
ecuacion . En particular si elegimos una funcion localizada f, podemos construir
un paquete de ondas localizado que se desplaza a velocidad uniforme +c¢, y cuya
forma no se distorsiona. Estas caracteristicas estan relacionadas al hecho de que las
ondas planas sin(kx £+ wt) y cos(kx £ wt) con w = k¢, forman un conjunto completo
de soluciones de la ecuacion . Cualquier funcién bien localizada, por ejemplo,
f(z — ct), se puede escribir como

flz—ct) = /dk [a(k) cos(kx — wt) + b(k) sin(kz — wt)]. (1.2)

1De aquf viene el titulo del capitulo: kink = torcedura. Como veremos el nombre kink hace alusién a
la grafica de la funcién ¢(x) vs. z, para la solucién de onda solitaria en el modelo ¢*.

2En matemaéticas, una ecuacién diferencial dispersiva es una ecuacién diferencial parcial que es dis-
persiva. En este contexto, dispersién significa que las ondas de longitud de onda diferente se propagan a
velocidades de fase diferentes.
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El hecho de que el paquete de onda f(z — ct) viaje a velocidad ¢, sin distorcién de
forma, estd relacionado al hecho de que todas sus componentes de onda plana tienen
la misma velocidad de onda ¢ = w/k.

= Dado que la ecuacion de onda es lineal, dadas dos soluciones de paquete de onda
localizadas fi(x —ct) y fo(x+ct), susuma: f(t,z) = fi(x—ct) + fa(x + ct) también
es solucién de la ecuacién. A tiempos muy negativos (t — —o0), f(t,x) consiste de
dos paquetes separados por una distancia muy grande y aproximandose el uno al
otro esencialmente sin distorsionarse, a un tiempo finito ¢ estos paquetes colisionan
y después de la colision, asintéticamente (¢ — +00) la solucién se separa en los mis-
mos dos paquetes manteniendo sus formas originales y velocidades. Para el sistema
descrito por la ecuacién esta propiedad sigue siendo vélida para mas de dos
paquetes.

Estas dos propiedades:

1. Un paquete de ondas mantiene su forma y velocidad.

2. Varios paquetes mantienen asintéticamente su forma y velocidad después de colisio-
nar.

Valen para (|1.1]) porque el sistema es lineal y sin dispersion.

Sin embargo, las ecuaciones de onda tipicas en muchas ramas de la fisica son mucho
mas complicadas, éstas pueden contener, términos no-lineales, términos no dispersivos
y varios tipos de campos, en diferente nimero de dimensiones espaciales: 1, 2 y 3. El
objetivo de esta tesis es revisar los elementos béasicos que se conocen como respuesta a la
pregunta siguiente:

¢ Es posible que sistemas cuyas ecuaciones de onda no-lineales y dispersivas, a pesar
de su complejidad comparada con la ecuacion , admitan algunas soluciones que posean
la propiedad 1 vy tal vez incluso la propiedad 27

1.2. Ondas solitarias y solitones

Antes de definir lo que entenderemos por una onda solitaria y por un solitén a lo
largo de este trabajo, ejemplifiquemos la diferencia entre las propiedades dispersivas y no
lineales en una ecuacion de onda.

1.2.1. Término dispersivo: ecuacion de Klein-Gordon

Es interesante notar que aun la inclusion del tipo mas sencillo de términos a la
ecuacion (|1.1), hace que las propiedades interesantes que discutimos se destruyan, atin
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en (1+1)-dimensiones. Consideremos por ejemplo la ecuacién de Klein-Gordon en 2-
dimensiones
1 0? 0?

(0,0 +m*c®) ¢(t, x) = (
Esta ecuacién continda siendo lineal y las ondas planas sin(kx + wt) y cos(kx + wt)
contintian formando un conjunto completo de soluciones. Sin embargo ahora w? = k?c? +
m?c*. Esto implica que soluciones de longitud de onda diferente, viajen a velocidades
diferentes w(k)/k, y por tanto la ecuacién es dispersiva. Como consecuencia, si tenemos
un paquete de ondas localizado que a ¢t = 0 tenga la forma

fla) = / dk [a(k) cos(kz) + b(z) sin(kz)] (1.4)

se esparcird al evolucionar en el tiempo. Asi la propiedad 1 se pierde y por tanto también
la propiedad 2, ya que si un sélo paquete no puede mantener su forma, pierde sentido
preguntarse si lo haran varios paquetes después de una colisiéon.

1.2.2. Término no-lineal

De manera similar podemos anadir el término no-lineal mas simple a (1.1]), esto es

1 02 2
Hasta donde sabemos, no todas las soluciones a esta ecuacion se conocen, sin embargo uno
se puede auto-persuadir a través de calculos numéricos o aproximados, que un paquete de
ondas en este sistema se esparcira al evolucionar en el tiempo, llevandonos a la conclusion
de que este sistema no posee ninguna de las dos caracteristicas que tienen las soluciones
de la ecuacion ([1.1]).

1.2.3. Definicion de onda solitaria

Sorprendentemente se ha encontrado a lo largo de los anos que en ciertas ecuaciones
de onda donde estan presentes tanto términos dispersivos como no-lineales, sus efectos
se balancean entre si de manera tal que poseen soluciones especiales que en esencia dis-
frutan de la propiedad 1. Desafortunadamente en la literatura sobre el tema, no existe
una definicién de onda solitaria y soliton aceptada de manera universal. Las definiciones
utilizadas por autores diferentes sufren de pequenas variaciones, e incluso utilizan nom-
bres diferentes. Para los propdsitos de este trabajo, utilizaremos la definicion del libro de
Rajaraman [6], en el cual se define una onda solitaria como una onda que mantiene su
forma y velocidad, es decir que satisface la propiedad 1 discutida en la seccién anterior.
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Sin embargo debemos enfatizar que esta definicion estd basada en términos de densida-
des de energia mas que en los campos de onda mismos (como se defini6 en el caso de la
ecuacion de onda lineal), ya que esta cantidad tiene mds significado en los sistemas de
nuestro interés. Esto significa que nos restringiremos a aquellas ecuaciones de campo (pa-
ra cualquier conjunto de campos acoplados (¢1(t, Z), ¢o(t, Z), ... ) que tiene una densidad
de energia £(t,Z) la cual es alguna funcién de los campos ¢;(t, 7). Su integral espacial
es la funcional de energfa total E[¢;], la cual a su vez se conserva. Un conjunto grande
de ecuaciones, incluyendo las ecuaciones de campo en fisica de particulas, satisfacen esta
propiedad. Dado que los sistemas fisicos tienen una energia acotada por abajo también
podemos, sin pérdida de generalidad, fijar el valor minimo alcanzado por E igual a cero.
Dada esta estructura, utilizaremos el adjetivo localizado para aquellas soluciones a las
ecuaciones de campo cuya densidad de energia £(¢, Z) a un tiempo finito ¢ es localizada en
el espacio, esto es, es finita en alguna regién finita del espacio y tiende a 0 en el infinito
espacial suficientemente rapido para ser integrable. Note que para aquellos sistemas donde
E[¢i] = 0siy sélosi ¢;(t, z) = 0, una solucién localizada como la hemos definido, también
tiene localizado a los campos mismos en el espacio. Por ejemplo, la ecuacién (|1.5)) tiene
una energia conservada asociada dada por

E[¢] = /: da [2% (%)2 +% (%)2 + 4114 , (1.6)

la cual es minimizada por ¢(t,z) = 0. Si existen soluciones localizadas para este sistema,
deberian tender asintéticamente a cero, esto es: lim 1o, ¢(t,2) = 0, a cualquier tiempo t.
Las derivadas 0¢/0t y 0¢/0x también se deben anular en este limite.

En contraste, la ecuacion
10%(te)  Polt)
2 ot? Ox?

tiene una energia asociada

>0 1 (96\? 1 [00\* 1 2
El¢] = de |— | = - = —(¢*=1)7|. 1.8
9 /_w$[20<8t) +2 Ox +4(¢ ) (18)
En este caso la funcional de energia es minimizada por ¢(t,z) = 1. Este es el ejemplo
mas simple de rompimiento espontdaneo de simetria en la version cuantizada de las teorias
de campo. Ahora, una solucién localizada debe comportarse asintéticamente en la forma

lim, 100 ¢(t,2) = %1, en cualquier instante de tiempo t. Dada la localizacién en este
sentido de densidad de energia, definimos una onda solitaria como:

- (b(t? 1‘) + ¢3(t7$) =0, (1'7>

» Onda solitaria: Llamaremos onda solitaria a una solucién no-singular localizada
de cualquier ecuacién de campo no-lineal (o ecuaciones acopladas cuando estén
involucrados varios campos), cuya densidad de energia, ademas de estar localizada,
tiene una dependencia espacial de la forma

e(t, @) = (& — vt), (1.9)
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donde ¥ es un vector de velocidad.

En otras palabras, la densidad de energia debe moverse a velocidad constante sin distor-
sionarse’l

Note que la ecuacién define a las ondas solitarias en una o mas dimensiones
espaciales. Mas atn, cualquier solucién estatica localizada es automaticamente una onda
solitaria con velocidad v = 0. Varias de las ondas solitarias que discutiremos en este
trabajo se obtendrdan como soluciones estaticas. Sin embargo, para sistemas con invariancia
relativista, una vez que se conoce una solucion estatica, las soluciones en movimiento se
obtienen de manera trivial al transformarnos a un sistema de coordenadas en movimiento.

1.2.4. Definicion de soliton

Los solitones son ondas solitarias que satisfacen una propiedad adicional, la cual
puede establecerse como una versién generalizada de la propiedad 2 de las soluciones de
la ecuacion de onda lineal. Para establecer esta propiedad consideremos un sistemas de
ecuaciones no lineales (probablemente acopladas) y supongamos que estas ecuaciones ad-
miten una solucién de onda solitaria cuya densidad de energia es alguna funcién localizada
eo(# — vt). Consideremos ahora alguna otra solucion de este sistema la cual en el pasado
lejano consiste de N de tales ondas solitarias, con posiciones y velocidades arbitrarias.
Entonces la densidad de energia (¢, Z) de esta solucién tendra la forma

N
e(t, z) — E eo(Z — d; — vit), cuando t — —o0. (1.10)
i=1
Claramente la evolucién temporal de esta configuracion sera gobernada por el sistema de
ecuaciones de onda no-lineales. Definimos entonces a un solitén como:

» Solitén: Llamamos solitén a una onda solitaria cuya densidad de energia es g¢(7 —
0t), si la solucién de N ondas solitarias ([1.10]), evoluciona en el tiempo tal que

N
e(t, @) %Zeo(f—&’i—ﬁ}t—l—&), cuando t — 400, (1.11)
i=1

donde los vectores d; son constantes.

En otras palabras, los solitones son aquellas ondas solitarias cuyos perfiles de la densi-
dad de energia son asintéticamente (¢ — +o00) restituidos a sus velocidades y formas

3Entre los textos clasicos de solitones, el de Scott [I] considera una definicién mds restrictiva al pedir
que sean los campos mismos y no la densidad de energia quienes tengan la dependencia espacio-temporal
de onda viajera. En contraste Coleman [2] utiliza una definicién menos restrictiva al llamar bultos a las
soluciones no-singulares de energia finita localizada, independientemente de la condicién .
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originales. Los vectores d; representan la posibilidad de que los solitones puedan sufrir un
desplazamiento en sus trayectorias respecto a las mismas antes de la colision. Estos des-
plazamientos deberian ser los tinicos efectos residuales de la colision si ellos son solitones.

Note que mientras todos los solitones son ondas solitarias, no todas las ondas so-
litarias son solitones. En consecuencia, las soluciones solitonicas existen para un menor
nimero de ecuaciones respecto a las soluciones de onda solitaria y por tanto son mas difici-
les de encontrar. Para poder encontrar una solucién tipo onda solitaria a una ecuacion
no-lineal dada, s6lo debemos concentrarnos en una soluciéon localizada que satisfaga .
Esto es a veces suficientemente complicado de hacer, pero se conocen actualmente muchas
ecuaciones que admiten soluciones de onda solitaria. En contraste, para asegurarse que
una solucién es un solitén, no basta con encontrar la solucién de onda solitaria, sino de-
bemos encontrar una infinidad de soluciones dependientes del tiempo que consista de un
nimero arbitrario de solitones, y checar que las condiciones y (1.11)) se satisfacen.

1.3. Cotas de Energia o Fronteras de Bogomolny

Los solitones topoldgicos mas sencillos surgen en una dimension espacial e involucran
un s6lo campo escalar. Por lo tanto en este capitulo y en el siguiente consideraremos una
densidad lagrangiana de la forma

£ = 30,00~ U(9), (1.12)

donde el indice: p = 0,1, la métrica es plana y de signatura: diag(1, —1). El potencial
U(¢) es una funcién real no-negativa que depende de ¢.

Como sabemos del calculo variacional, las ecuaciones de movimiento o ecuaciones
de Fuler-Lagrange se obtienen de pedir que la variacién de la accién sea nula 65 = 0,
obteniendose explicitamente que

oL oL
8, (a(a—m)) ~55 =" (1.13)

Asi, para la densidad lagrangiana ((1.12)) la ecuacién de movimiento es:

0,0"é + duie) _, (1.14)

dg

la cual en general es una ecuacion de onda no-lineal. Supongamos que el potencial U (¢) es
no-negativo y tiene un minimo global: U,,;,(¢). Podemos entonces sumar una constante a
la densidad lagrangiana , la cual desde luego no afecta las ecuaciones de movimiento,
de forma tal que el valor del minimo sea U,,;,(¢) = 0, en lo que sigue asumiremos que
este es el caso.
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La energia total para una configuracion de campo es una suma de las energias
potencial y cinética. La primera estd dada en términos de la funcién potencial y las
)

derivadas del campo respecto a la coordenada espacial: ¢’ = 3¢

V= 70 <%¢/2 + U(¢)) da, (1.15)

— 99
— ot

mientras que la energia cinética solo depende de la derivada temporal del campo: )

T:%/Zdﬂdm (1.16)

Llamaremos campo vacio o solucion trivial ¢g, a configuraciones del campo donde la
energia total de la configuracion sea E(¢) = 0. Es claro que este es el caso si imponemos las

condiciones % = %% = 0[|y estamos en el minimo del potencial %{Z’O) = 0. Denotamos
al conjunto de campos o configuraciones de vacio como:
V={do| ¢h=0co=0, y U(o) = Unin}. (1.17)

El ntimero de elementos en el conjunto V de una teoria dada, determina la posible exis-
tencia de soluciones tipo onda solitaria, necesitandose mas de uno para que esto suceda.
Tomemos como ejemplo el caso cuando tengamos una configuracion de campo con energia
finita clasificado topolégicamente por el par de vacios (¢_, ¢y ), donde ¢ = szoogb(x)

Cuando los dos vacios son diferentes (¢4 # ¢_) las soluciones ¢(z) no pueden deformar-
se continuamente (sujetas a manter el valor de su energfa) a una solucién de vacio (con
energia nula), ya que cualquier campo para el cual ¢ (£00) ¢ V tiene una energia infinita,
a este tipo de solucion se le llama kink o torcedura, debido a la forma que presentan
al graficarse como funcién de x. Por el contrario, para soluciones interpoladas entre dos
vacios iguales (¢, = ¢_) existe una deformacién continua donde el campo puede mapearse
a una solucién de vacio, cuya energia es nula.

Queda claro que para que un campo no pertenezca al conjunto de vacios V, debe
suceder que:

= )=0y ¢ #0, (configuraciones estaticas).
= 0#0y ¢ £0.

De estas dos posibilidades nos concentraremos en las configuraciones estaticas y calculare-
mos su energia. En este caso claramente la energia cinética es nula y toda la contribucion
a la energia viene de la energia potencial

E= 7 <%¢’2 + U(¢)) da. (1.18)

4En lo que sigue utilizamos un sistema coordenado en el cual la velocidad de la luz ¢ = 1.
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En general es posible acotar el valor de la energia, esto es posible notando que

(%qﬁ’i W)z >0, (1.19)

y desarrollando explicitamente el binomio tenemos

%aﬁﬂ +¢'\2U(0) +U(¢) >0 = %W +U(9) > FV2U(9)¢ . (1.20)

Integrando esta desigualdad en todo el espacio obtenemos

E = 70(%&2 + U(gb)) dr > + 7\/W¢’dx. (1.21)

—0o0

Como la energia es positiva, obtenemos finalmente
+o00 P+
B> / VU (@)¢dz| = / VU (8)dd) | (1.22)

donde en la ultima igualdad hemos utilizado el hecho de que ¢'dx = %dm = d¢ y que los
limites de la integral son: lim,_, o ¢(x) = ¢_ y lim, 1 ¢(x) = ¢,. Note que esta cota
también es valida para campos dependientes del tiempo, dado que el término cinético es
positivo y eso hace que la energia total sea mayor.

Se dice que un potencial U(¢) > 0, para un sistema dindmico, es pre-supersimétrico
si este potencial clasico puede expresarse en términos de un superpotencial de la forma

2
U(e) = % (%) . Como todo sistema clasico con un grado de libertad es pre-supersimétri-

co, podemos acotar la energia en términos del superpotencial evaluado en los vacios ¢ y
¢_, explicitamente en este caso

o+

(oS
[VEU@is = [awe) = Bz W) - W), (1.23)
o o
A este tipo de fronteras de la energia que depende de configuraciones de campo topolégicas
se les llama, fronteras de Bogomolny. La igualdad en la cota de Bogomolny (se satura la

energia) cuando el campo ¢ es estitico (¢ = 0) y ademds es solucién de una de las
ecuaciones de primer orden de Bogomolny

¢ = ++/2U(9). (1.24)

Cuando el campo es solucién de la ecuacién ¢ = ++/2U(¢) se dice que se tiene una
solucién kink, si el campo es solucién a la ecuacién ¢/ = —4/2U(¢) se tiene una solucién
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anti-kink. Derivando respecto a la coordenada espacial las ecuaciones de Bogomolny (|1.24)),
obtenemos

"_ 1 dU(¢) , 1 dU(¢) _dU(9)
—im o ¢_i\/m i (i 2U(¢)>_—d¢ , (1.25)

pero esta no es otra cosa que la ecuacién de movimiento ([1.14]) para campos estaticos.

Concluimos entonces que las soluciones estaticas tipo kink y anti-kink, que son
soluciones de las ecuaciones de Bogomolny (ecuaciones diferenciales de primer orden), son
también soluciones de las ecuaciones de movimiento (ecuaciones diferenciales de segundo
orden).

Note que cuando un campo satisface las ecuaciones de Bogomolny, también satisface
el teorema del virial, el cual establece que

+00 +oo
/ %gb'de: / U(¢)d. (1.26)

1.4. Modelo ¢*

El modelo ¢* (1+1)-dimensional es la teorfa de campo escalar mds sencilla que
admite soluciones tipo kink y anti-kink, su nombre se debe a que su potencial es un
polinomio de cuarto orden U (O (¢*)) y consecuentemente presenta sélo dos soluciones de
vacio denotadas por my (V) = Z,. La densidad lagrangiana que describe al modelo tiene
la forma

1
L= 50,00"6 +U (0 (¢")), (1.27)
donde el potencial U (O (¢*)) se propone de la forma
U(6) = i+ 16 + Ao (1.28)

con u, v'y A constantes reales y A > 0 para que la energia esté acotada por abajo. Nos
interesa escoger el valor de los parametros de manera tal que la funcién potencial tenga
al menos dos vacios.

= Si v > 0 entonces existe un minimo global 1inico en ¢ = 0 y la teoria solamente
tiene una solucion de vacio, por lo que no existen soluciones tipo kink.

» Si v < 0y por conveniencia para nuestro fin tomamos especificamente v = —2m?\
donde m es una constante real positiva, es posible encontrar un minimo del potencial

si escribimos convenientemente a u en términos de A en la forma p = Am?'. La
expresion del potencial ([1.28]) se escribe ahora como
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2

U(¢) = Am* —2m*A¢” + A¢* = X (m* — 2m°¢* + ¢*) = X (m® — ¢°)" . (1.29)
Este potencial tiene dos minimos globales: ¢ = —m y ¢ = +m y por tanto dos vacios que
denotamos como V_ = —m y V, = +m . En la figura se muestra una grafica de este

potencial.

U((x1))

a3t

-

“\N_ | . g

=2 _I1 1
—-m +m

A=1/2, m=1

Figura 1.1: Se muestran los dos minimos del potencial U(¢) = A (m? — ¢%)*, localizados
en ¢_ = —my ¢, = +m, para los valores A\ = % y m =1, en el intervalo —2 < ¢ < 2.

Escribimos nuevamente la densidad lagrangiana para el modelo ¢* con el potencial

de cuarto orden (|1.29)) tal que
1
Lo = 50u00"6 — N (m* - ¢*)° . (1.30)

Este modelo posee varias simetrias, de las cuales 2 son relevantes para nuestra discusion.
Una es una simetria de paridad en el campo ¢ y la otra es la simetria de Lorentz del
espacio tiempo

» Paridad en ¢
t—t, x—x, ¢— —0. (1.31)

» Transformaciones de Lorentz

t—oux r — vt
Y, T —, — 0. 1.32
— = 6o (1.32)

Como consecuencia de la simetria de paridad, podemos obtener una solucion anti-kink si
hacemos la transformacién ¢ — —¢ en la solucién kink (y viceversa si se tiene la solucién
anti-kink). La ecuacién de movimiento para este modelo esta dada por

9,0"p — 4Ap(m* — ¢) = 0, (1.33)
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que es una ecuacion no lineal. El contenido topolégico de una configuracion de campo
dado, esta codificada en la carga topoldgica () definida como

bs— b

Q=— (1.34)

donde ¢4 son los valores del campo en x = 4o00. Esta toma los posibles valores ) =
{=1,0,1}. A pesar de que es bastante trivial en este ejemplo, note que @ se puede definir
en este caso como una integral sobre todo el espacio de una densidad de carga topologica

+o0
1

Adicionalmente el valor de la carga topoldgica indica que tipo de soluciones (kink o anti-
kink) existen en la teorfa. Para tener una idea més clara analizamos los tres casos posibles
del valor de la carga topoldgica. En base a este valor y recordando que una interpolacion
entre vacios define una solucién kink o anti-kink decimos que:

» Si 9o = ¢ = m = @ = 0, significa que hay un sélo vacio y entonces no existen
soluciones kink o anti-kink.

s Sig, =my ¢ =—m = Q= +1 implica la existencia de una solucién kink (hay
una interpolacién del vacio V_ a V, al incrementar x de —oo a +00 ).

» Sty =—my¢_ =m = @ = —1, entonces hay una solucién anti-kink (hay una
interpolacion del vacio V; a V_ al incrementar z de —oo a 400).

Note que no hay soluciones multi-kink con ) > 1, dado que los campos de este tipo no
son compatibles con las condiciones de frontera de energia finita.

Nuestro objetivo ahora es cuantificar las cotas de energia de las configuraciones
de campo en la teoria, para ello sabemos de la ecuacién ([1.18) que la energia para una
configuracion de campo estatica esta dada por la expresion

E[gb]:/dx (%%Z—d)ﬂ( —¢2)2), (1.36)

y esta energia estd acotada por la relacién de Bogomolny, la cual para el modelo ¢?* es

P+

E>/\/ P)do| = /\/_m—¢2)d¢ —m3\/_\Qy (1.37)

donde |@Q| = 1 para el kink (@) = +1) y el anti-kink () = —1). La frontera de Bogomolny
es la cota de energia §m3\/ 2.
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1.4.1. Kinks y antikinks

Resolvamos ahora la ecuacién de Bogomolny (|1.24)), la cual como hemos mencionado
es una ecuacién diferencial de primer orden. Para el signo positivo tenemos

o =% = 20G) = VIN(m? — ), (1.3

e integrando [ mzd—f(ﬁg = [ V2\dz se tiene que
1
— tanh™* (ﬂ) = V2\(z — a), (1.39)
m m

donde a es una constante de integracion. Al despejar el campo ¢ obtenemos la expresion
siguiente

¢(x) = mtanh(vV2 m(z — a)), (1.40)

que es la solucién kink para el modelo ¢? (interpolacién de ¢_ a ¢, ). Al hacer la trans-
formacién ¢ — —¢ obtenemos la solucién anti-kink del modelo ¢* y es andlogo a resolver
la ecuacién de Bogomolny de primer orden

—\2U(¢) = —V2A(m? — ¢?), (1.41)

que tiene la solucién anti-kink
¢(x) = —mtanh(V2Am(z — a)). (1.42)

En la figura se muestran las graficas para el kink y el anti-kink.

Anti-KINK

Figura 1.2: Intepolacién. Kink (de ¢_ a ¢) y Anti-Kink (de ¢, a ¢_).

La densidad de energfa ¢ para un kink en la teorfa ¢* corresponde al integrando de
la ecuacién (|1.36), al sustituir la solucién (|1.40))

= %QS’Q + A(m? — )% = 2 m*sech* (V2 m(z — a)). (1.43)



18 1 TORCEDURAS EN (1+1)-DIMENSIONES

La energia del kink se obtiene al integrar sobre todo el espacio y se interpreta como la masa

M,ep en reposo: By, = Mg, = fj;o edr = %m?’\/ 2, la figura muestra la torcedura

(de la interpolacién) que esta centrada en el méximo de la densidad de energia.

#1x) 6. o #ix)
________ g .t e e — — - — —
Anti-Kink ;
densidad de nti-hin densidad de
energia & o5t / energia &
-'4 -2 1 4 X -2 2 3 X
o -0
2 [/
- —_ 0} - - - — | - - - — Te—

Figura 1.3: Las torceduras (en las interpolaciones) de las soluciones Kink y Anti-Kink
coinciden con el maximo de la densidad de energia. En la grafica hemos tomado los
valores: m =1, A = %, ya=0.

Las soluciones kink y anti-kink son soluciones estaticas y para construir
soluciones con dependencia temporal , aplicamos un boost de Lorentz a la solucion
estatica (1.40)), explicitamente hacemos la transformacién  — a — v (z — vt — a), con lo
cual la solucion para un kink que evoluciona en el tiempo queda expresada por la ecuacion

o(t, ) = mtanh(V2 my(z — vt — a)). (1.44)

Aqui v es la velocidad del kink y toma los valores en el intervalo —1 <v <1y~ = ﬁ
es el factor de Lorentz.

La energia del kink dependiente del tiempo depende del factor v en la forma E =
M = gym?’\/ 2\ = YM,,, en el limite no-relativista con |v| << 1 el movimiento del kink

se simplifica a

o(z) = mtanh(vV2Am(z — vt — a)). (1.45)

Si derivamos la solucién kink (1.44) respecto a la coordenada temporal

0 t -

% = ¢ = —vm*V2\sech? (\/ 2 m(x — vt — a)) (1.46)
y también respecto a la coordenada espacial x

0 t

% = ¢/ = m?*V2\sech? <v 2 m (z — vt — a)) , (1.47)
concluimos que las derivadas estdn relacionas en la forma ¢ = —v¢’ donde la velocidad

v funciona como un parametro de transformacion y entonces la energia cinética queda
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Anti-KINK
@0, x1)=-mtanhff2A(xi-vxo-a))

Figura 1.4: Evolucién temporal a los tiempos: t1, to, t3, t4 y t5, de una solucién kink (a)
y de una solucién anti-kink (b). Donde tomamos los valores m = 1, A = %, a=0,v=05
y —o<t<h.

expresada como

“+oo

+00 +oo
1 . 1 1
=5 [dde=g o= [ ot (1.48)

por el teorema del virial la energia cinética es igual a %M v? la cual se interpreta como la
energia cinética para la solucién kink con masa M.

1.5. Estabilidad de ondas solitarias

1.5.1. Estabilidad de Liapunov

La nocién de estabilidad tiene significados diferentes tanto en matematicas como en
fisicall En el estudio de ondas solitarias uno usulamente utiliza la nocién de estabilidad
derivada de la nocién de equilibrio estable en mecanica clasica. Un sistema mecanico
estd en un estado de equilibrio estable si la energia del sistema alcanza su minimo (al menos
localmente). Las oscilaciones pequenas alrededor del estado de equilibrio estable se pueden
descomponer en una superposicion de modos de oscilacion armonicos. El Hamiltoniano
efectivo que describe estas oscilaciones, se obtiene al mantener sélo términos cuadraticos
en el desarrollo del Hamiltoniano completo alrededor del punto de equilibrio estable. Por
lo tanto, el punto de equilibrio estable esta caracterizado por las dos condiciones

SE=0 y &E=0. (1.49)

®Para una discusién de diferentes definiciones de estabilidad ver por ejemplo [3].



20 1 TORCEDURAS EN (1+1)-DIMENSIONES

Si estas dos condiciones se satisfacen decimos que las oscilaciones pequenas alrededor
del punto de equilibrio estable son estables en el sentido de Liapunmﬁ. La estabilidad
de Liapunov de una soluciéon de una ecuacién diferencial, o un conjunto de ecuaciones
diferenciales, se puede definir si el problema de valores iniciales esta bien colocado. Una
solucién ¢g(z) se llama estable si perturbaciones pequenas de los datos iniciales a = 0,
lleva a cambios pequenos de la solucién para todo x > 0.

1.5.2. Estabilidad de torceduras

Para las ecuaciones diferenciales que describen kinks, bultos, etc., se debe modificar
la nocién de estabilidad de Liapunov. En muchos caso de interés se tienen equilibrios que
no son estables, sino neutrales respecto a algunas perturbaciones. Estas perturbaciones
representan “movimientos libres” y estdn relacionadas con simetrias (traslaciones, rota-
ciones, dilataciones, etc.) del sistema. Sélo aquellas perturbaciones que no representan
“movimientos libres” satisfacen la condicion de estabilidad de Liapunov.

En teorias de campo escalar (1+1)-dimensionales como la que hemos tratado en
este capitulo, la nocion de estabilidad es la siguiente. Hemos visto que la ecuacion de
movimiento esta dada por la ecuacion (|1.14). Consideremos una solucién de la forma

o(t,x) = go(x) + 0(t, x), (1.50)

donde ¢p(z) es una solucién independiente del tiempo y § es una perturbaciéon pequena.
Insertando esta expresion en la ecuacién de movimiento, tenemos a primer orden en teoria

de perturbacion que
d*U
0,0M(t, ) + ﬂé(t, z)=0. (1.51)
dgy
Esta ecuacion es invariante ante traslaciones temporales, de manera tal que podemos
expresar una perturbacion general pequena como una superposiciéon de modos normales.

Es decir, la solucién general es de la forma
3(t.x) =Re > anthy(x)e™", (1.52)

donde los coeficientes a,, son constantes complejas arbitrarias y las v, y las w, satisfacen

la ecuacién
P, PU(60)
dz? dod

Un = Withn. (1.53)

2
Note que esta es una ecuacién de Schrodinger con potencial ddeéfo). Se dice que una
0

solucion es estable si y solo si, ningun valor propio de la energia en esta ecuacion de
Schrédinger es negativo. Esto es asf porque si existiera un w? < 0, la perturbacién debida

6 Alexander Liapunov, un matemético Ruso, introdujo la nocién de estabilidad en la teoria de ecua-
ciones diferenciales.
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al modo correspondiente creceria indefinidamente con el tiempo. Mostremos ahora que en
(14-1)-dimensiones los kink son siempre estables.

La invariancia ante traslaciones espaciales nos dice que si ¢g(x) es solucién de la
ecuacién de movimiento, también lo es ¢o(z + a). Concluimos entonces que una funcién
propia de la ecuacion de Schrédinger es

dgq
o(z) = . (1.54)
Vemos que el valor propio asociado a esta funcién propia es cero (wy = 0) y dado que
¢o(z) es una funcién mondtona de x, 1y(z) no tiene nodos. Asi utilizando el teorema
que nos dice que para una ecuacion de Schrodinger unidimensional con un potencial
arbitrario, la funcién propia sin nodos es la de minima energia, concluimos por el teorema
de Sturm-Liouville que las otras funciones propias de la ecuacién de Schrodinger tendran

necesariamente valores propios positivos.

1.5.3. [Estabilidad del kink en la teoria ¢*

La conclusion alcanzada en la subseccién anterior es genérica para las teorias de
campo escalar descritas por la ecuacién de movimiento ([1.14]) y por lo tanto es aplicable al
modelo ¢*. Sin embrago en aras de la claridad en esta seccién presentamos explicitamente
el analisis de la estabilidad de los kinks para el modelo ¢*.

Hemos visto que la ecuacién admite el valor propio wy = 0 y que la co-
rrespondiente funcién propia es 1y = ¢} (). Fisicamente este modo estd asociado con la
invariancia ante traslaciones espaciales de la solucién kink estatica. Esta afirmacion queda
de manifiesto al hacer una traslacién infinitesimal en la solucién (|1.40))

Go(x +1) ~ ¢o + ndp(), (1.55)

y notar que ¢'(z) satisface la ecuacién

{—d—Q +U" (¢0)} ¢ (x) = 0. (1.56)

dx?

en el caso del modelo ¢* es posible calcular elespectro completo de la ecuacién de Schodin-
ger (1.53), para ello debemos calcular U”(¢y), obteniendose

8Am?
u” = —4xm? +8\p?| =4 m?— —M——— 1.57
(%0) ¢ ’¢0 cosh(v2Amx) (1.57)

y la ecuacion de Schodinger que nos queda es una con potencial tipo Poschl-Teller

d? 4 Am? 12Am?
—_—— m —_—

da? cosh? (@mx)

Uy (x) = w,%@/)k (x). (1.58)
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Estabilidad en la teoria ¢ *

Kink sin perturbacién

Figura 1.5: Las lineas punteadas representan las perturbaciones alrededor del kink.

Espectro contintio

=2 a)zZ:BAmz
n=1. a)frﬁzlmg

Figura 1.6: El espectro discreto paran =0, n = 1 n = 2 y después se vuelve un contintio.

El espectro de esta ecuacion es bien conocido y consiste de 3 modos discretos dados por
la relacion
w2 =8m?\ —2m?\(2 —n)?, con: n=0,1,2. (1.59)

y un espectro continuo cuyas frecuencias son de la forma
wi = k? +8m?2)\. (1.60)

El valor del menor de los modos discretos corresponde al modo wy = 0. Para ilustrar los
modos normales, en la figura mostramos la perturbacién correspondiente a ¥y y ;.

1.6. Interaccidon kink-antikink

Para concluir esta seccion estudiaremos la interaccion entre un kink y un antikink, la
estrategia consiste en definir una energia de interaccion entre el kink y el antikink para de
ahi poder calcular el momento P, este momento se calcula en un intervalo (—oo, b] donde
b es un parametro localizado lejos de la posicion de las soluciones kink y anti-kink y una
vez que tengamos este momento podemos calcular la fuerza de interaccién utilizando la
segunda ley de Newton. La energia cinética esta relacionada con el momento a través de
la ecuacion T' = %M v? = %Pv, con lo cual P = %T, luego usamos la expresion de



1.6 INTERACCION KINK-ANTIKINK 23

la energia cinética en términos de las derivadas temporal y espacial de ¢ como

b b b
2 (1 L
P= . 51)2 / ¢?%dx | =v / ¢ddr =v / ¢’ <—5¢) dx, (1.61)

es decir
b
P=- / o¢'dz. (1.62)
de la segunda ley de Newton F = Cfl—]; — P obtenemos
b b
s s [, "
F=P=— [(¢¢'+ ¢¢)dz = —5 (¢ +9¢ +U(@@)| (1.63)

donde hemos utilizado la ecuacion de movimiento (|1.14)) para sustituir q§ = ¢" + flj—g
y hemos integrado la derivada total que se obtiene. Fisicamente se interpreta que la
fuerza sobre el intervalo se puede identificar con la diferencia de presién en los puntos
extremos. Consideremos ahora un par kink-antikink que se encuentran muy lejos uno del
otro, explicitamente consideremos que el kink esta localizado en la posicién a y el antikink
en la posiciéon —a, con a >> 1. Una configuracién de campo con estas caracteristicas se
puede obtener de la superposicion

o(z) = ¢1(x) + ¢o(x) + 1, (1.64)

donde ¢; es el antikink ¢;(x) = —tanh(z + a) y @9 el kink ¢o(x) = tanh(z — a). Consi-
deremos que el punto final b del intervalo, esté situado entre las posiciones del kink y el
antikink, pero lejos de éstas, esto es, —a << b << a. Es claro que el valor de ¢ + 1 es
cercano a cero en el intervalo (—a,a) de tal manera que podemos linealizar la expresién
del potencial en términos de esta configuracion

dU(¢1)
de

asi la expresion de la fuerza de interaccién al orden dominante (y en la configuracién
estdtica) es

U(pr+¢2+1)=U(¢r) +

(G2 + 1)+ (1.65)

dU(¢1)]"
do e

donde se us6 el hecho de que el anti-kink resuelve la ecuacion de Bogomolny para
cancelar los primeros dos términos y la ecuacién de movimiento para rescribir el dltimo.
Ahora bien, dado que la configuracién de campo es tal que sus derivadas espaciales decaen
exponencialmente, el resultado de la integral en el limite inferior no contribuye y la fuerza

F= | =262+ U(1) - gl + (1 + 62) = [0+ (1+ 620 (1.66)

2
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2 4 X
_ j d(x)=-Tanh{x+rajfTanh(x;a)+1

A .

_-;35_1 ()9}=-Tanh(x;- c_r, )

Figura 1.7: Configuracién ¢(z1) = ¢1(x1) + ¢o(z1) + 1, comparacién entre una solucién
kink y antikink.

estd dada tinicamente por el valor de la integral en el limite superior. Como el parametro
b esta lejos del kink y también del anti-kink, podemos utilizar las expresiones asintaticas
de sus perfiles

Pr(x) ~ —1 + 2720+ g (1) ~ —1 4 2e2@D, (1.67)

Sustituyendo estas expresiones en ([1.66|) obtenemos la fuerza
F = 32¢% (1.68)

donde R = 2a, es la distancia entre el kink y el anti-kink. Note que la fuerza no depende
del parametro b, lo cual es correcto ya que es un parametro que introducimos sélo para
hacer el calculo y no tiene significado fisico. Interpretamos a I’ como la fuerza que siente el
anti-kink debido al kink. Podemos llegar a la misma conclusion si calculamos la energia de

interaccion entre el kink y el antikink, la cual se obtiene al integral la ecuacién % =F

Bt = / FdR = / 32¢ *dR = —16e %, (1.69)

Note que la E;,; decrece al disminuir la separacion a, lo que indica que existe una fuerza
de atraccion entre el kink y el anti-kink.

Simulaciones numéricas de la interaccion kink y anti-kink muestran esta fuerza de
atraccion, y aun mads, las simulaciones también muestran que después de la colision el
kink y el anti-kink no recobran su forma, ya que se convierten en radiacién. Asi podemos
concluir que los kinks y anti-kinks en el modelo ¢* son ondas solitarias, pero no son
solitones.



Solitones en (1+1)-dimensiones

2.1. Modelo de Seno-Gordon

El modelo con soluciones tipo soliton més sencillo es el modelo de seno-Gordon
(1 + 1)-dimensional [[] el cual estd descrito por el potencial U = (1 — cos ¢), y por tanto
tiene una degeneracién infinita de configuraciones de campo con energia minima (vacios)
localizados en las posiciones: 2mn con n € Z. La densidad lagrangiana del modelo es

1
L = 3 PO — (1 — cos @), (2.1)
y de acuerdo con ((1.14)), la ecuacién de movimiento es
0,0"¢p + sin ¢ = 0, (2.2)

la cual resulta ser una ecuacién diferencial hiperbdlica no lineal con soluciones tipo so-
liton. El modelo es invariante ante la transformacion de paridad en el campo , las
transformaciones de Lorentz y adicionalmente posee una simetria de traslacion en
o, es decir

= Traslacion del campo escalar

t—t, x—x, ¢—¢+2mn, con né€ Z. (2.3)

'El modelo de sine-Gordon (1 + 1)-dimensional es un sistema integrable con ecuaciones autoduales
que también se relaciona a la teorfa de Yang Mills (2 4 2)-dimensional.

25
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U(g(x1)=1-Cos(#(x1))

o

-y

—10x —Sx —6x —4x —Zx 0 2z 4 o6x Sx 1

Figura 2.1: El potencial U(¢) en el modelo Seno-Gordon tiene una infinidad de soluciones
de vacio (los minimos del potencial) en ¢ = 2nmw con n € Z.

En lo que sigue calculamos la carga topoldgica y las cotas de energia del modelo. Recorde-
mos que la carga topolédgica () se obtiene escribiéndola como la integral de una densidad
de carga, ademas el sector topoldgico estd dado en términos de () que a su vez indica el
nimero de ondas solitarias, asi

+oo
Q:i/¢’dx:¢+_¢:2ﬂN:N, con N e Z. (2.4)
2w 2w 2

Por otro lado, de la ecuacion ((1.22) obtenemos las cotas de Bogomolny

xS
E> / 2
donde se observa que la carga y la cota de energia son definidas por integrales periédicas
(el integrando es |Q] = N veces la integral en el intervalo [¢_, ¢_ + 2], esto es el niimero

de solitones existentes en el modelo). Ahora escribimos la integral usando la propiedad
de traslacién del campo escalar (2.3) donde cambiamos los limites de integracién por el

intervalo [0, 27]
2
=20 [
0

La igualdad se tiene cuando se satura la energ{aﬂ (la energia depende del niimero de ondas
solitarias).

sin?‘ do. (2.5)

2
sin%‘dqﬁzéﬂQ\ [— cosg] =8|Q|. (2.6)

0

2La igualdad en la frontera de Bogomolny se da cuando el campo es estético (qﬁ = 0) y por tanto se
satisface una de las ecuaciones de Bogomolny de primer orden.
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2.1.1. Soluciones Kink

Para calcular la expresién de un kink o un antikink se debe resolver la ecuacion de
Bogomolny de primer orden ([1.24)), la cual en este caso es

¢ = +2sin %, (2.7)
y la cual se integra directamente. Tenemos asi que la solucién para un kink es
¢(z) = 4darctane® (2.8)
donde a es una constante de integracién relacionado con la posicion del kink. Para visua-
lizar esta conclusion consideremos la solucién que interpola los vacios: ¢_ =0y ¢, = 2.
Note que si evaluamos el valor del kink en el punto x = a, obtenemos
¢(a) = 4arctan(e”*) = 4arctan(l) = 7. (2.9)

Como 7 es el valor medio entre los valores de vacio 0 y 27, interpretamos a x = a como
la posicién del kink. Podemos confirmar esta interpretacion, examinando la densidad de
energia del kink

1
e=3 90" ) + (1 — cos @), (2.10)
la cual al sustituir la solucién (2.8, queda expresada como
e = 4sech?(x — a). (2.11)

Note que el maximo de la densidad ocurre precisamente en x = a. La energia total del
kink se obtiene integrando la ecuacién (2.11)) en todo el espacio

+oo +00
E = / e(z1)dzry = / 4sech?(x; — a)dr; = 8. (2.12)

—00 o0

Dado que la solucién general de la ecuacion de Bogomolny es un kink de carga
topoldgica () = 1, no existen soluciones multi-kink a la ecuacién de Bogomolny. De este
hecho podemos concluir que la fuerza de interaccién entre dos kinks es repulsiva, esto
sucede porque cualquier configuraciéon con N = 2 debe obedecer la cota (estricta) de
Bogomolny E > 16, pero en el limite en el que los dos kinks estan separados una distancia
infinita el uno del otro, la energia de la configuracion se aproxima al valor £ = 16, que
corresponde a la suma de las energias de los dos kinks originales. Asi, la energia potencial
de los dos kinks decrece cuando ellos se separan y por lo tanto existe una fuerza repulsiva
entre ellos.

Realizando un calculo similar al que hicimos en el capitulo anterior para el modelo
¢*, la energia de interaccién asintética de los dos kinks de seno-Gordon es

E =321, (2.13)

donde R es la separacion entre los kinks. Este resultado fue obtenido originalmente por
Perring y Skyrme [5].
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Figura 2.2: El espectro discreto paran = 0, n =1 n = 2 y después se vuelve un continto.

2.1.2. Estabilidad del kink

Es directo estudiar ahora la estabilidad de las soluciones kink en el modelo de seno-
Gordon. El potencial es:

U(¢p)=1—cos(¢) (2.14)
donde ¢'(z) satisface la ecuacién
pe
{—@ +U" (gbo)} ¢ () =0. (2.15)
para calcular elespectro completo de la ecuacion de Schodinger se célcula U"(¢y)
U"(do) =1 - m (2.16)
y la ecuacion de Schodinger que nos queda es una con potencial tipo Poschl-Teller

d2

El espectro de esta ecuacion es bien conocido y consiste de 3 modos discretos y un espectro
continuo cuyas frecuencias son de la forma w? = 1 — (1/4)(2 — n)%. El valor del menor de
los modos discretos corresponde al modo wy = 0 con n = 0, paran = 1 w? = (3/4) y para
para n = 2 w5 = 1. El espectro continuo tiene frecuencias de la forma

wi =k*+1. (2.18)

El modelo de seno-Gordon presenta soluciones tipo solitén estables.

2.2. Soluciones multi-solitonicas

A pesar de que no existen soluciones multi-soliténicas estaticas en el modelo de
sine-Gordon, existen soluciones dependientes del tiempo que describen la dispersion de
dos o més kinks. Esta propiedad ocurre porque el modelo de sine-Gordon es un modelo
integrable. En esta secciéon ocuparemos las transformaciones de Backlund para construir
soluciones multi-soliton. Las transformaciones de Bdcklund son un mapeo entre soluciones
de la ecuacién de sine-Gordon que permite generar nuevas soluciones a partir de las ya
conocidas.

Las transformaciones de Backlund se realizan en las llamadas coordenadas del cono
de luz, definidas como
0

Te =g (r1 £ x0), conlocual, 0L = Fr (2.19)



2.2 SOLUCIONES MULTI-SOLITONICAS 29

En estas coordenadas la ecuacion de movimiento del modelo de sine-Gordon se escribe
como

0:0_¢ = sin ¢. (2.20)
y las transformaciones de Backlund son las siguientes
011 = 01¢ —2Fsin (¢ 5 ?/)) : (2.21)
2 —
0 =—-0_¢+ 3 sin (%) , (2.22)

donde B # 0 es un parametro real. Estas transformaciones tienen una propiedad muy
interesante. Si calculamos 0_0,1) de la transformacién (2.21)), 0,9_1) de la transformacién
(2.22) y exigimos que se satisfaga la regla de Leibnitz 0_0,1¢ = 9, 0_1 obtenemos

0_0,¢ — [3cos (¢ w) 0_(¢p+1¢) =—040_0+ %cos (¢ w) Oy (p—1).  (2.23)

Si ahora usamos las transformaciones (2.21]) y (2.22)) en esta ecuacién para eliminar los
términos en primera derivada, obtenemos la ecuacién de sine-Gordon para el campo
¢. Si utilizamos el mismo procedimiento, pero ahora exigimos que 0_0,¢ = 0, 0_¢, obte-
nemos la ecuacion de sine-Gordon pero esta vez para el campo . La conclusién de este
hecho es que las transformaciones de Backlund constituyen un mapeo entre soluciones de
la ecuacién de sine-Gordon y este mapeo se puede utilizar para construir soluciones nuevas
a partir de soluciones conocidas. Como un ejemplo de la utilidad de las transformaciones
de Béacklund construyamos una solucién de la ecuacion de sine-Gordon a partir de la so-
lucién de vacio ¢ = 0. En este caso las transformaciones (2.21)) y (2.22)) se simplifican a

la forma )
0. = —2(sin (%) y 0_1 = _B sin (%) . (2.24)

Integrando ambas ecuaciones obtenemos la solucién ¢ (4, x_)
Y (xy,x_) =4arctan (eiﬁ“*%“‘) , (2.25)

donde « es una constante de integracion y 5 < 0. Reescribiendo esta solucién en coorde-
nadas (t, ) obtenemos
Y (t, ) = 4arctan (67(’”_”_“)) : (2.26)

donde los parametros a, v y A estan dados en términos del parametro 5 en la forma
1- @ 1 1+ B2 28a

— —, = —— = ——, (I - .

14 32 TE e 23 1+ 32

Esta ecuacion la podemos reconocer como la version dependiente del tiempo de la solucion
estdtica ([2.8]) y por tanto corresponde a la evolucién temporal de un kink. Note que para

(2.27)
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obtener esta solucion kink hemos tenido que integrar una vez, dos ecuaciones diferentes.
Esta es la tnica solucion para la cual necesitamos integrar, ya que como hemos mencio-
nado, el poder de las transformaciones de Backlund radica en poder construir soluciones
multi-solitén a través de un método puramente algebraico.

La construccién de las soluciones multi-solitonicas esta basada en una idea muy
sencilla. Consideremos dos soluciones 11 y 1y de la ecuacién de sine-Gordon ([2.20) que
estan relacionadas a una solucién conocida 1y (conocida como solucién semilla) de la
ecuacién de sine-Gordon, a través de las transformaciones de Backlund y ,
con parametro 31 y (s respectivamente, esto es:

O1 (Vi — o) = —2B;sin (wo %) y O_ (Yi+ o) = ﬂzsm (%Uo 9 1/12) ) (2.28)

con i = 1,2. Es claro que para obtener 1); 0 ¥ tendriamos que integrar las transformacio-
nes de Béicklundﬂ Sin embargo, para evitarnos realizar la integracion y ain asi obtener
una solucién, hagamos la siguiente construcciéon. Supongamos que conocemos ya a 1y y s.
Construyamos la solucion 15 de la ecuacién de sine-Gordon a través de la transformacién
de Béacklund con parametro (8, que toma como solucién semilla a ;. De manera anéloga
construyamos la solucion 19; de la ecuacion de sine-Gordon a través de la transforma-
cion de Backlund con parametro 3 que toma como solucién semilla a 5. Explicitamente
tenemos las transformaciones de Backlund para 19

9y (12 — 1h1) = —28, sin (@) O- (Y12 + ) = 2 sin (wl %2) . (2.29)
B2 2
mientras que para 1y tenemos
Oy (21 — o) = =2 sin (%) O (o1 +1b2) = %sm (7702 21/)21) . (2.30)

En estas ecuaciones podemos utilizar las transformaciones de Bécklund ([2.28)) para susti-
tuir las derivadas de 11 y 15 en términos de las derivadas de vy. Realizando esta sustitu-

ci6n y restando la primer ecuacion de (2.29)) con la primer ecuacion de ([2.30)) y la segunda
l- i

ecuaciéon de (2.29) con la segunda ecuacion de (2.30) obtenemos el par de ecuaciones

%&r (Y12 — 9a1) = —Pisin <¢0 ;rq/}l) + B1sin (W) + o sin <1/Jo ;r ¢2> + By sin <¢14;1/)12>

1 (o= L. (=t 1 Yo — P2 1 Y1 — Y12
v (355) - b(55) L (55). (5

Nuevamente estas ecuaciones son ecuaciones diferenciales de primer orden en las
coordenadas x4. Sin embargo si a este punto introducimos la condicién de consisten-
cia: Y19 = 191, el lado izquierdo de estas ecuaciones se anula y por tanto pasan de ser

3En general 1; es diferente de 12, ya que aunque estas soluciones se obtienen a partir de la misma
solucién 1), las transformaciones de Bécklund correspondientes involucran diferentes parametros 3, los
cuales contienen la informacién de la velocidad de movimiento de la solucién [12].
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Figura 2.3: Diagrama del teorema de la adiciéon para las transformaciones de Backlund.

ecuaciones diferenciales a ecuaciones algebraicas

0 = _Blsin<¢o-2H/f1>+6lsin<¢2-;¢12>+B2Sin<¢0;¢2>+525m<¢1+1/212>

- () (5) o (35) (5
Estas ecuaciones se pueden simplificar utilizando la identidad trigonométrica
sin A + sin B = 2sin (A—;—B) cos (A;B>, (2.31)
obteniéndose
B1sin <¢° — %2 +4¢1 —~ %2) = Pysin <¢° + ¥ _4% —~ ‘D”) . (2.32)

Ahora bien, la idea es poder obtener la solucion 112, una vez conocida la solucién 1y, para
ello debemos agrupar como argumento a la diferencia ¢y — 1. Utilizando la identidad

sin (A+ B) =sin Acos B £ sin B cos A4, (2.33)

con A =1y — 1o y B =11 — 1)y, obtenemos

o — P12 B+ B2 U1 — 1y
tan( 1 ) (ﬁQ 51) an ( 1 ) : (2.34)

12 = 4arctan {(gi i gi) (wl ;%)] — Yo. (2.35)

o equivalentemente
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Esta ecuacion nos da una nueva solucién si conocemos 3 soluciones v, 11 y 15, donde 94
y 19 se pueden obtener si conocemos solo 5. Como un ejemplo obtengamos la solucién
119 a partir de la solucion trivial ¢)y = 0, en este caso las soluciones 1; y ¥ son la forma
(12.25))

Y; = 4arctan (eiﬁi@*ﬁﬂl') = tan (%) = (2.36)

Utilizando esta expresion para la funcién tangente de las soluciones ¢; y s, junto con la

identidad A tan B
an A — tan
tan (4 = B) = 1+ tan Atan B’ (2.37)

obtenemos

- B1 + Bo el — e B
Y19 = 4 arctan [(& ) P = 4 arctan

Como veremos la eleccién de los parametros f; y f2 nos permite interpretar a ;5 como
la interaccion entre dos solitones del modelo de sine-Gordon, es posible tener interaccion
kink-kink y kink-antikink.

(/81 ‘f‘ﬁQ) sinh (01502>
B2 — B '

2.2.1. Interaccion kink-kink

En la interaccion kink-kink escogemos los parametros 3; = —5% =0, 0 >0y
a1 = ap = 0 y los sustituimos en la ecuacion (2.38)), en las coordenadas (¢, x) la solucién
es

vsinh (vyx)
t, ) =4arctan | ————— 2.39
(0, 0) = darctan |22 0T (2.30)

donde los parametros v y v estan relacionados al parametro § en la misma forma
que para la solucion kink. Esta solucién representa una interpolacién entre los vacios —2m
y 27 cuando la coordenada espacial x se incrementa de —oo a +oo, concluimos que la
solucién tiene carga topoldgica (Q = 2 y describe la interaccion entre dos kinks. Como
hemos mencionado no existen soluciones estaticas de 2-kink y este hecho es consistente
con la propiedad de que en el limite v — 0, la soluciéon (2.39)) se degenera. Para poder
interpretar fisicamente la solucién es conveniente rescribir la solucién en la forma

tan% _ efy(m—a) o 6_7(1—"_&), (240)

donde a > 0 es una funcién que depende de t, el valor z = a en la ecuacién (2.40) tiene
una interpretacion fisica en donde un solitén se desplaza con velocidad v y despejando
a (o) se tiene que

1 2
a(t) = 5 log (; cosh (72}25)) , (2.41)
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Interaccién Kink-Kink
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Figura 2.4: Evolucién de la interaccion kink-kink en el modelo sine-Gordon.

para |vt| > 1, se tiene la aproximacién a ~ |vt| — Y22 1o que implica que hay un solitén
(kink) localizado en x = a ~ |vt| + 0, en x = —a la solucién describe un kink en la
posicién z = —a ~ — (|vt| + 0) desplazdndose con velocidad v, asi la solucién completa

describe dos kinks que se desplazan con velocidad v que se aproximan al origen y por
tanto sienten una fuerza de repulsion kink-kink, ademas a es la mitad de la separacién
entre los dos kinks individuales que es valido sélo para a grande. Esta es una solucion de
dispersion entre dos kinks donde el acercamiento y alejamiento son igualmente validos en
esta interpretacion.

2.2.2. Interaccion kink-antikink

Al igual que en la interaccion kink-kink vamos a tomar la solucion de interaccion
(2.38) para describir la interaccién kink-antikink

By + B2 sinh (25%)
B2 — P1) cosh (2422 |7

Y; = 4arctan (2.42)

para bajas velocidades. Fisicamente durante la interaccion kink-antikin estos pueden ani-
quilarse emitiendo radiacién, pero antes y después del choque se interpreta como un
choque eléstico y es valido para una dispersion normal o dispersién inversa, los parame-
tros 1 = é, B2 < 0y a; = as = 0 son convenientes para la interaccion kink-antikink, la
solucién de dispersién (interaccion kink-antikinnk) que se obtiene estéd expresada por la
ecuacion

sinh =2t
Y12 = 4arctan Vi (2.43)
€T
v cosh <\/1—_7>
donde la velocidad es v = ;gi Las graficas muestran la interaccion kink-antikink, se
2

interpreta como una dispersion del kink y el anti-kink.
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Interaccién kink-Antikink

L7577
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Figura 2.5: Interaccién kink-Antikink en el modelo sine-Gordon.

2.3. Modelo de seno-Gordon sobre S!

La densidad lagrangiana del modelo de sine-Gordon se puede rescribir como
una teoria de dos campos reales sujetos a una restriccion para que exista sélo un campo in-
dependiente, en un espacio-tiempo (141)-dimensional donde la coordenada espacial tiene
la topologia de S'. Este modelo sigue admitiendo soluciones tipo solitén y su relevancia
radica en el parecido que tiene con los modelos sigma que estudiaremos en el capitulo
siguiente. La reformulacion consiste en introducir un vector compuesto por dos campos
escalares: gg: (01, d2) = (sin ¢, cos @) sujeto a la restriccion: b6 = ®? + ¢3 = 1. Note que
el modelo continua teniendo la simetria ¢ — —¢. La densidad lagrangiana queda ahora
expresada como

£:%8H¢-8“¢—(1—¢2)+V(1—¢~¢>, (2.44)
donde v es un multiplicador de Lagrange que introduce la constriccion del campo qg
Escrito en esta forma el potencial: U(¢q, ¢2) = 1 — ¢, sélo tiene un valor de vacio dado
por la configuracion: ggo = (0,1). Este unico vacio corresponde en la formulacién previa al
nimero infinito de vacios dados por un valor del camp:o ¢ = 27mn con n € Z.

Ahora para que una solucién pueda tener energia finita, debe suceder que el campo
gz; tome el valor del tnico vacio en el infinito espacial. Es decir, qz?(:v — —00) — ggg
y 5(91; — 400) — 50. Esto solo puede suceder si identificamos los limites espaciales:
r — 400y r — —00, 0 matemdaticamente, si compactificamos la coordenada espacial:
z € R, al circulo: # € S'. A cualquier tiempo fijo ¢, se tiene el mapeo ¢ : S! — S, que
tiene como dominio la coordenada espacial x compactificada y como imagen el circulo
unitario definido por la condicién gz; . qz; = 1. Las soluciones soliténicas son mapeos que en

el espacio imagen, necesariamente comienzan y terminan en ¢.

Este mapeo tiene numero winding (de enrollamiento) asociado, dado por el grupo
de homotopfa: m (S*) = Z. En términos de los campos el nimero winding N estd dado
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o (o) = ¢ (—ox)

. . 1
Compactficacion de R al circulo S i

A1

Figura 2.6: Compactificacién del espacio R al circulo S*.

por la ecuacion
+oo

1

donde ¢;; es el tensor antisimétrico en dos dimensiones. Esta ecuacién no es mas que la
carga topoldgica @ (eq. (2.4])) en el modelo sine-Gordon (1+1)-dimensional.

Lo Mapeo _ 9?"‘@'7% =1
¢ (zq, 1)
|
N : .
—‘Q 400 b1
lim ()
e lim ¢ (x)
I}—}DO
m (SL) =Z

Figura 2.7: Mapeo de R al circulo S* de radio unitario.

2.3.1. Clases de homotopia entre esferas

Los solitones estan caracterizados por condiciones de frontera. El valor del campo
¢ (z1) en la frontera ¢> () es una funcién definida en un circulo S!, la variable 6 se
mueve de §# = 0 a § = 27, con estos dos puntos idéntificados la funcién ¢ () = e~*?
toma valores en el grupo espacial U (1), luego en el intervalo [0, 27| en el plano con e se
tiene el circulo unitario S*. El grupo espacio U (1) se idéntifica con un circulo S* ya que
este elemento se escribe como e(® entonces el campo ¢> (#) define un mapeo contintio
de S'(el circulo de radio unitario en el plano) a otra S' (el espacio campo), entonces se
tiene el mapeo

6™ (0): 5" — 8

el mapeo estd dado por la funcién f (6) tal que la inica condicién de frontera ahora es
¢ (0) = limg_,00¢ (£) = €. Todas las configuraciones de campo estdn agrupadas en
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un sector topologico etiquetados por un ntiimero entero, estos sectores se llaman “clases de
homotopia”, cominmente el teorema de homotopia se aplica en la teoria de norma U (1)
en la geometria plana, dado que existe una fase entonces todos los mapeos contintios de
un circulo S! en otro S! se agrupan en clases de homotopia.

co
s /\
1

NN

Figura 2.8: La funcién ¢> (#) define un mapeo de S* (en el plano (x1,%(2)) a otro S* (el
espacio de campos). Un punto en el plano se parametriza por ¢ y se mapea a e*f(?) en el
espacio de campos. La imagen del mapeo es un circulo cuando f () = 6, lo que implica

que 7 (SY) = Z.

Los mapeos de una clase se deforman continiamente uno al otro, pero no es posible
hacer esto cuando se tienen dos clases diferentes. Matematicamente, el ntimero total de
clases se expresa como

m (S =Z (2.46)

este es la clase de homotopia asociado a los mapeos ¢ : S* — S'. Luego el mapeo de un
circulo S'a una esfera S? donde la imagen del mapeo siempre se comprime contintiamente
a un punto, entonces el mapeo es trivial, asi mismo todos los mapeos contintios de la esfera
S? a otra esfera S? también se agrupan en clases de homotopfa. El nimero de clases de
son etiquetados por el conjunto de enteros, matematicamente se escribe:

™ (S?) =7 (2.47)

donde los 75 (S?) es frecuentemente usado para el grupo de homotopia asociado con ma-
peos de una S? a otra esfera S%. Fisicamente este grupo de homotopia caracteriza exi-
taciones de skyrmiones en el modelo sigma no-lineal definido en la geometria plana. En
general, todos los mapeos contintdos de una m-esfera a una n-esfera (S™ — S™) estén
agrupados en clases de homotopia que definen el grupo de homotopia 7, (S™). Los grupos
de homotopia son:

™ (S") =7

™ (S™) =0 n<m
T () =0 n>1.

Los grupos de homotopia 7, (S™) no son triviales para m = n.
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Figura 2.9: Mapeo de S — S2, la imagen del mapeo es un ciruclo sobre la esfera que se
contrae a un punto, lo que implica que m; (5%) = 0.

@3

77777 £ X2 R~ @2

t—

@: 52?)52
opeo

Figura 2.10: La compactificacién de R?a la 2-esfera S? donde estan idéntificados todos los
puntos al infinito (el polo norte > = (0,0, 1)). El campo sigma ¢ (Z) define un mapeo
constante de S? (el plano compactificado) a otra S? (el espacio compacto).
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Bultos en (2+1)-dimensiones

Las ondas solitarias de teorias de campo escalar en dimensiones espaciales D > 1,
en general son inestables y esto queda establecido por el teorema de Hobart-Derrick. Por
ejemplo, el modelo sigma no-lineal O(3) definido en (2+41)-dimensiones, admite soluciones
de onda solitaria pero no de solitéon, debido a una inestabilidad de escala conforme en
el modelo. El 3 significa que el modelo involucra 3 campos escalares reales y O(3) es
la simetria interna de las configuraciones de campo. Cuando se generaliza el modelo al
incorporar N > 3 campos escalares, resulta que el modelo O(N) no admite soluciones
tipo onda solitaria. La situacién no mejora si ahora formulamos estos modelos O(N)
en un espacio con un numero mayor de dimensiones espaciales. Sin embargo, es posible
generalizar el modelo O(3) de otra manera, ya que como veremos, el modelo se puede
expresar como un modelo CP! (el cual contiene 2 campos escalares complejos) y al ser
equivalentes, este modelo también admite soluciones tipo onda solitaria. El modelo CP!
puede generalizarse anadiendo mas campos escalares, al construir los llamados modelos
CP" (modelos de N + 1 campos escalares complejos). Esta generalizacién a diferencia
de las O(N), si admiten soluciones tipo onda solitaria. En este capitulo discutiremos las
propiedades de las ondas solitarias para el modelo sigma no lineal O(3).

39
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3.1. Teorema de Hobart-Derrick

3.1.1. Condicion de inestabilidad de escala

Los argumentos de inestabilidad de escala para las ondas solitarias multi-dimensionales
fueron formuladas por Hobart (1963) y Derrick (1964) y nos dan las condiciones necesa-
rias del tipo virial sobre la funcional de energia para que esta pueda poseer soluciones
estables. La condicion se obtiene como sigue.

Sea ¢ () una solucidn estética de las ecuaciones de movimiento, las cuales las pode-
mos obtener, por ejemplo, a partir de un principio variacional

dH [¢p] = 0. (3.1)
Consideremos perturbaciones del tipo transformaciones de escala, introducidas en la forma
T AT, 0@ = o= o (\D), (3.2)

donde A es un pardmetro real. Ante estas transformaciones el principio variacional ({3.1])
debe satisfacer
O [¢ (AT)]

A=1

6A=0. (3.3)

Tratando a la funcional H [¢ (AZ)] como una funcién @ (\) y suponiendo que esta es una
sum de funciones homogénead!] la cual podemos escribir como

H(\) = Z HY (), (3.4)

v=—n1

donde H™ ()) es una funcién con grado de homogeneidad v. Sustituyendo esta forma de
la funcional en la ecuacién (3.3)) obtenemos la identidad del tipo virial

n2

=Y vHY (1) =0, (3.5)

A=1 v=n;

dH ()
X

la cual se conoce como la condicion necesaria de Hobart-Derrick para la existencia de
soluciones estaticas a la ecuacién variacional . Si restringimos las perturbaciones ad-
misibles de los campos a las deformaciones de escala , entonces es posible la condicion
de Hobart-Derrick como una consecuencia de las ecuaciones de movimiento, que se
obtienen de (3.1)).

1Se dice que una funcién f(z) es homogénea de grado v, si satisface que f(vx) = vf(x).
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3.1.2. Transformacion de escala de la energia

Como estamos interesados en la posibilidad de obtener soluciones tipo onda soli-
taria, comencemos estudiando las consecuencias de la condicién de Hobart-Derrick en la
energia de posibles soluciones estaticas. Para ello comencemos analizando el grado de ho-
mogeneidad de las funcionales asociadas a la energia proveniente del término cinético y
del potencial. Con el objetivo de ser lo mas general posible consideremos una teoria de
N campos escalares en un espacio-tiempo de D dimensiones espaciales y donde la geo-
metria de la parte espacial estd descrita por la métrica g;;, la cual consideraremos que
s6lo depende de los campos escalares.

La energia proveniente de los gradientes es:

Eyl¢] = % / "z gij(¢) aq;‘f ) 8?‘;}3@ (3.6)

Bajo la transformacion de escala (3.2)), esta energia cambia como

Ez[qb)\] _ %/d ;gw) gij(¢)\) )\2 ag}a;if;) a(,;%)\(:jf);) — )\Q—DE2[¢]’ (3.7)

lo cual significa que Es(A) es una funcién homogénea de grado v = 2— D. De este resultado
concluimos:

» La funcional F; es invariante de escala sélo para D = 2 (dimensiones espaciales).

» Para D > 3 no existe un minimo (tampoco un extremo), ya que siempre tenemos
la posibilidad de disminuir el valor de E5 mediante una deformacién de escala. La
energia minima corresponde al limite A — oo cuando la particula colapsa a radio
cero.

La adicién de una energia potencial
Eol = [ &2UG(@), (39

no mejora el resultado, ya que bajo la transformacién de escala (3.2)), esta energia trans-
forma como

Ealo] > Eolon) =37 [ a?0u)U(2) = A PEalo (39)
lo cual significa que FE3(\) es una funcién homogénea de grado v = —D. Podemos asi es-
cribir la enegia total como una funcién de A

E\) = "PE, + A\ PE,, (3.10)
en apoyo de la hipétesis (3.4)). Utilizando la condicién de Hobart-Derrick (3.5)) obtenemos
E
8_(/\) =(2—D)Ey, — DEy=0. (3.11)
ox |1
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Para la energia potencial este resultado significa

_(2-D)
Ey= ="y, (3.12)

con cuatro posibilidades evidentes:

» D =1, lo cual implica que Fy = Ey (condicién virial ([1.26])).

D > 2y FEy = Ey =0 (soluciones de vacio).

Si Ey # 0y D = 2, entonces necesariamente Fy = 0.

Si Fy > 0y Ey > 0, no existen soluciones estéticas regulares para D > 3 (esto es el
caso para potenciales U[¢p] > 0, que son en los que estamos interesado@.

De este resultado se sigue lo que en la literatura se conoce como el teorema de Derrick,
el cual nos dice que:

Teorema de Derick: Si gg: (D1, Pay...ON) €s un conjunto de campos escalares
en un espacio tiempo de dimension (D + 1) y la dindmica de estos campos estd descrita
por la densidad lagrangiana

1 - -
L= 350,606 = U(d), (3.13)

-

y si U(¢) es una funcional no negativa e igual a cero para los estados base de la teoria.
Entonces para D > 2, las inicas soluciones no singulares, independientes del tiempo, de
energia finita son los estados base.

La condicion de Hobart-Derrick nos llevo a este resultado directamente para los
estados de vacio y para D > 3. En el caso D = 2, s6lo nos dice que Fy = 0. En este caso,
podemos aplicar la condicion de Hobart-Derrick pero ahora sélo a la funcional Es, lo cual
nos conduce al resultado de que Fy; = 0 y por tanto a las soluciones de vacio.

La tnica forma de evadir el teorema de Derrick es en D = 2 con U = 0, esto es, en el
caso en que la densidad lagrangiana no contenga un término de potencial. Como veremos
en la proxima seccién existen modelos de este tipo llamados modelos sigma no-lineales
y en el caso de 3 campos escalares encontraremos la soluciones estaticas que permite el
teorema de Derrick. Estas soluciones las llamaremos bultos (lumps) y antes de obtenerlas,
ya conocemos una de sus propiedades. Su energia es invariante ante transformaciones de
escala.

2Es posible mostrar que si uno permite que U < 0, entonces si existe una solucién estatica, esta no es
estable [7].
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3.2. Modelo sigma no lineal O(3)

En los anos 60 los modelos sigma no-lineales O (IV), fueron propuestos como modifi-
caciones de diversas teorias de campo, histéricamente el primer modelo fue propuesto por
M. Gell-Mann y M. Lévy, quienes lo construyeron con el objetivo de describir al fenémeno
hadrénico, y lo bautizaron con el nombre ¢ debido a que en su modelo existe un mesén
de spin 0 llamado asi. En general, un modelo sigma es una teoria de campo no-lineal, con
sus campos definidos sobre una variedad Riemanniana que por lo regular presenta una
gran simetria en su estructura. De entre todos los modelos sigma posibles, en esta seccion
estamos interesados en el modelo sigma no lineal O(3) definido en (2 + 1)-dimensiones.
Este modelo ha resultado ser muy importante en fisica por diversas razones, por ejemplo,
en el espacio Euclidiano describe sistemas clésicos (anti)ferromagnéticos mientras que en
el espacio de Minkowski admite soluciones tipo onda solitaria. El modelo es integrable en
(2 + 0)-dimensiones, pero no en (2 + 1)-dimensiones donde es necesario emplear simula-
ciones numeéricas con evolucion temporal para obtener soluciones. Mas atn, el interés de
presentar este modelo por separado, radica en el hecho de que éste constituye un término
del modelo que estudiaremos en el capitulo final de este trabajo, el modelo Skyrme bebé.

La densidad lagrangiana que describe al modelo sigma O(3) es
1~
L= 060", (3.14)

donde la métrica es 7, = diag(l,—1,—1) y el campo qg(t,:?) se parametriza como un
campo unitario de tres componentes (campos escalares reales) ¢ = (01, 2, P3). Que sea
unitario significa que el campo satisface la condicién: 5(15, z)- gg(t, Z) =1, a todo tiempo ¢
y en cualquier punto del espacio 7. Es claro que debido a este caracter unitario del campo,
la densidad lagrangiana es invariante ante el grupo O(3). Asi el nombre del modelo se
debe al grupo de simetria de la teoria en el espacio interno formado por los 3 campos ¢,.
Es conveniente incluir explicitamente la restriccion de los campos escalares, lo cual puede

hacerse utilizando el formalismo de los multiplicadores de Lagrange

1 — — = — —
Lo = 50u8- 06 +5(t,7) (-6 1), (3.15)
donde v es un multiplicador de Lagrange. Las ecuaciones de movimiento son
8,0"b — 27 = 0. (3.16)

Podemos eliminar el multiplicador de Lagrange de esta ecuacién, utilizando la restriccion
¢-¢ =1, yaque
- -1 oo
V=796 =50.0"- ¢, (3.17)
donde en la dltima igualdad hemos utilizado la ecuacién de movimiento (3.16]). Sustitu-
yendo esta expresion para 7y en la ecuaciéon de movimiento, obtenemos las ecuaciones de
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movimiento en términos inicamente del campo gg y sus derivadas
0,0"¢ — <q3’ - 8H0“(E> é=0. (3.18)

En algunos textos es comin encontrar una expresion equlvalente de las ecuaciones de
movimiento, la cual se obtiene al diferenciar la condicién gb gb =1

G-0,6=0 = 0 -9.p+¢ 09,4 =0, (3.19)

con lo cual la ecuacién de movimiento (3.18]) se reescribe como
0,0"¢ + (aﬂq? - aué’) 4=0. (3.20)

Note que el efecto de pedir que el campo sea unitario, produjo el segundo término en la
ecuacion de movimiento, convirtiendola en una ecuacion diferencial no lineal, y en donde
el producto punto en (9,¢ - 0*¢) significa que estamos utilizando la métrica Euclidiana,
la cual es la métrica estdndar de la esfera S?, definida por la condicién: gg . gg = 1.

3.2.1. Ondas solitarias y el grupo de homotopia

La energia de una solucién estatica, que se obtiene de la lagrangiana (3.14]) es
1 L
E = 5/0@ - 0;0 d*x, (3.21)

donde i = 1,2. Consideremos primero las soluciones de vacio (energfa cero). Claramente
éstas deben satisfacer la condicion: 82-5 = 0, para todo punto 7. Esto es, ¢7(f) = 5(0), el
cual corresponde a cualquier vector unitario independiente de Z, en el espacio interno.
Esto quiere decir que aunque la norma del vector esta fija por la condicién de unitaridad,
la direccién puede ser cualquiera en la S? esfera, que llamaremos la esfera interna S?,.

Tenemos asi una familia degenerada y continua de soluciones £ = 0 (vacios) que corres-

ponden a las diferentes direcciones en que apunta 5(0). Los vacios estan relacionados entre
si por rotaciones M € O(3) del espacio interno.

OB VO (3.22)

Procedamos ahora a investigar si existen soluciones tipo onda solitaria en este modelo. De
la forma de la energfa (3.21]), es claro que si existen ondas solitarias, éstas deben satisfacer,
utilizando coordenadas polares (r,6) en R?, que

rlgradg| — 0, cuando r — oo, (3.23)

o equivalentemente

lim ¢(Z) = ¢, (3.24)

7—00
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donde 5(0) es nuevamente algiin un vector unitario en el espacio interno. Note que cuando
r — oo en direcciones diferentes, 5(5) debe aproximarse al mismo limite 5(0). Si este no
fuera el caso, (E(:E’) dependeria del angulo coordenado # ain en r = oo, y la componente
angular del gradiente, (1/7)(9¢/00), no satisfacerfa la condicién (3.23).

Dado que &(f) se aproxima al mismo valor ¢?(0) en todos los puntos al infinito, el
plano coordenado espacial R? se compactifica a una superficie esférica, la cual llamaremos
S2 4 Sin pérdida de generalidad podemos considerar que el infinito espacial corresponde

2 Si adicionalmente, de todos los valores posibles que puede

al polo norte de la esfera S, ;-
se selecciona uno, que sin pérdida de generalidad puede

tomar el vacio sobre la SZ,,

corresponder al polo norte de la esfera ¢(© (r = o0) = (0,0,1), ocurriria un rompimiento
espontdneo de la simetria O(3) a O(2), la cual rota los campos ¢; y ¢o. En conclusion,

Figura 3.1: Compactificacién del espacio R? a la esfera S? de radio unitario.

cualquier configuracion estdtica de energfa finita corresponde a un mapeo de S2,_ , a S2,,,
los cuales estén clasificados por el grupo de homotopia 7 (S?) = Z.

2
¢ P ¢S 2 » 8 2 S
2
S
(©0,0) Simetria S0(3)
Simetria S0(2)

Figura 3.2: El mapeo ¢ : S? — S? rompe espontdneamente la simetria.
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3.2.2. Carga topologica

Los sectores de homotopia estan caracterizados por un nimero entero que deno-
taremos por ). Note que en este modelo el papel de la condicién de frontera (3.24)) es
compactificar el espacio coordenado a una superficie esférica, y no determina de manera
unica el valor de 5(0). Mientras (E(O) debe ser el mismo en todos los puntos en el infinito
espacial, este puede apuntar en cualquier direccion en el espacio interno. Sin embargo,
configuraciones de campo con direcciones diferentes de (5(0) se pueden obtener una de
otra de manera continua través de rotaciones O(3) en el espacio interno. Por lo tanto,
elecciones diferentes de gg(o), en general no llevan a sectores de homotopia diferentes. Los
diferentes sectores surgen, en realidad, del comportamiento de los campos a través del
espacio, incluyendo el interior. Por esta razén es 1til entonces escribir a () como una
integral sobre los campos gg, de manera anéloga al caso del modelo seno-Gordon.

Existe una relacién bien conocida que relaciona los elementos de area de una super-
ficie, escritos en términos de coordenadas cartesianas

La carga topoldgica esta definida por la expresion
Q= /5ng5 (a¢ X @gb) P = —/¢ 01(;5 X agqs) &z, (3.25)

donde 01 = =%, 0y = -t . Para confirmar que esta expresién nos provee del nimero de
enrrollamiento llamado a menudo también el indice topoldgico, debemos hacer un cambio
de variables para describir a la S?, en términos de dos variables {£1, &} tales como los
angulos polares, en vez de las 3 variables cartesianas ¢, sujetas a la condicion qb gb =1.

: 1 Oy 0.
nt 32
ds;" = d*¢ ( Ers€abe——o 2, 853) (3.26)
En términos de coordenadas, la definicion de la carga es
1 Oy 0be 1 / Oy, 06, 0. 05
- 5 ij<abcPa d S ijCabcPa d ’ 2
¢ 8ﬂ/€]€b¢8 0z, 8 R T T ML (3.27)

en donde en la dltima ecuacion sélo hemos utilizado la regla de la cadena. Dado que el
jacobiano de la transformacién del cambio de variables {x1, 22} a {&1,&} estd dado por

&, 853 iz,
”8 ; 0T

Eps A2 = (3.28)

podemos reescribir a la carga en términos de las variables polares

1 Oby 0o , 1 - _1/ |
Q — ST /grsgabc¢a agr agsdf 47T /dSa ¢a — A dSmta (329>

va que ¢, es el vector normal a la superficie. Recordando que S?, es la superficie de
una esfera unitaria, con area 4m, obtenemos que () es el nimero de veces “vueltas” que se
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atraviesa la esfera interna a medida que se cubre el espacio coordenado R? compactificado

2
en Scoord .

Esta clasificacién homotépica es vélida para cualquier configuracion de campo estati-
co para la cual la funcional de energia (|3.21)) es finita. Esta clasificacién no requiere que los
campos sean soluciones de las ecuaciones de movimiento . Desde luego las soluciones
de energia finita son un subconjunto de las configuraciones de enrgia finita y la misma
clasificacién vale para ellas. Con el objetivo de encontrar realmente algunas soluciones
en algin sector () dado, utilizaremos un truco ingenioso, introducido por (Belavin and
Polyakov).

3.2.3. Ecuacién tipo Bogomolny

Nuestro objetivo es ahora obtener una ecuacion diferencial de primer orden, analoga

a (1.24]). Para ello comencemos con la identidad
/d%; [(@ggi £ X ang’) - (@ggj: e X akgE’)] > 0. (3.30)

donde el integrando es el producto escalar del vector, luego escribimos Esta identidad se
satisface, dado que el integrando es sélo el producto escalar del vector entre paréntesis
consigo mismo. Desarrolando este producto escalar obtenemos

/ 2 [(00) - (00) + ey (6% 0,0) - cu (3 0.3)] = 22 / & ey - (05 9,9

Los dos términos de izquierda en esta ecuacion son iguales, de tal manera que la ecuacion

se reduce a
2/d2x (aﬁ) - (@5) > ﬂ/d%eij&- ((()iggx @-qﬁ) : (3.31)

de donde observamos que el lado izquierdo no es més que la expresion de la energia y
entonces la cota de Bogomolny es:

E > 4r|Q|. (3.32)

Esta desigualdad fija una cota de energia minima de cualquier configuracion estatica en
un sector () dado. Ahora, la ecuacién de movimiento para un campo estético (3.18)) son

V26— (¢ V2)p =0, (3.33)
se obtiene de exterminar la funcional de energia estatica sujeta a la constriccion
(3.17). Dado que mediante transformaciones continuas, no es posible mover una configu-
racion de un sector a otro sector, podemos realizar la extremizacién en cada sector por
separado. En cualquier sector () dado, la energia se minimiza cuando la desigualdad
se satisface. Esto implica que la igualdad se satisface, si y solo si

—

0,6 = +ei,6 x (aqu) (3.34)
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Este es la ecuacion tipo de Bogomolny que desedbamos obtener. Note que cualquier con-
figuracién de campo que satisfaga esta ecuacién, asi como la restriccion (E . gz_g = 1, minimi-
zaran E en algin sector (), y por tanto satisfaceran automaticamente las ecuaciones de
movimiento , lo cual puede verificarse por calculo directo.

—

V2<;: aiai(;: +0; (51'3‘5 X aj¢> 5 (5 Vzg) .

Figura 3.3: El mapeo del plano R? a la esfera S?, después se hace el mapeo ¢ : S? — S2.

3.3. Modelo CP!

Una pregunta natural es la siguiente: ;Existen soluciones a la ecuacion ? la
respuesta es afirmativa y las soluciones se obtienen de una manera mas facil si realizamos
un cambio de variables. Recordemos que la superficie que define los vacios de la teoria es
la S2,,. Si realizamos una proyeccién estereogréfica de la superficie de esta esfera sobre un
plano, representamos los puntos de la esféra (¢,) mediante sus coordenadas cartesianas,
e introducimos coordenadas complejas, las ecuaciones tipo Bogomolny se simplifican no-
tablemente. Escrito en variables complejas, el modelo se conoce como el modelo CP! y
en esta seccion definiremos brevemente las caracteristicas basicas del modelo, enfatizando
la relacién de éste con el modelo sigma no-lineal O(3). El modelo se puede generalizar al
considerar los espacios proyectivos complejos CPY y estos modelos tienen la caracteristica
de que son renormalizables en 2-dimensiones.

3.3.1. Modelos CPV

Los modelos CPY involucran N + 1 campos escalares complejos que denotamos en
forma colectiva como: 71 (¥) = {n, (Z)}, con a = 1,..., N 4+ 1. Los campos estan sujetos a

la restriccién
N+1

(7 (&) 7 (@) = 3 n (&) na (7) = 1, (3.35)
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que es la generalizacion de la restriccion: (5 . q; = 1, del modelo sigma O(3). La densidad
lagrangiana del modelo es

L(Z) = (0,n)" - (") + (7" - 9,m) (A" - "7 . (3.36)
Si derivamos la constriccién ([3.36)) respecto a x* se obtiene
-0, + 0,1 -1 = 2Re (A" - 0,1) = 0, (3.37)

con lo cual se concluye que 7* - 9,7 es puramente imaginario. Consideramos ahora el
conjunto de transformaciones con dependencia espacial de la forma

N (T) = nee™®, (3.38)

donde A () es una fase independiente del indice a, es decir, todos los N + 1 campos estan
multiplicados por el mismo factor de fase. Bajo esta transformacion se tiene que:

(0,7 + 0, AT) e, (3.39)
7" - 0afl + 10, A, (3.40)

y el lagrangiano resulta invariante ante las transformaciones. De estas ecuaciones es claro
que el sistema tiene una invariancia de norma local bajo las transformaciones U (1) (3.38)).
La situacion es similar a la de la electrodinamica Abeliana, en el sentido en que en ese
sistema identificamos todos los campos que difieren uno del otro por una transformacion de
la forma , como equivalentes de norma. Asi el conjunto de N + 1 ntimeros complejos,
sujetos a esta identificacién de equivalencia y también a la restriccién , forman un
espacio proyectivo complejo de N-dimensiones (2N dimensiones reales). De ahi el nombre
CPY. El espacio también puede definirse como el espacio de lineas complejas en C™+1.

Un enfoque alterno para definir estos modelos consiste en introducir un proyector
hermitico (m + 1) x (m + 1)

P=— (3.41)
el cual satisface P2 = P = P'. Note que los vectores 77 denro de una clase de equivalencia

producen el mismo proyector P, de manera tal que P estd bien definido en CPY. En
términos del proyector, la densidad lagrangiana del modelo es

L = Tr(0,PO"P), (3.42)
la cual lleva a las ecuaciones de movimiento
[0,0"P, P] = 0. (3.43)

Como veremos, el modelo CP! se obtiene a partir de esta formulacién tomando 7@ = (1, R).
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Finalmente, mencionemos que el grupo de simetria de la variedad-grupo de los es-
pacios proyectivos estd dada por

U(N+1)
U(l)@U(N)

cpPY = (3.44)
Existe una generalizacién de los modelos CPY, que son conocidos como los modelos sig-

ma grassmannianos, para los cuales el grupo de simetria Gr(N, k) de la variedad grupo
formada por los campos escalares es

U (N)

GrNE) = T e (N =R

(3.45)

Note que la relacién entre las variedades grupo para le caso de nuestro interés es: CP! ~
Gr(2,1). Los grassmannianos también tienen la propiedad homotépica: m (Gy ) = Z, lo
cual implica la existencia de soluciones de onda solitaria en (2 + 1)-dimensiones.

3.3.2. Modelo CP!

Cuando N = 1, el modelo CP! consiste de dos campos complejos n; y ny que estdn
. . s 2 2 . , .
sujetos a la constriccion |ny|” + |n2|” = 1, y el modelo mismo esta relacionado al modelo
0O(3). Como queremos conocer explicitamente la relacién entre ambas construcciones, es
necesario relacionar los campos de ambos modelos, para ello se construyen tres campos
G, a =1, 2, 3 de la forma:

¢a = TL; (Oa>pq Ng (346)

donde las 0* son las matrices de Pauli. Explicitamete
¢1=2Re (niny), 6o =2Im(nina), y ¢35 = |ml” —|naf”. (3.47)

Claramente los campos son reales ¢; y satisfacen la condicién que define a la S2,,

3
3" ¢t = (Iml? = |nof?)” = 1. (3.48)
i=1

Més ain, ante el cambio de variables (3.47)), la densidad lagrangiana (3.36)) se convierte
en la densidad lagrangiana (3.14)). Lo que significa que en esencia el modelo CP! es igual
al modelo sigma O (3), cuando se escribe en términos de los campos escalares ¢0E|

Una vez que hemos visto la equivalencia de modelos, avancemos en encontrar las
soluciones a la ecuacion ((3.34)). Para ello notemos que si realizamos la proyeccion este-

reografica de la esfera unitaria S2,, sobre un plano paralelo al plano {¢;,¢2} v el cual

3Para N mayores, los modelo CPY son generalizaciones mas apropiadas del modelo O(3) que los
modelo O(N), dado que los modelos CPY admiten soluciones tipo onda solitaria, mientras que los modelos
O(N) no admiten estas soluciones [6].
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contiene al polo sur, y representamos los puntos de la esfera mediante las componentes
cartesianas R; y Ry de los puntos correspondientes en este plano, tenemos

2 2
1 v R P2

pr— == -4
Rl 1_¢3 2 1_¢3a (3 9)
y definimos la cantidad compleja
o1+ i%) 2¢
R=2 = , 3.50
( 1—¢s3 1—¢3 (3.50)
donde ¢ = ¢ + i¢s. Luego, dado que
OR,y 2
O R = = 010 — P30, 0103). 3.51
R ¢3)2( 1§ — 304 + $0193) (3.51)
Pero la ecuaciéon ((3.34]) nos dice que
o = Fi(—3020 + ¢0ap3) v 029 = £i($p01¢3 — ¢3010). (3.52)
Sustituyendo estas relaciones en la ecuacion para 0; Ry obtenemos
0 en componentes
OR; _ i@Rg OR; _ :F8R2 (3.54)

81'1 8272 Y 8232 81'1'

Que son las condiciones de Cauchy-Riemann para que R sea funcién de z (para los signos
superiores) o de z (para los signos inferiores). Las coordenadas en la variedad son z =
Ty +ixyy Z = x1 — ixg, con: z,z € C. Asi, cualquier funcién analitica R(z) o R(Z) son
solucién autométicamente de la ecuacién ([3.34)), cundo las escribimosen términos de ¢,
y x1, 2. Mas aun, mientras R debe ser analitica en z o en Z, ella no necesita ser una
funcién completa. Mientras que cortes de la funcién estan prohibidos debido a que ¢4 ()
son funciones univaluadas, los polos aislado de R estan permitidos. Asi si R diverge en

los polos, no nos debe preocupar, porque R — oo corresponde al polo norte en S2,,, esto
es, o3 = 1.

Bajo este mapeo: Los) — Lcpt, la densidad lagrangiana para el modelo CP? es:

0,RO"R
(1+15)”

conuz(z,é),@zz%z%(@l—zﬁg)yﬁgz%:%(81+i82).]:2:2<¢11;—$> es el com-

plejo conjugado de R. La energia estéatica y la carga topoldgica son en estas coordenadas:

2 2
E = /d%;'azR' i |a§R|2 . (3.56)
(1+|R)? /4)

Lept = (3.55)
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2 2
o= 1 / o OHE 0K (3.57)
A (1+|R[* /4)

En el caso en que la funcion R es analitica, por ejemplo en z, F = 47(). En este caso, un
prototipo de solucién es

R(z) = {Z _)\20:|n (3.58)

donde n es cualquier nimero positivo, A es cualquier nimero real y z es cualquier niimero
complejo. Dado que es una funcion analitica, nuestro analisis nos asegura que es una
solucién estatica exacta de las ecuaciones de campo cuando la reescribamos en términos
de ¢, v =. Realizando una transformacién de Lorentz de esta solucién a un sistema en
movimiento, obtendremos una solucion exacta dependiente del tiempo, la cual se mueve
sin distorsionar su forma.

Las constantes A y zy (lo cual equivale a un par de coordenadas (x1)g y (x2)o) se
refieren al tamano y y posicion de la solucién. El hecho de que exista una solucion para A\ y
zo v el hecho de que ni £ ni () dependen de estas constantes es un reflejo del a invariancia
de escala y traslacional.

3.4. Evadiendo el teorema de Derrick

Una vez que hemos visto que los lumpos del modelo sigma no-lineal O(3) son no
estables, es natural preguntarse sobre la posibilidad de evadir el Teorema de Derrick.
Sabiamos del analisis de este teorema, que los bultos, si existian, serian no estables.
Sin embargo, como todo teorema que nos indica una imposibilidad, basta con salirse de
las suposiciones con que fue construido, para poder tener posibilidades adicionales. El
teorema de Derrick se basa en una forma muy especifica de la accién, y en un contenido
muy especifico de campos: campos escalares. Asi una posibilidad es es anadir términos a
la accion que sean de interés fisico y que no satisfagan una de la hipdtesis del Teorema,
para poder evadirlo. De las varias construcciones de este tipo que existen en la literatura
mencionemos 2:

3.4.1. Q-bultos en el modelo CP!

Una forma de evadir el teorema de Derrick es anadirle al modelo sigma una simetria
que genere una carga de Noether. Los Q-lumps son soluciones a un modelo de este ti-
po, donde el término () se refiere ahora a una carga conservada tipo Noetheriana. La
construccién de estas soluciones es muy elegante y se debe a Leese [§]. La idea bésica es
introducir en la teoria un “espin” interno clasico, el cual impide que los bultos se colapsen
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a un punto. En términos de la accién del modelo CP! (3.55)), la accién se escribe como

[ 0,RO"R + o*|R|?
(1+|RP)’

(3.59)

donde « es una constantes positiva. Note que si tomamos « = 0, recobramos el modelo
CP!. El término adicional respeta la simetria global U(1): R — eXR. Asociada a esta
simetria existe una carga de Noether dada por

,/R(?OR—R(?O}_? 9
=7 N dx
(1+1|RI")

(3.60)

adicional a la carga topoldgica (3.57)) del modelo CP!. Es directo mostrar que en este caso
la cota a la energia estd dada por la relacién

E >27|N| + |aQ), (3.61)
en términos de la carga topoldgica y la carga de Noether. La igualdad se obtiene cuando

La primer ecuaciéon es la misma que la del modelo sigma y requiere que las soluciones
sean una funcién holomorfica o anti-holomoérfica de z = x1 + ix5. La segunda ecuacion es
nueva e indica que el campo R tiene un espin interno, una constante de movimiento en la
direccion de la fase global U(1) con frecuencia +a. Si elegimos que Q y N sean positivos,
se tiene la solucion

R(t,z) = e "™ Ry(2), (3.63)

donde Ry(z) es un mapeo racional de grado N en z, con Ry(occ) = 0. Estas soluciones
son los llamados (Q-bultos. Note que a pesar de que las soluciones no son estaticas, su
dependencia temporal reside sélo en el espacio interno, lo cual significa que todas las
cantidades fisicas, tales como la densidad de energia, son estaticas. Por lo tanto podemos
decir que estas soluciones son estacionarias.

Los @-bultos minimizan la energia para valores fijos de Q y N, por lo que no pueden
ser modos inestables. Los modos cero asociados con la invariancia de escala de los bultos
en el modelo sigma puro estan ausentes para los (-bultos, debido al hecho de que el espin
interno suprime la degeneracion entre bultos de radio diferente. Esto se ilustra con la
familia de (Q-bultos con simetria circular

e—ioct )\N

R(t,z) = (3.64)

2N
donde N > 2, ya que para N = 1 la configuaracién no tienen energia finita. Utilizando la
féormula (3.60]) encontramos que esta solucion tiene una carga de Noether que depende de
A en la forma
_ 2r%aN? T

Q= Az cosec (3.65)
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y la cota de energia (3.61) se realiza, con E dependiendo no trivialmente de A. Por esta
rason los Q)-bultos son estables en contra del cambio en el radio, el cual esta determinado
por el valor de la carga de Noether @), el cual a su vez, es un parametro libre.

La dispersion de los Q-bultos se puede investigar utilizando la aproximacion geodési-
ca (para detalles ver por [9]). Finalmente mencionemos que los @-bultos se pueden gene-
ralizar a una clase completa de modelos sigma Kahler con términos de potencial.

3.4.2. Incluyendo un término tipo cuartico en las derivadas

La tercer forma que discutiremos de evadir el teorema de Derrick y la mas relevante
para los objetivos de esta tesis, consiste en anadirle a la accién un término cuartico en las
derivadas. El objetivo de esta estrategia es romper la invariancia conforme de la energia
estatica. La idea de introducir términos de potencias altas en las derivadas de los campos
se debe a Hobart y fue utilizada en el modelo Skyrme (3+1)-dimensional (ver apéndice
, por lo que usualmente en la literatura se refieren a este término como el término
Skyrme. El modelo andlogo en (2 + 1)-dimensiones es conocido como el modelo Skyrme
bebé, que es el modelo en que estamos interesados en este trabajo.

Antes de discutir las caracteristicas principales del modelo Skyrme bebé, veamos
mediante un andlisis de transformacion de escala, como el término Skyrme rompe con la
invariancia conforme. Consideremos un término adicional en el lagrangiano de la forma

=
)

(6“5 x ayq?) (aw? X aw) (3.66)

donde el subindice (2) indica que estamos considerando términos cuadréticos en las deri-
vadas, mientras que el subindice (4) indica que estamos considerando términos cuarticos.
Esquemaéticamente el lagrangiano que estamos considerando es de la forma

L= /dgﬂj (ﬁ(g) + 5(4)). (3.67)

Es directo convencerse dada la discusiéon de la seccién (3.1)), que la densidad de energia
correspondiente, ante una transformacion de escala se comporta como

5()\) = )\2_D€(2) + )\4_D€(4). (3.68)

Calculando la primera derivada

Oe(\
W _ (2 — D)ega) + (4 — D)ey = 0, (3.69)
IN [y
obtenemos la condicién necesaria para tener un punto critico
D—2
5(4) = 6(2). (3.70)

4—-D
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Para conocer la naturaleza del punto critico, debemos calcular la segunda derivada

0%e(\
8)52 ) . =(2-D)(1-D)e)+(4—D)(3—D)euy =0 (3.71)
y evaluarla en el punto critico, lo cual produce el resultado
0e(\
a)fz ) = 2(D - 2)5(2)> (372)
A=1

el cual es positiva para D > 3 y por tanto estos modelos pueden admitir soluciones que
sean estables ante transformaciones de escala. En el caso D = 2 la situacién aun no es
satisfactoria, para lograr estabilizar las soluciones, se introduce un término adicional de
potencial. Sin embargo se carece de un criterio fisico o matenatico para introducir la forma
especifica del potencial. En la siguiente seccién mostraremos las cracateristicas basicas del
modelo Skyrme bebé, el cual incluye un término especifico de potencial y en el capitulo
5 presentamos un posible criterio de fisica-matematica, al no-conmutatividad, como un
principio para prescindir del término arbitrario de potencial, pero que al mismo tiempo
permita que el modelo tenga soluciones de onda solitaria estables.

3.5. Modelo Skyrme bebé

El modelo Skyrme bebé es un modelo no lineal en (2 + 1)-dimensiones definido
en el grupo SU (2), el cual admite soluciones tipo solitén llamadas skyrmiones bebé. El
modelo se puede obtener a través de una reduccion dimensional del modelo Skyrmelﬂ, que
es un modelo en (3 + 1)-dimensiones, y por tanto es una deformacién del modelo sigma
O(3). Fisicamente el modelo Skyrme bebé es una teoria efectiva en la descripcion de
bariones, al igual que el Skyrme su estructura matematica esta conformada por el modelo
sigma no lineal y un término cuartico en las derivadas, en el limite de bajas energias el
Skyrme bebé representa una teoria de Cromodindmica Cuéntica en (2+1)-dimensiones. En
la fisica de materia condensada los Skyrmiones bebé describen muy bien los fenémenos
fisicos implicados en sistemas cudnticos tal como en el efecto Hall, donde se les asocia
con los términos de interaccién de Coulomb. Los skyrmiones bebé son inestables pero
pueden estabilizarse bajo ciertas condiciones que se determinan con métodos numéricos y
términos adicionales que contribuyen a la masaﬂ Las configuraciones de campo (soluciones
estdticas) con energfa finita, son mapeos de la forma R?U {oo} ~ S? — S? caracterizados
por el segundo grupo de homotopia 72 (S?) = Z.

Una caracteristica importante del modelo, es que en la reduccién dimensional del
modelo Skyrme — modelo Skyrme bebé, requiere ajustes en el término del potencial y con-
secuentemente éste es el responsable de la estabilidad de las soluciones, dejando un poten-
cial arbitrario o lo que es lo mismo una gran variedad de modelos Skyrme bebé. El modelo

4Un resumen breve de las caracteristicas principales del modelo Skyrme se presenta en el apéndice
®Las correcciones en los términos de masa se usan para estabilizar skyrmiones.
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posee soluciones radialmente simétricas, cuyas configuraciones de energia minima corres-
ponden a las configuraciones donde la densidad de energia de todos los n-Skyrmiones bebé,
tienen forma de anillos de radios mas grandes.

La densidad lagrangiana del modelo Skyrme bebé que encontramos cominmente en
la literatura es la siguiente

2

L= % R % <8,ng§ X a,,(/?) (aug X avq?) _v (5) . (3.73)

El primer término en (3.73]) corresponde al modelo sigma O(3), que como hemos visto,
admiten soluciones de estado meta-estables, las cuales al ser perturbadas, se extienden o
se contraen como consecuencia de la invariancia conforme del modelo. El segundo término
es el analogo del término Skyrme, y es un tértmino de ordenes superiores en sus primeras
derivadas que genera un rompimiento espontaneo de simetria. El tercer término es el
potencial que puede contener contribuciones masivas para estabilizar a los Skyrmiones
bebé (estabiliza su tamano). El modelo estd sujeto a la constricciéon |<;_S‘|2 =1y Kk esun
parametro con dimensiones de longitud.

Finitud de la energia, requiere que el campo se aproxime al cero del potencial (el n-
ésimo vacio) al infinito espacial, lo que se traduce en una compactificacién del espacio base
R? a S? y por tanto qg es un mapeo S? — S? en donde se tiene un invariante homotdépico
definido por la carga topolégica

Q= [ dning- (05x0d) < 2 (3.74)

la cual nos indica el nimero de skyrmiones bebé. Las similitudes entre el Skyrme y el
Skyrme bebé radica en que ambas tienen configuraciones de campo topoldgicas estaticas
descritas por la carga topologica (), ambos tienen un término cuartico que corresponde
al término Skyrme y otro término no lineal que se encuentra en el modelo sigma O (3)
con un término de potencial (los minimos del potencial estan relacionados a la energia).
Histéricamente, el estudio del efecto Hall motivé la creacion del modelo Skyrme bebé y
las ecuaciones que lo describen son dificiles de resolver por lo que se emplearén métodos
numeéricos y analiticos para resorverlas que después fueréon modificadas topologicamente.

El modelo sigma O (3) puede modificarse para minimizar inestabilidades en las so-
luciones, esto se hace introduciendo un término extra por ejemplo un factor de dilatacion
espacial con potencias negativas y positivas. A continuacién damos un ejemplo de un
modelo Skyrme bebé donde el potencial contiene un término de masa, proponemos el
lagrangiano

L=10,6-00- (0,6 08) (#5x0d) - (1-g)  (37)

sujeto a la constriccion qg . qz; = 1, el término masivo o término de masa (para los campos ¢,
y ¢2) pueden ser fluctuaciones pequenas alrededor del vacio ¢ = ( 0, 0, 1 ) El término
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de masa es Unico y representa una analogia con el usado en el modelo Skyrme, existe un
minimo en el punto ¢ = ( 0, 0, 1 ) que en otros casos tienen dos minimos en los puntos

5 = ( 0, 0, +1 ) o en el circulo con ¢3 = 0. El término Skyrme depende sélo de ¢3 por
lo que se mantiene la simetria del O (2) entre ¢; y ¢ (el término de masa en el modelo
Skyrme no es esencial), la parte estdtica permite calcular la energia

m2

E— / (}l@-d) B+ 1 (06 % 8) - (005 x 023) + 2 (1~ ¢3)) e, (3.76)
En el modelo Skyrme, cada soliton tiene una fase interna que corresponde a la libertad para
rotar las componente ¢, ¢ mientras que la interaccion entre dos solitones bien separados
depende de su fase y de la eleccién de las fuerzas que pueden hacerse atractivas, estructuras
muy similares en los Skyrmiones bebé son de gran importancia en la fisica de materia
condensada y juegan un rol muy importante en los ferro-magnéticos Hall, entre otras
aplicaciones. Los modelos Skyrme bebé y Skyrme son teorias de campo perturvativamente
no-renormalizables donde la deformacién no conmutativa introduce un parametro en la
teoria cuantica por lo que se recurre a la versién no conmutativa en donde se definen

nuevas propiedades de este estilo que permiten una re-normalizacion a distancias cortas.

En esta tesis estudiamos la estabilidad de los skyrmiones bebé no conmutativos sin
términos de potencial dado que la deformacién de Moyal en el mapeo Skyrme bebé —
Skyrme bebé no-conmutativo introduce una nueva escala que estabiliza a los solitones y
se construye con un grassmaniano en donde se tiene una clase de soluciones analiticas y
exactas. La primera y segunda variacién de la energia 6 ' = 0 y §2FE = 0 permiter estudiar
la estabilidad de los skyrmiones bebé.
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No-conmutatividad

La no conmutatividad en la mecanica cudntica se origina en el espacio fase donde las
variables candnicas se transforman a operadores hermiticos con las reglas de conmutacion
de Heisenberg [z, p] = z'h[] (principio de incertidumbre), el limite & — 0 en las variables
anula la incertidumbre donde el espacio-tiempo cldsico conmutativo es un caso particular
de la fisica cuantica. En general, las relaciones de no conmutatividad se denotan como

[{L‘j, l‘k] = Zejk (41)

donde 05, es un parametro (tensor antisimétrico constante) llamado el “tensor de Pois-
son” o pardmetro no conmutativo, x; y xj denotan operadores (j, k =1, 2,...) e i es
el nimero imaginario puro. Von Neumann fue uno de los primeros en describir rigurosa-
mente estos espacios cuanticos y con ello el surgimiento de la geometria no conmutativa
de manera formal. En los anos 80, los matematicos Connes, Woronowicz y Drinfel estu-
diaron una estructura diferencial y grupos cuanticos a partir de operadores algebraicos
relacionados con teorias de Yang-Mills con diversos espacios no conmutativos. Avances en
el entendimiento del espacio-tiempo no conmutativo fueron hechos por Connes, Douglas
y Schwartz al observar que la geometria no conmutativa surge de manera natural en limi-
tes de bajas energias en teoria de cuerdas, adicionalmente Seiberg y Witten identificaron
limites donde la dindamica en la teoria de cuerdas puede describirse en términos de una
teoria de Yang-Mills no-conmutativa. En este capitulo nos restringiremos a presentar los
elementos basicos de la no-conmutatividad.

1 % es el operador de posicién y p el operador de momento.

29
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4.1. Ejemplos de la fisica no-conmutativa

4.1.1. Mecanica Cuantica

Un ejemplo muy familiar de un espacio no conmutativo es el espacio fase en la
mecanica cuantica. Dirac fue uno de los primeros en deducir una regla de cuantizacién para
una teoria clasica usando los paréntesis de Poisson. Para definir esta regla de cuantizacion,
recordemos la definicién de la derivada temporal para un operador denotado por F

dfFr OF 1 1. =~
—=—+—|F, H|, (4.2)
dt at  ih
y comparemos con la derivada temporal de una funciéon F' de las variables canénicas y el
tiempo en mecénica cldsica: F' (g;, p;, t), escrita en términos de los paréntesis de Poisson

f f
oF . OF . OFOH OFO0H
> |\t + o) =D — = {F, H}, 4.
P (a%q - 3pz‘p> P (3qi Op;  Op; 8qi> { } (4.3)
y la cual tiene la forma

dF  OF
—=—+{F, H}. 4.4
% = T H) (4.4)

En estas ecuaciones, H es la funcién hamiltoniana cldsica y H es el operador hamiltoniano
cuantico. Este ejemplo muestra una relacién de equivalencia (una transformacion) entre
la fisica cuantica y la fisica clasica, que se obtiene al hacer la transformacion de los
paréntesis de Poisson { , } al conmutador (1/ih) [, |, y de las variables clésicas: ¢; y p;, a
los operadores hermiticos cuanticos: z; y p;.

Por otra parte, en la fisica cldsica usamos variables candnicas y decimos que una
transformacién de ¢;, p;, a Q);, P; es candnica si ); y P; satisfacen las ecuaciones de
Hamilton, al hacer la transicién

H(pi, ;) > H[P;, Qi (4.5)

donde H es una nueva funciéon hamiltoniana que depende de las coordenadas P; y @);. En
los paréntesis de Poisson ocurre algo similar ya que {¢;, p;} = d;;, esto es

f
3 <aqz Op;  Oq; Ip; ) _ 4, (4.6)

94y Ops  Opy 0qy

o=1

donde (9¢;/0p,) (Op;/dqs) es nulo y (9q;/dq,) (Op;/Ops) es la idéntidad cuando i = j (d;;).
Si transformamos a las variables @);, P;, la transformacion es candnica sélo si

{Qi, P} = dij, (4.7)
la cual es vélida si satisface que: {Q;, Q;} =0y {F, P;} =0.
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En la fisica cudntica ocurre algo similar, por ejemplo en el espacio de configuraciones
la realizacién de los operadoradores de posicién: &; = z; y de momento: p; = —ihd/0x;,
estan dadas para que el conmutador de las posiciones con los momentos sea el analogo
del resultado clasico correspondiente

ih 0

- [% %1 = 5ij. (4.8)
j

y también

0 0
) ] — — — | =0. 4.
i 23] =0 4 L?xi’ 81’]} 0 (4.9)

Decimos entonces que la transformacion de la fisica clasica a la cuantica implica el uso de
una transformacién canoénica especial con los conmutadores

[ﬁi, li']] = Zh(;w s [i’“ li']] =0 5 [ﬁz, ij], = 0. (410)

Esto se interpreta como un mapeo de la mecéanica clasica a la mecanica cuantica.
4.1.2. Dinamica de una particula cargada
Otro ejemplo de un espacio no conmutativo se muestra en la dindmica de una particu-

la con carga ¢ que interactia con un campo magnético B transversal al plano. Primero
definimos la longitud del campo magnético [ que depende de B:

1
I = \/q:B (4.11)

luego | = 1 se define como una longitud de campo unitaria. Ahora introducimos un
potencial vectorial denotado por A y hacemos una construccion que lo relacione con I:
1=0,,4:, — 0., A, (4.12)

convenientemente hacemos una transformacion de norma al potencial vectorial tal que
A— A+ VA, EL asi la accion que describe la dindmica de una particula con carga unitaria
¢ = 1 y masa m interactiando en un campo magnético B = B3 confinada a moverse en

un plano es:
S = / (%4«2 —A. 7%) dzo (4.13)

donde 77 = ( Ty, To, T3 ) es el vector de posicién de la particula, luego el primer término
describe la energia cinética de la particula y el segundo término se relaciona con la energia
potencial, ahora escribimos el hamiltoniano con la ayuda de las reglas canénicaspor con-
veniencia de modo que se tiene

2

1 2 s
Hy = — A = — 4.14
0 2m (p—i— ) 2m ( )

2 X es un parametro de rescalamiento.
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aqui p; = md,, /i — A; es el momento conjugado a x; y el momento dindmico 7 (con
k = x1, x2) en sus componentes 1 y 5 se escribe como

Tey = Doy + Awy, Tay = Day + Asy (4.15)

combinaciones de estos definen operadores de creacién a' y aniquilacién a, esto es

1 _ 1 .
a=1/5 (T + 1Ts,) s al = 5 (e — T0y) (4.16)
que satisfacen simultaneamente las relaciones de Heisenberg [a, aq = 1 y entonces el
Hamiltoniano se rescribe ahora como una funcién de a' y a:
1 1
Hy =~ (a*a + 5) (4.17)

donde definimos el operador ntimero n = a'a para relacionar la estructura del hamilto-
niano con el espectro de un oscilador armoénico que tiene energia

1 1
E,=— = 4.18
om (" * 2) (4.18)
con n > 0, a cada valor de n en la energia se le da el nombre de nivel de Landau. Por otro
lado, componentes del potencial vectorial que tiene la simetria

T2 T

Az1 = _5a Axg = E (419)
definen nuevas transformaciones de norma de tal forma que a y a' ahora son
1 ?
a=—(0z, +13), al = — (0, — T3) . 4.20
\/5 ( 3 3) \/5 ( 3 3) ( )
Para simplificar cdlculos ahora definimos las nuevas coordenadas R,, y R,, como:
x x
Rzz’l == — Pz Racg =2 + Day (421>
2 2
con las relaciones de conmutacion
[RZ‘, Rj] == iEij (422)
que ademas también conmuten con el momento dindmico
[7[_2'7 RJ] - Oa (423)

a estas nuevas coordenadas se les llama centros guias y describen una combinacién de dos
osciladores con operadores b* y Iﬂ que son funcién de las nuevas coordenadas

1 , 1
bt = E (Rey +1iRy,) = E (3

30peradores de creacién bt y aniquilacién b en un espacio no conmutativo, en donde se hizo una
re-normalizacién del espacio (con a™ y a).

o) (4.24)
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1 . L
b= E (le - ’LRx2> = E (.753 - 8303) . (425)
Las funciones de onda del nivel més bajo de Landau se obtienen aplicando (b™)™ en el
estado base del Hamiltoniano Hj, con esta norma el momento angular L es un ntmero
cuantico que permite tener el momento angular como L = —m tal que su expresion es
proporcional a la funcién de onda (z3 en la funcién de onda y denota un niimero complejo)

U (2) = 2" exp (—x3T3) (4.26)

las cuales son interpretadas como celdas circulares de radio ﬁ alrededor del origen
tal que para cuantizar un sistema en un disco de radio R finito debemos recobrar la
degeneracion esperada manteniendo confinadas las funciones de onda en el disco m <
mo = 2R?. Al conmutar las nuevas coordenadas R,, y R, con Hy el espectro es degenerado
pero si no conmutan uno con el otro entonces no es posible fijarlas simultaneamente, en
otras palabras existe un problema de estabilidad, lo que conduce a tener una incertidumbre
cuantica en estas coordenadas de la forma AR, AR,, = 1 para determinar la posicion del
centro de coordenadas. Debido al principio de incertidumbre, el plano fisico se interpreta
como un conjunto de celdas disjuntas de area 27 en las que se puede localizar su centro,
asi la degeneracion por nivel de energia por unidad de area es 1/27 y el niimero de estados
degenerados N por area € es

Q
o7
los electrones se comportan como si adquirieran algin tamano como consecuencia de los
efectos del campo magnético B donde el area es inversamente proporcional a este. En el
limite para un campo magnético fuerte, se proyecta la dindmica en el nivel mas bajo nivel
Landau LLLn = 0, donde se impone una restriccién a | estados >= 0 y consecuentemente
ahora toda la dindmica esta controlada por las nuevas coordenadas R,, y R,,. Aligual que
los electrones, las soluciones tipo solitén se comportan como si adquirieran algin tamano.
Descrito en un plano no comutativo.

Na (4.27)

4.1.3. Momento angular

El momento angular es otro ejemplo donde se hace una cuantizacion directa y puede
ser pensado como un mapeo de la mecénica clasica a la mecénica cuantica en el sentido
de que tomamos el momento angular clasico L = r x p donde r denota las coordenadas
espaciales y p el momento, al hacer los mapeos r — 7 y p — p donde 7 es el operador de
coordenadas y p el operador momento y por lo tanto L — L se tiene

A

L=rxp=—ih(rxV) (4.28)

donde V = :)318%1 + i’gaim + iga%g es el operador nabla, L es el operador momento angular

en mecanica cuantica y las componentes del operador momento lineal son; p,, = —iha%l,
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Day = —ih% Y Day = —@'h%, entonces las componentes de L se escriben
Ly, = &3pPus — L3Pay = —ih <x2;3 — 3 ;@) (4.29)
Ly = 23w, — £1Pus = —ih <x3£1 — ai) , (4.30)
Ly = &1Pwy — Zopey, = —ih <x1862 — a?:) (4.31)

con el factor —ih donde los productos son operadores Hermitianos conmutativos entonces

L también es hermitiano. Las relaciones de conmutacién para el momento angular estan
dadas por las relaciones

Ly Ly, — LyyLy, = ilily,, LyyLe, — LyyLa, =ihLe, Yy Ly,Ly, — Ly, Ly, = ihil,, (4.32)
en general se denotan como
Lx L —=ihl, o [L fij] — ihegnl, (4.33)
donde
+1 si 14,7, k espermutacion  parde 1,2, 3
gijk =4 —1 st 14,7,k espermutacion imparde 1,2,3
0 con dos omas indices iguales

Las propiedades del momento angular en sus coordenadas espaciales son las que se mues-
tras a continuacion

12 L2 +L2 + 12

x3)

(02, 1] =[i% B] =[] =0

donde las coordenadas son x1, x5 y x3, que es un momento angular no comutativo.

4.2. Mapeo Weyl-Wigner-Moyal

Una deformacion se asimila a pequenas perturbaciones de una estructura matemati-
ca especifica, por ejemplo la teoria de las deformaciones de variedades complejas, dlgebras
asociativas y de representaciones tal como la fisica relativista Galileana donde una “con-
traccion” o “reduccion” de la teoria de la relatividad especial en el limite ¢ — o0 ﬁ
Ejemplos de deformaciones son la deformacién o “contraccién inversa” de la teoria de la
relatividad especial al grupo de Galileo (fisica Galileana) se debe encontrar el grupo de
Poincaré para que la teoria de la relatividad sea una deformacion fisica o relativista, otro
ejemplo es la deformaciéon de la fisica cuantica a la clasica donde el limite A — 0 es el

4c es la velocidad de la luz y es un pardmetro de “contraccién”
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parametro de contraccion, contrariamente una deformacion de la mecdnica cuantica pue-
de ser remplazada por una deformacion de la fisica clasica. En esta seccién definimos el
formalismo Weyl-Wigner-Moyal el cual representa una deformacién entre la fisica cuanti-
ca y la clasica donde estan implicados los brackets de la teoria cuantica, este describe
la conexién entre las funciones del espacio fase y los objetos cuanticos, el espacio fase es
Euclidiano y el formalismo Weyl-Wigner-Moyal es una deformacion al espacio fase con
topologia no-Fuclidiana, al trabajar el Weyl-Wigner-Moyal en un espacio fase curvado se
derivan métodos naturales que permiten la cuantizacién en la relatividad general, en otro
contexto se establece una correspondencia entre las observables clédsicas y los operadores
con el espacio de Hilbert en un espacio fase curvado. De esta manera, la mecanica cuanti-
ca con 2n generadores (n un nimero entero), ¢; (coordenadas espacio) y p; (coordenadas
momento) satisfacen la relacién no conmutativa

[(ji; ﬁj] = 25” con Z,j = 1, o, (434)

donde 0;; es la delta de kronecer

1 para ©1=j
Oij = S,
0 para i+#j

en unidades h = 1. Es posible representar estas relaciones de conmutacion en términos de
operadores en un espacio de Hilbert denotado por H = L* (X)) Hdonde la correspondencia
entre las observables (representadas por los operadores en H = L? (X)) y las funciones en
un espacio fase 2n — dimensional se da por el mapeo Weyl, para este caso la definicion
de mapeo Weyl es:

s Mapeo Weyl: Se define como el mapeo
A A (g, p) (4.35)

donde A es un operador en el espacio de Hilbert H y Ay es una funcién en el espacio
clasico de fase, es decir un mapeo de un operador (en el espacio de Hilbert) a una
observable (en el espacio de fase).

En particular denotamos a un espacio fase en el plano complejo como I'y = R! x R!.

4.2.1. Aplicacion de Weyl generalizada

La idea es generalizar el espacio fase I'y = R! x R! al espacio fase I'y,, = R" x R®
a través del mapeo Weyl. Comenzamos por denotar a W, como la aplicacion de Weyl
generalizada y a P como el conjunto de todos los polinomios complejos en el espacio fase
formado por R! x R, p y ¢ representan las coordenadas del espacio fase tal que existe

5X es el espacio de coordenadas, ¢ — espacio i.e. un espacio vectorial n — dimensional
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un mapeo lineal W, : P — P que satisface las siguientes 3 propiedades, la primera
propiedad es:
w,(1) =1 (4.36)

que es el operador idéntidad, al desarrollar la serie

mzn( m, n )

Wg (pmqn) _ Z g( m, n, s ) hs]amfqunfs
s=0
donde m, n e N, m+n # 0, g(m, n, s) €C, de modo que para s = 0 se tiene

g(m, n, 0) =1y entonces se tiene el operador idéntidad.

La segunda propiedad es:

Wy (0, AYp) = = 6 Wy (A)], W, ({9, A}p) = = [5. W, (A)], VACP (437)

y la tercera propiedad establece que:

Para cada polinomioreal AeP el operador Wy (A) es auto — adjunto. (4.38)

Definicién: Un mapeo lineal W, : P — P que satisface las propiedades |4.36|, |4.37|y |4.38|
se llama aplicacion generalizada de Weyl.

Ahora queremos expresar la aplicacién de Weyl generalizada W, en forma integral para
escribir la extensién de W, sobre funciones polinomiales, para esto primero enunciamos
el siguiente teorema

Teorema: Sea W, : P — P una aplicacién generalizada de Weyl y sea A ¢P un polino-
mio, entonces

W, (A) = # / A0, 1) F () el elind) gy, (4.39)
R2

donde A = A (), p1) es la transformada de Fourier de A = A (p, q) y se escribe como

AIAQJOZ/A@ﬂﬁ“WWMWW (4.40)
R2

ademés la funcién f = f (hA\pn) denota una serie formal definida como

f=fhw) =Y (-1) (h)\./g)sg(s, s, s). (4.41)
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Luego escribimos la ecuacion [4.39 en forma equivalente

W, (A) = (2%)2 / A0, 1) a (B Ol g\ gy, (4.42)
e
donde
a=a(h\p) = f(hAp) e(2mw) (4.43)
o equivalentemente
W, (A) = ﬁ / A\, ) B (hAp) DD dxdy, (4.44)
¢
donde
B =B (hAp) == f (hAp) ™) (4.45)

en ambas ecuaciones notamos que « y [ son consideradas como series formales, debido a
estas series a W, se le da el nombre de aplicacion de Weyl generalizada, en o = 1 se tiene
la aplicacién de Weyl original.

Definiciéon: Una aplicacién de Weyl generalizada W, := P — P para a = 1 es llamada
la aplicacién de Weyl y se denota por W.

El operador W, (A) es auto-adjunto para cada A e P real si y sélo si la serie formal
o = o (hAp) es real, se sigue que g (0, 0, 0 ) =1siy sélosia(0)=1.

Teorema: Sea la serie formal definida como

a=a(hip) = Z o - (BAR)" e R (4.46)
k=0
tal que
ap = 1, (4.47)

entonces un mapeo lineal W, : P — P estd definido por

A

P> A=A q)— W,(A) €P, (4.48)

donde la ecuacién

W (4) = o / A0\, 1) a (hap) eliol gady, (4.49)
R2

es una aplicacion de Weyl. Por 1ltimo escribimos la relacion que existe entre los coeficientes

gy s .\ s—k
g(s s s)= s!kz;(—m’“ (%) < . > k- ay. (4.50)
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en particular, para la aplicacion de Weyl se tiene

g(s, s s)= (%) sl, seN. (4.51)

En conclusién, la generalizacién del espacio de fase I'; = R! x R! al I'y,, = R” x R™ para
algun n > 1 se genera a través de la aplicacion generalizada del mapeo Weyl, este tipo de
mapeos permiten gerenalizar soluciones solitéon en un plano conmutativo.

Correspondencia y aplicacion de Weyl

Para concluir esta secciéon damos una definicién matematica de la aplicacién Weyl
como antecedente para describir la deformacién moyal o producto estrella en la siguiente
seccion, para esto decimos que una correspondencia uno — a — uno entre operadores en
el espacio de Hilbert y una familia de funciones M (o distribucion en el espacio fase) que
llamaremos la correspondencia Weyl y al mapeo de Ay a A es la aplicacion de Weyl (W),
entonces

» Definicion: Una aplicacion de Weyl es un mapeo de funciones f en el espacio fase
a operadores f en el espacio de Hilbert. Matematicamente se representa

W f’—>f: /f(g’ ﬁ) e(f'ﬁ—l—ﬁ@)/ihd?)gd?)n (4.52)

f representa la transformada de Fourier inversa de la funcién o distribucion f, Py
@ son los operadores de Shrodinger con las correspondencias p'y ¢ respectivamente.

El mapeo de Weyl asi como la aplicacién generalizada de Weyl son mapeos de N funciones
(o elementos) en el espacio de fase a operadores en el espacio de Hilbert, asi un producto-
estrella o producto estrella Moyal asociativo M surge naturalmente al hacer el mapeo, es
decir, sean las funciones f, ge M y f , ¢ los operadores correspondientes tal que f = fW
con f =W (f) el producto estrella se denota como

f*g:(f-g> e M (4.53)
w
la ley de composicion para estas funciones es (f, g) — f % g, en la figura se muestra el

diagrama de composicién para el producto estrella. Del diagrama para el producto estrella
de las funciones f y g, con A = ih/2 vemos que el producto f * g se escribe como

Fra=Y 2P (s g = 17 (1.54)

n=0



4.2 MAPEO WEYL-WIGNER-MOYAL 69

f,3 b-fg
Q"l Q7
f,g9 ;..f:t-g

Figura 4.1: Diagrama del producto estrella. Composicion de las funciones f y g.

donde P" representa a la n — éstma potencia del bracke& de Poisson (interpretado como
un operador bi-diferencial actuando en un par (f, g) y P ), es decir

< 0fdg Of 99

de tal forma que el bracket Moyal se define como
{f, gdu=Ufrgl=(f*g—gx[)/ih (4.56)

que corresponde al conmutador cuantico: {f, ¢g},, = (1/ih) [ 1 g] , donde la constante
W

de planck h es el parametro de deformacion. En otras reglas de asociacién entre funciones
y operadores, como por ejemplo dédn, se debe multiplicar por una funcién de peso con
estructura

Wy =1+ WTw,, (4.57)

r=1

donde Wy, es un polinomio homogéneo, con Wj —leyes, en forma estandar Wy = exp (hws)
con W5 un polinomio cuadratico homogéneo y la trasnformada de Fourier se define ahora
como

Ty=I1+> WT, (4.58)
r=1

donde los T, son operadores diferenciales. En conclusion, si las funciones f y g dan los
operadores f y g bajo la W — ley y denotamos por f x/g la Wi —imagen inversa de fg,
entonces T f = fW tal que Ty, (f x1g) = Tif x Thyg, asi que T, realiza la ¢ — equivalencia
entre el bracket Moyal y el W — bracket [f  1g], por lo que equivalentemente existe una
similitud entre las dos deformaciones con un algebra asociativa.

Comentario: Se debe introducir un dlgebra asociativa (dlgebra estrella o del producto-
estrella) que tiene una deformacion del algebra de N funciones con el producto ordinario.
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Para f, ge N = C* (W, C) escribimos ahora la ley de composicién deformada en N co-
mo (f, g) — f * g. La correspondiente algebra de Lie se define por (f, g) — [f xg] =
(f*xg— g [f)/ih que es una deformacion del dlgebra de Poisson-Lie, un caso particular
de este tipo de deformacién de la mecanica clasica es muy conocida como el producto
Moyal y bracket asociado Moyal.

Los conceptos anteriores se resumen en lo siguiente:

Teorema: Una aplicacién de Weyl generalizada W, : P — P satisface la condicién si
esta es la aplicacién de Weyl.

Teorema: Para cada aplicacion de Weyl generalizada W, : P — P existe el mapeo
inverso W' : P — P.

y por tanto escribimos

Definicion: El mapeo Wg_1 . P — P inverso para la aplicacion de Weyl generalizada
Wy: P — P es llamada la correspondencia de Weyl generalizada. Andlogamente,
la correspondencia de Weyl W=! : P — P es el mapeo inverso a la aplicacién de

Weyl W : P — P.

4.2.2. Ejemplo: Fisica cuantica y brackets Moyal

Para concluir esta seccién discutimos un ejemplo que implica a la mecanica cuanti-
ca y los brackets de Moyal. Sea f un operador sin dependencia temporal explicita, H
es el operador hamiltoniano, ademds f y H son las funciones que corresponden a las
coordenadas del espacio fase. La ecuacion de movimiento para f es trasladada por la
correspondencia Weyl, asi las ecuaciones de Moyal para el movimiento en f son

() 7 =1 = D) (1.59)

d(L’Q ih

los brackets Moyal definen una derivacién del dlgebra del producto estrella con la propiedad

[Fx(gxh)] = [f*glxh+gx[f*h] (4.60)

y la ecuacion de movimiento ahora se escribe como

d d d
— =|— — 4.61
potrea = (g f) et £ (o) (461
para un polinomio f de orden < 2, por otra parte tenemos que g yh son funciones en el

espacio fase con el producto ordiario (punto) (g - h) mapeado usando el bracket Moyal,
esto es

[f*(gh)] # [f xglh+ g [f xh] (4.62)
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al resolver las ecuaciones de movimiento de Moyal para f, g, v (f - g) en general se
tiene que

(f - 9) (o) # [ (w0) - g (20) - (4.63)

donde se aprecia que la composicién de estas funciones dependientes de zy no conmutan.
Se ha hecho un mapeo Weyl del producto usual (la multiplicacién usual en el plano
conmutativo).

4.3. Deformacion Moyal o producto Estrella

El producto estrella o Moyal tiene la particularidad de ser la tnica deformacion
asociativa que no viola el principio de correspondencia, es una implementaciéon no conmu-
tativa del producto de funciones que se aplican en algunos casos de la fisica. En principio
es una forma de llevar la estructura de la mecanica cuantica al espacio de fases ya que
se puede definir el paréntesis de Moyal como el analogo del conmutador definido con los
operadores en un espacio de Hilbert, en otras palabras sirve para describir un espacio
no conmutativo, ademés define una base para procesos de cuantizacién no estandar y
también aparece en el estudio de geometrias no conmutativas, en cuerdas, en modelos
matriciales, etc. Las deformaciones de espacios no conmutativos se hacen al sustituir los
productos ordinarios por productos de funciones usando productos estrella que son no
conmutativos y asociativos, en esencia una deformacion se realiza tomando un algebra de
funciones continias que actiian sobre una cierta variedad y donde el producto ordinario
se sustituye por el producto estrella:

(f x9) (1) = f(21) - g (21) + 9% {f (@1), g(z1)} + 0O (67) (4.64)

los corchetes representan una estructura de Poisson definida sobre una variedad y 6 es un
pardmetro de deformacién, el limite § — 0 es un caso particular (la forma conmutativa).
El producto estrella (f x g) (x1) es tnico para cada estructura de Poisson. Ahora definamos
a A como un espacio lineal y tomamos el caso cuando A sea un &algebra conmutativa
F (M) de funciones suaves en una variedad diferenciable M donde se tiene una estructura
de Poisson como productos.

Definicion: Un producto estrella es un mapeo bilineal de la forma

F(M)x F(M)— F(M)[[W),  (f, 9= frg=)_vCr(f 9) (4.65)

k>0

donde k y r son nimeros enteros, al extender el mapeo a F (M) [[v] x F (M) |[[v] , con v
una sub-variedad de M, es formalmente asociativo y satisface las propiedades

CO(f7 g):fga Cl(f7 g)_cl(gv f):{f) g}? 1*f:f*1:f (466)

junto con algunos requerimientos diferenciables, entonces C, es un operador bilineal.
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El general, el producto de Moyal se denota por

(78 (@) = 200 f (54 2) - 3 (0 + 1) (4.7
con A, n parametros y el paréntesis de Moyal se define con el conmutador
foa]=Fxa-g+f (4.68)

usando las coordenadas funciones z* sobre la variedad escribimos su conmutador de Moyal
como

[, 3] = 0™ (4.69)

donde u, v =0, 1, 2, 3, ..., el corchete cuadrado denota el espacio no conmutativo y 6
el pardmetro en el modelo (pardmetro de deformacién), § = 0 implica el caso particular
conmutativo. Sea M una variedad d — dimensional (consideramos d objetos en #* que
se multiplican con un producto asociativo que cumple la regla de conmutacién [z#, V] =
10"") estos objetos son deformaciones de las cordenadas z* en la variedad M, si 6 es
un parametro fisico entonces se pueden hacer deformaciones de un espacio que tiene el
mismo tamano y topologia que da como resultado una deformaciéon de un espacio como
un algebra con los mismos elementos y leyes de adicion, por ejemplo este puede ser un
espacio vectorial pero con una ley de producto adicional donde el parametro tienda a cero,
asi la ley de multiplicacién deformada se define como f x g donde la notacion estrella se
usa para hacer la distincion del producto punto. Ejemplificamos esto con las traslaciones
globales que en general se escriben como:

f (2t + &) = e f () el (4.70)

2" son las coordenadas (i = 1, 2, 3,...) y €' es una coordenada infinitesimal, para hacer
una deformaciéon de espacios a funciones es nesecario definir el mapeo lineal S como un
mapeo de un espacio deformado al espacio no deformado que se define en términos de un

opeerador f , asi el operador simbolo se define como f — S [ ﬂ y se espera que satisfaga

la relacion f-g = 5! [S [f] * S [g]} lo cual no ocurre, por esta razon se debe definir

e introducir un mapeo lineal estdndar para S~!, este mapeo estdandar se conoce en la
literatura como los stmbolos de Weyl que estudiamos en la seccion anterior. El mapeo S
se define como un mapeo que toma elementos de R¢ (un dlgebra de todas las combinaciones
de productos de d variables 27 que satisfacen [asj, xk} = i6#’* RY es una deformacién de
R%) a A (Rd) (un algebra asociativa que no necesariamente es conmutativa), los S son
funciones en el espacio de momentos tal que

= f S re ™ f (3
rw=sli] o=y [ Treie) (1.71)
y su transformada inversa es
F i . ao—1 _ 1 n eiki
F@) =57 = o [ ke ) (4.7



4.3 DEFORMACION MOYAL O PRODUCTO ESTRELLA 73

que no son mas que las transformadas de Fourier, en la integral se hace sobre funciones
en el espacio de momentos y en se trata de una integral ordinaria en el espacio de
momentos. El operador simbolo en la transformada es entonces

S [f] (z1) = # / &'k / Tr {e“fm—ff) f(;;;)} (4.73)

los paréntesis {} no tienen ningun significado solamente agrupan la traza, por lo que el
producto estrella en término del operador simbolo es

) - g n.
eZk‘CE1 % ezk T 50i5kik] 61(/6-!—76)3617 (474)

otro caso especial es el que se presenta con la doble integral del producto estrella, tal que

//Trf*g:/Trf-g. (4.75)

El dlgebra RY de funciones en R? no conmutativa se considera como un espacio lineal
que puede tener diferentes bases, las interacciones en una teoria no conmutativa obedecen
el principio de incertidumbre de Heisenberg por lo que es posible usar funciones delta
6@ (21 — (21),) como una base para los simbolos de Weyl, que desde el punto de vista
de la expresion cinética ([xj , xk] = i67%) es local, asf por ejemplo podemos construir
una configuracion gaussiana con ancho arbitrariamente pequeno en la teoria no conmu-
tativa y su limite es la funcion delta. En una deformacion Moyal del espacio euclidiano
R? con coordenadas (1, x3) se tienen productos de funciones suaves relacionadas a la
no-conmutatividad y por tanto asociado al producto estrella Moyal, una propiedad del
producto Moyal de dos funciones es

(f - 9) (o, x2) = f (z0, 22) - g (20, x2) (4.76)

la deformacién Moyal de R*! remplaza el producto punto de funciones en la forma

() oo a) = £ oo, a)eap { 5 (0000 - 0200 b oo o) (a7

0
=J -9+ 5 Onof - Orag = Ora - 0u9) .. (4.78)

con un parametro constante 6 ¢ R.. FEn particular, este producto satisface la condicion

(Fegysh=felget) y  [drdyfeg= [dedyfog  @70)
y las funciones coordenadas satisfacen las relaciones de conmutacién

To * Tog — Tg * Lo = 10 — u*v—v*u:—%e (4.80)
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se tiene entonces que las coordenadas en d = 241 0 d = 2+2 (d = dimensién) conmutan.
Este tipo de deformaciones son las que nos seran de gran utilidad para describir el modelo
Skyrme bebé no conmutativo donde se hace una deformacién Moyal del R? euclidiano con
coordenadas (x1, z3) donde el producto punto ordinario de funciones suaves es remplazado
por el producto estrella o Moyal (asociativo) caracterizado por el pardmetro positivo real
0, para ello escribimos el producto Moyal entre las coordenadas z1 y x5 como

Ty * Ty — Tg *x T = [T1, Ta), =10 (4.81)

que a continuacion escribimos como una combinacién de coordenadas z; y x2 en el plano
complejo
T3 = X1 + il’g i’g =T — il’g (482)

con x3 una coordenada compleja que tendra la ley de conmutacién en el plano complejo
[xg, i’g]* =20 (483)

definimos los operadores de creacién a' y aniquilacién a en funcién de x5 como se muestra
a continuacion
T3 P (Z’g

a=— a' = ——
N7 V20

Otra definicién del producto estrella en (4 + 0) — dimensional esta dada por la ecuacién

(f % g) (z) = eacp{ Ly, ewﬁ} (4.85)

— [a, d'], = 1. (4.84)

= F@)g()+ 50" (Buf) (2) (Bog) (1) + .. (1.56)

w, v=1 2 3 4y 0" = —0"" = constante el parametro de deformacién, asi las
funciones coordenadas obedecen las reglas de conmutacién (estrella) siguientes

axx” —a¥ xat =i (4.87)

por lo que podemos elegir una base ortonormal para una matriz 6** que puede presentar
la siguiente estructura

0O # 0 O

-0 0 0 O
uvy

0 0 -0 0

que corresponde a una de las bases. El producto estrella Moyal en términos de variables
complejas en (4 + 0) — dimensiones se escribe ahora como

(f x g) (w3, T3) = f (v3, T3 GXP{ (5;5;3 gﬂm&)} g (z3, T3) (4.89)
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al desarrollar el término de la exponencial para hacer la aproximacion infinitesimal obte-
nemos

(f *g) (23, T3) = fg+0(0n,f - 05,9 — Oz, f - Ousg) + -+ (4.90)

o lo que es lo mismo para dejar expresado claramente el término del producto punto
ordinario escribimos [£.90 en el orden

(f x g)(x3, T3) = [ - g + derivadas totales (4.91)

el parametro es 0 e R, , ndtese que si las derivadas totales son nulas entonces tenemos un
caso particular del producto punto definido en un espacio conmutativo.

Otras propiedades importantes del producto estrella o Moyal son

(f xg) xh=fx(g*h), /dza:gf*g:/dzng‘g, (3, T3], =20 (4.92)

estd propiedad se emplea en casos donde se hace una deformacién Moyal en configuraciones
estdticas para un funcional de energia, como ejemplo en la expresion del funcional de
energia

Ey = / d*a [|0.9]2 + 20U, (¢)] (4.93)

que depende del parametro 6 y que en el limite # — 00, es un caso particular (conmu-
tativo) de la energia

20 / d*aU, (¢) (4.94)

algo similar se hace con el funcional de energia para el modelo skyrme bebé no conmuta-
tivo.

4.4. Formalismo auxiliar del espacio de Fock

El espacio de Fock es muy estudiado en la fisica de particulas como un espacio de
estados para un sistema que presenta una cantidad variable de particulas elementales, estas
particulas son los bosones y los fermiones. Los fermiones se representan con el algebra de
Cliford donde los generadores corresponden a la creaciéon o aniquilacién de una particula
en un estado de energia pura, lo mismo ocurre para los bosones pero estan representados
en un algebra de Weyl. Un espacio de Fock es un espacio vectorial de dimensién infinita
por ello es una herramienta natural en la teoria cudntica, matematicamente se usa para
construir los estados cuanticos de un sistema con multiples particulas de un sistema de
particulas individuales, los operadores de creacion y aniquilacion describen la introduccion
o la eliminacién de las particulas, lo que permite describir un sistema con un nimero
variable de particulas.

En esta seccién describimos el Formalismo auxiliar del espacio de Fock, este forma-
lismo es importante en el desarrollo de algunos procesos fisicos que se pueden describir



76 4 NO-CONMUTATIVIDAD

en términos de operadores de creacién (a') y aniquilacién (a), por ejemplo en sistemas
mecéanico cudntico (bosénicos) se usan los operadores ¢ (operador posicién), p (operador
momento) que definen operadores de creacién y aniquilacion tal que

1 L1

a=sG+i)) y =5 (-id) (4.95)

al hacer una rotacién del espacio-face cudntico, los operadores @ y af satisfacen las si-
guientes relaciones no conmutativas

la, a'| =1, [, a)=-a,  [n, al] =al (4.96)

donde se define a 7 = a'a como el operador nimero y el conmutador [d, dq = 1 se escribe
en términos de p y ¢
~ /\T _/\/\T_ ATA_E. S _1
a, a'| = aa’ —a'a = =
[, a] 5 (4P = D) = 3

tal que representa el mapeo [&, &T} — [@, p] v entonces la transformacién (¢, p) —

g, Pl =1 (4.97)

(aT, a) es una rotacién. También se usan los operadores a y a' para cuantizar campos en
donde se introduce un espacio de Fock con el fin de describir particulas, las particulas que
se asocian a la cuantizaciéon de un campo son idénticas.

Algunas propiedades del espacio de Fock

Para definir algunas propiedades matematicas del espacio de Fock primero decimos
que C denota al plano complejo y si una funcién f es analitica en el plano complejo entero
C entonces decimos que f es una funcién entera. Propiedades: consideramos la medida
gausiana para un parametro positivo a como

Ao (2) = e g4 (2)
T

aqui dA es el area Euclidena medida en el plano complej (ﬂ z € Cyd\, (2) es una medida
de probabilidad.

El espacio de Fock denotado por F? consiste de todas las funciones enteras en
L?(C, d)\,) tal que F? es un subespacio cerrado de L? (C, d)\,) y consecuentemente F?>
es un espacio de Hilbert con el producto interno inherente de L* (C, d\,):

(f. g). = / £ (2) 5@ (2). (4.98)

Proposicién: Sea n un entero no-negativo entonces

en (2) = \/%z” (4.99)

5Un célculo con coordenadas polares muestra que d), es una medida de probabilidad.
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donde el conjunto {e,} es una base ortonormal para F?2. Una consecuencia de esta pro-
posicién es que la serie de Taylor de cada funcién f en F? converge a f con la norma
topoldgica de F?. Para un w € C fijo, el mapeo f + f(w) es un funcional lineal de

frontera en F?2, esto se sigue facilmente del teorema del valor medio. Por la representa-

cién del teorema de Riesz en andlisis funcional, existe una fucnién tinica K, en F? tal
que f(w) = (f, K,), para toda f € F2. La funcién K, (2, w) = K, (z) se llama la
reproduccién del kernel de F2.

Proposicién: La reproduccién del kernel de F? estd dada por

Ko (z, w) =e*", 2z w € C. (4.100)

Recalcando que cada subespacio cerrado X de un espacio de Hilbert H unicamente de-
termina una proyeccién ortogonal P : H — X.

Corolario: La proyeccién ortogonal

P,: L?(C, d\,) — F? (4.101)

es un operador integral, especificamente:

P.f(z) = / K, (z, w) f(w) dAs (w) (4.102)

para toda f € L*(C, d\,) y toda 2z € C. Esto prueba la representacién integral para
P,. Para alguna z € C, tenemos

k. (w) = M _ porw—gl (4.103)
K, (z, 2)

que denota al kernel normalizado en z. Todo k, es un vector unitario en F2.

Corolario: Suponemos que f > 00 f € L' (C, d)\,). Entonces para alguna 2z € C,
tenemos

/f(z:l:w)dAa(w):/f(w)|k:z(w)|2d>\a(w), (4.104)
C C

/ FIE (2 = )] s () o (1) = / f (w) dAa (w) (4.105)

Corolario: Soponemos que a > 0 y 3 es real. Entonces

/ 57| dAg (2) = Pl /e (4.106)
C
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para toda a € C. Estas son algunas de las propiedades matematicas del espacio de Fock,
en lo que sigue construimos a este con los operadores de creaciéon y aniquilacién que seran
de gran utilidad en la iltima seccion.

Espacio auxiliar de Fock

Usualmente las coordenadas generalizadas ¢i,...,qs de un sistema con un espacio
de vectores con f grados de libertad y sus momentos conjugados son py, ..., ps satisface
las relaciones candnicas:

[Q;u pu] = quPv — P4y = iéuua [qlu qy] = [p,ua pu] =0 (4107>

con u, v = 1,..., f, esto ocurre por ejemplo en la mecanica cuantica no relativista. El
espacio de vectores estado en donde las observables ¢ y p se mapean a operadores auto-
adjuntos pueden construirse tal que ¢ y p forman operadores de creacién a' y aniquilacién
a definidos por:

1 1
ay = — (q, +ip,) al, = — (q, — ip, 4.108
7 (g + ipy) 7 (¢ —ipy) (4.108)
que satisfacen las relaciones de conmutacién
la,, a)) = [aL, al] =0, [au, al] =0, (4.109)
donde u, v =1,..., f y una base ortogonal para este espacio se contruye por
V1 vy
()" - ()
¢y = ' 0 (4.110)
Vie...Vyg:
donde v = (v1,...,vy) es el conjunto de los enteros no negativos y ¢ es por definicién el

tnico vector normalizado (una face) que satisface las condiciones

a,p0 =0, v=1,...,f (4.111)
de esta se tiene que
@ s sy = NV 1y oy (4.112)
tYrr.vi_q..v i > 0
ai¢u1..4ui..‘uf - \/7¢ bttt parar (4113)
0 parav; =0

luego, la condicién (¢g, ¢p) = 1 junto con las relaciones de conmutacién [4.109| aseguran
que los vectores ¢, realmente forman un conjunto ortonormal:

(¢,u7 ¢1/) = 6u1u1 ‘e (S,ufzzf (4114)

el espacio de Hilbert H consiste de todos los vectores tal que

6= oy (4.115)
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con v = (vy,...,Vy), ¢, son nimeros complejos tal que Z ]cl,|2 < 0o. Las bases [4.110| se

llaman las bases de Fock y el espacio ‘H en esta realizacion es llamado el espacio de Fock.

En otras palabras, el espacio de Fock es un espacio de Hilbert H construido como
una suma directa de productos tensoriales (en H) y es una base natural de U (H) (el
grupo de los operadores unitarios en el espacio de Hilbert), explicitamente denotamos el
espacio de Fock en H como

Hroek = BC | 0y, .o Npoek > (4.116)

con los operadores a y af
Ao | ooy Ny >= N | oo oyng — 1,00 >, (4.117)
al | nay . >=Vna+ 1] ... na+1,...> (4.118)

en general las a, representan al operador de aniquilacién, a, al operador de creacién y
las n, al operador nimero (n, = ala,) con a = 0,1,2,3..., ademds se tiene que

_ QOc_l"époa (IT _ QQ_ipa
20, ' « 20,,

T3a = V Qeaaay T3q = 2‘904@1[
[aa, al] = 6as (4.119)

con p (coordenadas momentos), ¢ (coordenadas espaciales), las xs, en el espacio de ope-

radores actuan en el espacio de Fock H, de r operadores a y af. Para escribir la base del
espacio de Fock usaremos dos operadores elementales k y [ tal que se tiene | k >< [ |
construidos con los al y a, de la siguiente manera

tkat+na Hlatn
L agfe e gt

E><l|= B D - S T 4.120
| |;];[( ) NN ( )

usando la relacién para derivaciones internas 0;f = [—i (671 ik 2¥, f| escribimos las

derivadas como conmutadores con los operadores a,, y a,, con esto es posible transformar
integrales a la traza estdndar en esta base, como se muestra a continuacién

/ d”xTr — [ [ (276,) Tr (4.121)

las sumas y rotaciones unitarias de los operadores | k><k | proveen un gran conjunto
de proyecciones llamados operadores P y que tienen la propiedad P? = P.
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Modelo Skyrme bebé no conmutativo

La equivalencia entre el CP! y versiones del Skyrme radica en las condiciones de
fronteras periédicas donde los solitones son mapeos arménicos tal que R* U {co} &2 Sy >

Sy. El modelo Skyrme bebé y el CP! tiene el punto variedad S? parametrizado por un
2

= 1.

—

¢

isovector escalar ¢ sujeto a la constricciéon

5.1. Soluciones BPS

Las soluciones BPS (soluciones solitén) del modelo sigma no lineal también resuel-
ven la ecuacion de movimiento del modelo Skyrme bebé no conmutativo ya que estas
extremizan la energia, en el modelo sigma (2 + 1) — dimensional las matrices unita-
rias U (n) de tamano n x n tienen como entradas a operadores ademds el campo es
¢ € U(C" x M) = U (H®) nuevamente sujeto a la constriccion ¢! = 1, ® 1y = ¢lo,
luego la accién en el espacio euclideo coincide con el funcional de energia estatica definida
en un espacio de Fock, esto es:

B(¢) = 2xTr ([a, ¢|' a, 6]) =27 [a, o] (5.1)
note que al extremizar la energia las ecuaciones de movimiento son:
0= [a, ¢' [al, ¢]] + [a!, ¢'[a, ¢]] = ' D¢ — AdTo. (5.2)

donde a' es el operador de creacién y a el de aniquilacién, para caracterizar el espacio
de soluciones escribimos los operadores en el espacio de configuraciones como 1, ® a' y

81



82 5 MODELO SKYRME BEBE NO CONMUTATIVO

1,, ® a que tienen invariancia global en el espacio U (1) x SU (n) x SU (n) y simetria

donde VVT =1, = WWT, luego se proponen configuraciones hermiticas no necesariamen-
te clasicas y que satisfacen las propiedades

P=¢ = ¢ =1,01=1 (5.4)
con el campo definido por un proyector hermitiano P como
¢p=1-2P=P- —P=c""conP’=P (5.5)

donde P+ = 1 — P es el proyector complemento, en general en el modelo sigma no
conmutativo U (n) (con n > 1) las configuraciones de campo son

¢=1—2P, con (1—P)FP =0 (5.6)

el proyector P (z1, x2) es una funcién polinomial nxn de x; y xs, la dependencia temporal
requiere un boost de Lorentz donde P y la energia con dependencia temporal son

T1 — Vg To T2 — VUgy Lo 1
P(xy, x5) — P , FE——F 5.7
(@1, 72) (m \/m?) y — 57)

esto también es valido en la teoria de Moyal-deformado via 1 — V y x5 — Y y la carga
topoldgica queda

Q (6) = {OTr (90002, — 602,600,0) = Tr (Pa (1~ P)al P — Pal (1~ P)aP) (5.8

aqui # es un parametro de la deformacion de Moyal, luego la energia es %E(gb) =
20T (04,005,¢) = Tr (Pa(1 — P)a'P + Pa' (1 — P)aP), luego Q y E tienen las pro-
piedades Q (1 — P) = —Q (P) y E (1 — P) = E(P) respectivamente, la iltima depende
de la primera

CB(P)=Q(P)+2|la, PP} =-Q(P)+2|Pla, PIP (5.9

en general se escribe E (P) > 87 |Q (P)|, también llamadas fronteras BPS para una con-
figuracién hermitica con las ecuaciones de movimiento 0=[AP, P] = [af, (1 - P)aP] +

la, Pal(1— P)]
— [a, (1= P)a'P] + [af, Pa(1 - P)] (5.10)

donde el operador A actiia como AQ = [a, [aT, OH = [aT, la, (9]] Ahora se puede
caracterizar el espcio como soluciones BPS (solitén) y Anti-BPS (anti-solitén):

Para: 0=]la, P]P=(1—P)aP Solucion BPS (5.11)
Para: 0= [d', PJP=(1—P)d'P Solucion Anti — BPS (5.12)
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el conjunto las soluciones tiene energia
—E(P)=Q(P)+2l|[a, PII”=~Q(P)+2|P[a, P’ (5.13)
de esta forma los solitones (frontera BPS) tienen energia
E(P)>87|Q (P)] (5.14)
que al saturarse
E(P)=8rQ (P) =8t (Pa(l— P)a'P) = &Tr (Paa'P — aPa') . (5.15)

En resumen, las soluciones se definen en dos sectores topolégicos, un sector describe
soluciones BPS y el otro anti-BPS y el conjunto de estas caracterizaran a todo el espacio
de soluciones. La conjugacion hermitica del proyector P <+ 1 — P permite construir todo
el espacio de soluciones (simetria del campo ¢ — —¢), el espacio de soluciones esta
conformado por soluciones BPS y anti-BPS.

5.2. Skyrme bebé no conmutativo

El modelo Skyrme bebé es deformado con un mapeo de Moyal que sustituye al
término de potencial y dado que las soluciones BPS del modelo sigma no lineal también
resuelven la ecuacion de movimiento del modelo Skyrme bebé, lo que produce una clase
de skyrmiones bebé no-conmutativos analiticos y exactos con un limite conmutativo que
en principio pueden ser estables.

La variedad del modelo Skyrme bebé no conmutativo

El modelo sigma CP! definido en un grassmaniano g representa la variedad del
modelo skyrme bebé, esto es:

SU (2) U (2)

CP' ~ 5% ~ 0 ~ 0T > 0 (1) ~ Gr(2, 1) (5.16)

donde se ha usado la definicién de grassmaniano

U(n) N u(cr)

GO = T U =8 = U mP) x U (kerPY

(5.17)

ademds el proyector P de rango k estd definido en el grassmaniano |5.17. En un grupo o
modelo Skyrme bebé grassmaniano existen diversos campos, en particular en este trabajo
usamos los siguientes

g =RY —U(n) o Gr(n,k) via (xt) = (mo, xz) = (:(:0, z!, x2) =g (mo, zt, 2?).
(5.18)
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Asi, la accién del modelo Skyrme bebé no conmutativo definida en el grassmaniano [5.1
es:

K,2

1 (90,9, ¢'0.9] [g70"9, 973”9]} (5.19)

1
Sspne = /d1+2$ {én“”ﬁugTayg +

con u, v =0, 1, 2, y kK una constante de acoplamiento con dimensiones de longitud,
la métrica es (1) = diag ( +1, -1, —1 ) tal que la densidad lagrangiana del Skyrme
bebé no conmutativo se escribe:

Lspne = %n“”ﬁug@g + %2 (9'0u9, g'0.9] [970"g, g'0"9] (5.20)

al extremizar la accién 6Sspyc = 0 se encuntra que las ecuaciones de movimiento son
0", =0 para Ju = gTﬁug + K2 [gTﬁyg, [gTaﬂg, gT&,gH (5.21)
donde j, es la corriente (de skyrmiones bebé). Soluciones a estas ecuaciones de movimiento

extremizan la energia, como se ha venido haciendo a lo largo de la tesis nos enfocamos en
las soluciones estaticas dypg = 0 donde el funcional de energia estatico se escribe

1 K2
Espne = /dQSC {5@'9@19 vy [QT@‘Q, gTajg} [QT@'Q’ QTajg]} (5.22)

que se simplifica con el grassmaniano Gr (n, k) embebido en U (n) via la constriccién
=1, <<= ¢g'=¢g < g¢g=1,-2P con P'=P=Pp? (5.23)

asi la energia establecida en el grassmaniano se escribe ahora como
Egr = /d% {2P,P;, — 45” |P;, P} [P, Pj} (5.24)

donde se introdujo la notacién estandar O, P = F;, 0;,0;P = P;;, para K = (0 se retoma
el modelo sigma. Escribimos ¢'dg = —2[0P, P] en donde 9; (¢'9;9) = —2[P;, P] para
expresar las ecuaciones de movimiento definidas en el grassmaniano

[Py, P+ 4k*F[P] =0 (5.25)

donde se introdujo la funcién F'[P] para simplificar términos en la ecuacién de movimiento,
la funcién F' [P] es:

F[P)=2P; [P, P\P;~8,(P,P) [P, P|+ P;[Pu, P\P; — P,P;[Pu, Pl —hec (5.20)

soluciones a la ecuacién de movimiento extremizan la energia definida en el grassma-
niano.
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5.3. Estabilidad de los Skyrmiones bebé no conmu-
tativos

En esta ultima parte de la tesis nos enfocamos en el analisis de la estabilidad de los
skyrmiones bebé no conmutativos, si los Skyrmiones son estables entonces deben satisfacer
0E =0y §°E = 0. El funcional de energfa estatico definido en el grassmaniano es:

1
E = / &’z (2&9 Oig — Z[ 9'0:9. 9'0;9] [9'0:g, gT@jQ}) (5.27)
con i = 1, 2, donde el grassmaniano g esté encajado en U (n) via la constriccion
=1, c4¢d=9geg9g=1,-2P con Pt =p=P? (5.28)

g es funcién del proyector P. Para simplificar los calculos definimos una nueva variable:
A; = ¢g710;g para escribir la energia como

1 2
jo / P2z <—2AiAi -5 A, A4 Aj]> (5.29)
donde 7, j = x;1, xo denotan coordenadas espaciales, lo que sigue es desarrollar las
componentes de A donde notamos que [A;,, Az, ] = Ay Az, — Az, Ay, =0, [As,, Ayl =0y
[Ag,, Az, = —[Ag,, Az ], v entonces la energia se reduce a

1
E= / d2 < AmA:vl) + Azzsz) - 5 [Aww sz} [Azu sz])

luego mapeamos las coordenadas z1, z2 al plano complejo tal que z3 denota una coorde-
nada compleja; x3 € C e introducimos la notacién: A = A,, = 3 (A, —iA,,), A= Az, =
1 (Ay, +iA,,) = —AT endonde A,, = A+ Ay A,, =i (A— A), lo que se reduce a

E= / o (~AA- AA+ 262 [A, A]°). (5.30)

Ahora las derivadas parciales se escriben como operadores de creacién af y aniquilacién
a en un espacio de Fock

__ 1 _ L
aa:3_ m[ 7]7 ({%a:a [7] (531>

luego hacemos un mapeo de Moyal en tal que la integral queda definida como funcién
del producto estrella y entonces como una traza de un operador definido en el espacio de
Fock, esto es

/ d*x F, (x) = 270 Try f.p (5.32)
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donde 6 es un parametro de la deformacién. La energia que resulta de aplicar el mapeo
Moyal-Weyl es E = 27n0Tr {—AA — AA + 2K? [A, 121]2} en donde usamos la propiedad
de la traza Tr {—AA — AA} = 2Tr {—AA} y entonces simplificar como:

E = 4rx0Tr {-AA+x* [4, A"} (5.33)

que es una energia “deformada” del modelo Skyrme bebé. Las ecuaciones de A y A defi-
nidas en el grassmaniano Gr (n, k) se escriben especificamente en términos del proyector
P tal que

A=g0.9g=yg (—\/% [al, g}) = —\/% (1—2P) [al, (1 -2P)]
__a=2p) S (1=2P) .
=7 {a' —24"P — o' +2Pa'} T {2[P, a']}

A:\/g(l—ﬂ?) [af, P] :\ﬁ{(l—P)aTP+PaT(1—P)} (5.34)

en donde el calculo (1 — P) Pal = Pal — P%2af = Pa' — Pa' = 0 reduce estas expresiones a

A= \/2(1 —2P) [df, P] = \ﬁ{u —2P)a'P+ Pa' (1- P)} (5.35)

A:\/g[a, P](1-2P) \/7{1— P)aP + Pa(1—P)} (5.36)

de modo que los conmutadores definidos por A y A y usando propiedades de la traza, se
tiene que

2
Tr (A, A [A, A] = Tr (_g) ((Pa'P+ Pa'P) (PaP + PaP)
— (PaP + PaP) (Pa'P + Pa'P))?} (5.37)
ademds agrupamos y ordenamos los términos de la traza Tr [A, A]Q para llegar a

_ 4 _ _ _ _
Tr[A, A]® = <92) Tr{2(Pa'PaPa' Pa+ PaPa'PaPa'— Pa' PaPaPa' — PaPaPa' Pal)

+2 (Pa' Pa — PaPa') (Pa'Pa — PaPa')} + (Pa'Pa — PaPa')
de modo que el funcional de la energia [5.33] se expresa finalmente como:
E =8xTr {(2N + 1) P — 2Pa'Pa}
327 K>

Tr{Pda'PaPa' Pa+ PaPa'PaPa — Pa' PaPaPa' — PaPaPa'Pa'}  (5.38)

donde N = a'a representa el operador niimero definido en el espacio de Fock y P = 1— P
es el proyector complemento definido en el grassmaniano g. En lo que sigue hacemos la
variacién en la energia 6E = 0 y 6°E = 0 en la expresion para analizar la estabilidad
de los solitones.
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5.3.1. Primera variacion ¢F = 0 con un proyector de rango 1

En esta parte calculamos la primera variacién de la energia 6FE = 0 la cual es
satisfecha por ondas solitarias, por conveniencia usamos un proyector general de rango-
uno definido por

—jo)(ul, () =1 (5.39)

luego, el término 877r { (2N — 1) P — 2PalPa} = 87Tr {2a'aP? — P — 2Pa' Pa} que es fun-
cion de P, en términos del proyector de rango uno [5.39| se escribe

87Tr {(2N — 1) P — 2Pa'Pa} = 8xTr{2a'a | ¢ )(¢ |

—le)wl=2[v)¢]a [4¥) (¢ ]a} (5.40)

especificamente tenemos que [ ) (9| = |[¢ ){ala){ | —|¢ ){aal) (1| donde nuevamente apa-
recen los operadores a y a' luego empleamos las propiedades de la traza y se tiene que

8xTr {(2]\7 -1)P - 2PaTPa} =&nTr {|w > (2 <aTa> — <aTa> + <aaT> -2 <aT> (a>)<w’}

=87 ((a'a) + (aa’) —2(a") (a))

luego agrupamos términos y finalmente se obtiene
E =8r{(ad") + (a'a) —2(a') (a)} + <aaT> + (d >

— <aaT> <aTa> -2 <aaT> (a) <aT> + <aaT> <aT> (a)
-2 <aTa> <aT> (a) + <aTa> (a) <aT> +2 <aT> (a) <aT> (a) — 2 (a>2 <aT>2
+ (a)? <aT2> + <a2> <aT>2 — {a®) <aT2>), (5.41)

en donde se ha definido a (0) = (¢ | ¥), en seguida introducimos un nuevo término (UV),_ =

(W |UV | ) — (b |U | ) (b |V |) para simplificar las expresiones del funcional de energia
5.41| y escribir este en forma méas compacta con el término

(aa") + {ata) 2 (a") (a) = (aa) + ((ala), + (a) {a)) 2 (a") {a) = 1+ 2 (a'a),

consecuentemente se sigue el mismo procedimiento para el segundo término en tal
que:

327m

327k2 327m

; {(Cala), = Gaul), )"+ Cala), o), (), (@)} (502

asi el funcional de energia se reduce a la expresion

{((ala), - (aa'),)* + (ala), (aa"), ~ (a2}, (a®),}.

(5.43)

E =8 {1+2(dla), }+327m
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Podemos usar otras propiedades para rescribir el funcional de energia [5.43 en particular
nosotros usamos la propiedad

(aa®) (a') (a) = (aa’) Tr (Pa'Pa) = (aa') Tr (PaPa') = {aa') (a) (a') (5.44)

el término 2 (a) (a®) (a) (al) — (a)? <aT>2 = (a)? <aT>2 reduce la segunda expresién en el
funcional de energia lo que conduce a la expresion

E =38r{(ad") + {(a'a) —2(a') (a)} + 32%%2 (<aaT>2 + <aTa>2 — (aa') (a'a)

— {a®) <aT2> - <aaT> (a) <aT> - <aTa> (a) <aT> + (a*) <aT>2 + (a)? <aT2>) (5.45)
que en forma compacta se escribe
327 K>

" (aa), — (aal),)* + (ala), (aal), - (a'2), ()}

luego se introducen nuevas propiedades (aa') — (aa) = (¢ |[a, al]|v) = (¥ |¢) =1y
(aa’), =1+ (a'a) lo que finalmente lleva a la expresién del funcional de energfa

E=38t{1+2(a'a)_} +

327 K>

{1+ (afa), + (ala)! = (a®) (a®) }.  (5.46)

El primer término proviene de la parte conmutativa pero el resto depende del pardmetro no
conmutativo, la primera variacion permite calcular las ecuaciones de energia ya que se ha
hecho una extremizacion de esta, se puede decir que por el momento se han encontrado
soluciones onda solitaria, pero aiin no sabemos si la interacciéon de estas no altera sus
propiedades durante colisiones de estas, para ello necesitamos calcular la segunda variacion
de la energia para estudiar la estabilidad de las ondas solitarias y si es el caso entonces se
tienen solitones estables en el modelo.

E =387 {1 +2 <aTa>c} +

5.3.2. Segunda variacién §*F = 0

Para andlizar la estabilidad de los skyrmiones bebé no conmutativos ahora hacemos
una pequenna perturbacion a la solucién estatica y después calculamos la segunda varia-
cién de la energfa 62E = 0. La perturbacién que nos interesa estudiar es a segundo orden
e introducimos un proyector P* de rango — k que decae en k — copias del P! y entonces
la carga topoldgica en @ = 1 (un skyrmién bebé), el grassmaniano es Gr(P?').

Perturbaciones impares dentro del Grassmaniano

Para hacer la segunda variacién en el funcional de energia [5.38] introducimos per-
turbaciones impares dentro del grassmaniano [5.23] para esto primero parametrizamos los
elementos del grupo multiplicativo (en el grassmaniano) como sigue

g — g7, con v =e? (5.47)
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aqui 7y es una “pequena” perturbacién del grupo, con la propiedad ¢' = ¢! de modo que
se tiene ¢! = —¢ tal que los productos A; = g7'0;g y el P transforman como

A= A+ Do+ 5 (D6, 6]+ 0 () (5.45)

1

P—s P43 o+ P o], o]+ (5.49)

donde D;¢ = 9;¢ + [Ai, ¢], después hacemos un cambio de variable B; = D;¢ tal que A;
tiene la forma

A Ai+ Db+ 3 [Dig, 9]+ 0 (67)

1
:Ai+Bi+§[Bz'a ¢]

coni = w1, T, x3 (r3 complejo), se desprecian los términos de orden superior n > 3 en ¢"
dado que nos interesa estudiar la variacién a segundo orden, por lo que la transformacion
se escribe como: A — A+ B+ B, ¢] y lo mismo ocurre para A — A+ B+ 1 [B, ¢],
ahora los prouctos de A con A se rescriben como

1 _

_ _ _ _ A
AA—>AA+AB+BA+BB+§[B, ¢}+§[B, o] A (5.50)
_ _ _ _ _ A .

AA—>AA+AB+BA+BB+§[B, ¢]+§[B, 9] A (5.51)

donde nuevamente se despreciaron los términos que contienen polinomios mayores de ¢?,
por lo tanto la energia [5.38| perturbada se expresa como

Elgn) = 4n0Tr{~AA~ (AB+ BA) ~ 5 [B. 6] ~ 5 [B. 6| A+ w([A, A] + [4, B]
(B, ]+ [B, B + 5 [[B. 4], 4] + 7 [A, [B, 6]])") (5.52)

donde idéntificamos a (AB 4+ BA) =0 como la ecuacién de movimiento para los Skyrmio-
nes, después usamos la propiedad de la traza Tr {AB} = Tr { BA} y agrupamos términos
en la ecuacion anterior y obtenemos la expresion

1 1

Blgy] ~ 4701 {~AA+ s* [A, A"} +470Tr{~BB—AB—BA-ZA[B, 6]

+:2{(2[A, 4] [B, A] + [A, A] [[B, ¢], A] + [A, A] [A, [B, ¢]]) + [A, 4] [4, B] +
[A, A] [B, B] + [A, B] [A, A] + [A, B] [A, B] + [A, B] [B, A] + [B, A] [A, B]
(B, A] [B, A] + [B, B] [A, A]}} (5.53)

reducimos términos e introducimos la notacién C = A+ 2x*[A4, [A, A]] y C = A+
2k% [A, [A, A]] , luego el funcional de la energfa perturbada ahora se escribe

B, ¢] A

£y zmgmﬁm{_gm ¢ a5 _[c ¢]B}

2 2



90 5 MODELO SKYRME BEBE NO CONMUTATIVO

+4m0*Tr{2 [A, A] [A, B] +2[A, A] [B, B] +2[A, B] [B, 4]

+[4, Bl [A, B] + [B, A] [B, A]} (5.54)

finalmente la expresién de la energia que resulta es:
E[gy] = E[g] +2r0Tr {—2BB +[C, ¢| B+ [C, ¢| B} + 870x*Tr{2BAAB + 2BAAB
— BAAB — BAAB — BAAB — BAAB + BABA + BABA — BABA — BABA}. (5.55)
ahora calculamos la segunda variacion de le energia perturbada para andlizar la estabili-
dad de los skyrmiones bebé no conmutativos. Como ya hemos visto, podemos caracterizar
al espacio de soluciones por solutiones BPS (solitones) y anti-BPS (anti-solitones) dado
que si se conoce una de ellas la otra se obtiene a partir de esta, especificamente introdu-

cimos las soluciones BPS dentro del grassmaniano [5.47| con Gr (1) : P =|0)(0 | donde la
perturbacion mas general en los campos ¢ es como sigue

6= {dal0)(n|—¢} [n)(0} (5.56)

—1

luego escribimos A = g0, g = g0,,9 con g = 1 — 2P tal que

A=(1-2P)0,, (1-2P)=-2(1-2P)9,,P=—-2(1—2P) {—\/%_9 [a, P]}

2
- \/;{(1 ~P)alP+ Pat (1— P)}
y sustituyendo el proyector P = |0)(0| en la ecuacién anterior encontramos que A =
\/g 11)(0], luego para A se tiene que

A= _AT = = (g_lamg)T - = (gaxsg)T = (ax:ag)TgT - - (afsg)g con g = 1-2P
A= {05, (1-2P)} (1 - 2P) = 20, P) (1= 2P) =2 { - . 1]

:_\/g{(l—P)aP—FPa(l—P)}

nuevamente sustituimos P = |0)(0| en A tal que resulta A = —\/g |0)(1], asi las canti-

dades mas relevantes son:

A:\/g|1)(0|, A:—\/g|0)(1|, C:<1+87'f2>,4, C’:(1+8%2)A
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1

202{%;1 (n |+ |0)(n = 1] =260161 | 0)(0 | +Va+ 107 [n+1)(0 |}

n:l

(5.58)
[o,cb]:ﬁ(u—)z{aw Y | =8na6n ] 03(0 [} (5.59)

ahora introducimos las relaciones adicionales: B = —B' y [C’ , qb} =—|[C, gb]T con

[e.9]

=\/%Z(In><1|¢L+\/ﬁln—1><0|¢L—2|0><0|5l,n¢1

+VnF+1]0)(n+1] () (5.60)

N f
€. ¢] =—[C. o = - <\/§ (1455 ) S ten 1130 ~duicn 100 |}>

(C.0] = —ﬁ (1 + 8%) Z{\ n){1] ¢h—10)(0] 6fdin } (5.61)

para la energia perturbada sustituimos las expresiones [5.57], |5.58| y [5.57| ademas de desa-

rrollar los productos BB = —BBT tal que se tiene el término
_ _ _ > 327?/{
n=1
donde los productos AA = —210)(0], AA=—2|1)(1] y AA= AA =0 reducen al conmu-
tador como 4
12
[A, A]" = 25 (1) (1] = J0)(o]) (5.62)

y consecuentemente el funcional de energia (5.33) con el proyector definido (5.39), queda
determinado por

Bl = 4morr {3 011+ G 111+ B 03001}

0

que es la energia definida en el grassmaniano no perturbado, ahora solamente falta célcular
el resto de los elementos en la segunda varicacién. Los elementos que definen el funcional
de energia [5.55| se reducen a las siguientes expresiones:

E[g) =8r (1 + 4—”2) (5.63)

87k*Tr {—BAAB} =0 (5.64)
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87r*Tr {—-BAAB} =0 (5.65)
1 o0
87k°Tr {2BAAB) = 6;“ (Z (n+1) g + |¢1|2> (5.66)
n=1
2 — — 16WH2 > 2
8mr*Tr {2BAAB} = B > [l (5.67)
n=1
9 = = 87m
87k’ Tr {—BAAB} = — {161 +2|¢|*} (5.68)
_ SmK?
87k*Tr {~BAAB} = — 5 Z” 60 (5.69)
n=1
87k*Tr {BABA} =0 (5.70)
87k*Tr {BABA} =0 (5.71)
87k*Tr {—BABA} = 87m 1) (5.72)
871°Tr {~BABA} = 8“ X (5.73)

al sustituir todos estos términos en la expresién de la energia ((5.55)) y ordenar términos,
se tiene entonces que

(o) 2 o0
— 47 {Z {nlonl® = |’} - 3%% {Z [dnl” + W}}
n=1 n=1

2 o0
+87r§ {Z (n+4) |¢n|2 +3 \¢1’2 —2 |¢2‘2}

n=1

asi la energia perturbada es la siguiente:
E[gv] ~ 8 1+4—"””2 + 47 i{n!gﬁ > — ¢ 12}—3%“—2 iW >+ |¢n|?
9 o n 1 9 ra n 1

+87r— {Z (n+4) |gul” +3[61]° — 2|6 } (5.74)

que se reduce a la expresion:

2

Ellgy] = 8 (1 + 4%) + 87 | gol* + 4 <1 + %’f) > nlonl’ (5.75)

n=3

donde se observa que el primer término es la energia definida en el grassmaniano g (sin
perturbar). La segunda variacién del funcional de energia indica que se tienen soluciones
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tipo solitén que son estables a segundo orden en la perturbacion, luego los términos que no
contienen al pardmetro 6 son los elementos de la energia conmutativa (se tienen solitones
no estables) y los que si dependen provienen de la no conmutatividad (estabilizan a las
solitones). Al construir estas soluciones se puede interpretar como una dispersiéon donde
los solitones preservan sus propiedades antes y después de choque, entoces se asimila a un
choque elastico la cual es una propiedades de los solitones estables.
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Conclusiones

En teorfa de campos, modelos (1 4 1)-dimensionales con estructuras lagrangianas
que tienen como ecuaciéon de movimiento una ecuacion de onda no lineal, admiten solu-
ciones onda solitaria de energia finita localizada, y etiquetada por una carga topoldgica
(), que en esencia estda dada por la diferencia de valores de vacio. Estas soluciones en
algunos modelos tienen la propiedad adicional de que preservan su perfil de densidad de
energia después de interaccionar unas con otras, en este sentido son estables y se llaman
solitones. La teoria ¢* tiene soluciones onda solitaria que al interactuar no preservan su
perfil de densidad de energia y pueden incluso emitir rediacion, por lo que son soluciones
inestables y entonces no son solitones, el modelo tiene s6lo dos soluciones de vacio. Un
modelo que si tiene soluciones tipo solitén es el seno-Gordon, con un potencial que contie-
ne un numero infinito de vacios y por tanto admite soluciones multisolitonicas, las cuales
se pueden considerar como formadas por NN solitones béasicos. La densidad de energia de
estos solitones bésicos se mantiene en perfil y valor, después de que interactuan (evolucién
temporal de la solucién multisoliténica) ya que las soluciones son estables. La interaccion
se puede interpretar fisicamente como una dispersién normal o inversa, es decir, se ase-
meja a los choques elasticos de particulas. La posicion donde la densidad de energia es
maxima coincide con el punto donde ocurre la torcedura en la interpolacion entre vacios,
que es la posicion del kink o antikink. Como discutimos, es posible reformular el mode-
lo seno-Gordon en términos de dos campos escalares reales constrefiidos al circulo S*.
Las soluciones solitéonicas estan ahora etiquetados con la primera clase de homotopia de
S1, como consecuencia de compactificar el espacio al circulo S!. La compactificacién es
motivada por el comportamiento asintético del vector campo ¢(oc) = ¢(—oc0). El ma-
peo estd dado por el vector campo del circulo S! a otro circulo S! y la primera clase de
homotopia es m;(S') = Z, que en esencia se identifica con Q.

El modelo sigma no-lineal O(3) en (2 4 1)-dimensiones admite ondas solitarias,
pero estas son inestables y por tanto no son solitones, ya que no preservan sus perfiles de
energia antes y después de interaccionar unas con otras. Las existencia de soluciones ondas
solitarias se puede entender, porque la parte espacial del espacio-tiempo se compactifica a
la S? esfera, mientras que los 3 campos del modelo parametrizan también una S? esfera,
asf los campos ¢ son mapeos de S? en S? cuyo resultado estd descrito por el grupo
de homotopia m3(S?) = Z. Mostramos también que el modelo O(3) es equivalente al
modelo sigma no lineal CP! y por lo tanto este modelo también admite soluciones tipo
onda solitaria. Mediante el teorema de Derrick mostramos que estas ondas solitarias son
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invariantes ante transformaciones de escala, lo cual nos lleva a la conclusion de que las
ondas solitarias de estos modelos, no son estables.

El modelo Skyrme (3 + 1)-dimensional esta compuesto por el modelo sigma O(4) y
otros términos que estabilizan a las soluciones. Realizando una reducciéon dimensional en
una dimensiéon espacial se obtiene un modelo andlogo conocido como el modelo Skyrme
bebé en (2 + 1)-dimensiones. Este modelo admite soluciones tipo onda solitaria pero estas
son inestables, por lo que normalmente se le agregan términos de potencial (a mano) al
modelo para estabilizarlas. El modelo Skyrme bebé no conmutativo fue propuesto como
un modelo sin términos de potencial con la idea de que la deformacion inducida por el
mapeo de Moyal, represente una alternativa para estabilizar a los skyrmiones bebé, ya
que las soluciones BPS (solitones) satisfacen las ecuaciones de movimiento en el skyrme
bebé conmutativo asi como el no conmutativo y se puede generar el espectro de soluciones
al escribirlas en términos de operadores de creacion y aniquilacién en un espacio de Fock.
Para discernir sobre esta idea, en este trabajo hicimos la primera (§F) y segunda (6°FE)
variacion de la energia estédtica (energia de las ondas solitarias), para corroborar si éstas
son estables en el sentido de que preservan sus perfiles en la densidad de energia ante
perturbaciones pequenas. Dado que para un proyector de rango-k la solucién P* decae
en k-copias de P! y a su vez la solucién con k = 1 tiene una carga topolégica Q@ = 1 (un
skyrmién bebé), nos concentramos en estudiar la estabilidad de las soluciones con k = 1.
El resultado obtenido es que estas soluciones son estables y queda como tarea pendiente,
estudiar la estabilidad de soluciones con k£ > 1. En conclusién, la no conmutatividad
plantea una nueva forma de estabilizar a los skyrmiones bebé, como alternativa a la
forma usual de introducir un término de potencial para romper la invariancia de escala.
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Modelo Skyrme

Fisica de particulas

En 1961 el fisico inglés Tony Hilton Royle Skyrme (1922-1987) propuso el modelo
Skyrme (3 + 1)-dimensional el cual admite soluciones tipo solitén llamadas Skyrmiones,
para describir un modelo de bariones que permitiera describir la interaccion entre nucleo-
nes y donde el nimero bariénico es asociado a la carga topoldgica () de los skyrmiones. El
modelo se puede considerar como el posible limite de bajas energias de la Cromodinami-
ca Cuéantica. Hagamos un recuento breve de los problema que llevaron a proponer este
modelo. En la figura [5.1] se muestra la clasificacion de las particulas, las cuales estan
divididas en tres grupos: hadrones, leptones y particulas de fuerza. Los hadrones estdn
constituidos por quarks y son de dos tipos:

1. Bariones: Compuestos por 3 quarks. Los mas representativos por formar el nicleo
atémico son los neutrones y los protones, pero existe un gran nimero de bario-
nes, aunque todos inestables. Estas particulas tienen carga bariénica B = +1 y se
comportan como fermiones.

2. Mesones: Compuestos por un quark y un antiquark. Tienen ntimero bariénico
B = 0 y se comportan como bosones. Los piones son ejemplos de estas particulas.

Los leptones son particulas que carecen de sub-estructura, como es el caso del
electron. Las particulas portadoras de fuerza son las encargadas de la interaccion, ejem-
plos de estas particulas son los gluones y el foton. Los gluones actiian sobre los quarks.
Los quarks son particulas fundamentales que a su vez forman otras particulas como los
protones y neutrones e interactian a través de los gluones, existen 6 tipos de quarks:
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Particulas

Hadrones

Leptones Eortadores de Fuer@
[Bariones] ﬂﬂesonesj gludn, graviton, efc.

gluon

Figura A.1: Clasificacién de particulas. En la interaccion quark-antiquark el portador de
fuerza es el gluén

tres de espin %, llamados: up, charm y top, y tres con espin —% llamados: down, strange
y botton. Relevante para nuestra discusion estd mencionar que se conocen tres tipos de
decaimientos débiles: los leptonicos donde solamente hay interaccién entre leptones, se-
mileptonicos en el que interactiian leptones y hadrones y hadronicos en donde solamente
hay interacciéon entre hadrones.

) ] mn

u C t Y Fuerza electromegnética
up charm top foton
QUARKS d S b g Fuerza nuclear fuerte
down strange bottom gluén
Ve Vi vT Z0 Fuerza nuclear débil
neutrino neutrino neutrino boson Z
electron muén tau
LERIONES! e v T W+ Fuerza nuclear débil
electron mu tau boson W

Bosones

Figura A.2: Clasificacién de particulas.

Ntcleo atémico

La estabilidad de los nicleos atémicos depende del niimero de protones y neutrones
que contiene, se ha observado que los nicleos que contienen un nimero perqueno de
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protones y neutrones son estables pero ello no ocurre conforme aumenta este nimero, por
otro lado, la fuerza fuerte es la que mantiene unidos a los protones y neutrones aqui el
pion juega un papel muy importante para que el nicleo sea estable, por esta razén ha sido
muy estudiado. Un protén aislado no decae, mientras que un neutron aislado se desintegra
y presenta una interaccién débil, esto es:

n’ —pt+e 47

Sin embargo cuando estas particulas estan dentro ambas pueden decaer y estos decai-
mientos son de la forma:

n’ = pt 4
pt2n’ ot
los cuales ocurren con mucha frecuencia dentro del nicleo, y se dan en un lapso de tiempo
muy pequeno.

AN
Niimero de Neutrones r 120
100 -
126 ﬁ [ & i
8 Cinturon de estabilidad
S{J —
=3
o
=
-
o 60t
[T
BN ! . E N
{ Tipo de g
. decaimiento wl Neutrones
[ Cmpt Protones
50 | ’ | mp L
oo
. m Fision 0+
8 | i m Protén
i ® Neutron L
14 : m Nuclido estable
5 i Desconocido ] | ] | ! ] 1
i 0 20 40 60 80
PEETREET: s g Niimero de proptones

B2
Nimero de Protones

Figura A.3: Decaimientos (primera gréfica) y la estabilidad en el niicleo (segunda grafica).

Modelo Skyrme

El modelo Skyrme es una teoria de campo no lineal con soluciones soliténicas llama-
das Skyrmiones, es una teoria efectiva de bajas energias de la Cromodinamica Cuéntica
que describe bariones en una fase débilmente acoplada, la cuantizacién semi-clasica del
modelo es muy exitosa en la descripcién de las propiedades fenomenolédgicas de bariones
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en la regién de baja energfa. Originalmente el modelo Skyrme SU (2) se construyé con
un campo unitario: U (¢t,z;) con i = 1, 2, 3 (el campo Skyrme), en una representa-
cién fundamental del grupo SU (2), con una condicién de frontera natural: U — 1 en
|z;] — oo. El campo unitario U representa un mapeo topolégico S* — S con un niime-
ro de enrrollamiento entero ), que clasifica los sectores soliténicos del modelo (el nimero
bariénico B se identifica con la carga topoldgica Q). El modelo se puede generalizar a
los grupos SU(N), las versiones del modelo Skyrme SU(2) y SU(3) se pueden cuantizar
can6nicamente, donde se tienen nuevos términos en el lagrangiano, relacionados con las
correcciones cuanticas para la masa de los skyrmiones que restauran la estabilidad de los
solitones que se pierde durante la aproximacion semi-clasica, llevandonos a la conclusion
de que en cierta forma los Skyrmiones son estables (en un rango de tamano del solitén).

Modelo Skyrme SU(2)

Para el modelo Skyrme con dos sabores (dos quarks) se introduce el modelo sigma
no lineal tal que los campos son identificados con los mesones ligeros o piones 7 (Z). En
términos del campo unitario (que pertenece a SU(2)) se tiene que

iT- T (X)
f Y
s
donde T es un isovector cuyas componente son las matrices de PauliE| y fx es la constante

de decaimiento del pién (7 — 4+ 1), entonces la densidad lagrangiana (modelo sigma o)
de este modelo es:

(@) =

2
_ _Jr wrr\t
L, = =Tt [8HU(8 U) } , (A.1)

la cual describe propiedades de los piones, pero sus soluciones tipo onda solitaria son
inestables. Para remediar esta caracteristica Skyrme propuso agregar un término de cuarto
orden en sus derivadas espaciales y cuadratico en las temporales, a este término se le
conoce como el término Skyrme:

Lgi =

=517 <[UT6#U, UTa,,Uf) , (A.2)

donde e es una constante de acoplamiento adimensional. El modelo con soluciones estables
ahora estd descrito por la densidad lagrangiana de bariones £ = L, + Lg, esto es:

k 1 2
SBarion = /dg‘r {_1_6TT (aNUaMUT) + @TT [UTgliU» UT(?VU} } . (A?))

La simetria de lagrangiano Skyrme es (SU (2) x SU (2)) /Zs = SO (4) que corresponde
a las transformaciones U — O1;UQO;, donde O y O, representan elementos constantes de

1LasmatricesdePaulison:7'1:((1) (1)>,72=<(3 _Ol>y7'3:<(1) _01 )
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SU (2), la otra condicién de frontera es U (c0) = 15 y al evaluar el campo Skyrme en esta
se tiene un rompimiento espontdneamente en la simetria del lagrangiano Skyrme a una
simetria iso-espin SO (3). Como resultado de la conjugacién

U~ OUOY,  0eSU (2), (A.4)

la teoria del pion no lineal ahora tiene el campo Skyrme

l

U:0+f27?-F, (A.5)
donde 7 = (my,ms,m3) (triplete para los campos del pién) y o es un campo adicional
determinado por los campos del pién sujeto a la constricciéon o? + 7@ - © = 1. Como

consecuencia de U € SU(2), el signo de o se determina para establecer la continuidad del
campo y establecer las nuevas condiciones de frontera 7 (00) = 0, 0 (00) = 1.

A menudo se escribe la accion del modelo Skyrme en términos de una corriente
R, = (0,U)UT, de SU(2), con la cual el lagrangiano queda como

1 1
SSkyrme = / {—ETT (R, R") + 1—6T7’ ([Ru, R, [RM, R"])} ;. (A.6)
Es claro que en esta accién se han fijado los valores de las constantes de acoplamiento.
Las ecuaciones de movimiento que se obtienen para el modelo son

9, (R“ + % (B[R, R“]]) o, (A7)

la cual es una ecuacion de onda no lineal y representa una ecuacion analoga a la de conser-
vacién de corriente si se escribe en la forma 9, R* = 0, donde R* = R* + 1 [R"[R,, R"]].
La parte estética de las soluciones en el modelo skyrme U (x;), conducen al funcional de
energia como funcién de R

- é / {‘%TT (Bif) = %TT ([R:, Ryl IR, Rﬂ)} &z, (A.8)

Las soluciones estaticas son puntos criticos que corresponden a minimos de la energia y el
campo Skyrme estético es un mapeo en principio de R? a S (SU (2)), pero las condiciones
de frontera nos permiten compactificar el espacio a S* ~ R? U {oo}. En general, se hace
una extensiéon del mapeo racional para construir campos Skyrme en SU(N) de la esfera
Riemanniana en el modelo CPY~1, al introducir un proyector (en SU (2)) tal que U se
escribe como una funciéon de P, asi

4 2
U=exp (zf (QP— NlN))
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donde f es una funcién, el vector con N componentes 7@ = t/(x3) : S? — CP¥~! es un
mapeo racional de la esfera Riemanniana a los CV, P es un proyector de tamano N x N
que se construye de un vector v con N componentes, es decir

con estos proyectores P el modelo Skyrme se puede generalizar a una teoria de dimension
mayor. El modelo Skyrme SU () involucra campos en SU (N) que describen funciones
de x; = 7 y xo que toman valores en SU () y sus soluciones estaticas corresponden
a configuraciones de campo que describen soluciones multi-skyrmiones (que son puntos
estacionarios, puntos méaximos o silla) del funcional de energia estatica

1 1 e 1 _ 172
ESkyrme = @/R& {_iTT (&UU 1) — ET?” [@UU 1, @UU 1} }d:))l' (A9)

con el campo skyrme U (z;) € SU (), los multi-solitones son soluciones de la ecuacién de
movimiento

0; (@-UU‘I o, UU, [o,UU, &-UU‘I}]) =0 (A.10)

1
4

que son ecuaciones de movimiento para campos sin masa.
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