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RESUMEN

En el capitulo 4 de este trabajo analizamos las condiciones en las cuales
al suministrar calor a temperatura constante en la parte de abajo a un flui-
do confinado en un recipiente ctbico con paredes laterales adiabaticas éste
cambie de un estado conductivo estable a uno convectivo inestable. Usamos
la aproximacién de Boussinesq y el principio de intercambio de estabilidad
para las ecuaciones que tienen al campo de velocidades, la presion y la
temperatura como variables de perturbacién. Al aproximar las soluciones
por el método de Galerkin obtuvimos 8 problemas de valor propio, en cuyas
ecuaciones ya no esta incluida la presién, con valores propios dependientes
del nimero de Rayleigh: A = 1/Ra. De estos 8 problemas solo cuatro nos
dan valores propios mayores que 10™4, una cota necesaria debido a que los
célculos son numéricos. Nuestros resultados son Ra = {3391.17, 5910.09,
7462.98, 8610.01}, de estos valores obtuvimos los tres primeros usando el
método de potencia, ademés 3391.17~! es un valor propio repetido, estos
valores coinciden con los reportados en los articulos [12] y [13], los cuales
motivaron este trabajo. Las funciones de prueba que usamos forman un
conjunto ortogonal completo ya que, tal como en los articulos recién citados,
las obtuvimos a partir de problemas de Sturm-Liouville. Particularmente el
menor valor de Ra (3391.17) satisface nuestras expectativas.

En capitulos 2 y 3 incluimos, respectivamente, la modelacién matematica
y el estudio de la inestabilidad de una ldmina ”infinita”de fluido, ademas
anexamos el cédigo de los programas que elaboramos.
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1. INTRODUCCION.

Quizé el estudio del comportamiento de los fluidos se remonte a la época
en que el hombre necesité manipular el agua, sin embargo, el estudio sis-
tematico que exigen los paradigmas de lo que hoy conocemos como ciencia
inicié hace un poco mas de cien anos. Algunos de los personajes que inicia-
ron esta era de conocimiento fueron Bénard, Reynolds, Rayleigh, Helmholtz.
Reynolds, por ejemplo, en 1883 establecid las condiciones para que un fluido
que recorre un tubo pase de un regimen laminar (regular) a uno turbulento
(irregular). Bénard, en su ya clasico experimento en 1900, suministré calor
a una capa muy delgada de fluido, la parte de arriba sin tapar, resultando
movimiento; varias diminutas fuentes de fluido distribuidas uniformemente
en la superficie tal que, vistas por arriba, se apreciaron estructuras hexago-
nales, bautizadas después como células de Bénard.

Los capitulos 3 y 4 abordan directamente el objetivo de este trabajo: la
estabilidad hidrodinamica, concretamente nos proponemos determinar las
condiciones para que un fluido al cual se le suministra calor y que se en-
cuentra en un regimen laminar cambie a uno turbulento o cambie a otro
regimen laminar. Los dos experimentos citados en el parrafo anterior ejem-
plifican estos cambios.

Al movimiento de fluido debido al suministro de calor por la parte in-
ferior se le conoce genericamente como conveccion de Bénard, sin embargo
si el fluido examinado tiene forma de ldmina muy delgada, el experimen-
to de Bénard por ejemplo, ver [5] pag. 34, los patrones de movimiento se
deben principalmente a la variacién de la tension superficial. En otro caso
el movimiento se deberd al flotamiento: para condiciones particulares del
fluido, ver el capitulo (3) de este trabajo para mas detalle, elementos de vo-
lumen que se encuentran en la parte inferior suben al tener menor densidad,
ésto debido al suministro de calor, que sus vecinos de arriba mientras que los
de arriba bajan debido a la gravedad. Para distinguir entre estos dos casos al
primero se le llama conveccion de Bénard-Marangoni y al segundo convecci-
6n de Bénard-Rayleigh. En este trabajo tratamos solo con la conveccién de
Bénard-Rayleigh.

En el capitulo 3 analizamos la estabilidad de una hipotética lamina infini-
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ta de fluido de ancho d, usamos el método de los modos normales, ya usado
por Stokes, Kelvin y Rayleigh, obtenemos un problema de valores propios
el cual a su vez nos conduce a ecuaciones trascendentes. Examinamos tres
condiciones de frontera distintas. Cabe la aclaracién que la forma de resolver
este problema aparece en por lo menos los libros [2] y [5], sin embargo este
capitulo es valioso en el sentido en que nos prepara para el problema del
siguiente capitulo.

En el capitulo 4 analizamos la inestabilidad de un fluido contenido en
un recipiente cibico, usamos el método de Galerkin el cual nos conduce a
8 problemas de valores propios, de éstos solo 5 (uno repetido) resultan ser
valores propios mayores que 1074, una cota necesaria debido a la resolucién
del problema por métodos numéricos.

De otro tenor es el capitulo 2, aqui obtenemos a partir de leyes de conser-
vacion de masa, de momento, de energia y de suponer dos relaciones lineales:
densidad-temperatura y deformacion-esfuerzos cortantes, las ecuaciones que
modelan el comportamiento del fluido, adicionalmente al considerar el sumi-
nistro de calor suponemos vélida la aproximacién de Boussinesq (densidad
constante excepto en términos debidos al flotamiento) ademds usamos, y de-
mostramos, algunos teoremas y hacemos algunas observaciones a las fuentes
consultadas.

En este trabajo abordamos el estudio de los fluidos desde un punto de
vista macroscépico, es decir las variables y los parametros que lo caracterizan
seran: densidad, velocidad, temperatura, presién, etc, ademés supondremos
que en cualquier punto del espacio estas cantidades estdn bien definidas
que son continuas y de cambio suave. Esta suposicién es conocida como la
hipotesis del continuo, la cual nos permite ignorar la naturaleza atomica
de los fluidos. Damos por cierta, entonces, la existencia de un elemento de
volumen, una parte de fluido lo suficientemente pequenia como para tratarla
como un punto desde el punto de vista del calculo pero lo suficientemente
grande como para poseer densidad.

Dado que podemos analizar el comportamiento de un fluido desde dos
concepciones distintas, atribuidas a Euler y a Lagrange, en la primera obte-
nemos informacién a partir de aplicar las leyes de la mecédnica a elementos de
volumen, uno a la vez, a lo largo de su recorrido; la segunda, consiste también
en aplicar las leyes de la mecanica, pero ahora permanecemos estaticos, en
varios lugares, uno a la vez, y obtenemos la informacion a partir de la obser-
vacion del fluido que nos es accesible desde nuestros puestos de observacion,
en el capitulo 2 de este trabajo, en la ecuacién de conservaciéon de momento,
involucramos las dos concepciones y mostramos que son equivalentes.



2. LEYES DE CONSERVACION Y LA APROXIMACION DE
BOUSSINESQ

Usamos las leyes de conservacién de masa, momento y energia e hipétesis
y consideraciones adicionales para obtener las ecuaciones que modelan el
comportamiento del fluido. Sin embargo al considerar que al fluido se le su-
ministra calor por la parte inferior incorporamos la observacién adicional,
conocida como la aproximacién de Boussinesq, de que si la diferencia de
temperaturas entre la parte inferior y superior es pequenia podemos con-
siderar constante a la densidad excepto cuando los efectos de ésta, junto
con los de la gravedad, resultan en movimiento de fluido, adicionalmente
como resultado de esta suposicién también podemos considerar constantes
las otras propiedades fisicas del fluido: viscosidades, conductividad térmica,
expansién volumétrica y calor especifico a volumen constante.

La primera ecuacién que examinamos es la ecuacién que se obtiene a par-
tir de la ley de la conservacién de masa, llamada la ecuacion de continuidad,
este nombre debido a la hipétesis (hipdtesis del continuo) de que un fluido
tiene una estructura continua en su masa, i.e. suponemos que las moleculas
que conforman el fluido no dejan espacio entre si.

De las leyes de conservacién ya citadas obtenemos independientemente
ecuaciones en forma diferencial e integral, mostramos, considerando que las
funciones involucradas son continuas y derivables, que ambas formas, dife-
rencial e integral, son equivalentes, pero ademas al modelar la ley de con-
servacién de momento para un fluido ideal consideramos por separado dos
tipos de regiones, estaticas y las que cambian con el tiempo y mostramos la
equivalencia de las ecuaciones obtenidas.

2.1. Aspectos bdsicos

Consideremos una regién D C R? (i.e. D es abierto y conexo) por la que
cruza el fluido, sea x = (x,y, 2) € D. Una particula de fluido que pasa por
el punto x en el tiempo ¢ tiene asociadas dos funciones: la velocidad u(x, t)
y la densidad p(x,t). Si W C D es una subregién de D, la masa de fluido
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contenida en W al tiempo ¢ esta dada por

m(W, 1) = /W plx, )V,

donde dV es el elemento de volumen en el espacio. Si W no cambia con el
tiempo y p es derivable con respecto al tiempo entonces la tasa de cambio
de masa en W es

d B ap
Com(W,1) = /W 2 (x t)av.

Denotemos por OW a la frontera de W la cual supondremos suave, y
sea n el vector normal unitario que apunta hacia el exterior de W definido
en todos los puntos de OW, ver figura (2.1), note que —n apunta hacia el
interior de W; dA serd el elemento de drea sobre OW. La tasa del flujo de
volumen que cruza, en direccién normal, la frontera W hacia el exterior de
W por unidad de area es u - n, y en consecuencia el flujo, hacia el exterior
de W, de masa por unidad de area es pu-n Con estas definiciones estamos
listos para establecer la ecuacién de la conservacién de masa.

Trayectoria de una
particula de fluido

u(x,t)

Fig. 2.1: Una region W en el espacio esquematizada como cortada por un plano.
Se aprecia el movimiento de una particula de fluido, la velocidad de la
particula a un tiempo ¢, la frontera de W (una parte) y uno de los vectores
normales a la frontera n.
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2.2. Conservacién de masa

Enunciemos el principio de conservacién de masa: La tasa de incremento
de masa en W es igual a la tasa en la cual la masa cruza hacia el interior a

OW, es decir,
d

— pdV——/ pu-ndA.
dt Jw ow

Esta ecuacion es conocida como la forma integral de la la ley de la conser-
vacién de la masa. Suponiendo derivabilidad de p y u y que W no cambia
con el tiempo, por el teorema de la divergencia esta ecuacion es equivalente a

dp . _
/W {(‘)t + dw(pu)] dV =0,

dado que esto es para cualquier subregion W de D tenemos

% + div(pu) =0. (2.1)

Esta dltima ecuacién es la forma diferencial de la ley de la conservacién de
la masa también conocida como la ecuacion de continuidad. Notemos que
en la forma integral de la conservacion de la masa se supuso la existencia
de p mientras que en la forma diferencial suponemos ademas que p y u son
derivables con respecto a t.

2.3. Conservacion de momento; primera parte.

A partir del principio de conservacién de momento lineal (la segunda
ley de Newton) obtendremos tres ecuaciones, conocidas como las ecuaciones
de movimiento, dos de ellas estaran en forma integral y una en forma dife-
rencial, las diferencias entre las ecuaciones integrales seran la suposicién de
derivabilidad de las funciones involucradas y la dependencia del tiempo del
volumen sobre el cual se integra, también mostramos que salvo la deriva-
bilidad de las funciones las tres ecuaciones son equivalentes. Esta serd una
primera modelacién dado que supondremos un fluido ideal, uno en el cual
solo se toma en cuenta la componente normal de la presiéon. En la seccién
siguiente el modelado sera considerando los componentes normal y tangen-
cial de dicha fuerza.

Esta seccién nos introduce a notacién y conceptos propios de la hidro-
dindmica, especificamente lo que tiene que ver con la aceleraciéon y con las
fuerzas.
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2.3.1. La ecuacién de movimiento de un fluido ideal

Si x(t) = (z(t),y(t), 2(t)) es la ruta seguida por una particula de fluido
entonces su velocidad estd dada por u(z(t),y(t), z(t),t) = (&(t),y(t), 2(t))
es decir u(x(t),t) = 4£x(t), la aceleracién de la particula sers

2
a(t) = (1) = “ula(t),y(t), (1), ),

por regla de la cadena se tiene

Ju., Jdu. OJu. OJu
a(t) :%JI + aﬁyy + + E;

z
0z
lo cual se puede abreviar como

a(t) = <‘Z‘: + u-Vu> .

Noétese que al abreviar hemos definido de manera implicita el gradiente
de un vector (Vu) como una matriz y el producto punto (izquierdo) de un
vector por una matriz (u-Vu). En efecto, usando subindices para indicar
derivacién parcial, tenemos:

Uy Uy Uy Vu
Vu=(u,u,u,)=| v, vy, v, =| Vv
Wy Wy Wy Vw
mientras que
u-Vu
u-Vu = (uu+uv+uww)=| uVo (2.2)
u-Vuw

En adelante usaremos cualquiera de las representaciones anteriores.

Al operador
D 0

Dt o Y
se le llama la derivada material, esta toma en cuenta el hecho de que el fluido
se mueve y que la posiciéon de las particulas cambia con el tiempo, nétese
que u-V # V-u. Asi si f(x,y, 2,t) es una funcién (escalar o vectorial) que
depende de la posicién y del tiempo entonces a lo largo de la trayectoria de
una particula de fluido,

of

d d
Ef — %f(m(t),y(t%z(t)’t) - <8t

+u-Vf> = Dgtf'
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Cabe mencionar que podemos establecer la ecuacién de conservacion de
masa en términos de la derivada material, veamos que al desarrollar div(pu),
de la ecuacién (2.1) tenemos:

0
a—fjtu-V(p) + pdiv(u) =0,
Dp . _
E-f—pdw(u) =0. (23)

Para cualquier medio continuo, en este caso una porcién de fluido, las
fuerzas que pueden presentarse se clasifican en dos tipos: las fuerzas externas
o volumétricas tales como la gravedad o los campos magnéticos, las cuales
se caracterizan por actuar sobre el volumen del fluido y las fuerzas internas
o de contacto, los efectos de la viscosidad y la presién por ejemplo, las cuales
consideran la forma en que una porcién de fluido se ve afectada por el resto
del fluido a través de la superficie de ésta. A las fuerzas internas también se
les conoce como esfuerzos, y asi es como las llamaremos.

Realizaremos un primer acercamiento a los esfuerzos considerando un
fluido ideal, en el cual la viscosidad es cero, una manera equivalente de ha-
cer esta consideracién es la de suponer que las fuerzas que ejerce el fluido
sobre una porcién de éste solo son normales a la superficie de dicha porcién,
quedando de esta manera fuera de consideracién los componentes tangen-
ciales de las fuerzas. Para poner la definicién en términos mateméticos pos-
tulamos que para cualquier movimiento del fluido la presién es una funcién
de la posicién y del tiempo i.e. p = p(x,t) tal que si W es una regién (en
R?) en el fluido a un tiempo ¢, con W como su frontera, el esfuerzo ejercido
por el fluido sobre W en direcciéon normal, a través de la superficie OW, por
unidad de drea en x €OW en el tiempo ¢ es —p(x,t)n, donde como antes n
es la normal unitaria externa en x; i.e.

Fuerza aplicada a W a través de OW por unidad de drea = —p(x,¢)n.
(2.4)
lo cual en términos llanos nos indica que el esfuerzo es el componente normal
de la presion.
El esfuerzo total ejercido sobre el fluido que estd dentro de W a través
de su frontera es

Sow = fuerza sobre W = — / pndA;
ow

si e es un vector fijo en el espacio el teorema de la divergencia (suponiendo
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p derivable) nos da

e-Sow = —/(9 pe - ndA= —/ div(pe)dV = —/ grad(p) - edV,
w w w

lo cual implica
Sow =~ [ _grad(p)av.
w

Por otro lado si b(x, t) es la fuerza volumétrica por unidad de masa, la fuerza

volumétrica total es
B= / pbdV.
w

Asi para cualquier regién de fluido
Fuerza por unidad de volumen = —grad(p)+pb.

Por la segunda ley de Newton (la fuerza es la derivada del momento lineal)
se obtiene la forma diferencial de la ley de balance de momento

Du
"Dt
en donde ambos lados de la igualdad estan expresados en unidades de volu-
men.
Ahora procederemos a establecer la forma integral de balance de momen-
to la cual se puede obtener de dos formas a partir de su forma diferencial y
a partir de principios bésicos.
Comenzemos por la forma diferencial, ecuacién (2.5), desarrollando la
derivada material de la parte izquierda tenemos

= —grad(p)+pb, (2.5)

o

pafl; + p(u- V)u= —Vp+pb,
o

paf? = —p(u-V)u— Vp+pb,

usando %(pu) = %u + p% y la ecuacién de continuidad en la direccién de

u (%u = —div(pu)u) tenemos

0 .
5 (Pw) = —div(puju — p(u - V)u — Vp+pb,
y si e es cualquier vector fijo arbitrario en R3

e- gt(Pu) = —div(pu)u-e—(u-V)pu-e— Vpetpb-e
= —div(pet+pu(u-e))tpb-e.
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ésto ultimo a causa de que (u-V)pu-e=V(u-e)-pu. Asi es que si W es
un volumen fijo en el espacio, la tasa de cambio de momento en direccién e
en W es:

e- jt/ (pu)dV = / —div(pe+pu(u - e))+pb - e|dV,

usando teorema de divergencia

e d (pu)dV = —/ (pe+pu(u~e)-ndA+/ pb - edV
dt ow w

= —/ (pn+pu(u-n)‘edA+/ pb - edV,
ow w

asi entonces la forma integral del balance de momento es:

d

(pu)dV —/ (pn+pu(u - n))dA+/ pbdV. (2.6)
dt ow w
La expresiéon pn+pu(u - n) es el fluyjo de momento por unidad de drea que
cruza perpendicularmente a OW donde como antes n es un vector normal
a OW que apunta hacia afuera de W.

La deduccién de la forma integral del balance de momento a partir de
la forma diferencial nos fue posible suponiendo la derivabilidad necesaria en
las funciones involucradas, sin embargo, podemos obtener la forma integral
por consideraciones distintas a las ya empleadas lo cual a su vez reduce las
restricciones. Introduzcamos nuevas nociones

Sea D una regién en R3 en la cual el fluido se mueve, sea x € D.
Denotemos por ¢(x,t) la trayectoria que sigue la particula que estd en el
punto x al tiempo ¢ = 0. Supongamos que ¢ es lo suficientemente suave
para que sean legitimas las operaciones que hagamos con ella, supongamos
ademds que para un tiempo t fijo, @ es un mapeo invertible. Sea ¢; el mapeo
x —@(x,1); i.e. con t fijo esta mapeo manda a cada particula de fluido desde
su posicién en el tiempo t = 0 a la posicién en el tiempo . Llamaremos a
el mapeo de flujo de fluido. Si W C D entonces ¢ (W) = W, es el volumen
W que se mueve con el fluido. Vease figura (2.2) El balance de momento
nos dice que la tasa de cambio de momento de una porcién del fluido en
movimiento es igual a la fuerza total (fuerza volumétrica mas esfuerzos)
actuando sobre ella. En términos de integrales tenemos:

d/ (pu)dV = —/ pndA+/ pbdV. (2.7)
dt W OWy Wi
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Las formas de balance de momento (2.5) y (2.7) son equivalentes, para
probar esta afirmacion, usaremos el:
Teorema de transporte: (ver demostracién en seccién A.2 del apéndice).

D

& [ oy = [ ogav (28)

Usando el teorema de transporte, ecuacién (2.8) en la ecuacién (2.7), y
pidiendo que W, y en consecuencia Wy, sea arbitraria y los integrandos sean
continuos; tenemos:

D d
/ p—)dV =— [ (pu)dV = —/ pndA+/ pbdV,
w, Dt dt Jw, oW, W,

integrando, y usando teorema de divergencia, tenemos a la ecuacién (2.5)

D
p (W) = —grad(p) + pb.

Concluimos asi que las tres formas de balance de momento (2.5), (2.6) y
(2.7) son equivalentes.

Fluido en
movimiento

Fig. 2.2: Diagrama que ejemplifica el mapeo de flujo de fluido
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2.4. Conservacion de momento; segunda parte

2.4.1. El tensor de esfuerzos

En la seccién anterior establecimos la ecuacién de balance de momento
para un fluido ideal, en donde el Unico esfuerzo que se consideramos fue el
debido al componente normal de la presion, lo que sigue es tomar en cuenta
los esfuerzos tangenciales, para tal efecto cambiaremos la parte derecha de la
ecuacién (2.4), asi que igual que procedimos con esta ecuacién consideremos
una region W en el fluido a un tiempo ¢, adoptando la notacién recién usada
escribiremos W;. Con lo que tenemos

Fuerza aplicada a W; a través de OW; por unidad de drea =o. (2.9)

A o se le llama el vector de esfuerzos, el componente normal de o es el
esfuerzo normal mientras que el componente tangencial es llamado el esfuezo
cortante. Cabe la aclaracién que la distincién entre esfuerzos normales y
tangenciales no es apreciable a partir de o, si en cambio escribiendo al vector
de esfuerzos de otra manera, tal como veremos mas adelante.

Componente

normal n
\ A o
x 7
d Componente

tangencial

Fig. 2.3: El vector de esfuerzos como una fuerza superficial con componentes tan-
genciales y normales al drea sobre la cual aplica

Anédlogo a la obtencién de la ecuacién (2.7), incorporando los esfuerzos
tangenciales y normales el principio de balance de momento; la tasa de
cambio del momento lineal del volumen, siendo la suma del total de las
fuerzas internas y externas, queda:

d
— (pu)dV—/ adA—i—/ pbdV. (2.10)
dt Jw, oW Wi
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Como se puede apreciar esta nueva ecuaciéon aporta muy poco mientras
no conozcamos la naturaleza del vector de esfuerzos. Un primer paso para
conocerlo es el llamado Principio de Cauchy el cual establece que o es una
funcion vectorial de la posicién y del vector normal del elemento de superficie
i.e. 0 = o(x,n).

Para hacer evidente el principio de Cauchy consideremos a ¢ como una
fuerza superficial por unidad de drea y consideremos también una superficie
diferencial dA sobre la que actua, cuya orientacion en el espacio esta dada
por el vector unitario n. Ver figura (2.3).

Al tener componentes normales y tangenciales o generalmente no esta
en el plano de la superficie; el principio de Cauchy se ve reflejado en el:

Teorema de Cauchy (ver demostracién en la seccién (A.3) del apéndice)

3
O’Z'(X7 n) = Z PJm]
J=1

Donde Pj; representa el esfuerzo por unidad de 4rea que actua sobre un
elemento de superficie normal al eje z; en la direccion de ;. A Pj; se le
conoce como el tensor de esfuerzos, o bien con la notacién P = Pj; matriz
de esfuerzos.

Notemos que P sélo depende del vector de posicién i.e. P = P(x),
ademas el teorema de Cauchy nos asegura que el vector de esfuerzos es una
funcién lineal del vector normal.

Dentro del contexto de la mecanica de fluidos esta ultima ecuacién se
escribe de dos formas distintas, veamos:

a) Con la convencion de la suma cartesiana, aplicable solamente a ex-
presiones que tengan subindices repetidos, en este caso el subindice j esta
repetido en el producto P;jnj; la cual consiste simplemente en quitar el
simbolo de la suma, pero con la suma vigente.

O‘Z'(X, l’l) = ijj.

En adelante expresiones con subindices repetidos nos indicaran suma aunque
el simbolo de la suma no aparezca. Esta forma de escribir nos introduce a
la notacién tensorial, la cual burdamente se puede decir que es el manejo
de expresiones con subindices (casos particulares son los vectores y matri-
ces y operaciones que los involucran) junto con la convencién de la suma
cartesiana.

b) Como la multiplicacién entre un vector y una matriz, n-P = Pn, la
operacion del lado derecho de esta ultima ecuacion es la usual, aunque para
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los propdsitos que buscamos nos conviene tener explicitamente el producto
punto:
o(x,n) =n-P.

Usaremos, segtin consideremos conveniente, cualquiera de las dos repre-
sentaciones n-P = Pymn; i,j = {1,2,3}. Ademads, tal como en la seccién
anterior, usaremos también n-P = (n- P, n- P2 n- P37, donde P’ es el
i-ésimo vector-renglén de la matriz P.

Regresemos a la ecuacién (2.10) para obtener su forma diferencial. Pri-
meramente nos enfocaremos al término de las fuerzas internas, usaremos los
teoremas de Cauchy y de la divergencia para integrarlo.

/ odA
oWy

= / (n-P)dA
oWy

= / (n-P'n-P:n-PHTdA
oWy

= / (V-PLV.-P L V.PHlav
Wi

= /W (V- P)av.

Usando este resultado y el teorema de transporte (A.2), para la parte izquier-
da de la ecuacién (2.10), ésta queda:

D
P2y = / (V- P)dV+ / pbdV.
w, Dt Wi Wi

Como esta ecuacion es verdadera para cualquier volumen arbitrario tenemos
la forma diferencial de la conservacién de momento.

Du

— =V . P+pb. 2.11
P i +p (2.11)
En notacién tensorial esta ultima ecuacién se escribe:
ou; ou; oP;;
U puy 54 pbi. (2.12)

P tPU S =
(915 ]8xj 890]-

Aunque ya hemos avanzado en el problema de modelar la ecuacién de
movimiento en su forma mas general, ésta se puede simplificar a través de
considerar propiedades fisicas atin no enunciadas y de considerar algunas
hipotesis. Para tal efecto hagamos un paréntesis.



2. Leyes de conservacion y la aproximacion de Boussinesq 19

2.4.2. El tensor de deformacion e hipotesis adicionales

A continuacién enunciamos la existencia del tensor de deformacién ade-
mas consideramos algunas hipotesis adicionales y exploramos las consecuen-
cias que de ellas se derivan.

1. En una vecindad de cada punto, digamos x, el campo de velocidades
u es gobernado principalmente por una traslacién, una rotacién (ambas
rigidas) y una deformacién, ver demostracién en A.4. La deformacién resulta
de aplicar una matriz, dependiente de x, simétrica:

1
D= |Vu+ (Vvu)'|, (2.13)

al vector de desplazamiento h = y — x, donde y es un punto cercano a x. En
notacién adecuada esta matriz es conocida como el tensor de deformacién,
cabe aclarar que esta es una propiedad general de campos vectoriales en R?
por lo que el comportamiento del fluido es irrelevante en la obtencién de
este resultado.

2. Si consideramos fluidos no polares el tensor de esfuerzos Pj; es simétri-
co, ver demostracién en A.5, ésto como consecuencia de suponer que el mo-
mento angular se conserva. i.e. los torques que aparecen en el fluido son solo
debido a fuerzas externas. En adelante usaremos P;; en vez de P;.

3. Suponemos que el tensor de esfuerzos depende linealmente del tensor
de deformacion, la ecuacién que resulta de esta suposicién es una ecuacion
constitutiva, i.e. una ecuacion que refleja de manera aproximada el compor-
tamiento mecédnico del fluido en condiciones particulares.

4.- Suponemos que tratamos con un fluido isotrépico: la relacién fun-
cional entre los tensores de deformacion y de esfuerzos es independiente de
la posicién y orientacion del sistema coordenado. Una forma equivalente
de formular esta hipétesis es a través de distingir los elementos de la ma-
triz de esfuerzos P;j; los esfuerzos directos son los términos de la diagonal,
P11, Py, P33, mientras que los esfuerzos cortantes son los demdés términos
P;; i # j. Diremos que un fluido es isotrépico si al estar bajo un esfuerzo
directo no se producen esfuerzos cortantes.

5.- Un caso particular es el de suponer que tratamos con un fluido in-
compresible, ésto resulta en la ecuacién de Navier-Stokes.

La ecuacion constitutiva

A partir de la relacién lineal entre los tensores de esfuerzos y de de-
formacién simplificaremos la ecuacién de balance de momento (2.12). Para
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explicitar esta relaciéon usaremos la representacion tensorial e;; de la matriz
de deformacién D de la ecuacién (2.13):

. 1 8uz 8Uj

A e;; se le conoce como el tensor de deformacion. Nétese que e;; es simétrico.
La suposicién de que los tensores de esfuerzos P;; y el de deformacion
ej; estan relacionados linealmente tiene la forma:

Pij = wij + qijikt e (2.15)

Donde al ser P;; y e;; tensores simétricos entonces w;; y ¢;j;,1 deberan ser
tensores simétricos, w;; es un tensor de segundo orden mientras que g;;.x; es
de cuarto orden. Bajo la suposicion de tratar con un fluido isotrépico tene-
mMos que wij ¥ Gij:kl Seran tensores isotrdpicos (tensores cuyos componentes
son invariantes bajo rotaciones rigidas de los ejes coordenados).

Los tnicos tensores isotrépicos de orden 2 son la matriz identidad (;5)
y sus multiplos escalares. Mientras que ¢;;.x; se puede escribir de la forma
general que tienen los tensores isotrépicos de orden 4, ver [3], pags. 31 y 34.

Qij:kl = /\5ij5kl + M(éikéﬂ + 5il5jk) + 77'((Sz‘lc5jl - 5il5jk)- (2-16)

Donde A, p1, y ™ son pardmetros a determinar. Siendo ademads g;;,,; un tensor
simétrico tenemos que la parte no simétrica de esta ltima ecuacién debe ser
cero i.e. m = 0. Asi entonces proponemos que @;; y ¢;j;.x tengan la forma:

wij = —pdij, (2.17)

Qijski = N0ijOr + (k00 + didjn.). (2.18)

Donde p, A y u son funciones escalares arbitrarias de x;.

Dos observaciones con respecto a las ecuaciones recién establecidas: La
primera es que aunque en los términos en que se acaba de definir el parametro
p, éste es arbitrario, en las ecuaciones que nos ocupan estara asociado con la
presion, ver (2.21), de ahi la forma especifica de la ecuacién (2.17), la segunda
observacién es que Chandrasekhar en [2], toma como punto de partida la
ecuacién (2.18) es decir considera implicitamente al tensor ¢;j,;; simétrico.
Sin embargo, como ya vimos lineas arriba, esta restricciéon solo se puede
imponer si P;; es un tensor simétrico.

Sustituyendo ahora las ecuaciones (2.17) y (2.18) en la ecuacién (2.15)
nos queda

Pij = —pdij + Noijoriers + puoikdjiers + (10;0kek (2.19)
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Usando el convenio de la suma para indices repetidos analizaremos los tres
ultimos sumandos del lado derecho de (2.19). Para el segundo sumando
notemos que

dijOkiers = 0ije11 + 0ijean + 0ij€33 = Ojj€kk-
Desarrollando el tercer sumando tenemos que
POikOj1ek = [1€ij-
Anélogamente con el cuarto sumando
poidjrei; = pei;.

Asi es que (2.19) queda

Pij = —pdij + 2pe;; + Njjers. (2.20)
Cuando no existe deformacién e;; = 0 tenemos el caso ya considerado
P;j = —pd;j, el cual aparece en la ecuacién (2.5) como
V-Pj=-V-p; (2.21)
P;; = —pd;; implica, usando convencién de indices repetidos, que
P = —3p. (2:22)

Asi es que de las ecuaciones (2.20) y (2.22) tenemos

P, = —3p = —3p + 2uey + 3egy. (2.23)
0 equivalentemente:
2
A= _5“‘ (2.24)

Luego la ecuacién (2.20) queda
2
Pij = —pdij + 2pei; — gﬂ%‘@kk- (2.25)

El coeficiente p es conocido como el coeficiente de viscosidad, el cual es una
funcién arbitraria de la posicién. Definamos ahora al tensor de viscosidad

2
Pij = 2€;5 — §#5ij€kk, (2.26)
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usando la definicién de e;; tenemos ey, = g%: =V -u asi que (2.26) queda:

2 8uk
Pij = 2pei; = 3hig 0 (2.27)

Particularmente para un fluido incompresible (V - u =0) este ultimo tensor
toma la forma

Dij = 2#62']'. (228)

Con lo que vemos que en el caso de que tratemos con un fluido incompre-
sible el tensor de viscosidad resulta ser un multiplo escalar del tensor de
deformacion.

Con lo que la ecuacion (2.25) queda

b= —p(sij + Dij- (2.29)
Asi es que la ecuacion (2.12) escrita en términos del tensor de viscosidad
por medio de la ecuacion constitutiva 2.29 toma la forma

ou; ou; Op 0
—_ ; = — —Dii i - 2.
Vot TP o, T o o, Y (2:30)

Para un fluido incompresible y considerando p constante tenemos que

8 8 8uz 8Uj 2
S Pij = b5 — = uV=u,,
al‘jp] 'ual‘j <al‘] + 8.732) . Y
asi es que la ecuacién (2.30) queda
8u,~ auz 8]) 2
oL T PGy, =P oz, THV U (2.31)

A esta dltima ecuacién junto con la restriccién V - u =0 se les conoce como
las ecuaciones de Navier-Stokes.

2.5.  Conservacion de energia

En la secciones anteriores obtuvimos, a partir de las leyes de conservacion
de masa y de momento, las ecuaciones de continuidad y de movimiento.
Estas ecuaciones nos proporcionan cuatro ecuaciones escalares, la ecuacién
vectorial de movimiento contribuye con tres, sin embargo tenemos cinco
funciones escalares u, p y p. Para modelar completamente el comportamiento
del fluido hace falta una ecuacion, ésta la obtendremos a partir del cambio
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de energia en el fluido, para tal propdsito usaremos la ley de la conservacién
de la energia ademads consideraremos también la energia total del sistema.
Comencemos por esta ultima. La energia por unidad de masa € del fluido es
la suma de energia cinética y potencial. i.e.

1
€= §u§ + ey T, (2.32)

donde T es la temperatura y cy es el calor especifico a volumen constante,
el calor especifico es la medida de la resistencia que presenta una unidad
de masa a cambiar de temperatura cuando a ésta se le suministra energfa.
Debido a la analogia con la masa como medida de la resistencia que presenta
un cuerpo a alterar su estado de reposo o de movimiento cuando se le aplica
una fuerza, al calor especifico se le llama también inercia térmica. En general
el calor especifico depende de la temperatura (excepciones por ejemplo son
los gase monoatémicos, helio, nedn, etc.) y en algunos casos también de la
densidad.

2.5.1. La ecuacion de conduccion de calor

Enunciemos la primera ley de la termodindmica en términos del problema
que nos ocupa: El cambio de energia en un volumen de fluido se debe al
trabajo, a la transferencia de calor y al moviento de las particulas. Para
poner esta ley en términos de ecuaciones distinguiremos el trabajo debido a
las fuerzas internas (Pj;n;) y a las externas (b;). Mientras que para modelar
la transferencia de calor hagamos primeramente una breve consideracion.
Sean un elemento de volumen, con n vector normal unitario que apunta
hacia afuera del mismo, y el vector de flujo de calor q, la cantidad —q - n
es el flujo de calor por unidad de area que entra al elemento de volumen.
Suponiendo que se cumple la ley de calor de Fourier la cual asegura que
el vector del flujo de calor es proporcional al negativo del gradiente de la
temperatura, 7.e.

q=—kVT, (2.33)

tenemos entonces que el flujo de calor que entra a un elemento de volumen
es kVT - n, o equivalentemente en notacién tensorial

oT

A k se le llama coeficiente de conduccién de calor.
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Con las consideraciones previas podemos establecer que la ganancia y
pérdida de energia por unidad de tiempo en un volumen constante W de
fluido es:
0 oT
/ pedV = / uiﬂjdAj +/ puib;dV +/ kidAj — / pGUjdAj,
ot Jw ow % ow  0; ow

(2.34)

donde los sumandos del lado derecho de la igualdad modelan respectiva-
mente: La tasa a la cual el esfuerzo Pj; hace trabajo en la frontera OW; la
tasa a la cual las fuerzas externas hacen trabajo en cada elemento de fluido
dentro de W} la tasa a la cual el volumen de fluido obtiene energia en forma
de calor a través de su frontera OW; y por ultimo; la tasa a la cual el volu-
men de fluido pierde energia a través de su frontera debido al movimiento
convectivo de las particulas.

Igual que procedimos con las ecuaciones de las secciones anteriores pon-
dremos a la ecuacién (2.34) en su forma diferencial. Usaremos las ecuaciones
de movimiento (2.12) y de energia (2.32) para encontrar expresiones equi-
valentes para la integrales de la ecuacion (2.34) que contienen los términos
de energia € y de esfuerzos P;;. Particularmente notaremos que el trabajo
debido a las fuerzas internas es la contribucion de varios factores, entre ellos
los efectos, en términos de energia, debidos a la viscosidad y a la presién.

Multiplicando por u; a la ecuacién de movimiento (2.12), y por supuesto
sumando sobre indices repetidos, lo que equivale al producto punto por u.
obtenemos, ver seccién (A.6), el trabajo debido a las fuerzas internas y
externas:

/ puib;dV + / u; PijdA; (2.35)
w ow
= —— AV + — u;dA; — —Lqv ddV.
28t Wpul * 2 /8WPUJUZ J Wpax] + w
Donde @ es la tasa a la cual, para cada elemento de fluido, la energia interna
se disipa de manera irreversible debido a la viscosidad y esta dada por:

@ =2 (e — Sp(es) (2.36)

Continuando con la parte derecha de la ecuacién (2.35) el primer término
representa la tasa de cambio de la energia cinética del fluido contenido en un
volumen W, el segundo término representa la tasa a la cual la energia fluye,
a través de la superficie W, hacia afuera del volumen W. Para interpretar
el aporte del tercer término notemos que por teorema de divergencia:

8’[1,]'
— | p—=dV = —/ pujnjdA
/W Ox; ow’
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con lo que vemos que éste representa el incremento de energia interna de-
bido a la compresién que experimenta el fluido. Adelante sustituiremos la
ecuacién (2.35) en la ecuacién (2.34).

Siguiendo con la parte derecha de la ecuacién (2.34), usando teorema
de divergencia para el tercer sumando y la ecuacién (2.32) para el cuarto
sumando tenemos:

T T
/ k:a—dAj = / 9 <ka> dv. (2.37)
ow  0x; w Oz \ Oz,

1
/ peujdA; = / p<u§—|—ch> ujdA; (2.38)
ow ow  \2
1/ putu;dA —I—/ 0 (pujeyT)dV.
2 Jow T w0y

Anélogo a este ultimo procedimiento la parte izquierda de la ecuacién (2.34)
queda:

0 d 1 10 0
— dv = — —uf +oyT | dV == 2dvV / TdV
8t/Wp6 at/wp(2ul+cv ) 28t/wpuz * oV
(2.39)
Sustituyendo las ecuaciones (2.39), (2.35), (2.37) y (2.38) en la ecuacién
(2.34):

10 9 0
—— “d —pcyTd
591 /W pu;dV + /W 875pcv Vv

10 9 1 9 / Ou; /
= ——= “dV + — u;dA; — —dV odV
20t /Wpuz +2/’0WpuwZ ’ Wpaf’fj " W
0 oT
— | k=— | dV
Jr/w Iz < 3%‘)
—1/ u2u-dA-—/ i( ujeyT) dV,
Qawpi]] WaijjV )
0 equivalentemente
0
—pcyTdV
/W ot

du; ) oT )
= oAV — Z94q A R 0 T
/W v /Wpafvj V+/W Ox; < 3:Uj> 4 /W 0x; (pujcyT)dV.

Dado que esta ecuacion es verdadera para cualquier volumen arbitrario en-
tonces

) 0 o o (, OT
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Usando la ecuacion de continuidad tenemos

0 0 ou; 0 oT
—cyT —cyT=—p—L+d+ — | k— 2.40
pﬁtcv +pu] 8ijV pa.’L'j + + 895]- ( 8x]> ( )
La cual en términos de operadores vectoriales queda
D ) .
—cyT = —pdiv(u) + @ + div(kVT) (2.41)

Dt

Las ecuaciones de continuidad (2.1), constitutiva (2.25), de movimiento
(2.30), tasa de pérdida de energia debido a viscosidad (2.36) y de calor (2.40);
son las ecuaciones bésicas de la hidrodinamica.

Sin embargo para completar la modelacién es necesaria una ecuacién que
relacione variables, para establecerla haremos dos suposiciones, la primera
es que la densidad es una funcién uniformemente continua de la presién y
la temperatura, la segunda es que el dominio de esta funcién es convexo.

Asi que para pg, Ty valores fijos de presion y temperatura y (m,7) €
(p —po, T — Tp) un punto para el cual se cumple el teorema del valor medio,
tenemos la siguiente ecuacion:

p(p, T) = p(po, To) + Vp(r,7) - (p — po, T — To), (2.42)

con V = ( a%’ %). Suponiendo que de la ecuacién (2.42) podemos despreciar

el término gpp(ﬁ, 7) y usando el hecho de que para (pg,Tp) y (p,T') cercanos
p (po, Tp) aproxima a p (m,7), daremos por cierta la igualdad:

0
p(p,T) = po+ (T — To)apro, (2.43)

donde py = p(po,Tp). Definiendo ahora
1 0

2 87007

a « se le conoce como el coeficiente de expansién volumétrica debido al
cambio de temperatura, tenemos que la ecuacién (2.43) queda

p=po[l — (T —Tp)], (2.44)

La ecuacion (2.44) serd nuestra ecuacién de estado.
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2.6. La aproximacion de Boussinesq

Una observacién debida independiente a Oberbeck (1879) y Boussinesq
(1903) nos permite simplificar las ecuaciones que modelan el comportamien-
to de los fluidos: Si entre la parte inferior y superior de un fluido la variacién
de la temperatura es pequena, la variacién de la densidad resulta pequena;
ésto debido a que el valor del coeficiente de expansion volumétrica a es
pequefio, para gases y liquidos estd entre el rango de 1073 a 1074

Por ejemplo para variaciones en la temperatura que no exceden 10 K
las variaciones en la densidad son a lo mas del 1%. Ademaés las variaciones
en los parametros cy, i, k son del mismo orden. Estas pequenas variaciones
en general pueden ignorarse, sin embargo existe una excepcién importante:
la conveccion térmica la cual se debe a la diferencia de densidades y a la
gravedad i.e. al flotamiento. De aqui que la densidad pueda considerarse
constante excepto en los término debidos al flotamiento, los cuales apare-
cen en la ecuacién de balance de momento, concretamente en el término
de la fuerza externa. A esta consideracién se le llama la Aproximacion de
Boussinesq

Considerando lo anterior la ecuacién de continuidad (2.3) queda, tal
como en un fluido incompresible:

Ou;

=V-u=0 2.45

con este resultado el tensor de esfuerzos viscoso pierde el término debido a
la compresién quedando
_ 6uz n au]‘
Py =# ox;  Ox; )~

Debido a la ecuacién (2.45) podemos considerar que bajo la aproximacién de
Boussinesq tenemos un fluido incompresible y en consecuencia p constante.

Con estas aproximaciones la ecuacién de balance de momento (2.12)
queda como la ecuacién de Navier-Stokes (2.31) pero ademds al sustituir en
ésta la ecuacion de estado (2.44), tenemos

Oui  Oui _
6t ’LL] 8xj N

1
[1 + 5”} gei— 2P v, (2.46)
o Po Oz;

Donde v = £- es la viscosidad cinematica, e; € {0,0,1} parai={1,2,3}, g
es la fuerza de la gravedad y p, es la viscosidad a la temperatura T, y

dp = —poa(T —Tp). (2.47)
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Cabe la aclaracién que a diferencia de [2] en la ecuacién (2.46) hemos cam-
biado el término correspondiente a la fuerza externa b; por —ge; que con-
sidera a la gravedad como la tnica de las fuerzas externas que contribuye al
movimiento.

Consideremos ahora la ecuacién de calor (2.40) en donde el calor es-
pecifico a volumen fijo ¢, y el coeficiente de conduccién de calor k£ pueden
considerarse constantes, p5-- = 0 y la disipacion viscosa ® tambien puede

J

ignorarse.ya que de acuerdo a las ecuaciones (2.46) y (2.47) las velocidades
predominantes son del orden de /aAT'|b;| d donde d es una medida de las
dimensiones lineales del sistema. En consecuencia el termino ® es del orden
de pa | X| d/k Asi que la ecuacién de calor queda:

o o
—T 4+ u;—T = kV?T 2.4
T + u; oz, kV (2.48)

Donde sk = CL es el coeficiente de conductividad térmica. Las ecuaciones
v Mo

(2.45), (2.46) y (2.48) son las ecuaciones basicas de la aproximacién de
Boussinesq.

2.7.  Resumen del capitulo.

A partir de leyes de conservacién obtenemos ecuaciones que modelan el
comportamiento de un fluido, las cuales simplificamos imponiendo restric-
ciones. Supusimos que tratamos con fluidos isotropicos, que la relacion entre
tensores de esfuerzo y deformacion, al igual que la relacién entre densidad
y temperatura, es lineal; una simplificaciéon mas es la llamada aproximacién
de Boussinesq, que resulta de dos consideraciones, la primera: en un flui-
do al que se le suministra calor como unica fuente de energia, de haber
movimiento éste se debe a la diferencia de densidades y a la gravedad, la
segunda: una variaciéon de temperatura pequena resulta en una variacién
de densidad pequena. De aqui que la densidad se considere constante ex-
cepto en los término debidos al flotamiento (densidad multiplicada por la
gravedad), ademas el fluido, aunque en principio no lo sea, se comporta co-
mo incomprensible y newtoniano (la deformacién depende de la velocidad)
y sus variables y parametros, excepto la presién y la temperatura, también
son considerados constantes.



3. ANALISIS LINEAL DE LA INESTABILIDAD DE UNA
LAMINA INFINITA DE FLUIDO

3.1. Introduccion

Analizaremos un sistema hidrodindmico estacionario, i.e. un estado en
el cual ninguna de las variables que lo describen son funciones del tiempo;
concretamente: analizaremos la reaccién del sistema ante pequenas perturba-
ciones, si las perturbaciones tienden a desaparecer y en cuyo caso el sistema
tiende a su estado original, tendremos un sistema estable o bien un sistema
inestable en el cual las perturbaciones alejan irretornablemente al sistema
de su estado inicial.

En el espacio de parametros el estado que separa los estados de esta-
bilidad con los de inestabilidad se llama estado de estabilidad marginal o
estado de estabilidad neutral del sistema. Un primer objetivo es el de de-
terminar las condiciones en las cuales el sistema se encuentra en su estado
de estabilidad neutral. Lo anterior a partir de determinar el valor critico
para un parametro elegido previamente, es decir identificar las condiciones
para cuando el sistema cambia de estable a inestable, a partir de variar con-
tinuamente el pardmetro ya elegido mientras que los demés parametros se
mantienen constantes.

Despues del aparecimiento de la inestabilidad, pueden prevalecer movi-
mientos de patrén estacionario u oscilatorio; cuando persiste un patron de
movimiento estacionario se dice que se cumple el Principio de intercambio
de estabilidad mientras que si el movimiento es oscilatorio se dice que se
tiene sobreestabilidad.

Nos interesa encontrar las condiciones para que aparezca la primera bi-
furcacién, en la que el sistema pasa de un estado conductivo a uno convec-
tivo.

Consideremos una lamina de fluido horizontal infinita sin movimiento,
las partes inferior y superior a temperatura constante pero la parte inferior
ligeramente mas caliente que la superior, debido a que al fluido se le suminis-
tra calor por la parte de abajo; supondremos que la difusién de temperatura
ocurre solo en la direccién vertical y que el cambio de la misma es constante.
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Ademds supondremos que no hay campos magnéticos ni rotacién, asi que la
unica fuerza externa que consideraremos sera la gravedad.

En esta situacién el fluido tiene como factor desestabilizante al flotamien-
to, un elemento de fluido que se encuentra en la parte inferior al estar mas
caliente que su vecino de la parte de arriba, primeramente le conducira calor
pero ademés tendra menor densidad con lo cual tendera a flotar. Sin embargo
el fluido tiene a la viscosidad como elemento estabilizador, la cual frena este
comportamiento, asi que si la temperatura del calor suministrado, la cual
es constante, es mayor que un cierto valor el fluido terminard moviéndose y
en consecuencia volviendose inestable. Por supuesto que la transicién hacia
el movimiento no solo depende de la temperatura y de la viscosidad sino,
como ya mencionabamos antes, también depende de la capacidad del fluido
para expandirse y de su capacidad para conducir calor. El entorno también
influye, en este caso la gravedad y el grosor de la ldmina de fluido.

Las ideas anteriores fueron aportadas por John William Strutt (1842-
1919) mejor conocido por su titulo nobiliario como Sir Lord Rayleigh, ademds
de su trabajo tedrico, él establecié el nimero adimensional que lleva su nom-
bre, el numero de Rayleigh, el cual determina la inestabilidad o estabilidad
de la lamina de fluido que ahora nos ocupa.

R:@d‘l

RV

donde: « es el coeficiente de la expansién térmica del fluido, 8 = |%‘ es la
magnitud del gradiente vertical de la temperatura, el cual es constante, s
es la difusividad térmica, v es la viscosidad cinemaética, g es la aceleracién
debida a la gravedad, d es el grosor de la lamina de fluido.

Si el R es mayor que un cierto valor critico, llamemosle R., el fluido se
volverd inestable, si R < R, el fluido permanecera estable.

Analizamos tres tipos de fronteras a) libre-libre, b) rigida-rigida y c)
mixta; una libre y una rigida.

El caso b) resulta de gran interés dado que fenémenos que involucran
estas condiciones pueden realizarse en laboratorio lo cual posibilita realizar
mediciones cuantitativas y por tal permite medir la robuztes de los mode-
los. El caso ¢) tambien realizable en laboratorio, el experimento original
de Bénard por ejemplo, hace al experimento no solo medible sino visible.
Por 1ltimo el caso a) ya considerado por Rayleigh, aunque implementable
bajo condiciones artificiales, un liquido moviendose en el aire por ejemplo,
representa, al igual que los otros casos, retos teodricos.
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3.2.  Las ecuaciones perturbadas

A partir de condicionar la difusién de la temperatura y que el fluido no
se mueve tenemos:
u =0y T=T(2), (3.1)

como no hay movimiento de fluido, el tensor de deformacién es nulo, por lo
que la ecuacién de balance de momento en su forma tensorial (2.30) queda
g—; = pb;, si solo incluimos como fuerza externa a la gravedad, la cual solo
actia en la direccién vertical, es decir b3 = —g y by = by = 0, esta ultima

ecuacion que involucra la presion resulta en

dp
b 3.2
— gp (3.2)

donde como antes la ecuacién de estado es, ignorando los efectos de la pre-
sién, la dependencia lineal entre la densidad y la temperatura

p=pol+a(lo-T); (3.3)

po v T, son la densidad y la temperatura en la frontera inferior (z = 0).
Mientras que considerando que la temperatura estd en un estado esta-
cionario y que no hay movimiento la ecuacién de calor (2.40) queda:

V2T =0, (3.4)

donde al coeficiente de conduccién de calor k lo consideramos constante.
La solucién a la ecuacién (3.4) debe ser una funcién lineal de z pues bajo
..y 2 d?
la suposicion que la temperatura solo depende de z, V= coincide con -;
resolviendo tenemos

T =T, — Bz (3.5)

la constante (3 es el gradiente de la temperatura.

Para obtener la solucién de la ecuacién de la presién (3.2) notemos que
ésta resulta ser una ecuacién diferencial de variables separables, (p depende
de T la cual a su vez depende de z). Asi que la ecuacién (3.2) queda:

dp

2, = 9po[l +ap?], (3.6)

cuya solucion es

1
P =DPo — 3GpPo [Z + 204522:| . (37)
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Las ecuaciones (3.1), (3.3), (3.5) y (3.7) describen a las variables en el estado
inicial.

Lo que procede ahora es perturbar ligeramente a las variables del esta-
do inicial y encontrar las ecuaciones del estado perturbado, para tal efecto
necesitamos distinguir las variables de un estado y otro. Sean entonces 1,
T y p las variables de las ecuaciones (3.1), (3.5) y (3.7) respectivamente,
mientras que los estados perturbados estardan marcados con un apostrofe,

u; = ﬂj—i-Uj,
T = T+6,
P = p+p

donde Uj, 6 y dp son los cambios respectivos en la velocidad, temperatura
y presién, notemos que estos cambios no necesariamente deben de ser de la
misma magnitud aunque si los consideraremos del mismo orden e.

La temperatura en el estado perturbado es

T'=T+0=T,— Bz+0. (3.8)

Para obtener las ecuaciones de los cambios de la temperatura y del campo
de velocidades usamos las ecuaciones correspondientes de la aproximacién
de Boussinesq (2.48 y 2.46) y tomamos aproximaciones lineales ignorando
términos de segundo o mayor orden. Para mayor detalle ver la obtencién
de las ecuaciones (A.24 y A.28) de la seccién A.7 del apéndice; ademés
usaremos indistintamente u = (u, v, w) = (uy, u2,us) en vez de U. Mientras
que A; representard los componentes del vector unitario A\ = (0,0,1). Las
ecuaciones resultantes son:

o0
5= Busz + kY20, (3.9)

0 1 0

aui = aghl; — Ea%‘ 8p + vV2u,. (3.10)
Mientras que la ecuacién del cambio del campo de velocidades queda con
divergencia cero

V-u=0. (3.11)

Manipulando la ecuacién (3.10) podemos eliminar el término correspon-
diente a la presion, esto resultarda en una nueva ecuacion que involucra el
componente vertical de la velocidad y la temperatura, para iniciar escriba-
mos en notacién vectorial la ecuacion ya referida.

1
gu = agh\ — —Vép + vV?u,
ot Po
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calculando el rotacional a esta ultima ecuacién eliminamos al sumando que
contiene a Jp, ver identidad (A.3)

gt(v x 1) = ag(V x 0A) + V(Y x u), (3.12)

calculando nuevamente el rotacional, usando identidad del doble producto
cruz (A4) y V-u =0 tenemos:

% (V?u) = ag [V20X — V(V - 0N)] + vV, (3.13)

multiplicando escalarmente por \; resulta

9 (V2w) =« 8—29 + 8—20 + Vi (3.14)
ot M 2 Oy? ’ '
donde
u-\=w, (3.15)

es el componente vertical de la velocidad (identificado también como us).
Regresando a la ecuacién (3.12) notemos que V x O\ = (8%9, —%9, 0) )
asi que al multiplicar escalarmente esta ecuacién por A tenemos
0

9 o2
¢ =1V, (3.16)

donde £ =V xu = (wy — vz, Uy — Wy, Uy — Uy) tal como se definié en (A.9) y
(=6 A=vy,—uy (3.17)

es el componente vertical de la vorticidad.
Cambiando ug por w en la ecuacién (3.9) ésta queda:
00
5= Bw + kY26, (3.18)
Las ecuaciones (3.14), (3.16) y (3.18) modelan al estado perturbado, lo
que sigue es analizar su estabilidad asi que necesitamos sus condiciones de
frontera.



3. Inestabilidad de una lamina infinita de fluido 34

3.3. Las condiciones de frontera

Consideraremos que nuestro fluido laminar estd entre los planos z =0y
z = d, ademds, independientemente de la naturaleza de las fronteras superior
e inferior, tenemos que

0=0y w=0 para z={0,d} (3.19)

cabe la aclaracién que, al ser f una variable de incremento § = 0 en z = {0, d}
significa que la temperatura es constante en las fronteras superior e inferior.
Distinguiremos ademaés dos tipos de superficies: las rigidas, en las cuales el
fluido no resbala y las libres en las cuales no hay esfuerzos tangenciales.

El que no ocurran resbalones implica que los componentes horizontales
de la velocidad sean cero, anadiendo ademas que el componente vertical de
la velocidad ya es cero tenemos

w=u=v=0, en z={0,d}, (3.20)

dado que esta tltima ecuacion es verdadera para todas x, y en las superficies
se tiene que
8ui . 8u1
or Oy
para u; € {u,v,w} mientras que de la ecuacién de continuidad se cumple
que la divergencia es cero V - u = 0 con lo que resulta que

ow
5= 0, en z=1{0,d}. (3.22)

=0, en z=1{0,d}, (3.21)

Para una superficie libre, el que no haya esfuerzos tangenciales se traduce
en que los esfuerzos en las direcciones horizontales sean cero i.e.

Py, =P, =0, (3.23)

cabe recordar que Pj; representa el esfuerzo por unidad de drea que actua
sobre un elemento de superficie normal al eje x; en la direccién de x;. De
las ecuaciones (2.29 y 2.28) tenemos que la condicién sobre los esfuerzos
implica condicionar los componentes del tensor de deformacién por lo que
las ecuaciones (3.23) equivalen a

dz  Ox 0z Oy
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pero de la condicién (3.19) tenemos que dado que w = 0 para todas z, y en
la superficie se tiene que ‘Z—"j = % = 0; con lo que finalmente la restriccion

sobre los esfuerzos queda en:

ou Ov
5 =3, =0 (3.24)
usando la ecuacién de continuidad (V -u = 0), derivandola con respecto a
z y usando (3.24) tenemos

0w

022
Las condiciones de frontera para (, el componente vertical de la vorticidad,
se deducen de las ecuaciones (3.20) y (3.24). En superficies rigidas, dado que
se cumple 3.21 tenemos:

= 0. (3.25)

¢=0. (3.26)

En superficies libres, dado que se cumple (3.24) tenemos:

0

3.4. Los modos normales

El método de modos normales, desarrollado como uno de los métodos
para analizar estabilidad en sistemas dindmicos, particularmente los flui-
dos en estado estacionario, consiste en perturbar ligeramente las soluciones
conocidas de las ecuaciones que modelan al sistema, en este caso las ecua-
ciones de la aproximacion de Boussinesq, con lo cual se obtienen nuevas
ecuaciones en términos de variables perturbadas, dichas ecuaciones se line-
alizan al rechazar productos de estas nuevas variables. Se supone también
que las soluciones a las ecuaciones perturbadas, quiza como el método de
variacién de parametros en ecuaciones diferenciales ordinarias lo sugiere,
tienen la forma fi(x)ePtt, fo(x)eP2t, ... , fa(x)ePnt  donde t es el tiempo, x
es la variable espacial y p,, son las constantes, que pueden ser complejas, a
determinar. En el caso que nos ocupa f;(x) = Fi(z) exp [i (kyz + kyy)] donde
k= (kz, ky,0) es un vector en el plano al cual asociamos curvas periédicas de
dimensién 2 y las F;(z) son funciones por determinar. Asi que las variables
de perturbacién dependen de z, y, z y t en la forma:

Fi(z)exp [i (kzx + kyy) + pt]

donde k = \/k; + ky es el nimero de onda de la perturbacién. Al proceder
de esta manera cada variable de perturbacién, ahora llamada modo, puede
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ser resuelta de manera independiente de las demés perturbaciones. La esta-
bilidad del sistema depende entonces de la parte real de p;. A p; se le llama
eigenvalor y a las Fj(z) eigenfunciones.

Supongamos entonces que las perturbaciones 6, w, y ¢ tienen la forma:

w = W(z)expli(ksz + kyy) + pt],
0 = O(z)expli(ksx + kyy) + pt],
¢ = Z(z)expli(kex + kyy) + pt]. (3.28)

Evaluaremos estas variables en las ecuaciones (3.14), (3.9) y (3.16); pero
antes notemos que tanto el lado derecho como izquierdo de estas tres ecua-
ciones contienen derivadas parciales, asi es que despues de derivar tendremos
a la funcién exponencial en ambos lados de cada igualdad, ésto nos permi-
tird eliminarla de cada ecuacién resultante, asi es que teniendo en mente
su eliminacién tendremos las siguientes equivalencias entre operadores y
parametros:

0 0? 0? d?
=p, =k yVi=— —k? 2
ot~ P a2 + Oy? yv dz? ’ (3:29)
Las ecuaciones (3.14), (3.9) y (3.16) quedan:
d 2\ W 2 d? 2 ’ W,
d? 9

Las soluciones de estas ecuaciones deben satisfacer las condiciones de fron-
tera

© = 0y W =0 para z = {0,d}, (3.33)
aw o
Z = 0y D 0 en una superficie rigida (3.34)
dz 2w o
il Oy pa 0 en una superficie libre (3.35)

Ahora nos proponemos manejar a las ecuaciones (3.30)-(3.32) con varia-
bles adimensionales, para tal efecto escojamos como unidades
d2
[Longitud] = d y [Tiempo] = —, (3.36)
v
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El vector (Z,9,%2) = (%, %, fj) representa a las nuevas variables de lon-

gitud adimensionales lo cual implica la siguiente igualdad de operadores

ﬁ‘%)(‘) =d [d%(')], donde r puede ser z, y o z. En términos de las variables

adimensionales los operadores de la ecuacién (3.29) quedan

0 o 22 w2 2| & 272
E—I%@‘f‘aﬁ?ﬁ——dlﬁ yVi=d [(M(.)]_dk’ (3.37)

En términos de variables de longitud adimensionales la ecuacién (3.30)
queda

d? v d? ?
p <d2 i d2k2> W= —gad’k*® + <d2 i d2k2> W,
< <

0 equivalentemente
2 2 2d2 2 2\ 2
o(D*—a®)W = —gaa®—0O + (D* — a*)" W, (3.38)
v

al definir la derivada en z y el nimero de onda a, ambos adimensionales y
o proporcional al tiempo adimensional:

pey=d| 70, (3.39)

dz
0= kd, (3.40)
d2

Notemos que W y O siguen estando en las dimensiones usuales. Por
ultimo la ecuacién (3.38) se transforma en

2
[D2 — aQ] [DQ —a® - o] W= gaaQ%@. (3.42)

Mientra que transformado de manera semejante a la ecuacién (3.31) te-
nemos:

d? d? d?
pro=pw+ (2 — %) e
v v v dz?
0 equivalentemente
d2
[D* —a® —oPr]© = —p—W. (3.43)

K
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donde Pr=7% es el niimero de Prandtl. Las condiciones de frontera son; en
el caso de las dos superficies rigidas:

© =W = DW =0 para z = {0, 1}, (3.44)
si la superficie superior es libre.
© =W = D*W =0 para z = 1; (3.45)
De las ecuaciones (3.42) y (3.43) eliminamos ©

[D? — a®> — o Pr| [D* — a*] [D* — a* — 0] W = —Ra*W. (3.46)

Donde R = gc:id4 es el nimero de Rayleigh. Notemos que de haber eliminado

a W nos hubiera quedado una ecuacién de la misma forma en términos de
0.

La ecuacién (3.46) es un problema de valor propio, sin embargo, como
veremos adelante, ésta se simplifica al tener que o = 0.

En lo que sigue las variables reescaladas adimensionales (Z,y, Z) serdn
escritas (z,y, z)
Antes de obtener las soluciones a las ecuaciones (3.42) y (3.43) determinare-
mos los componentes horizontales de la velocidad tal como sigue. Expresemos
a u, en [2] Chandrasekhar usa la misma idea pero no la enuncia explici-
tamente, en términos de funciones por determinar de clase C? : ¢ y 1) tal
que

u=Vep -V x¢pA

donde A = (0,0,1), de aqui que
_9o 9y 09 O _ 99

= = = 4
Y= o 8y’v oy  Ox Yy ¥=5; (347)

usando la condicién div u = 0 y las ecuaciones (3.37 y 3.40) tenemos

ow Ou Ov 0% 0% 2,92 2
_&_%—’_@_@—F@Tﬂ__dkgb__aqb’ (3.48)

analogamente de las ecuaciones (3.17 y 3.40) tenemos:

(v du_ 0% 0%

oY O _ o
~O0r Oy 0?2 * 0y? Y, (3.49)

1 ow 1
luego ¢ = 25, Y Y= _EC' (3.50)
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cabe aqui la observacién que en [2] pdg. 24, el autor afirma que ¢ = —L% .

Asi es que considerando que a, = k;d, ay = kyd y que el argumento de
la funcién exponencial de (3.28) es equivalente a la expresién de términos
adimensionales i (a,x + ayy) + ot tenemos

, .
u=- <8w +8C> = =5 (azDW + a,Z) expli (azz + ayy) + ot]

a? \ 920z oy) a?
(3.51)
1 [ 0%w 0OC ? .
v= <8y3z - 63;) =3 (ayDW — az Z) exp [i (agx + ayy) + ot] (3.52)

3.5.  El principio de intercambio de estabilidad

En esta seccion mostraremos que en el problema que estamos tratando se
cumple el principio de intercambio de estabilidad; es decir mostraremos que
o es real por lo que resulta que los estados marginales estan caracterizados
por o = 0.

La idea de la demostracién es que a partir de la ecuacién (3.46) distinguir
la partes real e imaginaria de o y a partir de dicha distincién mostrar que
Im(o) = 0. Lo anterior se logra multiplicando por conjugados complejos e
integrando tomando en cuenta las condiciones de frontera.

Primeramente definamos dos funciones auxiliares

G=(D*-a*)W, (3.53)
F=[D*-d’][D*-d®—0o] W= [D*-d*—0]G. (3.54)

De acuerdo a la ecuacién (3.42) la condicién © = 0 en la frontera de la
superficie es equivalente a

F =0 para z = {0,1} (3.55)
La ecuacién (3.46) queda
[D? — a®> — o Pr| F = —Ra*W. (3.56)

Ahora probaremos que o es real para toda R positiva. Multiplicando a
los términos de la ecuacién (3.56) por F™* el complejo conjugado de F', en lo
que sigue el asterisco usado como superindice denotara complejo conjugado;
e integrando desde z =0 a z = 1 tenemos.

1 1
/ F*[D? —a® — o Pr| Fdz = —Ra® / F*Wdz. (3.57)
0 0
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Consideremos por separado partes izquierda y derecha de esta ecuacion:
1 1 1
/ F*[D?~a*~oPr] Fdz = — U |DF|*dz + / [a® + o Pr] \F\Zdz} .
0 0 0

1 1 1
/WF*dz:/ \G]Zdz—i-a*/ [|DW]2+a2|Wﬂ dz.
0 0 0

ver demostracién en (A.8). Usando estas dos ultimas ecuaciones, la ecuacién
(3.57) queda:

/1 [|DF|2 + [a2 + o Pr] |F|* — Ra® <|G|2 +o* (|DW|2 +a? |W|2m dz = 0,
0

Dado que las partes real e imaginaria de esta ecuaciéon deben ser cero, tene-
mos entonces que:

1 1
im <a [Pr/ |F|2dz—|—Ra2/ [|DW]2+a2yWﬂ dzD =0.
0 0

Pero la expresion que esta dentro del paréntesis cuadrado es positiva definida
para toda R > 0 lo cual implica que

im(c) =0

Con lo que se tiene que o es real para toda R > 0 y que por lo tanto el
principo de intercambio de estabilidad aplica para este problema.

3.6. Las ecuaciones del estado marginal y la reduccién a un
problema de valor caracteristico

Dado que o es real para todo niimero de Rayleigh positivo se sigue que
la transicién de estabilidad a inestabilidad debe ocurrir via un estado esta-
cionario i.e. un estado en que ninguna de las variables depende del tiempo.
Asi entonces haciendo o = 0 en las ecuaciones (3.42 y 3.43 ) tendremos las
ecuaciones que modelan el estado marginal del sistema.

2 2)2 o &
(D* —a®)" W = gaa 7@. (3.58)

[D*—a%]© = —ﬁd—ZW (3.59)
—W. :
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Eliminando O, de la ecuacién (3.46) tenemos:
(D? - a?)’ W = —RaW. (3.60)
Las condiciones de frontera (3.33-3.35) vienen a ser
W =0, (D*—a®)*W =0 para z = {0, 1}, (3.61)
y una de las siguientes dos
DW =0 o D?W =0, (3.62)

dependiendo de la naturaleza de las superficies en z = {0, 1}
Notemos que de haber eliminado W al combinar las ecuaciones (3.58 y
(3.43) tendriamos

(D? - a?)’© = —Rd%6, (3.63)

con condiciones de frontera
©=0y (D*-a?) O para z = {0,1}, (3.64)

y una de las siguientes dos
D (D*-a®)© =00 D*(D*-a*)© =0, (3.65)

dependiendo de la naturaleza de las superficies en z = {0, 1}

Para a? conocida, las ecuaciones (3.60) y (3.63) representan, un problema
de valor propio, en general las seis condiciones de frontera requeridas (3 para
para cada valor de z = 0,1) no son posibles de cumplir. Sin embargo para
ciertos valores de R el problema se puede resolver con soluciones no triviales.

La estabilidad del sistema estara determinada por el menor valor carac-
teristico de R. Este valor minimo dependiente de a? fija, es el denominado
numero critico de Rayleigh, para valores mayores que este valor aparece
inestabilidad en el sistema.

3.7.  Las soluciones al problema de valor caracteristico

Obtendremos las soluciones del problema de valor caracteristico (3.60),
considerando sus condiciones de frontera (3.61) y (3.62) para los siguientes
tres siguientes casos

a) Las dos superficies son libres, es decir

W= (D*—a®)?W =0y D*W =0 para = = {0,1} (3.66)
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b)Las dos superficies son rigidas, en cuyo caso
W= (D*>—a®)?W =0y DW =0 para z = {0, 1} (3.67)

c¢) La superficie en z = 0 es rigida y la superficie en z = 1 es libre,
tenemos entonces

W = (DQ—a2)2W:0paraz: {0,1};
DW 0 para z=0
D?*W = 0paraz=1. (3.68)

3.7.1. La solucién para el caso de dos fronteras libres

Para este caso las condiciones de frontera (3.66), al desarrollar el cuadra-
do del binomio, queda

W = D*W = D*W = 0 para z = {0,1} (3.69)

Esto implica que en (3.60) se cumple, DSW = 0 para z = {0, 1}. Adicional-
mente si derivamos dos veces con respecto a z a la ecuacién (3.60) tenemos
que D8W también es cero para z = {0, 1}. Procediendo de manera inductiva
podemos concluir que las derivadas pares de W son cero en las fronteras, es
decir:

DCMW =0 paraz={0,1} y m = {1,2,3,....}, (3.70)

De lo anterior se sigue que las soluciones de (3.60) que satisfacen sus condi-
ciones de frontera deben tener la forma:

W = Asin(nmz); n={1,2,3,...}, (3.71)

Con A constante. Sustituyendo esta solucién en la ecuacién (3.60) obtenemos
la ecuacién caracteristica

R= % (n®n® + a2)3 ; (3.72)

Al ser R una funciéon que depende de las variables a y n, para a fija R
resulta ser una funcién discreta y creciente, el minimo valor de R, al cual
llamaremos R, ocurre en el menor valor de n, i.e. cuando n = 1; asi tenemos
la curva de estabilidad marginal

1
Reg= =5 (n° + a?)’ (3.73)
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Las perturbaciones, con a fija, serdn: estables si R < R, e inestables en
caso de la desigualdad contraria.

El valor de R, es el minimo de la curva (3.73) para encontrarlo usaremos

calculo: iR 5 )

eq _ 2 2\ 2 2 23 _

12 —ﬁ(ﬂ' +a) —g(ﬂ' +a) =0,

o lo que es lo mismo

o (70?30~ (2 +a?)] =0
Dado que a es real tenemos que
3a® — (7r2+a2) =0=a=—-m

sustituyendo en (3.73).

R. = ( = —7. (3.74)

3.7.2. La solucién para el caso de dos fronteras rigidas

De la teoria de ecuaciones diferenciales la solucién general para la ecua-
cién (3.60) es una superposicion de soluciones de la forma

W =e¥* (3.75)
Con lo cual resulta el polinémio caracteristico
(q2 - a2)3 = —Ra?; (3.76)
Para resolverlo propongamos 7 > 1 dependiente de R y a:
Ra* = 7348,

tenemos que las soluciones a (3.76) estan dadas por
1
P=-d(r-1)yiF=d [1 + 57(1 + z\/g)] ; (3.77)

sacando raiz cuadrada tenemos seis valores para ¢ :

+iqo, +q +q"
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donde, como antes, el asterisco indica el conjugado complejo, nétese que al
ser 7 > 1 la primera ecuacién de (3.77) tiene solucién con parte real cero;
distinguiendo partes real e imaginaria tenemos:

o0 = a/(r-1)

g1 = Re(q) \/ +T+1)+(1+;T>>

o = Tm(g) f\/ NCET Ty (1+;T)> (3.78)

Por otro lado, Chandrasekhar en [2] propone que para aprovechar la
simetria de este problema conviene trasladar el origen al medio de los dos
planos que lo contienen, las condiciones de frontera al igual que en (3.67)
quedan en:

1
W=DW=(D*-a*)"W =0 para z=z. (3.79)

La primera consecuencia acerca de la recién establecida simetria es que W
resulta ser o bien una funcién par o bien una funciéon impar; ésto debido a
que, tomando como referencia al plano z = 0, la velocidad vertical w puede
ser simétrica o antisimétrica.

Consideremos primeramente las soluciones pares y propongamos:

W = Agcosqoz + Acoshqz + A* cosq*z, (3.80)

donde Ag y A son constantes a determinar. Usando las condiciones de fron-
tera (3.79) nos resulta un sistema de tres ecuaciones el cual tendra solucién
no trivial si su determinante asociado es cero; veamos

DW = —Apqpsinqoz + Agsinh gz + A*¢* sing*z.
(D2 — a2)2 W = Ao(ga+a*)? cos goz+A(q*—a*)? cosh gz +A* (¢**—a*)? cos ¢* z,
(3.81)

esta ultima ecuacién se puede simplificar usando ecuaciones auxiliares obte-
nidas de (3.77):

(q2 — a2)2 = 1a47'2(—1 + Z\/g)
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la ecuacién (3.81) queda
(D? - a?)* W (3.82)

1
= 5(1472 [ZAO cosqoz + (—1 + ’L\/g)A cosh gz — (1 +iV3)A* cosq*z| .

Usando la condicién de frontera z = % tenemos el sistema

€8 340 cosh 3¢ cos 3¢* Aq
—q0 sin %qO q sinh %q q* sinh %q* A _ 6’
cos %QO %(Z\/g — 1) cosh %q —%(1 +iv/3) cos %q* A

pidiendo que el determinante de la matriz asociada a este sistema sea cero
y despues de hacer operaciones elementales con columnas, resulta

1 1 1
—qo tan %qo g tanh %q g* tanh %q* =0, (3.83)
1 Liv3—1) 11 +iv3)
restando primer renglén al tercero y despues dividiendo entre —§
1 1 1
—qotan3go gqtanhiq g¢*tanhjq* | =0, (3.84)

0 V3—1 V3+i

resolviendo tenemos
1 1
0 = (V3+i)gtanh 24~ (v/3 —i)¢* tanh iq*
1 1
+(V3 4 i)go tan 500 — (V3 — i)qo tan S0 (3.85)

pero

1 11"
(V3 — i)g* tanh §q* = [(\/ﬁ +i)q tanh 2q:| ,
con lo que (3.85) queda
. . 1 1
2i{Im [(\/3 + i)g tanh 2q] + go tan qu} =0 (3.86)

usando identidades trigonométricas para seno y coseno hiperbdlicos tenemos

sinh g1 + i sin ¢o

1
—qotan —qg =1 341 )
go tan S go = Im [(\f+2)(Q1+ZQ2) cos ha + cos g
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1 1
—q@otan -qp = ———— [<q1 + \/qu) sinh g1 + <\/§q1 - qQ) sin qz] .
2 cosh q1 + cos g2
(3.87)

Parrafos abajo en la figura (3.1) y en la tabla (3.1) se muestran algunas
soluciones y la grafica.

Procediendo de igual manera que en las soluciones pares, las soluciones
impares estan dadas por la ecuacién:

W = Agsinqoz + sinh gz + A* sinh ¢*z. (3.88)

Se puede ver en [2] (pag. 41), que la ecuacién trascendente que se obtiene
de hacer cero al determinante asociado al sistema de ecuaciones que incluye
las condiciones de frontera, es:

1 1 . .
—qoCOb g0 =~ [((h + \/gfh) sinh ¢y — <\/§Q1 - CJ2> sin CJ2}
cosh g1 — cos ¢o
(3.89)

En el apéndice mostramos el codigo que usamos para la obtencién numéri-
ca de parejas (a, R) que satisfacen cada una de las dos ecuaciones (3.87) y
(3.89); en la tabla (3.1) mostramos algunos de los resultados, los cuales coin-
ciden con los reportados por [2] (pdg.38-39). También mostramos, en figura
(3.1), las grafica de ambas funciones. Cabe el comentario que en [2] pag. 39,
la curva de estabilidad neutral para soluciones impares no esta en la escala
adecuada.

a R Funciones Pares R Funciones Impares
1 5854.48 163127.6
2 217741 47005.6
3 1711.28 26146.6
3.117 1707.76, 24982.1
4 1879.26 19684.6
) 2439.32 17731.5
5.365 2743.65 17610.39.
6 3417.98 17933
7 4918.54 19575.8

Tab. 3.1: Algunos valores para las curvas de estabilidad neutral de la figura (3.1),
el asterisco en la posicién de subindice indica el valor minimo para cada
funcioén.
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Fig. 3.1: Curvas de estabilidad neutral para el caso de fronteras rigidas. Por debajo
de cada una de ellas se encuentra la regién estable, por arriba la regién
inestable. La curva superior corresponde a soluciones impares, la de abajo
a soluciones pares; R,in(a;) es el valor menor de R.

3.7.3. La solucién para el caso de una frontera rigida y una libre.

A partir del caso recién resuelto podemos obtener las soluciones y el
valor de R para el caso en que la superficie superior sea libre y la inferior
rigida, veamos; las condiciones de frontera para fronteras rigidas y soluciones
impares son, copiadas de (3.79), W = DW = (D2 — a2)2 W =0 para z=
+1/2 pero evidentemente que estas restricciones también se cumplen para
z = 0, no perder de vista que nos estamos refiriendo a la ecuacién (3.88)
la cual relaciona a W con senos y senos hiperbdlicos. Ademés andlogo a la
obtencién de la ecuacién (3.69), desarrollando el binomio (D2 — a2)2 W =0,
resulta que

D?*W = D*W =0 para z={%1/2,0}. (3.90)

Las condiciones de frontera (3.79, 3.90) son las requeridas, ver (3.68), para
una ldmina de fluido de ancho 1/2 con la frontera rigida en el plano z = 0
y libre en el plano z = 1/2. Asi que si en vez de considerar una ldmina de
ancho 1 consideramos una de ancho 1/2 podemos inferir las soluciones a
partir de resultados de las soluciones impares. Por ejemplo el valor minimo
R,,in para este caso es cuando, recuerdese que a depende del ancho de la
lamina, ver (3.40).
a =5,365/2 = 2,682 = R, = 17610,39/16 = 1100,65.
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La tabla (3.2) muestra los valores criticos minimos en cada tipo de fron-
teras;

a R,
Fronteras libres 2.2214 657.511
Fronteras rigidas 3.117 1707.76
Fronteras Mixtas 2.682 1100.65

Tab. 3.2: Resumen para distintos tipos de fronteras de valores criticos de Rayleigh
dependientes del niimero de onda adimensional a

3.8.  Resumen del capitulo.

Analizamos la estabilidad de una lamina infinita de fluido por el méto-
do de los modos normales el cual consiste en proponer soluciones (modos)
a ecuaciones obtenidas a partir de perturbar el estado inicial del sistema,
estas soluciones dependen de parametros por determinar, uno de los cuales
(o) resulté ser cero, de lo cual se desprendié que el sistema es inestable
de una forma particular, cambia de un comportamiento estacionario a otro
estacionario, a esta dindmica se le conoce como el principio de intercambio
de estabilidad. A partir de lo anterior obtuvimos las llamadas ecuaciones de
estado marginal las cuales dieron origen a dos problemas de valor propio,
identicos salvo por la variable. Calculamos los valores propios y determi-
namos los valores criticos de las curvas marginales en tres condiciones de
frontera diferentes: fronteras libres, fronteras rigidas y fronteras mixtas (una
libre y una rigida).



4. ANALISIS DE INESTABILIDAD EN UN CUBO

4.1. Introduccion.

El presente capitulo estd basado en los articulos de Puijganer, Simd,
Herrero, Giralt y Grau: [11], [12] y [13].

El objetivo de este trabajo es el de determinar los valores de bifurcacién
del nimero de Rayleigh Ra, el cual, es uno de los pardmetros de las ecua-
ciones que modelan la conservacién de momento y energia para un fluido
contenido en un recipiente cibico, con paredes laterales adiabaticas y con
diferencia de temperaturas constante en las paredes de abajo y arriba, ésto
debido al calentamiento de la pared de abajo. Particularmente nos interesa
el menor valor del nimero de Rayleigh, el cual nos da la primera bifurcacion,
es decir el paso de un estado conductivo a uno convectivo.

Aligual que los autores citados arriba buscamos los valores de bifurcacién
por el método de Galerkin, el cual en términos generales consiste en convertir
el problema de ecuaciones diferenciales parciales (EDPs), a un problema de
valores propios. Esto se logra por medio de aproximar a las soluciones de
las EDPs (a estas aproximaciones se les conoce como funciones de prueba)
con combinaciones lineales de funciones (funciones base) que satisfacen las
condiciones de frontera. En principio los coeficientes de dichas combinaciones
lineales son desconocidos pero se encuentran imponiendo la condicion de
que la funcién de error sea ortogonal a cada solucion de prueba, cabe hacer
notar que ésto Ultimo minimiza el error de aproximacion y ademas elimina
la presion, una de las 5 variables escalares, de las ecuaciones linealizadas.

Adicionalmente Puijganer et. al. proponen un conjunto completo de fun-
ciones base con lo que las funciones de prueba pueden conformarse con tantas
funciones base como sea posible manipular. Esto redunda, primeramente, en
buenas aproximaciones del valor de Ra, las estimaciones de error, obtenidas
por extrapolaciones, son del orden de unidades, tabla II en [13], adem&s
también determinan un valor de Ra (= 8610) no reportado en la literatura
anteriormente, los autores citan los trabajos de Pallares [14] y Catton [21],
tanto como para contrastar sus resultados como para indicar que retoman
algunos de sus procedimientos.
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En este trabajo aproximamos el valor de Ra con 27, 81 y 375 (3x23, 3x 33
y 3 x 53) funciones base. Ademads, de la misma propuesta de funciones base
resultan diferentes problemas de valores propios, de éstos solo consideramos
los que nos dan valores de Ra menores a 10%, esta restriccién es debido
a que pedimos que el valor propio 1/Ra sea mayor a 10~* lo cual acota
razonablemente el error de aproximacién y hace, relativamente, accesible la
capacidad computacional requerida.

4.2.  EIl modelo.

La figura (4.1) nos muestra el sistema coordenado. Las tapas superior e
inferior son isotérmicas mientras que las tapas laterales son adiabaticas. Los
lados del cubo son medidos con la longitud caracteristica L = 1 y el dominio

esta dado por 2 = [—%, %] X [—%, %] X [_%, %]

K -~
-
//
>

Fig. 4.1: La regién cibica €2 con su sistema coordenado.

En lo que sigue p representa la densidad del fluido, g la aceleracién
de la gravedad, 0. y 0; son, respectivamente, la temperatura de la parte
alta y baja de la regién cubica, la diferencia de temperaturas es Af =
0n — 0., mientras que (B, v y « son, respectivamente, los coeficientes de
expansién térmica, viscosidad cinemadtica y difusividad térmica. A todas
estas propiedades fisicas las supondremos constantes. Ademaés usaremos la
aproximacién de Boussinesq para determinar el efecto de la densidad en el
término debido al flotamiento.
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Las coordenadas adimensionales son x, y y z. Las escalas caracteristicas
para la velocidad (@), temperatura (), tiempo (t) y presién (p) son gy =
[ﬁ(AH)gLa/y]%, A0, L?/a 'y prqo/L respectivamente. El estado estacionario
conductivo esta dado por, aqui hay una pequena diferencia con [11], el perfil
lineal 0s(z) = 0. + (1/2 — 2)A0 y por w = 0. Si @' es la perturbacién de la
temperatura tenemos que 6’ = 0, + 6. Notemos que # depende de z y que
representa el incremento de la temperatura a partir de perturbar el estado
estacionario #;. Las ecuaciones que resultan de las leyes de conservacion de
momento y energia son:

div w4 =0, (4.1)
1 87 92— Ra% — — 1 —
EE—V u + Pr (U V)U —Ra2063+Vp— O, (42)
00 2 1 15
E—V6’+Ra2(u~V)9—Ra2u-63:0, (4.3)

con condiciones de frontera (donde el cero es vector o escalar segin el caso)

1 1
=0=0enz= 2 ﬂ):gz—Oen$::i:2, ﬂ):gz:Oeny:iQ.
(4.4)

En las ecuaciones (4.2) y (4.3) los términos Pr = v/a y Ra = B(A0)gL3/av
son los nimeros de Prandtl y Rayleigh respectivamente, mientras que ég =
(0,0,1).

La linealizacién de la parte estacionaria de las ecuaciones (4.2-4.4) nos
da:

—
u

divd =0, (4.5)
V2% + Ra20é; — Vp= 0, (4.6)
V20 + Ra2 W - é3 = 0, (4.7)

con la misma condicién de frontera (4.4)

Notemos que estas 1ltimas ecuaciones son independientes del niimero de
Prandtl, ademds que tampoco contienen términos con derivadas respecto al
tiempo ésto debido al principio de intercambio de estabilidad (la transicién
a la inestabilidad ocurre via un estado estacionario), el cual aplica para
estas ecuaciones, Puigjaner et. al. en [11] citan a Sherman y Ostrach [20]
al respecto. Las ecuaciones (4.5-4.7) con condiciones de frontera (4.4) estdn

fuertemente acopladas pero aproximaremos sus soluciones por el método de
Galerkin.



4. Inestabilidad en un cubo 52

4.3. FEl Método de Galerkin.

Este método, usado para aproximar soluciones a ecuaciones diferenciales
ordinarias o parciales, forma parte de los llamados Métodos de Residuos
Pesados (MRP); ésto por medio de proponer una aproximacién a la solucién
con una combinacién lineal de un ndmero finito de funciones en donde los
coeficientes de dicha combinacion lineal se determinaran de tal manera que
el error de aproximaciéon se minimice.

Para revisar el principio de los MRP hagamos una consideracién previa.
Supongamos que tenemos una ecuacion de la forma:

Liy(z)] + f(z) =0 (4.8)

donde L [y(z)] denota un operador lineal diferencial, y y f son funciones con
dominio en 2 C R” e imagen en R", f es una funcién conocida y n fija.
Multiplicando escalarmente a la ecuacién (4.8) por una funcién arbitraria
w(x) € R™, definida en (2, e integrando tenemos:

/Q w(z) - (Lly(@)] + f(2)) dz = 0. (4.9)

Los MRP tienen en cuenta la construcciéon de la ecuacion (4.9) a partir de
(4.8), su principio se basa en que con una aproximacion de y(z) se construya
una funcién de error, también conocida como funcién residual, tal que con
funciones w(z) adecuadas se satisfaga la ecuacion (4.9).

Veamos ésto con mas detalle; primeramente propongamos una aproxi-
macién a la solucién de la ecuacién (4.8), a la cual llamaremos funcién de
prueba, de la forma

u(e) =Y eix;(a), (4.10)
j=1

donde las funciones, llamadas funciones base, {x;(z)}_, son escogidas de tal
manera que satisfagan las condiciones del problema (dominio, condiciones
en la frontera, valores iniciales, etc). Mientras que las constantes c; estan
por determinar. Cabe la aclaracién que la ecuacién (4.10) puede ser, lo cual
es altamente recomendable, el truncamiento de y(z) = 372, ¢;x;(z) i.e. la
funcién y(z) en términos de una base.

Ahora consideremos la parte izquierda de la ecuacién (4.8) y susti-
tuyamos u(x) en lugar de y(z) con lo cual tenemos la funcién residual:

r(z) = Lu(x)] + f(z), (4.11)
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por tltimo, para lograr una ecuacién equivalente a (4.9) proponemos m
funciones w;(x), j = {1,2,...m}, llamadas funciones de peso, y a cada una
de ellas le imponemos la condicién

/ wj(z) - r(z)de =0, (4.12)
Q

Lo anterior resulta en un sistema de ecuaciones lineales de m x m para las
constantes desconocidas c;.

Si consideremos L?(2) 3 f,g, el espacio lineal normado completo (de
clases de equivalencia) de funciones f que cumplen [, |f 2 dz < oo donde la
norma es la inducida por el producto interior (f,g) = fQ f g dx es decir
V£l = (f, f); v si wj(z), r(x) € L*(Q) la ecuacién (4.12) nos indica que la
funcién residual es ortogonal con las funciones de peso, lo que en simbolos
queda

(e, (), r(x)) = /Q () - r(2)da = 0. (4.13)

Notemos que al definir el producto interno, y al usarlo para determinar la
norma, en L?((2) este se convierte un espacio de Hilbert. En el problema
que nos ocupa restringiremos adecuadamente a las funciones base y de peso
para que el espacio en el que trabajemos sea de este tipo.

El método de Galerkin, en [22] se le llama método de Bubnov-Galerkin
por atribuirsele a Bubnov la autoria y a Galerkin la primera publicacién
(en 1915), es una refinacién al MRP aqui presentado, en este método las
funciones de peso son las mismas funciones base. i.e. la ecuacién (4.13)
queda

<Xj(x),r(:n)>:/ij(x)-r(x)d:v:Q i= {12, m} (4.14)

4.4. Construyendo las funciones base, de prueba y de error.

Notemos primeramente que las ecuaciones (4.6 y 4.7) se pueden escribir
en términos de un operador diferencial lineal L tal como en la ecuacién (4.8):

(3= () rmn()-(3)-(8) o

donde

o O O O
o O O O
_ o O O
o= OO
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es la matriz que a un vector en R? le hace ceros las primeras dos entradas e
intercambia la tercera y cuarta.

Siguiendo la estructura del método de Galerkin en lo que resta de esta
seccién procederemos de la siguiente manera:
construiremos funciones ¥y, ¢, y &, tal que:

S S 00
U = Z Cn)?nv 0= Z dpnbpn, p= Z enén, (4-16)
n=1 n=1 n=1

truncaremos las expansiones con lo cual tendremos soluciones aproximadas:

L
U apror — Z CnXm aprox Z dn¢n7 Paproxr = Z enfm (4-17)
n=1

donde N, M y L estan todavia por determinar; particularmente nosotros
consideraremos N = M, asi que las funciones base, de prueba y de error
seran respectivamente:

R — M
o X1 U aprox o
k= , E aF L g arFy ). 4.18
! ( ¢l ) < apro:c > e Y (l:l : l) ( )

En la secciones siguientes estableceremos y resolveremos el problema de valor
propio que resulta del sistema de ecuaciones lineales

< (E:wﬂ) >—0 n=1{1,2,..M}.

con las constantes a; por determinar.

Para construir a las funciones que aproximaran a las variables de tem-
peratura y velocidad, consideremos los conjuntos

T = ‘I’ﬂHQ(Q) (4.19)
E = hef\ @eL%m} (4.20)
donde
Opn _ Oy, 1
‘I’:{%(%yaz)ERWn: O = By =0en |Z|:|$’:|y‘:§}v
(4.21)
I'={7(z,y,2) | div 7, = 0,7, = 0 en 0N}, (4.22)
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son conjuntos cuyos elementos satisfacen las condiciones de frontera (4.4).
Nos proponemos usar elementos de T' para expandir la temperatura y ele-
mentos de F para la velocidad (ver 4.6, 4.7). Los espacios H!(Q) y H?(£2) son
espacios de Sovolev; para trabajar en ellos nos basta la siguiente distincién
de elementos de H!, ver [23] pags. 149 y 150 :

0
8:51-

sifeCHONLAQ) ysi y —feL*Q)=feHYQ), (4.23)

donde 6%1_ son las derivadas parciales en el sentido usual y C1(€2) es el
espacio de funciones en donde ellas y sus derivadas son continuas en ).
Mientras que los espacios H? estdn definidos recursivamente, ver [23] pag.
156 y 157, de la siguiente manera

() = {f Hl(ﬂﬂaif e '@},

usando (4.23) vemos que:
2
Y 69316%

si f, aif € CH Q) NLA(Q) fel?Q) = fecH* Q) (4.24)

Procederemos entonces a escoger las funciones X, v ¢, que satisfagan (4.17);
usaremos la misma forma de Puigjaner et al, quienes a su vez siguieron
el método de Catton perfeccionandolo al agregar funciones para asegurar
completez. A continuacién dos resultados que permitiran construir las bases
ortogonales completas.

El primero (debido a [17] y [18] citados por Puigjaner): Las eigenfunciones
de un problema de Sturm-Liouville definido en un intervalo G forman una
base ortogonal completa para el espacio de soluciones en L?(G).

El segundo: A partir del hecho de que si consideramos €2 = I; X Iy x I3,
las I; intervalos cerrados en R, y si suponemos que los conjuntos {f;}, {g;},
{hi} son, respectivamente, bases ortogonales completas en L?(I1), L%(I3)
y L*(I3) entonces el conjunto {Fyjx(z,y, 2) = fi(z)g;(y)hi(2)} es una base
ortogonal completa en L2().

Con estos dos resultados en mente y también tomando en cuenta que
queremos aproximar velocidad y temperatura en donde las condiciones de
frontera (4.4) exigen tener tres tipos de funciones: funciones que evaluadas
en la frontera sean cero, funciones cuyas derivadas parciales evaluadas en
la frontera sean cero y funciones que tengan las dos propiedades recién
enunciadas al mismo tiempo; consideremos los problemas de Sturm-Liouville
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definidos sobre I = [—1,1] :

[ =af
f=3)=1(3)=0 , a>0
f'(=3)=r1"(3)=0
Con las restricciones sobre cada una de las a, las respectivas eigenfunciones
son:
gr(x) = cos((2k — 1)mx) o sin(2k7mx), (4.25)
hi(x) = cos(2(k — 1)mz) o sin((2k — 1)7x), (4.26)

h(Agz Ak
Ci(x) = C(;c;sh(()\kk/;) - ;(;)ss(()\:/Q))

fulz) = » 0 | ) ) (4.27)
Sk-(l') = sinh(;iif/?) o Sin(lfkk/Q)'

donde A\p y uj son, respectivamente, las raices positivas de las ecuaciones

tanh(A\,/2) 4+ tan(A\x/2) =0 y tanh(ug/2) — tan(pug/2) = 0. (4.28)

Notemos, adelante usaremos esta distincién, que las funciones gx(x), hy(x)
y fr(z) son funciones pares o impares, ademas Si(x) y Ci(x) tienen, res-
pectivamente, un cierto comportamiento sinusoidal y cosinusoidal.

Por los dos resultados dados anteriormente el conjunto

{Gij (2,9, 2) = hi(2)hj(y) gk (2) }ij, (4.29)

con hy g definidas en las ecuaciones (4.26) y (4.25), forma una base ortogonal
completa para 7', con ésto ya podemos expandir 6. Nétese que debido a
la paridad de las funciones h;(x), h;(y) y gx(2), la funcién ¢;;x(z,y,2) es
elegible, para indices ¢, j y k fijos, de 8 maneras distintas.

Mientras que la, ain desconocida, base ortogonal completa de E ser-
vird para expandir w. Para la construccién de dicha base considerando
el hecho de que las velocidades son un campo solenoidal i.e. div @ = 0,
en [13] Puigjaner et al proponen, quiza siguiendo la idea usada en el caso
de la lamina de fluido y ademds cita a varios autores que usan variantes
de la misma idea en condiciones también parecidas, que u se forme con el
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rotacional de dos tipos de funciones escalares ¢ y 7, conocidos también como
potenciales escalares, tales que pertenezcan a LQ(Q) :

EZVXTél—VXL,Oé2:<a(p or Oy 37)

92702 Oz Oy

donde é;1, 2 son vectores unitarios en ejes x y y respectivamente. Notemos

que con esta definicién se cumple la restriccién divw = 0. Los vectores
A o) 0 N 0 o ;
=V x péy = (52,0,—32) y V x 1é1 = (0, 8—;—8—;) modelan dos tipos de

movimientos: los z-rollos y los y-rollos (cuyos componentes de la velocidad
y vy x, respectivamente, son cero), visibles solo si uno de los dos rotacionales
es cero y el otro no. Ademds permiten considerar que E = E1 @ E», la suma
directa de dos subespacios.

B = {a
B = (@

il = —V X péy;p € H'(Q)},
ci =V xTéy;T € H(Q)),

donde H! estd caracterizado en (4.23). Asi, al igual que se definié la funcién
¢ en (4.29), al definir ¢ y 7 en términos de las funciones (4.25 y 4.27) se
obtienen bases ortogonales completas para FE1 y FEs. Lo que cumple con el
objetivo propuesto: una base ortogonal completa para F.

Puigjaner et al, proponen:

vije(r,y,2) = fi(2)g;(y) fe(2), (4.30)
Tijk($7y7z) = gi(2)fi(y) fr(2),

con lo que resulta que los conjuntos formados por —V X péy y V X 7é;
cumplen con condiciones de frontera, estos conjuntos quedan respectiva-
mente:

fi(x)g;(y) f1.(2)
Tijk(2,Y,2) = =V X @ij2 = 0 . (4.31)
—fi@)giW)f(2) ) )

0
Tign(z,y,2) =V x mgrér = | gi(2) f5(y) Fi(2) : (4.32)
—9i(2) f5(y) fi(2)

Donde el apéstrofe indica derivacion con respecto al argumento de la misma
funcién. Notese que, para i, j, k fijos, debido a nuevamente a la paridad de
las funciones f y g, las funciones 7 (z,y, 2) y ﬁijk(x,y, z) son elegibles de
8 maneras distintas cada una.

ijk
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Si el conjunto {F}]k (R3 — R4} - es un conjunto de funciones base del
ij

espacio ' @ T’ donde E' = E x L?() y T' = T x L?*(f), las funciones base

de las ecuaciones lineales (4.6-4.7) son:

st

o gi\Z) J;\y z

Fin =\ _po)gm)hi) - s fife |- &)
o)y (1) gi (2)

Exhibiendo una relacién biunivoca entre indices i, j,k y m, podemos refe-
rirnos a esta ultima funcién usando tres indices, Ejk, o usando uno solo,
ﬁm. Para tal efecto consideremos n,, ny, y n., el nimero de funciones base
usadas en las direcciones z, y y z respectivamente, y que los indices i, j, k
toman valores de 1 a ng, ny, y n, respectivamente Puigjaner et al en [11]
proponen la ecuacién

m=(i—nyn, + (j — )n. + k, (4.34)
notemos que m toma valores de 1 a IV, donde
N =ngnyn.. (4.35)

Mientras que nosotros formulamos la dependencia inversa de esta ultima
ecuacion en términos modulares

k = m(modn,; 1),
j= [’”T"“] +1 (modny;1), (4.36)

m—(j—1)n.—k + 1’

t= NyNz

donde [-] indica la parte entera y

a(modb; 1) :{ “(mzd’;)i Zi| ZTa} }

Las ecuaciones (4.34 y 4.36), nos permitiran de ahora en adelante hacer
referencia indistintamente a las funciones indexadas por i, j, k o por m.

Usando en la ecuacién (4.33) ﬁm en vez de F’ijk tenemos las funciones
base prometidas en (4.18) y en consecuencia también las funciones de prueba
y error.
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4.5. Estableciendo el problema de valor propio

Igualando a cero el producto interior (del espacio de funciones) entre
las funciones base y la funcién residual, ver (4.14), tenemos, para n =
{1,2,.., M}, las ecuaciones:

M M
nl nl — 20 1/2 i - 0. )
<L (; alFl> Fn> > a [<v Fan> + <Ra JFZF,LH 0. (4.37)

=1

Noétese que no aparece el término <(Vp, O)T, Fn> debido a que este es cero,

veamos: Dado que para cada n € {1,2,.., M}

a iy, 0
fe(2)(9). o
afirmamos:

_ Vp =\ Vp U, Vp 0 )

= () A=) (5 )= ) (o))
(4.39)
ya que ambos sumando del lado derecho de esta tltima ecuaciéon son cero,

el cero del primer sumando es debido al:
Lema 1. Si divi =0 y T |po=0 entonces (7,Vp) =0

Demostracion. Dado que divt = 0 se tiene que div(pv) = Vp - ¥, luego por
teorema de la divergencia y usando ¥ |go= 0 tenemos que

<Vp,ﬁ>:/Vp-17:/div(pﬁ):/ pv-n =0.
Q Q P1g)
L]

Dado que para cada n, divi, =0 y U, |go= 6, el lema recién demostrado
justifica la desaparicién del término <(Vp, 0)7, ﬁn> en la ecuacién (4.37).

Para simplificar las ecuaciones (4.37)Puigjaner et al en [11], proponen
que la funciones base {F;} se distingan en tres grupos del mismo tamano

{Fi,...,Fx,Fxi1, .., Fon, Fany1, -, Fsn}, (4.40)
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tomando en cuenta las ecuaciones (4.29, 4.31 y 4.32)

(z)

Upy
"‘l _ ﬁl(;t)(x’y, Z) _ ( T]’L]k(:gayaz) ) — ?I) e {1,2’ ,N}
Uz
0
0
n —(y) 52 'k(ajv Y, Z) ul(g)
1 =1 (ff/’a%z):( / 0 >= ) Je{N+1,. 2N}
Uy
0
. 0
I 0 0
Fr=t(z,y,2) = ( P ) =| o | le{2N+1,..3N}
ti4

(4.41)

Considerando esta distincién analizaremos los dos sumandos <V2F’l, ﬁn> y
<Ra1/2Jﬁl, ﬁn> de la ecuacién (4.37) .

Empecemos analizando <V2F’l, ﬁn>, si a es x 0 y se puede verificar facil-
mente de las ecuaciones (4.41) que <V2t_2, ﬁﬁf‘)> = <V2ﬂ’l(a), fn> =0y
<V25,fn> = <V2tl4,tn4> por lo que

<v2ﬁl, F]> (4.42)
= (V@7 + @ + i), (@l

= (V@ + @), @D + @) + (V0. T)

_ <v2a§‘”>, a;f>> + <v2ﬁ§y),ﬁ<f>> + <v2ﬁ§x), ﬁﬁf’)> + <V2ﬁ§y)aﬁ§%’)>

+(V?t4,tna) .

+
S
s
_l_
~
s
SN—
\/

donde los indices n y [ toman valores de 1 a N, de N +1a 2N y de 2N +1
a 3N segin indexen, respectivamente, a las funciones @*), @ y ¢ tal como
se indica en (4.41). Mientras que si notamos que

0 0

S« 0 - 0

Ji\® = 0 v o Ji=| (4.43)
(a) 0

U3
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tambien resulta sencillo verificar que <Jul( ), @) > = <Jt_2,fn> = 0 por lo

que tenemos:
<Ra1/2Jﬁl,ﬁn> (4.44)
= (Ra'Pa@” + @ + 1), (@0 + @ + 1))
= (Ra'25(@ + "), 6, ) + (Ra'2J0, (@0 + @) )
= (Ra 27 7, + (Ra 27507, + (a2 05,50 ) + (RaV2T 0
= (Ra"uf) tug) + (Raufl) ta ) + (Ra' s, ul)) + (Ra' 20, u¥) )

considerando los resultados (4.42 y 4.44) la ecuacién (4.37) queda

M
- 2B F 12 108 7 ‘
0 ; [<v E,F > <Ra JFan>] (4.45)
- ZN:az {(v2a, @) + (V2P @) + (Rl )]
=1

n Z a [<V2171(y),ﬁ,(f)>+<V26l(y),ﬁ£?)>+<Ra1/2 (v) t >}

I=N+1
N
+l:j;+l ay [<Ra1/2tl47ugg> <Ra1/2tl . (y)> + <V2tl4,tn4>} .

Si consideramos

Agy Ay Ra'?B,
M(Ra) = Ay Ay, Ra'/?B, |. (4.46)

Ra'?BI Ra'?BI'  C

al aAN+1 . a2N+1
E(:):) — . ,E(y) — : 7d = : 3
donde (ay Bsonzoy)y

Awg =

{(v*
B, = {<tl4, "3>}ln (4.47)
{

C =
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son matrices de N x N, y en donde los indices [, n varian segin esten
asociados a las variables x, y y ¢, ver (4.41), asi que los indices asociados a x
(v 6 B =x) varfan de 1 a N, los asociados a y (a 6 f = y) varfan de N + 1
a 2N y los asociados a t varian de 2N + 1 a 3N, entonces la ecuacion (4.45)
queda como
@)
M(Ra) | &% | =0, (4.48)

-

d

la cual tiene solucién no trivial si y solo si
det(M(Ra)) =0, (4.49)

este problema resulta en un problema de valor propio; veamos, si

o Awm Ayx o Bx T T T - E(x) .
A_<Axy Ayy>’B_<By>’B _(Bx’By)’c_ v )
(4.50)

la ecuacién (4.48) queda

A Ra'?B ¢\ (0
Ra'?BT  C d) \0)

de donde escribiendo este sistema en términos de ecuaciones, despejando y
sustituyendo nos queda un problema de valor propio de dimensién 2N x 2N.

. 1
con eigenvalor -

1

A 'Bo'BTe= —¢ 4.51
¢ Rac’ ( g )

ademas B
d=—Ra'?C'B"¢.

Cabe hacer notar que la matriz C' es diagonal, en efecto, usando Cj, para
los componentes de C, de las ecuaciones (4.41, 4.29) y asociando los indices
17k e i'5'k' a | y a n respectivamente, tenemos

Cin
= (Vu,tp)
= <v2¢ijk<mvyaz)=¢i’j’k’(xayaz)>
= (V2hi(@)h;(y)gr(2), hir(2)hjr (y)gr (2))
= (i (@)hj(y)gr(2) + hi(2)h] (y)gr(2) + hi(2)hj(y) g (2), hir(2)hyr (y)gr (2)) -

En donde el doble apdstrofe indica la doble derivada con respecto al argu-
mento de la funcién. Usando ahora la definicién de las funciones h y g (4.26,
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4.25) tenemos que sus dobles derivadas son proporcionales a ellas mismas,
con constantes de proporcionalidad dependientes de los parametros i, j o k.
Con lo que, si kpn,(I), es la constante de proporcionalidad en cada caso, con
m = {1,2,3} e I = {i, j, k} respectivamente, tenemos:

w

Ci = Y k(D) (hil@)h (y)gi(2), b (@) Ry (y) g (2))
m=1
3
= ka(-[) <¢ijk(x’yvz)7¢i’j’k’(x7yvz)>'

m=1

Pero las funciones ¢, ¢y j/k pertenecen a un conjunto ortogonal, luego
Ci = 0 si ¢yp(w,y,2) # dwjue(x,y,2) 0 equivalentemente si I # n lo que
hace de C' una matriz diagonal. Ademéas dado que el producto interno nos
induce la norma en L? tenemos, en esta misma norma

3

Cu = |l gijn(e,y, 2)II* D k(D). (4.52)

m=1

Consideremos ahora el hecho de que cada una de las funciones base
ﬁ%’c),ﬁﬁly) y fn son elegibles de 8 maneras distintas para cada uno de sus
indices, si consideramos que una vez elegidas las funciones estas son las mis-
mas para todos los indices, el nimero minimo de casos diferentes suficiente
para modelar el comportamiento del fluido es de 8. Esta situacién hace
que cualquiera de las dos ecuaciones (4.48) o (4.51) represente 8 problemas
numericos distintos, para marcar la diferencia entre estos 8 problemas en
adelante nos referiremos a M(Ra), A, B y C como Mp(Ra),Ar,Br vy CL
respectivamente, con L = {1,2,...,8}.

Notemos que ante estos 8 problemas distintos es posible obtener valores
distintos del pardmetro Ra, el valor mas pequeno indicard la primera bifur-
cacién i.e. cuando el fluido cambie de un estado conductivo a uno convectivo.

Para formar cada una de las 8 ecuaciones (blogues en la terminologia de
Puigjaner, al ser M (Ra) los elementos de una matriz diagonal por bloques
de 8 x 8) Puigjaner et al proponen en [11] y justifica de manera indirecta
en [13] la siguiente forma de elegir:

L=1{1,2,561 L={1,3,57} L=1{1,2,34}
i S 1 DO Do 5
gi(x) — T 6;(y) — P gu(z) = P
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donde el simbolo — indica la eleccién de la paridad de la funcién, ver (4.25,
4.26 y 4.27). Para los otros valores de L las funciones son de paridad con-
traria.

Veamos como quedan las funciones de prueba al usar las ecuaciones (4.29,
4.31 y 4.32). Dado que cualquier funcién de prueba es de la forma:

3N N 2N 3N
Z aiFZ- = Z alﬁz(m) + Z aiﬁgy) + Z ait_; (4.54)
i=1 =1

N1 i=2N+1
tenemos
W = fila)gi W) fi(2)
W = (@) () filz)
u? ) = —f@)gi W) fu(z) - @) f5 ) u(2)
ta = hi(x)hj(y)gr(2) (4.55)

Noétese que aparte de que cada componente depende de las variables x,y y
z también dependen de los indices i, y k.

La tabla 4.1 nos muestra como quedan las funciones g, h y f despues de
haberlas elegido segtn (4.53 y 4.55) pero ademds ésta nos muestra la manera
en que queda cada componente de la funciéon de prueba en cada bloque:

LW W W 4 ) o
1 ppPP'  IIP'  —PPP—II'P  IPP
2  pip’ PP —PIP-IP'P  IIP
3 Ipp  PIP' —I'PP—PI'P  PPP
4 I1IP  PPP' -T'IP-PPP  PIP
5  ppPr'  III —P'PI—II'l  IPI
6  PII Pr _P'II—IP'I 1

7 IPI PII' —I'PI-PI'I  PPI
8§ I pPr'  —I'II-PPI  PII

Tab. 4.1: Asignacién de paridades, segin 4.53, para los componentes de las fun-
ciones de prueba.

En donde como antes el apdstrofe indica derivacién con respecto al argu-
mento correspondiente.

Si consideramos que la derivada de funciones pares e impares son re-
spectivamente impar y par, y concedemos que los términos de la tabla (4.1)
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de la columna ugf) + ugy) son equivalentes (solo en términos de paridad

de funciones) a los de la columna ¢4, nuestra tabla es consistente con las
consideraciones del tltimo parrafo de [13] pag. 6. Sin embargo la tabla co-
rrespondiente presentada en ese mismo articulo, tabla 1, pag. 26, presenta
inconsistencias con las instrucciones de su formacién.

La tabla (4.1) se fabrica a partir de asignar arbitrariamente cada una
de las 8 posibles elecciones del componente de la temperatura, columna g4,
en cada bloque y a partir de ella genera las columnas restantes; la columna
uéx) + ugy) queda (en términos de paridades) igual que la columna t4 ya que
que la temperatura y el tercer elemento de la velocidad estan acoplados en
la ecuacion linealizada (4.7). Mientras que la columna ugy) se fabrica a partir
de la columna t4 intercambiando paridades de la segunda y tercer funcién, la
columna ugx) se fabrica a partir de la columna ¢4 intercambiando paridades
de la primer y tercer funcion.

En el programa, el cual anexamos, que usamos para encontrar (por el
método de potencia, ver siguiente seccién) los valores propios 1/Ra exhibi-

mos explicitamente las componentes de las funciones de prueba.

4.6. Resultados.

La tabla (4.2) contiene los niimeros de Rayleigh que satisfacen Ra < 104,
notemos que éstos dependen del nimero de funciones usadas ngz,n, y n., y
del bloque L. A mayor numero de funciones mayor es la precision de Ra,
aqui usamos n, = n, = n.. Notese también que la cota que impusimos para
Ra sélo se satisface para 4 de los 8 posibles valores de L.

L Ng =2 ng =3 ngy =5 Puigjaner et al. (ny, = 5)
1,4 3433.10 3400.80 3391.17 3391.17

2 6055.17 0945.43 5910.09 5910.09

3 7823.87 7506.96 7462.98 7462.98

3 9632.31 8675.60 8610.01 8610

Tab. 4.2: Valores de Ra < 10* obtenidos en el presente trabajo, a mayor valor de n,,
mayor la precisiéon de Ra, incluimos resultados reportados por Puigjaner
et. al. los tres primeros en [12] y [13], el dltimo en [11]. * Para este valor
de Ra, n, no fué reportado. En nuestros célculos el nimero de funciones
basicas usadas fué 3n3, ver (4.35) y ( 4.40).

Algunas observaciones a los resultados de la tabla (4.2):
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1.- Obtuvimos los niimeros de los tres primeros renglones, a los cuales
llamamos valores criticos de Rayleigh, calculando los valores propios domi-
nantes A, i.e. |[A\| > |\;| para todo \; vector propio del mismo bloque. Para
calcularlos usamos el método de potencia (power method) y restringimos A
=1/Ra > 1074

2.- El bloque L = 3 es el tnico que tiene 2 niimeros de Rayleigh menores
que 10%.

3.- Un valor critico de Rayleigh aparece repetido; bloques L = {1,4}.

4.- Puigjaner et al. en [11] reportan los valores de Ra = {3389, 3389,
5902, 7458, 8610}, aunque no especifican el nimero de funciones base usadas.
En [13] reportan incluso con n, = 8. Ra = {3389.21, 5902.81, 7457.59}.
Nosotros tuvimos como limitante la capacidad de las computadoras con las
que contamos.

En las figuras (4.2 y 4.3) mostramos las curvas de nivel de los potenciales
criticos Qeritica ¥ Teritica (@ ¥y T son los potenciales escalares definidos en
(4.30)) sobre planos representativos que indicamos en los pies de figura.
Calculamos los potenciales criticos haciendo:

&)

' Son(wvyv Z)v
E(y) : Tn(xaya Z)a

Peritica (l‘, Y, Z)

Teritica (l’, Y, Z)

donde (E(“”),E’(y))T es el vector propio, ver (4.50 y 4.51) y n € {1,2,..N},
N es la dimensién de los vectores &*) y @¥) y es también el ndmero de
potenciales escalares, obtenemos N a partir de N = ngnyn., el ntimero
de funciones base usadas en las direcciones correspondientes, ver (4.35).
Mientras que las funciones usadas, tres para cada potencial, para conformar
¢y 7 dependen de la eleccién de L € {1,2,...,7,8}. En ambas laminas L = 1
y ne = ny = n.. En la figura (4.2) n, = 2 y Ra = 3433.10, en la figura
(4.3) ny =5 y Ra = 3391,17. Ver tabla (4.2).

Para las dos figuras (4.2 y 4.3) cada grafica de (a) a (f) contiene 5 planos
de superficie de alguna de las siguientes dos formas, especificada en cada pie
de figura, &%) -, (z,y,2) = K; o éw) “To(x,y,2) = K;,coni=1,2 .5 En
donde ademds para cada una de las graficas K; depende de las variables que
conforman el plano. por ejemplo en 4.2(a) y 4.2(d): K; = K;(y, z), mientras
que en 4.2(b) y 4.2(e): K; = K;(z,2) y para 4.2(c) y 4.2(f): K; = K;(x,y).

Determinamos los valores de K; a partir del comando contour de ma-
thematica (©), en donde segin se indica en este mismo software el coman-
do calcula las Kj;, partiendo, en este caso en 5, intervalos de igual longi-
tud entre los minimos y méaximos de la funcién a graficar; por ejemplo en
(4.2) (a) @) - ©,(0,y,2) = K(y,z); el mmimo estd en K ~ —1,76703 y
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el maximo en K ~ 1,76192. Asi que, para este caso. los valores de las K;
serfan -1.7670266206564358, -0.8847908720029192, -0.002555123349402555,
0.8796806253041141, 1.761916373957631. Sin embargo al tratar de repro-
ducir las curvas de nivel con estos valores obtuvimos una grafica parecida
pero no igual. Quedando entonces pendiente los valores exactos de las K;.
Anexamos el cédigo que escribimos para las graficas.
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Fig. 4.2:
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i =1,2,..,5, andlogamente con las figuras restantes con Teritica (2, Y, )

K;y x,y,z igual a 0.25 en cada caso.
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estas figuras tienen la misma estructura de la figura (4.2)

Fig. 4.3: Curvas de nivel de potenciales criticos, salvo el valor de Ra = 3391.17.



5. ESTRUCTURA DEL CODIGO DE LOS CALCULOS
NUMERICOS.

A continuacién describimos brevemente la estructura de los codigos que
usamos para aproximar el valor critico de Rayleigh para cada L € {1,2,..,8}.
Al final de esta tesis anexamos el cédigo, escrito en mathematica (), corres-
pondiente a L = 1, el cual con pequenos, e importantes, cambios sirve para
los valores restantes de L.

El célculo lo realizamos en dos etapas: en la primera integramos y ob-
tuvimos matrices que dependen de pardmetros. En la segunda, segin la
naturaleza de los mismos, asignamos o calculamos dichos parametros, con
lo cual convertimos a numéricas las matrices parametrizadas obtenidas en
la primer etapa, usando las matrices numéricas calculamos el valor propio
dominante y con éste el valor critico de Rayleigh.

Primer etapa

ReglasIntegra.nb

En este archivo definimos la funcién auxiliar myInt[-] con la cual damos
el resultado de integrales elementales, con x, y y z variando desde -0.5 a
0.5. Esto nos permite ahorrar recursos ya que para integrar primeramente
descompondremos en integrales elementales y despues usaremos mylnt[-].

EleccionFuncionesDiferentesLs.nb

Este archivo es sdlo auxiliar, aqui mostramos, para cada una de las 8
posibles elecciones de L, la forma en que quedan las funciones ﬁg’i(m, Yy Z),

a’g’;(x,y, z)y t;jk(x,y, z) definidas en (4.41), en donde cada componente

de estas funciones vectoriales estd formado por la multiplicacién de tres de
algunas de las eigenfunciones de problemas de Sturm-Liouville f7(«), g7(/3)
y hi(7), o, 3,7 pueden ser z 0 y o z, y el indice I puede ser i, j o k. Tomamos
como referencia la tabla (4.53) para conformar dichas funciones vectoriales.
AxxCases.nb, AxyCases.nb, AyyCases.nb, BxCases.nb, ByCas-
es.nb y CCCases.nb.
Estos 6 archivos se refieren a las 6 matrices, Ay, Agzy, Ayy, Bz, By,
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y C, de las 9 establecidas en (4.46) ésto debido a que A, = Agy y que
tres son matrices transpuestas (Afy, BTy Bg ). Las matrices que obtenemos
dependen de parametros. Para calcular estas matrices:

1.- Compilamos previamente ReglasIntegra.nb.

2.- Damos el valor de L.

3.- En base al valor de L establecemos ( EleccionFuncionesDiferentesLs.nb)
las funciones ﬁgf,i(x,y, z), ﬁg",i(x,y, z)y fijk(ac,y, z).

4.- Para calcular las entradas de las matrices Ay, Azy, Ayy, Bz, By, y C,
resolvemos la ecuacién que corresponde a cada uno de los productos escalares
(4.47) i.e. integramos usando mylInt|-].

5.- Asociamos indices 1, j,k, 7,5’ y k' a cada una de las entradas de las
matrices, por ejemplo a m y n de la entrada A,,(m,n) le asociamos respec-
tivamente indices 4, j, k e i/, j', k', ésto justificado por las ecuaciones (4.36),
de tal manera que cada entrada de cada matriz (6 matrices) se corresponde
con uno de 8 casos posibles, i =,j =j  k=kK; i =45 =7 k#k;...;
1#£1,7 # 7,k # k. Al ser C una matriz diagonal las entradas a calcular
son Uinicamente las asociadas al caso i =14',j = j/,k = k'

6.- Con los céalculos del punto anterior generamos 41 archivos auxili-
ares, b matrices aportan 8 casos cada una y una matriz aporta solo un
caso, guardamos estos 41 archivos (Azxl.m,...Azyl.m,..,.CC8.m) para usar-
los posteriormente.

Cabe hacer notar que las matrices que hemos obtenido son dependientes
de los valores ng, ny y n.. y de los pardmetros Ay y pu; ver (4.28, y 4.35).

Segunda etapa

Caso-L-igual-1-General.nb

Primer paso:

Calculamos numericamente a las matrices Ayg, By, C, todas de dimen-
sion N x N donde N = ngnyn., ver (4.35), ademds, en todos los casos
ngy = ny = n,. Compilamos este programa (L = 1) tres veces debido a que
calculamos el niimero de Rayleigh para valores de n, iguales a 2,3 y 5.

Para obtener las matrices numéricas, tuvimos que:

1.- Asignar valor a ng.

2.- Calcular A\ v pg;-

3.- Definir la funcién indicial p(m) la cual para un indice m nos regresa
los indices 4, §, k ver (4.36), el dominio de esta funcién discreta es {1,2,...,n>}
esta funcién depende del valor n;, por ejemplo si n, = 3, p(3) = {1,1,3}
pero si n, =2, p(3) = {1,2,1}
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4.- Calcular numericamente cada una de las entradas de las matrices
usando la funcién indicial y los resultados obtenidos anteriormente (Azz1.m,
... ,Azyl.m, etc.); por ejemplo, para n, = 3, el componente (2, 3) de la matriz

Agy se calcula: A, (2,3) = <V261()2),17](;8)> = <V26§§?172},6§€?1’3}> )
Segundo paso:
Formamos numéricamente las matrices A, B y C de los bloques (4.50);
con estas matrices formamos la matriz del problema de valor propio D =
A~'BC~1BT (4.51). Encontramos el valor propio dominante por el método

iterativo conocido como el método de potencia:

D(m+1)XO

Am+1 = MaxEntr
Am

Donde la funcién MaxzEntr |v] es el méximo de los valores absolutos de las
entradas del vector ¥, ademas A\, — A cuando m — 0o, A es el eigenvalor
dominante, i.e. |A| > |\;|; para todo \; eigenvalor. En todos los casos la
tolerancia fue de 107!, el vector inicial X fue el formado por unos.

PotencialesCriticos.nb

Obtenemos curvas de nivel de los potenciales criticos; para obtener grafi-
cas primeramente se debe de copiar el cédigo de este archivo y pegarlo al
final del cédigo de Caso-L-igual-1-General.nb.



6. CONCLUSIONES

Obtuvimos a partir de los principios de conservacién de masa, momento
y energia las ecuaciones que modelan el comportamiento de un fluido, para
la obtencién de dichas ecuaciones supusimos que las funciones involucradas
permitian las operaciones que sobre ellas aplicamos: derivabilidad, integra-
bilidad y continuidad. Ademads explicitamos una serie de hipétesis: fluidos
isotrépicos, no polares, etc. Demostramos, en la ecuacién de movimiento,
que la ecuacion obtenida desde un punto de vista Lagrangiano era equiva-
lente a la obtenida desde el punto de vista Euleriano. Demostramos también
el teorema de transporte, el teorema de Cauchy, la existencia del tensor de
deformacién y la simetria del tensor de esfuerzos.

La notacién usada fué la que consideramos mas conveniente para cada
situacion a diferencia de la bibliografia sobre el tema en que los autores que
leimos adoptan una notacién y no la cambian a pesar de que lo escrito puede
resultar abrumador (la notacién tensorial por ejemplo en [2] pag. 20, la eli-
minacion de la presion en la ecuacién de movimiento, aplicando el operador
curl a tensores de orden 2) o innecesariamente artificial (la notacién diddica
en el teorema de Cauchy, donde siendo P una matriz se incluye el término
n-P cuando este término es la aplicacion usual de una matriz sobre un vector
Pn ), nosotros usamos notacion tensorial, diddica y la usual para vectores
y matrices, segiin encontramos, cuando pudimos, mas facil.

Analizamos linealmente la inestabilidad de un fluido en forma de una
hipotética lamina infinita con diferentes condiciones de frontera y de un flui-
do contenido en un recipiente ctibico ambos calentados por la cara inferior,
el andlisis de la lamina de fluido lo usamos para orientarnos en el del fluido
del cubo, en éste ultimo el andlisis se basé en el método de Galerkin el cual
nos di6 ocho problemas de valor propio, cada uno en los bloques L = {1, 2,
..,8}. El pardmetro que usamos para determinar bifurcaciones fué el nimero
de Rayleigh Ra, particularmente nos interesamos en encontrar, por medio
del método de potencia, el numero critico de Rayleigh Ra., el menor de los
valores de Ra de cada bloque. Obtuvimos las funciones béasicas necesarias
para aplicar el método de Galerkin a partir de eigenfunciones, las cuales
forman una base completa para el espacio de soluciones, de problemas de
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Sturm-Liouville.

De los valores que obtuvimos los que mejor aproximan a Ra., y que son
menores que 104, una cota necesaria para dar confiabilidad a los resultados,
son {3391.17, 3391.17, 5910.09, 7462.98} correspondientes a los bloques L =
{1, 4, 2, 3}, nétese uno de ellos aparece como valor critico en dos bloques.
Los valores que encontramos dependen del nimero de funciones usadas para
calcularlos, a mayor numero de funciones mejor es la aproximacién, en todos
los casos el nimero de funciones que usamos fué 3n3, donde n, Ny y N son
el nimero de funciones basicas usadas en las direcciones x, y v z, y donde
ademads para todos nuestros calculos n, = n, = n., los calculos que hicimos
fueron con n, = {2, 3 y 5}. Los resultados que obtuvimos coinciden con los
obtenidos por Puigjaner et al. La ventaja de haber obtenido las funciones
bésicas a partir de problemas de Sturm-Lioville es que se puede disponer de
tantas funciones béasicas como se considere, sin embargo nosotros tuvimos
como limitante la capacidad de cémputo, para n, = 5, por ejemplo, el tiempo
de compilacién para cada uno de los bloques fué de aproximadamente 10
horas, para n; = 7, bloque L = 1, despues de mas de 10 horas no habiamos
consumido lo que consideramos la cuarta parte del tiempo de compilacién.

En los ocho bloques encontramos solo cinco valores de Ra menores a
10%, los cuatro valores dados en el parrafo anterior y el valor, obtenido por
métodos convencionales, 8610.01 en L = 3.
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A. APENDICES

A.1. Basicos del cédlculo vectorial

A.1.1. Notacién y dos identidades.

f :R? — R funcién escalar.

u :R3 — R3 campo vectorial.

M matriz 3 x 3

M?, M; vectores renglén y columna respectivamente de la matriz M.

grad(f) = Vf = (9. 5. %)

q=(q1 +iq) € C.

Uy Uy Uy Vu
Vu = (uz,uy,u;) = Vp Uy U Vv (A1)
Wy Wy W, Vw
u-Vu
uVu = (wu+uyw+uww)=| uVo (A.2)
u-Vw
VxVf =0 (A.3)
VxVxu = V(V-u)-Vu (A.4)
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A.1.2. Ocho expresiones diferentes para una misma operacion

uM

(u1M1 + ug My + U3M3)
= UMyl + u2my2 + uzm;s
= wu;jmj (el convenio de los indices repetidos)
uimiy + ugmiz + uzmi3
= U1M21 + U2M22 + U3M23
u1may + u2msz + uzmss3
mi1 Mmiz  Mi3 uy
= ma1 M2 M23 U2
m31 Mgz M33 u3
= Mu (la aplicacién usual de una matriz a un vector)
u-M?
= u-M?2
u- M3
A.1.3. Identidades
sin(ig) = isinh(q)
cos(iq) = cosh(q)
tan(iq) = itanh(q)
sinh(q; +ig2) = sinhq cosgy + i cosh g; sinh ¢y
cosh(q1 +igz) = coshq cosgs + isinh ¢ sin go
1 sinh g1 + i sin ¢o
tanh —q¢ =
2 cosh g1 + cosh ¢o
sinh(2g) = 2sinhgcoshgq
cosh(2q) = cosh?q+sinh?q
cosh?q —sinh?q = 1
sinh?*(¢/2) = (1/2)(coshq — 1)

cosh?(q/2)

(1/2)(coshq + 1)
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A.2. Teorema de transporte

Teorema 1 (Teorema de transporte). Para cualquier funcion f de x y t,

se cumple
d Df

— av = Zav.
dt/wt(pf) 4 w. P Dt V.

De manera similar se puede establecer el teorema de transporte sin el
factor de densidad, en cuyo caso tenemos

d [ (Df ..

0 equivalentemente

d B of .
it Ju, fdv = /Wt (é)t + dlv(fu)) av.

Demostracion. Usemos el teorema de cambio de variable

jt/Wt (pu)dV = i/w(pu)(cp(x, t),t)J(x,t)dV, (A.5)

donde J(x,t) es el jacobiano de ¢, en la parte derecha de esta ecuacién se
puede derivar dentro del signo de la integral a causa de que el volumen es
fijo en la posicién inicial. Notemos ademas que:

(0. 0.0) = () (.0,

Mientras que la derivada del Jacobiano cumple el siguiente:

Lema 2 (Lema de Liouville).

0 .

&J(th) = [le(U)((p(X,t))]J(X,t)

Demostracion. Sea p(x,t) = (£(x,t),n(x,1t),s(x,t)) notemos que %cp(x,t) =
u(p(x,t),t) = (u,v,w) por definicién de campo de velocidad del fluido.
Escribamos el jacobiano de ¢; usando subindices para indicar derivacion
parcial.

§o & &
J(X,t): Ne Ty 7Nz =V¢-Vn x V.
e Sy S
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Derivando y usando el hecho que el determinante de una matriz es multi-
lineal en renglones (aunque también lo es en columnas pero no usamos esta
propiedad)

0 0
(Vn) x V¢ + VE-Vn x &(VQ

) - VE x Vn.

0
5 (V9

)
= a(vé) Vn x Ve + —

gJ(x,t) =

o Vn x Vs + V¢ -

0 0
5 (Vn) V¢ x VE+ a(Vq

Notemos que

Ot 0’ 0t Dy’ Ot 92
B <aag 0 o¢ aag)

0 _ <68§86£88§>

Ox Ot’ Oy Ot 0z Ot
= Vu.
Vw. Por lo tanto

Analogamente 2-(Vn) = Vv y (V) =

0
aJ(X t) =Vu-VnxV¢+ Vv V¢ x VE+ Vw - VE x V.
Tomemos el primer sumando del lado derecho de esta ultima ecuacién, y
usando
Ou — Oudg +8u dn  Ou s
or 3§ Oxr Onox ds Oz’
[ 6u8§+8u877+8u8§
oy 00y Onody 0Os oy’
Ou  Oudf Ou 877+8u s
oz 8{ 0z 877 0z 05 0z’

escribamoslo en notacion matricial

ou Of_i_g?; gg+8u Js

0€ Oz 0s 0r O Oy oy on Oz z
0 0 0
Vu-VnxV¢ = s ?Z o
o< o< 95
or oy 0z

Como se puede apreciar en el primer rengléon hay combinaciones lineales
(con coeficientes —;; Y %g) de los dos renglones inferiores, por tal motivo al
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expandir el determinante estos términos hacen ceros, luego

Oudf  Qudf 9Judf
0§ 0x 00y  O€ 0z

o b b ou
9s 9s 95
or oy 0z

Analogamente, para los otros dos sumandos

Vu-Vex V¢ = ng(x,t)
y Vw-VEx Vn = (?;;)J(x,t),
por lo que
%J(x,t) = gz,](x,t) + g:;J(x,t) + gljj(x,t) = [div(u)(p(x,1))]J(x,1).
Quedando asi demostrado el lema. O

Usando el lema de Liouville en la ecuacién (A.5)

d
— (pu)dV
Wi

dt
= [ louetx )06 av

= [ [ Bttt 001+ (pu) ). 8] v

— /W [;(PU)@(XJ)J) + (pu)(p(x,t),t) div(u)(gp(x’t))] T(x, 1)dV

-/ 5 o)+ (o) aiv(w)] v

Para pasar de la pentltima a la ultima ecuacién se uso el teorema de cambio
de variable nuevamente. Por otro lado analizando el integrando de la parte
derecha de la ultima ecuacién en donde para la derivada material se cumple
la regla del producto tenemos:
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D (ow) + (o) diviw) = p () + 1 (pu(pu) div(u)

— @+ | o divt)|w
D

= PE(U)-

Esto ultimo a causa de la ecuacién (2.3) de continuidad. Concluyamos

d D
— dV = —(u)dV.
g t(pu) |14 P (w)av.
Con lo que queda demostrado el teorema. ]

A.3.  El Teorema de Cauchy

Teorema 2 (Teorema de Cauchy).

3
n) = Z Pﬂn]
7=1

Demostracion. En dos etapas, primero estableceremos un principio de equi-
librio local y despues lo usaremos en un elemento de volumen con una forma
particular, lo cual no obstante no nos hace perder generalidad.

Consideremos la ecuacién de balance de momento en su forma inte-
gral (2.10)

d
(pu)dV / odA+ / pbdV.
dt oW W

Supongamos que W es el volumen de una porcién de fluido que tiene
asociada una dimension caracteristica d, esto implica que W es proporcional
a d® y que el 4rea de la frontera W es proporcional a d?,con la constante
de proporcionalidad dependiendo solamente de la forma de la porcién de
fluido. Ahora, si reducimos la porcién de fluido a un punto pero siempre
conservando la misma forma, entonces las integrales de volumen de (2.10)
decrecen como lo hace d® pero la integral sobre la frontera decrece como lo
hace d?. De ésto se sigue que

1
Clll_I)I(l) 7 /8W ocdA =0 (A.6)
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A esta consideracién se le conoce como: FEl principio de equilibrio local de
los esfuerzos. Lo usaremos parrafos adelante.

Considerese ahora una porcién de fluido en forma tetraédrica, con tres
de sus caras contenidas en los planos 1 —2, 2 — 3 y 1 — 3. Identificaremos la
cara j-ésima como la cara perpendicular al eje j, el vector normal unitario a
cada una de estas caras serd —é;, mientras que la cara inclinada tendra un
vector normal unitario n = (ny,ng,ng). ver figura (A.1)

Fig. A.1: Un elemento de volumen tetraédrico sometido a esfuerzos, en esta figura
solo mostramos dos vectores de esfuerzos en dos caras del tetraedro

Suponiendo que dA es el area de la cara inclinada entonces la fuerza,
en la direccién de n, sobre esta cara esta dada por el vector o(x,n)dA;
ademads, dado que dA = ndA, el area de la cara perpendicular al eje j es
dA; = njdA. Por lo que la fuerza, en la direcciéon de —é;, sobre la cara
j-ésima es o(x, —€;)dA; = o(x, —€;)n;dA.

Notemos ademds que si invertimos la direccién del vector é; invertimos
la direccién de la fuerza; en simbolos: o(x, —€;)n;dA = —o(x, éj)n;dA.

Reduciendo el tetraedro a un punto, tal que siempre conservemos la
forma, y usando el principio de equilibrio local de los esfuerzos tenemos

3
0 = o(x,n)dA+) o(x,—¢;)n;dA (A7)
7j=1

3
= Zaxe] n; | dA.
7=1
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Sean o;(x,n) y Pj; el i-ésimo componente, respectivamente, de los vectores
o(x,n) y o(x,é;). La ecuacién (A.7) queda:

3
O'Z‘(X7 n) = Z P]ZTL]
7=1

Pj; representa el esfuerzo por unidad de drea que actua sobre un elemento de
superficie normal al eje z; en la direccién de x;. Con lo que queda demostrado
el teorema. O

Lineas abajo mostraremos que, bajo ciertas hipotesis, la matriz P es
simétrica

A.4. El tensor de deformacion

Primeramente mostraremos que en una vecindad de cada punto, digamos
x el campo de velocidades u es gobernado principalmente por una traslacion,
una rotacién (ambas rigidas) y una deformacién.

Sea y = x4+ h un punto cercano a x. Por el teorema de Taylor tenemos

u(y) = u(x) + Vu(x) - h + O(h?), (A.8)
donde Vu(x) est4 definido en (A.1), h? = ||h|?.
Definamos:
_ 1 T
D = 3 [Vu+(vu) }
_ 1 T
S = 3 [Vu—(vu) }

Notemos que Vu =D + S y que

1 0 _£3 52
S = 3 & 0 =& |,
& &0
donde
E=V xu=(wy — vz, u; — Wy, Uy — Uy) (A.9)

es conocido como el campo de vorticidad. Ademas
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1 0 —&3 &
S-h = B & hi + 0 ho + & hs
—&2 & 0
= % (&2h3 — E3ho, E3h1 — &1hs, E1ha — §2h1)
= %§Xll (A.10)

Luego dado que Vu(x) - h = (D+.5)-h tenemos que la ecuacién (A.8) queda
1
u(y) =u(x)+D-h+ 3¢ x h + O(h?). (A.11)

Interpretemos la parte derecha de esta tltima ecuacion; el primer y tercer
sumando son, de manera evidente, traslacion y rotacién respectivamente; por
otra parte el segundo sumando es el que aporta la deformacién del campo.
Para justificar esta interpretacion fisica notemos que al ser D una matriz
simétrica existe, para x fija, una base ortonormal (é1, és,€3) en la cual D es
diagonal;

d 0 0
D= 0 d2 O
0 0 ds

Con x fija podemos considerar al campo de velocidades como una funcién
de y. Si suponemos que en la ecuacién (A.11) el dnico sumando distinto de
cero es D - h i.e. suponemos un cambio sin traslacién ni rotacién. tenemos:
d—y:u(y):D'h;i.e. %:D-h.
dt dt
Esta ecuacién es equivalente a tres ecuaciones dferenciales lineales las cuales
en la base (€1, és,¢é3) tienen la forma (no aplica el convenio de la suma en
indices repetidos)

dh;

dt
La tasa de cambio de una unidad de longitud a lo largo del eje é; en t = 0 es
d;. Por lo que el campo vectorial D-h representa una contraccién o expansion
a lo largo de los ejes é;; ésto justifica la interpretacion fisica de lineas arriba.
A la matriz D se le llama tensor de deformacion.

= d;h; i=1{1,2,3}.
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A.5.  La simetria del tensor de esfuerzos

Para mostrar la simetria del tensor de esfuerzos iniciemos con la ecuacién

(2.10)

d
— (pu)dV—/ adA+/ pbdV.
dt Jyw oW w

Si se supone que todos los torques que aparecen en el fluido se deben a
fuerzas macroscépicas (fluidos no-polares), entonces el momento angular del
momento lineal también se conserva 1.e.

d
pn /W p(x x u)dV = /8W(x X o)dA+ /W p(x X b)dV. (A.12)

Dado que & (x xu) =xx $uy que u-V(x x u) = xx(uVu), &(x x u) =

X X %u, aplicando el teorema de transporte a la parte izquierda de esta
ecuacion tenemos.

d D
. p(x x u)dV = /W p(x x Eu)dV. (A.13)

Mientras que para el primer sumando de la parte derecha de la ecuacién
(A.12), usando o;=Pj;nj; tenemos:

XXo = XX (len]’, Pjgn]‘, Pjgnj)
z2Pj3nj — x3Pjon;
= | @sbpun; —21Pjn;
x1Pjon; — xo Pjin;
[22Pj3 — 23Pj2] - m
= [.Ingl — $1Pj3] -n
[21Pj2 — 22Pj1] - m

Integrando este resultado y usando el teorema de la divergencia tenemos
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V- (z2Pj3 — 3Pj2)

/ (X X U)dA = / V- ($3Pj1 — .%'1Pj3) dVv

ow w V . (Sﬂlpjg — -'EQI)jl)

29V - Pj3 — 13V - Pjo + Pz — Pso

= / $3V . le - l‘lv . F’j3 + P31 — P13 1%
W\ 1V - Pjo — 23V - Pj1 + Pia — Py

V- Pj Py3 — P39
= / X X V- Pjg + P31 — Pi3 1%
W V- Pj3 Py — Py
Pr3 — Psp
_ / (x X V- P)dV +/ Py — P | dV,(A.14)
w W\ Py — Py

luego, usando (A.13) y (A.14), la ecuacién (A.12) queda

D
/ XX [thu — (V . P) — pb:| dV = / (P23 — P32,P13 — P31,P12 — Pgl) dv.
w w

Como esta tultima ecuacién es verdadera para cualquier volumen arbitrario
y ademds de la ecuacién (2.11) la parte izquierda de esta ecuacion es cero,
tenemos entonces que

Py3 = P35, P13 = P31, P12 = Py.

Lo que hace de P una matriz simétrica.

A.6. Trabajo, energia cinética y viscosidad

A partir de la ecuaciéon de movimiento podemos obtener la tasa de cambio
de la energia cinética del fluido, y con ésta la tasa de disipacién de energia
debido a la viscosidad

Multipliquemos la ecuacién de movimiento (2.12) por wu; (Teniendo pre-
sente la convencién de la suma con indices repetidos) y despues integremos
sobre un volumen W; de esta manera tenemos:

~ | pouidV+- ——uidV = ibidV i——2dV. (A.15
9 /W patuz + 9 /W pu] 8$j uz /W pu +/Wu 3$j ( )
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Transformaremos esta ecuacion considerando por separado algunos de sus
componentes. Empecemos por el segundo sumando del lado izquierdo usando
integracién por partes y la ecuacién de continuidad

i—u;dV = — u; ) dV — MA.1
/ pu; xjuzd / ; (pu]uz)d (puj)d 6)

= / puju?dAj—i-/ ZQapdV
oW ot

De manera analoga para el ultimo sumando de la parte derecha de la
ecuacién (A.15), usando integracién por partes y teorema de divergencia,

tenemos:
8Pw émZ
dVv = iP; dV P,
/W ' Oz / 81‘] (uiFy) / jax]

_ / wiPydAj — /Pwauldv (A.17)
ow O

Analizaremos el segundo sumando del lado derecho de esta ultima ecuacion
para tal propdsito necesitamos usar la definicién de e;; (2.14) y la ecuacién
constitutiva (2. 15) ademaés de notar que por la convencién de indices repeti-

0 1o} ,
dos tenemos PU am = P;; aZJ y €jj = % V - u. de aqui que:

8ui 1 8uz aQLj
p.— = p.- = P..e:.
7 ox; i) <axj i i

2
= | —pdij + 2ue;j — gu%ekk €ij

2
2 2
= —pejj+ 2 () 3H (ej5)™-

Ou;
= —p—L L P. A.18
P, + (A.18)
Donde
® =2p(ei;)” — g:“ (ej5)” - (A.19)

Sustituyendo la ecuacién (A.18) en (A.17) tenemos

e = [ [ rgear =
dV = w; Py:dA; + p=—dV — ddV. A.20
/W " Ox; ow 7 w0, W ( )
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Asi es que sustituyendo las ecuaciones (A.16) y (A.20) en la ecuacién (A.15)

ésta queda
0 2 1 2 1 2 0p
sdV dA; —dV
/ T /aw pUitiatit g / R

w oW w al“j w

debido a que el volumen es constante podemos sustituir en la ecuacién recién
obtenida [, & (pu?)dV = 2 Sy puZdV, con lo que obtenemos la tasa de
cambio de la energia cinética del fluido contenido en un volumen constante

w

10 )
- — : A.21
oo /Wpuzdv (A.21)

1 0
= / puib;dV +/ uiPijdAj — / puju?dAj —l—/ Y —=dV — / daVv.
W ow 2 Jow 3% W

A partir de la ecuacién (A.21) obtenemos el trabajo debido a las fuerzas
internas y externas:

/puibidV%—/ u; PijdA; (A.22)
w ow

10 ) 1
= ——= ‘dV + — dA JdV ddV.

A.7. Operaciones para obtener ecuaciones perturbadas

Consideremos la ecuacién de calor (2.48) con la variable T" = T + 6.

gtT’ +u ;T’ KV2T, (A.23)

la parte izquierda de esta ecuacion queda

0 0 _ 0 0
atT+86+(uJ+UJ)((9 T+8%9>
0 - 8 0 0 (9 0
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mientras que la parte derecha

kV? (T +0)
= & (VT +V?%),

eliminando los términos cuadraticos de las perturbaciones, usando nueva-
mente la ecuacién de calor de Boussinesq (2.48) para la variable T y con-
siderando @; = 0 y que la difusiéon de calor es lineal y solo en la direccién
vertical tenemos que la ecuacién (A.23) queda

B o ,
50 +Uig T = AV
0 0
—_ __ To _ — 2
6t9 + Us B3 ( Bz) kV<0
Y. ,

Mientras que usando la ecuacién de movimiento (2.46) de la aproxi-
macién de Boussinesq tenemos la ecuacién para la variable perturbada

0 0 1 1 0
—u) 4+ U —u, = [1 + 5p’] bi — ———p +vV3u, (A.25)
Z Po Po 0T;
procediendo de manera andloga a la obtencién de la ecuacién de temperatu-
ra, distinguiremos primeramente parte derecha e izquierda de la ecuacién
(A.25). Considerando u; = 0 la parte izquierda de la ecuacién (A.25) queda

0, _ o
E(Ul—i—UZ)_'—(uj—*—Uj)aix](UZ—i—Ul)
0 0

mientras que para la parte derecha de (A.25), usaremos dp’ = 6p—ap,f pues
la dependencia de la temperatura hace que esta sea una variable, veamos;
de la ecuacion (2.47) tenemos

(5p/ = _apo<T/ - To)

pero T' =T + 6 con lo que
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§p = —apo(T+0—T,)
= —apo(T = T,) — apot
= 0p— ap,b.

Asi que la parte derecha de (A.25) queda

dp 1 9 9,
[1—1—[)0—059 bl—gaxi(p—l—ép)—l—l/v (u; + U;)
= —abb; — 19 (op) + v (V2U;) (A.27)
i o O i) .

ésto ultimo debido a que 4; = 0 y a que de la ecuacién de movimiento (2.46)

0p 1 0
1+—1|b; —— p) = 0.
[ * po:| b Po ox; (p) 0

Eliminando los términos cuadraticos de las ecuaciones (A.26, A.27) la ecuacién
(A.25) queda

0 1 0 9
atU agh py a%5104— vV<U, (A.28)

A.8. Ecuaciones usadas para probar el principio de intercambio de
estabilidad

Lema 3.

1 1 1
/ F*[D*—a*® — op] Fdz = — U |DF|2dz+/ [a® + op] |[F|* dz| .
0 0 0
(A.29)

Demostracion. Consideremos primero el integrando F* D?F'; integrando por
partes tenemos

1 1
/ F*D*Fdz = [F*DF];— / DFDF*dz
0

0
1
= / |DF|? dz, (A.30)
0
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la dltima igualdad debido a las condiciones iniciales (3.55) y a que DF* =
(DF)*. Notese que analogo a lo anterior también se cumple, debido a que
W=0si F=0,

1 1
/ W*DQWdz:—/ |IDW|? dz. (A.31)
0 0

Procediendo de la misma manera tenemos que

1 1
/ F* [a* + op] Fdz = —/ [a® + op] |F|? dz.
0 0

Lema 4.
1 1 1
/WF*dz:/ \G|2dz+a*/ {|DW|2+a2|W|2} dz. (A.32)
0 0 0

Demostracion. Consideremos la parte izquierda de (A.32), usando la defini-
cién de F, (3.54), tenemos

1 1 1
/ WF*dz = / WD?G*dz — (a* + o) / WG*dz, (A.33)
0 0 0

Analizemos el primer integrando del lado derecho de esta tdltima ecuacion.
Integrando dos veces por partes y teniendo en cuenta que al igual que en
la demostracion del lema anterior al evaluar las partes integradas se hacen
cero, tenemos.

1 1
/ WD?G*dz = [WDG'], - / DW DG*dz
0 0
1
= —[DWG*; + / G*D*Wdz
0
1
= / G*D*Wdz.
0
Usando este resultado en la ecuacién (A.33) tenemos
1 1 1
/WF*dz = /G*D2Wdz—(a2+a*)/ WG*dz
0 0 0

1
- / (G* (D* — ®) W — 0* WG] d-.
0
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Usando G = (D2 — a2) W ver (3.53) "y su conjugado

1 1 1
/ WF*dz :/ IG]>dz — a*/ W (D? - a*) W*dz.
0 0 0
)

Usando (A.31

1 1 1
/ W F*dz G2 dz — a*/ (— IDW|? — a2 |W|2> dz.
0 0 0

1
= [I6Rdzror [ (IDWE -+ a W) de
0
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SolcNumerica (a vs R); Inestabilidad fluido laminar;caso de

fronteras rigidas SolucPares e impares

Off[General::spelll]
Off[General::spell]
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ql-= (a/«/E)*\/w/z'\2+r+1 +(1+(1/2) %1) 3
g2 = (a/'\/f)*'\/'\/t’\2+t+l -(1+(1/2) %7) ;

ClearAll[Rini, Raux, R, i];

Rini = 8000; (xvalor inicial para primer punto de solucidén parx)
FunlPar[a_, R_] := Evaluate[-qO0OxTan[(1/2) xq0]1;

funcDPar[a_, R_] := Evaluate|

(1/ (Cosh[qgl] +Cos[q2])) * ((q1+\/§*q2) *»Sinh[gl] + (\/g*ql—qz) *Sin[q2])];
raiz[i_] := FindRoot[FunlPar[i, R] == funcDPar[i, R], {R, Rini}];
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ClearAll[RiIni, Raux, R, i];
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funclImpar[a_, R_] := Evaluate[qO*Cot[(1/2) *xq0]];

funcDImpar[a_, R_] := Evaluate[

(1/ (Cosh[ql] - Cos[q2]))  ((al++/3 xq2) +Sinh[ql] - (V3 *ql-q2) *Sin[q2])];
Raiz[i_] = FindRoot[funclImpar[i, R] == funcDImpar([i, R], {R, Rini}];
RaizAux[i_] :=While[! NumericQ[Raiz[i]] || Abs[Im[Raiz[i]]] > 10" (-20) ||
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Las funciones Ux,Uy y t en sus respectivos bloques

L=1

L=2

(»archivo auxilar no es necesario ejecutarlox)

Coslmpar[k_, x_] = Cos[(2k-1) nX];

SinPar[k_, x 1 = Sin[2kxX];

CosPar[k , x ] := Cos[2 (k-1) nX];

Sinlmpar[k_, x_] = Sin[(2k-1) nX];

Ci[k_, x_1 := Cosh[a[k] x] /Cosh[a[k] /2] -Cos[A[k] X] /Cos[A[k] /2];

Si[k_, x_ ] = Sinh[u[k] X] /Sinh[u[k] /2] -Sin[u[k] X] /Sin[u[k] /2];

dCi[k_, x_] A[K] (Sinh[a[k] x] 7 Cosh[a[k] /2] +Sin[A[K] X] /Cos[a[k] /2]);
dSi[k_, x ] = u[k] (Cosh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] -Cos[u[k] X] /Sin[u[k] /2]);

UX[{i_, J_,k},x,y ,z]:=

{Ci[i, x] Coslmpar[j, y]ldCi[k, z], O, -dCi[i, x] Coslmpar[]j, y] Ci[k, z], O};
Uy[{i_,J_, k. },x_.,y_,z]:={0, SinPar[i, x] Si[], y]dCi[k, z],

-SinPar[i, x] dSi[j, y] Ci[k, z], 0};
ti{i_,j .k}, x,y ,z 1 :={0, 0,0, Sinlmpar[i, x] CosPar[j, y] Coslmpar([k, z1};

UX[{i_, J_, K_}, X_,y_,2z_] :=
{Ci[i, x] SinPar[j, y]dCi[k, z], O, -dCi[i, x] SinPar[]j, y] Ci[k, z], O};
Uyl{i_,j .k 3}, x ,y ,z1:={0, SinPar[i, x] Ci[]J, y] dCi[k, 2],
-SinPar[i, x] dCi[j, y] Ci[k, z], O};
ti{i_,J_,k 1}, x,y ,z]1:={0,0,0, Sinlmpar[i, x] Sinlmpar[j, y] Coslmpar[k, z]};

UX[{i_, J_,k},x,y ,z]:=
{Si[i, x] Coslmpar[j, y] dCi[k, z], O, -dSi[i, X] Coslmpar[]j, y] Ci[k, z], O};
Uyl{i_,j .k 3}, x ,y ,2z1:={0, Coslmpar[i, x] Si[j, y]dCi[k, z],
-Coslmpar[i, x] dSi[j, y] Ci[k, z], O};
ti{i ,j .k}, x,y ,z1:={0,0,0, CosPar[i, x] CosPar[j, y] Coslmpar[k, z]};

UX[{i_, J_,k},x,y ,z]:=
{Si[i, x] SinPar[j, y]dCi[k, z], O, -dSi[i, x] SinPar[]j, y] Ci[k, z], O};
Uyl{i_,j .k 3}, x ,y ,2z1:={0, Coslmpar[i, x] Ci[j, y]dCi[k, z],
-Coslmpar[i, x]dCi[j, y] Ci[k, z], O};
ti{i_,j .k 3}, x,y ,z]1:={0,0,0, CosPar[i, x] Sinlmpar[j, y] Coslmpar[k, z]};
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L

L

L

L

5

6

7

8

Ux[{i_, J_, Kk}, x,y ,2z]:=

{Ci[i, x] Coslmpar[j, y] dSi[k, z], O, -dCi[i, x] Coslmpar[]}, y] Si[k, z], O};
Uyi{i_,j .,k 3}, x,y ,z1]1:={0, SinPar[i, x] Si[}J, y] dSi[k, z],

-SinPar[i, x] dSi[jJ, y] Si[k, z], O};
ti{i_,jJj .k 3}, x ,y ,z1:={0,0, 0, Sinlmpar[i, x] CosPar[j, y] SinPar[k, z]};

UX[{i_, J_, K },x_,y ,2z]:=
{Ci[i, x] SinPar[j, y]dSi[k, z], O, -dCi[i, X] SinPar[]}, y] Si[k, z], O};
Uyi{i_,j .,k 3}, x,y ,z1]1:={0, SinPar[i, x] Ci[]}J, y] dSi[k, z],
-SinPar[i, x] dCi[j, y] Si[k, z], O};
ti{i_,jJj -k 3}, x,y ,z1:={0,0,0, Sinlmpar[i, X] Sinlmpar[]J, y] SinPar[k, z]};

Ux[{i_, J_,k },x ,y ,2z]:=
{Si[i, x] Coslmpar[j, y] dSi[k, z], O, -dSi[i, x] Coslmpar[j, y] Si[k, z], O};
Uyl{i_,j .k 3}, x ,vy ,z1:={0, Coslmpar[i, x] Si[]J, y]dSi[k, z],
-Coslmparf[i, x]dSi[j, y] Si[k, z], 0};
t[i{i_,j .k}, x,y ,z1]1:={0,0,0, CosPar[i, x] CosPar[]j, y] SinPar[k, z]};

UX[{i_, J_, K },x_,y ,2z]:=
{Si[i, x] SinPar[j, y] dSi[k, z], O, -dSi[i, x] SinPar[]}, y] Si[k, z], O};
Uyli{i_,j .k 3}, x ,vy ,2z1:={0, Coslmpar[i, x] Ci[]J, y]dSi[k, z],
-Coslmparf[i, x]dCi[j, y] Si[k, z], O};
ti{i_,j .k}, x,y ,z1:={0,0,0, CosPar[i, x] Sinlmpar[j, y] SinPar[k, z]};
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Reglas deintegracidon

(xmyInt[f] Es la integral de F en los intervalos x=y=z={-0.5,0.5}%)

myInt[(f)) + (g)] := myIlnt[f] + mylnt[g]
myInt[(c)*(f )] := c*myInt[f] /; FreeQ[c, x] && FreeQ[c, y]l && FreeQ[c, z]

myInt[Sin[x*(a_.) + y*(b_.) + z*(c_-)1] := 0 /; FreeQ[a, X] && FreeQ[b, y] &&
FreeQ[c, z]

myInt[Sin[x*(a_.) + y*(b_.)]1] = 0 /; FreeQ[a, x] && FreeQ[b, V]
myInt[Sin[y*(b_.) + z*(c_.)1]1 :
myInt[Sin[x*(a_.) + z*(c_-)11 :

myInt[Sin[x*(a_-.)]1] := 0 /; FreeQ[a, x]

0 /; FreeQ[b, y] && FreeQ[c, z]

0 /; FreeQ[a, x] && FreeQ[c, z]

myInt[Sin[y*(b_.)]1] :
myInt[Sin[z*(c_.)]1] :

myInt[Sinh[x*(a_.) + y*(b_.) + z*(c_.)]1] :=
0 /; FreeQ[a, x] && FreeQ[b, y]l && FreeQ[c, z]

0 /; FreeQ[b, vl

0 /; FreeQ[c, z]

myInt[Sinh[x*(a_.) + y*(b_.)]]1 := 0 /; FreeQ[a, x] && FreeQ[b, v]
myInt[Sinh[y*(b_.) + z*(c_.)]] := 0 /; FreeQ[b, y] && FreeQ[c, z]
myInt[Sinh[x*(a_.) + z*(c_.)]] := 0 /; FreeQ[a, x] && FreeQ[c, z]

myInt[Sinh[x*(a_-)]1] := 0 /; FreeQ[a, X]

myInt[Sinh[y*(b_.)1] :

myInt[Sinh[z*(c_-)]1] := 0 /; FreeQ[c, z]

0 /; FreeQ[b, vyl

myInt[Cos[x*(a_.) + y*(b_.) + z*(c_.)]1] :=
(8*Sin[as2]*Sin[b/2]*Sin[c/2])/(a*b*c) /; FreeQ[a, X] && FreeQ[b, y] &&
FreeQ[c, z]

myInt[Cos[y*(b_.) + z*(c_-)]1] := (4*Sin[b/2]*Sin[c/2])/(b*c) /;
FreeQ[b, y] && FreeQ[c, z]

myInt[Cos[x*(a_.) + z*(c_.)]1]1 := (4*Sin[a/2]*Sin[c/2])/(a*c) /;
FreeQ[a, x] && FreeQ[c, z]

myInt[Cos[x*(a_.) + y*(b_.)11 := (4*Sin[a/2]*Sin[b/2])/(a*b) /;
FreeQ[a, x] && FreeQ[b, y]

myInt[Cos[x*(a_-)]]1 := (2*Sin[a/2])/a /; FreeQ[a, X]

myInt[Cos[y*(b_-.)]1] :

(2*Sin[b/2])/b /; FreeQ[b, V]

(2*Sin[c/2])/c /; FreeQ[c, z]

myInt[Cos[z*(c_-)]1] :
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myInt[Cosh[x*(a_.) + y*(b_.) + z*(c_.)]1]

(8*Sinh[a/2]*Sinh[b/2]*Sinh[c/2])/(a*b*c) /;
FreeQ[a, x] && FreeQ[b, y] && FreeQ[c, z]

myInt[Cosh[y*(b_.) + z*(c_-)]1] :
FreeQ[b, y] && FreeQ[c, z]

myInt[Cosh[x*(a_.) + z*(c_-)]1] :
FreeQ[a, x] && FreeQ[c, z]

myInt[Cosh[x*(a_.) + y*(b_.)]]1 :
FreeQ[a, x] && FreeQ[b, v]

myInt[Cosh[x*(a_-)1]1 :

myInt[Cosh[y*(b_.)1]1 :
myInt[Cosh[z*(c_-)1]1 :

mylnt[c_] := c/;FreeQ[c,

(4*sinh[b/2]*Sinh[c/2])/(b*c) /;

(4*Sinh[a/2]*Sinh[c/2])/(a*c) /;

(4*sinh[a/2]*Sinh[b/2])/(a*b) /;

(2*Sinh[a/2])/a /; FreeQ[a, X]
(2*Sinh[b/2])/b 7/; FreeQ[b, vyl
(2*Sinh[c/2])/c /; FreeQ[c, z]

x] && FreeQ[c, y] && FreeQ[c, z]
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Célculo simbdlico de la matriz Axx; L=1

(» Debera correrse primero el archivo Reglasintegra.nb en este mismo directoriox)
Coslmparf[k_, x_] = Cos[(2k-1) nX];

SinPar[k_, x_] Sin[2Kkx X];

CosPar[k_, x_] Cos[2 (k-1) nX];

Sinlmpar[k_, x_] = Sin[(2k-1) nX];

Ci[k , x ] = Cosh[a[k] x] 7Cosh[A[k] /2] -Cos[a[k] x] /Cos[a[k] /2];

Si[k_, x_1 = Sinh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] -Sin[u[k] X] /Sin[u[k] /2];

dCi[k_, = A[K] (Sinh[x[k] x] 7/ Cosh[Aa[k] /2] +Sin[A[k] X] /Cos[a[k] /2]);

dSi[k_, = u[k] (Cosh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] -Cos[u[Kk] X] /Sin[u[k]/2]);

X_]
X_]

UX[{i_,J .k 3}, x,y ,z1]:=

{Ci[i, x] Coslmpar[j, y] dCi[k, z], O, -dCi[i, x] Coslmpar[j, y] Ci[k, z], O};
Uyl{i_,J_,k 1}, x ,y ,z]:={0, SinPar[i, x] Si[]J, y] dCi[k, z],

-SinPar[i, x] dSi[j, y] Ci[k, z], O};
ti{i_,j .,k 3}, x,y ,z 1 :={0, 0,0, Sinlmpar[i, x] CosPar[j, y] Coslmpar([k, z]};
$RecursionLimit = Infinity;

vl= (D[#, {x, 2}] +D[#, {y, 2}] +D[#, {z, 2}]) &[ UxX[{i, J, K}, X, Yy, z]];

1.i=ip; j# jp.k#kp

v2 = UX[{i, jp, kp}, X, Yy, z];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axx1 = ComplexExpand[mylnt[integrand]];

2.1 #1ip; j=jp,k#kp

v2 = UX[{ip, J, kp}, X, ¥y, z];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axx2 = ComplexExpand[mylnt[integrand]];

3. i#ip; j# jp.k=kp

v2 = UX[{ip, Jp, K}, X, V¥, 2]
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axx3 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

4.i=ip; j= jp.k#kp

v2 = UX[{i, J, kp}, X, V¥, 2];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axx4 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];
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5.i=ip; j#jp.k=kp

v2 = UX[{i, Jp, Kk}, X, V¥, 2];
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axx5 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

6. i#ip; j=jp.k=kp

v2 = UX[{ip, J, Kk}, X, V¥, 2];
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axx6 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

7.1#ip; j# jp,KEKp

v2 = UX[{ip, jp. kp}, X, Y, Z];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axx7 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

8. i=ip; j=jp,k=kp

v2 = UX[{i, J, k}, X, y, 2];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axx8 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

(*Guardarx)
SetDirectory[''C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1"];
Save["Axx1l.m", Axx1];

Save["Axx2.m", Axx2];

Save["Axx3.m", Axx3];
Save["Axx4.m", Axx4];
Save["Axx5.m", Axx5];
Save[""Axx6.m", Axx6];
Save["AxXX7.m", AXX7];
Save["Axx8.m", Axx8];

Clear[vl, v2, integrand, Axxl, Axx2, Axx3, Axx4, Axx5, Axx6, Axx7, Axx8] ;
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Calculo simbdlico de la matriz Axy; L=1

(» Debera correrse primero el archivo Reglasintegra.nb en este mismo directoriox)
Coslmparf[k_, x_] = Cos[(2k-1) nX];

SinPar[k_, x_] Sin[2Kkx X];

CosPar[k_, x_] Cos[2 (k-1) nX];

Sinlmpar[k_, x_] = Sin[(2k-1) nX];

Ci[k , x ] = Cosh[a[k] x] 7Cosh[A[k] /2] -Cos[a[k] x] /Cos[a[k] /2];

Si[k_, x_1 = Sinh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] -Sin[u[k] X] /Sin[u[k] /2];

dCi[k_, = A[K] (Sinh[x[k] x] 7/ Cosh[Aa[k] /2] +Sin[A[k] X] /Cos[a[k] /2]);

dSi[k_, = u[k] (Cosh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] -Cos[u[Kk] X] /Sin[u[k]/2]);

X_]
X_]

UX[{i_,J .k 3}, x,y ,z1]:=

{Ci[i, x] Coslmpar[j, y] dCi[k, z], O, -dCi[i, x] Coslmpar[j, y] Ci[k, z], O};
Uyl{i_,J_,k 1}, x ,y ,z]:={0, SinPar[i, x] Si[]J, y] dCi[k, z],

-SinPar[i, x] dSi[j, y] Ci[k, z], O};
ti{i_,j .,k 3}, x,y ,z 1 :={0, 0,0, Sinlmpar[i, x] CosPar[j, y] Coslmpar([k, z]};
$RecursionLimit = Infinity;

vl= (D[#, {x, 2}] +D[#, {y, 2}] +D[#, {z, 2}]) &[Uy[{i, J, K}, X, Yy, z]];

1. i=ip; j# jp.k¥kp

v2 = UX[{i, Jp, kp}, X, V¥, 2]
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axyl = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

2.1 #ip; j=jp.k£kp

v2 = UX[{ip, J, kp}, X, V¥, 2]
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, 2z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axy?2 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

3. i#ip; j# jp.k=kp

v2 = UX[{ip, Jp, Kk}, X, V¥, 2];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axy3 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

4.1=ip; j= jp.k#kp

v2 = UX[{i, j, kp}, X, Yy, z];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axy4 = ComplexExpand[mylnt[integrand]];
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5.i=ip; j#jp.k=kp

v2 = UX[{i, Jp, Kk}, X, V¥, 2];
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axy5 = ComplexExpand[mylnt[integrand]];

6. i#ip; j=jp.k=kp

v2 = UX[{ip, J, Kk}, X, V¥, 2];
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axy6 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

7.1#ip; j# jp,KEKp

V2 = UX[{ip1 jp, kp}9 X5 Y, Z];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axy7 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

8. i=ip,j=jp,k=kp

v2 = UX[{i, J, k}, X, y, 2];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Axy8 = ComplexExpand[mylnt[integrand]];

Guardar

SetDirectory["C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1"];
Save["Axyl.m", Axyl];

Save["Axy2.m", Axy2];
Save["Axy3.m", Axy3];
Save["Axy4.m", Axy4];
Save["Axy5.m", Axy5];
Save["Axy6.m", Axy6];
Save["Axy7.m", Axy7];
Save["Axy8.m", Axy8];

Clear[vl, v2, integrand, Axyl, Axy2, Axy3, Axy4, Axy5, Axy6, Axy7, Axy8];
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Célculo simbdlico de la matriz Ayy; L=1

(» Debera correrse primero el archivo Reglasintegra.nb en este mismo directoriox)
Coslmparf[k_, x_] = Cos[(2k-1) nX];

SinPar[k_, x ] = Sin[2knX];

CosPar[k_, x 1 = Cos[2 (k-1) nX];

Sinlmpar[k_, x_] = Sin[(2k-1) nX];

Ci[k , x ] = Cosh[a[k] x] 7Cosh[A[k] /2] -Cos[a[k] x] /Cos[a[k] /2];

Si[k_, x_1 = Sinh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] -Sin[u[k] X] /Sin[u[k] /2];

dCirk_, ALK] (Sinh[a[k] x] /Cosh[a[k] /2] +Sin[a[k] x] /Cos[A[K] /2]);

dsi[k_, ulk]l (Cosh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] - Cos[u[k] x] /Sin[u[k] /2]);

x_1]
X 1 :
UX[{i_,J .k 3}, x,y ,z1]:=

{Ci[i, x] Coslmpar[j, y] dCi[k, z], O, -dCi[i, x] Coslmpar[j, y] Ci[k, z], O};
Uyl{i_,J_,k 1}, x ,y ,z]:={0, SinPar[i, x] Si[]J, y] dCi[k, z],

-SinPar[i, x] dSi[j, y] Ci[k, z], O};
ti{i_,j .,k 3}, x,y ,z 1 :={0, 0,0, Sinlmpar[i, x] CosPar[j, y] Coslmpar([k, z]};
$RecursionLimit = Infinity;

vl= (D[#, {x, 2}] +D[#, {y, 2}] +D[#, {z, 2}]) &[Uy[{i, J, K}, X, Yy, z]];

1.i=ip; j# jp.k#kp

v2 = Uy[{i, jp, kp}, X, Y, Z];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Ayyl = ComplexExpand[mylnt[integrand]];

2.1 #1ip; j=jp,k#kp

v2 = Uy[{ip, J, kp}, X, ¥, Z];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Ayy2 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

3. i#ip; j# jp.k=kp

v2 = Uy[{ip, jp, K}, X, y, Z];
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Ayy3 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

4.i=ip; j= jp.k#kp

v2 = Uy[{i, J, kp}, X, Y, z];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Ayy4 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];
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5.i=ip; j#jp.k=kp

v2 = Uy[{i, jp. Kk}, X, Yy, z];
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Ayy5 = ComplexExpand[mylnt[integrand]];

6. i#ip; j=jp.k=kp

v2 = Uy[{ip, J, K}, X, Yy, z];
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Ayy6 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

7.1#ip; j# jp,KEKp

V2 = UY[{ip’ jp, kp}9 X, Y, Z];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Ayy7 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

8. i=ip,j=jp,k=kp

v2=Uy[{i, J, K}, X, Yy, Z];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1l.v2], 10];
Ayy8 = ComplexExpand[mylnt[integrand]];

Guardar

SetDirectory["C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1"];
Save["Ayyl.m", Ayyl];

Save["Ayy2.m", Ayy2];
Save["Ayy3.m", Ayy3];
Save["Ayy4.m", Ayy4];
Save["Ayy5.m", Ayy5];
Save["Ayy6.m", Ayy6];
Save["Ayy7.m", Ayy7];
Save["Ayy8.m", Ayy8];

Clear[vl, v2, integrand, Ayyl, Ayy2, Ayy3, Ayy4, Ayy5, Ayy6, Ayy7, Ayy8];
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Céalculo simbdlico de la matriz Bx; L=1

(» Debera correrse primero el archivo Reglasintegra.nb en este mismo directoriox)
Coslmparf[k_, x_] = Cos[(2k-1) nX];

SinPar[k_, x ] = Sin[2knX];

CosPar[k_, x 1 = Cos[2 (k-1) nX];

Sinlmpar[k_, x_] = Sin[(2k-1) nX];

Ci[k , x ] = Cosh[a[k] x] 7Cosh[A[k] /2] -Cos[a[k] x] /Cos[a[k] /2];

Si[k_, x_1 = Sinh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] -Sin[u[k] X] /Sin[u[k] /2];

dCirk_, ALK] (Sinh[a[k] x] /Cosh[a[k] /2] +Sin[a[k] x] /Cos[A[K] /2]);

dsi[k_, ulk]l (Cosh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] - Cos[u[k] x] /Sin[u[k] /2]);

x_1]
X 1 :
UX[{i_,J .k 3}, x,y ,z1]:=

{Ci[i, x] Coslmpar[j, y] dCi[k, z], O, -dCi[i, x] Coslmpar[j, y] Ci[k, z], O};
Uyl{i_,J_,k 1}, x ,y ,z]:={0, SinPar[i, x] Si[]J, y] dCi[k, z],

-SinPar[i, x] dSi[j, y] Ci[k, z], O};
ti{i_,j .,k 3}, x,y ,z 1 :={0, 0,0, Sinlmpar[i, x] CosPar[j, y] Coslmpar([k, z]};
$RecursionLimit = Infinity;

vl= t[{i, j, Kk}, X, Yy, z][[4]];

1.i=ip; j# jp.k#kp

v2 = UX[{i, Jp, kp}, X, ¥, z1[[31];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, Zz}] &, TrigReduce[v1lv2], 10];
Bx1 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

2.1 #1ip; j=jp,k#kp

v2 = UX[{ip, J, kp}, X, ¥, z1[[31];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1lVv2], 10];
Bx2 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

3. i#ip; j# jp.k=kp

v2 = UX[{ip, Jp, Kk}, X, ¥y, z1[[311;
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1vVv2], 10];
Bx3 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

4.i=ip; j= jp.k#kp

V2 = UX[{T, j., kp}, X, ¥y, z]1[[3]];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1vVv2], 10];
Bx4 = ComplexExpand[myInt[integrand]];
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5.i=ip; j#jp.k=kp

v2 = UX[{T, jp, K}, X, ¥, zZ1[[31];
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1vVv2], 10];
Bx5 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

6. i#ip; j=jp.k=kp

v2 = UX[{ip, J, K}, X, ¥, zZ1[[31];
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1lvVv2], 10];
Bx6 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

7.1#ip; j# jp,KEKp

v2 = UX[{ip, jp, kp}, X, y, z1[[31];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1Vv2], 10];
Bx7 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

8. i=ip,j=jp,k=kp

v2 = UX[{F, j., K}, X, Yy, zZ][[3]];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1lVv2], 10];
Bx8 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

Guardar

SetDirectory["C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1"]; Save["Bx1.m", Bx1];
Save["Bx2.m", Bx2];

Save['"Bx3.m", Bx3];

Save['"Bx4.m", Bx4];

Save["Bx5.m", Bx5];

Save[''Bx6.m", Bx6];

Save["Bx7.m", Bx7];

Save["Bx8.m", Bx8];

Clear[vl, v2, integrand, Bx1, Bx2, Bx3, Bx4, Bx5, Bx6];
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Célculo simbdlico de la matriz By; L=1

(» Debera correrse primero el archivo Reglasintegra.nb en este mismo directoriox)
Coslmparf[k_, x_] = Cos[(2k-1) nX];

SinPar[k_, x ] = Sin[2knX];

CosPar[k_, x 1 = Cos[2 (k-1) nX];

Sinlmpar[k_, x_] = Sin[(2k-1) nX];

Ci[k , x ] = Cosh[a[k] x] 7Cosh[A[k] /2] -Cos[a[k] x] /Cos[a[k] /2];

Si[k_, x_1 = Sinh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] -Sin[u[k] X] /Sin[u[k] /2];

dCirk_, ALK] (Sinh[a[k] x] /Cosh[a[k] /2] +Sin[a[k] x] /Cos[A[K] /2]);

dsi[k_, ulk]l (Cosh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] - Cos[u[k] x] /Sin[u[k] /2]);

x_1]
X 1 :
UX[{i_,J .k 3}, x,y ,z1]:=

{Ci[i, x] Coslmpar[j, y] dCi[k, z], O, -dCi[i, x] Coslmpar[j, y] Ci[k, z], O};
Uyl{i_,J_,k 1}, x ,y ,z]:={0, SinPar[i, x] Si[]J, y] dCi[k, z],

-SinPar[i, x] dSi[j, y] Ci[k, z], O};
ti{i_,j .,k 3}, x,y ,z 1 :={0, 0,0, Sinlmpar[i, x] CosPar[j, y] Coslmpar([k, z]};
$RecursionLimit = Infinity;

vl= t[{i, j, Kk}, X, Yy, z][[4]];

1.i=ip; j# jp.k#kp

v2 = Uy[{i, Jp, kp}, X, ¥, z]1[[31];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, Zz}] &, TrigReduce[v1lv2], 10];
Byl = ComplexExpand[myInt[integrand]];

2.1 #1ip; j=jp,k#kp

v2 = Uy[{ip, J, kp}, X, ¥y, z]1[[31];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1lVv2], 10];
By2 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

3. i#ip; j# jp.k=kp

v2 = Uy[{ip, Jp, Kk}, X, y, z1[[311;
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1vVv2], 10];
By3 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

4.i=ip; j= jp.k#kp

v2=Uy[{l, j. kp}, X, ¥, zZ]1[[3]];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1vVv2], 10];
By4 = ComplexExpand[myInt[integrand]];
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5.i=ip; j#jp.k=kp

v2 = Uy[{i, Jp, K}, X, ¥y, z][[3]];
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1vVv2], 10];
By5 = ComplexExpand[mylInt[integrand]];

6. i#ip; j=jp.k=kp

v2 = Uy[{ip, J, K}, X, ¥, zZ1[[3]1];
integrand = Map[Collect[#, {X, ¥, z}] &, TrigReduce[v1lvVv2], 10];
By6 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

7.1#ip; j# jp,KEKp

v2 = Uy[{ip, jp, kp}, X, ¥, z][[3]1];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1Vv2], 10];
By7 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

8. i=ip,j=jp,k=kp

v2=Uy[{i, j. K}, X, Yy, z][[3]];
integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[v1lVv2], 10];
By8 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

Guardar

SetDirectory["C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1"]; Save["Byl.m", Byl];
Save[''By2.m", By2];

Save[''By3.m", By3]:;

Save[''By4.m", By4];

Save["By5.m", By5];

Save[''By6.m", By6];

Save['By7.m", By7];

Save[''By8.m", By8];

Clear[vl, v2, integrand, Byl, By2, By3, By4, By5, By6, By7, By8];
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Calculo simbdlico de la matriz C; L=1

(xDebera correrse primero el archivo Reglasintegra.nb en este mismo directoriox)
Coslmparf[k_, x_] = Cos[(2k-1) nX];

SinPar[k_, x_] Sin[2Kkx X];

CosPar[k_, x_] Cos[2 (k-1) nX];

Sinlmpar[k_, x_] = Sin[(2k-1) nX];

Ci[k_, x_] := Cosh[a[k] x] 7Cosh[A[k] /2] -Cos[a[k] x] /Cos[a[k] /2];

Si[k_, x_ 1 = Sinh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] -Sin[u[k] X] /Sin[u[k] /2];

dCirk_, ALK] (Sinh[a[k] x] /Cosh[a[k] /2] +Sin[a[k] x] /Cos[A[K] /2]);
dSi[k_, u[k] (Cosh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] - Cos[u[k] x] /Sin[u[k] /2]);

X_]
X_]

UX[{i_,J .k 3}, x,y ,z1]:=

{Ci[i, x] Coslmpar[j, y] dCi[k, z], O, -dCi[i, x] Coslmpar[j, y] Ci[k, z], O};
Uyl{i_,J_,k 1}, x ,y ,z]:={0, SinPar[i, x] Si[]J, y] dCi[k, z],

-SinPar[i, x] dSi[j, y] Ci[k, z], O};
ti{i_,j .,k 3}, x,y ,z 1 :={0, 0,0, Sinlmpar[i, x] CosPar[j, y] Coslmpar([k, z]};
$RecursionLimit = Infinity;

vl= (D[#, {x, 2}] + D[#, {y, 2}] + D[#, {z, 2}]) &[t[{i, j, K}, X, ¥, Zz]];

8. i=ip,j=jp,k=kp

(xDado que C es matriz diagonal solo calculamos elementos de la diagonalx)
v2 = t[{i, J, K}, X, Yy, z];

integrand = Map[Collect[#, {X, Y, z}] &, TrigReduce[vl .v2], 10];

CC8 = ComplexExpand[myInt[integrand]];

Guardar

SetDirectory["C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1"];

Save['"'CC8.m", CC8];
Clear[vl, v2, integrand, CC8];



Caso-L-igual-1-General.nb

Célculo numérico del valor critico de Rayleigh para L=1

(xA partir de que usuario establece el valor de nx,

ver seccion "Estableciendo parametros™ en este mismo codigo,

los calculos son numéricos. Entre mas grande es el valor nx
(=2,30 5) mas precision en el calculo del valor critico "Ra" pero
también los calculos tardan mas tiempo, en esta maquina nx=2,

tarda aproximadamente 4 minutos. nx=5 aprox. 10 hrs.x)

SetDirectory["C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1"];

Funcion indicial

p[m_] := Block[{i, j, K},
k= Mod[m, nz, 1];
J = Mod[Quotient[m-Mod[m, nz, 1], nz] +1, ny, 1];
i=(Mm-J-1)nz -k) / (nynz) +1;
Return[{i, j, k}11]

Clear [AxxM, AyyM, AxyM, BxM, ByM, CCM, Cinv, A, u]

Cargando las entradas de las matrices parametrizadas

m 1.i=ip; j# jp,k#kp

<< Axx1.m;
<< Ayyl.m;
<< Axyl.m;
<< Bx1.m;
<< Byl.m;

m 2.0 #ip; j=jp.k#kp

<< AXx2.m;
<< Ayy2.m;
<< Axy2.m;
<< Bx2.m;
<< By2.m;
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m 3. i#ip; j# jp.k=kp

<< AXX3.m;
<< Ayy3.m;
<< Axy3.m;
<< Bx3.m;
<< By3.m;

m 4. i=ip; j=jp,k#£kp

<< AxXx4.m;
<< Ayy4.m;
<< Axy4.m;
<< Bx4.m;
<< By4.m;

m 5.i=ip; j# jp.k=kp

<< AXx5.m;
<< Ayy5.m;
<< Axy5.m;
<< Bx5.m;
<< By5.m;

m 6. i#ip; j=jp.k=kp

<< AXX6.m;
<< Ayy6.m;
<< Axy6.m;
<< Bx6.m;
<< By6.m;

m 7. i#ip; j# jp,kEKp

<< AXX7.m;
<< Ayy7.m;
<< Axy7.m;
<< BX7.m;
<< By7.m;
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m 8. i=ip; j=jp,k=kp

<< AXx8.m;
<< Ayy8.m;
<< Axy8.m;
<< Bx8.m;
<< By8.m;
<< CC8.m;

Power method

(»tomado de http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/PowerMethodMod.htmlx)
PowerMethod[AO_, VO_, e_, m_] :=
Module[{A = N[AO], cl, count, err, A, 20, X, X0 =N[VO], Y},
maxsize[W_] := Module[{w = Sort[W], msize},
IT[AbsS[W[[-1]]] 2 Abs[w[[1]]],
msize=w[[-1]],
msize=w[[1]]];
Return[msize];
1;
norm[V_] = SqQrt[V.V];
20 =0;
count = 0;
While[count < m,
count = count+1;
Y = A0.XO;
A = maxsize[Y];
X=Y /.A;
err = Max[{Abs[x -20], norm[X - X0]}1;
If[err < e, Return[a]];
X0 = X;
20 = 2373
Return[Aa] ;]

Estableciendo Pardmetros (el usuario proporciona el valor de nx)

nNX=ny=nz=2;
Nb = nx ny nz; Table[A[k] =x /. FindRoot[Tanh[x /2] + Tan[x /2] =0,
{X, - /2+ 2 k n}, WorkingPrecision - 30, PrecisionGoal -» 25], {k, 1, 10}1];
Table[ u[k] = x /. FindRoot[Tanh[x /2] -Tan[x/2], {X, n /2+ 2 Kk «},
WorkingPrecision- 30, PrecisionGoal -» 25], {k, 1, 10}];
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Matrices numéricas

m Matriz AxxM

Axx[m_, n_] = Block[{i, j, k, ip, jp, kp, r}, {i, j, k} =p[m];
{ip, Jp, kp} =pInl;
IF[1 == ip && J # Jp && k # kp, r = Axx1];
IT[1 #1p&& J == Jp && Kk # kp, r = Axx2] ;
IF[i #ip &&J # jJp && k == kp, r = Axx3];
IF[1 = Ip&& J = jp && k # kp, r = Axx4];
IF[i== ip && J # Jp && k = kp, r = Axx5];
IF[i #ip & & J == jp && k == kp, r = Axx6] ;
IF[1 #0p &&J # Jp &k # kp, r = Axx7];
IF[T1 = ip && J = jp && k = kp, r = Axx8];
Return[r];]

AxxM = Table[Axx[m, n], {m, 1, Nb}, {n, 1, Nb}];

= Matriz AyyM

Ayy[m_, n_] := Block[{i, j, k, ip, jp, kp, r}, {i, j, k} =p[m];
{ip, jp, kp} =p[n];
IT[i= 0p &&J# Jp && k # kp, r = Ayyl];
IT[1#1p&& Jj==]p &k #kp, r=Ayy2];
IT[1 #1p &&J # Jp && k == kp, r = Ayy3];
IF[1 = ip&& J = jp && Kk # kp, r = Ayy4];
IF[i== 0Ip && J # Jp && k = kp, r = Ayy5];
IF[i #0p &&j == jp &&k == kp, r = Ayy6];
1[I #10p &&J # Jp &k # kp, r = Ayy7];
IF[1=10p & J = jp && k= kp, r = Ayy8];
Return[r];]

AyyM = Table[Ayy[m, n], {m, 1, Nb}, {n, 1, Nb}];

= Matriz AxyM

Axy[m_, n_] == Block[{i, j, k, ip, jp, kp, r}, {i, j, Kk} =p[m];
{ip, jp, kp} =p[n];
IF[1 == ip &&J # Jp && k # kp, r = Axyl];
IF[i #Ip&& J ==Jp && Kk # kp, r = Axy2];
IF[1 #10p &&J # jJp && k == kp, r = Axy3];
IF[1 = Ip&& J = Jp && k # kp, r = Axy4];
IF[1 = ip && jJ # jp && Kk = kp, r = Axy5];
IF[i #10p &&J == jp &&k == kp, r = Axy6];
1[I #10p &&J # Jp &k # kp, r = Axy7];
IF[i = ip && j = jp && k= kp, r = Axy8];
Return[r];]

AxyM = Table[Axy[m, n], {m, 1, Nb}, {n, 1, Nb}];
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m Matriz BxM

Bx[m_, n_] :=Block[{i, j, k, ip, jp, kp, r}, {i, j, k} =p[m];

{ip, jp, kp} =pI[nl;

IF[i = 1p&&j # jJp&&k # kp, r = Bx1];
IF[i #ip&&J = jp&&k # kp, r =Bx2];
IF[1 #1p&&j # Jp&&k == kp, r = Bx3] ;
IF[1 == 1p&&jJ == jp&&k # kp, r = Bx4];
IF[i==1p&&J # Jp&&k == kp, r = Bx5];
IF[i1 £ ip&&jJ = jp&& Kk = kp, r = Bx6];
IT[1 #1p&&j # Jp&&k # kp, r = BX7];
IF[1 = 1p&&j == jp&&k = kp, r =Bx8];
Returni[r];]

BxM = Table[Bx[m, n], {m, 1, Nb}, {n, 1, Nb}];

= Matriz ByM

By[m_, n_] := Block[{i, j, k, ip, jp, kp, r}, {i, j, k} =p[m];
{ip, jp, kp} =p[n];
IT[1 == 0p & J # Jp && k # kp, r =Byl];
IF[1 #ip&& j == jp && Kk # kp, r = By2];
IF[i #10p &&J # Jp && k== kp, r = By3];
IF[1 == Ip&& J = jp && k # kp, r =By4];
IF[i= ip && j # jp & k = kp, r = By5];
IF[i #ip & & J == jp & & k == kp, r = By6];
IT[1#10p &&J # jp &k # kp, r = By7];
I'f[i == ip & j = jp && k == kp, r = By8];
Returni[r];]

ByM = Table[By[m, n], {m, 1, Nb}, {n, 1, Nb}];

m Matriz CCM

pLimit[expr_, limitList List] := Module[{temp, i},
temp = Limit[expr, limitList[[1]]];
For[i =2, 1 < Length[limitList], §++,
temp = Limit[temp, limitList[[i]]];
1;
Return[temp] ;
]

CCM = Table[0O, {m, 1, Nb}, {n, 1, Nb}];
For[m=1, m< Nb, m++, CCM[[m, m]] = pLimit[CC8, Thread[{i, j, K} »p[m]11:]
= Matriz Cinv

Cinv = Table[O, {m, 1, Nb}, {n, 1, Nb}];
For[m=1, m< Nb, m+«+, Cinv[[m, m]] =1/CCM[[m, m]]1;]
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La matriz "De" de problema de valor propio

<< LinearAlgebra MatrixManipulation™
A = BlockMatrix[ { {AxxM, Transpose[AxyM]}, {AxyM, AyyM}}1;

Ainv = Inverse[A];
NumCondicionA = MatrixConditionNumber[A];

B = AppendRows [BxM, ByM] ;
De = Ainv.Transpose[B].Cinv.B;

NumCondicionDe = MatrixConditionNumber[De] ;

Valor propio dominante
X0 = Table[l, {i, 1, 2xNb}];
X = PowerMethod[De, X0, 110718, 1007;
Ra=1/x

Save["Raleigh.m", nx, Ra, NumCondicionA, NumCondicionDe] ;
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Curvas de nivel de potenciales criticos

(*IMPORTANTE: Copiar y pegar al final del cédigo de "Caso-L-igual-1-General.nb",
compilar archivo ya aumentadox)

(xCalculo de vector propiox)
coefsl = NullSpace[De - X ldentityMatrix[2xNb]]1[[1]];
coefs2 = -Ral’2 Cinv.B.coefsl;
coefs = Join[coefsl, coefs2];

index = Table[p[m], {m, 1, Nb}];

Coslmparf[k_, x_] = Cos[(2k-1) nX];

SinPar[k_, x ] = Sin[2knX];

CosPar[k_, x 1 = Cos[2 (k-1) nX];

Sinlmpar[k_, x_] = Sin[(2k-1) nX];

Ci[k _, x_ ] = Cosh[a[k] x] 7Cosh[A[k] 72] -Cos[a[k] x] /Cos[A[k] /2]

Si[k_, x_ ] := Sinh[u[k] x] 7Sinh[u[k] 72] -Sin[u[k] X] /Sin[u[k] /2]

dCi[k_, x_] := A[K] (Sinh[x[k] X] 7/ Cosh[A[k] /2] +Sin[A[k] X] 7/ Cos[A[K] /2])
dSi[k_, x_ ] = u[k] (Cosh[u[k] x] /Sinh[u[k] /2] -Cos[u[k] X] /Sin[u[k] /2])

(xLos potenciales para L=1x)
(xPPPx)phi[{i_, j_, kK }, x_,y_,
(*1IPx)c[{i_, J_, kK },x ,VyY_,
(#IPPx)O[{i_, J_, kK },x ,y_,

] :=Ci[i, x] Coslmpar[]j, y] Ci[k, z];
nPar[i, xX] Si[J, y] Ci[k, z];

Z_
]1:
] nimpar[i, x] CosPar[j, y] Coslmpar[k, z];

zZ_ = Si
z_] :=Si
Clear [, u]l; Table[A[k_] =x /. FindRoot[Tanh[x /2] + Tan[x /2] == 0,
{X, -7 /2+ 2 k n}, WorkingPrecision - 30, PrecisionGoal -» 25], {k, 1, 10}1];
Table[ u[k_] = x /. FindRoot[Tanh[x /2] -Tan[x/2], {X, ® /2+ 2 K n},
WorkingPrecision- 30, PrecisionGoal -» 25], {k, 1, 10}];

phiList = phi [#, X, Yy, z] & /@ indeXx;
tList = t[#, X, Y, 2] & /@ index;
eList=06[#, X, Y, z] & /@ index;

(xpotenciales criticos=Producto escalar Vector propio-potencialesx)
phixcrit = Take[coefs, Nb] .philList;

tycrit = Take[coefs, {Nb+1, 2Nb}].cList;

ecrit =Take[coefs, {2Nb+ 1, 3Nb}].eList;

(» Tres cortes de las superficies de nivel phicrit=cte. x)

GrafphixcritXZ =
ContourPlot[phixcrit/.y-» 0, {x, -1/2,1/2}, {z, -1/2, 1/2}, ContourShading » Fal:
Contours -» 5, PlotPoints » 150, Axes -» True, AxesLabel -» {'X", "z"}];
GrafphixcritYZ = ContourPlot[phixcrit/. x- 0, {y, -1/2, 1/2},
{z, -1/2, 1/2}, ContourShading » False, Contours - 5,
PlotPoints » 250, Axes - True, AxesLabel -» {"y", "z"}];
GrafphixcritXY = ContourPlot[phixcrit/.z- 0, {x, -1/2,1/2},
{y, -1/2, 172}, ContourShading » False, Contours - 5,
PlotPoints » 250, Axes - True, AxesLabel -» {""x", "y"}1;

(» Tres cortes de las superficies de nivel tycrit=cte. x)
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GrafcycritYZ = ContourPlot[zycrit /. x-» 1/4,
{y, -1/2,1/2}, {z, -1/2, 1/2}, ContourShading » False, Contours - 5,
PlotPoints » 150, Axes - True, AxesLabel -» {"'y", "z"}];
gl = ContourPlot[zycrit/.y-» 1/4, {x, -1/2,1/2}, {z, -1/2, 1/2}, ContourShading -»
False, Contours -» 9, PlotPoints » 100, Axes - True, AxesLabel » {"'x", "z"}1:
g2 = ContourPlot[zycrit/.y-» 1/4, {x, -1/10, 1/10}, {z, -1/2, 1/2}, ContourShading -
False, Contours -» 9, PlotPoints » 100, Axes - True, AxesLabel » {"'xX", ""z"}]1;
GrafrycritXZ = Show[gl, g2];
hl = ContourPlot[zycrit/.z-» 1/4, {x, -1/2,1/2},
{y, -1/2, 1/2}, ContourShading » False, Contours - 5,
PlotPoints » 150, Axes - True, AxesLabel -» {""x", "y"}1;
h2 = ContourPlot[zycrit/.z-» 1/4, {x, -1/10, 1/10}, {y, -1/2, 1/2}, ContourShading -
False, Contours » 5, PlotPoints » 150, Axes - True, AxesLabel - {"X", "y"}1;
GrafrycritXY = Show[hl, h2];

(*Guarda resultadosx)
Export["C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1\
GrafPotencialesCriticos\GrafphixcritXZ.eps", GrafphixcritXZ];
Export["C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1\
GrafPotencialesCriticos\GrafphixcritYZ.eps", GrafphixcritYZ];
Export["C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1\
GrafPotencialesCriticos\GrafphixcritXY.eps", GrafphixcritXY];
Export["C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1\
GrafPotencialesCriticos\GraftaoycritYZ.eps", GrafctycritYZ];
Export["C:C:\Tesis\TesisTrabajo\CalculosFluidoCubo\L=1\
GrafPotencialesCriticos\GraftaoycritXZ.eps", GrafctycritXZ];
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interesado el resultade de la evaluacién ¥, en caso
aprobatorioc, le fue tomada la protesta.
LIC. JULIO CESAR ARR ISASSI
DIRECTOR DE SISTE ESCQLARES
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