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Resumen

En este trabajo estudiamos varios fenémenos que se presentan en los fluidos cargados,
homogéneos e inhomogéneos, por medio de diversos métodos de la mecénica estadistica
de equilibrio: ecnaciones integrales, la ecuacién de Poisson-Boltzmann y los métodos de
simulacién molecular, en particular el método de dindmica molecular estocéstica. En el
primer capitulo presentamos la teoria general de las ecuaciones integrales [desarrolladas
sobre la ecuacién de Orstein-Zernike (OZ)] asf como la teoria de Poisson-Boltzmann. Los
métodos de simulacién molecular [Monte Carlo (MC) y dinadmica molecular estocéstica
(DME)] son brevemente discutidos en este capitulo asi como la imposicién de condiciones
periédicas para simular un sistema macroscépica. En este capitulo también discutimos el
modelo primitivo, que es con el cual modelamos los sistemas que estudiamos.

En el segundo capitulo se presenta un modelo para una molécula rigida de polielectroli-
to, inmersa en una solucion electrolitica. Por medio de la ecuaci6n integral (HNC/MSA)! y
DME estudiamos los perfiles de concentracién reducida, el potencial electrostatico prome-
dio, los perfiles de distribucién de carga y el potencial {. Como un caso particular, los
parametros del polielectrolito son mapeados a los parametros de la molécula de ADN.
En este estudio se encuentra que ambos, HNC/MSA y DME predicen sobrecargado. Mas
aun. encontramos un acuerdo cualitativo, y en algunos casos cuantitativo excelente entre
HNC/MSA v DME. Las oscilaciones de los perfiles de concentracién, la distribucién de
carga v el potencial electrostatico promedio son discutidos en términos del sobrecargado.
Los resultados principales en este capitulo son: {i) la prediccién por medio de HNC/MSA
del comportamiento no monoténico del potencial ¢ el cual es confirmado por DME y (ii)
la posibilidad de producir sobrecarga por iones raonovalentes la cual es encontrada por
ambos. HNC/MSA y DME. Ambos efectgs no habian sido reconocidos anteriormente.

En el tercer capitulo, se estudia la‘so‘bréczfrg:l de una superficie plana e infinita por
un electrolito tipo modelo primitive resiriagidc (MPR) siméirico. En primer lugar,
mostramos algunos resultados tipicos ce ias teoras de Poisson-Boltzmann y HNC/MSA
para la doble capa eléctrica. Las apo;tacicnes Hrincipales en este capitulo son: (i) La
posibilidad de describir a la doble cape eléccrica (a;i como al sobrecargado} en términos
de tres parametios adimensionales. Es.os parameatros estan relacionados fisicamente con
el volumen excluido y las energias de interaccién ‘on-ion e ion-superficie. (ii) Presentamos
un diagrama de sobrecargado en térmir.os de e-tos tres parametros, por medio del cual se

'hypernetted chain, mean spherical approximation
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obtiene un criterio « n { v e r s a ! para el umbral de sobrecargado. En este diagrama
podemos localizar las condiciones en las que los iones monovalentes producen sobrecar-

gado v también aquellas para los iones polivalentes. (iii) Finalmente, en este estudio se

presenta al sobrecargado como un estado ordenado que se alcanza al disminuir el nimero
de configuraciones accesibles del sistema, i. e.. su entropia.

En el cuarto capitulo analizamos las consecuencias del sobrecargado en la adsorcién
de macroiones sobre una superficie plana e infinita, cargada uniformemente. En este
estudio encontramos util hacer una distincioén entre los términos sobrecargado. i ersion
y revertimiento de la carga; los cuales son usados indistintamente en la literatura. Aqui
mostramos efectos novedosos de los que podemos destacar los siguientes: (i) La adsorcion
de macroiones en una superficie (igualmente cargada. con carga opuesta y descargada). (ii)
La formacién de capas (layering). (iii) Las oscilaciones de los perfiles de concentracion
de iones puntuales. Nuestra discusion relaciona estos efectos con el sobrecargado, la
inversién y el revertimiento de la carga; ademas de que enfatiza el papel determinante que
desempeifia la entropia en tales efectos.

En el capitulo 5 presentamos el método denominado eztensidn a tres puntos (ETP) de
las ecuaciones integrales con _e_l cual se incluyen algunas de las correlaciones faltantes en
las aproximaciones de la ecnacién de OZ, dada la imposibilidad técnica para incluir todas
las correlaciones de manera exacta: En este capitulo, la ETP de la ecuaciori HNC/MSA
es aplicada al MPR simétrico. Una de las ventajas que incorpora ETP es la obtencién
de la funcién de distribucién de tres particulas, gl[sﬂ],i(rl, r,,r3). Por otra parte, la fuerza
efectiva entre’ dos particulas del fluido Fj3,? es también un resultado de ETP. En este

capitulo presentamos un estudio mediante ETP y DME de las funciones gfg.l,(rl, r,.T3) y
F 3. para varios electrolitos. En los regimenes donde las teorias convencionales funcionan
correctamente, encontramos que la descripciéon por medio de ETP es igualmente buena.
Mas aun, podemos destacar los siguientes resultados: (i) La obtencién de la estructura
del fluido a nivel de la funcién de correlacion de tres particulas®, ademas de que se obtiene
un excelente acuerdo al comparar con los datos de DME. (ii) E] cambio abrupto en la
pendiente de la fuerza entre dos iones igualmente cargados predicho tanto en el régimen
diluido como en el régimen concentrado del electrolito. (iii) En el régimen diluido del

electrolito. la descripcion de ETP rneJora la de cualquier otra teoria existente, lo cual es
un resultado notable.

?F ;. guarda una relacion directa con la funcién de correlamon por pares, g _h, de donde se desprende
la comparacién con las teorias de liquidos convencionales.
3Hasta donde sabemos es la primera vez que esto se hace para el MPR.
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Introduccion general

Un coloide es una molécula o un agregado de moléculas, el cual, en al menos ura de sus
dimensiones mide entre 1Inm y 1 pm [1, 2]. Esto es, un coloide es una particula que no es
tan pequefia en dimensiones como un 4tomo, pero no es tan grande como para despreciar
las fluctuaciones en densidad y en temperatura del medio en €l que se encuentra iumersa.
Los polielectrolitos son polimeros portadores de grupos ionizables, los cuales en solucién
se disocian en macromoléculas cargadas mas sus contraiones. En los fluidos cargados, la
combinacién de las interacciones de largo alcance, asf como del efecto colectivo de muchos
cuerpos resultan una amplia variedad de fenémenos.

Recientemente, la atraccién efectiva entre pares de particulas igualmente cargadas
(dispersas en un medio fluido) es uno de los fenémenos que mas ha llamado la atenci6n.
El efecto se remonta a los trabajos de Norio Ise et al. quienes investigaron la estructura
‘de suspensiones coloidales [3, 4]. En sus observaciones a lo largo de varios afios, estos
autores han recolectado una gran variedad de fen6menos aparentemente inconsistentes
con la teorfa de Derjaguin-Landau-Vewey-Oberveek (DLVO) {5, 6, 7, 8]. La teorfa DLVO
predice que pares de particulas igualmente cargadas, en solucibn, se repelen. Ise et al.,
encuentran efectos que van desde la formacién anémala de cristales hasta la formacion
de huecos estables en fluidos coloidales. Estos autores han considerado sus resultados
como evidencia de la existencia de atraccion de largo alcance entre particulas coloidales
igualmente cargadas. El desarrollo de las técnicas experimentales ha permitido la medicion
de la fuerza efectiva entre pares individuales de particulas. Estas mediciones empiezan a
dar coherencia a las observaciones de Norio Ise et al.. De estas mediciones se ha concluido
lo siguiente: pares de particulas aisladas se repelen como lo predice la teoria DLVO.
Sin embargo, pares de particulas, igualmente cargadas, confinadas por paredes cargadas
(de vidrio, por ejemplo) o por concentracipn de particulas, muestran atraccién de largo
alcance, lo cual es inconsistente con la teorfa DLVO [9, 10, 11, 12]. Estas atracciones son
favorecidas entre particulas altamente cargadas en soluciones muy diluidas de sal. En
estas condiciones se espera que la teoria DLVO falle. En la Fig. 1 se muestra el potencial
de interaccién medido entre un par de particulas de poliestireno. Se observa que cuando
las particulas no estan confinadas se compaortan como lo predice la teoria DLVO. Por otra
parte, cuando las particulas estan confinadas las mediciones muestran una clara atraccién
entre ellas. _

Existe también evidencia de la atraccién entre segmentos de una misma cadena lineal o
de polielectrolito, lo cual llega a producir que macromoléculas en solucidn (que normal-

xiii
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Figura 1: Atraccién en confi-
namiento. El potencial de in-
teraccién entre pares de esferas
sin confinar es puramente re-
pulsivo (a). Las mediciones
de los circulos verdes fueron
hechas con esferas de poli-
estireno de 0.482 um de ra-
dio, y muestran acucrde con
la teoria DLVO. Sin embargo
cuando el mismo par de es
feras estd confinado por pare-
des paralelas de vidrio, sepa-
radas por una distancia de 3.5 _
4m, ocurre un minimo atracti-
vo en el potencial (b). Las par-
ticulas se encuentran en solu-
cién y adicionalmente estin
it bt sus contraiones.

Polonkat by (A 1}

mente son rigidas) se colapsen en estructuras compactas cuando se encuentran en presencia
de contraiones polivalentes {13, 14]. Estos efectos han volcado a muchos investigadores
a estudiar el efecto de la atraccién entre pares de particulas igualmente cargadas, en.los
marcos teéricos {15, 16, 17, 18, 19, 20, 21} y de simulacién molecular [22, 23, 24, 25].

Un efecto que est4 fntimamente relacionado con la atraccién entre partfculas o seg-
mentos de cadena igualmente cargados es, sin duda, el sobrecargado. Dicho efecto, se
produce cuando los contraiones de una superficie cargada se acomodan de tal forma que
no solamente apantallan la carga de la superficie sino que la sobrecompensan, por lo que
dan la apariencia de que la superficie estd cargada del signo contrario al que en realidad
estd. Aunque la doble capa eléctrica ha sido estudiada desde los trabajos clasicos de
Gouy y Chapman [26, 27), el sobr-cargado fue encontrado hasta los afios 80, en estudios
teéricos por ecuaciones integrales [©8, 29] y de simulaci6én molecular {30, 31}. Recien-
temente se ha reconocido la_importancia de dicho efecto en la formacién de complejos
autoensamblados de ADN [32, 33, 34] asi como en experimentos de electroforesis [35),
Esto ha atraido la atencion de mvch 38 cientificos y ha motivado su estudio por medio de
teorias semifenomenolégicas [36, 37] y de ecuaciones integrales [38, 39, 40}, asf como de
simulacion molecular [41, 42, 43].

'La formacién de complejos de ADN sod biomédicamente importantes debido a que
han mostrado ser portadores efeciivos de AN hacia el interior de las células. Cuando se
prepara una solucion que contiene ADN y raoléculas hidrocarbonadas catiénicas (lipidos
catiénicos) las moléculas de ADNM (rargalas nagativamente) se asocian espontineamente
con las moléculas lipidas [32, 33, 44, 15]. }.a membrana celular normalmente es neutra o se
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encuentra cargada negativamente por lo que tiende a repeler las moléculas de ADN (que
son las que nos gustaria introducir dentro de las células por razones de terapia génica).
Con ayuda de la formaciéon de complejos de ADN, la barrera electrostatica para el ADN
sepuede disminuir y la entrega genética se facilita. Los complejos de ADN son partfculas
coloidales que miden alrededor de 0.1 um. La carga efectiva de estos coloides depende de
la relacién de mezclado con las moléculas lipidas. De los experimentos de electroforesis se
sabe que si la carga total de! ADN excede la carga total cati6nica, entonces los comple-
jos se encuentran cargados negativamente y coexisten con el exceso de ADN en solucién,
mientras que en el caso contrario, se encuentran cargados positivamente con exceso de
material lipido (sobrecargados). El material cati6nico lipido puede sobrecompensar la
carga del ADN y aun asi los complejos permanecen estables. En la Fig. 2 se muestran
varias estructuras internas de los compiejos de ADN con lipidos catiénicos. En lugar de
encontrar micelas de lipidos adsorbidas sobre las cadenas de ADN, vemos varias estruc-
turas tipo cristal liquido, reminisentes de los estados laminares y hexagonales formados
en lipidos puros o soluciones puras de ADN a alta concentracién. En el caso mostrado
en la Fig. 2a, los lipidos se encuentran acomodados en un apilamiento laminar de bicapas
planas. Las cadenas de ADN son paralelas una con otra en cada capa. La distancia
intramolecular entre las moléculas de ADN, dpya, depende de la relacién de mezclado
entre las moléculas de ADN vy los lipidos catiénicos. En la Fig. 2b, se muestra un ejemplo
de una estructura hexagonal invertida, la cual se desempefia mejor que la fase laminar
para propositos de terapia génica. La geometria hexagonal se da en solucién de moléculas
de ADN mas lipidos catiénicos y neutros, a los cuales se les adiciona una especie lipida
la cual prefiere curvatura negativa en la interfase con el agua. El radio de la bicapa que
se adhiere a las moléculas de ADN es impuesto por la densidad superficial de carga del
ADN.

Las interacciones de tipo electrostatico en sistemas de muchos cuerpos son impor-
tantes no sé6lo en fluidos complejos y/o sistemas coloidales, sino también en electrolitos
simples. En dichos sistemas (por ejemplo, soluciones diluidas de iones polivalentes) existe
atn discrepancia en cuanto a su descripcién, la cual es dificil debido a que tanto las co-
rrelaciones de largo alcance asi como las de corto alcance son relevantes. Las ecuaciones
integrales convencionales [46, 47, 48] no los describen completamente bien, debido a que
las aproximaciones hechas ignoran ciertas correlaciones. En este trabajo presentamos un
método alternative, denominado ertensidn a tres puntos de las ecuaciones integrales, con
el cual es posible incluir sistematicamente muchas de las correlaciones ignoradas en las
teorias convencionales de ecuaciones integrales. Asi misino aplicamos este método a un
electrolito, con lo cual esperamos una mejor descripcién de estos sistemas.

Los fluidos cargadog simples y cargados complejos representan un reto con una serie
de problemas en donde convergen varias disciplinas cientfficas como la fisicoqimica y la
biofisica asi como la fisica estadistica. El interés en el entendimiento de los problemas
mencionados ha crecido rapidamente debido a las aplicaciones tecnolégicas que involucran.
En este trabajo abordamos varins aspectos de los efectos y fenémenos anteriormente
mencionados. Para ello, nos hemos basado en modelos sencillos que toman en cuenta
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Figura 2: Complejos formados con lipidos catiénicos. (a) Un modelo .para el arreglo de los
complejos en una fase laminar donde se observa la alternancia entre las bicapas de lipidos
y las monocapas de ADN. (b)Modelo para el arreglo local ADN y lipidos catiénicos en una
fase hexagonal invertida. Los cilindros consisten de ADN cubierto con una monocapa lipida y.
arreglados en una fase hexagonal. Las moléculas catiénicas estin sefialadas con bolas verdes
y las blancas denotan moléculas neutras. Las colas hidrocarbonadas se denotan en amarillo.
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algunos de los aspectos mas relevantes de los sistemas. ‘En la mayor parte de este trabajo
se estudia el sobrecargado en diferentes sistemas. En el capitulo 2, realizamos un estudio
de un modelo de una molécula de polielectrolito inmersa en una solucion electrolitica.
Este estudio se realiza por medio de ecuaciones integrales y los resultados se comparan
con datos de simulacién molecular. En este estudio observamos que podemos sobrecargar
a la molécula por diferentes caminos: incrementando concentracién, carga v/o tamaifio
de las particulas que forman al fluido. Por otro lado, la aparicién de una curvatura en
la grafica del potencial { queda confirmada con los datos de simulacién moiecular. En el
capitulo 3, se presenta una parametrizacion de las ecuaciones de la doble capa =léctrica,
encontrandose que depende Unicamente de tres pardmetros, los cuales son una medida de
las energias de interaccion y del volumen excluido. De esta forma la sobrecarga es discutida
en términos del acoplamiento electrostatico v de las :orrelaciones de corto alcance. La
importancia de este capitulo radica en que se dauncriieriouniversalparael umbral
de la sobreacarga.

En el capitulo 4, se provee de un modelo simple para investigar los procesos involu-
crados en el autoensamblaje de macroiones en soluciéon. En este capitulo presentamos
un modelo de macroiones esféricos en solucién mas un electrolito, en la vecindad de una
superficie plana cargada Ademas presentaremos algunas estructuras autoensambladas
predichas por nuestro modelo v analizamos tales estructuras y su relacion con el sobre-
cargado. En el capitulo 5 presentamos el formalismo de extensidn a tres puntos, como un
método para incluir algunas de las correlaciones faltantes en una teoria dada de ecuaciones
integralés. En este capitulo aplicacamos ETP a un electrolito. Después de analizar los
resultados bajo diversas condiciones, particularmente aquellas que constituyen pruebas
fuertes, concluiremos que con ETP se obtiene una mejor descripcién del sistema. Al final
se incluyen apéndices en donde se presentan de manera detallada los métodos numéricos
v los desarrollos algebraicos involucrados a lo largo del trabajo.
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Capitﬁlo 1
Teoria

1.1 Algunas consideraciones termodindmicas

Dado que el titulo de este trabajo lo indica, estudiaremos los efectos entrdpicos en flu-
idos cargados complejos, por lo que en esta seccion discutiremos nuestro entendimiento
de efectos entrépicos. Esta seccién es de fundamental importancia debido a que las dis-
cusiones aqui presentes son la base de los argumentos con los cuales explicamos nuestros
resultados. - '

En un sistema formado por N particulas en una caja de volumen V, con una energia
total E ¥ I" estados posibles del sistema; la entropia, S, por definicion es (49, 50]

,S-‘-’-"}CBIOg r

donde kg es la constante de Boltzmann. En equilibrio, I' es conocida si conocemos N, V
y E. Por lo tanto, § puede pensarse como una funcién de E, N,y V

S =S(E.N,V)

Dado que S es una medida del nimero de configuraciones posibles de un sistema, ésta
se incrementara siempre que aumente E. manteniendo N vy 17 constantes. Esto es, si
aumentamos la energia del sistema habra mas formss de dividirla, lo que implica mas
configuraciones posibles, por lo tanto. mavor entropia. Si la funcién S es monotonica.
puede ser invertida

E=E(S. N1

St hav cambios en E

- SE - [OE AE |
ir=(55),. 4+ (), + (&%), =

Los coeficientes que multiplican a dS, dV” v d.V 2n la Ee. (1.1) desempenan un- papel
especial en termodinamica. Estos son respectivamente, la temperatura

OF
T={(%
( as ) M
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| 8E
P = (BV)NS

_[9FE
H=ABN ),

el negativo de la presion
y el potencial quimico

Asi, la Ec. (1.1} puede ser escrita como
dE =TdS - PdV" + udN. . (1.2)

El enunciado de la primera ley de la termodinam’ + estd dado de tal forma que se
distinguen en él dos clases de energla (calor v trabajo De esta forma, un cambio en F
estd dado por

dE = 6Q + W - (1.3)

donde @ es el calor v W es el trabajo. Los cambios en estas variables son denotados por

5Q o 6W va que dependen del tipo de proceso. Sin embargo, los cambios en la energia

interna del sistema no dependen del proceso por lo que se denotan como d£. De acuerdo
con la Ecs. (1.2) v (1.3), podemos identificar al trabajo como

§W = —PdV + udN

donde podemos distinguir dos clases de trabajo: trabajo mecanico (—Pd}V’) v trabajo
quimico (#dN). Por otro lado, en los procesos que se llevan a cabo cuasiestdticamente y
de manera reversible podemos identificar-

0Q =TdS

Un sistema que incrementa su energia interna. no necesariamente incrementa su en-
tropia (proceso isoetrépico), i. e.. dE # 0. mientras que dS = 0. Asi por ejemplo, un
sistema que incrementa su-energia interna cuando se realiza trabajo mecanico sobre él.
puede no incrementar su numero de estados disponibles (entropia} debido a la compen-
sacion por la disminucion del volnmen. Es decir. el nimero de estados. disponibles que
piddo haber ganado el sistema al :ucrementar su energia interna se ve contrarrestado por
la reduccion del volumen. de tal forma que se cumple d5 = 0.

Si la energia interna de un sistema se incrementa sin realizar trabajo sobre éste. 1. o..
011" = 0: de manera cuasiestatica v reversible

dE|w=o=0Q =TdS
£s decir. toda la energia que gana e sistema se emplea en incrementar el mimero de estados
posibles del sistema. Una posibilidad mas se da cuando incrementamos la entropia del
sistema sin incrementar su energia interna. Teéricamente, esto puede suceder de dos
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formas: Si realizamos trabajo quimico sobre el sistema. al agregar particulas a éste v
manteniendo dE = PdV = 0, tenemos entonces

TdS + pdN =0 = dS = -£aN. (14)

Esto es, un incremento en el nimero de particulas corresponde a una disminucién de la
entropia del sistema, al mantener E y V constantes *. Por otro lado, podemos realizar
trabajo mecédnico manteniendo en este caso £ y /N constautes, lo cual implica

P .

TdS - PdV =0 =dS = -]:dl : (1.3)

En estas condiciones, obtenemos una disminuci' e la entropia al disminuir el volumen
del sistema. En ambos casos, i. e., en las ecuacion: (1.4) y (1.5) la disminucién (aumento)

o o .. N
de la entropia tiene que ver con el aumento (disminucion) de la concentracién, p = v

Algunas propiedades de la entropia pueden verse de las relaciones de Mazwell, por ejemplo

en la relacién [51]
. -aﬁ - _ ?_1_:
P/, \oT/,

podemos ver que los cambios en la entropfa del sistema tienen relacién directa con los
cambios en volumen del mismo. Vamos 'ad tomar esta ecuacion como antecedente de las
caracteristicas de la entropia que discutiremos mas adelante. Todos los resultados que
hemos discutido hasta aqui son derivados de la termodindmica v por lo tanto, tienen
un caricter general. Sin embargo, al considerarse las caracteristicas microscépicas del
sistema estos resultados encuentran diferentes matices.

Como ya mencionamos al principio de esta seccién, la entropia es una medida del
nimero de estados posibles de un.sistema, I". Un estado del sistema esta definido por
los valores que toman las coordenadas v los momentos de las N particulas que lo forman,
{ry,....rx:P1,.... pn}. Desde luego que los estados posibles del sistema estan determina-
dos por la dindmica de las particulas que lo forman. A su vez, la dindmica de las particulas
esta determinada por la interaccién entre ellas. esto es. depende del tipo de particulas 2
que forman al sistema. ' . -

Un ejemplo de dos sistemas idénticos, pero con distinto numero de estados accesibles lo
constituyen los sistemas como los que se muestran en la Fig. 1.1, en donde se muestran dos
sistemas formados por esferas duras. Podemos construirlos de tal forma que ambos tienen
la misma energia interna asi como el mismo numero de particulas, pero las particulas
tienen distinto tamano. El sistema que esta formado por particulas mas grandes esta
restringido a un menor nimero de configuraciones. Por ejemplo, la configuracién en la
que la particula 1 estd entre la 2 y la 3 estd prohibido para el sistema 2 pero no para
el sistema 1. Por lo que concluimos que S; > S; siempre que R, < R;. Como vimos

'Este decremento en S corresponde a p > 0. -
2] tipo de particula viene dado por el potencial de interaccion entre ellas.
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~ anteriormente, el hecho de incrementar la concentracién de particulas, p, trae consigo un
. de¢remento de la entropfa también. En sistemas formados por particulas duras la entropia
. est4 relacionado con la fraccién de volumen accesible® en el sistema, por lo que podemos
" decir que a una mayor fraccidn de volumen accesible mayor entropia del sistema.

Figura 1.1: Dos sistemas idénticos formados con igual nimero de particulas N y con la misma
energia interna E. El sistema 1 esta formado por particulas mas pequedas, i. e., R} < R,. La
fraccién de volumen accesible esta representada por la regién sombreada.

Cuando las particulas que forman al sistema interaccionan via un potencial repulsivo,
las configuraciones en las que las particulas estin mas cerca entre si, estan mas restringidas
a medida que el potencial repulsivo es de mayor intensidad y/o de mayor alcance. Esto es,
para dos sistemas con igual nimero de particulas V, volumen V v energfa interna E; la
entropia es menor para el sistema que estd4 formado por particulas que interaccionan via
un potencial repulsivo de mayor intensidad y/o de mayor alcance. De esta forma, para
alcanzar las configuraciones en las que las particulas pueden estar mas cercanas entre sf,
la energia interna del sistema debe incrementarse. De hecho, podemos establecer que: a
mayor intensidad y/0 alcance del potencial (repulsivo en este caso), la entropia del sistema
disminuye, por lo que el caso discutido en la Fig. 1.1 es sélo un caso particular.

1.2 Funciones de distribucion

Los estados microscopicos (caracterizado por el conjunto de posiciones y momentos de las
particulas {r,...ry.p1...Ppn}) de un sistema determinan, en gran parte, sus propiedades -
termodinamicas. Sin embargo. las cantidades macroscopicas medidas en el laboratorio son
$olamente cantidades promedio de los estados microscopicos del sistema: Con.los métodos
de la mecénica estadistica de equilibrio podemos calcular la estructura! de un fluido, que
a su vez. nos sirve para calcular sus propiedades termodinamicas. A continuacién vamos
» resumir algunos resultados de la mecanica estadistica de equilibrio{ MEE), 1tiles para
¢l estudio de los fluidos [52. 53, 34].

En el estudio de fluidos por medio de la MEE. el concepto de funcién de distribucién
es de utilidad.. Esta funcién mide la probabilidad de encontrar a las particulas del fluido

“La fraccion de volumen: accesible es la razéa entre el volumen ne ocupado ¥ el volumen total del
sistemna.,
*Este concepto serd aclarado mas adelante.
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en cierta configuracién. En un sistema de particulas que interactian via un potencial
dado, a T, V y N constantes (en el ensamble canénico), la probabilidad de encontrar a
la particula 1 en un elemento de volumen dr; en ry, a la particula 2 en un elemento de
volumen drs en r,, etc., esta dada por

exp {-3Ux(r; . ..rN)}drl

P(l‘l - I‘N)dl"l...drN = 7
N

...dl‘N,

donde Z(N,V,T) = / / exp {~3Un(r1...ry)}dr,...dry esla funcion de particion con-

figuracional en el ensamble canoénico v Un(r"™) es la energia configuracional dz= las N
particulas. La densidad de probabilidad de encontrar a la particula 1 en 1y, ..., v a la
particula n en r,, independientemente de donde se encuentran las restantes, se encuentra
integrando sobre las coordenadas de las particulas, desde n+1 hasta N -

/ /exp{ BUn(ry ...t} drayy..dry
Zn, '

Por otro lado, la densidad de probabilidad de encontrar a cualquier particula en r,..., v

v

a cualquier particula en r,, independientemente del resto de las particulas estad dada por

p(n)

(1.6)

- N
p(")(rl..‘rn) = mP(")(rl...rn). _ (17)
La funcion g(")(r(").), definida como
(g, ... ‘
g (ry...1y) = 2 ( ;n £) (1.8)

es conocida como la funcién de correlacion entre n particulas y determina el grado de
independencia, i. e., la correlacién entre las particulas. Si las particulas de un sistema
fueran independientes g™ (r{™) seria simplemente uno. Usando las Ecs. (1.6), (1.7) y
(1.8). g'(r'™)) se escribe explicitamente como

. (v i [espi-3ty ...r,\-)}drnﬂ...dr‘.\r
G T = R ) '

_1/ fe\p{ dm( ra)} drpar..dry
= V*1+O(N ~

N

(1.9)

La funcion de correlacion entre pares, g\*'(r;,r,). mide la densidad de probabilidad
de encontrar a una particula en r, v otra en r,, por lo que esta funcion proporciona la
‘estructura promedio del sistema. Para el caso de particulas que interactian via potenciales
esfericos, g™ (r,,ry) depende solo de la distancia entre las particulas, r = |rz — 1, por lo
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que suele denotarse como g(r). La cantidad pg(r) mide Ia concentracién local de particulas
medida desde una prticula central, por lo que satisface

> 2
f pg(r)drrdr=N~1= N
a
Suponiendo que las particulas del sistema interaccionaa via un potencial central aditivo

por pares, u(r), se pueden escribir las cantidades termo lindmicas en funcién de g(r). Por
ejemplo, la energia interna se escribe de la siguiente m.nera

.——_:\JkBTA-—[mpu r)daridr (1.10)

De la misma forma puede escribirsc una ecuacion anéloga para la presion

p=pkT — —/m dulr r)anridr (1.11)

La funcién g(r) es de particular importancia desde el punto de vista experimental ya

que el factor de estructura, S(k), se puede medir mediante experimentos de dispersion
de luz o dispersién de particulas. La relacion entre S(k) y g(r) estd dada a través de la

= /g(r)g”ik'fdr

De esta forma. conociendo S{k)} podemos determinar g(r} mediante la transformada in-
versa de Fourier.
Una forma conveniente de eséribir g™ (r*")) es como

g™ (ry .. or,) = exp{—3u™(r,...r,)}

donde la cantidad w™(r™) queda definida al sustituir ésta en la definicion de g™,
Ec. (1.9). tomar el logaritmo de ambos lados. v tom.:r el gradiente respecto a las coorde-
nadas de una de las n particulas. lo cual nos da como resultado

f / ~V,Uyi(r;. )lexp{—SU.\-(rl...r\-)}drnqj-l...drg\-

—Vu™(r, .. ——
[ f&\p 30 (1. .ry)}drpag..drey
(1.12)
Como sabemos —V;Ux(ry...Tx) es la fuerze gue actiia sobre la particula j (con 1 <
j < n) para cualquier configuracién de las NV -- 1. paricilas, por lo que la Ec. (1.12) nos

representa la fuerza media f( ™ sobre la particuwa j. promediada sobre la conﬁguracxon

de todas las n + 1......NV particulas. Es decir u'" es el potencial de la fuerza promedio
actuando sobre la particula j.
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1.2, Funciones de distribucién

1.2.1 Ensamble gran canénico

La teoria de funciones de di-stribuci(m es mas poderosa si se desarrfﬂla usando el ensamble
gran canénico. A continuacion presentamc.}:; un resumen de las propiedades de las funciones
de distribucion de un sistema clésico, abirto y de una sola especie. Dado que vamos a

eneralizar las ideas de la seccidn anterior ¢ sistemas abiertos, las funciones de distribucion
[Ecs. (1.7) ¥ (1.8)] se denotan como pf{r” v gg-‘) . Entonces, la probabilidad de encontrar n

particulas en los elementos de volumen dr, ..., dr, en 1y, ..., r,, independientemente de
¥V, es '

=3 NPy __ (1.13)

N>n

donde Py es la probshilidad de que un sistema contenga a N particulas, es decir

_ eNp/kBTQ(N” V, T) .. ZNZN

Fr = Ep, V. T) ~ NIZ
donde |
Zy = Z(N,V,T) = / f exp {~AUn(x")} dr, ... dry
eP/kBT ‘
=
vso N!
ksT\™V? ‘
con \ = (gﬁz?._ﬁ_) . De esta forma, usando las Ecs. (1.7) v (1.8) en la Ec. (1.13).
se obtiene '

-

, A ) < AN ) *
p(“)(rl,....rn) = = {:”e'm‘" + Z ﬁ )—,[.../e“3°~"drn+1...dr_y} (1.14)

= N=rn+1

donde Lj denota la energia confignracion: 1 «le un sistema de j particulas. La definicion
dada en la Ec. (1.14) es el equivalerte de la E:-. (1.7) para un sistema abierto. De la misma
manera, la definicién de la funcidn ce corre'acior entre n particulas para un sistema abierto
es igual a la de la Ec. (1.9). Por lc que és:a se escribe simplemente como
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Las funciones de distribucién en los ensambles canénico y gran canénico son las mismas
para sistéemas macroscopicos [35], por lo que las Ecs. (1.10) y (1.11) se siguen cumpliendo,
a menos que se involucren las fluctuaciones®.

Dada la definicién de g(r} en el ensamble gran canénico [Ec (1.13)] se puede hacer un

desarrollo en serie de ésta en potencias de p. Los primeros términos de este desarrollo son

g(ri.ra) = g Bulrura) {1 + P[flsfzsdl‘s +p f fiafaafia + 2 1 faafaofar+

(1.6

1 1
+ §f13f41f32f42 + §f13f41f34f32f41)d1'3d1‘4 + 0 /(f13f34f45f52 +...)drsdradrs + .. }

donde .
fig = 7P 1 . (1.18)

es conocida como la funcién de Mayer. El n-ésimo coeficiente es una suma de integrales
de productos de la funcion de Mayer. Una integral de productos de las funciones de
Mayer tiene una representacién grafica conocida como un diagrama de Mayer [52, 53, 56|.
En el apéndice A daremos un breve resumen sobre la construccién ¥ clasificacidn de los
diagramas de Mayer a los cuales haremos referencia posteriormente.

71.3 La ecuécic‘m de Ornstein Zernike

La funcién de correlacién total se define como h(r;,r2) = g(r;,rz) — 1, para un flui-
do de una sola especie. En 1914 Ornstein [57] v Zernike [58] proponen dividir h(r,, rs)
en dos partes, una parte directa y una parte indirecta. La parte directa, dada por la
funcién c(r;.ry), llamada la funcién de correlacion directa. La parte indirecta es la in-

fluencia propagada directamente de la particula 1 a la 3, la cual actia sobre la particula

2. directamente e indirectamente a través de otras particulas. Este efecto es pesado por
la concentracion y promediado sobre todas las posiciones de la particula 3. Con esta
descomposicion de A{r,,r;), se escribe la ecuacién de Ornstein-Zernike.

Chiry) = e(ra) + p [ blra)e(ti)drs, (1.19)
donde hemos supuesto que el potencial de interaccion entre las particulas depende uni-
camenete de su posicién relativa. ry; = ry — ry. por lo que h(r).r3) = h(ry).

De la Ec. {1.12). la funcién g(rs;) esta relacionada con el potencial de la fuerza media
entre dos particulas, @ (fy), por

¢(rn) = exp {~Je{ra)}. (1.20)

En un fluido multicomporence, la funcién de correlacion total (h; (rag) = gi; (r21) — 1)
entre dos particulas de las especies ¢ v j en r{ ¥ rp. respectivamente, estan relacionadas

3Ver ref. [33]

(1.17)
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con la funcién de correlacién directa c;; (rz;) por la ecuacién de Ornstein-Zernike multi-
componente, la cual, para un sistema de k componentes estd dada por

k

hij (r21) = ey (r21) + Z Pm /him ¥23) Cmj (r13) dr3, (1.21)

m=1 ’ -

donde pn, €s la concentracién de la especie m y ry) = r; — r; es la posicion relativa entre
las particulas 1 y 2. La ecuacién de Ornstein-Zernike define la funcion de correlacion
directa. En esta ecuacién tenemos dos funciones y ambas son desconocidas. Para poder
resolver esta ecuacion tenemos que emplear una teoria que nos de una relacién entre la
funcion de correlaciéon directa y la funcién de correlacién total. Se han propuesto varias
aproximaciones para la funcién de correlacién directa fundamentadas en métodos de la
teoria de liquidos. Entre estas aproximaciones tenemos las siguientes {53, 54]

Gij (t21) = —Busj (Tar) + hyj (£21) — Ingy; (ra1), (1.22)
Cij (1'21) = _Buij (1‘21) ) (1-_23)
Cij (ro) = fis (ra1) gij (r21) exp {Buij (ra1)}, (1.24)

‘Las Ecs. (1.22), (1.23) y (1.24) se conocen como la aproximacién de cadenﬁji‘lii}erteji'-

da (HNC), la aproximacion esférica media {MSA), v la aproximacién de Percus-Yevick

- (PY), respectivamente. Siendo u;; (rz:1) el potencial de interaccion directa entre un par de

particulas de las especies ¢ y j y fi;(ra1) = exp {—Bu;j(ra1)} — 1, es la funcién de Mayer®.
No es posible calcular g(r;;) de forma exacta ya que todas las teorias para calcularla
ignoran varios tipos de diagramas. Por ejemplo, en la teoria HNC los diagramas puente
son ignorados completamente, mientras que en la teoria de Percus-Yevick los diagramas
puente v los diagramas producto no son considerados (ver apéndice A). La representacién

grafica del los diagramas de primero y segundo orden estin dados en la Fig. 1.3. En la

columna de la izquierda se encuentra la representacion exacta de la funcion de distribu-
cion mientras que en el centro y el lado derecho esta la representacién diagramaticas de
las teorias HNC y PY, respectivamente.

1.4 El modelo primitivo.
El modelo mas simple que conﬁene los principales rasgos de un electrolito es el modelo

primitivo (MP){39]. Este modelo consiste en aproximar el solvente por un medio continuo
en el cual los iones se encuentran inmersos’. La interaccion entre los jones se lleva a caho

5Esta definicion difiere de la dada en la Ec. (1.18) donde ¢ y j denotan posiciones, mientras fque en
este caso denotan espec:es.
"Este medio continuo tiene una constante dieléctrica z, diferente de la constante dieléctrica del vacio.

3
]
:
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Fir)

n Exacto HNC PY
A A A

2 .
M| -
Figura 1.2: Diagramas de Mayer de primero y segundo orden de la funcién de correlacién por

pares en su desatrollo exacto (izquierda), la aproximacién HNC (centro) y la aproximacién de
Percus-Yevick (derecha).

via un potencial, el cual, para dos iones con carga ¢; y ¢; separados por una distancia r,
estd dado por '

oC si‘r<a"+aj
' 2
ui(r) = 1.25
R (1.25)
ET - 2

Donde g; = z;e v a; son la carga y el didmetro del ion de la especie ¢, respectivamente; z; es
el nimero de valencia y e es'la carga protonica. Es decir, estamos tratando a los iones como
esferas duras cargadas. En el modelo primitivo restringido (MPR) todas las especies que
forman al electrolito tienen el mismo tamafo. Para alcanzar el equilibrio termodinamico
el Auido debe satisfacer la condicién de electroneutralidad la cual se escribe de la siguiente

forma
' 9

Z:ipi = (), _ (126)

i=1

donde p; es la concentracion de bulto de la especie 1.

1.5 Fluidos inhomogéneos: el método directo

Un fluido influenciado por un campo externo o un fluido que se encuentra en la vecindad
de la superficie de una particula coloidal. se acomodan de manera inhomogénea. En esta
seccién vamos a extender los métodos de la seccion 1.3 al estudio de fluidos inhomogéneos.
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Las ecuaciones integrales ya han sido aplicados por Henderson et al. al estudio de inter- .
fases [60, 61]. Ademas de la propuesta de Kjellander et al. [62] donde también obtiene la
funcion de distribucién inhomogénea. Sin embargo, estos métodos solamente pueden ser
empleados para fluidos en contacto con superficies planas. »

Un método mas general v con el cual pueden derivarse teorias para fluidos inhomogé-
neos fue propuesto por Lozada-Cassou [56, 63], este método es conocido como el Método
Directo (MD}. Este método es més general que el método de Henderson, va que puede
emplearse para cualquier geometria. Por otro lado, con este método puede obtenerse co-
mo un caso particular el caso de Henderson. El método directo esta basado en el hecho
fundamental de la equivalencia entre particulas v campos. Es decir, el hecho de que las
particulas y campos se definen a través de su interaccion con otras particulas o campos.
Ya que en las teorias presentadas en la seccion 1.3 no existe restriccién en cuanto al tipo
de particula, el niimero de especies en el fluido y la concentracién de cada especie; una
fuente de campo externo puede ser considerada como una especie mas del fluido, la cual
se encuentra a dilucién infinita. De esta forma, si llamamos « a la especie que representa

" a la fuente de campo externo, partiendo de la Ec. (1.21) para n + 1 especies y tomando

el caso limite de p,.1 = p, — 0, la funcién de correlacién entre la especie o y la especie
j esta dada por: :

n
hej (£21) = Caj (Y1) + 3 pm[ham (ra3) Cmj (F13) drs, (1.27)
m=1 '
nétese que la suma no considera la especie n+ 1. Anédlogamente a la Ec. (1.20), la relacion
entre la funcién de distribucion, gai (ra1), v el potencial de la fuerza promedio entre la.
particula o v una particula de la especie 7 en ro; viene dada por

Gai (r.'?l) = BXI-) {—.me'(l'm)} . (128)

Para poder resolver la Ec. (1.27) es necesario conocer ¢m; (F13) ¥ Caj (T21). La primera
[em; (r13)] se obtiene de la solucién de la ecuacién de Orstein-Zernike para un fluido
homogéneo de n especies, como la Ec. {1.21). La segunda funcién [ca; (r2;)] puede aproxi-
marse por cualquiera de las cerraduras PY, MSA 6 HNC, las cuales tienen la siguiente
forma funcional

Cai(.l‘m) = fai(l'zl)gm(rzl) exP{jum(l‘zl)}e (1-29)
Cail21) = ~ Futaa(ra1). (1.30)
Cai(r21) = hai(ra1) ~ In goy{r:1) — Buai(rar), (1.31)

Pueden construirse distintas teorias de liquidos dependiendo de las aproximaciones que

se usen para c,; ¥ ¢;;. Aungue formalmente no existe justificacion para mezclar diferen-
tes aproximaciones, se ha encontrado que las fallas de algunas teorias son parcialmente
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enmendadas cuando se usa una teorfa hibrida. Un ejemplo ampliamente usado lo es la
mezcla entre la teorias HNC y MSA, la cual ha mostrado que funciona relativamente
bien para sistemas cargados bajo una ampl:a ge ma de condiciones y que ademas, subsana

parcialmente los defectos que ambas terias, HNC y MSA, presentan por separado La

notacién que se usa para denotar dichas teorias es la siguiente:
Siglas que denotan a c,;/ Siilas que denotan a ¢;;.

Ejemplo de las teorias que podemos emplear son: HNC'HNC, PY/HNC, MSA HNC.
etc. Este método puede emplearse en general para cualquier tipo de fluido, sin erabargo,
ha sido aplicado principalmente para el caso de fluidos cargados inhomogéneos, las cuales
han resultado exitosas al compararse con los métodos de simulacién molecular [40, 64, 65].

1.6 La ecuacién de Poisscm—Boltzmann

Cuando un electrolito se encuentra influenciado por un campo eléctrico el cual es produci-
do por una superficie o por una particula coloidal con carga, los contraiones (particulas
cargadas del signo opuesto} son atrafdos hacia la superficie, mientras que los coiones
(particulas cargadas del mismo signo) tienden a ser repelidos. Debido a que el sistema se
encuentra a T > 0, i. e., las particulas del fluido tienen energia cinética, log contraiones
no condensan totalmente sobre la superficie. Por otro lado, los coiones no son. totalmente
repelidos de la superficie debido a que no pueden disponer de todo el espacio accesible.
Los contrajones y coiones se arreglan de tal forma que eventualmente el campo eléctrico
es cancelado a cierta distancia de la superficie. Esta estructura es conocida como la doble
capa eléctrica(DCE).

El tratamiento mas simple para fluidos cargados se lleva mediante la ecuacion clési-
ca de Poisson-Boltzmann. En esta teoria. ademas de que solamente se consideran las
interacciones de tipo electrostdtico. se emplea una aproximacion sobre el potencial de la
fuerza promedic de dos particulas, w(® (ry2) {Ec. (1.28)}. Consideremos una macroparticu-
la inmersa en un electrolito en equilibrio. a la cual lamaremos la particula «. De la elec-
trostatica sabemos que el potencial eléctrico depende de la distribucion de carga como lo
indica la ecuacién de Poissan [66]

Vi ()= = pair), (1.32)
donde p,; (1) es la densidad local de carsa #n r ia cual esta definida por

P =Y e, (r), | (1.33)
1= 1. ’ -
siendo p;(r) la concentracion local de la especie i. Si calculamos el promedio de ensambie
de ambos lados de 1a Ec. (1.32)} tene'ncs corao resuliaco

Vo () = — T ipe (1) = -3 uelos o), (1.34)
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donde los promedios de ensamble se indican con las cantidades entre corchetes. El prome-
dio de la concentracién local de la especie i esta relacionada con la funcién de distribucién

_por

(pi () = Pigai (1), | (1.35)
donde gai (r), es la funcion de distribucion de la especie i alrededor de la especie a ¥ p;
es la concentracién de bulto de 1= especie ¢ . Usando la Ec. (1.33), la Ec. (1.34) se puede
escribir como '
47
VHp (1)) = ——2_ 2iepgai (1) (1.36)

. < =1
De la Ec. (1.28) sabemos que la funcion de distribuci6n de la especie i alrededor de a est4
relacionado con el potencial de la fuerza promedio sobre la particula ¢ en r. La teoria de

Debye-Hiickel supone que [53, 67

Wai(r) = zie{p(r)),. ' (1.37)
por lo que '
9oi = exp {zie(p(r))}. (1.38)
Si denotamos ((r)) = ¥(r), la Ec. (1.36) se escribe como

V2 (1) = =TS epiexp{ ~Bren(r)} (1.39)
i=1

Esta ecuacion diferencial es conocida como ecuacion de Poisson-Boltzmann. De la elec-
trostatica sabemos que la solucion de la ecuacion de Poisson, Ec. (1.32), puede escribirse
como

_ 1 r,)dr

6 (r) = va (1) + + [ 20D )y (1.40)
& ir — 1 _

donde v, (r) es la contribucién al potencial debida a la particula ¢, ¥ el segundo término

es la contribucion al potencial debida a la distribucion de carga del fluido. Haciendo uso

de la Ecs. {1.37) v (1.40). obtehemos

MY ai -~

[ zied e d

e ‘ L2 (1.41)
e gy _ 3T R [ G ) ATy |

L s3] / R _j;I ] ll‘*l‘ll !
en donde u¥ (r) = zjew, (r). L« cual es otra forma de escribir la ecuacién de Poisson-
Boltzmann, o mejor dicho, esté es la version integral de la ecuacion de Poisson-Boltzmann.
La ecuacién de Poisson-Boltzrnann ha sido la base de numerosos trabajos, p. €j., los tra- .

bajos de Gouy [26] ¥ Chapman [27], er donde estudiaron una solucién electrolitica en
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presencia de un campo externo producido por una superficie plana cargada uniforme-
mente. Las aproximaciones de las que hace uso la ecuacion de Poisson-Boltzmann fueron
examinadas rigurosamente por Kirkwood [68], quien demostré que la aproximacién con-
siste en despreciar los términos de volumen excluido y de fluctuaciones. Aunque el analisis
de Kirkwood fue hecho para electrolitos en bulto. éste puede ser extendido de manera di-
recta para la doble capa eléctrica. La comparacion entre los resultados de la ecuacion de
Poisson-Boltzmann con los de simulacién molecular, muestra que la teoria falla cuando
el volumen excluido no es despreciable o cuando las interacciones electrostaticas soa muy
fuertes {69].

1.7 Simulacién molecular

Una técnica importante de cardcter casi experimental es la simulacidn por computadora.
Existen dos métodos que han sido ampliamente utilizados: El método de Monte Carlo
{MC) {70} inventado por Metropolis et al. v el método de dindmica molecular (DM) in-
troducido por Alder y Wainwright |71]. Posteriormente, la técnica de dindmica molecular
estocastica (DME) fue propuesta por Ermak [72]®. Este tipo de calculos proveen lo que
puede considerarse como un resultado exacto, dada la fuerza de interacciéon molecular. La
utilidad de estos métodos reside en el hecho de que un modelo que contiene un nimero de
particulas relativamente pequeno, tipicamente algunos cientos, en la mayoria de los casos
es suficiente para simular el comportamiento de un sistema macroscépico. En la técnica
de dinamica molecular, las ecuaciones clasicas de movimiento de un sistema de particulas
que interactian se resuelven y las propiedades de equilibrio son determinadas por prome-
dios temporales tomados sobre un intervalo de tiempo suficientemente largo (tipicamente
-~ 10710 — 107! 5 en tiempo real). El método de Monte Carlo involucra la generacion de
una serie de configuraciones de las particulas de un modelo en una forma que se asegure
que las configuraciones estén distribuidas en el espacio fase de acuerdo con algunas densi-
dades de probabilidad prescritas. El valor medio de cualquier propiedad configuracional
determinada a partir de un ndmero suficientemente grande de configuraciones (~ 10%)
provee una estimacion del promedio de ensamble e la dicha cantidad. siendo el caricter
de promedio de ensamble dependiente del procedimiento de muestreo que sea usado. La
mavor ventaja del método de dinamica molecular es que permite el estudio de procesos
dependientes del tiempo. Sin embargo. el método de MC ofrece ventajas sobre DM para
estudiar procesos independientes del tiempo.

. Los resultados de simulaciéon que mastraremos en este trabajo fueron obtenidos median-
te DME. por lo que a continuacion discutiremos brevemente esta técnica. La técnica de
DME consiste en resolver las ecuacion?s de movimiento de las particulas del sistema que
se esta modelando®. En DME se plantean las ecuaciones de movimiento de un conjunto de

8Debe resaltarse que el calculo de ias propiedades estdticas de un fluide (por ejemplo la funcién de
distribucién radial, g(r)) es independiente de la técnica de simulacién usada {73}
?Cabe aclarar que los datos de DME que mostraremos aqui fueron calculados por René Messina v
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particulas acopladas a un bafio térmico que actua via una fuerza estocastica W(t), cuvo
valor medio es cero. De esta forma la ecuacién de movimiento para la i-ésima particula

esta dada por
' LI I I

d’r; i
U —mr W(t), (1.42)

m—__
dt? dt
en donde m es la masa de la particula, I' es el coeficiente de friccién v U es el potencial.
Al suponer aditividad por pares, ' se escribe como

N N
U= Zuij-frz-vi, (143)
i=1

i<

donde u;; es el potencial de interaccién entre cualquier par de iones y v; es el potencial de
interaccion entre la i-ésima particula y el campo externo. En nuestros modelos, u;; tiene
dos contribuciones: (i) las interacciones por volumen excluido y (ii) las interacciones de
tipo Coulomb. Dada la imposibilidad técnica para utilizar esferas duras en la simulacién,
la interaccién por volumen ezcluido entre cualquier par de particulas es modelada via un
potencial tipo Lennard-Jones repulsivo, el cual estd dado por

a\12  7an® e
4 - e i :
uF(ry=4{ [(r) (1‘) } te sir<27a; (1.44)
0 ' o sir > 2Y8q,

La interaccién electrostatica entre cualquier par de iones i y j esta dada por

u(r) = 2L = kTt = (1.45)

=

2

donde {g = . Para llevar a cabo la comparacion entre el resultado de HNC/MSA
KB B
v los de simulacién molecular usamos T = 298K, a = 4.254 vy ¢ = 78.5, que dan como

resultado €p = 7.14 A. Si el electrolito estd confinado en una caja cibica de longitud L.
La concentracién de sal estd dada por F donde .V es el numero de iones positivos (o
negativos). o

1.7.1 Condiciones periédicas

Al estudiar un sistema microscépico por medio de las técnicas de simulaciéon molecular,

se encuentran varios inconvenientes. Uno de estos inconvenientes es el de que no se puede
tener un sistema con un numero de particulas tan grande como un sistema macroscopico
real. Por el contrario, debido a las dificultades de almacenamiento y al tiempc de calculo,
se sielen usar sistemas con menos de 10 particulas, que desde luego estd muy lejos

Markus Deserno, siguiendo los métodos descritos en las referencias {23, 24. 25, 74, 75, 76
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del nimero de particulas en un sistema macroscopico. Si estamos interesados en una
microgota o un microcristal, las fuerzas de cohesién pueden ser suficientes para mantener
a las N moléculas en agregacién. Otra forma de modelar el sistema, puede ser la de
confinarlo por'un potencial que simule una caja y de esta forma prevenir que las moléculas
se separen. Sin embargo, estos arreglos pueden no ser suficientes para estudiar sistemas
en bulto, debido a que el-efecto de las paredes es significantemente diferente que el efecto
que le produce, a una muestra de fluido, el fluido que la rodea en el bulto.

El problema de los efectos de superficie puede ser superado con un artificio propuesto
por Born y von Karman |77, 78]. En esta técnica, se forman réplicas de la muestra de
fluido que se estd simulando, la cual normalmente es cibica, acomodéndolas en una red
periddica infinita. En el curso de la simulacién, cuando una molécula se mueve en la
caja original, su imagen en cualquiera de las cajas vecinas se mueve de la misma forma.
De esta manera, cuando una molécula sale de la caja central, una de sus imdgenes entra
inmediatamente por la cara opuesta. De esta forma, no hay superficies que rodeen a la
muestra eliminandose asi sus efectos. Una versién bidimensional de un sistema peri6dico
es mostrado en la Fig. (1.3).
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Figura 1.3: Ejemplo de_un sistema periédico bidimensional. Las moléculas pueden entrar y
salir a través de cualquiera de Jas cuatro fronteras. En un sistema tridimensional hay 6 caras
por donde las moléculas pueden entrar y salir.

Cuando las molgculas que forman al sistema interaccionan via un potencial de corto
alclance [por ejemplo como el de la Ec. (1.44)], el calculo de la energia configuracional
de las- particulas dentro de la celda principal i. e.. Ec. (1.43), considera unicamente
las interacciones con los vecinos de las celdas contiguas. En el caso de particulas que
interaccionan via un potencial de largo alcance [como el potencial de Coulomb de la
Ec. (1.45)] esta aproximacién no puede mantenerse. En el caso de potenciales de largo
alcance debe considerarse la interaccién de una particula de la celda principal con las
particulas de las celdas contiguas mas 1odas aquellas que se mantienen dentro del alcance
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del potencial. Esta tarea se vuelve mas complicada a medida que el potencial se vuelve
de mavor alcance. Las sumas de Ewald pueden emplearse para llevar a cabo la tarea de
calcular la energia de interaccién en un sistema periédico, de manera eficiente [79]. Vamos
a mostrar como funciona la suma de Ewald en el calculo de la energia electrostatica de
interaccion de los iones de la celda principal. P:ra ello vamos a considerar un sistema
de N particulas con cargas ¢; en las posiciones r; en una celda cabica de longitud L y
volumen V; = LY. En un sistema periodico, la encrgia electrostatica total de la Caja estd
dada por

Z Z L (1.46)
2 S ez Ty T r, +nL
La suma sobre todas las n toma en cuenta las imagenes peri6dicas de las cargas y la prima
indica que en el caso de i = j el término n=0 debe omitirse y se ha definido r;; =r; —
Del tratamiento de Ewald resulta la férmula de Ewald para la energia electrostatica de la
caja:

= UD +U® 4+ U 4 y@

donde la contribuciéon en el espacio real U™, la contribuci6n del espacio reciproco U*),
la energia de autointeraccion U y la contrlbucmn dipolar U9 estan dadas por

erfe(a|r;; + mL
U(r)z_ZZer It} ml),
. lJ—l nez3 |r1] + le
UW = S e g,

k:ﬁo
rs) — __2_ 2
U TR Z q’,

2
(. —
¢ (1+2e (Z qlr,) ’

o0
donde la funcion de error esta definida por erfe(r} = ?ﬁ_1/2/ dtexp{t*} y la transfor-

mada de Fourier de la densidad de carga p(k) esta dada por

plk) = [ drp(r)e kT = 3 gemik
L ;=1

La longitud inversa &, conocida como parametro de Ewald, asigna los pesos relativos
" a las contribucicnes del espacio real v el espacio reciproco, pero el resultado final es -
independiente de a. Los vectores k forman el conjunte discreto {27n/L.: n € Z}. De
esta forma, pueden emplearse técnicas eficientes para el el cdlculo de la energia de la
celda principal. La eficiencia en dicho cidlculo dependera, béasicamente, de las técnicas
empleadas en el calculo de la transformada de Fourier.

L& aaﬂérpw-s»\_ .‘._Z
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Capitulo 2

Sobrecargado de la molécula de.ADN

2.1 Introduccién

En la ref. [76] la distribucién i6nica ha sido estudiada por medic de la funcién de distribu-
cidn de carga, P(r), la cual es calculada mediante dindmica molecular estocastica. En el
presente capitulo realizamos un estudio del sobrecargado por medio de ecuaciones inte-
grales [29, 80! as{ como un estudio mas detallado de simulacién molecular. Presentamos
ademés calculos para P(r), los perfiles de concentracién g;(r); el potencial electrostati-
co promedio ¥(r), y el potencial . Asi mismo presentamos una comparacién entre los
resultados de la teoria con los obtenidos de dinimica molecular.

Debido a su inobjetable estatus como molécula de la vida, la molécula del 4cido desoxi-
rribonucléico {(ADN) ha sido sujeta un niimero abrumador de pruebas estructurales, cinéti-
cas v termodinamicas, mas que cualquier otra molécula. Con una carga efectiva de una
carga elemental (negativa) por cada 0.17nm a lo largo. de su longitud, la molécula de
ADN, tiene casi tanta carga como un polimero lineal. La estructura de doble hélice de la
molécula de ADN es bien conocida, asi como el hecho de que la informacion genética es
lievada en su secuencia de pares de bases. Sin embargo, en este trabajo, su estructura de
doble hélice es significante solamente por el hecho de que le da gran rigidez a la molécula:
La molécula de ADN mantiene esencialmente su misma direccién sobre su relativamente
alta longitud de persistencia. ‘Otra propiedad estructural importante de la molécula de
ADN es el hecho de ‘que la moiécula es altamente cargada en condiciones fisioldgicas es-
tandar. eso significa, condiciones de pH=7.4. El diametro de una molécula de ADN es de
aproximadamente 2 nm, mientras que sus longitudes tipicas varian desde algunas micras
para virus simples hasta centimerros en humanos [81].

En busca del entendimiento de las propiedades del ADN se han encontrado compor-
tamientos inesperados en la coaformacion de dicha molécula [13]: En condiciones fisiol6-
gicas (0.1 molar de solucién de NaCl) una molécula de ADN toma la forma de una madeja
enrollada en forma desordenada con un radio de giro de varias micras; si dos segmentos
cualesquiera de la molécula se acercan a una distancia menor a 1 nm éstos se repelen
fuertemente. Sin embargo, bajo condiciones diferentes, por ejemplo en una solucién muy
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Figura 2.1: Condensacién de la molécula de ADN

diluida con una concentracion pequena de cationes polivalentes, la misma molécula de &
ADN se condensa en un rollo de forma toroidal altamente empaquetado. En'la Fig. 2.1 se
muestra la configuracion toroidal de la molécula de ADXN. Su radio promedio es de unos 50
nm y la distancia promedio entre dos segmentos contiguos paralelos es ligeramente mayor
que su didmetro. Un toro esencialmente con las mismas caracteristicas y dimensiones
-se forma con otro tipo de contraiones, otras secuencias genéticas asi como con piezas de
ADN mucho més pequenas. Un toro mucho mas grande se forma cuando el ADN es ex-
pulsado desde un virus hacia una solucién que contenga iones polivalentes. Claramente,
los contraiones polivalentes median la atraccion efectiva entre las moléculas de ADN car-
gadas negativamente, esto en una.contradiccién aparente del hecho fundamental de que
los objetos con carga del mismo signo se repelen. '

Este hecho vuelve interesante a este sistema desde un punto de vista fundamental
asi como desde un punto de vista tecnolégico. Las interacciones entre los segmentos
mismos de la molécula asi como con la membrana celular {que en parte se deben al
acoplamiento entre la distribucién ionica v la ¢pnformacion de la cadena estan ain muy
lejos de ser completamente entendidas. En un: primera aproximacion al estudio de un
polielectrolito en solucién. se puede fijar 1z conlormacion de la cadena. de esta forma, se
puede uno enfocar en la descripcion detaliada e la distribucion iénica. Usualmente los
polielectrolitos se encuentran estirados debido a 1« repulsion electrostatica de sus grupos
cargados. Mas aun, muchos polielectro'itcs ienen una rigidez intrinseca, por lo que un

+ « . modelo de varilla rigida para estas moléculias puede scr una primera eleccion. El probiema
restante de una varilla rigida cargada inniersa en una solucién es mucho més facil de tratar,
pero ain lejos de ser completo. , :

" En el tratamiento del problema, una aproximacion coininmente usada supone que la
investigaciéon de un pequefio subvolumen (2l cual cortiene solamente una varilla cargada,
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Figura 2.2: Representacién esquemética de!
efecto de sobrecargado. Las bolas som-

breadas y blancas representan s los contra- * O

iones y coiones, respectivamente. En la + O
parte inferior estd indicada 3 direccién y N

magnitud que deberia tener el campo eléc- e e

trico - E

sus contraiones y el electrolito) es suficiente para describir mucha de la fisica. La principal
justificacién para el uso de esta aproximacién es que el subvolumen tiene carga neta
igual a cero por lo que los contraiones apantallan eficientemente los multipolos de orden
superior y por lo tanto, la interaccién entre dos subvoliimenes es practicamente nula. Esta
aproximacion es conocida como el modelo de la celda cilindrica y éste provee el marco

_ para los célculos de simulacién molecular aqui presentados.

El 3obrecargado ocurre cuando la distribucién del fluido es tal que para una distancia
dada a la superficie, los contraiones no solamente cancelan la carga de la superficie, sino
que ademads se arreglan de tal forma que la sobrecompensan. Esto implica una inversion
en la direccién del campo eléctrico. En la Fig. 2.2 se encuentra representado el tipo de
arreglo que debe existir en el fluido para que exista sobrecargado. Cerca de la superficie
los contraiones sobrecompensan la carga de la superﬁcxe, sin embargo, el sistema en total
permanece neutro.

La doble capa eléctrica obtenida por medio de las ecuaciones integrales predicen sobre-
cargado [29, 80]. Anteriormente el sobrecargado ha sido observado en calculos de simu-
lacién por Monte Carlo (MC) para geometria plana [82], cilindrica [83] y esférica [84, 85).
Ademas, hace algunos afios, Gonzalez-Tovar et al. |29} predijeron que para una carga dada
del macroién y concentracion de! electrolito. el sobrecargado produciria un revertimiento
de la movilidad electroforética. Fste revertimiento de la movilidad electroforética ha sido
confirmado experimentalment= |36 87, 88, 89]. Al considerar este efecto en una nueva
teorfa para la electroforesis, s2 lia encontrado un acuerdo {35| cualitativo excelente con
resultados experimentales {87, 9u).

- 1 4 - * . 3 . - 13
La teoria de Pmsson-Bo{tz menl: muestra sus limitaciones en las situaciones donde las
correlaciones de corto alcanc: entce los iones se vuelven importantes [69, 91}, ademais

. de que no predice las fuerzas atractivas observadas experimentaimente en soluciones de

ADN [13, 92, 93], a pesar de que «sto La sido predicho incorrectamente por algunos autores
[21]. El sobrecargado ha sido pr:dicho en estudios hechos mediante simulacién molecular
[94, 95, 96] v ecuaciones integrales [16 97, 08]. En este capitulo presentamos estudios para
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una varilla cargada, inmersa en una solucién salina, bajo situaciones que no son descritas
correctamente por la teorfa de Poisson-Boltzmann, es decir, exploramos la posibilidad de
sobrecargado de una sola varilla.

2.2 Aplicacibn de HNC/MSA a un polielectrolito en
solucién |

Una ecuacién particularmente exitosa para fluidos inhomogéneos cargados, es .a denomi-
nada HNC/MSA [84, 99, 100, 101]. La ecuacion HNC/MSA para un modelo de un poli-
electrolito cargado en solucién, se puede deducir con los métodos descritos en el capitulo
1. Dicha ecuacién ya ha sido obtenida anteriorn:-...e [29, 80] considerando lo siguiente:
El polielectrolito es modelado como una varilla tigida infinitamente larga, de radio rg,
con una densidad lineal de carga A. La varilla estd inmersa en un electrolito tipo modelo
primitivo restringido de dos componentes. El solvente es considerado como un medio
dieléctrico continuo de una constante dieléctrica €. Por simplicidad suponemos que la
varilla y el solvente tienen la misma constante dieléctrica, para evitar complicaciones con
las cargas imagen (ver Fig. 2. 3J. La condici6n de electroneutralidad del ﬂuldo v1ene dada

Figura 2.3: Representacién esquematica el modelo usado en la deduccién de la ecuacion
HNC/MSA, para una varilla de geometria cilindrica inmersa en un electrollto tlpo modelo
primitivo restrmgldo

por

> Zmpm =0, | ' (2.1)

e e
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donde pm ¥ zn son la concentracién y la valencia de la especie m. Para satisfacer la
condicién de campo eléctrico igual a cero en infinito, 'a cval es necesaria para alcanzar
equilibrio termodindmico, la carga sobre la varilla debe ser apantallada por un exceso de
carga en el fluido, de tal forma que se debe satisfacer que:

o0 2
N = 2«[ vor2 pa(rirdr = —A, donde palr} =e E ZmpPm (7). (2.2)
o

m=l

La concentracion local de la especie m se denota como py, (7). Como la carga de la varilla
est4 uniformemente distribuida sobre su superficie, ésta tiene una densidad superfcial

de carga equivalente, o, igual a 0. = 3 La ecuacién de Ornstein-Zernike para fluidos

inhomogéneos est4 dada por

) 2
Roj{T21) = Caj(Tn) + Y Pm f ham(T23)Cmj(r13) dus (2.3)

m=1

donde hqa;j(ry1) ¥ Co;(ra1) son las funciones de correlacién total y de correlacion directa,
‘entre las particula 2 localizada en r; y la particula 1 en ry de las especies o y j, res-
pectivamente; ry; = rp —r,. En el esquema dei método directo (ver capitulo 1), si la
aproximacién HNC es usada para la funcién de correlacién directa entre la varilla y la
especie j, la Ec. (2.3) se convierte en

9aj(ra1) = exp {—ﬁ Ugi(Ta) + Pm_/ham(l‘23)cmj(1'13) dug } (2.4) -

Vm=1

Bajo este esquema, las funciones de correlacion %q;(ra1) ¥ €aj(ra1) corresponden a las
funciones de correlaci6n inhomogéneas de una particula, h;(r) y c;(r), para las especies
j de un fluido bajo la influencia del campo externo producido por la varilla cilindrica.
La concentracion local para la especie j viene dada por p;(r) = p;g;(r), donde g;(r) es
llamado el perfil reducido de concentracion. Por lo que el perfil de concentracion de carga
estd dado por

. 2

pai{r) = 3 Gmpmgm(r) donde gn =zme. (2.5)
m=1 .

Para este modelo el potencial de interaccion directe entre la varilla y la especie j del

fluido, u,;(r), se puede separar en dos partes: el terriiro -le interaccion dura ion-varilla,

u® (r), ¥ el término de interaccién electrostatica, 4%,(r). El primero toma en cuenta el

ay .
hecho de que los iones no pueden deformar o pen:trar la varilla cilindrica, el cual viene
dado por '

oo 0< <y af2
(2.6)

0 1:'>“0 ‘*"‘(Z/Z:"
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El segundo puede ser encontrado a partir de la ley de Gauss,
47
~Bugy(r) = '“éEQiUTﬂ In(r)  (r>ro). (2.7)

con 8 = 1/kpT. En la aproximac:6n MSA la funcién de correlacién directa para un
electrolito tipo MPR tiene expresionss analiticas. Esta funcién puede ser escrita como

cmj(8) = —ﬁuf,’lj(s)' + Zmz;CT (8) + cP(s). 2.8}

La expresién para esta funcién esta dada en el apéndice B. Cuando usamos la cerradura
MSA en la integral de la Ec. (2.4), se obtiene la ecuacion HNC/MSA para un electrolito
en presencia de-una varilla cargada. Aprovechando la geometria cilindrica del sistema y

el hecho de que‘la funcién de correlacién directa entre los iones depende uinicamente de

R e i

1

su distancia relativa s = |r, — r3}, la Ec. (2.4) puede ser escrita como [29, 80|

gi{r) = exp {%ﬁmaro In(r) + &%% fr :aﬂ pei(y) In [(‘r2 +y 4+t - y"’l)/z] ydy
+ [ )palu)dus + 5 [ F(s)palw)dva},

. ) (2.9)
donde se ha definido _ : .

2.
Pm,

m=1i

2
pcs(y) = lemhm(y)’

Pr

2
pea(y) = z ZmPmhm(y)-
m=1

En coordenadas cilindricas dvy = rzdrsdz;des v

s2 =2+ r? 4+ 9% — 2rycos o,

donde hemos llamado y = 73, z = z3. ¢ = ¢;. Integrando en coordenadas cilindricas se
obtiene ' o N

473 23 ¢ '
g9,(r) = exp {—;—qim n(r) + =25 [ Pl I [+ 47+ 17 = 4?1)/2] ydy
< £ Sro+a
00 BTN .- L
+ / e /2K (r,y)pes(y)dy + = J,rMmL(r, y),ocd(y)dyfprA(r)},
| ' (2.10)
donde
) réo 1 ] '
K(r,y) = —4y jf}' [CIJU + 6ncyJ; + §T?CaJ d¢ (2.11)

Ay i

i

S TR

(T A

B e o el
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para |[r —y| < ay K(r,y) = 0 para |r — y| > a. Las constantes 7 y ¢; estin dadas en el
apéndice B

L(r,y) =
(r,y) 1+Ta © (1+Ta)

para [r —y| < ay L(r,y) = 0 para {r — y| > a. A(r) ha sido definida como

To
A(r) = - [" K(ry)ay,
para 7 < ro + 3/2a. En las ecuaciones anteriores

-1 7.2 + y2 _ a?
2ry ’
Jo = (a — 1% — y? + 2rycos ¢),
J1 = —aJo-i- S Ja,
2 e+
J2 =In ( )
1 S 3 3

J3 = Za [(12 + ES:ZJU + §S4J2] y

= (r® 4+ y? — 2rycos ¢).

4 2 D 2
€ ﬁy 0 |:J2 + 2FJ0 r Jl ] ¢ (212)

¢p = COS

En la Ec. (2.10) podemos identificar el potencxa,l electrostatico promedio, de tal forma
que puede reescribirse como

o10) = exp {00+ [ Kipalildy+ 5 [ L0ty +pra()|.
ro+a/2
(2.13)
donde %(r) es el potencial electrostético promedio dado por
oy _An _ 2_'” 24 .2 2 _ .2 '
o) = ~Zoroln(r) = = [~ pul) [P +7 + 17 =7/ wdy. (219

En el limite de iones puntuales, i. e., a — 0, ¢F(s) ¥ cf*(s) — 0 y la Ec. (2.9) se escribe
como

gm(r) =exp {—Bzmew(r) }, (2.15)
donde 1>(r) esta dado por la Ec. (2.14), la cual es solucidn de la bien conocida ecuacion

diferencial de Poisson-Boltzmann para iones puntuales alrededor de un electrodo cilindrico
cargado. i.e.,

1dy(r) d2w(r)
rdr Tdr

= - Z ZmPm B‘CP{ 6‘-meOW( ) } (216)

m—l

Por lo que la versién integral de la ecuacion de Poisson-Boltzmann es {80

() = 4B 28 o ' 2, .2 12,2
) = o0 { Zgorota(r) + 252 [ patu)ia 447+ 1 - 57/2] v

(2.17)
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que es la ecuacién HNC/MSA en el limite de iones puntuales. La principal diferencia
~ entre estas dos teorias se debe basicamente a las correlaciones por tamafio de los iones
 las cuales si'son tomadas, aunque s6lo sea parcialmente, en la teoria HNC/MSA mientras
" que en la teoria de Poisson-Boltzmann son completamente ignoradas. Es bien sabido
- que las correlaciones por tamaifio se vuelven importantes-bajo condiciones de un fuerte
. acoplamiento entre los iones y el campo externo, iones polivalentes y una concentracion
alta del electrolito [29].

Las ecuaciones HNC/MSA vy de Poisson-Boltzmann son resueltas numeéricamente con -

técnicas eficientes de elemento finito {16, 102]. La solucion de la Ec. (2.9) puede tomar
un minuto en un procesador R1200 de una maquina SGI. En nuestros calculos teoricos
usamos los mismos parametros de entrada que en los calculos de dindmica molecular.
Como un ejemplo, la concentracién de sal es obtenida por

= N,/L3, (2.18)

donde N es el nimero de moléculas de sal usadas en la simulacién. Sin embargo, debemos
de remarcar que existen diferencias en los modelos usados en cada calculo p. ej.: el
'potencial de interaccion en ambos modelos. Mientras que en HNC/MSA usamos particulas
completamente duras, en los cdlculos de dindmica molecular se usa un potencial con cierta
suavidad. Esto puede resultar-en un volumen excluido diferente respecto al usado en los
~ calculos tedricos. Las diferencias que se introducen por este hecho seran discutidas en la
presentacion de los resultados.

2.3 ' Detalles de los cédlculos por dindmica molecular es-
tocastica (DME)

2.3.1 Potenci_ales‘ de interaccion

Para llevar a cabo la descripcién del sistema es necesario especificar los potenciales de
interaccion del modelo, el cual toma en cuenta dos contribuciones: (i) el potencial de la
interaccion por volumen excluido. el cual previene a dos particulas de ocupar la misma
posicion v (ii) el término de interaccion coulémbico de largo alcance. -

Para el potencial de interaccién por volumen excluido entre los iones se usa el 31gu1ente
potencial:

a\? /a\® 1
' 4 (—) u(—) +=l 0 0<T gy =218
u?.(r) = 6[ r T 4 = Teu ¢ (219)
0 L T <

Sin ei corte. este potencial serfa un potencial comin tipo Lenard-Jones describiendo par-
ticulas de didmetro a y un minimo de potencial de profundidad e¢. Para alcanzar la

= ke T P E SRR T T

"o
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repulsion, se corta el potencial en el minimo y lo subimos de tal forma que vaya suave-
mente a cero. Dado que dos iones a una distancia de a tiene una energia repulsiva de
interaccion €, hacemos la eleccion de € = kgT.

Para dar un radio mayor a la varilla que el de los iones, empleamos un potencial ion-
varilla similar al de la Ec. (2.19), en el cual r es reemplazado con r — r,. Este cambia la
distancia de interaccion rigida r hacia un radio mayor, el cual da una distancia de maximo
acercamiento de ry + a. Dado que los iones tienen un didmetro de a esto corresponde 2
un radio de la varilla, rg, de rg = rs + a/2. En este caso r es la coordenada cilindrica.

La energia de interaccion electrostatica entre dos iones con carga ¢; v gj, viene dada
por

ufjl(r) = Zt'ijBTeTB donde  {p = — (2.20)

donde z; es la valencia de la especie ¢ y e es la carga proténica elemental. Por definicién
la longitud de Bjerrum, £g, es la distancia a la cual dos cargas elementales tienen una
energia electrostdtica de interaccién de kg7T'. Con el valor de la constante dieléctrica del
agua, € = 78.5, a temperatura ambiente, T = 298K, se obtiene un valor para la longitud
de Bjerrum de aproximadamente g = 7.14A. La densidad lineal de carga, A, de la varilla
es modelada poniendo unidades de carga a lo largo del eje de la varilla a una distancia
b= e/). El nimero de cargas a lo largo de la varilla por unidad de longitud de Bjerrum
es una medida adimensional importante de la densidad lineal de carga ¥y a menudo es
referida como el pardmetro de Manning:
Mg  fg-

M=

Su importancia radica en el hecho de que para £y > 1 el fenémeno de condensacién de

(2.21)

los contraiones es observado {103] en sistemas que contienen unicamente contraiones, i
e, sin electrolito.

2.3.2 La celda unitaria basica

Con la finalidad de tener un sistema que puede considerarse como un sistema macroscopi-
co,-se genera una réplica de varias celdas unitarias, como va ha sido mencionado en la
seccion 1.7.1. En las simulaciones que presentamos en este trabajo, se ha considerado
una geometria que es computacionalmete simple. Se ha tomado una caja cibica de lon-
gitud L; en donde se ha colocado la molécula de ADN paralela a uno de los lados (ver la
Fig. 2.4). La principal ventaja de esta aproximacion es que tal sistema puede ser tratado
con el método simple de sumas de Ewald o uno de sus variantes {74, 75, 104, 105|. Esto
permite una forma eficiente de calcular las interacciones electrostaticas de largo alcance.
Con las condiciones peridédicas empleadas en las simulaciones, la presencia de interac-
ciones de largo alcance presenta complicaciones tanto matematicas como técnicas. En
las simulaciones se han empleado métodos eficientes de sumas aceleradas de Ewald, con
métodos de la transformada rapida de Fourier (FI'T), el algoritmo P3M, el cual escala
casi linealmente con el numero de cargas {74, 73, 103]. o '
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Figura 2.4: Una varilla de fongitud Ly, colocada de forma paraiela a uno de los lados de la celda
cubica de longitud Ly, nos da un arreglo ciibico infinito de varillas infinitamente largas bajo
una replicacién periédica de la caja cibica. Las particulas oscuras representan los contraiones
(o iones positivos), mientras que las particulas claras son los iones negativos. Este dibujo en
particular, muestra un sistema que contiene 36 contraiones divalentes, 220 iones positivos y
220 iones negativos de sal.

2.3.3 Mapeo de los parametros a una molécula de ADN

Como siguiente paso, hemos mapeado explicitamente los parametros a un sistema de
moléculas de ADN en solucion acuosa. Esto incluve el diametro i6nico a, el radio de

la varilla cilindrica rg, la longitud caracteristica de Bjerrum ¢5 y la densidad lineal de

carga A. Nuestra eleccion es presentada en la Tabla 2.1. La simulacién molecular del

sistema, se ha realizado usando un termostato tipo Langevin para llevar al sistema a un

estado canoénico. i. e, de energia constante {106]. La parte real e imaginaria del espacio
de Fourier de la energia electrostatica fue usada para verificar la condiciéon de equilibrio.
Los observables que aqui presentamos fueron originados al promediar aproximadamente
sobre unas 1300 configuraciones independientes.

2.4 Resultados
La discusion de resultados la llevaremos a cabo en términos del potencial electrostatico

promedio, w(r). los perfiles reducidos de concentracion, g,(r), y la funcién de distribucion
de carga. la cual queda definida por

P(r) = ﬁ\-—‘f dF 27 pur(F). (2.22)
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parametro simbolo - valor *  valor en unidades L]
didmetro i6nico a 425 A =Z
valencia idnica ‘ z 2 2
radio de la varilla ? o 7.86 A " 1.85a
densidad de carga lineal (ADN) A —eo/1.7 ~-2.5¢ep/a
longitud de Bjerrum (en agua - fp 7.14 A 168 a
parametro de Manning 3T 4.2 1.2
tamaiio de la caja Ly 122.4 A 28.8a
radio de una .celda correspondiente R 69.1 A 16.2a
temperatura T 298 K e/kn

Tabla 2.1: Parametros del sistema usados en la simulacién de la molécula de ADN en solucién

Esta funcién, que es fundamental en nuestra discusion del sobrecargado, mide la cantidad
de carga acumulada entre la superficie de la varilla y una superficie cilindrica imaginaria
de radio r, medido desde el centro de la varilla. En gran parte de nuestra discusion de
resultados se presentan ¢omparaciones entre los resultados tedricos y los de simulacion, con

la finalidad de verificar la validez de los resultados de HNC/MSA. Por otra parte, algunos

de los mecanismos fisicos que conducen al sobrecargado son evidenciados y discutidos.

La Fig. 2.5 muestra los resultados de HNC/MSA y DME para la funcién P(r) y
¥(r), para cinco densidades de carga superficial diferentes, esto quiere decir, cinco valores
diferentes del parametro de Manning el cual se ha incrementado sucesivamente. De los
resultados.que se presentan, uno de ellos tiene un valor del parimetro de Manning menor
que el de la molécula de ADN (el cual es de &,y = 4.2) y para tres de ellos es mayor.
La funcién P(r) presenta sobrecargado, i.e., a cierta distancia, la carga de la varilla
no solamente es compensada sino que es sobrecompensada. Este hecho se manifiesta
en la presencia de maximos en la funcién P(r), los cuales incrementan su intensidad
y se localizan mas cercanos a la superficie del cilindro a medida que se incrementa la
densidad de carga de la varilla. Como ha sido puntualizado con anterioridad [29, 82], el
efecto de sobrecargado implica un cambio de direccién del campo eléctrico local. Nuestros
resultados de DME y HNC/MSA son consistentes con tal hecho.

En el lado derecho de la Fig. 2.5 se muestran las graficas del potencial electrostatico
promedio, (7). Podemos observar que v'(r} presenta valores negativos vy ademaés se
muestra la presencia de un minimo, lo que indica un cambio de pendiente en ¥(z). El

. minimo se localiza méas cerca de la superficie de la varilla e incrementa su intensidad, a

EEER L R

A R o st

-‘-‘:

medida que se incrementa la densidad de carga. EI cambio de pendiente representa un
cambio en la direccion del campo eléctrico local. Es decir, después del minimo de potencial
el campo eléctrico cambia de direcciér de positivo a negativo. En la region donde el campo
eléctrico invierte su direcciéon es donde ocurre sobrecargado. Es sabido que HNC/MSA
da resultados mas fiables que la teor'a de Poisson-Boitzmann en sistemas que contienen
una alta concentracién de electrolito, iones polivalintes y/o para fluidos bajo la influencia

- ol
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" Figura 2.5: (a)Funcién de distribucion de carga P(r) y (b) potencial electrostatico promedio
¥(r) para los parametros de la tabla 2.1. El electrolito es una sal divalente a una concentracién
de 0.49 M. La distancia r estd medida respecto a la superficie del cifindro y est4 dada en
unidades de radios iénicos. Las lineas sélidas e intermitentes corresponden a los célculos de
HNC/MSA y de DME, respectivamente. Las diferentes curvas corresponden a valores distintos
del parametro de Manning, &y = 2.1,4.2,6.3,8.4,10.5, el cual corresponde a las densidades
superficiales de carga de o = 0.095,0.190,0.286, 0.381,0.476 C/m?, respectivamente. En las
graficas de P(r), la densidad superficial de carga se incrementa de abajo hacia arriba, mientras
que en el potencial electroststico promedio se incrementa de arriba hacia abajo. El valor de
&v = 4.2 (0 = 0.190 C/m?) corresponde a la molécula de ADN.

de campos externos muy fuertes {69, 84, 91]. Esto se debe a que HNC/MSA, aunque de
manera parcial, toma en cuenta las correlaciones debidas al tamarfio de los iones las, cuales
son completamente ignorados en la teoria de PB. Por lo que con la teoria de PB no se
obtiene el efecto de sobrecargado. Se puede ver que la teoria HNC/MSA en verdad predice
sobrecargado, aunque el efecto se ve sobreestimado respecto a los resultados obtenidos
por medio de DME. El acuerdo cualitativo (ver Fig. 2.5) entre los resultados de la teoria
HNC MSA v los resultados de DME es excelente. El acuerdo cuantitativo es bueno y
es particularmente bueno para los calculos correspondientes a la molécula de ADN. Mas

adelante vamos a discutir las causas del desacuerdo cuantitativo entre los resultados de

“HNC/MSA v DME.

De acuerdo con la definicién de la densidad superficial de carga, o, se- pueden tener
distintos valores de ¢ para el mismo valor de A. De esta forma, para un mismo valor dado
del parametro de Manning, £,s, dos polielectrolitos cilirdricos con diametros diferentes
producirdn diferentes estructuras de la doble capa eléctrica. En la Fig. 2.6 se presentan
los ‘resultados de HNC/MSA para distintas varillas cor el misimo valor del pardmetro
de Manning, pero con distintos radios ro. Estos calculos muestran diferentes perfiles
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Figura 2.6: Funcién de distribucién. de carga obtenida de HNC/MSA, para un electrolito tipo

- MPR en contacto con una varilla cilindrica cargada. La distancia r es medida con respecto

a la superficie del cilindro en unidades de radios i6nicos. El electrolito es una sal divalente,
a una concentracién de 0.49M. Los resultados corresponden a diferentis_cadios del cilindro,
pero manteniendo constante el valor del parametro de Manning en un vaTor de & = 4.2. De
arriba hacia abajo los radios del cilindro son de 7, = 3.86A, 7.86A, 110Ay 1200A, los cuales
corresponden & unas densidades superficiales de carga de o = 0.388C/m?, 0.190,102C/m?,
1073C/m?, respectlvamente Las curvas para rg = 110A y To = 1200A son practicamente
indistinguibles.

de la funcién de distribucién de carga P(r). Esto ilustra el hecho de que el parametro
de Manning, por si solo, no es suficiente para especificar la estructura i6nica alrededor
de macroiones cilindricos. Dado que la estructura ionica depende directamente de la
magnitud del campo, es mas adecuado usar la densidad de carga superficial del cilindro,
o, la cual es una medida directa del campo eléctrico que penetra dentro de la solucion.
Sin-embargo, £um y o estan relacionados simplemente por £y = 27rcfg/e [ver Ec. (2.21)].
Este hecho no esta reconocido en la literatura.

En la Fig. 2.7 mostramos los resultados de HNC/MSA y DME para los perfiles re-

'~ ducidos de concentracién, para o = (.190 C;m? y ¢ = 0.49 C/m? (& = 4.2 y &y = 10.5,

respectivamente), manteniendo el mismo valor de los'demas parametros que en la Fig.
2.5. Las oscilaciones en los perfiles de concentracion aparecen como una consecuencia
de las correlaciones inducidas por ¢l tamaifio ‘de los iones y son una manifestacién del
sobrecargado. El primer maximo, ol:servado en el perfil de concentraciéon reducido de los
coiones, implica una concentracién de éstos por arriba de su concentracion de bulto e
indica que la interaccién efectiva ion-pared es atractiva a los coiones. Podemos notar que
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g(r)

ria/2]

Figura 2.7: Perfil reducido de concentracién, g;(r), para un electrolito en contacto con una-

varilla cilindrica cargada. El electrolito es una sal 2:2, a una concentracién de 0.49 M. La
distancia, r, estd medida con respecto 3 la superficie del cilindro en unidades de radios iénicos.
Los pardmetros del sistema se encuentran dados en la Tabla 2.1. La Fig. 2.7a muestra los
resultados correspondientes a £ = 4.2 (¢ = 0.190 C/ mz) mientras que la Fig. 2.7b muestra
los .resultados para &y = 10.5 (o = 0.49 C/m?): Los puntos y cruces son las funciones de
distribucién obtenidas por medio de DME para los contraiones y coiones, respectivamente. La
linea sélida son los resultados de HNC/MSA.

la magnitud de las oscilaciones es mas fuerte a medida que se incrementa la intensidad del
campo eléctrico asi como el hecho de que se localizan cada vez mas cercanas a la superficie
del cilindro. Se puede apreciar que los resultados de la teoria HNC/MSA sobreestiman el
valor de contacto de los perfiles de concentracion respecto a las predicciones de dinami-
ca molecular. Las diferencias entre las predicciones de HNC/MSA y DME pueden ser
asociadas con dos hechos: (i) la diferencia del potencial repulsivo usada en HNC/MSA y
DMIE y (ii) el hecho de que HNC/MSA e3 una teoria aproximada, por lo que no considera
propiamente todas las correlaciones.

Otro fenémeno importante es observado en el comportamiento del potencial elec-
trostdtico promedio, en el lado derechio de la Fig. 2.5. En lo que concierne al potencial

en el punto en que los iones se encientr:.n a la distancia de maximo acercamiento con la

varilla

¢ = ¥irg+a/2). (2.23)

el cual es identificado como el potenciel-( usado en los calculos de electroforesis, y que es de
gran importancia en las teorias parz el czlenlc de fas movilidades electroforéticas [35, 107).
En la teorfa de Poisson-Boltzmann par: una varilla inmersa en una solucién idnica, y su
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Figura 2.8: Grafica del potencial { = = i
Y(rg + a/2) como una funcién de la %

densidad de carga superficial o, paraun &

cilindro inmerso en un electrolito 2.2 2 >

una concentracién de 0.49 M. Los pa- * :
rametros del modelo estan dados en la 54/ -
Tab. 2.1. La linea discomtinua es la ;

prediccién de la teoria de PB, los pun- y
tos riegros son Iqs resultados de DME y s o 02 o3 04 05
la linea sélida son los resultados de la o[Clm’]

teoria HNC/MSA.

versién lineal, el potencial-( depende monoténicamente de &y [29]. Sin embargo, en
la Fig. 2.5 se muestra que al incluir las correlaciones por tamaiio, ¥(r), puede no ser
monotoénico e inclusive puede volverse negativo. Esto cambia la relacion tipica que se
tenia entre ¢ y &;. La tabla 2.2 contiene varias predicciones para él potencial { como
una funcién del parametro £y, asi como algunos resultados obtenidos de los calculos de
simulacién por DME. Una ilustracién grafica de estos datos se presenta en la Fig, 2.8.

En efecto, se encuentra que { primero se incrementa con &\, pero para cierto valor de
£ar, ¢ empieza a decrecer lo que finalmente lo vuelve negativo. Mientras que las teorias no
lineal y lineal de Poisson-Boltzmann coinciden con los datos de simulacion para valores
pequefios de o (lo cual es un hecho fortuito), éstas fallan completamente al predecir el
comportamiento no monotdnico y el maximo de la funcién, el cual aparece para valores de
&\ relativamente pequeinios. La teoria HNC/MSA captura este efecto, pero sobreestima
el valor del potencial {. Existen comparaciones que se han realizado anteriormente, para
el potencial ¢ como una funcién de o, entre HNC/MSA y datos de Monte Carlo para
una superficie plana cargada v macroiones esféricos cargados, inmersos en un electrolito
[69, 84, 101]. En estas geometrias, para electrolitos 1:1 y 2:2, a una concentracién de
0.5M. como en la Fig. 2.8, el acuerdo entre HNC/MSA v MC es excelente. De esta forma,
podemos argumentar que el desacuerdo en la Fig. 2.8 puede asociarse en parte con el
potencial repulsivo usado en puestros calculos de DME, los cuales no tienen un limite de
contacto claramente definido encre los iones y el cilindro. Este hecho es importante dado
que el potencial { es evaluado exactamente ahi.

Para macroiones planares y esféricos, los resuitados de PB para las curvas de { vs. o, se
encuentran siempre por enciraa de las curvas de HNC/MSA y MC, lo cual es consistente
con nuestra presente observacion. Para una carga dada de la varilla y didmetro, para
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Figura 2.9: Funcién de distribucién de
carga obtenida de HNC/MSA (linea sé6-
lida) y DME (linea punteada), para un
electrolito tipo MPR en presencia de una
varilla cilindrica cargada, con la cual los
iones tienen una distancia de maximo
acercamiento de 9.98A. La distancia r es
medida con respecto a la superficie del

12 . . I cilindro en unidades de radios i6nicos.
Elecirolito monovalente . En esta grafica mostramos una com-
p=10M, 3=42(0= 024C/m’ ) ., .
1.1 4 paracién entre dos sistemas uno de los
cuales presenta un alto volumen exclui-
1 4 do mientras que el otro presenta un ba-
jo volumen excluido. " El sistema donde
—

< 0.9 ocurre sobrecargado corresponde a un
electrolito monovalente con p = 1.0 M,
0.8 év = 4.2 (0 = 0.240 C/m?), y iones
o de diametro (a = 7.4A); mientras que el
0.7 - , 4 o sistema donde no se observa sobrecarga-

/i - Electrolito divalente | . .
) ] /7 o=l OM.E=10.5 (0= 0.40 C/m)) do corresponde a un electrolito divalente
0-61 ' A con una concentracién de p = 0.5M,

& = 10.5 (o0 = 0.40 C/m?), y iones

] pequefios de diametro @ = 1.0A).

cualquier conjunto de parametros del electrolito, un valor mas alto del potencial ¢ siempre
implica una menor adsorcién de contraiones [29]. De esta forma. un potencial repulsivo

" suave. como en nuestros calculos de DME. permite a los contraiones acercarse mas a la

varilla. Esto produce un valor mas alto del potencial { en nuestros calculos de DME
al compararlos con los resultados de HNC MSA. En el caso de la teoria de Poisson-
Boltzmann. el no tomar en cuenta las correlaciones por tamano, no permite una mayor
concentracién de contraiones sobre la varilla para producir sobrecargado.

En todos los casos el acuerdo cualitativo es muyv bueno. El éxito de la teoria HNC/ \IS-\
indica que las correlaciones por tamafio son responsables sobrecargado v la curvatura del
potencial (. De esta forma, podemos ver que el sobrecargado estd relacionado con el
efecto de volumen excluido. Si estos efectos no son considerados (como en el caso de
la teoria de Poisson-Boltzmann) o despreciables. el sobrecargado no se presenta, aun
para iones polivalentes. Por otro iado. el sobrecargado puede ocurrir en un sistema con
un alto volumen excluido incluso para iones monovalentes. Para ilustrar este hecho.
hemos simulado dos sistemas para los cuales la maxima distancia de acercamiento a la
superficie de la varilla cargada es de 9.98A. Para el primer caso (electrolito monovalente)
se trata de una varilla con un parametro de carga de &y = 4.2 (¢ = 0.240 C/m?) y
esta inmersa en un electrolito monovalente a una concentracion de 1.0M con jones de
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didmetro ¢ = 7.4 A El segundo sistema (electrolito divalente) tiene un parametro de
carga de &y = 10.5 ( ¢ = 0.40 C/m?) y est4 inmerso en un electrolito divalente a una
concentracion de 0.5 M, con iones de didmetro a = 1.0 A. Los resultados se muestran
en la Fig. 2.9, donde graficamos la funciéon de distribucién de carga. El sistema con
iones grandes y monovalentes presenta sobrecargado con ambos calculos, HNC/MSA y
DME. La localizacién de los picos coincide, mientras que observamos pequefias diferencias
en su altura. Curiosamente el sistema con iones divalentes pequefios no presenta signo
alguno de sobrecargado, aunque el parametro de carga para el sistema es ain mayor. El
hombro en la funcién de distribucién de carga obtenido de DME, indica que la s;agunda
capa ionica es casi neutral. Una explicacién tentativa es la siguiente: Los iones pequefios
tienen una energia de atraccién de casi 30kg7, por lo tanto, el electrolito estd en forma
de pequeiios ciimulos neutros. Esta explicacién es - :oportada por inspeccién visual de
una configuraciéon de DME. La mayoria de estos ¢ inulos neutros son polarizables y por
lo tanto tienden a acumularse en la direccién del campo eléctrico que rodea la varilla. De
esta forma, los contraiones libres, i. e., aguellos que:neutralizan la carga' sobre la varilla
de ninguna forma pueden producir sobrecargado. De manera consistente los calculos de
HNC/MSA tampoco presentan sobrecargado.

1.2

FP(r)

0.9 -

0.8

r[_a/Z]

Figura 2.10: Resultados para la funcién de distribucién de carga P(r) (izquierda) y poten-
cial electrostatico promedio i/(r) (derecha), para los sistemas de ia tabla 2.1 con valor del
parametro de Manning de &y = 4.2. La distancia r es medida con respecto a la super-
ficie del cilindro en unidades de radios iénicos. El significado de las lineas es el mismo
que en fa Fig. 2.5. Las curvas corresponden a diferentes concentraciones del electrolito,
ps = 0.12,0.24,0.34,0.49. 0.68 M. En las funciones de distribucién de carga la concentracion
del electrolito se incrementa de abajo hacia arriba, en el potencial eiectrostatn_o promedio ésta
se incrementa de arriba hacia abajo.
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v Ces ImV] (e ImV] Canc [mV “Cup im |

1.05  10.52 10.28 6.262 9.116
21 21.04 19.48 10.99 14.62
42 42.09 33.32 14.27 16.25
6.3 63.13 42.96 11.08 13.80
84 84.17 50.16 3.771 9.263
-10.5  105.2 56.03 -6.219 3.675

Tabla 2.2: Potencial ¢ para una varilla tipo ADN {ver Tab. 2.1), inmersa en un electrolito 2:2
a una concentracién de 0.49'M, como una funcién del parametro de Manning &y. Las cuatro

.# . predicciones son: la teoria lineal de PB, la teoria de PB, HNC/MSA y simulacion por dinamica

molecular. El error de los datos de simulacién es -estimado deI orden del 2%. La Fig. 2.8
muestra la grafica de los datos. .

Finalmente, uno puede preguntarse cémo es que el efecto de sobrecargado depende
de la concentracién de sal. Obviamente en ausencia de sal no puede haber sobrecargado,
ya que aun una condensacion completa de los contraiones tnicamente neutralizaria la
carga de la varilla. Sin embargo, no es claro aiin, coémo es que solamente por -adicién de
sal aparece el sobrecargado. La Fig. 2.10 muestra-los resultados de HNC/MSA'y DME

para la funcién de distribucién de carga, P(r), v el potencial electrostatico promedio,

1(r), para una ‘varilla cargada, con los parimetros de la molécula de ADN, inmersa en
un electrolito divalente en diferentes concentraciones de electrolito. El sobrecargado se
observa solamente.a una concentracion de sal lo suficientemente alta. Esto puede ilustrarse
definiendo r;, como la distancia a Ia cual el sobrecargado comienza, i.e.,

1 =='min {r: P(r) =1}. (2.24)

La Fig. 2.11 ilustra el valor de r, predicho por DME asi como la prediccién de HNC/MSA,
como una funcién de la concentracién del electrolito. ps. Claramente, r, debe aumentar
con la disminucién de ps, dado que el ancho de la DCE se incrementa y consecuentemente
se reduce el sobrecargado. En efecto, HNC/MSA predice que r,{ps) diverge a una con-
centracién finita de p® ~ 0.18 M lo que corresponde a una longitud de Debve de 3.594,
0 aproximadamente 200 moléculas de sal en la caja de simulacién.

Para concentraciones menores, los valores de r; obtenidos por simulacién caen ligera-
mente por debajo de la prediccion de HNC/MSA. pero esto no es una caracteristica
general. En la Fig. 2.10 puede verse que a mavor sobrecargado, la teoria HNC/MSA
predice un valor de r; ligeramente menor que en la simulacion. Sin embargo al disminuir

la concentracion, el tamano finito de la celda de simuiacion se vuelve relevante ya los:

iones alcanzan el valor de r; en el borde de la celda v 210 en infinito. Una reduccion en

la cantidad de sal a un tamano fijo de la ~elda debe n2cesariamente conducir a valores.
mas pequenos de r; que en el caso de la teoria HNC-MSA, va que r; no puede divergir-

en una celda de tamaio finito. Por otro lado, por razones técnicas, en los célculos de

-
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Figura 2.11: Radior; dela Ec. (2.24) aia
cuat el sobrecargado comienza, como uria .
funcién de la concentracién de electroli:o g_ 4 -
ps; para una varilla con los parametros de  ~
la molécula de ADN (ry = 786y o =
0.190 C/m?). La distancia r, es medida 3
con respecto a la superficie del cilindro
en unidades de radios idnicos. Los puntos
negros'cc.)rresponde.n a los resul!:ados de 20.1 ' 03 ' 015 g 0
DME, mientras que la linea sélida es la M
prediccién de HNC/MSA. Pl

DME el tamario de la celda no puede incrementarse indefinidamente. De cualquier forma,
nuestros resultados de DME no han detectado sobrecarga para concentraciones menores
de p; < 0.2M, lo que es un excelente acuerdo con la prediccion de HNC/MSA, para
una cantidad minima de sal requerida para el sobrecargado. Este resuldado, asi como el
discutido en la Fig. 2.9 sientan el antecedente de la importancia de la concentracion asi
como del tamaiio i6nico en el sobrecargado.

2.5 Conclusiones de capitulo

En este capitulo hemos presentado estudios teéricos v de simulacién para una molécula
rigida de polielectrolito, inmerso en un electrolito tipo MPR. Hemos encontrado un acuer-
do cualitativo excelente entre la teoria HNC/MSA v los datos de DME. Particularmente
para el caso en que los pardmetros de la molécula de polielectrolito fueron mapeados a los
parametros de la molécula de ADN, encontramos ademds un acuerdo cuantitativo exce-
leme. El mejor acuerdo cuantitativo en las geometrias plana v esférica. con los datos de
MC reportados en las Refs. [69, 84, 101], se debe a que las interacciones de corto alcance
usadas en MC son iguales a las del modelo teérico v no solamente similares como en este
estudio.

Aungue la teoria HNC/MSA va habia sido aplicada al modelo de un polielectrolito
inmerso en un electrolito tipo MPR [29, 80|, nuestro trabajo est4 centrado en el estudio
del sobrecargado por lo que debemos puntualizar nuestras contribuciones:

e La confirmacion del comportamiento no monotdnico del potencial ¢ como funcxon
de la densidad superficial de carga sobre la varilla.

¢ El hecho de que se produce sobrecarga en un electrolito al incrementar el tamafo o
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la concentracion de los iones y, en principio. sin importar la valencia.

e En un electrolito formado por iones divalertes el sobrecargado desaparece cuando
la concentracién o el tamano de los iones disminuye. -

El comportamiento no monotonico del potencial { tiene implicaciones en los cilculos
de electroforesis. La teorfa estandar para la electroforesis [108, 109] est4 basada en las
prediccicnes de Poisson-Boltzmann para el potencial { v por'lo tanto, deben encontrarse
diferencias importantes si se aplica la teorfa HNC/MSA al problema de la electrofore- -
sis. En la teoria de Poisson-Boltzmann, el potencial { como una funcién de la densidad
superficial de carga de la varilla es una funcién monoténica, mientras que en la teorfa
HNC/MSA no es asi. En [29)] se sugiere por primera vez que este efecto puede producir
un cambio en la direccién de la movilidad electroforética. Esto se debe basicamente al
comportamiento no monotoénico del potencial {. Recientemente, Lozada-Cassou et al. [35]
extendieron la teoria de la electroforesis para incluir efectos de tamafio ibnico, a través de
la teoria HNC /MSA, la cual fue aplicada para macroiones esféricos. Un revertimiento en
la direccién de la movilidad fue encontrado ademéas de un comportamiento altamente no
lineal de la movilidad, como una funcién del potencial (. Se encontré que estas predic-
ciones estan de acuerdo con los resultados experimentales, contrario con la teoria estandar
de la electroforesis, en donde la movilidad es universal. _

Finalmente, la posibilidad de producir sobrecargado por iones monovalentes mientras
que los iones divalentes no siempre lo producen {ain en condiciones de alta concentracion)
estd en contraposicion con la creencia general, ademas de que pone en evidencia la impor-
tancia de considerar propiamente los efectos entropicos (volumen excluido) en la descrip-
cion de dicho efecto. .Este resultado es particularmente relevante ya que pone en evidencia
un mecanismo que no es propiamente tomado en cuenta en las teorias semifenomenologi-
cas que tratan de describir al sobrecargado. Este hecho serd fuertemente discutido en el
siguiente capitulo.




Capitulo 3

Un criterio universal para el
sobrecargado

3.1 Introduccién

En el capitulo anterior hemos estudiado la sobrecarga de una molécula de ADN. As{ mis-.
mo, verificamos la existencia de sobrecarga por medio de dindmica molecular. En dicho
.. capitulo evidenciamos que las correlaciones de corto alcance, y las correlaciones por carga
juegan un papel importante en el sobrecargado. Asi por ejemplo, se ha mostrado que la
concentracién y el tamafio i6nico desempefian un papel fundamental en dicho efecto. Con
el propésito de esclarecer los mecanismos que conducen al sobrecargado, en este capitulo
estudiamos la doble capa eléctrica de una superficie plana y cargada, en contacto con un
electrolito tipo modelo primitivo restringido simétrico. De esta forma, mostraremos que
el sobrecargado puede describirse inicamente en términos de tres parametros adimen-
sionales, los cuales estan relacionados con el volumen excluido de los iones y las energias
- de interaccion ion-ion e ion-pared. Hemos construido un diagrama de sobrecargado en
términos de estos pardmetros. Bajo este esquema, damos un criterio para el umbral de
sobrecargado. Finalmente concluiremos que el sobrecargado es un estado ordenado que
se puede producir va sea, al incrementar el volumen excluido o la energia electrostatica
de interaccién, pero siempre como una combinacién de ambos.

3.2 La doble capa eléctrica

v

3.2.1 La ecuacién HNC/MSA para una superficie plana

De acuerdo con el método propuesto en 3l capitulo 1, se pueden deducir las ecuaciones
para un fluido en presencia de un campo externo de una manera directa. Las ecuaciones
HNC/MSA para un electrolito del tipo riodelo primitivo restringido, de [N especies, en
contacto con una superficie cargada, estan dadas por |63, 69)

39




40 Capitulo 3. Un criterio universal para el sobrecargado

“Figura 3.1: Representacion esquematica del modelo usado en la derivacion de la ecuacion
HNC/MSA para un electrolito tipo modelo primitivo restringido en contacto con una
superficie cargada, plana e infinita.

Y

Gai(ra1) = exp{"'ﬁum ra) + Z pmfctm ri3) am(r23)dv3} (3.1)
=1
donde u4i(rz) es el potencial de interaccion directa entre las particulas 2 y 1 de la es-
pecie « e i, respectivamente. Suponiendo en la Ec.(3.1) que, la especie « corresponde a
una superficie infinitamente extendida cuya concentracion, p,, tiende a cero, y las otras
. especies corresponden a un electrolito tipo modelo primitivo restringido con particulas
de didmetro a, el cual es descrito por la aproximacion esférica media. Integrando en
"coordenadas cilindricas, la Ec.(3.1) se escribe como '

Gai(L) = exb{ —Buai(T) + 27 [cc has(Y dyf cs{s)rdr
3e?z; oo (3.2)
+2721[ ad d'y/ s)rdr — 2m :8 ,[... had(y dyf 'rdr}

donde 7 = 1.2, ..., N:. z ¥ y son las distancias perpendiculares a la superficie de los iones
1 ¥ 3. respectivamente. s es la distancia entre los iones 1 v 3 {ver Fig. 3.1);

has(y) = Z Prmbam(

n

i o  hea(y) = Z ZmPmham(Y);

m=]
Cim(S) = €5(8) + zizmed (5) — 3e*zizm/cs.

e —
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Debido al uso de las coordenadas cilindricas rdr = sds, de esta forma la Ec.(3.2) se
convierte en

o0 a/2
0ai(2) = exp{—ﬁum-(x)+27r LK@ hasw)dy +27 [ Kz, 0)has(u)dy

—oo
21rt5'e 2

(33)
[, m~mmaw@}

+272 [ L@ Dhady)dy +

en donde hemos definido

x

K(z,y) = f cs(8)sds

l[z—yl

0
L(z,v) :- /i.r—yl c (s)sds.

El potencial de interaccién entre la molécula o y el ion 7, se puede dividir en un término de
esfera dura-pared rigida, u};(z), mas la contribucién electrostatica u%(z). La contribucién
de u;(z) es considerada en los limites de integracion. De la ley de Gauss, u%(z) esta
dado por . ‘ '

2 Bez;

- ,Buff,- (z) = o, | ) (3.4)

donde ¢, es la: densidad superficial de carga sobre la superﬁc1e Dado que hy; = —1 para
z < a/2, la Ec.(3.3) se puede escribir como

Gai(Z) = exp {—ﬂum-(m) + 27 /:;: K(z,y)has(y)dy + J(z)

3.5)
217382:., oo (
[oole = slhastidas

00
+27z; /4/2 (-’E y)had(y)dy+

a/2
z)= —'27rp;r/ R{r

Las expresiones para los kérneles se encueitran dadas en el Apéndice B. La ecuacién
HNC-MSA. i. e., Ec. {(3.5), puede ser escrita de manera conveniente como

donde

gi(z) = exp{—Buwi(z)} = exp {- Jq.v(r) + ui(z)}. (3.6)

Podemos ver que el potencial de la fuerza media ent-e a superficie y un ion de la especie ¢
tiene dos contribuciones principales: (i) la contribuci 3n electrostatica dada por el potencial
electrostatico medio, ¥(z), la cual, para geometria >lenz er expresada como

[ =4

2% 1 e{y) , 2 250 foo
19(1‘) = ——0oT — = / ‘ﬁ%‘dvs =0l — =~ /a/z Pel(y)]l' - y|dy (3.7)

i'ﬂ'f@!é" X X
SR &Mnnr o it Wrp——
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donde hemos definido py(z)} = Y7 gipigi{z). (ii) El potencial, w¥, debido a las correla-
ciones de corto alcance

w¥(z) = 2m f >

o0
LK@ Dhaali)dy + J@4275 [ L@ phaidy  (39)
En el caso de g; = 0, ¥(z) = 0 y el fluido es un fluido de esferas duras en donde
solamente los términos de corto alcance son incluidos en la Ec.(3.6). Por otro lado, en el
ifmite de iones puntuales la Ec.(3.6) se escribe como

. 2 o0
gi(z) = exp {-Bqiy(z)} = exp { ‘2'5'00.3%33 + -;qu L 2 pa(y)|T — yldy} , (3.9)

la cual es la version integral de la ecuacién de Poisson-Boltzmann, dado que wff(z) = 0
para a = 0. De esta forma, podemos ver que la teoria de Poisson-Boltzmann debe fallar
en sus predicciones cuando las correlaciones de corto alcance se vuelven importantes,
esto es: Bajo condiciones de un alto volumen excluido, bajo condiciones de un fuerte
acoplamiento ion-ion y /o ion-campo eléctrico. En la teoria de Poisson-Boltzmann la mayor
parte del campo eléctrico es apantallado a una distancia igual a la longitud de Debye,
Ap = 1/k, donde & ha sido definida en la Ec.(B.4). El hecho de que algunas correlaciones
de largo alcance més la entropia del gas ideal sean consideradas, se ve reflejado en el
ancho de la doble capa eléctrica (DCE) predicho por la teoria de Poisson-Boltzmann.
La teoria de Poisson-Boltzmann no predice sobrecargado debido a que las correlaciones

[ R

de corto alcance no han sido incluidas de ninguna forma. Nuestro propésito es mostrar -

que la sobrecarga ocurre como una combinacién de ambos, acoplamiento electrostatico y
volumen excluido. El sobrecargado puede identificarse al observar los perfiles reducidos
de concentracién(PRC), gqi(x), el potencial electrostatico promedio, ¢(z) o el campo

“eléctrico local, E{z). El potencial electrostatico promedio, dado en la Ec.(3.7), es desde
luego la solucién de la ecuacion de Poisson |

irme |
V(z) = —pa(x). (3.10)
Las condiciones de frontera que tienen que satisfacerse para el potencial electrostéatico
o s duv(r) |
medio. ¥:(r), v el campo eléctrico, E{z) = — - Son
T
lim ¥(z) =0, lim L(AT) = 0.
T oc  (dx

:‘_ El campo eléctrico total a una distancia dada de la superficie esta dado por

E(z) = -—o(z) con o(z)= 0o+ 0'(z), (3.11)

g
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donde o(z) y o'(x) son los perfiles de distribucién de carga, total e inducida, a una
distancia z de la superficie, respectivamente. El perfil de distribucién de carga inducida
esta dado por

G'(;r;) = -/;:2 pel(as)d:;.

El cual debe cumplir que JLH;IO o'(x) = —oy, para satisfacer la condicién de electroneutra-
lidad. Una cantidad til para identificar la regién de sobrecargado puede ser el perfil de
carga total, o(x), ya que esta cantidad es la que indica los cambios de signo del cam--
po eléctrico. Con el propésito de evaluar la sobrecarga definimos el perfil recducido de
distribucion de carga total (PRCT), P{x), de la siguiente manera

P(z) = %-f—)- =1+ a:f:), . RN CRE

el cual ser4 mayor que cero en las regiones de sobrecargado.

3.2.2 Algunos resultados tipicos de HNC/MSA y Poisson-Boltzmann

La Ec.(3.5) puede resolverse con técnicas avanzadas de elemento finito. De la solucién de
dicha ecuacion sé obtienen de manera directa los PRC. En la Fig. (3.2) se muestran dos
soluciones tipicas de la Ec.(3.5) para un electrolito 1:1, a dos concentraciones diferentes
de p = 1M y p = 0.1M, en presencia de un campo externo producido por una densidad
superficial de carga de 0.1C/m2. Como es de esperarse, la concentracién de los contraiones
va disminuyendo a medida que la distancia a la superficie se va incrementando hasta que
llega a un valor constante. Por el contrario, la concentracién de los coiones cerca de
la superficie es muy baja y se va incrementando conforme la distancia a la placa se
incrementa, hasta que alcanza un valor constante. Los contraiones son atraidos hacia la
superficie, sin embargo, no condensan para cancelar el campo ya que cada uno de ellos
posee energia cinética. Conforme se va acumulando carga en la superficie la intensidad
del campo va disminuyendo de manera que la contribucion de la energia cinética le gana
a la energia electrostatica de atraccién hacia la superficie.

Al disminuir la concentracion, el ancho de la DCE tiende a incrementarse. de manera
que para p = 1.0M los PRC tienden a un valor constante mas cerca de la superficie que
para p = 0.1M. Para p = 1.0M los PRC alcanzan un valor constante para r =~ 5.2a/2,

mientras que para p = 0.1M éste se alcanza en z ~ 15.0a/2. El hecho de que la DCE
" se compacte al incrementar la concentracion tiere que ver con que existe menos volu-
men accesible por cada particula ', lo que hace que las particulas en el bulto tiendan
a compactarla. Vamos a referirnos a la regién de bulto como aquella donde el fiuido es
homogéneo. i. e.. donde el perfil de concentracion 2s constante. En la Fig. 3.3a se muestra
el potencial electrostatico promedio, w(z), para un electrolito monovalente a una concen-
tracion de 1.0M. Los parametros son los mismos que en la Fig. 3.2. El comportamiento

1 Como discutimos en el capitulo 1, esto corresponde a una disminucién de Ia entropia del sistema.
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Figura 3.2: PCR obtenidos de HNC/MSA, para un electrolito tipo MPR y monovalente en
préesencia de un campo eléctrico producido por una densidad de carga superficial de oy =
0.1C/m?. Los célculos fueron hechos para T = 298K, ¢ = 783 y a = 4.25A. La linea"
continua representa los PCR para p = 1.0M, mientras que la linea discontinua representa los
PCR para p = 0.1M.
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Figura 3.3: (a)Potencial electrostatico premedio, (), y {b} perfil reducido de carga, P(z),

y
_para el electrolito de concentracién p = 1.0M ce |2 Fig, 3.2.

de ¥(z) es monoténico decreciente has:a que alcanza el valor constante de ¥(z) = 0,
conforme r — oc. En la Fig. 3.3b se muestra »l oeifil reducido de carga para el mismo
electrolito. Observamos que P(x) tiene un coriportamiento monoténicamente creciente

i
H




3.2. La doble capa eléctrica

Figura 3.4: PRC para un electroiitc di-
valente en presencia de un campo pro-
ducido por una densidad superficial de
carga de oo = 0.1C/m2.  Los cal-
culos fueron hechos para T = 298K,
=785y a=425A Las lineas con-
tinua y discontinua representan resulta-
dos de HNC/MSA para los PCR de los
contraiones y coiones, respectivamente.
La linea punteada representa los PCR
obtenidos de la solucién de la ecuacion
de Poisson-Boltzmann.

8 : -
p=0.5M, z%2,00.1C/m’ — Zmc.(¥
— == Gl
— plX)
7 9

hasta que alcanza el valor de P{z) = 0. Este comportamiento de las dos fﬁnciones, ¥(x)
y P(z), es tipico en la ausencia de sobrecargado.

25 - ‘
p=05M. z=2,020.1C/m’ (a)
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Figura 3.5: (a)Potencial electrosticico promedio, w(x), y (b) perfil reducido de carga, P(r),
para un electrolito divalente de concentracién p = 0.5M. Los pardmetros son los mismos que
los de la Fig. 3.4. La linea continta -epresenta los resultados de HNC/MSA, mientras que la
linea punteada representa los resuitaidos obtenidos de Poisson-Boltzmann.

En la Fig. (3.4) se muestr:n lo: PRC para un electrolito 2:2, a una concentracién de
p = 0.5M, en -presencia de un campo externo producido por una densidad superficial de

~ carga de 0.1C/m?. Asi corao pera el electrolito monovalente, se observa que la concen-

tracion de los contraiones va di.mim yendo a medida que la distancia a la superficie se
va incrementando, por el contrario, li. concentracion de los coiones cerca de la superficie
esta por debajo de la concentraciér d» bulto y se va incrementando conforme la distancia
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a la placa aumenta. A diferencia del caso monovalente de la Fig. 3.2, los PRC no mues-
tran un comportamiento monotdnico (decreciente para los contraiones o creciente para
los coiones), sino que para valores dv z entre z ~ 3.3a/2 y = = 6.3a/2, la concentracién
de los ¢ontraiones muestra valores por debajo de la concentracién de bulto, mientras que
la concentracién de los coiones por encima, i. e., los PRC presentan oscilaciones. Es-
to indica la formacion de una primera capa cerca de la superficie, predominantemente de
contraiones, y posteriormente una segunda capa formada predominantemente por coiones.
‘El comportamiento oscilatorio de los PRC es tipico en presencia de sobrecargado. Por el
contrario, los PRC obtenidos por medio de la ecuacién de Poisson-Boltzmann no muestran
este comportamiento sino que mantienen un comportamiento monoténico. Lo que indica
que esta teoria no predice sobrecargado.

En las Figs. 3.5a y 3.5b se muestran el potencial electrostatico promedio, ¥(z), v el
perfil reducido de carga, respectivamente, para un electrolito divalente a una concentracién
de 0.5M. Los parametros son los mismos de la Fig. 3.4. En este caso, () presenta valores
negativos y ademas se muestra la aparicién de un minimo, lo que indica un cambio de
pendiente en 1(z), por lo tanto un cambio en la direccién del campo eléctrico. Es decir,
después de la ocurrencia del minimo de potencial el campo eléctrico cambia de direccion.
En la regién donde el campo eléctrico invierte su direccion es donde se ocurre la sobrecarga.
El perfil reducido de carga (Fig. 3.5b) presenta un maximo, lo que indica la presencia de
sobrecargado. En la region de sobrecargado P(z) > 1. Esto indica que el fluido se
acomoda de forma que la carga sobre la superficie no solamente es cancelada sino que en
esta regién ademas es sobrecompensada. La localizacion, o, del minimo de potencial,
Y'min, corresponde exactamente al punto donde la grafica de la funcién P(z) corta por
primera vez el punto de P(z) = 1. En este caso ¥mi, esta localizado en zp = 2.5a/2 y la
funcion P{x = 2.5¢/2) = 1. La funcién P(r) sigue siendo creciente para zp < 7 < 7,
siendo x; la localizacion del maximo de la funcién P(z), Ppax. Esto implica que los
contraiones se siguen atrayendo hacia la superficie, a pesar de que el campo eléctrico ha
sido cancelado e incluso ha cambiado de direccién. En esta region el término dominante de

" la interaccion contraidn-superficie es el término wi(z), de la Ec.(3.6); el cual es atractivo.
El punto r, corresponde exactamenie a el punto donde se cumple que g, = g_, es decir
el punto donde las oscilaciones de los PRC empiezan. Los resultados para P(z) y ¥(x),
obtenidos de la ecuacién de Poisson-3¢itzmann preservan un compoftamiento monotonico
como era de esperarse, va que esta teo.ia no predice sobrecargado, de manera consistente,
dado que en esta teoria no se incluye .| término wi'(r). '

En la Fig. 3.6 se muestra !as sclu icnes de Jas ecuaciones HNC/MSA y de Poisson-
Boltzmann, Ecs. (3.3) y (3.9). respectivariente, para un electrolito 1:1 a una concentracién
de p = 1M, en presencia de un carapo eléctrico producido por una densidad superficial
de carga de 0.1C/m? En este casc los calculos fueron hechos para @ = 7.4A. Observa-
mos que el hecho de aumentar el tamartio e los iones se ve reflejado en la apariciéon de

oscilaciones en los PRC predichos por la teorna ANC/MSA. Por otro lado, se favorece la -

adsorcién de ambas especies en la sug erfici:. respecto a las curvas correspondientes a los

2
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Figura 3.6: PRC para un electrolito monovalente en presencia de un campo producido por -
una densidad de carga de oy = 0.1C/m? sobre la superficie. Los calculos fueron hechos para
T =208K, e =785ya= 7.4A. Las lineas continua y discontinua representan resultados de
HNC/MSA para los PRC de los contraiones y coiones, respectivamente. La linea punteada

representa los resultados de Poisson-Boltzmann para los PCR.

mismos parametros de la Fig. 3.2 2. Este hecho puede notarse en el incremento de los
valores de contacto de los PRC, i. e, gi(z' = a/2). La aparicién de las oscilaciones en
los PRC tiene que ver directamente con el sobrecargado, como ya se mencioné anteri-
ormente. Sin embargo, a diferencia de los PRC del electrolito divalente, donde también
‘ocurre sobrecargado, en este caso la localizacién del maximo del PRC para los coiones
no coincide con el minimo del PRC para los contraiones, sino que los maximos de ambas
funciones est4n muy préximos entre si, lo cual quiere decir que la aparicion de éstos se
debe, principalmente, a los efectos de tamafio y en un grado menor a las correlaciones
electrostaticas. Los PRC obtenidos de la ecuacién de Poisson-Boltzmann son cualitativa-
mente similares a los mostrados para el caso concentrado de la Fig. 3.2. Este resultado no
debe sorprendernos ya que en los resultados de la Fig. 3.2 las correlaciones por volumen
excluido ngs sog rpuy importantes, mientras que en este caso 1o son consideradas.

La verificacién del sobrecargado se lleva a cabo observando la grafica de las funciones
v(r) v P(z), las cuales se presentan el las Figs. 3.7. Los pardmetros son los mismos de
la Fig. 3.6. Asi como en la Fig. 3.5, el potencial electrostatico promedio, ¥(r}), presenta
valores negativos ademgs de la presencia de un minimo y un méximo, lo que indica dos
‘cambios de signo en la pendiente de w(x), v por lo tanto dos cambios en la direccién
del camp() eléctrico. En este caso ¥min estd localizado en zq = 2.5a/2 y la funcién

2Nétese que el valor de contacto para g;(z = a/2) de los coiones se incrementa y es diferente de cero
tanto para PB como para HNC/MSA. Esto refleja el hecho de que la repulsion entre la placa y los iones
disminuye simplemente al incrementar el tamafio. Sin embargo, el valor de g;(z = a/2) es ligeramente
mayor para HNC/MSA que para PB, lo cual se debe a la inclusién de las correlaciones por tamaio.
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Figura 3.7: (a)Potencial electrostatico promedio, ¥(z), y (b) perfil reducido de carga, P(z),
para los mismos parametros de la Fig. 3.6. Las lineas continuas representan los resultados de
HNC/MSA, mientras que la linea punteada representa los datos de Poisson-Boltzmann.

P(x = 2.5a/2) = 1. La presencia de un maximo en el perfil reducido de carga indica un
nuevo cambio de direccién en el sentido del campo eléctrico. Este hecho se refleja en el
minimo que presenta la funcién P(r), el cual se muéstra en el recuadro de la Fig. 3.7b.
Los resultados obtenidos de-1a ecuacién de Poisson-Boltzmann no muestran ningin rasgo
caracteristico novedoso. :

3.3 Parametros adimensionales de la ecuacion HNC/MSA

- En la seccién anterior hemos presentado algunas soluciones tipicas de la ecuacién HNC/MSA

para un electrolito tipo MPR en presencia de un campo eléctrico producido por una su-
perficie plana y cargada uniformemente, en donde. en algunos de los casos encontramos

“sobrecarga. De esta forma. mostramos que la sobrecarga puede ocurrir para iones mono-

valentes. Hasta ahora, no se han precisado los mecanismos que conducen a la aparicién
de dicho efecto, en donde es claro que concentracion v tamafo i6nico juegan un papel
importante y similar, pero aun no establecido. En la siguiente secciéon vamos a discutir
algunos de estos mecanismos en donde se aclara de que forma se desempefian, ambos
parametros. concentracion y tamano.

Partiendo de la Ec.(3.5), podemos definir los siguientes parametros en dicha ecuacion:

_ 2z _¢'3 _ 273 =
&= —, = WE a0 w =g

donde ¢; = z;e y ¢ = |z;le. El pardmetro £ mide la distancia perpendicular a la superficie en

3.
pra;

fl
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unidades de radios i6nicos, el parametro ¢ es una medida de la interaccién entre dos iones
del fluido, el pardmetro v mide la interaccién ion-superficie y por iltimo, el pardmetro
n mide el volumen excluido por los iones. Partiendo de estas definiciones el potencial
electrostatico de interaccién superficie-ion de la Ec.(3.4) puede reescribirse como

—Buas(€) = %5 (3.13)

Tomando en cuenta que la funcién de correlacién directa entre dos particulas del fluido
depende de su distancia relativa y los pardmetros { y 7, i. e., cmj(s) = cm;(s;¢, 1),
encontramos que la ecuacién para los PRC puede escribirse como

gi(&; ¢, v, m) = exp {%g +>m fhj(ﬁ’_ 856, n)dua} . (3.14)
| =

donde dy; = ?—7% yn = %pjas. De esta forma la Ec.(3.5) puede expresarse como

a6 = ep {3 + [~ haul VK€ + IO
50 [ hal€)L6,6)a + 35 [ hau(€)lE - €108}

en donde %; = ¢;/q y hemos definido

(3.15)

n

hm(fr) = z_: Mmham(£),

m=1-

ﬁad(fi) = z émnmham(f’)-

Las expresiones para K(£,€"), L(€, €'} v J(€) estan dadas a continuacién. Para £ — 2 <
éf g f + 21 ’

| | 3 "
K(E€) = 2nl(e =€) = 4+ Smalle €7 - 8|+ Somll - €P =32 (3.16)

. ! 3__Ta
L(é‘f’) — 3[2"" |£_§ ” - 5(1 +al‘a)

)+ 2 28 "3 !31-'
4= -+ () B- (€= 817

La expresiéon para J(z) se puede obtener analiticamente

; | 3 ) . 1 i .
J(§) = %rm[ﬁa —-12p+16] + gnz'y?[p“ - 32p + 48] + 5-2—07;271 [p° — 192p + 320], (3.18)
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para 1 < £ < 3 y cero de cualquier otra forma, hemos definido p = £ — 1. De esta
forma podemos ver que podemos estudiar los perfiles de concentracién en términos de
tres parametros adimensionales, dado que la funcién g;(§) depende exclusivamente de ¢,
~, n ¥y &; independientemente de la combinacién de los valores de ¢, 09, T', €, p v a.

AT YT i
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3.4 Resultados

El sobrecargado ocurre en la regién en z donde ¢'(x) sobrecompensa a oy, i. €., el campo
eléctrico invierte su direccién. Con el ?ropésito de evaluar la sobrecarga, definimos la
condicién-de sobrecargado como x = f-—;—-“ﬁ > 1, siendo o). el valor maximo de o'(z)
en el intervalo r € [a/2,0c). Lado qug estamos tratando con electrolitos simétricos
p = p1 = pp. Como ya mostramor anteriormente, las funciones de distribucién dependen
unicamente de n, ¢ y 7.

La descripcién en términos de estos parametros es de utilidad va que elimina un
nimero considerable de variables (g, 09, £, T, p y a). Por otro lado, da una cuantificacién
de las diferentes contribuciones fisicas del sistema. En nuestros resultados vamos a dar
tnicamente los valores de los pardmetros adimensionales.

8
L] o]
6 I \' 4
\l
\‘
L4 \\
nd \‘\ Region de sobrecarga
2 L
o}
0 . . ‘ ‘
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Figura 3.8: Diagrama de sobrecargado en el plano (-77. Por encima de la linea continua se
~ cumple x > 1.000001, mientras que la linea discontinua es para ¥ > 1.01. Los puntos

‘marcados con diamantes abiertos son para un electrolito 2:2 a concentracién 0.5M (izquierda)
y 0.3M (derecha). Los circulos en blanco son para un electrolito 1:1, a concentracién de 0.1M
(izquierda), 1M (centro) y 2.0M (derecha). Para estos puntos a = 4.25A, T=298K, ¢ = 78.5.

Hemos resuelto numéricamente la Ec.(3.13) y mapeado, en un plano & — 7, la linea
limite sobre la cual se satisface la condicién de sobrecarga. Por encima de la linea con-
tinua la pared esta sobrecargada mientras que, por debajo el sobrecargado no ocurre.
Para dar una idea de las condicieies bajo las cuales se presenta el sobrecargado, en la
Fig. 3.8 presentamos la localizacién de algunas scluciones electroliticas tipicas. Para los
propositos de la generacion de la linea limite de sobrecargado hemos tomado la condicién
de sobrecargado® x > 1.000001. La linea discontinua fue generada considerando x > 1.01

3Esta condicién es arbitraria y es usada unicamente por razdnes computacioneles.
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y podemos notar que hay una gran diferencia entre ambas curvas, sin embargo, la ulti-
ma puede ser tomada como una buena propuesta por razones de resolucién numérica en
métodos en donde no es posible tener tal resolucién, por ejemplo, en célculos de simu-
lacién molecular. Al ajustar la curva de sobrecargado con una funcnén encontramos que
se cumple, de manera universal;

n&. = 0.066

Dada la definicion de la longitud de Debye

N
Ap=1/k con &° Zq,p,,

puede escribirse .
nfe——ﬂ G- = (.066.

24
Esta condicién se satlsface independientemente de la intensidad del campo asi como de la
geometria. De esta forma, el criterio para la ocurrencia de sobrecargado i. e., = £ x%a? >

0066esuniversal

Se observa que el sobrecargado puede ocurrir bajo condiciones de bajo volumen exclui-
do (valores pequeiios de n) pero iones fuertemente acoplados (valores altos de ¢), (punto
B). De otra manera puede ocurrir para iones débilmente acoplados en un sistema con un
volumen excluido relativamente alto. El eje n representa el limite del fluido de esferas
duras mientras que el eje { representa el limite de cero volumen excluido, que es el limite
de iones puntuales. En ambos casos limite el sobrecargado no se presenta. Todas las lineas
limite de sobrecargado son asintéticas a los ejes 77 v (, independientemente del valor del
parametro +. Para que el sobrecargado se presente ambos pardmetros, 7 v ¢ deben ser
diferentes de cero. Mientras que el sobrecargado no se presenta en ausencia de carga, la
adsorcién de ambas especies de iones se encuentra regulada puramente por el efecto de
volumen excluido ¥ ambas especies son adsorbidas de manera simétrica. De esta forma,
un minimo en la carga de la superficie es suficiente para romper esa simetria v, por lo
tanto, ocurre sobrecargado aun para densidades de carga muy bajas. Lo sorprendente
aqui es que para que empiece la sobrecarga no depende de la magnitud del campo sino
que es una propiedad del electrolito.

En las Figs. 3.9 mostramos los perfiles reducidos de carga total, P(z). para distintos
valores del parametro de volumen excluido 7, manteniendo constante ¢ y v. En la Fig. 3.9a
se toman los valores de { = 6.7 y v = 2.4. mientras que en la Fig. 3.9b se toman los valores
de ( =6.7v v =24x10"3 EI PRCT es el mismo para cualquier combinacion de los
parametros del fluido siempre que ¢. v v 1 permanezcan constantes. Como un ejemplo,
las curvas sélidas de las Figs. 3.9, pueden ser generadas con alguna de las combinaciones
de pardmetros dados en Ja Tabla 3.1. Las primeras dos combinaciones corresponden a la
curva solida de la Fig. 3.9a mientras que las dos iiltimas a la curva s6lida de la Fig. 3.9b. De -
acuerdo con la definicién del parametro de volumen excluido. para mantener n constante,
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® . 0.2t =0024.3=6.7  (b)
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Figura 3.9: PRACT, P(£), como una funcién de &, para (a) & = 6.7 yy=24y (b)¢. = 6.7
y v = 2.4 x 1073, En cada caso se muestran los resultados para n = 0.01,0.03 y 0.06.

'si el diametro ionico, a, se incrementa por un factor, digamos v, la concentracién del
electrolito debe reducirse por un factor adecuado para mantener n constante. Por otro
lado, para mantener v constante, debe suceder que el campo eléctrico efectivo producido
por la superficie, Ey = 3—’?—“, disminuya por un factor v o la temperatura aumente por
el mismo factor. Esto significa por ejemplo, que si las curvas mostradas en las Figs. 3.9,
hubieran sido generadas incrementando el didmetro de las particulas, la carga superficial
correspondiente a cada curva deberia disminuir conforme se incrementa n. A pesar de ello
se observa que el sobrecargado siempre aumenta conforme aumenta 7. Entre otras cosas,
esto implica que no hay un minimo necesario de oy para tener sobrecargado. Lo cual esta
en oposicion con las predicciones de teorias fenomenoldgicas[110]. De las Figs. 3.9 es claro
que cuanto mayor es el volumen excluido, mayor es el sobrecargado. El efecto es el mismo
si se incrementa p o a, dado que P{£) es una funcién que depende tinicamente de i, (' y

-~
i

Tabla 3.1: Parametros del sistema con el cual han side generadas las curvas continuas de fa
Fig. 3.9.

z oglCrm?  ald] pfM B ~

2 0.100 125 121 7135 2.40

2 0.046  6.25 0.3) 334 2.40

2 1078 - 425 121 785 24'x 1072
2 46x107* 625 039 534 24x107?

El hecho de incrementar el sobrecargado iacrementando el volumen excluido es un
efecto puramente entropico. Desde un punto de visia mecanistico, esto tiene que ver
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con una fuerza neta hacia la pared sobre una particula cercana a la superficie, ejercida
por todas las particulas restantes, la cual es la misma tanto para los coiones como para
los contraiones. Sin embargo, debido al campo eléctrico producido por la superficie, los
contraiones son predominantemente adsorbidos y de esta forma el sobrecargado puede
aparecer. De esta forma, podemos proponer que el sobrecargado es un estado producide
por la disminucién de la entropia del sistema. Por lo tanto, los resultados que mostramos
aqui implican que este estado puede alcanzarse ya sea, incrementando el volumen excluido
o incrementando el acoplamiento eléctrico entre los iones.

—-— n=0.03
w24 c=— n=0.01
0.01 - P
. B
4/4
s Y
/
S y
3 )
o 0008 ;

0 0.1 9122 0.3 0.4

En=xa /24
. Figura 3.10: omax, en funcién de £, para v = 2.4. La linea continua corresponde a n =0.01,
mientras que la linea discontinua es para n = 0.03.

El impacto de los pardAmetros adimensionales 7 v ¢ se analiza en la Fig. 3.4, donde
Omar = max{o(z)} (ver la Ec.(3.11)) es graficada como una funcién de £, para dos
valores diferentes de 7. En ambos casos el valor del parémetro v se mantiene constante.
Observamos que el sobrecargado es mayor en el caso de n = 0.03, para todos los valores
de (. Esto era de esperarse ya que un valor mayvor en n; implica menor volumen accesible,
por lo tanto menor entropia y mayor adsorcioén. Es notable el hecho de que la sobrecarga
empieza en el mismo valor de £ = 0.066, sin embargo conforme este punto se suepera el
sobrecargado. aumenta de manera diferente dependiendo del valor de 7.

El potencial electrostatico reducido (PER),

w(§) = gBy(x),

es también una cantidad que depende tinicamente de los parametros n, ¢, v y £&. Debido a
que el valor del potencial electrostatico medio en la capa de deslizamiento es importante en
los experimentos de electroforesis, nos vemos obligados a analizar la dependencia de esta
funcién en términos de los parametros adimensionales. Definimos tf)g, como el potencial
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Figura 3.11: Potencial electrostatico reducido (PER) en el contacto, 9, como una funcién del
parametro +.(a) resultados para tres valores diferentes del parametro 77,-manteniendo constante
el parametro ¢ = 6.72, {b) resultados para tres valores diferentes de ¢, manteniendo constante
el parametro n = 0.01. La flecha marca la correspondencia entre ambas curvas.

electrostatico reducido en el contacto, i. e.,
Yo = ¥(1) = gBy(a/2)

En la Fig. 3.11, se muestra el PER de contacto, Yo, como una funcién del parametro ~.
En la Fig. 3.11a se analiza el efecto del volumen excluido sobre esta funcién. Observamos
que cada curva alcanza un maximo y posteriormente decrece. Por otro lado, un aumento
en el volumen excluido, 7, tiene el efecto de disininuir ¢l valor de Vo, para un mismo
valor de 7. En este rango de valores de ~, el valor de ¥ puede volverse incluso negativo,
como es el caso de n = 0.06 (linea continua). Es importante remarcar que para este valor
. del parametro ¢, en los casos mostrados l:: f'ini:ién siempre presenta un maximo, el cual
desaparece al disminuir el valor de dicho psrametro. Este hecho se ilustra en la Fig. 3.11b,
donde se presenta un andlisis de la funcior: 1 para distintos valores de { y manteniendo
n = 0.01. Podemos observar que el maximo de 1a funcién va desapareciendo gradualmente
conforme el valor del parametro ¢ va dis ninuverido. Debemos puntualizar el hecho de
que un incremento de ambos, volumen excluidc y acoplamiento electrostatico, conduce a
una disminucién del valor del PER en el convacto. Sin embargo, la aparicién del maximo
est4 relacionado Unicamente con un increrae.ato ea .

A
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3.5 Conclusiones de capitulo

En nuestra comparacién entre HNC/MSA con los resultados de Poisson-Boltzmann se

‘muestra que la teorfa de PB no predice la ocurrencia de sobrecargado. Esto se debe es-

encialmente a que PB ignora completamente las correlaciones de corto alcance. Por otro
lado al incluirlas (aunque sea de manera parcial en HNC/MSA) puede producirse sobre-
carga. De esta forma podemos concluir que el sobrecargado resulta de una combinacién
de efectos entrépicos y de correlaciones electrostéticas.

De este capitulo debemos destacar los siguientes resultados:

e El hecho de que el sobrecargado (asi como las funciones 1, P(z) g(z), etc.) pueden
ser descritos en términos de tres pardmetros adimensionales. La importancia de este
resultado reside, por ejemplo, en el hecho de que un electrolito polivalente puede
mapearse en un electrolito monovalente o un electrolito concentrado puede mapearse
en un electrolito diluido.

e Los parametros que describen al sobrecargado son una combinacién de ambos efec-

tos, entropia y energfa. De esta forma es posible ver que los parametros dominantes
son, la interaccién ion-ion y el volumen excluido; dado que se encuentra que el
sobrecargado ocurre aun para campos eléctricos muy débiles.

e El poder describir al sobrecargado en términos de estos pardmetros proveé del cri-
terio para la ocurrencia de dicho efecto, y asi de manera v n 1 v e r 8 a ! ocurre
sobrecargado para £.n > 0.066.

A principio de este capitulo mencionamos que ambos, concentracién y tamaiio idnico,
desempenan un papel importante en la ocurrencia de sobrecargado. Es un hecho que a
mayor a o p (tamaio y concentracion), el volumen accesible del sistema es menor. De esta
forma, de acuerdo a nuestra discusion en la seccién 1.1, a menor volumen accesible del
sistema la entropia del sistema es menor. Por lo tanto, a mayor tamafo o concentracién
de los iones menor entropia del sistema. Las correlaciones por carga entre particulas
igualmente cargadas también tienen el efecto de disminuir la entropia del sistema. Por
lo tanto. podemos concluir que el sobrecargado aparece como una consecuencia de la
disminucién de la entropia del sistema. Lo cual puede llevarse a cabo incrementando el
tamarfio. la concentracion v/o la magnitud de la interaccion entre los iones. Es importante
remarcar que el efecto de volumen excluido est4 incluido en el potencial de corto alcance,

~u¥, de la Ec. (3.6) ¥ que es éste el responsable de la atraccién de los contraiones hacia
“la pared en la regi6n de sobrecargado. Esto es, en la region de sobrecargado la atraccién
- debida a las correlaciones es mayor que la repulsion eléctrica en esa misma regién. De
" esta forma, la inclusién de las correlaciones de corto alcance se vuelve necesaria para
-describir correctamente al sistema. Esto es, la teoria de Poisson-Boltzmann no describe

corréctamente al sistema debido a que las correlaciones de corto alcance no son tomadas

“en cuenta.
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En nuestros resultados es posible ver que el sobrecargado puede alcanzarse ya sea, al
incrementar el volumen excluido o al incrementar el acoplamiento coulémbico. Anterior-
mente habiamos mostrado que la sobrecarga puede alcanzarse al incrementar el volumen
excluido del sistema {111]. Por otro lado, a temperatura cero se demuestra que el efecto de
sobrecargado esta presente como un efecto puramente electrostatico [23, 110]. Nuestros
resultados son corsistentes con ambos hechos.
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Capit‘ulo 4

Adsorcidén de macroiones

4.1 Introduccién

La formacién de nanoestructuras a partir de la adsorcién en solucién, se ha convertido
en un método muy exitoso dentro de la ingenieria molecular. En los ultimos afios, este
método ha permitido la fabricacion de estructuras bien organizadas de moléculas organicas
relativamente complejas, por ejemplo, cadenas largas de acidos grasos, tioles e incluso de

" polimeros de alto peso molecular. La aplicacion de esta técnica para la formacion de

nanoestructuras de moléculas mas simples, tales como iones inorgénicos, ha demostrado
ser mucho maés dificil. Un intento por crear una técnica que permita la formacién de tales
nanoestructuras, consiste en formar primero una estructura autoensamblada, Ia cual es
usada como ‘patrén’ para controlar la adsorcion de los iones inorganicos. De esta forma,
ha sido posible crear peliculas organizadas de varios iones, por la adsorcién en solucién
sobre una monocapa de surfactante insoluble, esparcido sobre la interfase liquido-aire
{112).

Para iones monovalentes pequenios v bajas densidades superficiales de carga, la ecuacion
de Poisson-Boltzmann predice una capa difusa, de espesor Ap. Los experimentos para es-
tos sistemas muestran un excclente acuerdo con la teoria [113, 114]. Sin embargo, es
ampliamente reconocido que para el caso de macroiones polivalentes, la descripcion de
estos sistemas tiene desviaciones marcadas de la descripcién clasica !. Ademas de que
no existen actualmente datbs expetimentales claros ni tampoco modelos tedricos en la
literatura que describan correctamente esta situacién [115].

El sobrecargado aparece como ' aspecto importante a considerarse en la adsorcién
de macroiones sobre una monocap.: de surfactante. La aparicion de este efecto ha sido
reportada en experimentos recientes 4 partir de dos observables directos: (1) el poten-
cial electrostatico sobre la moaoc:apa vy {2) el nimero de contraiones adsorbidos sobre la

- monocapa. En el primer caso, €l potancial electrostatico sobre la monocapa en funcién

de la densidad superficial de carza, presenta una inversion en la polaridad a densidades

'Por descripcion clasica nos referin.os a 1a descripcion por medio la ecuacién de Poisson-Boltzmann.
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superficiales altas. En el segundo caso, se encnentra que para densidades superficiales de
carga relativamente altas, el niimero de contraiones adsorbidos es tal que la carga neta de
los contraiones sobrecompensa la carga sobre la superficie [115].

La descripcién de estos sistemas a través de la teorfa de Poisson-Boltzmann puede
conducir a ura descripcion no realista del sistema, debido a la no inclusién de correlaciones
por tamafio, las cuales son importantes en la aparicién de ciertos efectos como ya ha sido
discutido previamente en este trabajo (ver Secs. 1.6 y 3.2) [21]. Una aproximacién al

- problema de macroiones en solucion, consiste en promediar los grados de libertad d¢ os
microiones de la solucion v representarlos mediante el uso de potenciales efectivos [1135).
De esta forma, uno se puede enfocar tinicamente a la descripcién de los macroiones. La
desventaja que presenta este tratamiento es que el uso de paridmetros efectivos puede
ocultar mucha de la fisica del problema.

En este capitulo vamos a extender la teoria de ecuaciones integrales HNC/MSA a
una solucién de macroiones en un electrolito, ei contacto con una superficie plana car-
gada. A través de esta teoria, vamos a tratar de esclarecer los mecanismos de adsorcién
de macroiones en una superficie. Debido a la inclusion del tamano de los macroiones
en nuestro modelo, esperamos que este modelo sea mas realista para describir algunas
situaciones experimentales. |

4.2 Modelo

—2 |
i
. : T
H n
y .
ZZE . /0\
1 ™ N
,
I )

W

Figura 4.1: Modelo de un fluido de macroiones, tipo modelo primitivo, en contacto con una
superficie uniformemente cargada con una densidud superficial de carga oy

En este capitulo vamos a considerar una superficie plana en contacto con una solucién
electrolitica que contiene macroiones méas un electrolito tipo modelo primitivo restringido.
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La superficie es modelada como una pared infinitamente gruesa con una g
cial de carga ,00, uniformemente distribuida sobre su superficie. 15 c:ns
de 1a superficie es igual a la constante dieléctrica del solvente, para evitar Cargas i

El fluido con el cual estd en contacto la superficie es considerado de 1a gigui‘:i lr?agen;
Es un electrolito de tres especies con dos de ellas, digamos, las especies 1 v 2 dei oA
tamafio y una tercera especie de diferente tamafo, i. e., v % fi¢l mismo

ensidad superfi-
tante dieléetrica

e =a;=a<a; (41)

donde a; es el didmetro de la especie i. De aqui en adelante nos vamos a referir a la especie
3 como el macroién. En la Fig. 4.1 se muestra un diagrama del modelo para la superficie
y el fluido. Para satisfacer la condicion necesaria de campo eléctrico igual a cero lejos
de la superficie, la carga sobre la superficie es compensada por in exceso de carga en el
fluido, o :

-

s Pet(2)AE, (4.2)

3 _ .

donde pei(z) = Y gmpm{z), siendo pm(z) ¥ ¢m la concentracién local y la carga de la
m=1

especie m, respectivamente,

En geometria plana la funcién de distribucién inhomogénea depende solamente de
la distancia perpendicular a la placa, asi como para los jones esféricos, la funcion de
correlacion directa depende inicamente de su distancia relativa. Podemos definir x = |rq),
y = |ra3] ¥ 5 = |ra1] (ver Fig. 4.1). La interaccion entre la superficie y las especies que
forman el fluido se lleva a cabo de dos formas diferentes: (i) La interaccién por volumen
excluido v (i7) la interaccién electrostatica. De esta forma, el potencial de interaccion

electrostatica uaq(z), entre la superficie y la i-éima especie puede ser escrito como -

Uai(z) = us(z) + uh(x), (4.3)

donde utl(z) es el potencial eléctrico y uj,;(r) es el potencial de interaccién rigida. La
interaccion rigida entre la superficie y los iones estd dada por

x para T < %
0 para T2 B

El potencial de interaccion electrostatica puede encontrarse a partir de la ley de Gauss

2 B
“ﬁufj(ic) = { -;-—zjeﬁ(ol +o09)r para 20 (4.3)

43 La Ecuacién HNC/MSA

De acuerdo con la seccién 1.5, la ecuacion HNC/MSA puede ser deducida usando la
aproximacion HNC para la funcion de correlacion directa entre la superficie v las especies
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del fluido v la aproximacién MSA entre las componentes del electrolito. Asi, la ecuacién
HNC/MSA esta dada por _

gai(Z) = exp {—6um )+ Z p,f ajl c,,(s)dva} -~ (4.8)

La ventaja de usar MSA para el electrollto es que se tienen resultados analiticos para
la funcién de correlacién directa, tanto para el modelo primitivo como para el modelo
primitivo restringido. En la aproximacién MSA la funcién de correlacion directa para un
electrolito tipo modelo primitivo tiene una expresién analitica. Esta funcién puede ser
escrita como

emi(8) = —Bulky(s) + iy (s) + chiy(s)- (4.7)
En el primer término aparece el potencial de interaccion directa entre dos iones, el cual
esta dado por la Ec. (1.25). El segundo término es una funcién de corto alcance y el
tercer término es la funcién de correlacion directa para un fluido de esferas duras en la
aproximaci6n de Percus-Yevick. Tomando ventaja de la geometria cilindrica y el hecho de
que la funcién de correlacién directa entre los iones depende solamente de sus distancias
relativas s = |r; — r3/, la Ec. (4.6) puede ser escrita como '

guslr) = exp {?-—z,eﬁaoz 24, (z)+2wzpj [l haity) (Kii(z, 1) + Li(z,v)) dy

J 2

oyt ZZJPJ/ 9as (Y )lr—yldy}

| (48)
donde se ha definido |
Lu(ry) = [ cils)ads |
I\",ﬁ y = e i d ) .
i) = [ i) sds (49)
v
/362 = u
:1,'(.1) = Zilzp3—— |.’L‘ - y]dy + Z 2; f o (Kﬁ(:c,y) + Lj,'i‘.}.‘, y)) dy, (410)
£ =1 2

Las expresiones para los kérneles estan dadas en el apéndice C. La ecuacion HNC/MSA,
i. e., Ec. (4.8), son resueltas numéricamente con técnicas avanzadas de elemento finito.
De la soluciéon de la Ec. (4.8), se obtiene la distribucién iénica como una funcion de
la distancia a la pared. Esta nos da la estructura de equilibrio de la DCE, y ésta es
expresada en términos de los perfiles reducidos de concentracién, pai(z) = p;gai(z). p; €s
la concentraciéon de bulto de la especie i, v gqi(x) es el perfil de concentracién reducido
de la especie 1.
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De acuerdo con la Ec. (1.12) la ecuacion HNC/MSA para los PRC puede escribirse
como

9ai(z) = exp[-BW;(z)] = exp[ - B (ezp(z) + Ji(2))].

Donde, de acuerdo con la Ec. (4.8), se han identificado dos contribuciones al potencial
de la fuerza promedio efectiva pared-ion, Wi(z): la contribucion electrostatica, dada por
el potencial electrostatico promedio, ¥(z), mas el potencial repulsivo de corto alcance,
debido al tamaifio de los iones, el cual esta dado por J;(x). Ambas funciones son funcionales
de p;(z). En la Ec. (4.8) se puede hacer la siguiente identificacién.

3 o0
—BJi(z) = —2mAi(z)+21 ) p; ﬂ_l hai(y) (Kii(z,y) + Lji(z, ) 7y

j=1 2
2 e?8 & o )
—Bezb(@) = —uebooz +2rz— ) 2p; [ﬁ 905 (¥)|z — yldy
- J=1 2

De acuerdo con la ecuacién (1.25) la'interaccion directa ion-ion y macroién-ion estan
dadas por los potenciales de esfera dura mas el potencial Coulémbico. En el caso limite
de a = 0, la ecuacion HNC/MSA se reduce a una versién extendida de la ecuaciéon inho-
mogénea de Poisson-Boltzmann(PB) [34, 117, 118] para iones puntuales méas macroiones,
préximos a una pared cargada. Dado que los macroiones son considerados a concentracion
finita, esta propuesta es una mejora de la ecuacion clasica de Poisson-Boltzmann, para
macroiones confinados a dilucién infinita {34, 118], donde tnicamente dos macroiones son
tomados en cuenta: 'i. e., en nuestra teoria las correlaciones de corto alcance entre los
macroiones son incluidas. Desde luego que para a=0y py = 0, recuperamos la versién
integral de la teorfa clasica de Guy-Chapman {(GC), para iones puntuales en presencia de
una pared cargada [118]. .

Vamos a denotar .como Zy, aps, par a la valencia, didmetro y concentracion de los
macroiones, respectivamente. De la misma forma, vamos a denotar a los paradmetros
correspondientes con los subindices + y — para los iones positivos y negativos, respec-
tivamente. Hemos resuelto la ecuacién HNC.MSA, Ec. (4.8), para varios valores de los
parametros Zus, G, Par, 0o ¥ los parametros del electrolito: z; : z_, p; y a. Nuestra
discusion la vamos a llevar en términos de g,;(r}, ¥(z) v la densidad de carga efectiva, la
cual esta dada por{10,13]

o(z) = - [ puly)dy,

: . 3
donde pu(z) = ¥ e2mpmgm(z) es el perfil de carga en la solucién. Para satisfacer la
1

=
condicién de electroneutralidad debe cumplirse que

oc
oy = —f pet{y)dy.
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Por otro lado .
@) = [ palw)y
a2

es.la carga inducida por la pared en el fluido, entre la pared y la distancia = a la pared.
De aqui que,
a(r) = o'(x) + g,

es la carga efectiva, pared mas fluido, a una distancia z de la superficie, la cual es nna

‘medida directa del sobrecargado. La fuerza electrostatica sobre un ion es

O (x) _ dmez;
9z ¢

fi(z) = —ez; o(x).

De esta forma, o(z), no solamente mide el sobrecargado sino que también mide la fuerza
efectiva de interacciéon pared-particula, la cual est4 dada por

_OWi(z) _ 10In[gi(z)]

Fie) = oz B Oz

la cual es la fuerza efectiva entre la pared y un ion de la especie 7. De aqui que’

Fi(z) = fi(z) + fi(z),
donde

fi(e) = 282)

YT 8
contiene la contribuctén no electrostatica de la fuerza. Cuanto mas grande es el tamaiio
iénico mayor es el volumen excluido de confinamiento, por lo tanto, menor es el volu-
men accesible. En nuestro caso, f7(z) contiene las contribuciones por volumen excluido.
Dado que ambos, ¥(z) y Ji{z), son funcionales de p.(y) v dado que se encuentran en
una ecuacién no lineal, 1as correlaciones por carga v por tamafo son, en general. no
independientes (15, 99]. 2

4.4 Resultados

En todos nuestros Cél_culos hemos tomado T=298 K, ¢ = 78.5 ¥ py = 0.01M. El didmetro
de los iones pequeiios lo hemos considerado a = 4.23 A, el cual corresponde al tamaifio de
un ion hidratado, aproximadamente. En la Fig. 4.2, los macroiones tienen carga negativa,

2Como ya discutimos en la seccion 1.1: es un resultado de la mecanica estadfstica que cuanto menor
es el volumen accesible del sistenia, menor es la entropia del sistema. Por lo tanto, cuanto mas grandes
sean los iones menor sera la entropia del sistema. Las correlacicnes por carga entre particulas igualmente
cargadas, producen e} efecto también de reducir el volumen accesible del sistema y, por lo tanto, de
reducir su entropia.

o
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la cual es opuesta en signo a la de la pared y a la del ion divalente del electrolito. El

PRC del macroién muestra una fuerte adsorcién hacia la pared. Una segunda capa de
macroiones es adsorbida, mediada por una capa de iones positivos divalentes, seguidos
por una capa de iones monovalentes negativos. Los macroiones de la primera capa son
rodeados por sus contraiones. Capas subsecuentes de macroiones menos concentrados
son observadas, mediadas también por capas-de iones positivos y negativos. Tomando en
cuenta que la concentracion de bulto de los macroiones es de 0.01M, la concentracién local
de los macroiones en el segundo pico es de = 0.035M, la cual no es de ninguna manera
despreciable. La concentracion en el primer pico es de =~ 20M. Por lo que podemos decir
que macroiones altamente cargados se ensamblan sobre la superficie. En el recuadro de la
Fig. 4.2, a una distancia de z = @3/2, un minimo muy pronunciado es observado, el cual
corresponde a un fuerte revertimiento de la carga (RC" £l maximo localizado alrededor
de x = 15a/2 muestra inversion de la carga (IC). Parz . < a3/2, se presenta el verdadero
sobrecargado de la pared: Esto es, los coiones divalentes de la pared son adsorbidos y
su carga excede la de la pared mas la de los iones negativos pequeiios. Este efecto no
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Figura 4.2: Perfil reducido de concentracién para macroiones en una solucién electrolitica
2:1, como una funcién de la distancia a la pared pyy = 0.01M, p, = 0.7TM, p_ = 1.0M,
o9 = 0.272C/m?, ap = 4.5a, Zpy = —40, z, = 2, z_ = —1. Las lineas sélida, intermitente y
punteadas representan los PRC para los macroiones {M), iones positivos (+) y iones negativos
(-), respectivamente. En el recuadro la linea sélida es el perfil de densidad de carga efectiva,
o(x), como una funcién de la distancia a la pared, para la solucién de macroiones, mientras
que, la linea intermitente es o(z) para un electrolito tipo MPR 2:1 con (p, = 0.5M, p_ =
1.0M, 2, = 2, z_ = —1), cuando no hay macroiones en la solucién. El dibujo, representa
someramente la distribucién de iones indicados por sus PRC.
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ha sido reportado anteriormente y es probable que solo esté presente en soluciones de

macroiones. El campo eléctrico efectivo, el cual es proporcional a o(z), es positivo antes

de la primera capa de macroiones y posteriormente regativo, antes de la segunda capa.

De esta forma., la fuerza eléctrica es primeramente atractiva y posteriormente repulsiva a
los iones negativos. Sin embargo, el comportamientc de la fuerza total sobre un ion de

la especie i, esta implicito en el PRC, i.e., un valor de ¢;(x) por encima (debajo) de 1

implica que F;(x) es atractiva (repulsiva). En z = a/2, o(z) es igual a la carga de la pared.,

mientras que para x — 00, o(z)} — 0, como debe set para satisfacer electroneutrilidad.

Una densidad de carga menor sobre la pared asi como una menor carga de los macroiones.

tamafio o concentracion produce una menor adsorcién.
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Figura 4.3: Como en la Fig. 4.2, pero, gy = —0.272C/m?. En el recuadro, la linea discontinua
es o{r) para un electrolito 2:1 tipo MPR, cuando no hay macroiones en la solucién, p,. =
0.7M,p_ =14M, 2, =2, z_ = -1,

En la Fig. 4.3. la pared y los macroiones tienen carga negativa. Aqui los iones positivos
divalentes son contraiones de la pared asi como de los macroiones. Una capa de iones
positivos. seguida por iones negativos es adsorbida sobre la pared. Posteriormente una
fuerte adsorcion de macroiones es observada. En el recuadro, un RC es seguido por una
IC. En la Fig. 4.2, los macroiones son responsables de la primera RC, mientras que en
la Fig. 4.3, son responsables de la primera CI. El electrolito 2:1 no muestra RC. De esta
forma, en ausencia de macroiones, los contraiones raonovalentes no producen RC {como se
muestra en la Fig. 4.2), mientras que contraiones divalentes si. El primer pico corresponde
a una concentracion de los macroiones de 0.2 M. Esto implica una atraccién efectiva
de largo alcance entre les macroiones adsorbidos. Esta atraccion es menor conforme la
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Figura 4.4: Como en la Fig. 4.2 pero la sal .es 'un electrolito tipo‘MPR 1.1y p, = 1.0M,

p- = 1.0M, og = =0.272C/m?, ap = 6.5a, Zpy =0, 2, =1, z_ = —1.

distancia entre los macroiones y la pared se incremente o para macroiones mas pequenos.
Nuestros resultados muestran que la adsorcion de macroiones depende de py = pial +
p-a3 + puad,, i.e., del volumen excluido. Por lo tanto, la adsorcién de macroiones més

_grandes implica una atraccién de mayor largo.alcance asi como una atraccion efectiva

macroién-macroién mayor. Estos hallazgos son sugerentes en relacién a la atraccién entre
macroiones igualmente cargados en presencia de una pared igualmente cargada, donde
macroiones confinados cuyos tamaios son de alrededor de luym y muestran el mismo
comportamiento [119].. _

En la Fig. 4.4, se muestran los resultados para macroparticulas descargadas en una
solucién electrolitica 1:1, en presencia de una superficie cargada negativamente. En el
recuadro se puede observar una IC muy tenue, aun cuando los contraiones son iones
monovalentes. Los estudios de la DCE para un electrolito 1:1, demuestran que no aparecen
oscilaciones de carga o en los PRC bajo estas condiciones, en el electrolito simple{69]. Por
lo tanto, las oscilaciones en la Fig. 4.4 de los PRC de los iones pequeios se deben a las
correlaciones por tamano relacionadas con las macroparticulas adsorbidas en la pared.
Aqui podemos ver que la carga del macroion no es necesaria para tener adsorcién de éstos
¥ que su presencia induzca oscilaciones en los PRC del electrolito 1:1.

, En la Fig. 4.5 la pared esta descargada. Dado que el macroion tiene mayor tamarino
que en los casos anteriores, ap;=6.3a, hemos incrementado la carga de los macroiones para
alcanzar la misma densidad superficia; de carga equivalente. Sin embargo, el pardmetro de
acoplamiento macroién-macroién®, ¢, se incrementa por un factor de 3 aproximadamente,
respecto al correspondiente a a3 == 4.51y Zy = —40. Como resuliado, tenemos una fuerte

3F1 cual se discutié en el capitulo 3. en donde 1 y { aparecen como los pardmetros relevantes en la
descripcion del sobrecargado. En este caso el parametro de acoplamiento relevante es el de los macroiones,
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Figura 4.6: Como en la Fig. 4.2 pero la sal es un electrolito 2:1 de iones puntuales oy
OOC/mz, ZM = —J40.
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adsorcién de macroiones en la pared. La concertraciér. de los macroiones en el contacto
con la pared es de ~6.63M. En el recuadro, sc muesira un fuerte sobrecargado, tanto
positivo como negativo de la pared. St ap = 4.52 y .7y = —40 (no mostrado), el maximo
de la segunda capa de macroiones decrece de 1 7, ea la Fig. 4.5, a 1.2, pero los PRC y
la curva de o(z) son cualitativamente iguales. Si n» hay macroiones presentes, o(z) =
0,¥z > 0. Dado que la superficie est4 descargada, 1. fuerte adsorciéon de macroiones asf
como el sobrecargado se debe tanto al fuerte acopl: miento macroién-macro’én como al
muy alto volumen excluido, impuesto por el taman:. de los macroiones. Di= esta forma
J se confirma que, a menor volumen accesible, el cual implica menor eniropia, impone mas
orden sobre la interfase, i. e., mas adsorcién sobre ia superficie.

En la Fig. 4.6, presentamos 'os mismos calculos que en la Fig. 4.5, pero ahora las es-
pecies del electrolito tienen diz- -0 igual a cero, mientras que los macroiones mantienen
su mismo didmetro, ajs=4.5¢. -ste caso corresponde a una extensién de la teoria de
Poisson-Boltzmann, donde tnicamente dos macroiones son considerados [21). En el re-
cuadro, para x < a3/2, se presenta sobrecargado positivo. El maximo est4 en z = ay;/2.
El maximo de sobrecargado negativo estd en x =9.6a/2. Si los macroiones estuvieran
ausentes de la solucién, o(zx) = 0,Vz > 0. Nétese las oscilaciones en los PRC de los iones
puntuales. Este comportamiento oscilatorio esta de acuerdo con la condicién del segundo
momento de Stillinger y Lovett [120], el cual es un resultado exacto. Sin embargo, es bien
sabido que los PRC obtenidos de la teoria de Poisson-Boltzmann para iones puntuales
tanto en el bulto como en presencia de una pared cargada o alrededor de dos macroiones
(teorfa DLVO [34, 118]), no presentan oscilaciones y la interaccién macroién-macroién es
puramente repulsiva [117, 118]. En efecto, es un resultado matematico exacto el hecho
| de que la ecuacién de PB no puede predecir una fuerza atractiva entre dos macroiones
| igualmente cargados a dilusion infinita, entre ellos y con la pared [92]. La adsorcién de
macroiones hacia la pared implica una atraccion efectiva entre ellos y con la pared. La
' diferencia de nuestro resultado de la Fig. 4.6 con el resultado de la teoria clasica de PB
es la concentracion finita de los macroiones, la cual implica una consideracién propia de
la entropia.

i

4.5 Conclusiones de capitulo

El parametro de acoplamiento entre los macroiones e:cala como el cuadrado de la carga
v es inversamente proporcional al didmetro eiatre .0s iones. De esta forma, aunque un
ion divalerite de dizmetro a = 4.254, tiene un censidad superficial de carga equivalente
de 04 = 0.56C/m?y un macroién de valencia .7y, = 40 v didmetro ajs = 4.5q, tiene una
densidad superficial de carga aproximadamene igual {(¢y = 0.55C/m?); los parametros
de acoplamiento son ¢ = 6.72 y (3; = 600, para los iones divalentes y macroiones, res-
pectivamente. De esta forma, dado que la adsorc:6r asi como los efectos de IC, RC y

; — 34%,
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sobrecargados dependen de estos parimetros ademés del volumen excluido, observamos
que estos efectos se magnifican en un fluido con macroiones.

En nuestros resuitados podemos observar que la adsorcién de macroiones puede incre-
mentarse por dos mecanismos: (i) incrementando el volumen excluido del sistema, el cual
puede llevarse a cabo incrementando el tamaiio o la concentraciéon® o (ii) incrementando
el parametro de acoplamiento entre los macroiones (. De esta forma, dado que para
un fluido con macroiones estos parametros pueden variar en un rango de valores muy
amplio, en nuestros resultados encontramos los siguientes efectos 1) autoensamblado de
macroiones en una superficie cargada, 2) atraccion efectiva de largo alcance entre una
superficie y macroiones igualmente cargados 3) al incrementar el volumen excluido en-
contramos IC en sistemas que normalmente no lo presentan 4) formacién de estructuras
autoensambladas (layering) en una superficie descx: 7« la y finalmente 5) oscilaciones en
los perfiles de concentracién de los iones puntuales ¢ i.1as a las correlaciones por tamaiio
y carga con los macroiones.

Nuestros resultados muestran que el efecto de volumen excluido es mucho mas impor-
tante de lo que ha sido reconocido anteriormente. De esta forma, RC, IC, y el sobrecarga-
do tesultan de una competencia entre entropia y energia. Finalmente nuestros resultados
proveen de algunos mecanismos que pueden ocurrir o conducir a las observaciones en los
experimentos de Grier donde se encuentra atraccién de largo alcance entre macroiones
confinados igualmente cargados [119] asi como sobre el.autoensamblado de polimeros en
una superficie [112, 121] y la formacidn de estructuras complejas de ADN [34].

4E1 volumen excluido depende de g5 = p.ad + p_a® + parad,




Capitulo 5

La funcién de correlaciéon de tres
particulas para ‘:1 electrolito

| 5.1' . 1ntroducci6n

En la literatura hay dos propuestas principales usadas para el estudio de fluidos homogé-

_neos: las ecuaciones de la jerarquia y el formalismo de Ornstein-Zernike{57, 58]. Ambas
propuestas proveen de teorfas para el calculo de g'» (r;,r;). En las teorfas derivadas de
la jerarquia tales como la ecuacién de Born-Green-Yvon (BGY)[122, 123], g™ es expre-
sada en términos de g{"*'). Por lo que una relacién entre las dos funciones es necesaria.
Una de las aproximaciones mas usadas en esta clase de teorias, es la aproximacion de
superposicién de Kirkwood(ASK). En ASK [124], se supone aditividad por pares a nivel
del potencial de la fuerza promedio. La comparacién de las propiedades termodinamicas
calculadas a través de la teoria BGY y por medio de simulacion molecular, para un fluido
denso de esferas duras, muestran la falta de acuerdo {53, 125].

Como ya mencionamos en el capitulo 1, en el formalismo de Ornstein-Zernike debe
emplearse una funcién de cerradura entre la funcién de correlaciéon total y la funcion de
correlacién directa. Dependiendo de la funcién de cerradura usada se pueden derivar
diferentes teorias de ecuaciones integrales. Entre las mis conocidas estan la teoria de
Percus-Yevick (PY?) 126}, la de cadena hipertejida (HNC) y la aproximacién esférica

- media (MSA) [127]. - 2 un desarrollo en diagramas de Mayer, se puede ver que todas estas
teorias ignoran diferentes clases de diagramas|532, 53]. l.a comparacién con simulacién
molecular siempre es requerida para evaluar el impa:to de despreciar tales términos. En
una comparacién con simulacién molecular de ias propiedades termodinamicas de un fluido
de esferas duras obtenidas por medio de HNC y P/, muiestran una mejoria respecto a
los resultados obtenidos de las teorias de la jerarcuin pero adn fallan en su descripcién a
altas concentraciones [53, 125].

Estudios de las propiedades termodinamicas del modelo primitivo restringido, se han
llevado'a cabo anteriormente a través de las teorizs HNC [128, 129, 130}, MSA [131, 132]
v BGY [133]. Todas estas teorfas describen bien el MPR bajo ciertas condiciones pero
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fallan, principalmente, cuando las correlaciones de largo alcance se vuelven importantes
[47]. Esto evidencia la necesidad de tener una teoria que describa correctamente a los
sistemas cuando las correlaciones de largo alcance son relevantes.

El propésito del presente capitulo es presentar al formalismo de extensién a tres

puntos (TPE) como un métod» para sumar correlaciones en una teoria dada de ecua-

ciones integrales. El formalismc de extension a tres puntos ha sido aplicado exitosamente
para calcular la fuerza entre dos placas paralelas cargadas, inmersas en un electrolito

[16, 15, 134]. Tambjén la extensién a tres puntos de la version integral de la ecuacién de

Poisson-Boltzmann, se ha utilizado para calcular la fuerza como funcién de su separacion,
entre dos particulas coloidales esféricas igualmente cargadas e inmersas en un electroli-
to [17, 18, 19, 118]. Se ha demostrado para el caso de las placas paralelas [16], que este
método representa una mejora en la fuerza calculada con respecto a la calculada con ASK.

En este capitulo desarrollamos los detalles matematicos necesarios para aplicar el for-
malismo de extension a tres puntos a un electrolito a través de la teoria HNC/MSA. Como

resultado obtenemos la funcién de correlacién condicional de tres particulas, gg,jr,- (ry,r2,T3),

de la cual presentamos resultados numéricos. Por otra parte, hemos calculado gg]

a través de dindmica molecular, con los que comparamos los resultados de TPE. Por dlti-

mo, para presentar estudios a nivel de la funcién de correlacién por pares, hemos calculado .

la fuerza promedio entre las dos particulas como una funcién de su separacién. Los re-
sultados de TPE los comparamos con DME v con los obtenidos por la teoria estandar
HNC/MSA.

5.2 Extensién a tres puntos de las ecuaciones integrales

La extension a tres puntos de las ecuaciones integrales es un método para incorporar un
nimero casi infinito de correlaciones en una teoria dada de ecuaciones integrales. La idea
basica es que podemos utilizar la ecuacion de Ornstein-Zernike para obtener funciones de
distribucién de orden superior, es decir, en la primera extensién se puede calcular una
funcién de correlacion de tres particulas. Partiendo del hecho de que las teorfas que hemos
mencionado en el capitulo 1 no estan restringidas respecto al nimero de especies en el
fluido, el potencial de interaccién entre las particulas o la geometria de las especies; se
puede pensar en un fluido formado por (n + 1} especies, en el cual, una de las especies se
construye artificialmente como una mancuerna formada por dos particulas (de especie a
v 3) fijas a una distancia dada entre sus centros, 7 = |r; — rp| (ver Fig. 5.1). Si llamamos
a 1a especie artificial a v tomamos el limite p, — 0. la ecuaciéon de Ornstein-Zernike para
la funcién de correlacidn entre la especie a v j esta dada por

Raj (r3) = coj {T3) + D_ pm f ham (T4) Cmj (T34) dra. (5.1)
. m=1 "

Las especies restantes satisfacen una ecuacion de Ornstein-Zernike como la Ec. (1.21).

‘En la integral de la Ec. (5.1) las funciones cq; (r34) ¥ €ae (r3s) no aparecen, sino solamente

¥i (1'1, ra, r3)
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las funciones ¢y,; (ra4). Las primeras son las funciones de correlacién mancuerna-fluido y
mancuerna-mancuesna, mientras que las iltimas son las funciones de correlacién directa
entre las especies del fluido. Para obtener ¢n;{rss), una ecuacién tipo Ornstein-Zernike
para n especies tiene que resolverse de manera independiente. Diferentes teorias de ecua-
ciones integrales pueden obtenerse [56] dependiendo de la relaciones de cerradura usadas
para cq; (rs) ¥ cmj{ry) en la Ec. (5.1). Por cjemplo, la ecuacion TPE-HNC/MSA se
obtiene si MSA, i. e., Ec. (1.23), se usa para c,;(r3s) vy HNC, i. e., Ec. (1.22), para
Cai (1‘ 3)'

La funcién de distribucién g,; (r3) = hq; (r3)+1 de la especie 7 alrededor de la particula
o obtenida de la solucién de la Ec. (5.1) se interpreta como una funcién de distribucién
condicional de tres particulas y se denota como gg’.]ﬂ (r,To,r3;7=|Fp — 13|}, 1. e, la
densidad de probabilidad de una particula de la especie 7 en r3, cuando las particulas 3
y 7 estan en r; y r; (fijas con una posicién relativa 7), respectivamente. Este artificio
es conocido como extension a tres puntos (por la forma que adquiere el desarrollo de
ga: en diagramas de Mayer, lo cual discutiremos en la seccién 5.3). La Ec. (5.1) es la
extensién a tres puntos de la ecuacién de Ornstein-Zernike. Matematicamente la funcién

de distribucién condicional 91[33,5,- est4 relacionada con la funcidn de correlacién homogénea

de tres particulas, ggi)i, por

(3
G3i(T1,T2,T3)
9,%3.],,:(1‘1,1‘2,1‘3;7' =r—ry|) = 67;2)
gﬁ'y (rli rz)

(5.2)

La proveccién de g‘[gsjli da como resultado gé%/). Esta proyeccién la provee la ecuacién de

Born-Green-Yvon {BGY), la cual est4 basada en un balance de la fuerza efectiva promedio
entre dos particulas (de especies 5 y ) ng[gga.f)i] [122, 123]. De donde a su vez, se puede
obtener la informacién de ggy), de acuerdo con la Ec. (1.12). |

5.3 La ecuacion BGY como una ley de fuerzas

La ecuacion de Born-Green-Yvon (BGY) es una de las llamadas ecuaciones de la jerarquia,
la cual es un teorema exacto que relaciona las funciones de correlacion de ny (n+ 1)
particulas. En esta seccién deducimos la ecuaciéon BGY como un resultado de la fuerza
efectiva sobre una particula de la mancuerna (digamos la particula de la especie v en rj)
Fy.. . _

Esta interaccién tiene dos contribuciones: la interaccién directa fz, v la interaccion a
través de las particulas que rodean a la mancuerna f2. De tal forma que la fuerza total,
F3., se escribe como

Fgy = fa, + f,? (5.3)

Suponiendo que las particulas que forman la mancuerna son de geometria esférica y que
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particula 3 '

S

particula 4

¥

especie-t

Figura 5.1: Representacion esquemaética de nuestro modelo.

interaccionan a través de potenciales de fuerzas centrales, la componente de f3, a lo largo
del vector eje de la mancuerna T, estid dada por

dug. (7

fpr = ~2227) (5.4)
donde ug,(7) es el potencial de interaccién directa entre las particulas que forman la
mancuerna. Sihay p; (r3) particulas por unidad de volumen de la especie ¢ en r3, el nimero
de particulas de dicha especie en un elemento de volumen dvs es dn;(r;) = p; (r3) dva.
Si f;,(ry3) es la fuerza entre la especie 7 y la particula de prueba de la mancuerna en r,
(de la especie ¥), la fuerza ejercida por un elemento de fluido en r; sobre la particula de
prueba es df = T, i, (r2s)p: (ra) dva. La combonente de df¢ a lo largo de la direccion
de T estd dada por

4 LI _ L - du-n'(l'gg) - =
dff = Z Tfiy (r23) pi (r3) dvz = = > Tiyg _"‘“‘d';:;‘:;“"‘—Pi (ra) dvs, (5.5)
i=1 =1

siendo T y To3 los vectores unitarios a lo !argo de las cirecciones T v ry3, respectivamente,
u;4(T23) es el potencial de interaccion drrecta entre una particula de la especie i con la
particula de especie ; p; (r3) es la conceatracion locel. i. e..

pi (ra) = pigy; (ry. 7). | (5.6)

Sustituvendo las Ecs.(5.4) y (5.5) en la Lic.{5.3). la fuerza media sobre la particula 7 es

e AT

LA 1 At




et e ]

5.4. Aplicacién al modelo primitivo restringido 75

dw T du T du.;(r .
F.B'y — 3’;( ) = 57( Z / 7‘( 23 CQSQQ.[as.L' (r3,7') d.'Us, (57) .

donde wp,(7) es el potencial de la fuerza promedio entre las particulas de la mancuerna,
y se ha usado el hecho de que cosQ = 7-¥,3. De acuerdo con la Ec. (1.20), tenemos

we,{T) = —kgT In[gs,(7)] . (5.8)
De tal forma que la relacién entre gg, y gfﬁ,) se escribe como
~ _dln g(2) du
kgT +— (7 = B" Z f cos Qg?.i, (r3,7)dvs, (5.9)

=1

la cual es la ecuacién Born-Green-Yvon (BGY) deriva.da. como una suma de fuerzas. Si
ggﬂ, es calculada a través de el formalismo de extension a tres puntos de las ecuaciones
integrales, se puede demostrar que nuevos diagramas son incluidos en un desarrollo de
Mayer de gm [56).

En la F1g 5.2 se muestra transformacién de un diagrama de Mayer bajo la aplicacién
del formalismo de lo extensién a tres puntos. La linea punteada que se presenta en el
du+i(ra3)

dT‘3
de la Ec. (5.9). Tras examinar la evolucién de una diagrama de Mayer bajo el formalismo

propuesto, es clara la denominacién de eztensidn a tres puntos.

diagrama resultante corresponde a la funcién , que aparece en el término integral

5.4 Aplicacién al modelo primitivo restringido

En el electrolito MPR, la condicién de electroneutralidad para un electrolito de n compo-
nentes es

n

=1

Suponiendo que la mancierna (especie o) esta formada de dos particulas de la misma
especie que las del fluido, comc ern: le Fig. 5.1, la ecuaciéon TPE-HNC/MSA est4 dada por

L k
Gai (r3) = exXp {')6 e (T3) + Z Pra fham (rq) Cmi (rag) d!’4}, (5.11)
m=1 -

donde u,; (r3) es cl potencial -le interaccion directa cntre la mancuerna y las particulas
del fluido de la especie 1, dado por

Ug; (1'3) = Ui (rl3v 7‘22‘3)
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diagrama de Mayer  exiension a tres puntos  aplicando BGY
(a) [11]] ©

Figura 5.2: Dos ejemplos de la transformacién de un diagrama de Mayer bajo la aplicacién
del formalismo de extensién a tres puntos. La notacién para las particulas y las especies es
' ' . : du.;
fa misma que en la Fig. 5.1. La liga punteada representa la funcién f,; = —%ir@ De
23

- esta forma, en (N, 6), N representa el namero de particula y d la especie (ver Fig. 5.1). (3)
Un ejemplo de un diagrama de Mayer que involucra a la mancuerna y la particula 3. (b) El
mismo diagrama que en (a) pero las particulas que forman la mancuerna son explicitamente
mostradas, i. e., a nivel de la funcién de distribucion de tres particulas. (c) Diagramas
- resultantes bajo la aplicacién de BGY (a nivel de la fuerza promedio) '

2 2 .
z;zg€*  ziz €
L A e S| ri3 and o3 > @

o0 ) si Tiz3 Or Tog S a

siendo 23 ¥ z, la valencia de las especies 3 y v, respectivamente. Para iones esféricos la
funcion de correlacién directa depende unicamente de su distancia relativa, 34 = |ra,].
.En la aproximacion esférica media ésta tiene una expresién analitica, la cual se puede
escribir como

2
 _Zmz€
Cmi(r34) = " (r3q) + 2z (r3g) — 3722

(5.13)
£T13

donde ¢*(ry;) es la funcién de correlacién directa para un fluido de esferas duras en la
aproximacion de PY, y ¢*"(r34) es una funcién de corto alcance, las cuales estan dadas en
el apéndice B. Se ha propuesto utilizar coordenadas prolatas {135} para esta geometria,
las cuales estan definidas de la siguiente forma :

\

T = %\/(772 - 1}(1 - &%) coso
y=2%/7* = 1)(1 - &)sino. (5.14)
z = 37¢,

donde el elemento de volumen esta dado por
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dv =-"8—(n - €°) dgdedn, (1)

. 2

o= @ -1)(-8)+(m-1)(1-g)
+ (M€ — na&s)’ _
- 2\/(77§ -D{1-)m-1(1-£) cos@} :

(5.16)

En este sistema de coordenadas, el potencial electrostatico de interac:ion puede ser escrito
de manera conveniente de la siguiente forma

2% 2 Z -
uai(n’g)m;}_(nw§+n+f)' (3.17)

Tomando en cuenta la simetria alrededor del eje z, la Ec. (5.11) puede ser reescrita como ,

Gai (773,63) x g,@—ya (773963, )

= exp{—we( oL )
e \m—& m+§3

1 oo .
'*'/ f Pas (M1, €1) K (13, &3, M4, &3) dnpadEy
-1 Jnolé4)

o{£4

1 s :
.+Zi/ f Pod (M4 §4) L (M, €3, 74, €4) dads

-1 Jno{és)

1 oc
w7 o (066 A (. a0, 60 dds — 3 ).

donde

(£) = £+b para S <£<1
o 1 para 0SE<& -

con § =1—b,b=2a/7y n(—£) = no(&). Las expresiones para K, L, A, J, pas ¥ pad SOD

- : T 9y [0 hse

K(773,53,T?4,524) = g(’h - E.)/{; C (T34)d¢41
1"‘3 " g o Pmax s

L(ns, &3,7m,64) = ‘8"(‘?4 “f.?)/; ¢ (r34)doy,

A(ms, &3,m4,8) = — 32 (m3 — 54)/[; P
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Pas (14, &4} = Pys (M4, &4) = Z Prmhbom (14, €4) ,

m=1

Pad (1741 64) - pﬂ'yd ( M 64 = Z Zmpm am (774, 54)

m=1
y
. —minlT) pm0léa)
= K (ns, &4, 13, &3) dnad
3 (73, &3) f_l , .[1 (N4, 1,3, &3) ﬁ4 €4
i 76 (E4)
+ K 1 b} b d )
./;_mm/ (n4, €4, 73, €3) dnudéy
donde |
0 si 7<a
Emin(T) = { & si T>a.
. . 2 . g2 F(r Q,k .
A (_773,53,774,54) = A (na gsl-;u( / ) (518)
. _ T3q"
donde F(7/2;k) es la funcién eliptica de segundo tipo.
e TV~ (1-8)F-1)(0-&) (5:19)
) 2(r )’ | |
72 2
(g =T V=D -8 +/ed - DA - )] + ks - . (520
Usando la Ec. (5.7), la fuerza media entre las dos particulas 3 y + se escribe como
Fao(r) =13, (1) + 5 (7) | (5.21)
con l
2 2
6. () == 3 /‘s o 980 (0 (€).€) [-26" — 306+ (2- %) e + 0] e, (5.22)
‘ g=1 min\T
2 M o< — )
o (r) = 20 T LS LR T
.i7(T) - o2 e / '/'70(5) P3 ‘d(rf: 5) (77 _ 6) 6 (D 3)
De la Ec. (5.8) la funcién de correlacién por pares se puede calcular a partir de
98+(T) = exp {—;5 /OC Fs-,('r)dr} . . (5.24)

. %%‘”"'
vr“g
R
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5.5 Algunos detalles de la dindAmica molecular

El electrolito esta confinado en una caja cibica de longitud L. La concentracion de bulto

del electrolito, p es entonces dada por donde N es el ntmero de iones positivos (o

N
L}’ |
negativos). La mancuerna estd hecha de dos iones fijos, dispuestos simétricamente a lo
largo del eje que pasa por los dos centros de dos caras opuestas. La separacion centro-
centro de estos dos iones que forman la mancuerna es denotada por 7. Un dispositivo
similar fue también usado para estudiar dos macroiones fijos [23, 24, 25]). Se ha usado
simulacién de DME para calcular el movimiento de los iones méviles del fiuido, acoplados
con un bafio térmico que acttia a través de una fuerza estocastica, W.(t), la cual tiene
un valor promedio igual a cero. La ecuacién que descril 2 el movimiento de la i-ésima
particula es

i dr;

m% =-V,U - mra— + W,’(t), . | ' (525)
donde m denota la masa de la particula, I" es el coeficiente de friccién y —V,;U es la fuerza,
que tiene dos contribuciones: (i) la interaccién de tipo Coulomb y (ii) la interaccién por
volumen excluido. La friccién y la fuerza estocistica estan relacionadas a través del
teorema de fluctuacion disipacion (W;(t) - W;(t')) = 6mIkgTé;;6 (t — t’). La interaccion
por volumen excluido es modelado como un potencial de Lennard-Jones (L.J) puramente
repulsivo

a\ 12 a\$ 9176 .
Uy (r) = der g (;) — (;) + €1y para 1< a (5.26)
0 © . para r> 26,

donde @ es el didmetro idnico. La interaccion eleetrostatica entre cualquier par de iones
i v j. donde ¢ y j denotan a cualquier par de iones, ya sea un ion de la mancuerna o un
ion del fluido, se escribe como

2
Ualr) = kBTfBET—, (5.27)

82
donde £g = T
ekg

z es la valencia de la sal (z; = z; = 2). Para relacionar los calculos de simulacién con
los de dindmica molecular hemos elegido el parametro de la energia ern e! potencia! LJ
como e;; = kgT (dende T = 298K) y a = 4.25 A. Esto nos da una lonitud de Bjerrum
de {5 = 1.68a = 7.14 A. Un sistema macroscépico es imitado al imporer conciciones
de contorno periodicas. Las interacciones coulémbicas de largo alcance fueron tratadas
usando un método eficiente de sumas e Ewald optimizado, es decir, el métcdo ‘particle-
particle-particle-mesh'(P*M) {74, 75]. Para evitar los efectos de borde de la caja s¢ usé
una caja de dimensién L — b suficientemente grande, tipicamente 10 veces (o en algunos

es la longitud de Bjerrum la cual describe la fuerza electrostética y
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casos mas) la longitud de Debye-Hiickel. El mimero de iones en la caja es de 500 en
todos los casos (soluciones concentradas y diluidas). Es importante mencionar que el
caleulo gi¥(r, 8) es estadisticamente demandante de recursos de cémputo y especialmente

para angulos pequefios, dado que la cantidad de informacién varia como sin{(#). EI he-’

cho de que el observable gi¥l(r,8) involucra solamente a un elemento de angulo sélido,
reduce fuertemente la cantidad de informacién disponible, comparada con la funcién de
correlacion por pares, donde en este caso un angulo sélido completo de 4n est4 disponible.
Para vencer esta dificultad hemos considerado un rango de angulo, Af lo suficientemente
grande, (tipicamente entre 5— 15° dependiendo de la valencia y concentracién), de tal for-
ma que la informacién recopilada contenga la menor cantidad de ruido como sea posible.
Por otro lado, A# no debe ser tan grande o de otra forma la resolucion es muy baja. Por
cada sistema en consideraciéon debe encontrarse un compromiso entre estos dos efectos.
Finalmente para el cdlculo de la fuerza efectiva promedio entre dos iones consideramos el
mismo sistema pero sin iones fijos presentes. Por lo tanto, calculamos el potencial de la
fuerza promedio conociendo g(r), y entonces por derivacién la fuerza efectiva.

5.6 Resultados

Vamos a restringir nuestro estudio ya que presentar todos los casos, para todas las config-
uraciones de la mancuerna (separacién 7 y carga) asi como los pardmetros del electrolito
(i. e. py z) no es el objetivo de este trabajo. '

Hemos resuelto la Ec. (5.18) con valores de T' = 298K, ¢ = 78.5 y el didmetro.i6nico

a = 4.25 A. En todos nuestros calculos, las particulas de la mancuerna son de la misma -

especie que las del fluido. La distancia r es medida desde el centro de la mancuerna y el
angulo & esta representado en la Fig. 5.1. En nuestra discusién adoptamos la siguiente
convencion: ggl,(r ;) es denotada como g&Lh(r ;) para la funciéon de distribucién

de los iones negativos si la mancuerna esta formada de dos iones positivos; _,,_._(r, T)
para la funcién de distribucién de los iones negativos si la mancuerna estd hecha de una
particula positiva (particula de la especie 5) ¥ una particula negativa (particula de la
especie ~). etc. En esta notacidén la particula de la especie 3 se localizaen § = 0 y la
partlulld de la especie v en § = 7. Por simetria las funciones de distribucién satisfacen
g _(rf) = g[__+(r ) v también gi}__(r 9 =g> _(rn- f).

5.6.1 Electrolito monovalente

En primer lugar presentamos el estudio de un electrolito monovalente concentrado (p =
1M). Aqui se muestra que TPE describe correctamente al MPR tan bien como las teorias
estdndar (HNC/MSA en este caso). Sin embargo, nuestro estudio muestra informacién

de la funcion de distribucién de tres particulas que ec informacion no proporcionada por -

las teorias estandar. En nuestro estudio presentanos la grafica tridimensional de algunas
soluciones de la Ec. (5.18) (g,yﬁi(r 6)), asi como su comparacién con los resultados de
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dindmica molecular para ciertos casos. Adicionalmente, presentamos una comparaciéon de

la funci6én de correlacién entre pares obtenida por medio de TPE—HNC/ MSA, la teoria
estandar HNC/MSA y de simulacién por DME.

mH e RN
v P
HNARBNNAG

Figura 5.3: Gréfica tridimensional (en coordenadas cartesianas) de la funcién de distribucién de
tres particulas: (a) gEL_(r, 0;7 =a)y(b) gL _(r,0;7 = 3a). Los datos fueron obtenidos por

medio de TPE-HNC/MSA para un electrolito monovalente a una concentracién de p=1IM.

. La gréfica tridimensional de g++_ (r,8; 7) obtenida de la solucion de la Ec. (5.18) es
mostrada en la Fig. 5.3. 'En la Fig. 5.3a mostramos el caso de 7 = 1.5a en donde se
encuentra una fuerte variacién de la funcién en la regién cercana a la mancuerna (en
la superficie de maximo acercamiento). El maximo del valor de contacto de los perfiles
de concentracmn estd en 8 = n/2,37/2, mientras que ¢l valor minimo estd en § = 0, .
La grafica de g++_('r, 6; T) correspondiente a una ceparacion de 7 = 3a se muestra en la
Fig. 5.3b. Para este valor de 7 tenemos una distribucién mas simétrica alrededor de cada
particula de la mancuerna.

En la Fig. 5.4 se muestra la comparacién entre los rzsultados obtenidos por medio de
TPE-HNC/MSA y DME, para dos casos de g __ir,8;7): (a) T = a (b) T = 2a, con los
siguientes pardmetros del sistema p = 1M, z == i. La comparacién se lleva a cabo en
6 = w/2'. Se observa que los perfiles de concen"'raci(‘"n calculados con TPE muestran un
muy buen acuerdo con los resultados de DME. ]

En la Fig. 5.5 se muestra la grafica tridimensional dn gfl_ _(r,8; 7) obtenida por medio
de TPE-HNC/MSA (Ec. (5.18)). En ia Fig. 5.51 se 1ausstra el caso de 7 = 1.5a mientras

1El 4ngulo 8 est4 referido respecto al centro de la mancuernz. como se muestra en la Fig. 5.1
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p=1.0M,0=90°,t=a,++ p=1.0M,8=90°,1=20,++

£

rfa] r/a

Figura 5.4: Funcién de correlacién de tres particulas para una mancuema hecha de dos iones
positivos monovalentes: (a) ng_(r 6 =~x/2;7 =a)y(b) g.,.+_(r,0 = n/2;7 = 2a). El
fluido es un electrolito monovalente a una concentracién de p = 1M. Las lineas sélidas repre-
sentan los resultados de TPE-HNC/MSA mientras que Ios resultados de dindmica molecular
se muestran en puntos negros.

que la grifica tridimensional de g[ 1 —(r, 8; 7) correspondiente a una separaciénde r = 3a es
mostrada en la Fig. 5.5b. En la Fig. 5.6 se muestra la comparacién entre los resultados de
' g+__(r, 8; ) obtenidos por medio de TPE-HNC/MSA y DME, con los mismos pardmetros
de! fluido que en la Fig. 5.5. La comparacién con los datos de DME se lleva a cabo en
9 = w/4. En esta figura se muestran los perfiles de concentracién para (a) la especie
cargada negativamente y (b) la especie cargada positivamente, los cuales muestran un
acuerdo cualitativo excelente con los resultados de DME.

Finalmente, para mostrar que en estas c¢ondiciones (p = 1M y z = 1) la descripcién
del MPR por medio de TPE es tan buena como la de las teorias estdndar (por ejemplo
HNC o BGY [133, 136]), presentamos los resultados de la funcién de distribucién por
pares obtenida por medio de TPE. La coripuracion de TPE con las teorfas estdndar debe
hacerse a nivel de g®®(r) ya que con esta’ taorfa’s no es posible obtener gi%l(r). Por otra
parte, -es bien sabido que en estas condiciunus tanto HNC/MSA asf como HNC describen
correctamente al MPR. En la Fig. 5.7 se 1nuestraa las funciones de distribucién por pares

(a) g+—(r) ¥ (b) g++(r) como una funcitn de r, parz. un electrolito monovalente a una -

concentracién de p = 1M. Se observa que TPE y HNC ‘MSA muestran muy buen acuerdo
con los datos de simulacién para ambos casos.
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Figura 5.5: Grafica tridimensional (en coordenadas cartesianas) de la funcién de distribucién
de tres particulas para una mancuema hecha de dos iones monovalentes de signo opuesto:
(@) ¢ _(r,6;7 = a) y (b) gL (r,6;7 = 3a). Los datos fueron obtenidos por medio de
_ TPE-HNC/MSA para un electrolito monovalente a una concentracién de p = 1M.

Con los resultados hasta aquf presentados podemos decir que TPE describe correcta-
.mente al electrolito monovalente bajo estas condiciones. Por otro lado, podemos tener
confianza de nuestros resultados de g®!(r). Sin embargo, para mostrar que el método
es robusto se hacen pruebas més severas. El electrolito divalente representa una prueba
maAs severa para cualquier teorfa, por lo que a continuacién mostramos los resultados de
TPE obtenidos para el electrolito divalente. Como un caso particular, presentamos los
resultados del electrolito diluido divalente en donde otras teorfas fallan en su descripcién
{46, 47]. En nuestros resultados es interesante ver la prediccién de TPE.
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p=1.0M,0=45°,1=0, +
| p=1.0M,8=45%, 1= 0, +-

1.1

r/a r/a

Figura 5.6: Funcién de correlacién de tres particulas para una mancuema hecha de dos iones
monovaientes de signo opuesto (a) g+__(r,0 =xn/d;7 = a) y (b) g_,___,_(r,a = x/4;T =
a). El fluido es un electrolito monovalente a una concentracién de p = 1M. Las lineas
s6lidas representan los resultados de TPE-HNC/MSA, mientras que los resultados de dinamica
molecular se muestran en puntos negros.

5.6.2 Electrolito divalente -

A continuacién presentamos un estudio del electrolito divalente el cual es relevante dado
que las correlaciones, tanto de largo alcance como por volumen excluido, son importantes.
En el caso divalente hemos considerado dos concentraciones tipicas: (i) el caso concentrado
con p = 1M y (ii) el caso diluido con p = 0 005M Hemos comparado sisteméaticamente la
teoria con los datos de simulacién, para g (r, 8; ™ = a} (i. e., cuando los dos iones que
forman la mancuerna estan en contacto), para dos 4ngulos dados 6 = /4y /2. También

presentamos los perfiles g?,l,-(r, 8; r) para diferentes configuraciones de la mancuerna,

Finalmente presentamos la fuerza efectiva obtenida por medio de TPE-HNC/MSA, la-

teoria estindar HNC/MSA y de simulacién por DME, la cual guarda una relacién directa
con la funcién de distribucién por pares, g;;(r).

Caso concentrado

En esta secci6n tratamos con la solucién electrolitica concentrada {(p = 1M). En estos

sistemas, el apantallamiento electrostatico s muy alto. El estudio del sistema bajo estas

condiciones es importante para probar la teorfa TPE-HNC/MSA, dado que bajo estas
condiciones las teorias para fluidos homogéneos e inhomogéneos normalmente producen

A

-
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Figura 5.7: Funciones de distribucién por pares (a) g4+-(7) y (b) g++(r) como funcién de r,
para un electrolito con los parametros p = 1My z = 1. La linea sélida representa los resultados
de TPE-HNC/MSA, la linea intermitente los resultados de la teoria estandar HNC/MSA. Los
resultados de DME se muestran en puntos negros.

buen acuerdo con los datos de simulaciéon molecular [46, 84).
Mancuerna cargada simétricamente

Primeramente consideramos una mancuerna simétrica hecha de iones positivos. En
la Fig. 5.8 se muestran los resultados para la funcién de distribucién de tres partfculas
gE’ﬂ__(r, 6;7) y g_[ﬂ__,_(r, ;7). Los pardmetros del sistema son p = 1M, 2 =2y 7 = a.
La comparacién con los datos de DME se lleva a cabo en 8 = n/2. Los perfiles de
concentracion (calculados de TPE) para las especies del fluido cargadas negativamente
(“contraiones”), muestran un acuerdo cuantitativo excelente con los resultados de simu-
lacién, aun para la distancias muy proximas a la distancia de maximo acercamiento de
los iones con la mancuerna. Sin embargo, observamos pequenas diferencias de los perfiles
de concentracién a la distancia de maximo acercamiento. Esto es debido al término de
corto alcance usado para modelar el volumen excluido en ambas teorias, ya que en la
simulacion se usa un potencial repulsivo suave de tipo Lennard-Jones, mientras que en la
teoria se usa un potencial repulsivo de esfera dura. En la comparacién de los resultados
para la especie cargada positivamente (“coiones”), también se tiene un acuerdo cualitativo
excelente con los datos de DME. En todos los céalculos TPE y DME predicen oscilaciones
en las funciones de distribuciéon. El maximo de la funcién de distribucién de los coiones
es sobreestimado por TPE al compararlo con DME , aunque la localizacion del maximo
es la misma. Esto sign'fica que TPE sobreestima ligeramente la concentracion local de
los contraiones.

Para § = ©/4 (ver Fig. 5.9) lenemos ain el mismo acuerdo cuantitativo que en la

Fig. 5.8. Para los contraiones, se observa que el valor de gE]_,,_(r, 7/4;a) a la distar-
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p=1M; ++; 8=m2

12

¥

0 1 2 3 4
ria

Figura 5.8: La funcién de correlacién de tres particulas gﬂ_i(r,a = n/2;7 = a) para una
mancuerna hecha de dos iones positivos divalentes. Ef fluido es un electrolit_o 1M. Las lineas
sélidas representan los resultados de TPE-HNC/MSA. Los resultados de dindmica molecular se

muestran en puntos negros.y blancos para gﬂ_(r, /2;a)y gE]H,(r, 7/2; a), respectivamente.

p=1M;: ++; 8=m4

Figura 5.9: Los mismos calculos que en la Figura 5.8 pero coh 8 = 7/4.

cia de maximo acercamiento no es tan alto como en el caso de § = 7/2 (ver Fig. 5.8)
para la grafica correspondiente. Las razones fisicas de estas caracteristicas son directas
v pueden explicarse en términos de argumentos electrostaticos. La distancia de méaximo
acercamiento de los iones con la mancuerna es mavor para § = 7/4 que para 6 = 7/2,
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2:2,p=IM,t=a 2:2,p=1M,1=22

Figura 5.10: Grafica tndlmensaonal (en coordenadas cartesianas) de la funcién de distribu-
cién de tres particulas: (a) g++_(r,9 T =a)y (b) gﬂ,.(r 8; 7 = 2a), obtenida por TPE-

HNC/MSA para los mismos pardmetros del ﬁundo que en las Figs. 5.8 y 5.9. El eje de la
mancuerna es paralelo al eje y.

por lo tanto, la fuerza resultante entre la mancuerna y los coiones es mayor en 8 = 7/2,
En el caso de los coiones tenemos ahora un excelente acuerdo cuantitativo entre los re-
sultados de TPE y DME. La gréfica tridimensional (en coordenadas cartesianas) de la
funcién de distribuci6n de tres particulas (mancuerna-contraiones) 9[3] _(r,8; 1), obtenida
de la solucién de TPE-HNC/MSA se muestra en la Fig. 5.10. Para 7 = a (iones de la
mancuerna en contacto), Fig.5.10(a) se muestra una variacién fuerte en la funcién de dis-
tribucién cercana a la mancuerna {(en la superficie de maximo acercamiento). Como era de
esperarse, el méxuno del valor de contacto de los perfiles de concentracién, es observado
en 6 = 1r/2,3r/2 (¢! _ ~ 50), mientras que el valor minimo esté en 6 = 0, 7 (g++_ s 8).

Por otra parte, se presentan oscilaciones en la funcién de distribucién para cada valor del
. angulo §. Hemos verificado esta caracteristica y se mantiene para cada separacién de la
mancuerna, 7. La gréfica tridimensional correspondiente a los coiones no es mostrada.
Parala separacién mayor de la mancuerna, 7 = 2a, [ver Fig.5.10(b)] la funcién de dis-
tribucién presenta ain un pico muy alto en § = 7/2 y tiene un punto méaximo en el punto
medio de la mancuerna. Para una separacién de la mancuerna lo suficientemente grande
enemos una distribucién mas simétrica alrededor de cada particula de la mancuerna (no

mnostrada aqui).
Mancuerna cargada asimétricamente

Ahora consideramos aqui el caso antisimétrico, donde la mancuerna estd formada de

iones divalentes de signo opuesto. Los resultados para la funcién de distribuciones de tres
(3! . (3] i

particulas g5 _(r,7/2;a) y gL, (r,7/2;a) son mostrados en la Fig.5.11. En este caso,

debido a la simetria del problema sucede que gU__\r, 7/2;a) = g.[f]_.l_(r, 7/2;a). De 2sta

forma la funcién de distribucién de tres particulas es idéntica tanto para las particulas

positivas como para las particulas negativas. Dado que el campo eléctrico producido por
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Figura 5.11: Funcién de distribucién de tres particulas gE],,-(r,B = 7/2;7 = @) para una
mancuerna hecha de un ion positivo y un ion negativo, ambos -divalentes. El fluido es un
electrolito 1M divalente. La linea sélida representa los resultados de TPE-HNC/MSA mientras
que 1a linea intermitente son los resultados de ASK. Los resultados de DME los mostramos en
puntos negros. . '
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p=IM; +; 8=m/4
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Figura 5.12: Los mismos célculos que en la Fig. 5.11 pero con 8 = w/4. La lineas sélidas
representan los resultados de TPE-HNC/ MSA Los resultados de DME se muestran en puntos

negros y blancos para g“ _(r,w/4;a) y g _,_(r 7 /4; a), respectivamente.

la mancuerna en el eje donde 6 = /2 es cero, las correlaciones eléctricas son debidas
dnicamente a los iones del fluido. Consecuentemente, dado que el presente sistema se
encuentra altamente apantallado, esperamos un comportamiento cuasineutral del fluido,
que es lo que se muestra en la Fig. 5.11 para la teorfa y simulacién. Sin embargo, DME -
y TPE sugieren una ligera atraccién cerca del punto de contacto. Este efecto puede ser
explicado bajo argumentos electrostiticos simples. El mecanismo bésico es la atraccién
electrostatica debida a las cargas de signo opuesto localizadas arriba y abajo sobre el eje
de la mancuerna. El hecho de que se presenten oscilaciones se debe principalmente a los
efectos de volumen excluido.

Los resultados para 8 = /4 se muestran en la Fig. 5.12. Tenemos un acuerdo cuali-
tativo entre teoria y los resultados de simulacién, y esto se cumple para las dos especies
idnicas.

La grafica tridimensional en coordenadas cartesianas de la funcién de distribucién de
tres particulas gﬂ_]__(r, 6;r=a)= gﬂ_ +(r,m — 6; 7 = a), obtenida por TPE-HNC/MSA,
es mostrada en la Fig. 5.13. El maximo y minimo sobre la superficie de contacto de la
mancuerna estdn localizados en # = 0 y @ = 7, respectivamente. Se observan otra vez
oscilaciones para cada 4ngulo asf como para cada separacién de la mancuerna, 7

Fuerza efectiva

La fuerza efectiva entre dos iones igualmente cargados y dos iones de carga opuesta
como una funcién de su separacion, r, estd dada en la Fig. 5.14. Se observa que TPE y
HNC/MSA muestran muy buer acuerdo con los datos de s1mulac16n para ambos casos

*'ﬂ"wa"""*" R
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8 2:2,p=1M,t=2
T

41 SE_I, XaY)

Figura 5.13: Gréfica tridimensional (en coordenadas cartesianas) de la funcién de distribu-
cién de tres particulas, gfﬂ__(r,ﬂ;'r = a), obtenida por TPE-HNC/MSA, para los mismos
parametros del fluido que en las Figs. 5.11 y 5.12.

p=IM;22

Fmly/k,T)

3
r’a

Figura 5.14: Fuerza media efectiva entre dos iones con }a misma carga (F...) y dos iones con
carga opuesta (F,._) como una funcién de su separacién r, para el caso concentrado (p =1M
y z = 2). La linea s6lida representa los resultados de TPE-HNC/MSA, la linea intermitente.
los resultados de la teoria estindar HNC/MSA. Los resuitados de DME se muestran en puntos
blancos y negros para F.._(r) y F,.(r), respectivamente.

é
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(F++ y F..), como era de esperarse.

Un efecto interesante es el cambio abrupto en la derivada de F. . (r) el cual ocurre
en r = 2a, y que aparece menos marcado en los resultados de simulacién (debido a la
suavidad del potencial de interaccién y también a la menor resolucién de estos datos).
Este cambio abrupto en la derivada 10 es un artificio de la teoria (o de la simulacién) sino
que es un efecto real. Este efecto se debe a las correlaciones por volumen excluido y en
menor grado a las correlaciones electrostaticas. Es claro que en r = 2aq, la configuraciéon
con contraiones presentes exactamente entre dos coiones es energéticamente favorable (i.
e., + — +). Cuando r > 2a (maés precisamente r — 2a™) la presencia de un ion entre las
particulas conduce a una mayor resistencia, al nivel de la fuerza de deplesion, cuando los
dos iones se aproximan. Por otro lado, cuando r > 2a (mas precisamente r — 2¢~), la
ausencia de un ion entre las particulas produce una menor resistencia a la aproximacion
entre los iones. Este mecanismo explica (i) la discontinuidad de F4, en r = 2a y (i)
el hecho de que |F,  (r = 2¢7)| < {F,,.(r — 2a™)|. Este efecto también podria ser
observado en esferas duras neutras. ’ :

Hasta donde podemos ver, para F,_ la discontinuidad en la derivada est& ausente o
practicamente indetectable. Esto se debe al hecho de que, en r = 2a, la probabilidad de
encontrar un ion entre dos iones de signo contrario (i. e., + —+) es considerable menor
a la obtenida con la configuracién + — +, ademas de que varfa més suavemente.

Caso diluido

p=0005M ; ++; B=x/2 p=0005M ; ++;: 9=mr2

1.2 ™

-

0 5 10 18 0 20 30 40
r/a rla

Figura 5.15: Funcién de correlacion de tres particulas: () g!ﬂ_(r, 7n/2:a) y (b)
QEL+(T, 7/2;a). El fluido es un electrolito divalente a una concentracién de 0.005M. La
linea s6lida representa los resultados de TPE-HNC/MSA. Los resultados de DME se muestran

en puntos negros y blancos para (a) gEL(r, T/2;a)y (b)g[f]_.,.(r, 7 /2; a) respectivamente.
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En esta seccién tratamos con el caso diluido{p = 0.005M} de iones divalentes (z =
2). En soluciones a baja concentracién, las correlaciones de largo alcance son las mas
relevantes. Aqui;, la mayoria de las teorias de liquidos fallan 2n la descripcién de su

 comportamiento bajo estas condiciones [47, 84]. Por lo tanto, el estudio de soluciones

electroliticas a baja concentracién de iones polivalentes representa una prueba fuerte para
cualquier teoria de liquidos.
Mancuerna cargada simétricamente

Las Figs. 5.15(a) y 5.15(b) muestran la comparacién entre los resultados de TPE

y los datos de DME, para la funcién de correlacién de tres particulas g (r,7/2;a) ¥

ga_5_+(r, 7/2;a), 1. e., los contraiones y coiones de la mancuerna, respectivamente. Primero

que todo, podemos ver que la DCE es mds ancha que en el caso concentrado i. e., las
correlaciones en este caso son de largo alcance. | »-a los contraiones [ver la Fig. 5.15(a)],

. los resultados de TPE y DME muestran un miuy buen acuerdo cualitativo, aun para

puntos cercanos a la distancia de maximo acercamiento. Para el caso de los coiones (ver

Figura 5.15(b)), i. e, g?h(r 8 = 7/2), se encuentra un buen acuerdo cualitativo de TPE
con los resultados de DME.

p=0.005M ; +; 0=w4

0 5 10 15 20 25 30
g rla

Figura 5.16: Los mismos calculos que en la Figura 5.15 pero para § = 7 /4.

En la Fig. 5.16, se muestra la comparacién entre los resultados de TPE y DME, de la
funcién de distribucién de tres particulas para # = 7 /4, para los mismos parametros que
en la Fig. 5 15. Se observa que el valor de contacto de gL_L_ es mucho menor (por dos
ordenes de magnltud) que para 7/2. Esto se debe a la disminucién del campo eléctrico
efectivo en § = m/4 respecto a # = /2. Como podemos ver, en 0 = 7 /4, el acuerdo entre

- TPE y MD es cuantitativo y cualitativo.
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Figura 5.17: Gréfica trldnmensional (en coordenadas cartesianas) del logaritmo de la funcién

de distribucién de tres particulas g _(r 8; T), obtenido por TPE-HNC/MSA para los mismos
parametros del fiuido que en las Figs. 5.15y 5.16. (3) T =a (b) 7 = 5a.

En la Figura 5.17, se muestra la grafica tridimensional, en coordenadas cartesianas,
del logaritmo de la funcién de distribucién de tres particulas (para los contraiones de la
mancuerna), obtenida por TPE-HNC/MSA. Para 7 = @ [ver Fig. 5.17(a)], se observa
una fuerte variacién de la funcién de distribuciér en los puntos cercanos a la mancuerna,
i. e, en la superficie de maximo acercamiento. Como es de esperarse el maximo de la
funcxén se observa en @ = x/2. En la Fig. 5.17(b) se muestra la grifica tridimensional
del logaritmo de la funciéon de distribucién de tres particulas, para una separacién de
T = 5a. La funcién de distribucién no muestra picos tan pronunciados como en el caso de
la Fig. 5.17(a); en este sentido, ésta es mas simétrica alrededor de cada ion que forma la
mancuerna. Sin embargo, se observa que bajo estas condiciones (p, z y 7) los iones que
forman la mancuerna se encuentran todavia fuertemente correlacionados, i. e., sus dobles
capas eléctricas se encuentran fuertemente traslapadas, ain para separaciones mayores.
Bajo estas condiciones tuvimos que ir hasta una separarién de 7 = 60a, la cual no es
mostrada, para alcanzar a descorrelacionarlos.

Mancuerna cargada asimétrica

Por tltimo, analizamos la funcién de distribucién e tres particulas para el caso diluido,
donde. la mancuerna se encuentra constituida de dcs ‘ones divalentes de carga opuesta.
La Figura 5.18a muestra los resultados de TPE y DME . La comparacién se lleva a
cabo para los mismos pardmetros del fluido que °n las Vigs. 5.15 y 5.16. En este caso,
tinicamente mostramos la compa.rac16n en # = /4, dado que para § = 7/2, tenemos
que g.[fl__(r,() =n/2) = g+,,+(r,9 = 7/2) = 1. So cbszrva que el acuerdo entre TPE
y DME es tan bueno como en el caso de la F:g. 5.16. En la Fig. 5.18b se muestra
la grafica tridimensional del logaritmo de la fun:ién de distribucién de tres particulas,
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Figura 5:18: (a)Funcién de distribucién de tres particulas, gfﬂ_,-(r, 7/4;a). El fluido es un
electrolito divalente a una concentracién de 0.005M . La linea sélida representa los resultados
de TPE-HNC/MSA, mientras que la linea intermitente los de ASK. Los resultados de DME se
muestran en puntos negros y blancos para g["’]_,(r, T/4;a) y g.[fl_+(r, 7 /4; a), respectivamente.
(b)Gréfica tridimensional (en coordenadas cartesianas) de la funcién de distribucién de tres
particulas 9{3]__(1', ), obtenido por TPE-HNC/MSA para los mismos parimetros del fluido
que en (a).

9[3],._(1', 6;r = a) = gE]_+(r,1r — &;7 = a), obtenida de TPE-HNC/MSA. Se observa
que la gréifica de la funcién de distribucién es centro-simétrica con respecto al eje de la
mancuerna. Este hecho es consistente con el hecho de que In[gi®l(r)] es el potencial de la

fuerza promedio. Como era de esperarse la funcién es fuertemente pronunciada en 8 = 0. °

Fuerza efectiva

.En la Fig. 5.19 est4 dada la fuerza efectiva entre dos iones divalentes, igualmente
cargados [F;,(r)] y con carga opuesta[F,_(r)], como una funcién de su separacion r,
cuando se encuentran inmersos en un electrolito divalente, a una concentracién de 0.005M.
Al igual que en el caso concentrado se observa un cambio abrupto en la pendiente de
Fii(r) en r = 2e. El mismo mecanismo propuesto para el caso concentrado aplica en
este caso. Este efecto importante no es predicho por la teoria HNC/MSA, probando asi
la mejora cualitativa al usar TPE. Esta mejor descripcién se debe a la inclusién propia
de correlaciones de largo alcance. Finalmente, observamos un acuerdo cualitativo entre
los resultados de TPE y DME el cual es el resultado principal de este trabajo.

5.7 Conclusiones de capitulo

En este capitulo hemos investigado la estructura de un electrolito tipo MPR monovalente
y divalente por medio de teorias de ecuaciones integrales y DME. Usando la eztensidn a
tres puntos de la ecuaci6n integral HNC/MSA hemos obtenido la funcién de distribucién

e R T
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p=0.005M; 2:2
12 T T

Frl /k, T

2 4 6 8 10
r/a

Figura 5.19: Fuerza efectiva entre dos iones igualmente cargados (F..) y entre dos con carga
opuesta (F._)} como una funcién de su separacién r para el caso diluido p = 0.005M y 2z = 2.
La linea s6lida representa los resultados de TPE-HNC/MSA, la linea intermitente representa los
resuitados de HNC/MSA. Los resultados de DME son mostrados en puntos negros y blancos
para F,..(r)y F+.,.(r) respectivamente.

de tres particulas, g.yﬁ,(r #), bajo ciertas condlclones la cual ha sido comparada con datos
de DME. Para el electrolito 1:1 el acuerdo cuantitativo entre DME y TPE ‘es excelente
tanto a nivel de gi®l(r,#) asi como de ¢‘?(r). Por otro lado, para un electrolito divalente
explicitamente reportamos resultados para dos concentraciones tipicas del electrolito, p
(i) el caso concentrado (1M) y (ii) el caso diluido {0.005M).

En lo que al caso concentrado se refiere, se encontré que g,[rsgi(r, #) siempre presenta
“oscilaciones. Por otro lado, la comparacion detallada entre TPE y MD, la cual se llevé

a cabo para r = a, muestra un excelente acuerdo tanto cualitativo como cuantitativo.
Aunque no es mostrado, esto es cierto para cada valor de 7.

Ademas de la funcién de distribuciéon de tres particulas, g.[ygi(r, #), investigamos otro
observable, es decir, la fuerza media entre las particulas que forman la mancuerna como
funcion de su separaciéon. Hemos comparado la fuerza obtenida por DME con los resul-
tados obtenidos por la teoria estdndar HNC/MSA y TPE-HNC/MSA, para las mismas
condiciones del electrolito.

"En el estudio de la fuerza efectiva en el caso concentrado encontramos que, ambos,
TPE v HNC/MSA tienen un excelente acuerdo con DME, lo cual es consistente con
comparaciones previas entre HNC/MSA v Monte Carlo. Por lo que podemos concluir
que TPE también es adecuado para describir soliciones electroliticas concentradas. Es
importante mencionar el comportamiento particular en la fuerza entre iones igualmente
cargados observado en r = 2a, donde se observa un cambio abrupto de pendiente que
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se encuentra en ambas predicciones, TPE v HNC/MSA, el cual aparece suavizado por
las simulaciones de DME. Este comportami=nto nc puede ser observado en la funcion de
distribucién por pares.

En el régimen diluido, el analisis de la funcién de distribucién de tres particulas y de la
fuerza efectiva promedio, muestra la naturaleza de largo alcance de las correlaciones. Para
la funcién de distribucién de tres particulas tuv:mos que ir a una separacién de 7 = 60a
para descorrelacionar los dos iones que forman a la mancuerna. Cuando los resultados
de TPE son comparados con los resuitados de [’ME, otra vez se encuentra un excelente

acuerdo. El estudio de la fuerza media efectiva revela un acuerdo cuantitativo excelente

entre TPE y DME para la fuerza entre dos iones de carga opuesta, F,_, aunque la teoria
HNC/MSA es también muy buena. Para la fuerza F. . debemos remarcar la presencia de
un cambio abrupto en la pendiente de la fuerza entre iones igualmente cargados cuando
estdn separados a una distancia de 7 = 2a. En este caso, DME también predice este
comportamiento mientras que HNC/MSA no. Por otro lado, TPE y DME muestran
un acuerdo cualitativo lo que demuestra la habilidad de TPE para tomar en cuenta las
correlaciones de largo alcance. -
Tenemos dos conclusiones generales de este capitulo:

e En el régimen concentrado, TPE describe al MPR tan bien como las teorfas previas,
en este caso, como HNC/MSA.

e En el régimen diluido TPE verdaderamente mejora la descripcion del MPR simétri-
CO. .

La mejor descripcién (que teorias anteriores) del electrolito tipo MPR fuertemente
acoplado y diluido, por TPE-HNC/MSA puede ser relevante, por ejemplo, para el estudio
de las propiedades criticas {137, 138]. Finalmente, esta teorfa podria ser exitosamente
aplicada al estudio de fluidos de esferas duras neutras.

v s,
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Conclusiones generales y perspectivas

En este trabajo estudiamos algunos aspectos particulares del comportamiento de fiuidos
cargados homogéneos e inhomogéneos. El efecto de sobrecargado es el tema principal.
Como se discuti6 en la introduccion, dicho efecto ocurre en diversos sistemas de interés
tecnolégico y aparece como un efecto intrinsecamente de muchos cuerpos, por lo que nos
hemos basado en las teorias de liquidos para su estudio. El estudio es amplio en el sentido
de que se han aplicado las técnicas y teorias mecénico estadisticas al anélisis de modelos
simples de diferentes sistemas de interés tecneldgico. Estos modelos, si bien simples, nos
proporcionan informacién ttil para la comprensién de sistemas reales. En este trabajo
hemos respondido las siguientes preguntas:

o ; Es real el efecto de sobrecargado o es un artificio de la teoria? R: La existencia de
dicho efecto queda confirmada por el acuerdo entre la teoria, los datos de simulacién
molecular y el experimento. .

e ; Cuales son los factores que producen dicho efecto? R: En el analisis de la doble capa
eléctrica de geometria cilindrica se muestra la importancia que tiene las correlaciones
por. tamanio en la descripcién de dicho efecto. De aqui podemos resaltar el hecho
de que encontramos sobrecargado en sistemas formados por iones monovalentes y
didmetro mayor. En el-analisis de la doble capa eléctrica de geometria plana se
encuentra que ésta puede ser lescrita en términos de tres pardmetros adimensionales,
estos parametros son una Ir >dida de: (i) la interaccién ion-ion, (ii) la interaccién
ion-superficie y (iii} el volurmen exciuido por los iones. Estos parémetros proveen
de criterios universales parw la aparicion del efecto y a través de ellos se puede
establecer lo siguiente: Ei efecio le sobrecargado resulta de una combinacion entre
los efectos de volumen ezciuido y de correlacion electrostdtica, es decir de un balance
favorable entre entropia y erergia.

e ; Cuales son las consecuencias de dicho efecto? R:

1. El hecho de considerar los efictos de correlaciones de corto alcance se refleja en
la forma de los perfiles de concentracién, los cuales muestran oscilaciones. Las

o7
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oscilaciones en los perfiles de concentracion son una manifestacion del efecto
de sobrecargado. Otra manifestacién del efecto de sobrecargado se presenta en -
la curvatura del potencial ¢ como funcién de la densidad superficial de carga.
En este trabajo se establecc la concavidad de dicha funcién, hecho que ha sido
ampliamente discutido en ‘a literatura y que se resuelve en este estudio. La
concavidad del potencial ¢ es otra manifestacién de las correlaciones de corto
alcance v por lo tanto del efecto de sobrecargado y tiene consecuencias en los
experimentos de electroforesis. En dichos experimentos, debido a este efecto,
se puede producir un revertimiento en la movilidad electroforética.

2. Los efectos entropicos tienen implicaciones en los fenémenos de adsorcion. En
este trabajo hemos analizado mecanismos de adsorcidn en los que dichos efectos
juegan un papel determinante. Estos efectos son: (i) Adsorcién de macroiones
sobre una superficie igualmente cargada. (ii) Formacién de estructuras en
una superficie con carga y sin carga. (iii} Atraccién efectiva entre macroiones
igualmente cargados mediada por la presencia de una campo externo. Todos
estos resultados son novedosos y aparentemente contraintuitivos, ademas de
que son de importancia tecnoldgica en terapia génica, en la formacién de capas
estructuradas (layering), en el autoensamblado de estructuras en superficies,
en corrosién y adsorcion de asfaltenos, etc.

3. El hecho de poder describir a los fluidos cargados en términos de pardmetros
escalables adimensionales da coherencia a las mediciones experimentales donde
se encuentran fuerzas efectivas atractivas de largo alcance. En estos experimen-
tos, el término largo alcance significa del orden del didmetro de las particulas
coloidales, las cuales estén en el rango de micrémetros. De acuerdo con nues-
tra descripcion del capitulo 3, al escalar los pardmetros del sistema de man-
era proporcional, el comportamiento del sistema (el rango de las interacciones
efectivas) escala de la misma forma. Por lo tanto, el largo alcance de las in-
teracciones en suspensiones coloidales es el resultado de la combinacion de los
efectos de muchos cuerpos y el alcance de dichas interacciones es el resultado
de] escalamiento de los perametros del sistema. '

El tratamiento de fluidos homogan-os cargados a través del formalismo de extensidn
a tres puntos nos arroja las siguientes —or.clusiones:

¢ El formalismo en verdad funciona como un método para incorporar mas correlaciones
en una teoria dada de ecuaciones irteyrales. '

e El formalismo describe al MPR tan bien como las teorias estandar en el régimen

de alta concentracién y mejora nosablemente cualquier descripciéon en el régimen
diluido.

e En este trabajo se hace por primera vez un estudio det MPR a nivel de la funcién
de distribucién de tres partfcuias. Dico estudio provee mas informacion de la fisica
de dichos sistemas. '
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e La mejor descripcién del MPR a través de este formalismo abre la posibilidad de
estudiar al sistema en donde las correlaciones de largo alcance desempefian un papel
determinante, p. ej. en la regién cercana al punto critico.

Nuestros resultados han respondido a las preguntas que hemos apuntado anterior-
mente, sin embargo, surgen nuevas interrogantes que creemos que podemos respouder en
el futuro.

e Ll desarrollo de las técnicas numéricas de solucién empleadas en ¢} forinalisine de
extension a tres puntos puede emplearse para el estudio de las interacciones entre
particulas coloidales esféricas. El estudio de estas interacciones tiene también un
amplio interés tecnoldgico y es importante tanto para la interaccion electrostatica
como para la interaccién por volumen excluido. El efecto de la forma de las par-
ticulas coloidales también puede resultar interesante ya que puede tener un interés
méas amplio estudiar las interacciones entre particulas en forma de varilla cilindrica. -
Las técnicas de solucién numérica aqui presentadas pueden extenderse de manera
directa a esta geometria. ~

e Las técnicas aqui desarrolladas también pueden ayudar a estudiar, por ejemplo, el
papel que desempeiian la correlaciones laterales en el efecto de sobrecargado ast
como en los efectos de adsorcion. Ademas de que la aplicacién del formalismo de
extensién a tres puntos al estudio de fluidos homogéneos puede resultar exitoso para
diferentes modelos de interacciones. :

e Los efectos entropicos tienen consecuencias en los estudios de capacidad diferencial
en los sisteinas electroquimicos, en donde este hecho no ha sido considerado.
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Apéndice A
Diagramas de Mayer

En este apéndice describiremos brevemente la construccion de los diagramas de Mayer
asf como algunas de sus propiedades. En la Ec. (1.17) podemos ver que un desarrollo
en potencias de p de la funcién g(r) involucra integrales multidimensionales sobre las
coordenadas de las particulas. Tales integrales son representadas en forma grafica.
Consideremos, por ejemplo, alguna de las integrales que aparecen en la Ec. (1.17). En

- general, una de las integrales correspondientes a la k-ésima potencia del desarrollo puede

expresarse como

//H f,‘jd!‘;;...dl‘k ' (Al)
: {i3}

donde fi; = f(ri;) = e~#%(F) —1 es 1a funcién de Mayer e {ij} representa un subconjunto

de funciones tales que 7,j < k'. A cada integral de la forma (A.1) corresponde un

diagrama. La forma de asociarle un diagrama la damos en los siguientes puntos:

1. Dicho diagrama consiste de cierto nimero de punios, de los cuales, ciertos pares se
encuentran conectados por ligas.

2. Los punf:os representan las coordenadas de las particulas y llevan la etiqueta corres-
pondiente. -

3. Los puntos son de dos tipos: puntos blancos (o puntos de raiz) que corresponden a
las coordenadas no integradas; y puntos negros (0 puntos de campo), que representan
las coordenadas de integracion.

4. Un punto etiquetado como { se asocia a las coordenadas de una particula. -
5. Una liga entre los puntos 7 y j la asociamos con una funcién n(r;;).

6. Un diagrama simple es aquel en el que un par de puntos estan conectados unicamente
por una liga.

1Por el momento discutiremos las caracterfsticas de estos subconjuntos.
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7. El valor de un diagrama es el valor de la integral que representa el diagrama; el cual
es una funcién de las coordenadas asociadas ccn los puntos blancos y una funcional
de las funciones asociadas con los puntos negros.

A consinuacién damos un ejemplo de tres integrales con su respectiva representacion:

‘ 34
L= fff(rla)f(i‘34)f(r42)dr3dr4 - I_ T
t 2

| -

I = f/f(r13)f(r34)f(1‘42)f(1‘14)f(i'sz)dl'st = m
' 12

I

/f/f(l'ls)f(l‘SS)f(1'45)f(l‘42f(1'15)f(1‘25)f(l‘14)d!'3dr4dl'5=

(A.2)
Los puntos negros corresponden a variables mudas. De esta forma, la manera como se
encuentran etiquetados es irrelevante. El valor de un diagrama sin etigueta involucra un
factor combinatorio relacionado con la estructura topolégica del diagrama. El valor de un
diagrama es el mismo bajo cualquier permutacién entre los fndices de los puntos negros.
Hay un subgrupo de diagramas que son topoldgicamente equivalentes. Se dice que dos
diagramas son topologicamente equivalentes si estan caracterizados por el mismo conjunto
de conexiones. En términos de la integral a la cual representa un diagrama, equivalencia
topologica significa que el integrando no se altera bajo permutacién de indices. De esta
forma. por definicién el valor de un diagrama simple I’ que contiene n puntos blancos,
etiquetados del 1 a n y m puntos negros, sin etiquetar es

la suma de todos los diagramas topolégicamente
T =(1/m!) { no equivalentes obtenidos al asignar las (A.3)
etiquetas n 4+ 1,....n -+ m a los puntos negros :

Por otra parte, dos diagramas sin etiquetar son topoldgicamente distintos si es im-
posible encontrar una permutacion que convierta una versiéon etiquetada de uno de ellos
en una version etiquetada del otro. Los diagramas topolégicamente distintos representan

T,
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(a) {b) (c)

Figura A.1:

S

(@) (b)ﬁ ©
Figura A.2:

integrales distintas, aunque ocasionalmente pueden tener el mismo valor. Este tipo de
diagramas son importantes debido a que las funciones mecdnico estadisticas usualmente
se obtienen como la suma de diagramas topologicamente distintos con ciertas propiedades.

Dos puntos son adyacentes si estan conectados directamente por una liga. Una secuen-
cia de puntos adyacentes se denomina trayectoria. Dos trayectorias entre un par dado de
puntos son independientes si no tienen un punto intermedio en comin. Un diagrama
es disconezo si consiste de dos 0 méas componentes; si dos puntos caen en componentes
diferentes no hay trayectoria-alguna entre ellos. Un diagrama conezo puede ser conexo
multiple o conexo simple. Si hay al menos n trayectorias independientes entre cualquier
par de puntos, se dice que el diagrama es conezo n-tuple. En la Fig. A.1 mostramos (a) un
diagrama conexo simplemente (b) conexo triple ¥ (c) un diagrama de dos componentes,
las cuales son conexas doble. '

Cuando se remueve un punto de un diagrama v ésto causa que el diagrama se vuelva
disconexo, el punto se llama punto de coneridn. Al remover una articulacidn de un
diagrama conexo, el diagrama se descompone en dos o més componentes de las cuales al
menos una no contiene puntos blancos; un par articulado es un par de puntos los cuales
al ser removidos tienen el mismo efecto. Un diagrama que esta libre de articulaciones se
denomina irreducible. Si un diagrama contiene al menos dos puntos blancos, un punto
nodal es aquel por el cual pasan todas las trayectorias entre un par particular de puntos.
En la Fig. A.2 se muestran ejemplos donde sefialamos con flechas (a) una articulacion,
(b) un par articulado (c) un punto nodal.

Finalmente, hay dos clases especiales d> diagramas que son importantes en la teoria

de liquidos. Estos son las cadenas y los aniilos, de los cuales mostramos un ejemplo en la
Fig. A.3. '
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1 ]

' Figura A.3:
‘ . I * ; ; = w
i ) 1 1 2

Figura A.4:

La definicion de los productos estrella entre un par de diagramas es de utilidad. Sean I'y
un diagrama conexo con n; puntos blancos y I'; un diagrama conexo con ns. El producto
estrella I'y es formado uniendo I'; y I’y de tal forma que todos los puntos que llevan la
misma etiqueta coinciden. La formacién de un diagrama estrella es ilustrada en la Fig. A 4.
Si los puntos blancos de I'; y I'; no tienen etiqueta alguna en comitn, o si algin diagrama
contiene Unicamente puntos-negros, €l producto estrella es un diagrama disconexo cuyos
componentes son I'; y I';. Los diagramas estrella-irreducibles son diagrainas CONexos que
no pueden ser expresados como el producto estrella de otros dos diagramas excepto cuando

uno de los diagramas consiste de un solo punto blanco.
Dado que la Ec. (1.17) puede escribirse como

n=}

) o0
o) = e-utri {1 ns p"gn(m)}

el k-ésimo coeficiente del desarrollo en serie puede escribirse como

la suma de todos los diagramas simples que consisten de dos
puntos blancos etiquetados con 1 y 2, k£ puntos negros
unidos por ligas f; sin incluir los diagramas que tienen
puntos de conexién

gk(r12) =

Una clase de diagramas denominado diagramas serie estan definidos por

todos los diagramas simples que consisten de dos
puntos blancos etiquetados con 1 v 2. k& puntos negros
be{r12) = { unidos por ligas f; sin incluir los diagramas que tienen
+ puntos de articulacién pero que contienen al menos
un punto nodal

(A.4)

(A.35)
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X

12
Figura A.5:
La importancia de esta clase de diagramas radica en ¢! hecho de que puede escribirse

T12 Z Prbn T12 (T12) - C(Tm) (A-?)

Otra clase importante de diag -mas son los denominados diagramas puente o elemen-
tales, los cuales son :

b

todos los diagramas simples que consisten de dos
puntos blancos etiquetados con 1 y 2, k puntos negros
di{r12) = { unidos por ligas f; en donde los puntos blancos no . (A.8)
son un par articulado, no contienen puntos nodales vy
no hay liga fio

\

El tnico diagrama puente de segundo orden es mostrado en la Fig. A.5
Esta clasificaciéon de los diagramas da como resultado que el potencial de la fuerza
promedio w(ry;) se escriba como

Bw(riz) = Bu(riz) — b(ri2) — d(Tm) (A.9)

Por lo que combinando las Ecs. (A.7) y (A.9) haciendo uso de —Bw(ry2) = logg(ri2) =
log[h{r;2) + 1] tenemos

h(?‘lg) — C(Tlg) log[h(rlg) + 1] ;311(?'12) d(?"u) . (A 10)

Dado que h(rlg) ¥ C(Tlg) estan relacionados por medio de la ecuacién de Ornstein-Zernike,
la Ec. (A.10) puede escribirse como una ecuacién para h (o para c), en caso de que se
pudiera escribir una relacion para la funcion d{ry») en términos de A (y/0 ¢) Ginicamente.
El desarrollo en serie de d(r;s) puede reemplzzeérse por un desarrollo en términos de
h(r12), el cual se sustituye en la Ec. (A.10). E! resultado, junto con la ecuacion de
Ornstein-Zernike, es una ecuacion integral exac:a psra h(ry3), sin embargo. el desarrollo
se vuelve intratable. Si hacemos la aproximacicn de diry2} = 0 la Ec. (A.10) obtenemos
una ecuacién integral aproximada para h(ri2) condc:de como la aproximacién de cadena
hipertejida (HNC hypernetted-chain).
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Apéndice B
Expresiones analiticas para los kérneles

En la aproximacién MSA,

67, _
3¢4(5) = me - -aﬂvzs"’ - -2%5713‘ (B.1)
Y 25 - or rz 2
€ 8 8
=7 {1 T+ Te) T r_a)ﬂ} (52
i)ara._ § < a 'y cero en otro caso. Las constantes estdn dadas por
: 1
Fa = -3+ %\/1 + 2xa, - (B.3)
4 2 n
K2 = B S 2, (B4
i=1 .
| 1 . |
n =-—67ra, Z Pi (B°5)
Li=l
(1 +2n)?
PO S s/ 2 B.6
! (1 — n)4 ( )
(1+ 37)°
g = B.7
Y2 T=n (B.7)
- |
—_—— B.8
Y3 (1+Ta) - (B.8)

De aqui yue las expresiones para los kérneles estan dadas por

K(z.y) = %[(r —y)?-d’]+ 2—;172[114— y|® —a’] + %Eg[lx - y}® - d”] (B.9)
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paraz—a<y<r+a,V¥y

2, - ?
Ly == {[a— vl e~ %+ 3 () - m}

(B.10)

para £ — a < i < 7 + a. La expresion para J(z) se puede obtener analiticamente
1 . . Y
J(z) = 2mpr {671@3 — 3a%p + 2a°} + %[p4 — 4a%p + 3a*) + iar [p® — 6a’p + 5a°]} :

o (B11)
11
~para a/2 < z < 2a y cero de cualquier otra forma. Hemos cefinido ap=2z — af2.

e e s At T———




Apéndice C
La aproximacién esférica media

Las expresiones para la funcién de correlacion directa, de un electrolito tipo modelo pri-
mitivo han sido obtenidas por Blum y Hiroike, a través de la solucién de la ecuacién de
Ornstein-Zernike, en el bulto [139, 140, 141). Las expresmnes de la funcién de correlacién
directa pueden escribirse como :

2
2;z€
cij{s) = C Fs) + ( ) — B—"—“te; , (C.1)
donde -
€2 z,zJ
— (G + , para 0<s< Ay
SRy ={ e a;; + z z; :
¢ (s) Eﬁ ( AR A Yij + M8 + Ca'jsa) para Ay < s < ay (C2)
0, para s > Gjj
a; — Qj +
con A;; = |————’| ya; = %% La funcién c 5(s) es la funcién de correlacién directa

para una mezcla binaria de esferas duras en la aproximacion de PY. Para las especies de
particulas del mismo tamano estd dada por

HSn _ | —vi—xis— 68, st s<ay
cii (8) = { 0, si s> a (C.3)

Para particulas de diferente tamano esta dada por

oy, : si 5 <A,
2 3 4
_ vr + 4Mdz° + ox )
e (8) =14 o + [ . ] si A<s<a; (C4)..
0 : st s> a3

con r = § — A3 y las constantes dadas por
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8§ = (Tl,f -- FI,‘),

. ai 2
Cij = Q[anj —‘:‘3‘?3,' + Esi .

(C.5)

(C.6)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

T+ I; a, — a. .
Qi = (a,- — G.J') {'(1—4"?-)—[85 - Sj] - (—-I-Té*"i‘)'[(n, +Tz; + n; + rl,'j)g - 4?’&,‘1’&]']} ) (CT;
‘ 2 2 1 P 2
Yij = (:B,',— Ij) (n,: - nj) + (.’L',- + :rj) '+ (a,- + aj) nin; — -?; a;s; + ajsj],
- I :‘CJ 1 9 9
Mij = (T:Si + a-;Sj + n,-'nj - -2~[Si + SJ-],
oS s
Y 6al  6a?

donde I se obtiene de la ‘solucidn de la siguiente ecuacién algebraica

77626 n
> poilz+ nia;)>.

=1

r?=

Las constantes n; se obtienen de la solucion del siguiente sistema algebréico
n

— (Z,‘ + na;) L =n; + CG,‘Z (z; + tha,'),
C j=1

T T .
donde ¢ = 5[1 -3 3 pal] !, y las x; estan definidas como z; = 2; + na;.
F=1 ‘ '

_ 08p(p1 + p2, p3)’
d(p1 + p2)

h=uwm

e = d8p(pr + p2. p3)’
: dp3

_ 93p(p + 0, p3)
aps

! y

Xt = _6[ﬁ1329f1(0) + 7?3“39’33(“3)]

: v = —6[7?1‘1911(0«) + "7303933(03)]013913(013),

(C.11) .

(C.12)

e e e e -
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d = %["?1”1 + 13v3), (C.18)
8 A+t p)[1+E+ €7 ‘
p= _ 3
. (1 - f ) (C 19)
__l_zinlng (a3 - a) [(a + a3) + aag (fha% + m3a3)] .
(-6 |
gnfa) = {[1 + %g] + %ngag (a — a3)} (1- “;‘)_2 , (C.20)
g13(a13) = [asgni(a) + agss(as)], (C.21)
§ =ma’ +ma, ' (C.22)
"= g(m + p2), (C.23)
T = %ps, (C.24)

X3 , 933 (a3) se obtienen al intercambiar n;,a; con 73,a3, en las expresiones para xi, g11 (a).

C.1 Las expresiones para los kérneles

Kz, y) = f chi” (s) sds, | (C.25)
(z-yl ‘
Vi 2 Xi[3 3y O/ s5
- Kilz,y) = ) (a‘ii —(z-v) ) ) (aii = |z - yl) T3 (%‘ |z -yl ) ' (C.26)
para a; > |r — yl.
Ki(r,y) =0 para a;<iz—yl (C.27)
_ _ oy 2 _ 2 E 3 (5/\ 4 é 5 CQS
Ki(2,y) = K (2.9) = 5 (ol — (2 =9)°) + 30" + 8da* + 2%, (C.28)
para |z -yl < X
. .
Kis(2,y) = K (z,y) = 3 (ehs = (2 = 9)) + 3 (& = (le =yl = 1)*) +

(C.29)

| O

sx(at = (Jz —yl = ) + 2 (¢ = (Jz -1 = )?).
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para A < |z — y] < a13.
K’IS (:c,y) =0, 81 ap;z < 1.’1‘—@!. ‘

m -
Lji(z,y) = / C}sz'R(S)st,
lz—y|

&8 [ Gij (12
Li(s)=— %" (0% — (@ - v)") + 2z (0 = lz = y]) + 5 (@i — Nig) =
Yij Tij Sis 5
-—éi (a?j - A?j) + -;—’- (a?j - A?j) +- {a?j - ’\ij)}
para 0 < |z —y| S Ay
e2ﬁ‘

Ly(z,v) = =2 {(0u + 202) (@ = o~ 9l) - 2 (a} - o - oF)

+2 (of o) + 3 (o~ e o).

bara Aij < |z —y| € ay

Lij (I, y) ={, si ai; < l.’.!? - y|

F i

(C.30)

(C.31)

(C.32) |

(C.33)

(C.34)




Apéndice D

El 'método numeérico

D.1 El método de elemento finito

Para resolver la ecuacion TPE-HNC/MSA, Ec. (5.18), se tienen que usar técnicas de
métodos numéricos debido a la imposibilidad para obtener soluciones analiticas. El méto-
.do de elemento finito (MEF') ya ha sido usado anteriormente para resolver la ecuacién
HNC/MSA en varias geometrias (16, 102] y ha demostrado ser un método eficiente. En
este apéndice describimos el MEF usado para resolver la ecuaci6n (5.18). Partiendo de la
forma general de la ecuacion integral TPE-HNC/MSA, la cual viene dada por la forma

i o0 2 .
gei (n,§) = exp {Mi(n,ﬁ) + f_ . fm( 0 Y Poham (0. EVF (0,7, dn’dﬁ'}, (D.1)
m=1

donde Ao (7,€) es una funcion definida en el dominio bidimensional (n,£) € [-1,1] x
[1,00). Dado que, hom (7,€) # 0 Gnicamente en una regién cercana a la mancuerna,
podemos resolver la ecuacién integral en un dominio finito. En el MEF {142] el dominio
queda dividido en N elementos. A su vez cada elemento, en un dominio Ak, es dividido
en Lg sub-elementos. Por conveniencia, cdebe buscarse la geometria mas simple de los
elementos finitos. En nuestro sistema coordenado. la geometria de las dos esferas es
mostrado en la Fig. D.la asi como la division del espacio de solucién. Con el fin de
obtener geometrias simples de los elementes hinitos, el espacio de solucién en coordenadas
(z,y) es mapeado en un espacio de coordenadas (£, 7), en el cual se obtiene la geometria
de la Fig. D.1b.

Para llevar a cabo la solucién de 1« Ec. (D.1), se hace un desarrollo de la funcién
como una combinacién lineal de L, eierientos ce una base {d)," (m&),i=1..., Lo}, en el
K-ésimo ‘elemento. Dado que hay N elem=ntos. el desarrollo se escribe como

(n.&),m=1,2 (D.2)

N
Rom (1, &) ==Y 3

K=

Tf'l\l‘!r-

i

-
4

1

1.3

AR

e A s P
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Figura D.1: (a)Un ejemplo de la malla usada en la solucién de la Ec.{D.1), en coordenadas
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Figura D.2: (a)Un ejemplo de fa enumeracién de los elemertos finitos. (b) Divisién de un

N elementos finitos
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donde { m,,l =1,. Lo} son los Ly coeficientes de la funcién ham en el K-ésimo elemento
finito. Los elementos base son definidos de tal forma que ¢f (,£) = 0si (1,€) ¢ Ax.
También los elementos base se eligen de ta’ formna que, para un conjunto de Ly puntos .
(n;,&;) (ver Fig. D.2), llamados nodos, las funcicnes base satisfacen

¢ (nj,&;) = 6i5,1,1 = 1., L., , /D.3)
siendo d;; la funcién delta de Kronecker. En la 'ig. D.2 los nodos son todos los puntos

de interseccitn en el elemento K-ésimo. Por lo tanto, el coeficiente wX,, es el valor de la
funcién ham en el i-ésimo nodo, i. e.,

whi = Pam (1, &) - (D.4)
- Podemos reenumerar los elementos base y a los coeficientes también, de esta forma la Ec.
(D.2) es reescrita como

My
ham (ns E) = Z wml¢l ('fh f) y = 1, 2 (D.5)
. ) =1
¥
Wmi = Ram (ni: ‘S:) = Gam (Th’: Ez) -1 (DG)

Con My = N x Ly, v el indite superior es omitido. Sustituyendo la ecuaciéon (D.5) en la
ecuacion (D.1), obtenemos

. Mo 2 .
9ai(m, €) = exp {Mi(n, +3> PmwmCi(n, € } ‘ (D.7)
- 1=1 m=1
donde hemos definido ‘
Cm&=[[ 4 .&)F . nednde. (D.8)
Ax
Evaluando la ecuacién (D.7) en el k-ésimo nodo y usando la ecuacién (D.6), obtenemos
Mo 2 .
wik =expq Mg + 3 Y pmeomiCi p — 1, (D.9)
l=1'm=1

donde Ciu = Ci{(nk, &) ¥ My =M; (i, &) . De esta forma, tenemos un sistema de 2M,
ecuaciones algebraicas no lineales, el cual es rasuelio nor cualquiera de los métodos estan-
dar de solucién, por ejernplo el método de Nevw ton. Lz integral Ci, en el K-éstimo elemento
la evaluamos €Omo una suma de las integ al2s sobre cada uno de los subelementos. De
esta forma,

Cy = Z CI; ),

donde C‘,(,:“ ) es la integral sobre el m-ésirio subelemeatc. Este procedimiento ha sido
empleado con el fin de obtener mejor precisi¢n =n la evaluacion de la integral.
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D.2 Las coordenadas de area

Las funciones base, {qbf‘ (7,€),i =1, ..y Lo}, se construyen usando un sistema de coorde-

" nadas definido sobre el K-ésimo elemento. Estas son definidas de la siguiente forma,

[ = Gtbhn+al
| o ZA 1
donde 4 = 2A es el area del elemento triangular v

parai=1,2,3 (D.10)

a; = ;& — m&s
bi = Ej_fkt con i,j,k=1,2,3 peroi#j%k (Dll)

G = T — 1,

con rotacién ciclica de indices. El conjunto de puntos {(§;,7),¢ = 1,2, 3} son las coorde-
nadas de los vértices del tridngulo. En la Fig. D.3 mostramos la localizacién de estos
puntos. Por otra parte la interpretacion geométrica de estas coordenadas estd dada en
términos de

L;= —Aj— _con 1=1,2,3;

donde .4; son las areas de los tridngulos mostrados en la Fig. D.3.

- Figura D.3: Representacién geométrica de las coordenadas de area y los nodos del elemento
- finito '

La relacién entre el sistema coordenado (£.7) v las coordenadas triangulares esta dado
por '

n = Lym + Lo + Lans,
= L& + Lo&y + L3&s. (D.12)
1 = Ly+Ly+ Ls.

El numero de nodos es igual al nimeroc de elementos base. Para la solucién de la ecuacion
(D.1) hemos usado una base cuadratica, por lo que el desarrollo sobre el elemento finito
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es llevado a cabo con Ly = 6, el cuai corresponde nimero de funciones base, las cuales
son definidas como a continuacién se muestra

¢ = (2Ly — 1)Ly, ete., (D.13)

y para los nodos que estidn a los lados

¢y = 4LyLj,etc. _ (D.14)

Donde la numeracion de los nodos se sigue de acuerdo con la Fi ig. D.3. La 1ntegral sobre
el m-ésimo subelemento se puede escribir como

(m) 1 rl-K»
™ 0,6 =48 [ [T 61(L1 L) F (Ly, Loy 0, §)dKidKa. (D.15)

Donde 24, es el drea del m-ésimo subelemento y {K;;i = 1...3} son coordenadas de 4rea
definidas sobre el mismo elemento de forma analoga a la definicién del conjunto {L;;i =
1...3}, pero éstas estan definidas sobre un subelemento, desde luego que L; = L;(K;, K,).
La integral en la ecuacién (D.15) puede ser evaluada como

) 1 1-Ko - N 1 n
LT e L) F (L, Laym, @) dK1dKs = 5 3 o (K, K9) F (KL, K n )
{=1
(D.16)

Tabla D.1: Valor de los parametros usados en la evaluacién de la integral (D.16)

1K K K a
1 I I 1 01495700444
2 o a ‘o 0.1756152574
3 a o o 01756152574
4 @ o o 01756152574

5 3 B By 0.0533472356
6 F B 5 0.0533472356
7 B B B 0.0533472356
8 m v m 0.0771137608
9 v v T 0.0771137608
10 Y1 . 3 0.0771137608
11 v% v T 0.0771137608
12 g% Yo 0.0771137608
13 3 Y M 0.0771137608
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Con el siguiente valor para las constantes

a; = 0.4793080678 o = 0.2603459€60
B; = 0.8697397941 5, = 0.0651301029
v, = 0.6384441885 7, = 0.3128654950

13=1—"1—"7

El caleulo de los coeficientes Cy ei la Ec. (D.9), a través de la ecuacion (D.13) wmas
la solucion de la ecuacion (D.9) es un proceso que puede tomar varias horas de caicule,
para un conjunto dado de parametros del sistema.
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