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Resumen 

En este trabajo estudiamos varios fenómenos que se presentan en los fluidos cargados, 
homogéneos e inhomogén@w>s' por medio de diversos métodos de la mecánica estadística 
de equilibrio: ecuaciones integrales, la ecuación de Poisson-Boltzmann y los métodos de 
simulación molecular, en particular el método de dinámica molecular estocástica. En el 
primer capítulo presentamos la teoría general de las ecuaciones integrales [desarrolladas 
sobre la ecuación de Orstein-Zernike (OZ)] así como la teoría de Poisson-Boltmann. Los 
métodos de simulación molecular [Monte Carlo (MC) y dinámica molecular estocástica 
(DME)] son brevemente discutidos  en este capítulo así como la imposición de condiciones 
periódicas para simular un sis&ema macroscópico. En este capítulo también discutimos el 
modelo primitivo, que es con el cual xodelamos los sistemas que estudiamos. 

En el segundo capítulo se presenta un modelo para una molécula rígida de polielectroli- 
to, inmersa en una solución electrolítica. Por medio de la ecuación integral (HNC/MSA)' y 
DME estudiamos los perfiles de concentración reducida, el potencial electrostático prome- 
dio, los perfiles de distribución de carga y el potencial <. Como un caso particular, los 
parámetros del polielectrolito son mapeados a los parámetros de la molécula de ADN. 
En este estudio se encuentra que ambos, HNC/hlS.4 y DME predicen sobrecargado. Más 
aun. encontramos un acuerdo cualitativo, y en algunos casos cuantitativo excelente entre 
HNC/MS.-\ y DLIE. Las oscilaciones de los perfiles de concentración, la distribución de 
carga y el potencial electrostático promedio son discutidos en términos del sobrecargado. 
Los resultados principales en este capítulo son: (i) la predicción por medio de HNC/?IIS.A 
del comportamiento no monotónico del potencial < el cual es confirmado por DRlE y (ii) 
la posibilidad de producir sobrecarga por iones monovalentes la cual es encontrada por 
ambos. HSC,íSISA y DLIE. Ambos efectqs no,habían sido reconocidos anteriormente. 

En el tercer capítulo. se estudia la sobrecerg:i de una superficie plana e infinita por 
un electrolito tipo modelo primitivo res:ri!ig,d< (\IPR) simétrico. En primer lugar: 
niostramos algunos resultados típicos Le ;as tF3r'as de Poisson-Boltzmann y HNC/LIS?I 
para la doble capa eléctrica. Las apo;taciclncs xixipales en este capítulo son: ( i )  La 
posibilidad de describir a la doble cap?. elécxica ( a i  como al sobrecargado) en términos 
de tres parámetios adirnensionales. Es ,os, par;imztros están relacionados físicamente con 
el volumen excluido y las energías de interacci(,n :on-ion e ion-superficie. (ii) Presentarnos 
un diagrama de sobrecargado en térmirtos dt e-tos tres parámetros, por medio del cud se 

' 
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1% 

' 

'hypernetted chain, mean spherical approhimation 

xi 



xii Resumen 

obtiene un criterio u n E v e r s a l para el umbral de sobrecargado. En este diagrama 
podemos localizar las condiciones en las que los iones monovalentes producen sobrecar- 
gado y también aquellas para los ipnes polivalentes. (iii) Finalmente, en este estudio~se 
presenta al sobrecargado como un estado ordenado que se alcanza al disminuir el número 
de configuraciones accesibles del sistema, i. e.. su entropía. 

En el cuarto capítulo analizamos las consecuencias del sobrecargado en la adsorción 
de macroiones sobre una superficie plana e infinita, cargada uniformemente. En este 
estudio encontramos útil hacer una distinción entre los términos sobrecargado. i . ; ~ : . , e w ~ o n  
y revertimiento de la carga; los cuales son usados indistintamente en la liteiiituri:. .i.qiií 
mostramos efectos novedosos de los que podemos destacar los siguientes: (i) La adsorción 
de macroiones en una superficie (igualmente cargada. con carga opuesta y descargada). (ii) 
La formación de capas (layering). (iii) Las oscilaciones de los perfiles de coricentración 
de iones puntuales. Nuestra discusión relaciona estos efectos con el sobrecargado, la 
inversión y el revertimiento de la carga; además de que enfatiza el papel determinante que 
desempeña la entropía en tales efectos. 

En el capítulo 5 presentamos el método denominado eztensión a tres puntos (ETP)  de 
las ecuaciones integrales con el cual se incluyen algunas de las correlaciones faltantes en 
las aproximaciones de la ecualión de OZ, dada la imposibilidad técnica para incluir todas 
las correlaciones de manera exacta. En este capítulo, la ETP de la ecuación H!W/XIS.L\ 
es aplicada al MPR simétrico. Una de las ventajas que incorpora ETP es la'obtención 
de la función de distribución de tres partículas, gF:i(rl, rzi r3). Por otra parte, la fuerza 
efectiva entre'dos partículas del fluido For2 es también un resultado de ETP. En este 
capítulo presentamos un estudio mediante ETP y DME de las funciones gFJi (r l ,  i2$ r3) y 
FaT para varios electrolitos. En los regímenes donde las teorías convencionales funcionan 
correctamente, encontramos que la descripción por medio de ETP es igualmente buena. 
Más aun, podemos destacar los siguientes resultados: (i) La obtención de la estructura 
del fluido a nivel de la función de correlación de tres partículas3, además de que se obtiene 
un excelente acuerdo al comparar con los datos de Dl IE .  (ii) El cambio abrupto en la 
pendiente de la fuerza entre dos iones igualmente cargados predicho tanto en el régimen 
diluido como en el régimen concentrado del electrolito. (iii) En el régimen diluido del 
electrolito. la descripción de ESP mejora la de cualquier otra teoría existente, lo cual es 
un resiiltado notable. 

. .  

*F3, guarda una relación directa con la función de correlacion por pares, gy?, de donde se desprende 

3Hasta donde sabemos es la primera vez que esto se hace para el UPR. 
la comparación con las teorías de líquidos coqvencionalps. 



Introducción general 

Un coloide es una molécula o un agregado de moléculas, el cual, en al menos u a  de sus 
dimensiohes mide entre lnm y 1 pm [1, 21. Esto es, un coloide es una partícula que no es 
tan pequeña en dimensiones como un átomo, pero no es tan grande como para depreciar 
las fluctuaciones en densidad y en temperatura del medio en el que se encuentra Iumem. 
Los polielectrolitos son polímeros portadores de grupos ionizables, los cuales en solución 
se disocian en macromoléculas cargadas más sus contraiones. En los fluidos cargados, la 
combinación de las interacciones de largo alcance, así como del efecto colectivo de muchos 
cuerpos resultan una amplia variedad de fenómenos. 

Recientemente, la atracción efectiva entre pares de partículas igualmente cargadas 
(dispersas en un medio fluido) es uno de los fenómenos que más ha llamado la atención. 
El efecto se remonta a los trabajos de Nono Ise et al. quienes investigaron la estructura 
de suspensiones coloidales (3, 4). En sus observaciones a lo largo de varios años, estos 
autores han recolectado una gran variedad de fenómenos aparentemente inconsistentes 
con la teoría de Derjaguin-Landau-Vewey-Oberveek (DLVO) {5,6,7,8]. La teoría DLVO 
predice que pares de partículas igualmente cargadas, en solución, se repelen. Ise et al., 
encuentran efectos que van desde la formación anómala de cristales hasta la formación 
de huecos estables en fluidos coloidales. Estos autores han considerado su8 resultados 
como evidencia de la existencia de atracción de largo alcance entre partículas coloidales 
igualmente cargadas. El  desarrollo de las técnicas experimentales ha permitido la medición 
de la fuerza efectiva entre pares individuales de partículas. Estas mediciones empiezan a 
dar coherencia a las observaciones de Nono Ise et al.. De estas mediciones se ha concluido 
lo siguiente: pares de partículas aisladas se repelen como lo predice la teoría DLVO. 
Sin embargo, pares de partículas, igualmente cargadas, confinadas por paredes cargadas 
(de vidrio, por ejemplo) o por concentracipn de partículas, muestran atracción de largo 
alcance, lo cual es inconsistente con la teoría DLVO 19, 10, 11, 121. Estas atracciones son 
favorecidas entre partículas altamente cargadas en soluciones muy diluidas de sal. En 
estas condiciones se espera que la teoría DLVO falle. En la Fig. 1 se muestra el potencial 
de interacción medido entre un par de partículas de poliestireno. Se observa que cuando 
las partículas no están confinadas se comprctan como lo predice la teoría DLVO. Por otra 
parte, cuando las partículas están confinadas las mediciones muestran una clara atracción 
entre ellas. 

Existe también evidencia de la atraccitn entre segmentos de una misma cadena lineal 
de polielectrolito, lo cual llega a producir que macromoléculas en solución (que normal- 

xiii 



XiV Introducción general 

Figura 1: Atracción en confi- 
namiento. El potencial de in- 
teracción entre pares de esferas 
sin confinar es puramente r e  
pulsivo (a). Las medicionei 
de los círculos verdes fueron 
hechas con esferas de poli- . j , *: estireno de 0.482 pm de ra- 

, f  : ,. dio, y muestran acum'o con 
la teoría DLVO. Sin embargo 
cuando el mismo par de es- 
feras está confinado por pare 

, ;  % des paralelas de vidrio, 'sepa- 

pm, ocurre un mínimo atracti- 
vo en el potencial (b). Las par- 
tículas se encuentran en soh- 
ción y adicionalmente están 
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mente son rígidas) se colapsen en estructuras compactas cuando se encuentran en presencia 
de contraiones polivalentes 113, 141. Estos efectos han volcado a muchos investigadores 
a estudiar el efecto de la atracción entre pares de partículas igualmente cargadas, en los 
marcos te6ricos [15,'16, 17, 18, 19, 20, 211 y de simulación molecular [22, 23, 24, 251. 

Un efecto que está íntimamente relacionado con la atracción entre partículas o seg- 
mentos de cadena igualmente cargados es, sin duda, el sobmrgado.  Dicho efecto, se 
produce cuando los contraiones de una superficie cargada se acomodan de tal forma que 
no solamente apantallan la carga de la superficie sino que la sobrecompensan, por lo que 
dan la apariencia de que la superficie está cargada del signo contrario al que en realidad 
está. -4unque la doble capa eléctrica ha sido estudiada desde los trabajos clásicos de 
Gouy y Chapman [26, 271, el sobr cargado fue encontrado hasta los años 80, en estudios 
teóricos por ecuaciones integrales [:8, 291 y de simulación molecular [30, 31). Recien- 
temente se ha reconocido la importincia de dicho efecto en la formación de complejos 
autoensamblados de ADN [32,-33, j4] así iomo en experimentos de electroforesis [35). 
Esto ha atraído la atenciOn de much 3s científicos y ha motivado su estudio por medio de 
teorías semifenomenológicas [36, '17j y de eruaciones integrales [38, 39, 401, así como de 
simulación molecular [41, 42, 431. e .  

La formaci6n de complejos di> ADY 3011 biomédicamente importantes debido a que 
han mostrado ser portadores efeci ivos de AON hacia el interior de las células. Cuando se 
prepara una sducion que co:itienr: ADN y moléculas hidrocarbonadas catiónicas (lípidos 
catitnicos) las moléculas de ADh ( q  arga las nrgativamente) se asocian espontáneamente 
con las moléculas lípidas [32,33,44, 151. ),a membrana celular normalmente es neutra o se 



encuentra cargada negativamente por 10 que tiende a repeler las moléculas de ADN (que 
son las que nos gustaría introducir dentro de las células por razones de terapia génica). 
Con ayuda de la formación de complejos de ADN, la barrera electrostática para el ADN 
w e d e  disminuir y la entrega genética se facilita. Los complejos de ADN son partfcuias 
coloidales que miden alrededor de 0.1 pm. La carga efectiva de estos coloides depende de 
la relacihn de mezclado con las moléculas lípidas. De los experimentos de electroforesis se 
sabe que si la carga total del ADN excede la carga total catiónica, entonces loa comple- 
jos se encuentran cargados negativamente y coexisten con el exceso de ADN en solución, 
mientras que en el caso contrario, se encuentran cargados positivamente con exceso de 
material lípido (sobrecargados). El  material catiónico lípido puede sobrecompensar la 
carga del ADN y aun así los complejos permanecen estables. En la Fig. 2 se muestran 
varias estructuras internas de los complejos de ADN con lípidos catiónicos. En lugar de 
encontrar micelas de lípidos adsorbidas sobre las cadenas de ADN, vemos varias estruc- 
turas tipo cristal líquido, reminisentes de los estados laminares y hexagonaies formados 
en lípidos puros o soluciones puras de ADN a alta concentración. En el caso mostrado 
en la Fig. 2a, los lípidos se encuentran acomodados en un apilamiento laminar de bicapas 
planas. Las cadenas de ADN son paralelas una con otra en cada capa. La distancia 
intramolecular entre las moléculas de ADN, dDNa,  depende de la relación de mezclado 
entre las moléculas de ADN y los lípidos catiónicos. En la Fig. 2b, se muestra un ejemplo 
de una estructura hexagonal invertida, la cual se desempeña mejor que la fase laminar 
para propósitos de terapia génica. La geometría hexagonal se da en solución de moléculas 
de ADN más lípidos catiónicos y neutros, a los cuales se les adiciona una especie lípida 
la cual prefiere curvatura negativa en la interfase con el agua. El radio de la bicapa que 
se adhiere a las moléculas de ADN es impuesto por la densidad superficial de carga del 
ADN. 

Las interacciones de tipo electrostático en sistemas de muchos cuerpos son impor- 
tantes no s610 en üuidos complejos y/o sistemas coloidales, sino también en electrolitos 
simples. En dichos sistemas (por ejemplo, soluciones diluidas de iones polivalentes) existe 
aún discrepancia en cuanto a su descripción, la cual es difícil debido a que tanto las w- 
melacrones de largo alcance así como las de corto alcance son relevantes. Las ecuaciones 
integrales convencionales 146, 47, 481 no los describen completamente bien, debido a que 
las aproximaciones hechas ignoran ciertas correlacaones. En este trabajo presentamos un 
método alternativo, denominado extensrón a tres puntos de las ecuaciones integrales, con 
el cual es posible incluh sistemáticamente muchas de las correlaciones ignoradas en las 
teorías convencionales de ecuaciones integrales. .4sí mismo aplicamos este método a un 
electrolito, con lo cual esperamos una mejor descripción de estos sistemas. 

Los fluidos cargados simples y cargados complejos representan un reto con una serie 
de problemas en donde convergen varias disciplinas científicas como la hicoqímica y la 
biofísica asi como la física estadística. El  interés en el entendimiento de los problemas 
mencionados ha crecido rápidamente debido a !as aplicaciones Lecnol6gicas que involucran. 
En este trabajo abordamos varios aspectos de los efectos y fenómenos anteriormente 
mencionados. Para ello, nos henos basado en modelos sencillos que toman en cuenta 



Introducción general 

Figura 2: Complejos formados con lípidos catiónicos. (a) Un modelo para el arreglo de los 
complejos en una fase laminar donde se observa la alternancia entre las bicapas de Iípidos 
y las monocapas de ADN. (b)Modelo para el arreglo local ADN y lípidos catiónicos en una 
fase hexagonal invertida. Los cilindros consisten de ADN cubierto con una monocapa Iípida y 
arreglados en un'a fase hexagonal. Las moléculas catiónicas están señaladas con bolas verdes 
y las blancas denotan moléculas neutras. Las colas hidrocarbonadas se denotan en amarillo. 

.- 
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algunos de los aspectos más relevantes de los sistemas. .En ra mayor parte de este trabajo 
se estudia. el sobrecargado en diferentes sistemas. En el capítulo 2, realizamos un estudio 
de un modelo de una molécula de polielectrolito inmersa en una solución electrolítica. 
Este estudio se realiza por medio de ecuaciones integrales y los resultados se comparan 
con datos de simulación molecular. En este estudio observamos que podemos sobrecargar 
a la molécula por diferentes caminos: incrementando concentración, carga y/o tamaño 
de las partícukas que forman al fluido. Por otro lado, la aparición de iina ciirvatura en 
la gráfica del potencial C queda confirmada con los datos de simulación nio!?~:~uIw En ei 
capítulo 3 ,  se presenta una parametrización de las ecuaciones de la doble capa ;?li:ctrica, 
encontrándose que depende únicamente de tres parárnetros. los cuales son una nietlida de 
las energías de interacción y del volumen excluido. De esta forma la sobrecarga es discutida 
en términos del acoplamiento electrostático y de lav .:irrelaciones de ccrto alcance. La 
importancia de este capítulo radica en que se da un crirerio u n i v e r s a 1 para el umbral 
de la sobreacarga. 

En el capítulo 4, se provee de un modelo simple para investigar los procesos involu- 
crados en el autoensamblaje de macroiones en solución. En este capítulo presentamos 
un modelo de macroiones esféricos en solución más un electrolito, en .la vecindad de una 
superficie plana cargada. Además presentaremos algunas estructuras autoensambladas 
predichas por nuestro modelo y analizamos tales estructuras y su relación con el sobre- 
cargado. En el capítulo 5 presentamos el formalismo de extensión a tres juntos, como un 
método para incluir algunas de las correlaciones faltantes en una teoría dada de ecuaciones 
integralés. En este capítulo aplicacamos E T P  a un electrolito. Después de analizar los 
resultados bajo diversas condiciones, particularmente aquellas que constituyen pruebas 
fuertes, concluiremos que con ETP se obtiene una mejor descripción del sistema. -41 final 
se incluyen apéndices en donde se presentan de manera detallada los métodos numéricos 
7 los desarrollos algebráicos involucrados a lo largo del trabajo. 

. . ., 



Capítulo 1 

Teoría 

1.1 Algunas consideraciones termodinámicas 
Dado que el título de este trabajo lo indica, estudiaremos los efectos entrópicos en flu- 
idos cargados complejos, por lo que en esta sección discutiremos nuestro entendimiento 
de efectos entrópicos. Esta secci6n es de fundamental importancia debido a que las dis- 
cusiones aquí presentes son ia base de los argumentos con los cuales explicamos nuestros 
resultados. 

En un sistema formado por N partículas en una caja de volumen V, con una energía 
total E y r estados posibles del sistema; la entropía, S ,  por definición es [49, 501 

s = kB log r 
donde kB es la constante de Boltzmann. En equilibrio, I? es conocida si conocemos N, 1'. 
y E .  Por lo tanto, S puede pensarse como una función de E, N ,  y 'I: 

s = S ( E ,  N,  \.) 

Dado que S es una medida del número  de configuraciones posibles de un sistema, ésta 
se incrementará siempre que aumente E. manteniendo y 'I- constantes. Esto es. si 
aumentanios la energía del sistema habrá más formrs de dividirla. lo que implica niás 
configuraciones posibles; poi.10 tanto. mayor entropía. Si la función S es monotónica. 
puede ser invertida 

E = E ( S .  .Y. 'I.). 
Si hay cambios en E 

Los coeficient& que multiplican a dC. d i -  y d.%\- :n la Ec. (1.1) desempeñan un p a p 1  
especial en termodinámica. Estos son respectivamente. la temperatura 
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y el potencial químico 

.Así: la Ec. (1.1) puede ser escrita como 

d E  = TdS - P d l *  + pdlY. (1.2) 

El enunciado de la primera ley de la termodináni' . \  está dado de tal forma que se 
distinguen en él  dos clases de energía (calor y trabajrj:. De esta forma, un cambio en E 
está dado por 

donde Q es el calor y ct' es el trabajo. Los cambios en estas variables son denotados por 
6 Q  o OW ya que dependen del tipo de proceso. Sin embargo, los cambios en la energía 
interna del sistema no dependen del proceso por lo que se denotan como dE. De acuerdo 
con la Ecs. (1.2) y (1.3). podemos identificar al trabajo como 

donde podemos distinguir dos clases de trabajo: trabajo mecánico (-Pdi') y trabajo 
químico (pdX) .  Por otro lado, en los procesos que se llevan a cabo cuasiestáticamente y 
de manera reversible podemos identificar 

OQ = TdS 

L-n, sistema que incrementa su energía interna. no necesariamente incrementa su en- 
rrnpía (proceso isoetrópico), i. e.. d E  # O. mientras que d S  = O. .4sí por ejemplo. un 
sistmia que incrementa su -energía interna riiando se realiza trabajo mecánico sobre él. 
puede no incrementar su número de estados disponibles (entropía) debido a la comperi- 
.;iiii:in por la disminución del vo!iimen. Es decir. el níimero de estados.disponibles que 
I i i i t l o  haber ganado el sistema al ixrementar su rriergía interna se ve rontrarrcstado por 
¡ < I  retliicciSii del volumen. de tal forma q i ip  SO ciirnple dS = O. 

Si la energía interna de un sisteriia se incrementa sin realizar trabajo s o h  este. i. v.. 
3 1 í .  = O: de manera cuasiestitica y reversil,ie 

;- 
. 

dEl,i-,o = dQ = TdS 

E s  decir. toda la energía que gana e; sistema se emplea en incrementar el, número de estados 
posibies del sistema. Una posibilidad más se da cuando incrementamos la entropía dcl 
sistema sin incrementar su energia interna. Teóricamente, esto puede suceder de dos 
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formas: Si realizamos trabajo químico sobre el sistema. al agregar partículas a éste 
manteniendo d E  = P d V  = O, tenemos entonces 

I 

Esto es, un incremento en el número de partículas corresponde a una disminu&jn de la 
entropía del sistema, al mantener E y I.' constantes '. Por otro lado. podemios realizar 
trabajo mecánico manteniendo en este caso E y ?i constaxites, lo cual implica 

P 
T 

TdS  - PdL' = O =+ d S  = -dl (13) 

En estas condiciones, obtenemos una disminuci * J  ;e la entropía al disminuir el volumen 
del sistema. En ambos casos, i. e. ,  en las ecuaciui; (1.4) y (1.5) la disminución (aumento) 

N de la entropía tiene que ver con el aumento (disminución) de la concentración, p -. 
I' 

Algunas propiedades de la entropía pueden verse de las relaciones de Maxwell, por ejemplo 
en la relación \si] 

($)= = - 
podemos ver que los cambios en la entropía del sistema tienen relación direeta con los 
cambios en volumen del mismo. Vamoc'a'tomar esta ecuación como antecedente de las 
característick de la entropía que discutiremos más adelante. Todos los resultados que 
hemos discutido hasta aquí son derivados de la termodinámica y por lo tanto, tienen 
un carácter general. Sin embargo, al considerarse las características microscópicas del 
sistema estos resultados encuentran diferentes matices. 

Como ya mencionamos al principio de esta sección, la entropia es una medida del 
número de estados posibles de un.sistema. r. En estado del sistema está definido por 
los valores que toman las coordenadas y los momentos de las N partículas que lo forman, 
Iri,  ..., r,v: pi: ...( p , ~ } .  Desde luego que los estados posibles del sistema están determina- 
dos por la dinámica de las partículas que lo forman. .I su vez. la dinámica de las partículas 
está determinada por la interacción entre ellas. esto es. depende del tipo de partículas 
que forman ai sistema. , 

Cn ejemplo de dos sistemas idénticos. pero con distinto número de estados accesibles lo 
constituyen los sistemas como los que se muestrari eii la Fig. 1.1: en donde se muestran dos 
sistemas formados por esferas duras. Podemos construirlos de tal forma que ambos tienen 
la misma energía interna así como el mismo riúirim) tie partículas, pero las partículas 
tienen distinto tamaño. El sistema que está foririado por partículas más grandes está 
restringido a un menor número de configuraciones. Por ejemplo.. la configuración en la 
que la partícula 1 está entre la 2 y la 3 está prohibido para el sistema 2 pero no para 
el sistema 1. Por lo que concluimos que SI > S, siempre que R, <: 172. Como vimos 

. 

'Este decremento en S corresponde a p > O. 
?El tipo de partícula viene dado por el potencial de iriteracción entre ellas. 



4 Capítulo 1. Teoría 

anteriormente, el hecho de incrementar IC. concentración de partículas, p. trae consigo un 
decremento de la entropía también. En sistemas formados por partículas duras la entropía 
está relacionado con la fracción de volumen accesible3 en el sistema, por lo que podemos 
decir que a una mayor fracción de volumen accesible mayor entropía del sistema. 

Figura 1.1: Dos sistemas idénticos formados con igual número de partículas N y con la misma 
energía interna E. El sistema 1 esta formado por partículas más pequeñas, i. e., Ri < R2. La 
fracción de volumen accesible está representada por la región sombreada. 

Cuando las partículas que forman al sistema interaccionan vía un potencial repulsivo, 
las configuraciones en las que las partículas están más cerca entre sí, están más restringidas 
a medida que el potencial repulsivo es de mayor intensidad y/o de mayor alcance. Esto es, 
para dos sistemas con igual número de partículas .V, volumen I1 y energfa interna E: la 
entropía es menor para el sistema que está formado por partículas que interaccionan vía 
un potencial repulsivo de mayor intensidad y /o  de mayor alcance. De esta forma, para 
alcanzar las configuraciones en las que las partículas pueden estar más cercanas entre sí, 
la energía interna del sistema debe incrementarse. De hecho, podemos establecer que: a 
mayor zntensrdad y/o alcance del potenczal (repulsauo en este caso), la entropía del szstema 
dzsmznuye. por lo que el caco discutido en la Fig. 1.1 es sólo un caso particular. 

1.2 Funciones de distribución 

Los estados microscópicos (caracterizado por el coiijunto de posiciones y momentos de las 
partículas {ri . . . r,v. pi . . . p ~ } ) .  de un sistema determinan. en gran parte. sus propiedades 
termodinámicas. Sin embargo. las cantidades rnacroscópicas medidas en el laboratorio son 
ioolarnmce cantidades promedio de los estados riiicroscopicos del sistema. Con. los metodos 
de :a mecánica estadística de equilibrio podemos calcular la estmctura4 de un fluido: que 
a su  vez. nos sirve para calcular sus propiedades terniodinámicas. .A continuación vamos 
a r imrnir  algunos resultados de la mecánica estadística de equilibrio(!dEE)l útiles para 
el estudio de los fluidos [52. 53. 541. 

En e¡ estudio de fluidos por medio de la UEE. el concepto de función de distribución 
es de utilidad.. Esta función mide la probabilidad de encontrar a las partículas del fluido 

:'La fracción de volumen accesible es la razóa entre el volumen no ocupado y el volumen total del 

"Este coiicepto será aclarado más adelante. 

- 

siswma. 
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en cierta configuración. En un sistema de partículas que interactúan vía un potencial 
dado, a T ,  V y N constantes (en el ensamble canónico), la probabilidad de encontrar a 
la partícula 1 en un elemento de volumen drl en r1, a la partícula 2 en un elemento de 
volumen dr2 en r2, etc., está dada por 

[ 
I 

! I 
I exp {-3ü,v(rl . . . rN)} 

P ( r l . .  . r ~ ) ú r ~ . . . d r . v  = -drl...dr,v, 
ZN 

donde Z(lV, C-, T )  = I... / e x p { - 3 V ~ ( r l . .  . r ~ ) } d r ~ . . . d r . v  eslafuncióndepari' ,ciuú cori-. 
figuracional en el ensamble canónico y üN(rN) es la energía configuracional dr las S 
partículas. La  densidad de probabilidad de encontrar a la partícula 1 en r l ,  ..., y a la 
partícula, n en r,, independientemente de donde se encuentran las restantes, se encuentra 
integrando sobre las coordenadas de las partículas, desde n L 1  hasta N - 

/ ... /exp {-!3Lr~(r1. .  .rN)}drn+l...drN 
p@)( r l  . . .in) = (1.6) 

Z N  

Por otro lado, la densidad de probabilidad de encontrar a cualquier partícula en rlr..., y 
a cualquier partícula en r,, independientemente del resto de las partículas está dada por 

lV! 
(IV - n)! 

p(n)(rl . . . r,) = W ) ( r l  . . . r,). 

La función g(n)(r(ny); definida como 

p[")(r1 . . . rN) 
P" 

g@)(rl  . . . r,) = 

es conocida como la función de correlación entre n partículas y determina el grado de 
independencia, i. e.,  la correlación entre las partículas. Si las particdas de un sistema 
fueran independientes g(")(r(")) sería simplemente uno. Lsando las Ecs. (1.6), (1.7) y 
(1,s). gfn)(r'")) se escribe explícitamente como 

... esp { -3C'.v(rl . . . r,v)} drn+i...dr.\ 

... esp { - JC,v(r l . .  . IN)}  drn+l...drN 

I 'Xl .Y! 
W(N - n)! ZS g ! " ) j r l . .  . i n )  = 

= r.."(l + O(;Y-')) Z>V 

La Función de correlación entre pares, g(L'(r l .  r2). mide la denszdad de probabzlzdad 
de encontrar a una partícula en rI y otra en r2. por lo que esta función proporciona la 
estructura promedio del sistema. Para el caso de particdas que interactúan vía potenciales 
esféricos. g(21(rl. r2) depende sólo de la distancia entre las partículas, r = Ir2 - ill, por lo 
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que suele denotarse como g(r) .  La cantidad pg(r) mide Ia cancentración local de partículas 
medida desde una prtícula central, por lo que satisface 

33 

pg(r)4nr2dr = Ar - 1 z N 

Suponiendo que las partículas del sistema interacciona,] vía un potencial central aditivo 
por pares. U(.), se pueden escribir las cantidades termo iinámicas en función de g(T). Por 
ejemplo, la energía interna se escribe de la siguiente m.:.nera 

(1.10) *v I" 3 .  
2 2 0  

E = -i\k~T t - p u ( r ) g ( r ) l d d r  

De la misma forma puede escribirse una ecuación análoga para la presión 
\ 
i: 

(1.11) 

La función g(r) es de particular importancia desde el punto de vista experimental ya 
que el factor de estructura, S(k) ,  se puede medir mediante experimentos de dispersión 
de luz o dispersión de partículas. La relación entre S(k) y g(r) está dada a través de)a 
transformada de Fourier. i. e. ,  

S ( k )  = ,/g(r)e-'k'rdr 

De esta forma. conociendo S ( k )  podemos determinar g(r)  mediante la transformada in- 
versa de Fourier. 

Cna forma conveniente de escribir g@)(r(")) es como 

g(")(rl . . . r,J = esp{-juin)(rl  . . . rn)} 

donde la cantidad dn)(r("l) queda definida al sustituir ésta en la definición de g("). 
Ei. 11/91, tomar ei logaritmo de ambos lados. >' toni.:r el gradiente respecto a las coorde- 
riadas de una de las n partículas. io cual nos da cvmo :resultado 

/.../(-Vll-.~[rl . . .  r,,)ie:+ ~ - ~ ~ .  y ~ r l . . . r . V ) } d r n - , . . . d r , ~  

/ ... 1 esp { - - .i!.-: ( I  I . . r,y ) }  dr,+i ... d r , ~  
-'Tu[")(r, . . .in) = 

(1.12) 
Como sabemos -VjC;" ( r l . .  . r s )  es l a  fucrz;. q i e  actúa sobre la partícula j (con I 5 
J -  < 71) para cualquier configuración de las -\- - -  r. pxiiciilas, por lo que la Ec. (1.12) nos 
representa la fuerza media fjnl sobre la parti,ma j. promediada sobre la configuración 
de todas las R + 1. .... X partículas. Es decir u'") es el potencial de la fuerza promedia 
actuando sobre la partícula j. 
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1.2.1 Ensamble gran canónico 

La teoría de funciones de distribución es poderosa si se desarrolla usando el ensamble 
gran canónico. .4 continuación Presentarno i un resumen de las propiedades de las funciones 
de distribución de un sistema Cl&&O. abi 'rto y ¿e una soia especie. Dado que Vamos a 
generalizar las ideas de la Sección anterior ¿ sistemas abiertos. las funciones de distribijciún 
p s .  (1.7) y (i .8)]  se denotan como p$) y g t ' .  Entonces, la probabilidad de encontrar n 
prtículas en 10s elementos de volumen di I .  ..., dr, en r l .  ..., rn, independientemente de 
S. es 

(1.13) 
N>n 

donde PN es la probu:didad de que un sistema contenga a N partículas, es decir 

donde 

- Z N Z N  
= = xi, 

N>O 

-112 2.rrmk~T 
con .I = ( hZ ) . De esta forma. usando las Ecs. (1.7) y (1.8) en la Ec. (1.13). 

se obtiene 

donde C) denota la energía configir;tcira.I ( le  un sistema de j partículas. La  defiiiiciíh 
dada en la Ec. (1.14) es el equivale1,te de l a  E '. (1 .7)  para un sistema abierto. De la misiiia 
manera, la definición de la función c.e .:or.reiaciór entre n partículas para un sistema atitmo 
es igual a la de la Ec. (1.9). Por I( q i e  és,:a se escribe simplemente como 

>-. 
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Las funciones de distribución en los ensambles canónico y gran canónico son las mismas 
para sistemas macroscópicos [55j, por lo que las Ecs. (1.10) y (1.11) se siguen cumpliendo, 
a menos que se invoíucren las fluctuaciones5. 

Dada la definición de g(r )  en el ensamble gran canónico [Ec. (1.15)] se puede hacer un 
desarrollo en serie de ésta en potencias de p. Los primeros términos de este desarrollo son 

(l.lti] 

donde 
(1.18) 

es conocida como la función de blayer. El n-ésimo coeficiente es una suma de integrales 
de productos de la función de Mayer. Una integral de productos de las funciones de 
hfayer tiene una representación gráfica conocida como un diagrama de Mayer [52, 53, 561. 
En el apéndice A daremos un breve resumen sobre la construcción y clasificación de los 
diagramas de Mayer a los cuales haremos referencia posteriormente. 

1.3 La  ecuación de Ornstein Zernike 
La función de correlación total se define como h(r l , r2)  g(ri ,rz)  - 1, para un flui- 
do de una sola especie. En 1914 Ornstein [Sí] y Zernike 1581 proponen dividir h(ri ,  r2) 
en dos partes, una parte directa y una parte indirecta. La parte directa, dada por la 
función c ( r l . i 2 ) ,  llamada la función de correlación directa. La parte indirecta es la in- 
fluencia propagada directamente de la partícula 1 a la 3. la cual actúa sobre la partícula 
2 .  directamente e indirectamente a través de otras partículas. Este efecto es pesado por 
la concentración y promediado sobre todas las posiciones de la partícula 3. Con esta 
drscomposicion de h( r l ,  i2), se escribe la ecuación de Ornstein-Zernike. 

dondc. liemos supuesto que el potencial de interacción entre las partículas depende úni- 
carneuete de su posicih relativa. r2] = r2 - r l .  por lo que h(rl .r2)  = h(r21). 

De la Ec. (1.12). la función g(r21) está relacionada con el potencial de la fuerza media 
entre dos partículas. 2i3(tZ1'), por 

p(r2i) = exp {-J7,.(r.2*)}. (1.20) 

En un fluido multicomponence! la funcion de correlación total (hjj (rZ1) E gij (rZ1) - 1) 
entre dos partículas de las especies i y j en rl :,. i2. respectivamente, está2 relacionadas 

j \ér  ref. [jj] 



1,4. El modelo primitivo 

con ]a función de correlación directa cij (rzl) por la ecuación de Ornstein-Zernike multi- 
,,mponent,e, la cual, para un sistema de k componentes está dada por 

Pm J h m  ::id Gnj (r13) dr3, 
k 

. hij ( r~ i )  = Qj ( ~ 1 )  + 
m=l 

donde pm es la concentración de la especie m y rzl 5 r1 - r2 es la posición relativa entre 
las partículas 1 y 2. La ecuación de Ornstein-Zernike define la función de correlación 
directa. En esta ecuación tenemos dos funciones y ambas son desconocidas. Para poder 
resolver esta ecuación tenemos que emplear una teoría que nos de una relación entre la 
función de correlación directa y la función de correlación total. Se han propuesto varias 
aproximaciones para' la función de correlación directa fundamentadas en métodos de la 
teoría de líquidos. E,ntre estas aproximaciones tenemos las siguientes 1.53, 541 

cij (r2J = -4uij (r21) + hij (id - 1ngij (r21), (1.22) 

. .  cij (rzd fij (r21) gij (r2d ~ X P  {Bu, (r21)) I "' (1.24) 
. .. 

Las Ecs. (1.22), (1.23) y (1.24) se conocen como la aproximación de cadena hiperteji- 
da (HNC), la aproximación esférica media (MSA), y la aproximación de Percus-Yevick 

. (PY), respectivamente. Siendo uij (rzl) el potencial de interacción directa entre un par de 
partículas de las especies i y j y fij(rzl) = exp { - @ ~ i j ( r 2 ~ ) }  - 1 ,  es la función de Mayer6. 
No es posible calcular g(rz1) de forma exacta ya que todas las teorías para calcularla 
ignoran varios tipos de diagramas. Por ejemplo, en la teoría HNC los diagramas puente 
son ignorados completamente, mientras que en la teoría de Percus-Yevick los diagramas 
puente y los diagramas producto no son cons.iderados (ver apéndice A). La representación 
gráfica del los diagramas de primero y segundo orden están dados en la Fig. 1.3. En la 
columna de la izquierda se encuentra la representación exacta de la función de distribu- 
ci6n mientras que en el centro y' el lado derecho está la representación diagramáticas de 
las teorías HSC y P.Y. respectivamente. 

1.4 El modelo primitivo 
1- 

El modelo más simple que contiene los principales rasgos de un electrolito es el modelo 
primitivo (MP)[59]. Este modelo consiste en aproximar el solvente por un medio continuo 
en el cual los ionev se encuentran inmersos'. La interacción entre los iones se lleva a cabo 

6Esta definición difiere de la dada en la Ec. (1.18) donde i y j denotan posiciones, mientras que en 

'Este medio continuo tiene una constante dielectrica E, diferente de la constante dielectrica del vacio. 
este caso denotan especies. 
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n Exacto HNC 

-’ A A 
2 n+!?+m n+m+m 
+M+M +DB 

I 

! 

PY 

A 
bb+N+vI 

\ , 

vía un potencial. el cual, para dos iones con carga qi y ql separados por una distancia T ,  

está dado por 

(1.25) 

Donde qi = zie y ai son la carga y el diámetro del ion de la especie i, respectivamente; z, es 
e¡ número de Valencia y e es la carga protónica. Es decir! estamos tratando a los iones como 
esferas duras cargadas. En el modelo primitivo restringido (XIPR) todas las especies que 
forman al electrolito tienen el mismo tamaño. Para alcanzar el equilibrio termodinámico 
e l  fluido debe satisfacer la condición de electroneutralidad la cual se escribe de la siguiente 
forma e .¿ipr = o. (1.26) 

- 

i = 1  

donde pi es la concentración de bulto de la especie i. 

1.5 Fluidos inhomogéneos: el método directo 

Cn fluido influenciado por un campo externo o un fluido que se encuentra en la vecindad 
de la superficie de una partícula coloidal. se acomodan de manera inhomoghnea. En esta 
sección vamos a extender los métodos de la seccion 1.3 al estudio de fluidos inhomogéneos. 

. .. 
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L~ suaciones integrales ya han sido aplicados por Henderson et al. al estudio de inter- * 

fases 160, 611. Además de la propuesta de Kjellander et al. 1621 donde también obtiene la 
función de distribución inhomogénea. Sin embargo, estos métodos solamente pueden ser 
empleados para fluidos en contacto con superficies planas. 

Un método más general y con el cual pueden derivarse teorías para fluidos inhomogé- 
neos fue propuesto por Lozada-Cassou [56, 631, este método es conocido como el hlétodo 
Directo (MD). Este método es más general que el método de Henderson, va que puede 
emplearse para cualquier geometría. Por otro lado, con este método puede obtenerse co- 
mo un caso particular el caso de Henderson. El método directo esta basado en el heclio 
fundamental de la equivalencia entre partículas y campos. E s  decir, el hecho de que las 
partículas y campos se definen a través de su interacción con otras partículas o campos. 
Ya que en las teorías presentadas en la sección 1.3 no existe restricción en cuanto al tipo 
de partícula, el número de especies en el fluido y la concentración de cada especie; una 
fuente de campo externo puede ser considerada como una especie más del fluido, la cual 
se encuentra a dilución infinita. De esta forma, si llamamos (Y a la especie que representa 
a la fuente de campo externo, partiendo de la Ec. (1.21) para n + 1 especies y tomando 
el caso límite de pn+l = pa + O, la función de correlación entre la especie (Y y la especie 
J está dada por: 

n 

(1.27) 

nótese que la suma no considera la especie n+ I. -4nálogamente a la Ec. (1.20), la relación 
entre la función de distribución, gar (rzl), y el potencial de la fuerza promedio entre la 
partícula Q y una partícula de la especie i en r21 viene dada por 

(1.28) 

Para poder resolver la Ec. (1.27) es necesario conocer ( i 1 3 )  y cnJ (r21). La primera 
(cmj (r13)] se obtiene de la solución de la ecuación de Orstein-Zernike para un fluido 
homogéneo de n especies, como la Ec. (1.21). La segunda función [caj (rzl)] puede aproxi- 
tilarse por cualquiera de las cerraduras PY.  1lS.S. ó HNC, las cuales tienen la siguiente 
forma funcional 

cn,(rzi) = hai(r2i) - 1ngnt(r:i) - %x(rzi). (1.31) 

Pueden construirse distintas teorías de líquidos de2endiendo de las aproximaciones que 
se usen para cat y ctJ. Aunque formalmente no existe justificación para mezclar difereri- 
tes aproximaciones. se ha encontrado que las fallas de algunas teorías son parcialmexite 
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enmendadas cuando se usa una teoría hibiida. Ln  ejemplo ampliamente usado lo es la 
mezcla entre la teorías HlUC y MSA, la (ual ha mostrado que funciona relativamente 
bien para sistemas cargados bajo una amp1 a gs riia de condiciones y que además, subsana 
parcialmente los defectos que ainbas terías, H kC y MSA, presentan por separado. La 
notación que se usa para denotar dichas teoría es la siguiente: 

Siglas que denotan a c,, Si ;las que denotan a c,]. 
Ejemplo de las teorías que podemos emple3.r ion: HSC HTC. PY/HXC, ?\IS i ,  H.'iL. 
etc. Este método puede emplearse en general para cualquier tipo de fluido. sin c '  ihirg,~~, 
ha sido aplicado principalmente para el casu de fluidos cargados inhomogéneos, ias cuales 
han resultado exitosas al compararse con los métodos de simulación molecular (40, 64,651. 

1.6 La ecuación de Poisson-Boltzmann 
Cuando un electrolito se encuentra influenciado por un campo eléctrico el cual es produci- 
do por una superficie o por una partícula coloidal con carga, los conhaones (partículas 
cargadas del signo opuesto) son atraídos hacia la superficie, mientras que los coiones 
(partículas cargadas del mismo signo) tienden a ser repelidos. Debido a que el sistema se 
encuentra a T > O, i. e., las partículas del fluido tienen energía cinética, los contraiones 
no condensan totalmente sobre la superficie. Por otro lado, los coiones no son. totalmente 
repelidos de la superficie debido a que no pueden disponer de todo el espacio accesible. 
Los contraiones y coiones se arreglan de tal forma que eventualmente el campo eléctrico 
es cancelado a cierta distancia de la superficie. Esta estructura es conocida como la doble 
capa eléctrica(DCE). 

El tratamiento más simple para fluidos cargados se lleva mediante la ecuación clási- 
ca de Poisson-Boltzmann. En esta teoría. además de que solamente se consideran las 
interacciones de tipo electrostático. se emplea una aproximación sobre el potencial de la 
fuerza promedio de dos partículas, w(2)(r12) (Ec. (1.28)l. Consideremos una macropartícu- 
la inmersa en un electrolito en equilibrio. a la cual llamaremos la partícula a. De la elec- 
trostática sabemos que el potencial eléctricu depende de la distribución de carga como lo 
indica la ecuación de Poisson (66) 

(1.32) 
-1:. 

v o y  (i) = - --pe, ir). 

donde pel (r) es la densidad local de w . ; a  31 r ia wal esti definida por 
n. . 

.rl = 1; ir). (1.33) 

siendo pi(r)  la concentración local de la espet:ie i .  Si calculamos el promedio de ensamble 
de ambos lados de la Ec. (1.32) tenencs cor'io rr,d,arlo 

1 -  I 

(1.31) 
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donde 10s promedios de ensamble se indican con las cantidades entre corchetes. El prome- 
dio de la concentración local de 13 especie z está relacionada con la función de distribución 

por 

(Pi (r)) = PiSai (r) , (1.35) 

donde gui (r) , es la función de distribución de la especie i alrededor de la especie a. y pi 
es la concentración de bulto de l i ,  especie i . Esando la Ec. (1.35), la Ec. (1.34) se puede 
escribir como 

47i 
V'(P (r)) = - T C z i e P i g a i  (r). (1.36) 

De la Ec. (1.28) sabemos que la función de distribución de la especie i alrededor de cy está 
relacionado con el potencial de la fuerza promedio sobre la partícula i en r. La teoría de 
Debye-Hückel supone que [53, 671 

- i= l  

w d r )  = zdv( r ) ) t .  (1.37) 

por lo que 

Si denotamos (p(r)) = yi(r), la Ec. (1.36) se escribe Eomo 
gal = exP {w(u(r))). 

477 

E ,=I 
vZyt (r) = -- z,ep,exp{ -Pw$(r)}. 

(1.38) 

(1.39) 

Esta ecuación diferencial es conocida como ecuación de Poisson-Boltzmann. De la elec- 
trostática sabemos que la solución de la ecuación de Poisson. Ec. (1.32), puede escribirse 
como 

(1.40) 

donde va (r) es la contribución al potencial debida a la partícula cy. y el segundo término 
e5 la contribución al potencial de >ida a la distribución de carga del fluido. Haciendo USO 
de la Ecs. (1.37) y (1.40)% obtehefncs 

en donde (r) = z,eS, (r). L; cua' e.; otra forma de escribir la ecuación de Poisson- 
Boltzmann. o mejor dicho. est; e: la vfrsión integral de la ecuación de Poisson-Boltzmann. 
La ecuación de Poisson-Boltzrqaiin ha sido la base de numerosos trabajos, p. ej. ,  los tra- 
bajos de Gouy [26] y Chapmm [2i]. ei: donde estudiaron una solución electrolítica en 
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presencia de un campo externo producido por una superficie plana cargada uniforme- 
mente. Las aproximaciones de las que hace uso la ecuación de Poisson-Boltzmann fueron 
examinadas rigurosamente por Kirknood [68]> quien demostró que la aproximación con- 
siste en despreciar los términos de volumen excluido y de fluctuaciones. Aunque el análisis 
de Kirkwood fue hecho para electrolitos en bulto. éste puede ser extendido de manera di- 
recta para la doble capa eléctrica. La comparación entre los resultados de la ecuación de 
Poisson-boltzmann con los de simulación molecular, muestra que la teoría falla cuando 
el volumen excluido no es despreciable o cuando las interacciones electrostáticas so i muy 
fuertes 1691. 

1.7 Simulación molecular 
- 

Una técnica importante de carácter casi experimental es la simulación por computadora. 
Existen dos métodos que han sido ampliamente utilizados: El método de blonte Carlo 
(bfC) [70] inventado por hjetropolis et a¿. y el método de dinámica molecular (DM) in- 

estocástica (DUE) fue pr~opuesta por Ermak [72l8. Este tipo de cálculos proveen lo que 
puede considerarse como un result.ado exacto. dada la -fuerza de interacción molecular. La 
utilidad de estos métodos reside en el hecho de que un modelo que contiene un número de 
partículas relativamente pequeño, típicamente algunos cientos, en.la mayoría de los casos 
es suficiente para Simular el comportamiento de un sistema macroscópico. En la técnica 
de dinámica molecular, las ecuaciones clásicas de movimiento de un sistema de partículas 
que interactúan se resuelven y las propiedades de equilibrio son determinadas por prome- 
dios temporales tomados sobre un intervalo de tiempo suficientemente largo (típicamente - 1ü- l0  - IO-" s en tiempo real). El método de líonte Carlo involucra la generación de 
una serie de configuraciones de las partículas de un modelo en una forma que se asegure 
que las configuraciones estén distribuidas en el Pspacio fase de acuerdo con algunas densi- 
dades de probabilidad prescritas. El valor medio de cualquier propiedad configuracional 
determinada a partir de un número suficieriteriimte grande de configuraciones (w 10') 
provpe una estimación del promedio de Pns;itiil)lr de la dicha cantidad. siendo el carácter 
de promedio de ensamble dependiente del prncrdiniiento de muestre0 qiie sea usado. La 
nia\.or ventaja del método de dinámica rnoircular es qiie permite el estudio de procesos 
dependientes del tiempo. Sin embargo. el riii,todo <Ir \IC ofrece ventajas sobre DLI para 
estudiar procesos independientes del tiempo. 
. ' Los resultados de simulación que rncstrarrriius en este trabajo fueron obtenidos niediaii- 
te DYE. por'lo que a continuación dirxutiremos brevemente esta técnica. La técnica de 
DlIE consiste en resolver las ecuaciari 1s de niovimiento dc las partículas del sistema qiie 
se está modelandog. En DUE se plantean las eciiacioiies de movimiento de un conjunto de 

'Debe resaltarse que el cálculo de ias propiedades estaticas de un Ruido (por ejemplo la función de 

'Cabe aclarar que los datos de DNE que mostrarenlos aquí fueron calculados por René Messina y 

traducido por Alder y Wainwright 1711. Posteriormente, la técnica de dinámica molecular ! 

'. j' 

distribución radial. g ( r ) )  es independiente d i  la técnica ik sirnulación usada (i31. 
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PartíciiIS acopladas a un baño térmico que actúa vía una fuerza estocástica W(t), tuvo 
valor niedio es cero. De esta forma la ecuación de movimiento para la i-6sima partícula 
está dada por 

* . I *  " 

dr, &r, 
dt2 dt 

-V,U - mi'- + W(t ) ,  m- = (1.42) 

en donde m es la masa de la partícula. r es el coeficiente de fricción y L es el potencial. 
.41 suponer aditividad por pares, C se escribe como 

s v 

i<j i = l  
(1.43) 

\ donde uZ3 es el potencial de interacción entre cualquier par de iones y u, es el potencial de 
I interacción entre la 1-ésima partícula y el campo externo. En nuestros modelos, utJ tiene 

dos contribuciones: (i) las interacciones por volumen excluido y (ii) las interacciones de 
tipo Coulomb. Dada la imposibilidad técnica para utilizar esferas duras en la simulación, 
la interacción por volumen excluzdo entre cualquier par de partículas es modelada vía un 
potencial tipo Lennard-Jones repulsivo, el cual está dado por 

ti 
t 
/ 
I 

La interaccjón electrostática entre cualquier par de iones i y j está dada por 

(1.44) 

(1.45) 

e' 
donde EB - . Para llevar a cabo la comparación entre el resultado de HNC/hfS.4 
y los de simulación molecular usamos T = 298K. a = 4.25.1 y s = 78.5, que dan como 
resultado I B  = 7.11 .l. Si el electrolito está confinado en una caja cúbica de longitud L. 
La  concentración de sal está dada por y. donde .\- es el número de iones positivos (o 

EkBT 

-\- 
L 

i i ~ g n t i ~ o s ) .  

1.7 .1  Condiciones periódicas 

A1 estudiar un sistema microscópico por n id io  de las técnicas de simulación niolecular, 
se e1icue:itran varios inconvenientes. Uno de estos inconvenientes es el de que no se puede 
tener un sistema con un número de partículas tan grande como un sistema macroscópico 
real. Por el contrario, debido a las dificultades de almacenamiento y al tiempc de c á l d o ,  
se siieler usar sistemas con menos de IO" partículas. que desde luego está muy lejos 

Markus Deserno, siguiendo los métodos descritos en las referencias 123, 21. 25, 74, 75. 761 
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del número de partículas en un sistema macroscópico. Si estamos interesados en una 
miccogota o un microcristal, las fuerzas de cohesión pueden ser suficientes para mantener 
a las Pi mokculas en agregación. Otra forma de modelar el sistema, puede/ la de 
confinarlo porhn potencial que simule una caja y de esta forma prevenir que las moléculas 
se separen. Sin embargo, estos arreglos pueden no ser suficientes para estudiar sistemas 
en bulto, debido a que el efecto de las paredes es significanteniente diferente que el efecto 
que le produce, a una muestra de fluido, el fluido que la rodea en el bulto. 

E l  problema de los efectos de superficie puede ser superado con un artificio propuesto 
por Born y von Karman 177, 781. En esta técnica. se forman réplicas de la muestra de 
fluido que se está simulando, la cual normalmente es cúbica, acomodándolas en una red 
periódica infinita. En el curso de la simulación, cuando una molécula se mueve en la 
caja original, su imagen en cualquiera de las cajas vecinas se mueve de la  misma forma. 
De esta manera, cuando una molécula sale de la caja central, una de sus imtigenes entra 
inmediatamente por la cara opuesta. De esta forma, no, hay superficies que rodeen a la 
muestra eliminándose así sus efectos. Una versión bidimensional de un sistema periódico 
es mostrado en la Fig. (1.3). 

Figura 1.3: Ejemplo $e, u n  sistema periódico bidirnensional. Las moléculas pueden entrar y 
salir a través de cualquiera de las cuatro fronteras. En u n  sistema tridimensional hay 6 caras 
por donde las moléculas pueden entrar y salir. 

3 Cuando lac m o & c u I ~  que forman al sistema interaccionan vía un potencial de corto 
alclance [por ejemplo como el de la Ec. (l.44)]1 el calculo de la energía configuracional 
de las-partículas dentro de la celda principal. i. e.. Ec. (1.43), considera únicamente 
las interacciories con los vecinos de las celdas contiguas. En el caso de particulas que 
interaccionan vía .un potencial de largo alcance [como el potencial de Coulomb de la 
Ec. (1.45)l esta aproximación LO puede mantenerse. En el caso de potenciales de largo 
alcance debe considerarse la it?teracción de una partícula de la celda principal con las 
partículas de las celdas contipas más iodas aquellas que se mantienen dentro del alcance 



I 7. Simulación molecular 17 

del potencial. Esta tarea se vuelve más complicada a medida que el potencial se vuelve 
de mayor alcance. Las sumas de Ewald pueden emplearse para llevar a cabo la tarea de 
calcular la energía de interacción en un sistema peiiódico, de manera eficiente 1791. Vamos 
a mostrar como funciona la suma de Enald en el cálculo de la energía electrostática de 
interacción de los iones de la celda principal. Ptra  ello vamos a considerar un sistema 
de S partículas con cargas qt en las posiciones r, en una celda cúbica de longitue L v 
volumen V, = L3. En un sistema periódico, la energía electrostática total de i ; ~  cala. e& 
dada por 

(1.46) 

La suma sobre todas las n toma en cuenta las imagenes periódicas de las c a g a s  y la prima 
indica que en el caso de i = j el término n=O debe omitirse y se ha definido riJ E rI - r J .  
Del tratamiento de Ewald resulta la fórmula de Ewald para la energía electrostática de la 
caja: 

U = U(') + ~ ( 4  + ,r~(sl  + U ( 4  

donde la contribución en el espacio real U(r), la contribución del espacio recíproco U(k) ,  
la energía de autointeracción U(s) y la contribución dipolar U(d)  están dádas por 

l N  I erfc(alr,3 + mLI) 
1 %  + 4 - 1 PJQt 

U(') = 
1,3=1 n€Z3 

, 

m 
donde la funcion de error está definida por erfcirj = 2 r - ' / ' L  dtesp{t*} y la transfor- 
niada de Fourier de la densidad de carga p(k) esti  dada por 

\ 

p(kj = /, d3rp(rjr-Ikr = 1 q,e-'k''J 
l b  J = l  

La longitud inversa cy, conocida como parárnetro de Ewald, asigna los pesos relativos 
a las contribuciones del espacio real y el espacio recíproco, ,pero el resultado final es 
independiente de u. Los vectores k forman el coqjunto discreto (2anlL. : n E Z). De 
esta forma. pueden emplearse técnicas eficientes para el el cálculo de la energía de la 
celda principal. La eficiencia en dicho cálciilo di,penderá, básicamente, de las técnicas 
empleadas en el cálculo de la transformada de Foiirier. 



Capítulo 2 

Sobrecargado de la molécula de ADN 

2.1 Introducción 

En la ref. [76] la distribución iónica ha sido estudiada por medio de la función de distribu- 
.ción de carga, P( r ) ,  la cual es calculada mediante dinámica molecular estocástica. En el 
presente capítulo realizamos un estudio del sobrecargado por medio de ecuaciones i n t e  
grales [29, 8@! así como un estudio más detallado de simulación molecular. Presentamos 
además cálculos para P(r ) ,  los perfile. de con?entración gi(r); el potencial electrostáti- 
co promedio S( r ) ,  y el potencial C. Así mismo presentamos una comparación entre los 
resultados de la teoría con los obtenidos de dinámica molecular. 

Debido a su inobjetable estatus como molécula de la vida, la molécula del ácido desoxi- 
rribonucléico (;ZDN) ha sido sujeta un número abrumador de pruebas estructurales, cinéti- 
cas y termodinámicas, más que cualquier otra molécula. Con una carga efectiva de una 
carga elemental (negativa) por cada 0.17nm a l o  largo. de su longitud, la molécula de 
;\DS. tiene casi tanta carga como un polímero lineal. La estructura de doble hélice de la 
molécula de .4DN es bien conocida. así como el hecho de que la información genética es 
llevada en su secuencia de pares de bases. Sin embargo, .en este trabajo. su estructura de 
dobl? hélice es significante solamente por el hecho de que le da gran rigidez a la molécula: 
La molécula de ADN mantiene esencialqerire su misma dirección sobre su relativamente 
alta longitud de persistencia. 9 t r a  propiedad estructural importante de la molécula de 
=\DS es el hecho de 'que I& moiécula es altanirnte cargada en condiciones fisiológicas es- 
táridar. eso significa, condiciones de pH=;.-l. El diámetro de una molécula de AD3 es de 
aproximadamente 2 nm. mientras que sus longitudes típicas varían desde algunas micras 
para virus simples hasta cenrímerros eri humanos [Si]. 

En busca del entenainiiento de las propiedades del ADN se han encontrado compor- 
tamientos inesperados en la conformación de dicha rnokcula [ 131: En condiciones fisioló- 
gicas (0.1 molar de solución de NaCI) una mokcula de ADN toma la forma de una madeja 
enrollada en forma desordena.da con un radio de giro de varias micras; si dos segmentos 
cualesquiera de la nioléciila se acercan a una. distancia menor a 1 nm éstos se repelen 
fuertemente. Sin embargo, bajo condiciones diferentes. por ejemplo en una solución muy 

19 
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Figura 2.1: Condensación de la molécula de ADN 

diluida con una concentración pequeña de cationes polivalentes, la misma molécula de 
ADN se condensa en un rollo de forma toroidal altamente empaquetado. En' la Fig. 2.1 se 
muestra la configuración toroidal de la molécula de .4DN. Su radio promedio egde unos 50 
nm y la distancia promedio entre dos segmentos contiguos paralelos es ligeramente mayor 
que su diámetro. ün toro esencialmente con las mismas características y dimensiones 
se forma con otro tipo de contraiones, otras secuencias genéticas así como con piezas de 
ADX mucho más pequeñas. Un toro mucho más grande se forma cuando el ADN es ex- 
pulsado desde un virus hacia una solución que contenga iones polivalentes. Claramente, 
los contraiones polivalentes median la atracción efectiva entre las moléculas de ADN car- 
gadas negativamente, esto en una. contradicción aparente del hecho fundamental de que 
los objet,os con carga del mismo signo se repelen. 

Este hecho vuelve interesante a este sistema desde un punto de vista fundamental 
así como desde un punto de vista tecnológico. Las interacciones entre los segmentos 
mismos de la molécula así como con la membrana celular (que en parte se deben al 
acoplamiento entre la distribución iónica .. y , la, . cimforaiación de la cadena están aún muy 
lejos de ser completamente entendidas. En :init primera aproximación al estudio de un 
polielectrolito en solución. se puede fijar lú, conior:riación de la cadena. de esta forma, se 
puede uno enfocar en la descripción detaliada <le la distribución iónica. Usiialmente los 
polielectrolitos se encuentran estirados debid¿, a 1; rcpulsión electrostática de sus grupos 
cargados. Más aun, muchos polielectro'it(s ierieii una rigidez intrínseca: por lo que un 
modelo de varilla rígida para estas mol& ~ 1 . 1 s  put?dv scr una primera elección. El problema 
restante de una varilla rígida cargada inniersa en una solución es mucho m8s fácil de tratar, 
pero aiin lejos de ser completo. 

En el tratamiento del problema. unú aprcixirna.cion coinúnmente usada supone que la 
investigación de un pequeño subvolumeii (4 cud cocticne solamente una varilla cargada, 
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- + breadas y blancas representan a los contra- 
iones y coiones, respectivamente. En la + 
parte inferior está indicada la dirección y + 
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Figura 2.2: Representación esq,remática del + O 
efecto de sobrecargado. Las bolas som- 

sus contraiones y el electrolito) es suficiente para describir mucha de la física. La principal 
justificación para el uso de 'esta aproximación es que el subvolumen tiene carga neta 
igual a cero por lo que los contraiones apantallan eficientemente los multipolos de orden 
superior y por lo tanto, la interacción entre dos subvolúmenes es prácticamente nula. Esta 
aproximación es conocida como el modelo de la celda cilfndrica y éste provee el marco 
para los cálculos de simulación molecular aquí presentados. 

El  sobrecargado ocurre cuando la distribución del fluido es tal que para una distancia 
dada a la superficie, los contraiones no solamente cancelan la carga de la superficie, sino 
que además se arreglan de tal forma que la sobrecompensan. Esto implica una inversión 
en la dirección del campo eléctrico. En la Fig. 2.2 se encuentra representado el tipo de 
arreglo que debe existir en el fluido para que exista sobrecargado. Cerca de la superficie 
los contraiones sobrecompensan la carga de la superficie, sin embargo, el sistema en total 
permanece neutro. 

La doble capa eléctrica obtenida por medio de las ecuaciones integrales predicen sobre- 
cargado [29, 801. Anteriormente el sobrecargado ha sido observado en cálculos de simu- 
lación por Monte Carlo (MC) para geometría plana [82], cilíndrica 1831 y esférica [84, 851. 
Además, hace algunos años, Gon::alez-Tovar et al. (291 predijeron que para una carga dada 
del macroión y concentración de: electrolito. el sobrecargado produciría un revertimiento 
de la movilidad electroforética'. Est^ revertimiento de la movilidad electroforética ha sido 
confirmado experimentalmente (,36 87! 88, 89). .Al.considerar este efecto en una nueva 
teoría para la electroforesis, s? iia encontrado un acuerdo 1353 cualitativo excelente con 
resultados experimentales [87! 9i I]. 

La teoría de Poisson-Boitzkik: rrxestra sus limitaciones en las situaciones donde las 
correlaciones de  .corto alcanc ! ent :e io5 iones se vuelven importantes 169, 911, además 
de que no predice las fuerzas at rac:ti-,as observadas expeximentalmente en soluciones de 
.4DN 113, 92,931, a.pesar de qi,e !!Sto kmasido predicho incorrectamente por algunos autores 
[211. El sobrecargado ha sido p r  :dicho en estudios hechos mediante simulación molecular 
[94. 9.5, 961 y ecuaciones integrahs [is 97, 981. En este capítulo presentamos estudios para 

z- 
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una varilla cargada, inmersa en una solución salina, bajo situaciones que no son descritas 
Correctamente por la teorfa de Poisson-Boltzmann, es decir, exploramos la posibilidad de 
sobrecargado de una sola varilla. 

2.2 Aplicación de HNC/MSA a un polielectrolito en 
solución 

Cna ecuación particularmente exitosa para fluidos inhomogéneos cargados, es a Jeriooii- 
nada HNC/hlSA (84, 99, 100, 1011. La ecuación HNC/hISA para un modelo de un poli- 
electrolito cargado en solución, se puede deducir con los métodos descritos en el capítulo 
1. Dicha ecuación ya ha sido obtenida anteriorn: .I e [29, 801 considerando lo siguiente: 
El polielectrolito es modelado como una varilla 1 igida infinitamente larga, de radio ro, 
con una densidad lineal de carga A. La varilla está inmersa en un electrolito tipo modelo 
primitivo restringido de dos componentes. El solvente es considerado como un medio 
dielectrico continuo de una constante dieléctrica E. Por simplicidad suponemos que la 
varilla y el solvente tienen la misma constante dieléctrica, para evitar complicaciones con 
las cargas imagen (ver Fig. 2.3). La condición de electroneutralidad del fluido viene dada 

. 

m 

U 

Figura 2 3. Representación esquemática el modelo usado en la deducción de la ecuación 
HNC/MSA. para una varilla de geometría cilíndrica inmersa en un electrolito tipo modelo 
primitivo restringido 

2 

ZmPm = O. 
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donde pm y z, son la concentración y la valencia de la especie rn. Para satisfacer la 
condición de campo eléctrico igual a cero en infinito, ; a  cual es necesaria para alcanzar 
equilibrio termodinámico, la carga sobre la varilla debe ser apantallada por un exceso de 
carga en el fluido, de tal forma que se debe satisfacer que: 

La concentración local de la  especie m se denota como pm(i). Como la carga de la varilla 
está uniformemente distribuida sobre su superficie, esta tiene una densidad superficial 

de carga equivalente, u, igual a u = - -. La ecuación de Ornstein-Zernike para fluidos 

inhomogéneos está dada por 

x 
2 

(2.3) 

donde haJ(rZ1) y c,(rZ1) son las funciones de correlación total y de correlación directa, 
entre las partícula 2 localizada en r2 y la partícula 1 en i 1  de lss especies ct y j ,  res- 
pectivamente; rzl = i 2  - rl. En el esquema de¡ método directo (ver capítulo l), si la 
aproximación HNC es usada para la función de correlaci6n directa entre la  varilla y la 
especie j, la Ec. (2.3) se convierte en 

. 

Bajo  este esquema, las funciones de correlación haJ(rZl) y caJ(r21) corresponden a las 
funciones de correlación inhomogéneas de una partícula, h,(r) y cJ(r), para las especies 
J de un fluido bajo la influencia del campo externo producido por la  varilla cilíndrica. 
La concentración local para la especie J viene dada por p,(r) = pJg3(r), donde g3(r) es 
llamado el perfil reducido de concentración. Por lo que e! prrfil de concentración de carga 
está dado por 

1 

pel(.) = qmPmgm(T) donde Qn zme. (2.5) 
m=l  

Para este modelo el potencial de interacción dire<:tr: eiitie la varilla y la especie j del 
fluido, uaj(r), se puede separar en dos partes: el ti rFiico 'le int.eracción dura ion-varilla, 
U ; ~ ( T ) ,  y el término de interacción electrostática, iL$,;(r). El primero toma en cuenta el 
hecho de que los iones no pueden deformar o pen1 tr.ir la varilla cilíndrica, el cual viene 
dado por 



- ~ 

t I *- i :  

24 Capítulo 2. Sobrecargado de la molécula de ADN 

E l  segundo puede ser encontrado a partir de la ley de Gauss, 

47-p 
-St&(.) = -pior0 E in(r) (T > TO). (2.7) 

%](S) = -bunl,(s) + zm2,cd(s) + csJ(s).  

con p = l/kBT. E n  la aproximac ón MSA la función de correlación directa para un 
electrolito tipo MPR tiene expresionw analíticas. Esta función puede ser rscritii como 

(2.S) 

La expresión para esta función está dada en el apéndice B. Cuando usamos la cerradura 
hlSA en la integral de la Ec. (2.4), se obtiene la ecuación HNCIhlSA para un electrolito 
en presencia de una varilla cargada. Aprovechando la geometría cilíndrica del sistema y 
el hecho de que ia función de correlación directa entre los iones depende únicamente de 
su distancia relativa s 5 Iri - r31, la  Ec. (2.4) puede ser escrita como [29, 801 

donde se ha definido 

m= 1 

m= 1 

(2.9) 

m=l 

En coordenadas cilíndricas dv3 = r3dr3dz3d& y 

s2 = ;' +- r2 + y 2  - 2rycos4,  

donde hemos llamado y = r3, z = 23 4 = 0 2 .  Integrando en coordenadas cilíndricas se 
obtiene 

donde 
(2.10) 

(2.11) 



2.2. Aplicación de HNC/MSA a un polielectroiito en solución 25 

para Ir - y1 I a y K(r,y) = O para Ir - y1 > a. Las constantes 7 y Q están dadas en el 
apéndice B 

(2.12) "" ] d$ 

2 r  Jo + 
E 1 +ra (1 +ray 

para Ir - y1 I a y L(r,  y) = O para Ir - y1 > a. A ( r )  ha sido definida como 

A ( r )  = - K(r,  v)dy, 

para T 5 TO + 3/2a. En las ecuaciones anteriores 

.. 

En la Ec. (2.10) podemos identificar el potencial eiectrostático promedio, de tal forma 
que puede reescribirse como 

gj(T) = ~ X P  { -*jiplCl(r) + /* ro+a/Z K(r, y)pcs(y)dy + .z, Jm ro+a/Z L(r,  y)pcd(y)dy + ~ r A ( r ) }  I 

(2.13) 
donde $(r) es el potencial electrostático promedio dado por 

4n 2T * = --oroin(r) - - J p,i(y) in [(r2 +yz + Ir2 - y21)/2] ydy. (2.14) 
E E ro+aJ2 

En el límite de iones puntuales, i. e., a + O ,  $(s) y $(s) + O y la Ec. (2.9) se escribe 
como 

donde t , ( r )  está dado por la Ec. (2.14), la cual es solucitm de la bien conocida ecuación 
diferencial de Poisson-Boltzmann para iones puntuales alrededor de un electrodo cilíndrico 
cargado. i.e.. 

gm(r) = exp {-Bz,ev(r) 1, (2.15) 

2 1 dv(r)  d2r?(r) e _- -t 2 = -- 
r dr dr 

t m P m  exp { -Pz,,,eov(r) } 
E m=l 

(2.16) 

Por lo que la versión integral de la xuación de Poissún-Boltzmann es [SO] 
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que es la ecuación HNC/MSA en el límite de iones puntuales. La principal diferencia 
entre estas dos teorias se debe básicamente a las correlaciones por tamaño de los iones 
las cuales sí son tomadas, aunque sólo sea parcialmente, en la teoría HNC/MSA mientras 
que en la teoría de Poisson-Boltzmann son completamente ignoradas. Es bien sabido 

: qut. las correlaciones por tamaño se vuelven importantes-bajo condiciones de un fuerte 
: acopIamiento.entre los iones y el campo externo, iones polivalentes y una concentracibn 

alta del electrolito [29]. 
Las ccudciones HNC/MSA y de Poisson-Boltzmann son resueltas numéricamcnte ron 

técnicas eficientes de elemento finito [is, 1021. La solución de la Ec. (2.9) pueae tornar 
un minuto en un procesador R1200 de una máquina SGI. En nuestros cálculos teóricos 
usamos los mismos parámetros de entrada que en los cálculos de dinámica mo:ecular. 
Como un ejemplo, la concentración de sal es obtenida por 

- 
pS = NdL& (2.18) 

donde N, es el numero de moléculas de sal usadas en la simulación. Sin embargo, debemos 
de remarcar que existen diferencias en los modelos usados en cada cálculo p. ej.: el 

completamente duras, en los cálculos de dinámica molecular se usa un potencial con cierta 
suavidad. Ésto puede resultar-en un volumen excluido diferente respecto al usado en los 
cálculos teóricos. Las diferencias que se introducen por este hecho serán discutidas en la 
presentación de los resultados. 

potencial de interacción en ambos modelos. Mientras que en HNC/MSA usamos partículas : 

- .  

;i 

3 
& 2.3 ' .Detalles de los cálculos por dinámica molecular es- 

tocástica (DME) 
2.3.1 Potenciales de interacción 
Para llevar a cabo la descripción del sistema es necesario especificar los potenciales de 
interacción del modelo, el cual toma en cuenta dos contribuciones: (i) el potencial de la 
interacción por volumen excluido. el cual previene a dos partículas de ocupar la misma 
posición y í,ii) el término de interacción coulóinbico de largo alcance. 

Para el potencial de interacción por volunien excluido entre los iones se usa el siguiente 
potencial: 

?I 

Sin e: corte. este potencial sería un potexial común tipo Lenard-Jones describiendo par- 
tículas de diámetro n y un mínimo de potencial de profundidad E. Para alcanzar la 

i 
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repulsión, se corta el potencial en el mínimo y 10 subimos de tal forma que vaya suave- 
mente a cero. Dado que dos iones a una distancia de a tiene una energía repulsiva de 
interacción E ,  hacemos la elección de 6 = ~ B T .  

Para dar un radio mayor a la varilla que el de los iones, empleamos un potencial ion- 
varilla similar al de la Ec. (2.19), en el cual r es reemplazado con r - r,. Este cambia la 
distancia de interacción rígida T, hacia un radio mayor. el cual da una distancia de máximo 
acercamiento de r, + a. Dado que los iones tienen un diámetro de a esto corresponde a 
un radio de la varilla, T O ,  de TO = r, + a/2.  En este caso r es la coordenada cilíndrica. 

La energía de interacción eiectrostática entre do5 iones con carga qi y qJ, viene dada 
Por 

(2.20) 

', 
I 

donde z, es la Valencia de la especie i y e es la carga protóriica elemental. Por definición 
la longrtud de Bjemm, eB, es la distancia a la cual dos cargas elementales tienen una 
energía electrostática de interacción de ~ B T .  Con el valor de la constante dieléctrica del 
agua, E = 78.5, a temperatura ambiente, T = 298K, se obtiene un valor para la longitud 
de Bjerrum de aproximadamente eB = 7.14A. La densidad lineal de carga, A, de la varilla 
es modelada poniendo unidades de carga a lo largo del eje de la varilla a una distancia 
b = e/A. E l  número de cargas a lo largo de la varilla por unidad de longitud de Bjerrum 
es una medida adimensional importante de la densidad lineal de carga y a menudo es 
referida como el parámetro de Manning: 

'F 

I 
a i 

(2.21) 

Su importancia radica en el hecho de que para & > 1 el fenómeno de condensaci6n de 
los contraiones es observado I1031 en sistemas que contienen únicamente contraiones, i. 
e.,  sin electrolito. 

2'.3.2 La celda unitaria bhica 
Con la finalidad de tener un sistema que puede considerarse como un sistema macroscópi- 
co. .se genera una réplica de varias celdas unitarias, como ya ha sido mencionado en la 
sección l .i .1.  En las simulaciones que presentamos en este trabajo, se ha considerado 
una geometría que es computacionalmete simple. Se ha tomado una caja cúbica de lon- 
gitud Lb en donde se ha colocado la molécula de ADS paralela a' uno de los lados (ver la 
Fig. 2.4). La principal ventaja de esta aproximación es que tal sistema puede ser tratado 
con el método simple de sumas de Ewald o uno de sus variantes 171, 75, 104, 1051. Esto 
permite una forma eficiente de calcular las interacciones electrostáticas de largo alcance. 
Con las condiciones periódicas empleadas en las simulaciones, la presencia de interac- 
ciones de largo alcance presenta complicaciones tanto matemáticas como técnicas. En 
las simulaciones se han empleado métodos eficientes de sumas aceleradas de Ewald, con 
métodos de la transformada rápida de Fourier ( F F T ) ,  el algoritmo P3XI, el cual escala 
casi linealmente con el número de cargas 171, 7 5 ,  1051. 



28 Capítulo 2. Sobrecargado de la molécula de ADN 

Figura 2.4: Una varilla de longitud Lb colocada de forma paralela a uno de los lados de la celda 
cúbica de longitud Lb nos da un arreglo cúbico infinito de varillas infinitamente largas bajo 
una repkación periódica de la caja cúbica. Las partículas oscuras representan los contraiones 
(o iones positivos), mientras que las partículas claras son los ions  negativos. Este dibujo en 
particular, muestra un sistema que contiene 36 contraiones divalentes, 220 iones positivos y 
220 iones negativos de sal. 

2.3.3 

Como siguiente paso, hemos mapeado explícitamente los parámetros a un sistema de 
moléculas de -4DN en solución acuosa. Esto incluye el diámetro iónico a, el radio de 
la varilla cilíndrica T O ,  la longitud característica de Bjerrum /?B y la densidad lineal de 
carga A. Nuestra elección es presentada en la Tabla 2.1. La simulación molecular del 
sistema, se ha realizado usando un termostato tipo Langevin para llevar al sistema a un 
estado canónico. i. e,  de energía constante 11061. La parte real e imaginaria del espacio 
de Fourier de la energía electrostática fue usada para verificar la condición de equilibrio. 
Los observables que aquí presentamos fueron originados al promediar aproximadamente 
sobre unas 1500 configuraciones independientes 

j 

I 

I Mapeo de los parámetros a una molécula de ADN 

2.4 Resultados 
L' 

La discusión de resultados la llevaremos a cabo en términos del potencial electrostático 
promedio W(T) .  LOS perfiles reducidos de concentración. gm(r), y la función de distribución 
de carga. la cual queda definida por 

(2.22) 
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parámetro símbolo valor valor en unidades LJ 
diámetro iónico a 4.25 A a 
Valencia iónica 
radio de la varilla 
densidad de carga lineal (ADW 
longitud de Bjerrum (en agua 
parhetro de Manning 
tamaño de la caja 
radio de una celda correspondiente 
temperatura 

2 
7.86 .I 

-eo/i. 7 
7.11 -4 

4.2 
122.4 .A 
69.1 .A 
298 K 

2 
1.85 4 

-2.5 cola 
1.68 a 

1.2 
28.8n. 
16.3 a 

EfkB  

Tabla 2.1: Parámetros del sistema usados en la simulación de la molécula de ADN en solución 

Esta función, que es fundamental en nuestra discusión del sobrecargado, mide la cantidad 
de carga acumulada entre la superficie de la varilla y una superficie cilíndrica imaginaria 
de radio r, medido desde el centro de la varilla. En gran parte de nuestra discusión de 
resultados se presentan domparaciones entre los resultados teóricos y los de simulación, con 
la finalidad de verificar la validez de los resultados de HNCIMSIZ. Por otra parte, algunos 
de los mecanismos físicos que conducen al sobrecargado son evidenciados y discutidos. 

La Fig. 2.5 muestra los resultados de HNC/MSA y DME para la función P( r )  y 
$(r), para cinco densidades de carga superficial diferentes, esto quiere decir, cinco valores 
diferentes del parámetro de Manning el cual se ha incrementado sucesivamente. De los 
resultados.que se presentan, uno de ellos tiene un valor del parámetro de Manning menor 
que el de la molécula de ADN (el cual es de CM = 4.2) y para tres de ellos es mayor. 
La función P(T) presenta sobrecargado, i.e., a cierta distancia, la carga de la varilla 
no solamente es compensada sino que es sobrecompensada. Este hecho se manifiesta 
en la presencia de máximos en la función P ( r ) ,  los cuales incrementan su intensidad 
y se localizan más cercanos a la superficie del cilindro a medida que se incrementa la 
densidad de carga de la varilla. Como ha sido puntualizado con anterioridad [29, 821, el 
efecto de sobrecargado implica un cambio de dirección del campo eléctrico local. Nuestros 
resultados de DME y HNC/;LIS.A son consistentes con tal hecho. 

En el lado derecho de la Fig. 2.5 se muestran las gráficas del potencial electrostático 
promedio, $(r). Podemos obseryar que Lt(.r) presenta valores negativos y además se 
muestra la presencia de un mínimo. lo que indica un  cambio de pendiente en $(z). El 
mínimo SI localiza más cerca de la superficie de la varilla e incrementa su intensidad, a 
medida que se incrementa la densidad de carga. El cambio de pendiente representa un 
cambio en la dirección del campo eléctrico local. Es decir, después del mínimo de potencial 
el campo eléctrico cambia de direcciór: de positivo a negativo. En la región donde el campo 
eléctrico invierte su dirección es donde ocurre sobrecargado. Es sabido que HNC/MSA 
da resultados más fiables que la teor,a de Poisson-Boltzmann en sistemas que contienen 
una alta concentración de electroiito. iones polivalintes - io para fluidos bajo la influencia 
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Figura 2.5: (a)Función de distribución de carga P(r )  y (b) potencial electrostático promedio 
$( r )  para los parámetros de la tabla 2.1. El electrolito es una sal divalente a una concentración 
de 0.49 M. La distancia r está medida respecto a la superficie del cilindro y está dada en 
unidades de radios iónicos. Las líneas sólidas e intermitentes corresponden a los cálculos de 
HNC/MSA y de DME, respectivamente. Las diferentes curvas corresponden a valores distintos 
del parámetro de Manning, <M = 2.1,4.2,6.3,8.4,10.5, el cual corresponde a las densidades 
superficiales de carga de u = 0.095,0.190,0.286,0.381,0.476 C/mZ, respectivamente. En las 
gráficas de P( r ) ,  la densidad superficial de carga se incrementa de abajo hacia arriba, mientras 
que en el potencial electrostático promedio se incrementa de arriba hacia abajo. El valor de 
& = 4.2 (o = 0.190 C/mz) corresponde a la mol+ula de ADN. 

de campos externos muy fuertes 169. 84, 911. Esto se debe a que HNC/MSA, aunque de 
manera parcial, toma en cuenta las correlaciones debidas al tamaño de los iones las, cuales 
son completamente ignorados en la teoría de P B .  Por lo que con la teoría de PB no se 
obtiene el efecto de sobrecargado. Se puede ver que la teoría HNC/MSA en verdad predice 
sobrecargado, aunque el efecto se ve sobreestimado respecto a los resultados obtenidos 
por medio de DME. El acuerdo cualitativo (ver Fig. 2.5) entre los resultados de la teoría 
HNC U3.4 y los resultados de DhIE es excelente. El acuerdo cuantitativo es bueno y 
PS particularmente bueno para los cálculos correspondientes a la molécula de ADN. Más 
adelante vamos a discutir las causas del desacuerdo cuantitativo entre los resultados de 

De acuerdo con la definición de la densidaa superficial de carga, o, se' pueden tener 
distintos valores de o para el mismo valor de A. De esta forma, para un mismo valor dado 
del parámetro de Xlanníng, &, dos polielectrolitos cilír dricos con diámetros diferentes 
producirán diferentes estructuras de la doble capa eléctrica. En la Fig. 2.6 se presentan 
los resultados de HNC/hISA para distintas varillas corm el mismo valor del parámetro 
de llanning. pero con distintos radios TO. Estos cálculos muestran diferentes perfiles 

3INC lIS.4 y DlIE .  
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Figura 2.6: Función de distribución de carga obtenida de HNC/MSA. para un electrolito tipo 
MPR en contacto con ;na varilla cilíndrica cargada. La distancia r es medida con respecto 
a la superficie del cilindro en unidades de radios iónicos. El electmlito es una sal divalente, 
a una concentración de 0.49M. Los resultados correqponden a diferen*tdios del cilindro, 
pero manteniendo constante el valor del parámetro de Manning en un valor de ,&, = 4.2. De 
arriba hacia abajo los radios del cilindro son de ro = 3.8611, 7.86A, iiOAy 120011, los cuales 
corresponden a unas densidades superficiales de carga de CJ = 0.388C/mZ, 0.190, 10-zC/m2, 
10-~c/mZ,  respectivamente. Las curvas para ra = 11011 y ro = 120011 son prácticamente 
indistinguibles. 

6 

c 

! 

de la función de distribución de carga P(r) .  Esto ilustra el hecho de que el parámetro 
de Manning, por sí solo, no es suficiente para especificar la estructura iónica alrededor 
de macroiones cilíndricos. Dado que la estructura iónica depende directamente de la 
magnitud del campo, es más adecuado usar la densidad de carga superficial del cilindro, 
IT, la cual es una medida directa del campo eléctrico que penetra dentro de la solución. 
Sin embargo, & y u están relacionados simplemente por & = 2 ~ r o u t ~ / e  [ver Ec. (2.21)l. 
Este hecho no está reconocido en la literatura. 

En la Fig. 2.7 mostramos los resultados de HNC/MSA y DME para los perfiles re- 
ducidos de concentración, para o = i).190 C, mz y u = 0.49 C/m2 (& = 4.2 y & = 10.5, 
respectivamente), manteniendo el mismo valor de los demás parámetros que en la Fig. 
2.5. Las oscilaciones en los perfiles de concentración aparecen como una consecuencia 
de las correlaciones inducidas por c i  tamaño de los iones y son una manifestación d d  
sobrecargado. El primer máximo, ot"servado en el perfil de concentración reducido de los 
coiones, implica una concentración de éstos por arriba de su concentracLón de bulto e 
indica que la interacción efectiva ion-pared es atractiva a los coiones. Podemos notar qbe 
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Figura 2.7: Perfil reducido de concentración, si(.), para un electrolito en contacto con una. 
varilla cilíndrica cargada. El electrolito es una sal 2:2. a una concentración de 0.49 M. La 
distancia, T ,  está medida con respecto a la supetficie del cilindro en unidades de radios iónicos. 
Los parámetros del sistema se encuentran dados en la Tabla 2.1. La Fig. 2.7a muestra los 
resultados correspondientes a &, = 4.2 (o = 0.190 C/mZ), mientras que la Fig. 2.7b muestra 
los resultados para <bj = 10.5 (ú = 0.49 C/m2): Los puntos y cruces son las funciones de 
distribución obtenidas por medio de DME para los contraiones y coiones, respectivamente. La 
línea s6lida son los resultados de HNC/MSA. 

la magnitud de las oscilaciones es más fuerte a medida que se incrementa la intensidad del 
campo eléctrico así como el hecho de que se localizan cada vez más cercanas a la superficie 
del cilindro. Se puede apreciar que los resultados de la teoría HNC/MSA sobreestiman el 
valor de contacto de los perfiles de concentración respecto a las predicciones de dinámi- 
ca molecular. Las diferencias entre las predicciones de HNChIS.4 y DME pueden ser 
asociadas con dos hechos: (i) la diferencia del potencial repulsivo usada en HNC/.VfSA y 
DME y (ii) el hecho de que HNC/MSA. e:; una teoría aproximada, por lo que no considera 
propiamente todas las correlaciones. 

Otro fenómeno importante es obsei vado en el comportamiento del potencial eiec- 
trostfitico promedio: en el lado derecho de la Fig. '2.5. En lo que concierne al potencial 
en el punto en que los iones se eiicireutr;~~ a la distancia de máximo acercamiento con la 
varilla 

c = S;To+a/2).  (2.23) 

el cual es identificado como el potenf.:iel-< usado en los cálculos de electroforesis, y que es de 
gran importancia en las teorías p i m  e: cilciilc de las movilidades electroforética,s 135, 1071. 
En la teoría de Poisson-Boltzmann part una varilla inmersa en una solución iónica, y su 
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Figura 2.8: Gráfica del potencial < - 
$ ( T O  + 4 2 )  como una función de la 3 
densidad de carga superficial u, para u n  P 10 
cilindro inmerso en u n  electrolito 2:2 a 7 
una concentración de 0.49 M. Los pa- LE 

rámetros del modelo están dados en la 
Tab. 2.1. .La línea discomtinua es la 
predicción de la teoría de PB, los pun- 
tos negros son los resultados de DME y 
la línea sólida SOR los resultados de la 
teoría HNC/MSA. 

- 
O 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

a[C/ln’] 

versión lineal, el potencial-< depende monotónicamente de <M 1291. Sin embargo, en 
la Fig. 2.5 se muestra que al incluir las correlaciones por tamaño, +(r), puede no ser 
monotónico e inclusive puede volverse negativo. Esto cambia la relación típica que se 
tenía entre < y & f .  La tabla 2.2 contiene varias predicciones para el potencial < como 
una función del parámetro EM, así como algunos resultados obtenidos de los cálculos de 
simulación por DME. Una ilustración gráfica de estos datos se presenta en la Fig. 2.8. 

En efecto, se encuentia que < primero se incrementa con {M, pero para cierto valor de 
c ~ ~ ,  < empieza a decrecer lo que finalmente lo vuelve negativo. Mientras que las teorías no 
lineal y lineal de Poisson-Boltzmann coinciden con los datos de simulación para valores 
pequeños de u (lo cual es un hecho fortuito), éstas fallan completamente al predecir el 
comportamiento no monotónico y el máximo de la función, el cual aparece para valores de 
<\r relativamente pequeños. La teoría HNC/ RISA captura este efecto, pero sobreestima 
el valor del potencial <. Existm comparaciones que se han realizado anteriormente, para 
el potencial < como una función de u, entre HXC/USA y datos de Monte Carlo para 
una superficie plans. cargada v macroiones esféricos cargados, inmersos en un electrolito 
169, 84. 1011. En estas geometrías, para electrolitos 1:l y 2:2, a una concentración de 
O ?Al. como en la Fig. 2.8, el acuerdo entre HSC/hlSA y MC es excelente. De esta forma, 
podemos argumentar que el deoacuerdo en la Fig. 2.8 puede asociarse en parte con el 
potencial repulsivo usado en tiuristros cálculos de DME, los cuales no tienen un límite de 
contacto claramentr definido enLre los iones y el cilindro. Este hecho es importante dado 
que el potencial < es cvalusdo exactamente ahí. 

Para macroiones planares y esffricos, los resultados de PE para las curvas de < vs. u,  se 
encueritran siempre par encina de las cu;vas de HNC/hfSA y MC, lo cual es consistente 
con nuestra presente observa.cion. Para una carga dada de la varilla y diámetro, para 
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Figura 2.9: Función de distribución de 
carga obtenida de HNC/MSA (línea só- 
lida) y DME (línea punteada), para un 
electrolito tipo MPR en presencia de una 
varilla cilíndrica cargada, con la cual los 
iones tienen una distanci;i de máximo 
acercamiento de 9.98A. La distancia T es 
medida con respecto a la superficie del 
c'lindro en unidades de radios iónicos. 
En esta gráfica mostramos una com- 
paración entre dos sistemas uno de los 
cuales presenta un alto volumen exclui- 
do mientras que el otro presenta un ba- 
jo volumen excluido. El sistema donde 
ocurre sobrecargado corresponde a un 
electrolito monovalente con p = 1.0 M, 

= 4.3 (u = 0.240 C/m2). y iones 
de diámetro (u = 7.4A); mientras que el 
sistema donde no se observa sobrecarga- 
do corresponde a un electrolito divalente 
con una concentración de p = 0.5M. 

= 10.5 (r = 0.40 C/m2), y iones 
pequeños de diámetro u = i.oA). 

* 

cualquier conjunto de parámetros del electrolito. un valor más alto del potencial C siempre 
implica una menor adsorción de contraiones [29]. De esta forma. un potencial repulsivo 
suave. como en nuestros cálculos de DUE. permite a los contraiones acercarse más a la 
varilla. Esto produce un valor mhs alto del potencial C en nuestros cálculos de DkIE 
al compararlos con los resultados de HSC 'lIS.1. En el caso de la teoría de Poisson- 
Boltzmann. el no tomar en cuenta las correlaciones por tamaño. no permite una mayor 
concentración de contraiones sobre la varilla para producir sobrecargado. 

En todos los casos el acuerdo cualitativo es muy bueno. El ésito de la teoría HSC DlS.1 
indica que las correlaciones por tamaño son responsables sobrecargado y la curvatura del 
potencial (. De esta forma, podemos ver que el sobrecargado 'está relacionado con el 
efecto de volumen excluido. Si estos efectos no son considerados (como en el caso de 
la teoría de Poisson-Boltzniann) o despreciables. el sobrecargado no se presenta, aun 
para iones polivalentes. Por otro aado. el sobrecargado puede ocurrir en un sistema con 
un alto volumen escluido incluso para iones monovalentes. Para ilustrar este hecho. 
iiemos simulado dos sistemas para los cuales la másinia distancia de acercamiento a la 
superficie de la varilla cargada es de 9.98.4. Para el primer caso (electrolito monovalente) 
se trata de una varilla con un parámetro de cargil de <>! = 4.2 (a = 0.210 C,'m') y 
Osti inmersa en un electrolito monovalente a una concentración de 1.OM con ione:; de 

. ~. ~~ ~.-A 
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diámetro a = 7.4 A. El segundo sistema (electrolito divalente) tiene un parámetro de 
carga de tM = 10.5 ( o = 0.40 C/mZ) y está inmerso en un electrolito divalente a una 
concentración de 0.5 M, con iones de diámetro a = 1.0 A. LOS resultados se muestran 
en la Fig. 2.9, donde graficamos la función de distribución de carga. El  sistema con 
iones grandes y monovalentes presenta sobrecargado con ambos calculos, H'rC/X!S.4 y 
DME. La  localización de los picos coincide, mientras que observamos pequeñas diferencias 
en su altura. Curiosamente el sistema con iones divalentes pequeños no presenta signo 
alguno de sobrecargado, aunque el parámetro de carga para el sistema es aún mayor. El 
hombro en la función de distribución de carga obtenido de DXIE, indica que la segunda 
capa iónica es casi neutral. Gna explicación tentativa es la siguiente: Los iones pequeños 
tienen una energía de atracción de casi 30k~T. por lo tanto, el electrolito está en forma 
de pequeños cúmulos neutros. Esta explicación e, -0portada por inspección visual de 
una configuración de DME. La mayoría de estos c mulos neutros son polarizables y por 
lo tanto tienden a acumularse en la dirección del campo eléctrico que rodea la varilla. De 
esta forma, los contraiones libres, i. e., aquellos que,neutralizan la carga sobre la varilla 
de ninguna forma pueden producir sobrecargado. De manera consistente los cálculos de 
HNCIhlSA tampoco presentan sobrecargado. 

1 
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! - 

& 1  10 z 

0.9 O 

-1 o 
1 3 5 7 9  1 3 5 7 9  

0.8 

r l d l  r i d l  

Figur3 2.10: Resultados para la función de distribución de carga P( r )  (izquierda) y poten- 
cial elxtrostático promedio $(r) (derecha), para los sistemas de la tabla 2.1 con valor del 
parámetro de Manning de = 4.2. La distancia r es medida con respecto a la super- 
ficie del cilindro en unidades de radios iónicos. El significado de las líneas es el mismo 
que en la Fig. 2.5. Las curvas corresponden a diferentes concentraciones del electrolito, 
ps = 0.12,0.24.0.34,0.49.0.68 M. En las funciones de distribución de carga la concentración 
del electrolito se incrementa de abajo hacia arriba, en el potencial eler.trostáti¿o promedio ésta 
se incrementa de arriba hacia aba:o. 

'A 
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<M CLPB ImVl CPB Imvl CHNC [mvl CMD ImVl 
1.05 10.52 10.28 6.262 9.116 
2.1 21.04 19.48 10.99 14.62 
4.2 42.09 33.32 14.27 16.25 
6.3 63.13 42.96 11.08 13.80 
8.4 84.17 50.16 3.771 9.263 
10.5 105.2 56.03 -6.219 3.675 

Tabla 2.2: Potencial < para una varilla tipo ADN (ver Tab. 2.1), inmersa en un electrolito 2:2 
a una concentración de 0.49 M ,  como una función del parárnetro de Manning &. Las cuatro 

,+ . predicciones son: la teoría lineal de PB, la teoría de PB, HNC/MSA y simulación por dinámica 
molecular. El error de los datos de simulación es estimado del orden del 2%. La Fig. 2.8 
muestra la gráfica de los datos. 

Finalmente, uno puede preguntarse cómo es que el efecto de.sobrecargado depende 
de la concentración de sal. Obviamente en ausencia de sal no puede haber sobrecargado, 
ya que. aun una condensación completa de los contraiones únicamente neutralizaría la 
carga de la varilla. Sin embargo, no es claro aún, cómo es que solamente por.adición de 
sal aparece el sobrecargado. La Fig. 2.10 muestra,-los resultados de HNC/MSA' y DME 
para la función de distribución de carga, P( r ) ,  y el potencial electrostático promedio, 
$(r), para una'varilla cargada, con los parámetros de la molécula de ADN, inmersa en 
un electrolito divalente en diferentes concentraciones de electrolito. E l  sobrecargado se 
observa so1amente.a una concentración de sal lo suficientemente alta. Esto puede ilustrarse 
definiendo rlr como la distancia a la cual el sobrecargado comienza, i.e., 

r1 = min {r : P ( r )  = 1 ) .  (2.24) 

La Fig. 2.11 ilustra el valor de r1 predicho por D l I E  así como la predicción de HNCIMSA, 
como una función de la concentración del electrolito. ps. Claramente, rl debe aumentar 
con la disminución de ps, dado que el ancho de la DCE se incrementa y consecuentemente 
se reduce el sobrecargado. En efecto, HNC/lIS.A predice que rl(ps)  diverge a una con- 
centración finita de ri," x 0.18 .\I lo que corresponde a una longitud de Debye de 3.59.4, 
o aproximadamente 200 moléculas de sal en la caja de simulación. 

Para concentraciones menores, los valores de I', obtenidos por simulación caen ligera- 
mente po.r debajo de la predicción de HSC 'líS.4. pero esto no es una característica 
general. En la. Fig. 2.10 puede verse que a mayor sobrecargado, la teoría HI'iC/XlS.A 
predice un valor de TI ligeramente menor que en la simulación. Sin embargo al disminuir 
la concentración. el tamaño finito de la celda de siniuiación se vuelve relevante ya los. 
iones alcanzan el valor de r1 en el bordr de la celda y :io en infinito. Cna reducción en 
la cantidad de sal a un tamaño fijo de la :elda debe wcesariamente conducir a valores. ' 

más pequeños de TI que en el caso de la teoría HSC'MS.4. ya que r1 no puede difergir- 
en una celda de tamaiio finito. Por otro lado, por razones técnicas, en los cálculos de 

. 
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5 -  
Figura 2.11: Radio r1 de la Ec. (2.24) a la 
cual el sobrecargado comienza, como uiia 
función de la concentración de electroli :o 
ps; para una varilla con 10s parámetros fie 2 
la molécula de ADN (TO = 7.86 y o = 
0.190 C/mZ). La distancia r1 es medida 
con respecto a la superficie del cilindro 
en unidades de radios iónicos. Los puntos 

4 - 

3 - 

DME el tamaño de la celda no puede incrementarse indefinidamente. De cualquier forma, 
nuestros resultados de DME no han detectado sobrecarga para concentraciones menores 
de ps 5 0.2M, lo que es un excelente acuerdo con la predicción de HNC/MSA, para 
una cantidad mínima de sal requerida para el sobrecargado. Este resuldado, así como el 
discutido en la Fig. 2.9 sientan el antecedente de la importancia de la concentración así 
como del tamaño iónico en el sobrecargado. 

. .  

2.5 Conclusiones de capítulo 

En este capítulo hemos presentado estudios teóricos y de simulación para una molécula 
rígida de polielectrolito, inmerso en un electrolito tipo hIPR. Hemos encontrado un acuer- 
do cualitativo excelente entre la teoría HSCIlIS.4 y los datos de DME. Particularmente 
para el caso en que los parámetros de la molécula de polielectrolito fueron mapeados a los 
parámetros de la molécula de ADN, encontramos además un acuerdo cuantitativo exce- 
lenie. El niejor acuerdo cuantitativo en las geometrías plana y esférica. con los datos de 
.\IC reportados en las Refs. [69: 8-1, 1011. se debe a que las interacciones de corto alcance 
usadas en \IC son iguales a las del modelo teórico y no solamente similares como en este 
wiidio. 

.L\tinque la teoría HXC/’MS.A ya había sido aplicada al modelo de un polielectrolito 
inriierso en un electrolito tipo MPR [29. 801. nuestro trabajo está centrado en el estudio 
del sobrecargado por lo que debemos puntualizar nuestras contribuciones: 

o La confirmación del comportamiento no monotónico del potencial < como función 
de la densidad superficial de carg;a sobre la varilla. 

o El hecho de que se produce sobrecarga en un electrolito al incrementar el tamaño o 
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la concentración de los iones y, en principio. sin importar la valencia. 

o E n  un electrolito formado por iones divalerttes el sobrecargado desaparece cuando 
la concentración o el tamaño de los iones disminuye. 

E l  comportamiento no monotónico del potencial ( tiene implicaciones en los c8lculoci 
de electroforesis. La teoría estándar para 1s electroforesis [IOS, 1091 está basada en la:< 
prediccimes de Poisson-Boltzmann para el poten rial < y por lo tanto, dehen encontrarse 
diferencias importantes si se aplica la teoríj. HXC 'LíS.4 al problema de la electrofcu-e- 
sis. En la teoría de Poisson-Boltzmann, el potencial C como una función de la densida¿ 
superficial de carga de la varilla es una función monotónica, mientras que en la teoría 
HNC/bISA no es así. En [29] se sugiere por primera vez que este efecto puede producir 
un cambio en la dirección de la movilidad electroforética. Esto se debe básicamente al 
comportamiento no monotónico del potencial <. Recientemente, Lozada-Cassou et al. 13-51 
extendieron la teoría de la electroforesis para incluir efectos de tamaño iónico, a través de 
la teoría HNC/MSA, la cual fue aplicada para macroiones esféricos. Un revertimiento en 
la dirección de la movilidad fue encontrado además de un comportamiento altamente no 
lineal de la movilidad, como una función del potencial <. Se encontr6 que estas predic- 
ciones están de acuerdo con los resultados experimentales, contrario con la teoría estándar 
de l a  electroforesis, en donde la movilidad es universal. 

Finalmente. la posibilidad de producir sobrecargado por iones monovalentes mientras 
que los iones divalentes no siempre lo producen (aún en condiciones de alta concentración) 
está en contraposición con la creencia general, además de que pone en evidencia la impor- 
tancia de considerar propiamente los efectos entrópicos (volamen excluido) en la descrip 
ción de dicho efecto. .Este resultado es particularmente relevante ya que pone en evidencia 
un mecanismo que no es propiamente tomado en cuenta en las teorías semifenomenológi- 
cas que tratan de describir al sobrecargado. Este hecho será fuertemente discutido en el 
siguiente capítulo. 



Capítulo 3 

Un criterio universal para el 
sobrecargado 

3.1 Introducción 

En el capítulo anterior hemos estudiado la sobrecarga de una molécula de ADN. Así mis-. 
mo, verificamos la existencia de sobrecarga por medio de dinámica molecular. En dicho 

-.~* capítulo evidenciamos que las correlaciones de corto alcance, y las correlaciones por carga 
juegan un papel importante en el Sobrecargado. Así por ejemplo, se ha mostrado que la 
concentración y el tamaño iónico desempeñan un papel fundamental en dicho efecto. Con 
el prop6sito de esclarecer los mecanismos que conducen al sobrecargado, en este capítulo 
estudiamos la dbble capa eléctrica de una superficie plana y cargada, en contacto con un 
electrolito tipo modelo primitivo restringido szmétrico. De esta forma, mostraremos que 
el sobrecargado puede describirse únicamente en términos de tres parámetros adimen- 
sionales, los cuales están relacionados con el volumen excluido de los iones y las energías 
de interacción ion-ion e ion-pared. Hemos construido un diagrama de sobrecargado en 
términos de estos parámetros. Bajo este esquema, damos un criterio para el umbral de 
sobrecargado. Finalmente concluiremos que el sobrecargado es un estado ordenado que 
se puede producir ya sea. al incrementar el volumen excluido o la energía electrostática 
de interacción. pero siempre como una combinación de ambos. 

3.2 La doble capa eléctrica 

3.2.1 

Ue acuerdo con el método propuesto en 21 capítulo 1 ,  se pueden deducir las ecuaciones 
para un fluido en presencia de iin campo externo de una manera directa. Las ecuaciones 
HNC/hICA para un electrolito del tipo modelo primitivo restringido, de especies, en 
contacto con una superficie cargada, están dadas por 163, 691 

, -  
La ecuación HNCJMSA para una superficie plana 

39 

L 
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Figura 3.1: Representación esquemática del modelo usado en 1a.derivación de la ecuación 
HNC/MSA para un electrolito tipo modelo primitivo restringido en contacto con una 
superficie cargada, plana e infinita. 

donde uai(rz1) es el potencial de interacción directa entre las partículas 2 y 1 de la es- 
pecie a e i, respectivamente. Suponiendo en la F ~ ( 3 . 1 )  que, la especie a corresponde a 
una superficie infinitamente extendida cuya concentración, pa, tiende a cero, y las otras 
especies corresponden a un electrolito tipo modelo primitivo restringido con partículas 
de diámetro a. el cual es descrito por la aproximación esférica media. Integrando en 
coordenadas cilíndricas. la Ec(3 .1)  se escribe como 

donde I = 1 . 3 ,  .... iV: z y y son las distancias perpendiculares a la superficie de los iones 
1 y 3. respectivamente. s es la distancia entre los iones 1 y 3 (ver Fig. 3.1); 
‘* 

~ ( 9 )  = 9 prnhorn(y); 

hud(y) = 2 &nPmham(Y) ;  

*=I 

m=l 
c,,(s) = c,(s) + r l zmc~ ( s )  - 3e 2 z,z,,,/Es. 
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Debido al uso de las coordenadas cilíndricas rdr  = sds, de esta forma la Ec.(3.2) se 
convierte en 

en donde hemos definido 

E l  potencial de interacción entre la molécula (Y y el ion i, se puede dividir en un término de 
esfera dura-pared rígida, uL,(z), más la contribución electrostática ut i (z) .  La contribución 
de u;,(z) es considerada en los límites de integración. De la ley de Gauss, ut&) está 
dado por 

- (3.4) 

donde u0 es la densidad superficial de carga sobre la superficie. Dado que hui = -1 para 
z 5 a/2, la Ec.(3.3) se puede escribir como 

27i /” . I n  K(z ,  Y)hUS(Y)dV + 4x1 

donde 

Las espresiones para los kérneles se encue:.-[ran dadas fin el Apéndice B. La ecuación 
HSC llS.4. i. e.: Ec. ( 3 . 3 ,  puede ser escrita de 1nane:a coiireniente como 

gi(z) = esp{-13w,(z)} = esp { -  l q , c ( . r )  + ~ ~ ( x ) } .  (3.6) 

Podemos ver que el potencial de la fuerza media ent.e a ,ul#erficie y un ion de la especie i 
tiene dos contribuciones principales: (i) la contribuc; 5n eliict rostática dada por el potencial 
electrostático medio, @(z), la cual, para geometría iirrie e: expresada como 
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donde hemos definido pe,(z) 5 

ciones de corto alcance 
q,p,g,(z). (ii) El  potencial, w?, debido a las correla- 

w X z )  = 2T l; K(z,Y)has(Y)dY + J(z)+2az, 1; L(z,  Y)had(Y)d!/ (3.8) 

En el caso de qi = O, $[z) = O y el fluido es un fluido de esferas duras en donde 
solamente los términos de corto alcance son incluidos en la Ec.(3.6). Por otro lado, en el 
i inite  de iones puntuales lrz Ec(3.6)  se escribe como 

la cual es la versión integral de la ecuación de Poisson-Boltzmann, dado que wF(z) = O 
para a = O. De esta forma, podemos ver que la teoría de Poisson-Boltzmann debe fallar 
en sus predicciones cuando las correlaciones de corto alcance se vuelven importantes, 
esto es: Bajo condiciones de un alto volumen excluido, bajo condiciones de un fuerte 
acoplamiento ion-ion y/o ion-campo eléctrico. En la teoría de Poisson-Boltzmann la mayor 
parte del campo eléctrico es apantallado a una distancia igual a la longitud de Debye,"-- 
AD = i/tc, donde K ha sido definida en la Ec.(B.J). El hecho de que algunas correlaciones 
de largo alcance más la entropía del gas ideal sean consideradas, se ve reflejado en el 
ancho de la doble capa eléctrica (DCE) predicho por la teoría de Poisson-Boltzmann. 
La teoría de Poisson-Boltzmann no predice sobrecargado debido a que las correlaciones 
de corto alcance no han sido incluidas de ninguna forma. Nuestro propósito es mostrar 
que la sobrecarga ocurre como una combinación de ambos, acoplamiento electrostático y 
volumen excluido. El sobrecargado puede identificarse al observar los perfiles reducidos 
de concentración(PRC), gar(z), el potencial electrostático promedio, @[z) o el campo 
eléctrico local. E ( z ) .  El potencial electrostático promedio. dado en la Ec.(3.7), es desde 
luego la solución de la ecuación de Poisson 

(3.10) 

Las condiciones de frontera que tienen que satisfacerse para el potencial electrostático 

medio. ~, (s ) .  y el campo eléctrico. E(s)  = -~ . son 
d L , ( X )  

dX 

du(x)  
lim - - - o. lim U.(.) = O. 

I-tX I-*= dx 
! 

El campo eléctrico total a una distancia dada de la superficie esta dado por 

:? íí 
E ( x )  = --o(.) ~ con o(.) = o,, + ~ ' ( z ) ,  - (3.11) 
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donde u(z) y d(z) son los perfiles de distribución de carga, total e inducida, a una 
dist,ancia z de la superficie, respectivamente. El perfil de distribución de carga inducida 
está dado Dor 

El cual debe cumplir que lim d(z) = -00, para satisfacer la condición de electroneutra- 
lidad. L n a  cantidad útil para identificar la región de sobrecargado puede ser el pwfil de 
carga total, a(?), ya que esta cantidad es la que indica los cambios de sigm del cain- 
PO eléctrico. Con el propósito de evaluar la sobrecarga definimos el perfil reducido d~ 
distribución de carga total (PRCT),  P(z ) ,  de la siguiente manera 

r+m 

el cual será mayor que cero en las regiones de sobrecargado. 

3.2.2 

La Ec.(3.5) puede resolverse con técnicas avanzadas de elemento finito. De la solución de 
dicha ecuación se obtienen de manera directa los PRC. En la Fig. (3.2) se muestran dos 
soluciones típicas de la Ec.(3.5) para un electrolito 1:1, a dos concentraciones diferentes 
de p = 1hI y p = 0.1M, en presencia de un campo externo producido por una densidad 
superficial de carga.de O.lC/mZ. Como es de esperarse, la concentración de los contraiones 
va disminuyendo a medida que la distancia a la superficie se va incrementando hasta que 
llega a un valor constante. Por el contrario? la concentración de los coiones cerca de 
la superficie es muy baja y se va incrementando conforme la distancia a la placa se 
incrementa, hasta que alcanza un valor constante. Los contraiones son atraídos hacia la 
superficie, sin embargo, no condensan para cancelar el campo ya que cada uno de ellos 
posee energía cinética. Conforme se va acumulando carga en la superficie la intensidad 
del campo va disminuyendo de manera que la contribución de la energía cinética le gana 
a la energía electrostática de atracción hacia la superficie. 
.U disminuir la concentraciónl el ancho de la DCE tiende a incrementarse. de manera 

que para p = 1.011 los PRC tienden a un  yalor constante más cerca de la superficie que 
para p = 0.1M. Para p = 1.OM los PRC alcanzan un valor constante para z zz 5.2a/2, 
mientras que para p = O.lhl éste se alcanza en z x l j ,Oa/2. El hecho de que.la DCE 
se compacte ai incrementar ia concentración tiece que ver con que existe menos volu- 
men accesible por cada partícula lo que hace que las partículas en el bulto tiendan 
a compactarla. ’vámos a referirnos a la región dt bulto corno aquella donde el fluido es 
homogéneo. i. e.. donde el perfil de concentración zi constante. En la Fig. 3.3a se muestra 
el potencial ‘electrostático promedio, ~ ( 5 ) )  para un electrolito monovalente a una concen- 
tración de 1.0\1. Los parámetros son los mismos que en la Fig. 3.2. El comportamiento 

‘Como discutimos en el capitulo 1 .  esto corresponde a una disminución de la entropía del sistema. 

Algunos resultados típicos de HNC/MSA y Poisson-Boltzmann 
! 

I . i 
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Figura 3.2: PCR obtenidos de HNC/MSA, para un electrolito tipo MPR y monovalente en 
presencia de un campo eléctrico producido por una densidad de carga superficial de o,, = 
O.iC/mZ. Los cálculos fueron hechos para T = 298K. E = 78.5 y a = 4.25A. La línea' 
continua representa los PCR para p = i.OM, mientras que la línea discontinua representa los 
PCR para p = 0.1M. 
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Figura 3.3: (a)Potencial electrostático prtrnt-dio, *I( c) .  y (b) perfil reducido de carga, P ( x ) ,  
para,el electrolito de concentrac¡ón p = 1.JM de 13 Fig: 3.2. 

de d(z) es monotónico decreciente has:a qt'e alianza el valor constante de $(z) = O,  
cmforme r -+ cc. En la Fig. 3.3b se muestra 4 w i h l  reducido de carga para el mismo 
eiectrolito. Observamos que P ( z )  tiene u:i roriiportaniiento monotónicamente creciente 



La línea punteada representa los PCR 

9 
-5 

3 5 7 
X l n R  I 

1 '  . 

Figura 3.5: (a)Potencial electrost6cico promedio, y(.). y (b) perfil reducido de carga, P ( z ) .  
para u n  electrolito divalente de coiicmtración p = 0 3 M .  Los parámetros son los mismos que 
los de la Fig. 3.4. La línea cuntini.a .epresenta los resultados de HNC/MSA. mientras que la 
línea punteada representa los rcjuitaclos obtenidos de Poisson-Boltzmann. 

En la Fig. (3.1) se muestr:&n lo:, PRC para un eiectrolito 2:2, a una concentración de 
p = O . S Z ,  en-presencia de un c::mGo externo producido por una densidad superficial de 
carga de 0.1C/m2. Así romo ppra el electrolito monovalente, se observa que la concen- 
tración de los contraiones va diLmini yendo a medida que la distancia. a la superficie se 
va incrementando, por el contrario, 1;~ cunrentración de los coiones cerca de la superficie 
está por debajo de la concentiaciór d,? bulr,o y se va incrementando conforme la distancia 

A 
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a la placa aumenta. A diferencia del cmo monovalente de la Fig. 3.2, los P R C  no mues- 
tran un comportamiento monotónico (decreciente para los contraiones o creciente para 
los coiones), sino que para valores di: x entre x zz 3.3a/2 y x zz 6.3a/2, la concentración 
de los contraiones muestra valores pc'r debajo de la concentración de bulto, mientras que 
la concentración de los coiones por encima, i. e., los P R C  presentan oscilaciones. Es- 
to indica la formación de una primer:+ capa cerca de la superficie, Predominantemente de 
contraiones, y posteriormente una segunda capa formada predominantemente por coiones. 
 el comportamiento oscilatorio de !os PRC es típico en presencia de sobrecargado. Pur el 
contrario, los PRC obtenidos por medio de la ecuación de Poisson-Boltzmann no muestran 
este comportamiento sino que mantienen un comportamiento monotónico. Lo que indica 
que esta teoría no predice sobrecargado. 

En las Figs.'3.5a y 3.5b se muestran el potencial electrostático promedio, $(x), y el 
perfil reducido de carga; respectivamente, para un electrolito divalente a una concentración 
de 0.5M. Los parámetros son los mismos de la Fig. 3.4. En este caso, $(x) presenta valores 
negativos y además se muestra la aparición de un mínimo, lo que indica un cambio de 
pendiente en $(i), por lo tanto un cambio en la dirección del campo eléctrico. Es decir, 
después de la ocurrencia del mínimo de potencial el campo eléctrico cambia de dirección. 
En la región donde el campo eléctrico invierte su dirección es donde se ocurre la sobrecarga. 
El'perfil reducido de carga (Fig. 3.3b) presenta un máximo, lo que indica la presencia de 
sobrecargado. En la región de sobrecargado P ( x )  > 1. Esto indica que el fluido se 
acomoda de forma que la carga sobre la superficie no solamente es cancelada sino que en 
esta región además es sobrecompensada. La localización, ZO, del mínimo de potencial, 
vmin, corresponde exactamente al punto donde la gráfica de la función P (x )  corta por 
primera vez el punto de P ( z )  = 1. En este caso $,,-,in está localizado en 10 = 2.5a/2 y la 
función P (x  = 2.3a/2) = 1. La función P ( x )  sigue siendo creciente para xo < x 5 xl,  
siendo 21 la localización del'máximo de la función P(i), Pma. Esto implica que los 
contraiones se siguen atrayendo hacia la superficie, a pesar de que el campo eléctrico ha 
sido cancelado e incluso ha cambiado de dirección. E n  esta región el t é n i n o  dominante de 
la interacción contraión-superficie es el término w ~ ( x ) ,  de la Ec.(3.6); el cual es atractivo. 
El punto 2 ,  corresponde exactamence a el punto donde se cumple que g+ = g-, es decir 
el punto donde las oscilaciones dc.los PPLC empiezan. Los resultados para P ( x )  y $(z), 
obtenidos de la ecuación de Poisson-aoitzrnann preservan an comportamiento monotónico 
como era de esperarse. ya que esta teo. ía no predice sobrecargado. de manera consistente, 
dado que en esta teoría no se incluye . s l  término wy(x). 

En la Fig. 3.6 se muestra !as*ssc.lu,,:icnes de las ecuaciones HNC/hISA y de Poisson- 
Boltzmann, Ecs. (3.5) y (3.9). ;esi>e<'ti\.arie*ite, para un electrolito 1 : l  a una concentración 
de p = lhl :  en presencia de un caripo c.léc:trico producido por una densidad superficial 
de carga de O.lC/mZ. En este ciissc 1~ ,:álcuLos fueron hechos para a = i.4;\. Observa- 
mos que el hecho de aumentar e¡ t-maiio $de los iones se ve reflejado en la aparición de 
oscilaciones en los PRC predichos I ~ O I  la teoria iiNC/llSA. Por otro lado, se favorece la 
adsorción de ambas especies en la SUF d i c i  :. respecto a las curvas correspondientes a los 
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Figura 3.6: PRC para un electrolito monovalente en presencia de un campo producido por 
una densidad de carga de q = 0.iC/m2 sobre la superficie. Los cálculos fueron hechos para 
T = 298K, E = 78.5 y a = 7.4A. Las líneas continua y discontinua representan resultados de 
HNC/MSA para los PRC de los contraiones y coiones, respectivamente. La línea punteada 
representa los resultados de Poisson-Boltzmann para los PCR. 

mismos parámetros de la Fig. 3.2 *. Este hecho puede notarse en el incremento de los 
valores de contacto de los PRC,  i. e.,  g,(z = a/2). La aparición de las oscilaciones en 
los P R C  tiene que ver directamente con el sobrecargado, como ya se mencionó anteri- 
ormente. Sin embargo, a diferencia de los PRC del electrolito divalente, donde también 
ocurre sobrecargado, en este caso la localización del máximo del PRC para los coiones 
no coincide con el mínimo del PRC para los contraiones, sino que los máximos de ambas 
funciones están puy próximos entre si, lo cual quiere decir que la aparición de éstos se 
debe, principalmente, a los efectos de tamaño y en un grado menor a las correlaciones 
electrostáticas. Los PRC obtenidos de la ecuación de Poisson-Boltzmann son cualitativa- 
mente similares a los mostrados para el caso concentrado de la Fig. 3.2. Este resultado no 
debe sorprenderiios ya que en los resultados de la Fig. 3.2 las correlaciones por volumen 

1 1 .  

i 

excluido nps 509 I Q U ~ :  impsrtantes, mientras que en este caso no son consideradas. 
La verificación del sobrecargado se lleva a cabo observando la gráfica de las funciones 

C( I )  y P ( z ) ,  las cuales se presentan el las Figs. 3.7. Los parámetros son los mismos de 
la Fig. 3.6. Así como en la Fig, 3.5, el potencial electrostático promedio, +(z), presenta 
valores negativos a d e m  de la presencia de un mínimo p un máximo, lo que indica dos 
cambios de signo en la pendiente de u(.). y por lo tanto dos cambios en la dirección 
del campo eléctrico. En este caso vmin está localizado en 20 = 2.5a/2 y la función 

*Mtese que el valor de contacto para gi(z = a/2) de los coiones se incrementa y es diferente de cero 
tanto para PB como para HNCIF4SA. Esto refleja el hecho de que la repulsión entre la placa y los iones 
disminuye simplemente al increaentar el tamaiio. Sin embargo, el valor de gi(z = 0/2) es ligeramente 
mayor para HSC/M.SA qur para PBI lo cual se debe a la inclusión de las correlaciones por tamaño. 

__-. 
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Figura 3.7: (a)Potencial electrostático promedio, Sr(z), y (b) perfil reducido de carga, P(z) ,  
para los mismos parámetros de la Fig. 3.6. Las líneas continuas representan los resultados de 
HNC/MSA, mientras que la línea punteada representa los datos de Poisson-Boltrmann. 

P(s = 2.542) = 1. La presencia de un máximo en el perfil reducido de carga indica un 
nuevo cambio de dirección en el sentido del campo eléctrico. Este hecho se refieja en el 
mínimo que presenta la función P(s) ,  el cual se muestra en el recuadro de la Fig. 3.7b. 
Los resultados obtenidos de-la ecuación de Poisson-Boltzmann no muestran ningún rasgo 
característico novedoso. 

3.3 Parámetros adimensionales de la ecuación HNC/MSA 
En la sección anterior hemos presentado algunas soluciones típicas de la ecuación HNC/MSA 
para un electrolito tipo MPR en presencia de un campo eléctrico producido por una su- 
perficie plana y cargada uniformemente, en donde. en algunos de los casos encontramos 
sobrecarga. De esta forma. mostramos que la sobrecarga puede ocurrir para iones mono- 
valentes. Hasta ahora, no se han precisado los mecanismos que conducen a la aparición 
de dicho efecto, en donde es claro que concentración y tamaño iónico juegan un papel 
importante y similar, pero aun no establecido. En la siguiente sección vamos a discutir 
algunos de estos mecanismos en donde se aclara de que forma se desempeñan, ambos 
parámetros. concentración y tamaño. 

Partiendo de la Ec.(3.5), podemos definir los siguientes parámetros en dicha ecuación: 

donde q, = z,e y p = Iz,/e. El parametro < mide la distancia perpendicular a la superficie en 



3.3. Parámetros adimensionales de la ecuación HNC/MSA 49 

unidades de radios iónicos, el parámetro C es una medida de la interacción entre dos iones 
del fluido, el parámetro y mide la interacción ion-superficie y por último, el parámetro 
7 mide el volumen excluido por los iones. Partiendo de estas definiciones el potencial 
electrostático de interacción superficie-ion de la Ec. (3.4) puede reescribirse como 

(3.13) 

Tomando en cuenta que la función de correlación directa entre dos partículas del fluido 
depende de su distancia relativa y los parámetros < y 7, i. e., cmJ(s) = crnj(s:<,7). 
encontramos que la ecuación para los PRC puede escribirse como 

y: 
-Pun:(<) E LE, 

6dv3 
donde dp3 = - y = BpJa3. De esta forma la E~(3.5)  puede expresarse como 

7ra3 

en donde ij f q j / q  y hemos definido 

Las expresiones para I?((, (I), i((, 5’) y j ( ( )  escán dadas a continuación. Para ( - 2 5 
<’ 5 < + 2. 

La expresión para J ( z )  se puede obtener analíticamente 
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para 1 5 E 5 3 y cero de cualquier otra forma, hemos definido p 5 - 1. De esta 
forma podemos ver que podemos estudiar los perfiles de concentración en términos de 
tres paránietros adimensionales, dado que la función g,(<) depende exclusivamente de <, 
7 ,  9 y E; independientemente de la combinación de los valores de q, a,,, T, E, p y a. 
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3.4 Resultados 
El sobrecargado ocurre en la  región en I donde u’(z) sobrecompensa a UO, i. e., el campo 
eléctrico invierte su dirección. Can el propósito de evaluar la sobrecarga, definimos la 

condición de sobrecargado como y - u’m > 1, siendo u‘,, el valor máximo de d ( z )  

en el intervalo z E [a/2,m). E,ado que estamos tratando con electrolitos simétricos 
p pi = p2. Como ya mostrnmor anteriormente, las funciones de distribución dependen 
únicamente de 7, C y y. 

La descripción en términos de estos parámetros es de utilidad ya que elimina un 
nfimero considerable de variables (q, UO, E ,  T ,  p y a). Por otro lado, da una cuantificación 
de las diferentes contribuciones físicas del sistema. En nuestros resultados vamos a dar 
únicamente los valores de los parámetros adimensionales. 
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Figura 3.8: Diagrama de sobrecargado en el plano C-7. Por encima de la línea continua se 
riirnnle Y =- 1 nnnnnl mientras m e  la línea discontinua es Dara Y > 1.01. Los Duntos 

y 0.5M (derecha). Los círculos en blanco son para cin electrolito 1:1, a concentración de 0.1M 
(izquierda), 1M (centro) y 2.OM (derecha). Para estos puntos a = 4.25A, T=298K, E = 78.5. 

Hemos resuelto numéricamente la Ec.(3.15) y mapeado, en un plano & - 7, la línea 
límite sobre la cual se satisface la condición de sobrecarga. Por encima de la línea con- 
tinua la pared está sobrecargada mientras que, por debajo el sobrecargado no ocurre. 
Para dar una idea de las condicioiies bajo las cuales se presenta el sobrecargado, en la 
Fig. 3.8 presentamos la localizaci0:i de algunas soluciones electrolíticas típicas. Para los 
propósitos de la generación de la li!iea límite de sobrecargado hemos tomado la condición 
de sobrecargado3 x > 1.000001. La línea discontinua fue generada considerando x > 1.01 

3Esta condición es arbitraria y es usa<la únicamente por razónes cornputacioneles. 
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y podemos notar que hay una gran diferencia entre ambas curvas, sin embargo, la últi- 
ma puede ser tomada como una buena propuesta por razones de resolución numérica en 
métodos en donde no es posible tener tal resolución, por ejemplo, en cálculos de simu- 
lación molecular. Al ajustar la curva de sobrecargado cún una función encontramos que 
se cumple, de manera universal, 

7te = 0.066 

Dada la definición de la longitud de Debye 

puede escribirse 
7te = &tc2a2 = 0.066. 

Esta condición se satisface independientemente de la intensidad del campo así como de la 
geometría. De esta forma, el criterio para la ocurrencia de sobrecargado i. e., E &nzaz > 
0.066 es u B i v e r s a l. 

Se observa que el sobrecargado puede ocurrir bajo condiciones de bajo volumen exclui- 
do (valores pequeños de h), pero iones fuertemente acoplados (valores altos de c),  (punto 
B). De otra manera puede ocurrir para iones débilmente acoplados en un sistema con un 
volumen excluido relativamente alto. El eje 7 representa el límite del fluido de esferas 
duras mientras que el eje'< representa el límite de cero volumen excluido, que es el límite 
de iones puntuales. En ambos casos límite el sobrecargado no se presenta. Todas las líneas 
límite de sobrecargado son akintóticas a los ejes 17 y <, independientemente del valor del 
parámetro ?. Para que e1,sobrecargado se presente ambos parámetros, 7 y C deben ser 
diferentes de cero. Mientras que el sobrecargado no se presenta en ausencia de carga, la 
adsorción de ambas especies de iones se encuentra regulada puramente por el efecto de 
volumen escluido y ambas especies son adsorbidas .de manera simétrica. De esta forma, 
un mínimo en la carga de la superficie es suficiente para romper esa simetría y, por lo 
tanto. ocurre sobrecargado aun para densidades de carga muy bajas. Lo sorprendente 
aquí es que para que empiece la sobrecarga no depende de la magnitud del campo sino 
que es una propiedad del electrolito. 

En las Figs. 3.9 mostramos los perfiles reducidos d r  carga total, P(,z). para distintos 
valores del parámetro de volumen excluido 7. manteniendo constante C y y. En !a Fig. 3.9a 
se tornan los valores de C = 6.i y -/ = 2.1. mientras que en la Fig. 3.,96 se toman ios valores 
de C = 6.7-y El PRCT es el mismo para cualquier combinación de los 
parámetros del fluido siempre que C. -í y 7 permanezcan constantes. Como un ejemplo: 
las curvas sólidas de las Figs. 3.9. pueden ser generadas con alguna de las combinaciones 
de parámetros dados en la Tabla 3.1. Las primeras dos combinaciones corresponden a la 
curva sólida de la Fig. 3.9a mientras que las do3 últimas a la curva sólida de la Fig. 3.9). De 
acuerdo con la definición del parámetro de volumen excluido. para mantener 71 coilstante, 

= 2.1 x 
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Figura 3.9: PRACT, P(E), como una función de E ,  para (a) te = 6.7 y y = 2.4 y (b)& = 6.7 
y y = 2.4 x En cada caso se muestran los resultados para i) = 0.01,0.03 y 0.06. 

si el diámetro iónico, a, se incrementa por un factor, digamos v, la concentración del 
electrolito debe reducirse por un factor adecuado para mantener i) constante. Por otto 
lado, para mantener y constante, debe suceder que el campo eléctrico efectivo producido 
por la superficie, EO = %, disminuya por un fact’or v o la temperatura aumente por 
el mismo factor. Esto significa por ejemplo, que si las curvas mostradas en las Figs. 3.9, 
hubieran sido generadas incrementando el diámétro de las partículas, la carga superficia1 
correspondiente a cada curva debería disminuir conforme se incrementa i). A pesar de ello 
se observa que el sobrecargado siempre aumenta conforme aumenta i). Entre otras cosas, 
esto implica que no hay un mínimo necesario de 00 para tener sobrecargado. Lo cual está 
en oposición con las predicciones de teorías fenomenológicas[llO]. De las Figs. 3.9 es claro 
qiie cuanto mayor es el volumen excluido. mayor es el sobrecargado. E l  efecto es el mismo 
si se incrementa p o a, dado que P(6) es una función que depende únicamente de i), C y 
A 

I .  

Tabla 3.1: Parámetros del sistema con el cual han side generadas las curvas continuas de la 
Fig. 3.9. 

2 0.046 6.20 0.33 53.4 2.40 
2 10-3 4.25 1 .21  73.5 2.4 x 
2 4.6 x 6.25 0.39 53.J 2.4 x lo-’ _ _ _ _  

El hecho de incrementar el sobrecargado i ic-er>ieitando el volumen excluido es un 
efecto puramente entrópico. Desde un punto di. vis.a mecanístico, esto tiene que ver 
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con una fuerza neta hacia la pared sobre una partícula cercana a la superficie, ejercida 
por todas las partículas restantes, la cual es la misma tanto para los coiones como para 
los contraiones. Sin embargo, debido al campo eléctrico producido por la superficie, los 
contraiones son predominantemente adsorbidos y de esta forma el sobrecargado puede 
aparecer. De esta forma, podemos proponer que el sobrecargado es un estado producido 
por la disminución de la entropía del sistema. Por lo tanto, los resultados que mostramos 
aquí implican que este estado puede alcanzarse ya sea, incrementando el volumen excluido 
o incrementando el acoplamiento eléctrico entre los iones. 

El impacto de los parámetros adimensionales 7 y C se analiza en la Fig. 3.4, donde 
u,,, max{o(z)} (ver la Ec.(3.11)) es graficada como una función de <e<, para dos 
valores diferentes de 7. En ambos casos el valor del parámetro y se mantiene constante. 
Observamos que el sobrecargado es mayor en el C a s 0  de 7 = 0.03, para todos los valores 
de <. ,Esto era de esperarse ya que un valor mayor en 7 implica menor volumen accesible, 
por lo tanto menor entropía y mayor adsorción. Es  notable el hecho de que la sobrecarga 
empieza en el mismo valor de te< = 0.066, sin embargo conforme este punto se suepera el 
sobrecargado aumenta de manera diferente dependiendo del valor de 7. 

El potencial electrostático reducido (PER). 

4 E )  = d J W ( L c ) .  

es también una cantidad que depende únicamente de los parámetros 7, <, y y <. Debido a 
que el valor del potencial electrostático medio en la capa de deslizamiento es importante en 
los experimentos de electroforesis. nos vemos obligados a analizar la dependencia de esta 
función en términos de los parámetros adimensionales. Definimos io, como el potencial 
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Figura 3.11: Potencial electrostático reducido (PER) en el contacto, $0, como una función del 
parámetro ?.(a) resultados para tres valores diferentes del parámetro v, manteniendo constante 
el parámetro < = 6.72: (b) resultados para tres valores diferentes de c, manteniendo constante 
el parámetro 7 = 0.01. La flecha marca la correspondencia entre amblis curvas. 

electrostático reducido en el contacto, i. e., 

4 0  = 4 1 )  = q81L(a/2) 

En la Fig. 3.11, se muestra el PER de contacto, $0,  como una función del parámetro y.  
En la Fig. 3.11a se analiza el efecto del volumen excluido sobre esta función. Observamos 
que cada curva alcanza un máximo y posteriorniente decrece. Por otro lado, un aumento 
en el volumen excluido, 7,  tiene el efecto de dis,ninuir e1 valor de $0,  para un mismo 
valor de y.  En este rango de valores de A, ,  el valor de $0 puede volverse incluso negativo, 
como es el caso de 7)  = 0.06 (línea continue). E s  iinportante remarcar que para este valor 
del parámetro <, en los casos mostrados I;: f i n ,  ión siempre presenta un máximo, el cual 
desaparece al disminuir el valor de dicho pt>rámc tro. Este hecho se ilustra en la Fig. 3.11b, 
donde se presenta un análisis de la funciói i s o  para distintos valores de < y manteniendo 
17 = 0.01. Podemos observar que el máximc) de 13 fiinción va desapareciendo gradualmente 
conforme el valor del parámetro ( va dis niwvei,do. Debemos puntualizar el hecho de 
que un incremento de ambos, volumen ex( lu.d( y acoplamiento electrostático, conduce .Z 

una disminución del valor del PER en el c ~n a< to Sin embargo, la aparición del máximo 
está relacionado únicamente con un increI ie.ito e 1 <. 
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3.5 Conclusiones de capítulo 
l .  

En nuestra comparación entre HNC/MSA con los resultados de Poisson-Boltzmann se 
muestra que la teoría de PB no predice la ocurrencia de sobrecargado. Esto se debe es- 
encialmente a que PB ignora completamente las correlaciones de corto alcance. Por otro 
lado al incluirlas (aunque sea de manera parcial en HNCIMSA) puede producirse sobre- 
carga. De esta forma podemos concluir que el sobrecargado resulta de una combinación 
de efectos entrópicos y de correlaciones electrostáticas. 

De este capítulo debemos destacar los siguientes resultados: 

El  hecho de que el sobrecargado (así como las funciones qb, P ( z )  g(z), etc.) pueden 
ser descritos en términos de tres parámetros adimensionales. La importancia de este 
resultado reside, por ejemplo, en el hecho de que un electrolito polivalente puede 
mapearse en un electrolito monovalente o un electrolito concentrado puede mapearse 
en un electrolito diluido. 

o Los parámetros que describen al sobrecargado son una combinación de ambos efec- 
tos, entropía y energía. De esta forma es posible ver que los parámetros dominantes 
son, la interacción ion-ion y el volumen excluido; dado que se encuentra que el 
sobrecargado ocurre aun para campos eléctricos muy débiles. 

El poder describir al sobrecargado en términos de estos parámetros provee del cri- 
terio para la ocurrencia de dicho efecto, y así de manera u n i v e r s a 1 ocurre 
sobrecargado para Seq > 0.066. 

.I principio de este capítulo mencionamos que ambos, concentración y tamaño iónico, 
desempeñan un papel importante en la ocurrencia de sobrecargado. Es un hecho que a 
mayor a o p (tamaño y concentración), el volumen accesible del sistema es menor. De esta 
forma, de acuerdo a nuestra discusión en la sección 1.1, a menor volumen accesible del 
sistema la entropía del sistema es menor. Por lo tanto, a mayor tamaño o concentración 
de los iones menor entropía del sistema. Las correlaciones por carga entre partículas 
igualmente cargadas también tienen el efecto de disminuir la entropía del sistema. Por 
lo tanto. podemos concluir que el sobrecargado aparece como una consecuencia de la 
disminución de la entropía del sistema. Lo cual puede llevarse a cabo incrementando el 
tarnaiio. la concentración y/o la magnitud de la interacción entre los iones. E s  importante 
remarcar que el efecto de volumen excluido está incluido en el potencial de corto alcance, 
u?. de la Ec. (3.6) y que es éste el responsable de la atracción de los contraiones hacia 
la pared en la región de Sobrecargado. Esto es. en la región de sobrecargado la atracción 
debida a las correlaciones es mayor que la repulsión eléctrica en esa misma región. De 
esta forma. la inclusión de las correlaciones de corto alcance sc vuelve necesaria para 
describir correctamente al sistema. Esto es, la teoría de Poisson-Boltzmann no describe 
corrkctarnente al sistema debido a que las correlaciones de corto alcance no son tomadas 
en cuenta. 

1 
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E n  nuestros resultados es posible ver que el sobrecargado puede alcanzarse ya sea, al 
incrementar el volumen excluido o al incrementar el acoplamiento coulómbico. Anterior- 
mente habíamos mostrado que la sobrecarga puede alcanzarse al incrementar el volumen 
excluido del sistema [ill]. Por otro lado, a temperatura cero se demuestra que el efecto de 
sobrecargado está presente como un efecto puramente electrostático [23, 1101. Nuestros 
resultados son cbr sistentes con ambos hechos. 
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Capítulo 4 

Adsorción de rnacroiones 

4.1 Introducción 

La formación de nanoestructuras a partir de la adsorción en solución, se ha convertido 
en un método muy exitoso dentro de la ingeniería molecular. En los últimos años, este 
método ha permitido la fabpicación de estructuras bien organizadas de moléculas orgánicas 
relativamente complejas, por ejemplo, cadenas largas de ácidos grasos, tioles e incluso de 
polímeros de alto peso molecular. La aplicación de esta técnica para la formación de 
nanoestructuras de moléculas más simples, tales como iones inorgánicos, ha demostrado 
ser mucho más difícil. Un intento.por crear una técnica que permita la formación de tales 
nanoestructuras, consiste en formar primero una estructura autoensamblada, Ia cual. es 
usada como 'patrón' para controlar la adsorción de los iones inorgánicos. De esta forma, 
ha sido posible crear películas organizadtis de varios iones, por la adsorción en solución 
sobre una' monocapa de surfactante insoluble, esparcido sobre la interfase líquido-aire 

Para iones monovalentes pequeños y bajas densidades superficiales de carga, la ecuación 
de Poisson-Boltzmann predice una capa difusa, de espesor AD. Los experimentos para es- 
tos sistemas muestran un excclente acuerdo con la teoría 1113, 1141. Sin embargo, es 
ampliamente reconocido que part cl caso de macroiones polivalentes. la descripción de 
estos sistemas tiene desviacioiiei marcacias de la descripción clásica '. Además de que 
no esisten actualmente daths 'eSpe':imentales claros ni tampoco modelos teóricos en la 
literatura que describan correita;ncnt.e esta situación (1151. 

El sobrecargado apartre c m : )  in aspecto importante a considerarse en la adsorción 
de rnacroiones sobre una mon+)c?p.r de hurfactante. La aparición de este efecto ha sido 
reportada en experimendos're,:ie;tc s .t partir de dos observables directos: (1) el poten- 
cial electrostático sobre lo. rnoio :apa y (2) el número de contraiones adsorbidos sobre la 
monocapa. En el primer caso, €1 pot-.ncial electrostático sobre la monocapa en función 
de la densidad superficial de cai.;a. pcesenta una inversión en la polaridad a densidades 

. 

[112]. 

1- 

- -. ' Por descripción clásica n<is referin os 'a 1, i  descripción por medio la ecuaci6n de Poisson-Boltzmann. 
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superficiales altas. En el segundo caso, se encuentra que para densidades superficiales de 
carga relativamente altas, el número de contraiones adsorbidos es tal que la carga neta de 
los contraiones sobrecompensa la carga sobre la superficie [115]. 

La descripción de estos sistemas a través de la teoría de Poisson-Boltzmann puede 
conducir a uria descripción no realista del sistema. debido a la no inclusión de correlaciones 
por tamaño, las cuales son importantes eii la aparición de ciertos efectos como ya ha sido 
discutido prrviamente en este trabajo (ver Secs. 1.6 y 3.2) [21]. Lna aprosimacióii al 
problema de macroiones en solución, consiste en promediar los grados de libertad dc 'íj- 

microiones de la solución y representarlos mediante el uso de potenciales efectivos I i i 5 1  
De esta forma, uno se puede enfocar únicamente a la descripción de los macroiones. La 
desventaja que presenta este tratamiento es que el uso de parámetros efectivos puede 
ocultar mucha de la física del problema. 

En este capítulo vamos a extender la teoría de ecuaciones integrales HNC/hI5.4 a 
una solución de macroiones en un electrolito, en contacto con una superficie plana car- 
gada. A través de esta teoría, vamos a tratar de esclarecer los mecanismos de adsorción 
de macroiones en una superficie. Debido a la inclusión del tamaño de los macroiones 
en nuestro modelo, esperamos que este modelo sea más realista para describir algunas 
situaciones experimentales. 

4.2 Modelo 

f , 

Figura 4 1. Modelo de un fluido de macroiones, tipo modelo primitivo, en contacto con una 
superficie uniformemente cargada con una densid,id superficial de carga u0 

En este capítulo vamos a considerar una superficie plana en contacto con una solución 
electrolítica que contiene macroiones más un electrolito tipo modelo primitivo restringido. 
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La superficie es modelada como una pared infinitamente pniesa con una 
cial de carga ,DO, uniformemente distribuida sobre su superficie. L~ 
de la superficie es igual a la constante dieléctrica del solvente, para 
E l  fluido con el cual está en contacto la Superficie es considerado de la siguiente 
E s  un electrolito de tres especies con dos de ellas, digamos, las especies 1 y 2, del 
tamaño y una tercera especie de diferente tamaño, i. e., 

superfi. 
dieléctrica 

evitar cargas imagen. 

(4.1) al = a2 = a 5 a3 
donde a, es el diámetro de la especie z. De aquí en adelante nos vamos a referir a la especie 
3 corno el macroión. En la Fig. 4.1 se muestra un diagrama del modelo para la superficie 
y el fluido. Para satisfacer la condición necesaria de campo eléctrico igual a cero lejos 
de la superficie, la carga sobre la superficie es compensada por , , I I  exceso de carga en el 
fluido, u’: m 

(4.2) 

3 

donde pei(z) E qmpm(z), siendo p,(z) y qm la concentración local y la  carga de la 

especie m, respectivamente. 
E n  geometría plana la función de distribución inhomogénea depende solamente de 

la distancia perpendicular a la placa, así como para los iones esféricos, la  función de 
correlación directa depende únicamente de su distancia relativa. Podemos definir 3: = Ir21 1, 
y = Irz3( y s = lrSll (ver Fig. 4.1). La interacción entre la superficie y las especies que 
forman el fluido se lleva a cabo de dos formas diferentes: (2) La interacción por volumen 
excluido y (22) la interacción electrostática. De esta forma, el potencial de interacción 
electrostática uaz(z),  entre la superficie y la 2-éima especie puede ser escrito como 

m=,i 

. 

uat(z) = u$,(x) + u01(5)j (4.3) 

donde u$(z) es el potencial eléctrico y u:,(z) es el potencial de interacción rígida. La 
interacción rígida entre la superficie y los iones está dada por 

a, x para x < - 
2 
a, O para z 2 - 2 

(4.4) 

( 4 . 4  

{ 4 I r ( x )  = 

El potencial de interacción electrostática puede encontrarse a partir de la ley de Gauss 

-put?(z) = { ~ ~ 2 1 e 3 ( g ,  + az)x para x 2 O 

4.3 La Ecuación HNC/MSA 
De acuerdo con la seccihn 1.5, la ecuación HNC/AISA puede ser deducida usando la 
aproximación HSC para la función de correlación directa entre la superficie > las especies 



62 a Capítulo 4. Adsorción de macroiones 

del fluido y la aproximación MSA entre las componentes del electrolito. Así, la ecuación 
HNC/hfSA está dada por 

La ventaja de usar MSA para el electrolito es que se tienen resultados analíticos para 
la función de correlación directa, tanto para el modelo primitivo como para el modelo 
primitivo restringido. E n  la aproximación XlSX la función de correlación directa para un 
electrolito, tipo modelo pnmitivo tiene una expresión analítica. Esta función pcede ser 
escrita como 

En el primer término aparece el potencial de interacción directa entre dos iones, el cual 
está dado por la Ec. (1.25). E l  segundo término es una función de corto alcance y el 
tercer término es la función de correlación directa para un fluido de esferas duras en la 
aproximación de Percus-Yevick. Tomando ventaja de la geometría cilíndrica y el hecho de 
que la función de correlación directa entre los iones depende solamente de sus distancias 
relativas s G Ir1 - r31, la Ec. (4.6) puede ser escrita como 

f.k3(s) = -PU,(S) + c&(s) + C$](S). (4.7) 

donde se ha definido 

t 

Las expresiones para los kérneles están dadas en el aphdice C. La ecuación HNC/MSA, 
i. e.. Ec. (1.8)? son resueltas numéricamente con técnicas avanzadas de elemento finito. 
De la solución de la Ec. (4.8), se obt,iene la distribución iónica como una función de 
la distancia a la paied. Ésta nos da la estructura de equilibrio de la DCE, y ésta es 
expresada en términss de los perfiles reducidos de corrcentración, pn,(z) = pigni(z). pi es 

j 
; 

la concentración de bulto de la especie 1:. y go,(z) es el perfil de conceñtracion reducido 
de la especie z. 

. 

.~ ~~ . . .- 
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De acuerdo con la Ec. (1.12) la ecuación HNC/MSA para los PRC puede escribirse ! 

~ 

como 
gai(z) E exp[-PWi(z)] = exp [ -P (eZi$(z) + Ji(z))]. 

Donde, de acuerdo con la Ec. (4.8), se han identificado dos contribuciones al potencial 
de la  fuerza promedio efectiva pared-ion, W,(z): la contribución electrostática, dada poi: 
el potencial electrostático promedio, +(z), más el potencial repulsivo de corto alcance, 
debido al tamaño de los iones, el cual está dado por Ji(z). Ambas funciones son funcionales 
c’e p,(z). En la Ec. (4.8) se puede hacer la siguiente identificación. 

I 
I 

De acuerdo con la ecuación (1.25) la interacción directa ion-ion y macroión-ion están 
dadas por los potenciales de esfera dura más el potencial Coulómbico. En el CBSO límite 
de a = O, la ecuación HNC/MSA se reduce a una versión extendida de la ecuación inho- 
mogénea de Poisson-Boltzmann(PB) 134, 117, 1181 para iones puntuales más macroiones, 
próximos a una pared cargada. Dado que los macroiones son considerados a concentración 
finita, esta propuesta es una mejora de la ecuación clásica de Poisson-Boltzmann, para 
macroiones confinados a dilución infinita 134, 1181, donde únicamente dos macroiones son 
tomados en cuenta: i. e., en nuestra teoría las correlaciones de corto alcance entre los 
macroiones son incluidas. Desde luego que para a=O y pM = O ,  recuperamos la versión 
integral de la teoría clásica de Guy-Chapman (GC), para iones puntuales en presencia de 
una pared cargada (118l. 

lámos a denotar como Z,v, ani, p~ a la Valencia, diámetro y concentración de los 
macroiones, respectivamente. De la misma forma, vamos a denotar a los parámetros 
correspondientes con los subíndices t y - para los iones positivos y negativos, respec- 
tivamente. Hemos resuelto la ecuación HSC ‘rISX, Ec. (4.8), para varios valores de los 
parámetros Z,,,. ahf, phf, o0 y los parámetros del electrolito: z+ : 2-,  pi y a. Nuestra 
discusión la vamos a llevar en términos de gat(.), y(.) y la densidad de carga efectiva, la 
cual esta dada por[l0.13] 

z 

4.) = -1 Pei(Y)dY, 
z 

3 

*=l 
donde p,l(z) = 
condición de electroneutralidad debe cu nplirse que 

ez,p,g,(z) es el perfil de carga en la solución. Para satisfacer la 

00 

no = -1 P e l ( Y ) d Y .  
012 

A 
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Por otro lado 
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2 

o’(x) = J Pei(Y)dY 
4 

es la carga inducida por la pared en el fluido, entre la pared y la distancia x a la pared. 
De aquí que, 

a(s) = o‘(2) + 00, 

es la carga efectiva, pared más fluido, a una distancia z de la superficie, la cual e, I l l 1 3  

medida directa del sobrecargado. La fuerza electrostática sobre un ion es 

a,b(x) 4?rezi 
ax E 

f,“(z) -ez;- = - 0 ( 5 ) .  

De esta forma, a(z),  no solamente mide el sobrecargado sino que también mide la fuerza 
efectiva de interacción pared-partícula, la  cual -está dada por 

la  cual es la fuerza efectiva entre la pared y un ion de la especie i. De aquí que’ . 
PI(.) = f3Z) + f a x ) ,  

donde 

contiene la contribución no electrostática de la fuerza. Cuanto más grande es el tamaño 
iónico mayor es el volumen excluido de confinamiento, por io tanto, menor es el volu- 
men accesible. En nuestro caso, f:(z) contiene las contribuciones por volumen excluido. 
Dado que ambos, G(z) y J,(x), son funcionales de p,,(y) y dado que se encuentran en 
una ecuación no lineal, las correlaciones por carga y por tamaño son, en general. no 
zndependientes [is, 991. 

4.4 Resultados 
En todos nuestros cálculos hemos tomado T-298 K; E = 78.5 y p , ~  = 0.01M. E1,diámetro 
de los iones pequeños lo hemos Considerado u = 4.25 A? el cual corresponde al tamaño de 
un ion hidratado, aproximadamente. En la Fig. 4.2: los macroiones tienen carga negativa, 

2Como ya discutimos en la sección 1 . 1 ,  es un resultado de la mecánica estadistica que cuanto menor 
es el volumen accesible del sistema, menor es la entropía del sistema. Por lo tanto, cuanto m8s grandes 
sean los iones menor será la entropia del sistema. Las correlaciones por carga entre partículas igualmente 
cargadas, producen el efecto también de reducir el volumen accesible del sistema y, por lo tanto, de 
reducir su entropia. 

- 
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la cual es opuesta en signo a la de la  pared y a la del ion divalente del electrolito. El 
PRC del macroión muestra una fuerte adsorción hacia la pared. Una segunda capa de 
macroiones es adsorbida, mediada por una capa de iones positivos divalentes, seguidos 
por una capa de iones monovalentes negativos. Los macroiones de la primera capa son 
rodeados por sus contraiones. Capas subsecuentes de macroiones menos concentrados 
son observadas, mediadas también por capas de iones positivos y negativos. Tomando en 
cuenta que la concentración de bulto de los macroiones es de 0.01M, la concentración local 
de los macroiones en el segundo pico es de % O.O35hf, la cual no es de ninguna manera 
despreciable. La concentración en el primer pico es de % 20M. Por lo que podemos decir 
que macroiones altamente cargados se ensamblan sobre la superficie. En el recuadro de la 
Fig. 4.2, a una distancia de I = a3/2, un mínimo muy nronunciado es observado, el cual 
corresponde a un fuerte revertimiento de la carga (RC 21 máximo localizado alrededor 
de I = 15a/2 muestra inversión de la carga (IC). Para .< a3/2, se presenta el verdadero 
sobrecargado de la pared: Esto es, los coiones divalentes de la pared son adsorbidos y 
su carga excede la de la pared más la de los iones negativos pequeños. Este efecto no 

3.5 

1.75 

O 
O 10 20 30 40 50 

x/ ( a / 2 )  

! 

Figura 4.2: Perfil reducido de concentración para macroiones en una solución electrolítica 
2:1, como una función de la distancia a la pared phf = O.Oihí, p+ = 0.7hl, p- = l.Ohf, 
go = 0.272C/m , aM = 4.3a, Zhr = -40, z+ = 2. :- = -1. Las líneas sólida, intermitente y 
punteadas representan los PRC para los macroiones (M). iones positivos (+) y iones negativos 
(-), respectivamente. En el recuadro la línea sólida es el perfil de densidad de carga efectiva, 
a(x),  como una función de la distancia a la pared, para la solución de macrniones. mientras 
que, la línea intermitente es o(z) para un electrolito tipo MPR 2:l con (p+ = 0.5hf, p- = 
i.Ohí, z+ = 2 ,  z- = -í), cuando na hay macroiones en la solución. El dibujo, representa 
someramente la distribución de iones indicados por sus PRC. 

2 - 

. 
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ha sido reportado anteriormente y es probable que :,o10 esté presente en soluciones de 
macroiones. El campo electric0 efectivo, el cual es proporcional a a(z),  es positivo antes 
de la primrra capa de macroiones y posteriormente regativo, antes de la  segunda capa. 
De esta forma, la fuerza eléctrica es primeramente atractiva y posteriormente repulsiva a 
los iones negativos. Sin embargo, el comportamientc de la fuerza total sobre un ion de 
la especie i, está implícito en el PRC,  Le., un valoF de g,(z) por encima (debajo) de I 

implica que Ft(z) es atractiva (repulsiva). En z = ai2 .  a(z) es igual a la carga de la pared. 
mientras que para z -+ co, n(z) -+ O ,  como debe sei para satisfacer electroneutrilidad 
llna densidad de carga menor sobre la pared así como una menor carga de los macroioni?s. 
tamaño o concentración produce una menor adsorción. 

O 30 

Figura 4.3: Como en la Fig. 4.2, pero , 00 = -0.2i2C/m2. En el recuadro, la línea discontinua 
es a(.) para u n  electrolito 2:l tipo MPR, cuando no hay macroiones en la solución, p+ = 
O.i.\í.p- = i . 4 , i I ,  Z +  = 2, Z- = - 1 .  

En la Fig. -1.3. la pared y los macroiones tienen carga negativa. Aquí los iones positivos 
divalentes son contraiones de la pared así como de los macroiones. Una capa de iones 
positivos. seguida por iones negativos es adsorbida sobre la pared. Posteriormente una 
fuerte adsorc-itn de macroiones es observada. En el recuadro, un RC es seguido por una 
IC. En la Fig. 4.2, los macroiones son responsables de la primera RC,  mientras que en 
la Fig. 4.3. son responsables de la primera CI. El electiolito 2 : l  no muestra RC. De esta 
forma. en ausencia de inacroiones, los contraiones rnonovalentes no producen RC (como st 
muestra en la Fig 4.2), mientras que contreiones divalentes sí. El primer pico corresponde 
a una concentración de los macroiones dz 0.2 11. Esto implica una atracción efectiva 
de largo alcance entre les macroiones adsorbidos. Esta atracción es menor conforme la 
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Figura 4.4: Como en la Fig. 4.2 pero la sal.es u n  electrolito tipo MPR 1:l y p+ = 1.OM. 
p- = l.OM, 00 = -0.272C/m , aM = 6.5a, 2, = O, z+ = 1. z- = -1. 2 

distancia entre los macroiones y la pared se incremente o para macroiones más pequeños. 
Nuestros resultados muestran que la adsorción de macroiones depende de & = p+a: + 
grandes implica una atracción de mayor 1argo.alcance así como una atracción efectiva 
macroión-macroión mayor. Estos hallazgos son sugerentes en relación a la atracción entre 
macroiones tgualmente cargados en presencia de una pared igualmente cargada, donde 
macroiones confinados cuyos tamaños son de alrededor de lpm y muestran el mismo 
comportamiento [ i 191.. 

En la Fig. 4.4, se muestran los resultados para macropartículas descargadas en una 
solución electrolítica 1:1, en presencia de una superficie cargada negativamente. En el 
recuadro se puede observar una IC muy tenue, aun cuando los contraiones son iones 
monovalentes. Los estudios de la DCE para un electrolito 1:1, demuestran que no aparecen 
oscilaciones de carga o en los PRC bajo estas condiciones, en el electrolito simple[69]. Por 
lo tanto, las oscilaciones en la Fig. 4.4 de los PRC de los iones pequeños se deben a las 
correlaciones por tamaño relacionadas con las macropartículas adsorbidas en la pared. 
. k p í  podemos ver que la carga del macroión no es necesaria para tener adsorción de éstos 
y que su presencia induzca oscilaciones en los PRC del electrolito 1:l. 

En la Fig. 4.5 la pared está descargada. Dado que el macroión tiene mayor tamaño 
qiie en los casos anteriores, a ~ = 6 . 5 a !  liemos incrementado la carga de los macroiones para 
alcanzar la misma densidad supe-ficia; de carga equivalente. Sin embargo, el parámetro de 
acoplamiento macroión-macroióri3, <, se incrementa por un factor de 3 aproximadamente, 
respecto al correspondiente a a3 := 4.5 z y Zqf = -40. Como resultado, tenemos una fuerte 

p-a- 3 + p ~ & ,  i.e., del volumen excluido. Por lo tanto, la adsorción de macroiones más 

__- - 
3F;l cual se discutió en el capítulo 3: en donde rj y ( aparecen como los parámetros relevantes en la 

descripción del sobrecargado. En este caso e! parámetro de acoplamiento relevante es el de los rnacroiones, 
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0.5 U .. . 
O ' 20 40 60 BO 

x / í a / 2 )  .. 

Figura 4.5: Como en la Fig. 4.2 pero p+ = 0.915M, p- = L O M ,  u. = O.OC/m*, anr = 6.5a, 
Z*f = -83. 
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Figura 4.6: Como en la Fig. 4.2 pero la sal es un electrolito 2:1 de ¡ones puntuales 00 = 
O.OC/mZ, Z,f = -40. 
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adsorción de macroiones en la pared. La. concentracióc de 10s macroiones en el contacto 
con la pared es de a6.63M. En el recuadro, sc mUesa.ra un fuerte sobrecargado, tanto 
positivo como negativo de la pared. Si UM = 4.5 2 y ZM = -40 (no mostrado), el máximo 
de la segunda capa de macroiones decrece de 1 7, ezi la Fig. 4.5, a 1.2, pero los PRC y 
la curva de u(z)  son cualitativamentz iguales. Si n ) hay macroiones presentes, u(.) = 
O, Vz > O. Dado que la superficie estA descargada, 1 . .  fuerte adsorción de niacroiones así 
como el sobrecargado se debe tanto al fuerte acopli miento macroión-macrifhn como al 
muy alto volumen excluido, impuesto por el tamañ. I de los macroiones. D i t  R ft3rxi.i 

se confirma que, a menor volumen accesible, el cual implica menor enrro;h,  i in;~,x,e mis  
orden sobre la interfase, i. e., más adsorción sobre la superficie. 

En la Fig: 4.6, presentamos 10s mismos cálculos que en la Fig. 4.5, pero ahora las es- 
pecies del electrolito tienen di?, 'I) igual a cero? mientras que los macroiones mantienen 
su mismo diámetro, a ~ = 4 . 5 c .  ;::te caso corresponde a una extensión de la teoría de 
Poisson-Boltzmann, donde únichmente'dos macroiones son considerados [21]. En el re- 
cuadro, para z < a3/2, se presenta sobrecargado positivo. El máximo está en z = a ~ / 2 .  
E l  máximo de sobrecargado negativo está en x %9.6a/2. Si los macroiones estuvieran 
ausentes de la solución, ~ ( z )  = O, V? > O. Nótese las oscilaciones en los PRC de los iones 
puntuales. Este comportamiento oscilatorio está de acuerdo con la condición del segundo 
momento de Stillinger y Lovett [120], el cual es un resultado exacto. Sin.embargo, es bien 
sabido que los PRC obtenidos de la teoría de Poisson-Boltzmann para i'ones puntuales 
tanto en el bulto como en presencia de una pared cargada o alrededor de dos.macroiones 
(teoría D'LVO [34, lis]), no presentan oscilaciones y la interacción macroión-macroión es 
puramente repulsiva [117, 1181. En efecto, es un resultado matemático exacto el hecho 
de que la ecuación de PB no puede predecir una fuerza atractiva entre dos macroiones 
igualmente cargados a dilusión infinita, entre ellos y con la pared 1921. La adsorción de 
macroiones hacia la pared implica una atracción efectiva entre ellos y con la pared. La 
diferencia de nuestro resultado de la Fig. 4.6 con el resultado de la teoría clásica de PB 
es la concentración finita de los macroiones. la cual implica una consideración propia de 
la entropía. 

I 

4.5 Conclusiones de capítulo 

El parámetro de acoplamiento entre los macroio!ies e cala como el cuadrado de la carga 
y es inversamente proporcional al diámetro e : i t ie  .os iones. De esta forma, aunque un 
ion divalente de diámetro a = 4.25.$, tiene un i <:ensitiad superficial de carga equivalente 
de (Td = 0.56C/m2y un macroión de Valencia .?.I, = 40 :; diámetro abf = 4.5~3, tiene una 
densidad superficial de carga aproximadamen: e igi.al (OM .= 0.55C/mz); los parámetros 
de acoplamiento son c = 6.72 y z 600, pu:i  11)s ioriec divalentes y macroiones, res- 
pectivamente. De esta forma, dado que la acisúrc;ór así como los efectos de IC,  RC y 
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sobrecargados dependen de estos parámetros además del volumen excluido, observamos 
que estos efectos se magnifican en un fluido con macroiones. 

En nuestros resultados podemos observar que la adsorción de ma( roiones puede incre- 
mentarse por dos mecanismos: (i) incrementando el volumen excluido del sistema, el cual 
puede llevarse a cabo incrementando el tamaño o la  concentración4 o (ii) incrementando 
el parámetro de acoplamiento entre los macroiones &. De esta forma, dado que para 
un fluido con macroiones estos parámetros pueden variar en un rango de valores muy 
amplio, en nuestros resultados encontramos los siguientes efectos 1) autoensamblado de 
macroiones en una superficie cargada, 2) atracción efectiva de largo alcance entre una 
superficie y macroiones igualmente cargados 3) al incrementar el volumen excluido en- 
contramos IC en sistemas que normalmente no lo presentan 1) formación de estructuras 
autoensambladas (layering) en una superficie desci _ I  :a y finalmente 5) oscilaciones en 
los perfiles de concentración de los iones puntuales 0 ' .ias a las correlaciones por tamaño 
y carga con los macroiones. 

Nuestros resultados muestran que el efecto de volumen excluido es mucho más impor- 
tante de lo que ha sido reconocido anteriormente. De esta forma, RC, IC, y el sobrecarga- 
do resultan de una competencia entre entropía y energía. Finaimente nuestros resultados 
proveen de algunos mecanismos que pueden ocurrir o conducir a las observaciones en los 
experimentos de Grier donde se encuentra atracción de largo alcance entre macroiones 
confinados igualmente cargados 11191 así como sobre el. autoensamblado de polímeros en 

. una superficie (112, 121] y la formación de estructuras complejas de ADN 1341. 

*El volumen excluido depende de pi.  = pea$ + p-a? + p.\,a;, 



Capítulo 5 

La función de correlación de tres 
partículas para 1 electrolito 

5.1 Introducción 
En la literatura hay dos propuestas principales usadas para el estudio de fluidos homogé- 
neos: las ecuaciones.de la jerarquía y el formalismo de Ornstein-Zernikel57, 581. Ambas 
propuestas proveen de teorías para el cálculo de g(*) ( r l , r2) .  En las teorías derivadas de 
la jerarquía tales como la ecuación de Born-Green-Yvon (BGY)(122, 1231, g(") es expre- 
sada en términos de g("+'). Por lo que una relacióti entre las dos funciones es necesaria. 
Una de las aproximaciones más usadas en esta clase de teorías, es la  aproximación de 
superposición de Kirkwood(ASK). En ASK 11241, se supone aditividad por pares a nivel 
del potencial de la fuerza promedio. La comparación de las propiedades termodinámicas 
calculadas a través de la teoría B G Y  y por medio de simulación molecular, para un fluido 
denso de esferas duras, muestran la falta de acuerdo (53, 1251. 

Como ya mencionamos en el capítulo 1,  en el formalismo de Ornstein-Zernike debe 
emplearse una función de cerradura entre la función de correlación total y la función de 
correlación directa. Dependiendo de la función de cerradura usada se pueden derivar 
diferentes teorías de ecuaciones integrales. Entre lás miis conocidas están la teoría de 
Percus-Yevick (PY) 11261, la de cadena hipertejida ( H i  C) y la aproximación esférica 
media (XíS.4) 11271 ' L  un desarrollo en diagramas de hiaj er. se puede ver que todas estas 
teorías ignoran diferentes clases de diagramasls?. %l. I a comparación con simulación 
molecular siempre es requerida para evaluar el im7a:tci de despreciar tales términos. En 
una comparación con simulación molecular de las proliie lades termodinámicas de un fluido 
de esferas duras obtenidas por medio de HNC y Pi, m iestran una mejoría respecto a 
los resultados obtenidos de las teorías de la jerarquíii pert) aún fallan en su descripción a 
altas concentraciones 153, 1251. 

Estudios de las propiedades termodinámicas del mi !dt lo primitivo restringido, se han 
llevado a cabo anteriormente a través de las teorks HP C (128, i29 ,  1301, MSA 1131, 1321 
y BGY [133]. Todas estas teorías describen bien el VP't bajo ciertas condiciones pero 

71 



72 Capítulo 5. La función de correlxión de tres partículas para un electrolito 

fallan, principalmente, cuando las correlaciones de largo alcance se vuelven importantes 
[47]. Esto evidencia la necesidad de tener una teoría que describa correctamente a los 
sistemas cuando las correlaciones de largo alcance son relevantes. 

E l  propósito del presente capítulo es presentar al formalismo de extensión a tres 
puntos (TPE)  como un método para sumar correlaciones en una teoría dada de ecua- 
ciones integrales. El formalismo de extensión a tres puntos ha sido aplicado exitosamente 
para calcular la fuerza entre dos placas paralelas cargadas, inmersas en un electrolito 
[16, 15, 1341. También la extensión a tres puntos de la versión integral de la ecuación de 
Poisson-Boltzmann, se ha utilizado para calcular la fuerza como función de su separación, 
entre dos partículas coloidales esféricas igualmente cargadas e inmersas en un electroli- 
to [17, 18, 19, 1181. Se ha demostrado para el caso de las placas paralelas [is], que este 
método representa una mejora en la  fuerza calculada con respecto a la calculada con ASK. 

En este capítulo desarrollamos los detalles matemáticos necesarios para aplicar el for- 
malismo de extensión a tres puntos a un electrolito a través de la teoría HNC/MSA. Corno 
resultado obtenemos la función de correlación condicional de tres partículas, (II, r2, i s ) ,  
de la cual presentamos resultados numéricos. Por otra parte, hemos calculado gBTi (ilr rz, r3) 
a través de dinámica molecular, con los que comparamos los resultados de TPE. Por últi- 
mo, para presentar estudios a nivel de la función de correlación por pares, hemos calculado . 
la fuerza promedio entre las dos partículas como una función de su separación. Los re- 
sultados de TPE los comparamos con DME y con los obtenidos por la teoría estándar 
HNC/MS.4. 

I 
i 
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5.2 Extensión a tres puntos de las ecuaciones integrales 
La extensión a tres puntos de las ecuaciones integrales es un método para incorporar un 
número casi infinito de correlaciones en una teoría dada de ecuaciones integrales. La idea 
básica es que podemos utilizar la ecuación de Ornstein-Zernike para obtener funciones de 
distribución de orden superior, es decir, en la primera extensión se puede calcular una 
función de correlación de tres partículas. Partiendo del hecho de que las teorías que hemos 
mencionado en el capítulo 1 no están restringidas respecto al número de especies en el 
fluido. el potencial de interacción entre las partículas o la geometría de las especies; se 
puede'pensar en un fluido formado por (n + 1) especies, en el cual? una de las especies se 
construye artificialmente como una mancuerna formada por dos partículas (de especie o 
y 3) fijas a una distancia dada entre sus centros, T = Irl - r21 (ver Fig. 5.1). Si llamamos 
a la especie artificial o y tomamos el límite po -t O. la ecuación de Ornstein-Zernike para 
la función de correlación entre la especie o y j está dada por 

. , 

n 

huj (r3) = caj ( 1 3 )  + Pm J h,um ( i d )  cmj (r34) 9dr4. (5.1) 
m=1 

Lss especies restantes satisfacen una ecuación de Ornstein-Zernike como la Ec. (1.21). 
En la integral de la Ec. (5.1) las funciones cOj (r34) y c,, ( i 3 4 )  no aparecen, sino solamente 
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las funciones c,,,~ (r34). Las primeras son las funciones de correlación mancuerna-fluido y 
mancuerna-mancuerna, mientras que las últimas son las funciones de correlación directa 
entre las especies del fluido. Para obtener ~ , , , j ( r34 ) ,  una ecuación tipo Ornstein-Zemike 
para n especies tiene que resolverse de manera independiente. Diferentes teorías de ecua- 
ciones integrales pueden obtenerse [56] dependiendo de la relaciones de cerradura usadas: 
para cnj (r3) y cmj (r34) en la Ec. (5.1). Por r:jemplo, la ecuación 'l'PE-HXC/hLISX se 
obtiene si MS.4, i. e., Ec. (1.23), se usa para cm, ( ~ 3 4 )  y HNC, i. e.,  Ec. ( 1 2 4 ,  para 
cni (n). 

La función de distribución g,, (r3) = h,, (r3) + 1 de la especie i alrededor de la partícuia 
Q obtenida de la solución de la Ec. (5.1) se interpreta como una función de distribución 
condicional de tres partículas y se denota como 981, ( r l r  r2, r3; T = Irl - rzl), i. e., la 
densidad de probabilidad de una partícula de la especie i en 1 3 ,  cuando las partículas 
y y están en r1 y rz (fijas con una posición relativa T) ,  respectivamente. Este artificio 
es conocido como extensión a tres puntos (por la forma que adquiere el desarrollo de 
g,, en diagramas de Mayer, lo cual discutiremos en la sección 5.3). La Ec. (5.1) es la 
extensión a tres puntos de la ecuación de Ornstein-Zernike. Matemáticamente la función 
de distribución condicional g& está relacionada con la función de correlación homogénea 
de tres partículas, gBTi, (3) por I 

La proyección de g!!,, da como resultado g g .  Esta proyección la provee la ecuación de 
Born-Green-Yvon (BGY) ,  la cual está basada en un balance de la fuerza efectiva promedio 
entre dos partículas (de especies y y) Fp,[gf;%] [122, 1231. De donde a su vez, se puede 
obtener la información de &,!, de acuerdo con la Ec. (1.12). 

5.3 La ecuación BGY como una ley de fuerzas 

La ecuación de Born-Green-Yvon (BGY)  es una de las llamadas ecuaciones de la jerarquía, 
la cual es un teorema exacto que relaciona las funciones de correlación de n y (n + 1) 
partículas. En esta sección deducimos la ecuación B G Y  como un resultado de la fuerza 
efectiva sobre una partícula de la mancuerna (digamos la partícula de la especie y en r2) 

Esta interacción tiene dos contribuciones: la interacción directa fp, y la interacción a 
través de las partículas que rodean a la mancuerna f: De tal forma que la fuerza total, 
Fp,, se escribe romo 

FS,. .- 

FpT = f8, + f3, (5.3) 

Suponiendo que las partículas que forman la mancuerna son de geometría esférica y que 
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Figura 5.1: Representación esquemática de nuestro modelo. ‘ 

interaccionan a través de potenciales de fuerzas centrales, la componente de fp, a lo largo 
del vector eje. de la mancuerna T, está dada por 

donde up,(r) es el potencial de interacción directa entre las partículas que forman la 
mancuerna. Si hay p, (r3) partículas por unidad de volumen de la especie i en r3, el número 
de partículas de dicha especie en un elemento de volumen dv3 es dn,(r3) = pi (r3) dv3. 
Si fti(r23) es la fuerza entre la especie i y la partícula de prueba de la mancuerna en rz 
(de la especie y),  la fuerza ejercida por un e l t m ~ ~ t o  de fluido en r3 sobre la partícula de 
prueba es df,d = E:=, fit(rz3)pt (r3) d ~ 3 .  La ccrnpoqente de df; a lo largo de la dirección 
de r está dada por 

(5.5) 

siendo + p’ FZ3 los vectores unitarios a lo :ar.go dt las oirecciones T y rZ3, respectivamente, 
7 + ( ~ ~ )  es el potencial de interacción d.recta eiitxe iina partícula de la especie i con la 
partícula de especie 7 ;  pi (r3) es la conce2t:acióii iocí.i. i .  e . .  

(5.6) .31 pi (r3) := (r,j. i 1 .  
Sustituyendo las Ecs.(5.4) y (5.5) en la l k ( 5 . 3 ) .  lé. fL,erLa media sobre la partícula y es 
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donde wB7(7) es el potencial de la fuerza promedio entre las partículas de la mancuerna, 
y se ha usado el hecho de quc cosR = ?&. De acuerdo con la Ec. (1.20), tenemos 

w~9-t(~) = -kETlnbfl7(r)l. 

De tal forma que la relación entre g!ii y g& se escribe como 

(5.8) 

la cual es la ecuacion Born-Green-Yvon (BGY) derivada como una suma de fuerzas. Si 
QB7: 131 es calculada a través de el formalismo de extensión a tres puntos de las ecuaciones 
integrales, se puede demostrar que nuevos diagramas son incluidos en un desarrollo de 
hlayer de g g  [56]. 

En la Fig. 5.2 se muestra transformación de un diagrama de Mayer bajo la  aplicación 
del formalismo de 1u extensión a tres puntos. La línea punteada que se presenta en el 

, que aparece en el término integral diagrama resultante corresponde a la función 
dT3 

de la Ec. (5.9). Tras examinar la evolución de una diagrama de Mayer bajo el formalismo 
propuesto, es clara la denominación de extensión a tres puntos. 

d M r 2 3 )  

5.4 Aplicación al modelo primitivo restringido 

En el electrolito MPR, la condición de electroneutralidad para un electrolito de n compo- 
nentes es 

n 
:,pi = o. 

i=1 

(5.10) 

Suponiendo que la manciiei na (especie a) está formada de dos partículas de la misma 
especie que las del fluido, coin< ei. In  Fig. 5.1.  la ecuación TPE-HNC/MSA está dada por 

donde u,, (r3) es el potencial *le inqeracción directa cntre la mancuerna y las partículas 
del fluido de la especie t ,  dado por 

uaz (r3) = u*% ( h 3 7  r d  
i 
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Figura 5.2: Dos ejemplos de la transformación de un diagrama de Mayer bajo la aplicación 
del formalismo de extensión a tres puntos. La notación para las partículas y las especies es 

la misma que en la Fig. 5.1. La liga punteada representa la función fTl = 

esta forma, en ( N ,  6). N representa el número de partícula y 6 la especie (ver Fig. 5.1). (a) 
Un ejemplo de un diagrama de Mayer que involucra a la mancuerna y la partícula 3. (b) El 
mismo diagrama que en (a) pero las partículas que forman la mancuerna son explícitamente 
mostradas, it e., a nivel de la función de distribución de tres partículas. (c) Diagramas 
resultantes bajo la aplicación de BGY (a nivel de la fuerza promedio) 

du71(i23), D~ 
d ~ 2 3  

zizDe* z+,e 2 -+- si rin and > a 
(5.12) 

si r13 or rZ3 5 a 

siendo ZB y zT la Valencia de las especies y -y, respectivamente. Para iones esféricos la 
función de correlación directa depende únicamente de su distancia relativa, r3.+ = 
En la aproximación esfériCa media ésta tiene una expresión analítica, la cual se puede 
escribir como 

(5.13) 

donde chs(r34) es la función de correlación directa para un fluido de esferas duras en la 
aproximación de PY, y cs'(r34) es una funcióii de corto alcance, las cuales están dadas en 
el apéndice B. Se ha propuesto utilizar coordenadas prolatas [1351 para esta geometría, 
las cuales están definidas de la siguiente forma 

z = 

donde el elemento de volumen está dado por 

(5.14) 
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T 3  

8 
dv = - (7' - E') drjd(d7, 

Y 

(5.15) 

- T' { (7; - 1) (1 -E:) + (74 - 1) (1 - E:) 
4 

r& = 

+ (73t-3 - 7 4 1 4 ) *  

- 2 4 m -  E311 (72 - 1)  (1 - (42) COSdJ,} 

(5.16) 

En este sistema de coordenadas, el potencial electrostático de interac:'ion puede ser escrito 
de manera conveniente de la siguiente forma I 

(5.17) 

Tomando en cuenta la simetría alrededor del eje z ,  la Ec. (5.11) puede ser reescrita como. 

donde 

con <O = 1 - b, b 2a/r y qo(-<) = qo(<).  Las expresiones para K. L, A, J ,  pas y pad son 
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Y 

Y 

donde 

(~y) '  = [d- + d m ] '  + (77336 - q4<d2. (5.20) 

Usando la Ec. (5.7), la fuerza media entre las dos partículas y y se escribe como 

De la Ec. (3.8) la función de correlación por pares se puede calcular a partir de 

9h ( r )  = exP [ - 3 I r  oc F B ? ( T ) ~ T } .  (5.24) 
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5.5 Algunos detalles de la dinámica molecular 
E l  electrolito está confinado en una caja cúbica de longitud Lb. La concentración de bulto 

del electrolito, p es entonces dada por -, donde N es el número de iones positivos (o 

negativos). La mancuerna está hecha de dos iones fijos, dispuestos simétricamente a lo 
largo del eje que pasa por los dos centros de dos caras opuestas. La separación centro- 
centro de estos dos iones que forman la mancuerna es denotada por T. Un dispositivo 
similar fue también usado para estudiar dos macroiones fijos 123, 24, 25). Se ha usado 
simulación de DME para calcular el movimiento de los iones móviles del fluido, acoplados 
con un baño térmico que actúa a través de una fuerza estocástica, W,(t), la cual tiene 
un valor promedio igual a cero. La  ecuación que descri’ 13 el movimiento de la i-ésima 
partícula es 

N 
Lb 

d%, di;  
dt2 dt 

m- = -V;U T mr- + W,(t), (5.25) 

donde m denota la masa de la partícula, l? es el coeficiente de fricci6n y -V,U es la fuerza, 
que tiene dos contribuciones: (i) la interacción de tipo Coulomb y (ii) la interacción por 
volumen excluido. La  fricción y la fuerza estocástica están relacionadas a través del 
teorema de fluctuación disipación (W,(t) . W,(t’)) = 6mrkBTb,,6 (t - t‘). La interacción 
por volumen excluido es modelado como un potencial de Lennard-Jones (LJ) puramente 
repulsivo 

donde a es el diámetro iónico. La  interacción eleetrostática entre cualquier par de iones 
1 y j .  donde i y j denotan a cualquier par de iones, ya sea un ion de la mancuerna o un 
ion del fluido, se escribe como 

(5.27) 

e2 
donde .LB = - es la longitud de Bjerrum la cual describe la fuerza electrostática y 

i es la Valencia de la sal (zi = zj  = 2 ) .  Para relacionar los cálculos de simulación con 
los de dinámica molecular hemos elegido el parámetro de la energía er! e‘: potencia! LJ 
como cLJ = ~ B T  (drnde T = i98K) y a = 4.25 .&. Esto nos da una lon,;itIid de Bjerrum 
de E B  = 1.68a = 7.14 A. Un sistema macroscópico es imitado al imporer conCiciones 
de contorno periódicas. Las iiiteracciones coulómbicac de largo alcance fueron t,.atadas 
usando un método eñciente de sumas (le Ewald optimizado, es decir, el metcdo ‘parfic!e- 
particle-particle-mesh’(P3M) [74. 7.51. Para evitar los efectos de borde de la caja, cc usó 
una caja de dimensión L - b suficientemente grande, típicamente 10 veces (. en algunos 

í k ~ T  



80 Capítulo 5. La función de correlación de tres partículas para un electroiito 

casos más) la longitud de Debye-Hückel. El número de iones en la caja es de 500 en 
todos los casos (soluciones concentradas y diluidas). Es importante mencionar que el 
cálculo gt31 (r,0) es estadísticamente demandante de recursos de cómputo y especialmente 
para ángulos pequeños, dado que la cantidad de información varía como sin(@). El he- 
cho de que el observable g[31(r,B) involucra solamente a un elemento de ángulo sólido, 
reduce fuertemente la cantidad de información disponible, comparada con la función de 
correlación por pares, donde en este caso un ángulo sólido completo de 47r está disponible. 
Para vencer esta dificultad hemos considerado un rango de ángulo, 40 lo suficientemente 
grande. (típicamente entre 5 - 15' dependiendo de la Valencia y concentración), de tal for- 
ma que la información recopilada contenga la menor cantidad de ruido como sea posible. 
Por otro iado. 1 0  no debe ser tan grande o de otra forma la resolución es muy baja. Por 
cada sistema en consideración debe encontrarse un compromiso entre estos dos efectos. 
Finalmente para el cálculo de la fuerza efectiva promedio entre dos iones consideramos el 
mismo sistema pero sin iones fijos presentes. Por lo tanto, calculamos el potencial de la 
fuerza promedio conociendo g ( r ) ,  y entonces por derivación la fuerza efectiva. 

5.6 Resultados 

\;amos a restringir nuestro estudio ya que presentar todos los casos, para todas las config- 
uraciones de la mancuerna (separación T y carga) así como los parámetros del electrolito 
(i. e. p y z)  no es el objetivo de este trabajo. 

Hemos resuelto la Ec. (5.18) con valores de T = 298K, E = 78.5 y el di&metro.iónico 
a = 1.25 A. En todos nuestros cálculos, las partículas de la  mancuerna son de la misma 
especie que las del fluido. La distancia r es medida desde el centro de la  mancuerna y el 
ángulo 8 está representado e.n la Fig. 5.1. En nuestra discusión adoptamos la siguiente 
convención: gLIii(r, BI 0; 7) es denotada como g++- 131 (r,í?; T) para la función de distribución 
de los iones negativos si la mancuerna está formada de dos iones positivos; g+--(r, 131 6'; T) 
para la función de distribución de los iones negativos si la mancuerna está hecha de una 
partícula positiva (partícula de la especie 4 )  y una partícula negativa (partícula de la 
especie :). etc. En esta notación la partícula de la especie B se localiza en í? = O y la 
parríciila de la especie y en 0 = T. Por simetría las funciones de distribución satisfacen 
c/---(r.O) = g - - + ( r . 0 )  y también g+--(r.6') = g L ( r ! n  -0). 'I [3j [31 ' 3' 

5.6.1 Electrolito monovalente 

En primer lugar presentamos el estudio de un electrolito monovalente concentrado ( p  = 
1\11 ;\qui se muestra que TPE describe correctamente al MPR tan bien como las teorías 
eitándar (HNC 1IS.A en este caso). Sin embargo, nuestro estudio muestra información 
de l a  función de distribución de tres partícdas que e? información no proporcionada por 
las Teorias estándar. En nuestro estudio presentanios la gráfica tridimensional de algunas 
ioliiciones de la Ec. (5.18) (g?jt(r,0)). así como su comparación con los resultados de 
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dinámica molecular para ciertos casos. -4dicionalmente, presentamos una comparación de 
la función de correlación entre pares obtenida por medio de TPEHNC/MSA, la teoría 
estándar HNC/MSA y de simulación por DME. 

1 

I 5.6. Resultados 

Figura 5.3: Gráfica tridimensional (en coordenadas cartesianas) de la función de distribución de 

medio de TPE-HNC/MSA para un ekarolito monovalente a una concentración de p = 1M. 
tres partículas: (a) g++-(r, PI 8; T = a) y (b) gy!+-(r, O; T = 3a). Los datos fueron obtenidos por 

La grsfica tridimensional de gy!+-(r, O; T) obtenida de la solución de la Ec. (5.18) es 
mostrada en la Fig. 5.3. En la Fig. 5.3a mostramos el caso de T = 1.5a en donde se 
encuentra una fuerte variación de la función en la región cercana a la mancuerna (en 
la superficie de máximo acercamiento). El  máximo del valor de contacto de los perfiles 
de concentración está en 0 = n/2,3ñ/2, mientras que el valor mínimo está en O = O, ñ. 

Fig. 5.3b. Para este valor de T tenemos una distribución más simétrica alrededor de cada 
partícula de la mancuerna. 

En la Fig. 5.4 se muestra la comparación entre 103 rmdtados obtenidos por medio de 
TPEHNC/MSA y DME, para dos casos de g$?.-:r, 3; -): (a) T = a (b) T = 2a, con los 
siguientes parámetros del sistema p = lM, z =: I . Lit comparación se lleva a cabo en 
O = ñ/2¡. Se observa que los perfiles de concen racicm zalculados con TPE muestran un 
muy buen acuerdo con los resultados de DME. 

En la Fig. 5.5 se muestra la gráfica tridimenr ioia: dv gf!- -(r, O; T) obtenida por medio 
de TPEHNC/MSA (Ec. (5.18)). En la Fig. 5.5 t se inu?stra el CBSO de T = 1 . 5 ~  mientras 

'El ánguio 0 est& referido respecto al centro de la m,mcuerna como 8e muestra en la Fig. 5.1 

La gráfica de g++-(r, I31 8 T) correspondiente a una separA5n de T = 3a se muestra en la 

. 
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p=l.OM.tWU',r=a, ++ 
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Figura 5.4: Función de correlación de tres partículas para una mancuerna M a  de dos ¡ones . 
positivos monovalentes: (a) &!+(r,O = r/2;r = a) y (b) g+!-(r,O = r/2;r = 2a). El 
fluido es un electrolito monovaknte a una concentración de p = 1M. Las líneas sólidas repre 
sentan los resultados de TPE-HNC/MSA mientras que los nsultador de dinámica molecular 
se muestran en puntos negros. 

que la gráfica tridimensional de g!$-(r, B; r) correspondiente a una separaci6n de r = 30 es 
mostrada en la Fig. 5.5b. En la Fig. 5.6 se muestra la comparaci6n entre loa d t a d o a  de 
9+-- [31 (T ,  O; T) obtenidos por medio de TPEHNC/MSA y DME, con los mismoe parámetm 
del fluido que en la Fig. 5.5. La comparación con los datos de DME se lieva a cabo en 
0 = r / 4 .  En esta figura se muestran loa perfiles de concentraci6n para (a) la especie 
cargada negativamente y (b) la especie cargada positivamente, los cuales muestran un 
acuerdo cualitativo excelente con los resultados de DME. 

Finalmente, para mostrar que en estas Condi'riones (p  = 1M y z = 1) la descripcidn 
del UPR por medio de TPE es tan buena romo la de las teorías estándar (por ejemplo 
HSC o BGY [133, 136]), presentamos los esultados de la función de distribución por 
pares obtenida por medio de TPE. La cocrp uacion l e  TPE con las teorías e&óndor debe 
hacerse a nivel de g@ ) ( r )  ya que con esta'., tmía 's  110 cs posible obtener gL3](r). Por otra 
parte, es bien sabido que en estas condicimts tanto HNC/MSA así como HNC describen 
correctamente al MPR. En la Fig. 5.7 se inusstran lis funciones de distribución por pares 
(a) g+-(r) y (b) g++(r) como una funcion de r. p u i  un electrolito monovalente a una 
concentracibn de p = 1M. Se observa que rPE y HNC 'MSA muestran muy buen m e &  
con los datos de simulación para ambos casos. 
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Figura 5.5: Gráfica tridimensional (en coordtnadas cartesianas) de la funcidn de drhibución 
de tres partícuJas para una mancuerna hecha de dos iones monovakntes de Wgno apuato: 
(a) g!!!-(r,&~ = a) y (b) g!$L(r,&.r = 3a). Los datos hem obtenidos por medio de 
TPE-HNC/MSA para un dectrolio monovaknte a una concentración de p = 1M. 

Con los resultados hasta aquí presentados podemos decir que TPE describe correcta- 
mente al electrolito monovalente bajo estas condiciones. Por otro lado, podemos tener 
confianza de nuestros resultados de gI31(r). Sin embargo, para mostrar que el mbtodo 
es robusto se hacen pruebas más severas. El electrolito didente representa una prueba 
más mera  para cualquier teoría, por lo que a continuación mostramos los resultados de 
TPE obtenidos para el electrolito didente. Como un caso particular, presentamos los 
resultados del electrolito diluido divalente en donde otras teorías Wan en su descripción 
146, 471. En nuestros resultados es interesante ver la prediccidn de TPE. 

T 
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Figura 5.6 Función de correlación de tres partlculas para una mancuerna hecha de dos ¡ones 

a). El fluido es un dectrolito monovalente a una concentración de p = lM..Las líneas 
sólidas representan los resultados de TPE-HNC/MSA, mientras que los resultados de dinámica 
molecular se muestran en puntos negros. 

moMHlokntes de signo opuesto (a) g!!-(r,B = 7r/4;7 = a) y (b) g+-+(r,B 131 = r / 4 ; ~  = 

5.6.2 Electoiito divalente 
A continuación presentamos un estudio del electrolito divalente el cuai es relevante dado 
que las correlaciones, tanto de largo alcance como por volumen excluido, son importantes. 
En el caso divalente hemos considerado dos concentraciones típicas: (i) el c m  concentrado 
con p = 1M y (ii) el caso diluido con p = 0.005M. Hemos comparado sistemáticamente la 

forman la mancuerna están en contacto), para dos Bngulos dados 8 = r/4 y r/2. También 
presentamos los per6les gBA(r, 8; T) para diferentes configuraciones de la mancuema, T. 
Finalmente presentamos la fuerza efectiva obtenida por medio de TPEHNC/MSA, la 
teoría estándar HNC/MSA y de simulación por DME, la cual guarda una relación directa 
con la función de distribución por pares, gr3(r). 

teoría con los datos de simulación, para gDn(r, [31 8; T = a)  (i. e., cuando los dos iones que 

Caso concentrado 

En esta sección tratamos con la solución electrolítica concentrada (p = 1M). En estos 
sistemas, el apantailamiento electrostático 13 muy alto. El estudio del sistema bajo estas 
condiciones es importante para probar la teoría TPEHNC/MSA, dado que bajo estas 
condiciones las teorías para fluidos homogéneos e inhomogéneos normalmente pxoducen 
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I 2.4, 

d a  d a  

Figura 5.7: Funciones de distribución por pares (a) g+-(r) y (b) g++(r) como función de T ,  

para un electrolito con los parámetros p = 1M y z = 1. La linea sólida representa los resultados 
de TPE-HNC/MSA, la línea intermitente los resultados de la teoría estándar HNC/MSA. Los 
resultados de DME se muestran en puntos negros. 

I 

buen acuerdo con los datos de simulación molecular [46, 841. 
Mancuerna cargada simétricamente 
Primeramente consideramos una mancuerna simétrica hecha de iones positivos. En 

la Fig. 5.8 se muestran los resultados para la función de distribución de tres partículas 
&-(r,O;.r )  y gT\+(r,O;.r). Los parámetros del sistema son p = lM, z = 2 y .r = a. 
La comparación con los datos de DME se lleva a cabo en O = r /2 .  Los perfiles de 
concentración (calculados de T P E )  para las especies del fluido cargadas negativamente 
(“contraiones”), muestran un acuerdo cuantitativo excelente con los resultados de simu- 
lación, aun para la distancias muy próximas a la distancia de máximo acercamiento de 
los iones con la mancuerna. Sin embargo, observamos pequeñas diferencias de los perfiles 
de concentración a la distancia de máximo acercamiento. Esto es debido al térmho de 
corto alcance usado para modelar el volumen excluido en ambas teorías, ya que en la 
simulación se usa un potencial repulsivo suave de tipo Lennard-Jones, mientras que en la 
teoría se usa un potencial repulsivo de esfera dura. En la comparación de los resultados 
para la especie cargada positivamente (“coiones”), también se tiene un acuerdo cualitativo 
excelente con los datos de DME. En todos los cálculos TPE y DME predicen oscilacicmes 
en las funciones de distkbución. El máximo de la función de distribución de los ioiones 
es sobreestimado por T P E  al compararlo con D l I E  . aunque la localización del máximo 
es la misma. Esto sign7fica que I’PE sobreestima ligeramente la concentración local de 
los contraiones. 

Para 0 = 77/4 (ver Fig. 5.9) tenemos aún el mismo acuerdo cuantitativo que en la 
Fig. 5.8. Para los contraiones, se observa que el valor de g++-(r, r/4; a) a la distar - [31 
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Figura 5.8: La función de correlación de tres partículas g++,(r,O I31 = n/2;7 = a) para una 

muestran en puntos negr0s.y blancos para gy!+-(r, ~ / 2 :  a) y g+++(r, PI ~/2 ;  a), respectivamente. 

mancuerna hecha de dos iones positivos divalentes. El fluido es un electrolito 1M. Las líneas 
sólidas representan los resultados de TPE-HNC/MSA. Los resultados de dinámica molecular se 

p - 1 ~ :  ++. e = d 4  

I 

o li- I I-- 2 3 4 5 6 7 8 

1 
da 

Figura 5.9: Los mismos cákulos que en la Figura 5.8 pero con O = n/4. 

cia de máximo acercamiento no es tan alto como en el caso de O = ~ / 2  (ver Fig. 5.8) 
para la gráfica correspondiente. Las razones físicas de estas características son directas 
y pueden cxplicaIse en términos de argumentos electrostáticos. La distancia de máximo 
acercamiento de 10s iones con la mancuerna es mayor para 8 = x/J que para 8 = x/2, 
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Figura 5.10: Gráfica tridimensional (en coord idas cartesianas) de la función de distribu- - 
ción de tres partículas: (a) gy!+(r,e;T = a) y (b) gy!+-(T,&T = 2a). obtenida por TPE- 
HNC/MSA para los mismos parámetros del fluido que en las Figs. 5.8 y 5.9. El eje de la 
mancuerna es paralelo al eje g. 

por lo tanto, la fuerza resultante entre la mancuerna y los coiones es mayor en 0 = 7r/2, 
En el caso de los coiones tenemos ahora un excelente acuerdo cuantitativo entre los re- 
sultados de TPE y DME. La gráfica tridimensional (en coordenadas cartesianas) de la 
función de distribución de tres partículas (mancuerna-contraiones) gyi-(r, 8; T) ,  obtenida 
de la solución de TPEHNC/MSA se muestra en -la Fig. 5.10. Para T = a (iones de la 
mancuerna en contacto), Fig.5.l0(a) se muestra una variación fuerte en la función de dig 
tribución c e r c d a  a la mancuerna (en la superficie de máximo acercamiento). Como era de 
esperarse, el máximo del valor de contacto de los perfiles de concentración, es observado 

Por otra parte, se presentan oscilaciones en la función de distribución para cada valor del 
ángulo 8. Hemos verificado esta característica y se mantiene para cada separación de la 
mancuerna, T. La gráfica tridimensional correspondiente a los coiones no es mostrada. 
Para la separación mayor de la mancuerna, T = 2a, [ver Fig.5.l0(b)] la función de dis- 
tribución presenta aún un pico muy alto en 0 = ir12 y tiene un punto máximo en el punto 
medio de la mancuerna. Para una separación de la mancuerna lo suficientemente grande 
enemos una aistribución más simétrica alrededor de cada partícula de la mancuerna (no 
riostrada aquí). 

en 8 = n/2,3r/2 (g!!+ = 50), mientras que el valor mínimo está en 8 = O,* (g++- PI = 8). 

Mancuerna cargada asimétrkamente 
Ahora consideramos aquí el caso antisimétrico, donde la mancuerna está formada de 

iones divalentes de signo opuesto. Los resultados para la función de distribuciones de tres 
partículas .$--(T, n/2; a) y gyi+(í, n/2; a) son mostrados en la Fig.5.11. En este caso, 

debido a la simetría del problema sucede que gT!-(í, n/2;  a) = gyi+(r ,  s/2; a). De &a 
forma la función de distribución de tres partículas es idéntica tanto para las partículas 
positivas como para las partículas negativas. Dado que el campo eléctrico producido por 
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Figura 5.11: Función de distribución de tres partículas &!,(r, 0 = r/2; T = a) para una 
mancuerna hacha de un ion positivo y un ion negativo, ambos divalentes. El fluido es un 
electrolito 1M divalente. La línea sólida representa los resultados de TPE-HNC/MSA mientras 
que la línea intermitente son los resultados de ASK. Los resultados de DME los mostramos en 
puntos negros. 
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Figura 5.12: Los mismos cálculos que en la Fig. 5.11 pero con 0 = a/4. La líneas sólidas 
representan los resultados de TPE-HNC/MSA. Los resultados de DME se muestran en puntos 
negros y Mancos para g+--(r, (31 a/4; a) y g+-+(r, PI a/4; u), respectivamente. , 

la mancuerna en el eje donde 0 = a/2 es cero, las correlaciones eléctricas son debidas 
únicamente a los iones del fluido. Consecuentemente, dado que el presente sistema se 
encuentra altamente apantallado, esperamos un comportamiento cuasineutrai del fluido, 
que es lo que se muestra en la Fig. 5.11 para la teoria y simulación. Sin embargo, DME 
y TPE sugieren una ligera atracción cerca del punto de contacto. Este efecto puede ser 
explicado bajo argumentos electrostáticos simples. El mecanismo básico es la atracción 
electrostática debida a las cargas de signo opuesto localiadas arriba y abajo sobre el eje 
de la mancuerna. El hecho de que se presenten oscilaciones se debe principalmente a los 
efectos de volumen excluido. 

Los resultados para 0 = a/4 se muestran en la Fig. 5.12. Tenemos un acuerdo cuali- 
tativo entre teoría y los resultados de simulación, y esto se cumple para las dos especies 
iónicas. 

La gráfica tridimensional en coordenadas cartesianas de la función de distribución de 
tres partículas g$?(r, 8; 7 = a) = gt!.+(r, T - O; T = a), obtenida por TPEHNC/MSA, 
es mostrada en la Fig. 5.13. El máximo y mínimo sobre la supeficie de contacto de la 
mancuerna están localizados en 0 = O y B = T, respectivamente. Se nbsem otra vez 
oscilaciones para cada ángulo así como para cada separación de la mancuerna, 7. 

Fuerza efectiva 
La fuerza efectiva entre dos iones igualmente cargados y dos iones de carga opuesta 

como una función de su separacih, T ,  está dada en la Fig. 5.14. S e  0bse.m que TPE y 
HNC/MSA muestran muy buen acuerdo con los datos de simulación para ambos casos 
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Figura 5.13: Gr& tridimensional (en coordenadas cartesianas) de la función de distribu- 
ción de tres partkulas, &-(r , .&~ = a), obtenida por TPE-HNC/MSA, para los mismos 
parámetros del fluido que en las Figs 5.11 y 5.12. 
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Figura 5.14: Fuerza media efectiva entre dos iones con la misma carga (F++) y dos ¡ones con 
carga opuesta (FA-) como una funt+5n de su separación r, para el caso concentrado (p = 1M 
y z = 2). La línea sólida representa los resultados de TPE-HNC/MSA. la línea intermitente 
los resultados de la teoría estándar HNC/MSA. Los resultados de DME se muestran en puntos 
blancos y negros para F+-(r) y F++(v-), respectivamente. 
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(F++ y F+-), como era de esperarse. 
Un efecto interesante es el camtio abrupto en la derivada de F++(r) el cual ocurre 

en r = 2a, y que aparece menos marcado en los resultados de simulación (debido a la 
suavidad del potencial de interaccibn y también a la menor resolución de estos datos). 
Este cambio abrupto en la derivada .io es un artificio de la teoría (o de la simulaci6n) sino 
que es un efecto real. Este efecto se debe a las correlaciones por volumen excluido y en 
menor grado a las correlaciones electrostáticas. Es claro que en T = 2a, la configuración 
con contraiones presentes exactamerite entre dos coiones es energéticamente favorable (i. 
e., + - +). Cuando T :* 2a (más precisamente T + 2a+) la presencia de un ion entre las 
partículas conduce a una mayor resistencia, al nivel de la fuerza de deplesion, cuando los 
dos iones se aproximan. Por otro laao, cuando T > 2a (más precisamente r -t 2 ü ) ,  la 
ausencia de un ion entre las partículas produce una menor resistencia a la aproximación 
entre los iones. Este mecanismo explica (i) la discontinuidad de F++ en T = 2a y (ii) 
el hecho de que ~F!++(T -t 2a-)l < ~F!++(T + 2a+)l. Este efecto también podría ser 
observado en esferas duras neutras. 

Hasta donde podemos ver, para F+- la discontinuidad en la derivada está ausente o 
prácticamente indetectable. Esto se debe al hecho de que, en r = 2a, la probabilidad de 
encontrar un ion entre dos iones de signo contrario (i. e., + - +) es considerable menor 
a la obtenida con la configuración + - +, además de que varía más suavemente. 

Caso diluido 

Figura 5.15. Función de correlación de tres partículas: (a) gyL-(r,7r/2:a) y (b) 
gyi+(r ,7r/2;a) .  El fluido es u n  electrolito divalente a una concentración de 0.005M. La 
línea d i d a  representa los resultados de TPE-HNC/MSA. Los resultados de DME se muestran 
en plintos negros y blancos para (a) g $ i - ( T ,  ~ / 2 :  a)  y (b)g+-+(r, ~ / 2 ;  a) respectivamente. [31 
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En esta sección tratamos con el caso diluido(p = O.OO5M) de iones divalentes (z  = 
2). En soluciones a baja concentración, las correlaciones de largo alcance son las más 
relevantes. Aquí, la  mayoría de las teorías de líquidos fallan 2n la descripción de su 
comportamiento bajo estas condiciones 147, 841. Por lo tanto, el estudio de soluciones 
electrolíticas a baja concentración de iones polivalentes representa una prueba fuerte para 

I 

cualquier teoría de líquidos. 
Mancuerna cargada simétricamente 
Las Figs. 5.15(a) y 5.15(b) muestran la comparación entre los resultados de TPE 

y los datos de DME, para la función de correlación de tres partículas gyi-(r, ~/2; a) y 

que todo, podemos ver que la DCE es más ancha que en el caso concentrado i. e. ,  las 
correlaciones en este caso son de largo alcance. r: a los contraiones [ver la Fig. 5.15(a)], 
los resultados de TPE y DME muestran un muy buen acuerdo cualitativo, aun para 
puntos cercanos a la distancia de m k i m o  acercamiento. Para el caso de los coiones (ver 
Figura 5.15(b)), i. e., &+(T,O = ~/2 ) ,  se encuentra un buen acuerdo cualitativo de TPE 
con los resultados de DME. 

g+++(r, [31 n/2; a) ,  i. e., los contraiones y coiones de la mancuerna, respectivamente. Primero 

~ - 0 . 0 0 5 ~  : C :  e - 1 ~ 4  
12 1 

' O !  8 1  i i 

r/a 

Figura 5.16: Los mismos cálculos que en la Figura 5.15 pero para 0 = ~ / 4 .  

:.I 

En la Fig. 5.16, se muestra la comparación entre los resultados de TPE y DME, de la 
función de distribución de tres partículas para 0 = ~ / 4 ,  para los mismos parámetros que 
en la Fig. 5.15. Se observa que el valor de contacto de &- es m ~ c h o  menor (por dos 

e:ectivo en 
TPE y MD es cuantitativo y cualitativo. 

órdenes de bagnitud) que para ~ 1 2 .  Esto se debe a la disminución del campo eléctrico 
= n/4 respecto a 0 = ~ 1 2 .  Como podemos ver, en O = T/4, el acuerdo entre 

f 

4 
> 

i 
i 

- _  . -  1 
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Figura 5.17: Gráfica tridimensional (en coordenadas cartesianas) del logariio de la función 
de distribuci6n de tres partículas gy!+(r, B; 7). obtenido por TPE-HNC/MSA para lor mismos 
parámetms del fluido que en las Figs. 5.15 y 5.16. (a) 7 = a (b) 7 = 5a. 

En la Figura 5.17, se muestra la gráñca tridimensional, en coordenadaa cartesiauas, 
del logaritmo de la función de distribución de tres partículas (para 10s contrsiones de la 
mancuerna), obtenida por TPEHNC/MSA. Para 7 = a [ver Fig. 5.17(a)], se o b e m  
una fuerte v&riaci6n de la función de distribución en los puntos cercanos a la mancuerna, 
i. e., en la superficie de m&uimo acercamiento. Como es de esperarse el máximo de la 
funcicín se obeerva en 0 = r / 2 .  En la Fig. 5.17(b) se muestra la gráfica tridimensional 
del logaritmo de la funcidn de distribución de tres partículas, para una separacibn de 
7 = 5a. La función de distribuci6n no muestra picos tan pronunciados como en el caso de 
la Fig. 5.17(a); en este sentido, ésta es más simétrica alrededor de cada ion que forma la 
mancuerna. Sin embargo, se observa que bajo estas condiciones (p, t y 7) los iones que 
forman la mancuerna se encuentran todavía fuertemente correlaciondos, i. e., sus dobles 
capas eléctricas se encuentran fuertemente traslapadas, aún para separaciones mayores. 
Bajo estas condiciones tuvimos que ir hasta una separarión de 7 = ma, la cual no es 
mostrada, para alcanzar a descorrelacionarlos. 

Mancuerna cargada asimétrica 

Por último, analizamos la función de distribucitn de trt s partículas para el caso diluido, 
donde la mancuerna se encuentra constituida de dc s 'ones divalentes de carga opuesta. 
La Figura 5.18a muestra los resultados de TPE y DME . La comparacidn se lleva a 
cabo para los mismos parámetros del fluido que ?u las Figs. 5.15 y 5.16. En este ~880, 
únicamente mostramos la comparación en 6, = F./';, *ado que para 0 = r / 2 ,  tenemos 

y DME es tan bueno como en el c m  de la F g. 5.16 En la Fig. 5.18b se muestra 
la 5&a tridimensional del logaritmo de la fun :ión de distribucibn de tres partículas, 

que g+--(r,t9 PI = r / 2 )  = g:L+(r,B = r /2 )  = 1. SI: cbsma que el acuerdo entre TPE 
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Figura 5.18: (a)Función de distribución de tres partículas, gy!i(r,x/4;a). El fluido es un 
electrolito divalente a una concentración de 0.005M . La linea sólida representa los resultados 
de TPE-HNC/MSA, mientras que la línea intermitente los de ASK. Los resultados de DME se 

(b)Gráfica tridimensional (en coordenadas cartesianas) de la función de distribución de tres 
partkulas gf!-(r,O), obtenido por TPE-HNC/MSA para los mismos parámetros del fluido 
que en (a). 

muestran en puntos negros y blancos para gfL-(r, x/4; a) y g+-+(r,s/+ 131 a), respectivamente. 

g+--(r,B; 131 T = a) = g+-+(r,r 131 - B; T = a), obtenida de TPEHNC/MSA. Se observa 
que la gráílca de la funci6n de distribución es centro-simétrica con respecto ai eje de la 
mancuerna. Este hecho es consistente con el hecho de que Ix~b[~l(r)] es el potencial de la 
fuerza promedio. Como era de esperarse la función ea fuertemente pronunciada en 0 = O. 

Fuerza efectiva 
En la Fig. 5.19 está dada la fuerza efectiva entre doa iones divalentes, igualmente 

cargados IF++(.)] y con carga opuesta[F+-(r)], como una funci6n de su separación r, 
cuando se encuentran inmersos en un electrolito divalente, a una concentración de 0.005M. 
Al igual que en el caso concentrado se observa un cambio abrupto en la pendiente de 
F'++(r) en r = 2a. El mismo mecanismo propuesto para el caso concentrado aplica en 
este caso. Este efecto importante no es predicho por la teorfa HNC/MSA, probando así 
la mejora cualitativa al usar TPE. Esta mejor descripción se debe a la inclusi6n propia 
de correlaciones de largo alcance. Finalmente, observamos un acuerdo cualitativo entre 
los resultados de TPE y DME el cual es el resultado principal de este trabajo. 

5.7 Conclusiones de capítulo 

En este capítulo hemos investjgado la estructura de un electrolito tipo MPR monovalente 
y didente por medio de teorlas de ecuaciones integrales y DME. Usando la eztensidn a 
tres puntos de la ecuaci6n integral HNC/MSA hemos obtenido la función de distribución 
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p = O.UIJM : 2 2  
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Figura 5.19: Fuerza efectiva entre dos iones igualmente cargados (F++) y entre dos con carga 
opuesta (F+-) como una función de su separación r para el caso diluido p = 0.005M y z = 2. 
La línea sólida representa los resultados de TPE-HNC/MSA, la línea intermitente representa los 
resultados de HNC/MSA. Los resultados de DME son mostrados en puntos negros y blancos 
para F+-(r) y F++(r), respectivamente. 

de tres partículas, gyj,(T, O), bajo ciertas condiciones, la cual ha sido comparada con datos 
de DME. Para el electrolito 1:l el acuerdo cuantitativo entre DME y TPE es excelente 
tanto a nivel de 9L3](T, O) así como de g(')(r). Por otro lado, para un electrolito divalente 
explícitamente reportamos resultados para dos concentraciones típicas del electrolito, p: 
(i) el caso concentrado (1M) y (ii) el caso diluido (0.005bl). 

En lo que al caso concentrado se refiere, se encontró que g$,(r,O) siempre presenta 
oscilaciones. Por otro lado, la comparación detallada entre TPE y MD, la cual se llevó 
a cabo para T = a. muestra un excelente acuerdo tanto cualitativo como cuantitativo. 
Aunque no es mostrado, esto es cierto para cada valor de T .  

Además de la función de distribución de tres partículas, g!$(r, O), investigamos otro 
observable, es decir, la fuerza media entre las partículas que forman la mancuerna como 
función de su separación. Hemos cornparado la fuerza obtenida por DME con los resul- 
tados obtenidos por la teoría estándar HSC líS.4 y TPE-HNC/'VIC.i, para las mismas 
condiciones del electrolito. 

En el estudio de la fuerza efectiva en el caso concentrado encontramos que, ambos, 
TPE y HNC,/hlS.A tienen un excelente acuerdo con DME, lo cual es consistente con 
comparaciones previas entre HNC/hlSA y Monte Carlo. Por lo que podemos concluir 
qiie TPE tnmbiéo es adecuado para describir sol mones electroliticas concentradas. ES 
importante mencionar el comportamiento particular en la frierza entre iones igualmente 
cargados observado en T = 2a, donde se observa un cambio abrupto de pendiente que 
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se encuentra en ambas predicciones, TPE y HNCIMSA, el cual aparece suavizado por 
las simulaciones de DME. Este comportamiento nc. puede ser observado en la función de 
distribución por pares. 

E n  el régimen diluido, el análisis de la función de distribución de tres partículas y de la 
fuerza efectiva promedio, muestra la naturaleza Ge largo alcance de las correlaciones. Para 
la función de distribución de tres partículas tuv mos que ir a una separación de T % 60a 
para descorrelacionar los dos iones que forman t la mancuerna. Cuando los resultados 
de TPE son comparados con los resultados de ['LIE, otra vez se encuentra un excelente 
acuerdo. E l  estudio de la fuerza media efectiva revela un acuerdo cuantitativo excelente 
entre TPE y DME para la fuerza entre dos iones de carga opuesta, F+-, aunque la teoría 
HNC/MSA es también muy buena. Para la fuerza F++ debemos remarcar la presencia de 
un cambio abrupto en la pendiente de la fuerza entre iones igualmente cargados cuando 
están separados a una distancia de T = 2a. En este caso, DME también predice este 
comportamiento mientras que HNC/hlSA no. Por otro lado, TPE y DME muestran 
un acuerdo cualitativo lo que demuestra la habilidad de TPE para tomar en cuenta las 
correlaciones de largo alcance. 

1 

I 
. /  

Tenemos dos conclusiones generales de este capítulo: 

En el régimen concentrado, TPE describe al MPR tan bien como las teorías previas, 
en este caso, como HNC/MSA. 

I ,  
o En el régimen diluido TPE verdaderamente mejora la  descripci6n del MPR simétri- 

co. 

La mejor descripción (que teorías anteriores) del electrolito tipo MPR fuertemente 
acoplado y diluido, por TPEHNC/MSA puede ser relevante, por ejemplo, para el estudio 
de las propiedades críticas (137, 138). Finalmente, esta teoría podría ser exitosamente 
aplicada al estudio de fluidos de esferas duras neutras. 



Capítulo 6 

Conclusiones generales y perspectivas 

En este trabajo estudiamos algunos aspectos particulares del comportamiento de fluidos 
cargados homogéneos e inhomogéneos. El  efecto de sobrecargado es el tema principal. 
Como se discutió en la  introducción, dicho efecto ocurre en diversos sistemas de interés 
tecnológico y aparece como un efecto intrínsecamente de muchos cuerpos, por lo que nos 
hemos basado en las teorías de líquidos para su estudio. E l  estudio es amplio en el sentido 
de que se han aplicado las técnicas y teorías mecánico estadísticas al análisis de modelos 
simples de diferentes sistemas de interés tecnológico. Estos modelos, si bien simples, nos 
proporcionan información útil para la comprensión de sistemas reales. En este trabajo 
hemos respondido las siguientes preguntas: 

o i Es real el efecto de sobrecargado o es un artificio de la teoría? R La existencia de 
dicho efecto queda confirmada por el acuerdo entre la teoría, los datos de simulación 
molecular y el experimento. 

o i Cuáles son los factores que producen dicho efecto? R En el análisis de la doble capa 
eléctrica de geometría cilíndrica se muestra la importancia que tiene las correlaciones 
por, tamaño en la descripción de dicho efecto. De aquí podemos resaltar el hecho 
de que 'encontramos sobrecargado en sistemas formados por iones monovalentes y 
diámetro mayor. En ebaaáiisis de la doble capa eléctrica de geometría plana se 
encuentra que ésta puede ser .iescrita en términos de tres parámetros adimensionales. 
estos parámetros son una rr'?dida de: (i) la interacción ion-ion, (ii) la interacción 
ion-superficie y (iii) el volur~ieii exciuido por los iones. Estos parámetros proveen 
de criterios universales p : m  l i ~  cparición del efecto y a través de ellos se puede 
establecer lo siguiente: E/ ej'eclo 'ie sobrecargado resulta de una combinación entre 
los efectos de uolumeii exc:ui:fo y de cwrelación electrostática,, es decir de un balance 
favorable entre entropía y e7:er:~ía. 

o i Cuáles son las consecueiicias de dicho efecto? R: 

1. E l  hecho de considerar 10s efiictos de correlaciones de corto alcance se refleja en 
la forma de los perfiles l e  concent ración, los cuales muestran oscilaciones. Las 
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oscilaciones en los perfiles de concentración son una manifestación del efecto 
de sobrecargado. Otra manifestación del efecto de sobrecargado se presenta en 
la curvatura del potencial ( como función de la densidad superficial de carga. 
E n  este trabajo se establecc la concavidad de dicha función, hecho que ha sido 
ampliamente discutido en a literatura y que se resuelve en este estudio. La 
concavidad del potencial C os otra manifestación de las correlaciones de corto 
alcance y por lo tanto del efecto de sobrecargado y tiene consecuencias en los 
experimentos de electroforesis. En dichos experimentos, debido este efecto, 
se puede producir un revertimiento en la movilidad electroforética. 

2. Los efectos entrópicos tienen implicaciones en los fenómenos de adsorción. En 
este trabajo hemos analizado mecanismos de adsorción en los que dichos efectos 
juegan un papel determinante. Estos efectos son: (i) Adsorción de macroiones 
sobre una superficie igualmente cargada. (ii) Formación de estructuras en 
una superficie con carga y sin carga. (iii) Atracción efectiva entre macroiones 
igualmente cargados mediada por la presencia de una campo externo. Todos 
estos resultados son novedosos y aparentemente contraintuitivos, adem& de 
que son de importancia tecnológica en terapia génica, en la formación de capas 
estructuradas (layering), en el autoensamblado de estructuras en superficies, 
en corrosión y adeorción de asfaltenos, etc. 

3. El hecho de poder describir a los fluidos cargados en términos de parámetros 
escalables adimensionales da coherencia a las mediciones experimentales donde 
se encuentran fuerzas efectivas atractivas de Zargo alcance. En estos experimen- 
tos, el término largo alcance significa del orden del diámetro de las porticulas 
coloidales, las cuales están en el rango de micrómetros. De acuerdo con nues- 
tra descripción del capítulo 3, al escalar los parámetros del sistema de man- 
era proporcional, el comportamiento del sistema (el rango de ias interacciones 
efectivas) escala de la  misma forma. Por lo tanto, el largo alcance de las in- 
teracciones en suspensiones coloidales es el resultado de la combinación de los 
efectos de muchos cuerpos y el alcance de dichas interacciones es el resultado 
del escalamiento de los pprámetros del sistema. 

El tratamiento de fluidos homogh os cargados a través del formalismo de eztensaón 

0 El formalismo en verdad funciona co nc un método para incorporar más correlaciones 

El  formalismo describe al XlPR tar1 bien como las teorías estándar en el régimen 
de alta concentración y mejoia no ,ahlemente cualquier descripción en el régimen 
diluido. 

0 En este trabajo se hace por p iniera un estudio del M P R  a nivel de la función 
de distribución de tres partícula. Dic i o  estudio provee más información de la física 
de dichos sistemas. 

a tres puntos nos arroja las siguientw ~.orLclusiones. 

en una teoría dada de ecuacioites irttegrales. 
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La mejor descripción del MPR a través de este formalismo abre la posibilidad de 
estudiar al sistema en donde las correlaciones de largo alcance desempeñan un papel 
determinante, p. ej. en la región cercana al punto crítico. 

Nuestros resultados han respondido a las preguntas que hemos apuntado anterior- 
mente, sin embargo, surgen nuevas interrogantes que creemos que podemos respoiider en 
el futuro. 

E l  desarrollo de las técnicas numéricas de solución empleadas en t l  ftxinalisiiio de 
extensión a tres puntos puede emplearse para el estudio de las interw-' -i.lones entre 
partículas coloidales esféricas. El estudio de estas interacciones tiene también un 
amplio interés tecnológico y es importante tanto para la interacción electrostática 
como para la interacción por volumen excluido. El  efecto de la forma de las par- 
tículas coloidales también puede resultar interesante ya que puede tener un interés 
más amplio estudiar las interacciones entre partículas en forma de varilla cilíndrica. 
Las técnicas de solución numérica aquí presentadas pueden extenderse de manera 
directa a esta geometría. 

' 

Las técnicas aquí desarrolladas también pueden ayudar a estudiar, por ejemplo, el 
papel que desempeñan la correlaciones laterales en el efecto de sobrecargado así 
como en los efectos de adsorción. Además de-que la aplicación del formalismo de 
extensión a tres puntos al estudio de fluidos homogéneoa puede resultar exitoso para 
diferentes modelos de interacciones. 

o Los efectos entrópicos tienen consecuencias en los estudios de capacidad diferencial 
en los sistemas electroquímicos, en donde este hecho no ha sido considerado. 

I 
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Apéndice A 

Diagramas de Mayer 

E n  este apéndice describiremos brevemente la construci An de los diagramas de Mayer 
así como algunas de sus propiedades. En la Ec. (1.17) podemos ver que un desarrollo 
en potencias de p de la función g ( r )  involucra integrales rnultidimensionales sobre las 
coordenadas de las partículas. Tales integrales son representadas en forma gráfica. 

Consideremos, por ejemplo, alguna de las integrales que aparecen en la Ec. (1.17). En 
general, una de las integrales correspondientes a la k-ésirna potencia del desarrollo puede 
expresarse como 

’ donde f,j f(rij) = e-p”(rij) - 1 es la función de Mayer e {ij} representa un subconjunto 
de funciones tales que i , j  5 k’. A cada integral de la  forma (A.1) corresponde un 
diagrama. La forma de asociarle un diagrama la damos en los siguientes puntos: 

1. Dicho diagrama consiste de cierto número de puntos, de los cuales, ciertos pares se 

2. Los puntos representan las coordenadas de las partículas y llevan la etiqueta corres- 

encuentran conectados por ligas. 

pondiente. 

3. Los puntos son de dos tipos: puntos blancos (o puntos de rat.) que ccrresponden a 
las coordenadas no integradas; y puntos negros (o puntos de campo), que representan 
las coordenadas de integración. 

3. ün punto etiquetado como i se asocia a las coordenadas de una partícula. 

s ,  Lna liga entre los puntos i y j la asociarnos con una función q(r,j). 

6. Un diagrama simple es aquel en el que un par de puntos están Conectados únicamente 

I- 

por una liga. 
’Por el momento discutiremos las características de estos subconjuntos. 

101 
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7 .  El valor de un diagrama es el valor de la integral que representa el diagrama; el cual 
es una función de las coordenadas asociadas ccn los puntos blancos y una funcional 
de I& funciones asociadas con los puntos negros. 

A conrinuación damos un ejemplo de tres integrdes con su respectiva representación: 

1 2  

( A 4  
Los puntos negros corresponden a variables mudas. De esta forma, la manera como se 
encuentran etiquetados es irrelevante. El valor de un diagrama sin etiqueta involucra un 
factor combiriatorio relacionado con la estructura topológica del diagrama. El valor de un 
diagrama es el mismo bajo cualquier permutación entre los índices de los puntos negros. 
Hay un subgrupo de diagramas que son topológicamente equivalentes. Se dice que dos 
diagramas son topológicamente equivalentes si están caracterizados por el mismo conjunto 
de conexiones. En términos de la integral a la cual representa un diagrama, equivalencia 
topológica significa que el integrando no se altera bajo permutación de índices. De esta 
forma. por definición el valor de un diagrama simple r que contiene n puntos blancos, 
etiquetados del 1 a n y m puntos negros, sin etiquetar es 

la suma de todos los diagramas topológicamente 
r = (llrn,!) no equivalentes obtenidos al asignar las } (A.3) i etiquetas n + 1 , .  . . . n - rn a los puntos negros 

Por otra parte, dos diagramas sin etiquetar son topológicamente distintos si es im- 
posible sneontrar una permutación que convierta una versión etiquetada de uno de ellos 
en una versión etiquetada del otro. Los diagramas topológicamente distintos representan 

.- F 
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Figura A.2: 

integrales distintas, aunque ocasionalmente pueden tener el mismo valor. Este tipo de 
diagramas son importantes debido a que las funciones mecánico estadísticas usualmente 
se obtienen como la  suma de diagramas topológicamente distintos con ciertas propiedades. 

Dos puntos son adyacentes si están conectados directamente por una liga. Una secuen- 
cia de puntos adyacentes se denomina trayectona. Dos trayectorias entre un par dado de 
puntos son independientes si no tienen un punto intermedio en común. Un diagrama 
es dzsconezo si consiste de dos o más componentes; si dos puntos caen en componentes 
diferentes no hay trayectoria alguna entre ellos. Un diagrama conezo puede ser conexo 
múltzple o conexo simple. Si hay al menos n trayectorias independientes entre cualquier 
par de puntos, se dice que el diagrama es conexo n-tuple. En la Fig. A.l mostramos (a) un 
diagrama conexo simplemente (b) conexo triple y (c) un diagrama de dos componentes, 
las cuales son conexas doble. 

Cuando se remueve un punto de un diagrama y ésto causa que el diagrama se vuelva 
discoiieso. el punto se llama punto de coneszón. Al lemover una artzculaczón de un 
diagrama conexo, el diagrama se descompone en dos o más componentes de las cuales al 
menos una no contiene puntos blancos; un pur artzculado es un par de puntos los cuales 
al ser rrmovidos tienen el mismo efecto. Un diagrama que está libre de articulaciones se 
denomina zrreduczble. Si un diagrama contiene al menos dos puntos blancos, un punto 
nodal es aquel por el cual pasan todas las trayectorias entre un par particular de puntos. 
En lit Fig .1.2 se muestran ejemplos donde señalamos con flechas (a) una articulación, 
(b) un par articulado (c) un punto nodal. 

Finalmente, hay dos clases especiales d?  diagramas que son importantes en la teoría 
de líquidos. Éstos son las cadenas y los anillos, de los cuales mostramos un ejemplo en la 
Fig. .U. 
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Figura A.3: 

Figura A.4: 

La definición de los productos estrella entre un par de diagramas es de utilidad. Sean ri 
un diagrama conexo con n1 puntos blancos y rz un diagrama conexo con n ~ .  El producto 
estrella r3 es formado uniendo rl y r 2  de tal forma que todos los puntos que llevan la 
misma etiqueta coinciden. La  formación de un diagrama estrella es ilustrada en la Fig. A.4. 
Si los puntos blancos de r1 y I'2 no tienen etiqueta alguna en común, o si algún diagrama 
contiene únicamente puntos.negros, e1 producto estrella es un diagrama disconexo cuyos 
componentes son r1 y r2. Los diagramas estrella-zrreducables son diagramas conexos que 
no pueden ser expresados como el producto estrella de otros dos diagramas excepto cuando 
uno de los diagramas consiste de un solo punto blanco. 

Dado que la Ec. (1.ii) puede escribirse como 

('4.4) 

el k-ésimo coeficiente del desarrollo en serie puede escribirse como 

la suma de todos los diagramas simples que consisten de dos 
puntos blancos etiquetados con 1 y 2. k puntos negros 
unidos por ligas f; sin incluir los diagramas que tienen 
puntos de conexión 

Cna clase de diagramas denominado diagramas serie están definidos por 

todos los diagramas simples que consisten de dos 
puntos blancos etiquetados con 1 y 2. k puntos negros 
uni6.os por ligas f; sin incluir los diagramas que tienen 
puntos de articulación pero que contienen ai menos 
un punto nodal 
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Figura A.5: 

La importancia de esta clase de diagramas radica rn 8 1 hecho de que puede escribirse 

m 
b(riz) E P n b n ( r i 2 )  = h(riz) - ~ ( ~ 1 2 )  (-4.7) 

-1 

Otra clase importante de diac ,iias son los denominados diagramas puente o elemen- 
tales, los cuales son 

todos los diagramas simples que consisten de dos 
puntos blancos etiquetados con 1 y 2, k puntos negros 
unidos por ligas f; en donde los puntos blancos no 
son un par articulado, no contienen puntos nodales y 
no hay liga f lz 

E l  único diagrama puente de segundo orden es mostrado en la Fig. A.5 

promedio w(r12) se escriba como 
Esta clasificación de los diagramas da como resultado que el potencial de la fuerza 

b~ ( r i z )  = í?u(riz) - b(riz) - 4 ~ 1 2 )  (-4.9) 
Por lo que combinando las Ecs. (A.7) y (A.9) haciendo uso de -Pw(r12) = logg(rlz) = 
log[h(rlZ) + i] tenemos 

~ ( T I Z )  - c ( r d  - log[h(rli) + I! = 1 3 4 ~ 1 2 )  - 4 ~ 1 2 )  (A. 10) 
Dado que h(r12) y c(r12) están relacionados por medio dc  la ecuación de'ornstein-Zernike, 
la Ec. (.%.lo) puede escribirse como una ecuación para h (o para c ) :  en caso de que se 
pudiera escribir una relación para la función d(r12) en t6rminos de h (y /o  c),únicamente. 
El desarrollo en serie de d(r12) puede reemplazzrsci por UA desarrollo en términos de 
h(rlz).  el cual se sustituye en la Ec. (.A.lO). El iesdtado, junto con la ecuación de 
Ornstein-Zernike, es una ecuación integral exac :a para h(r l i ) ,  sin embargo. el desarrollo 
se vuelve intratable. Si hacemos la aprosimacim de dlrlz)  r= 0 la Ec. (-4.10) obtenemos 
una ecuación integral aproximada para h(r l z )  c m x d e .  como la aproximación de cadena 
hipertejida (HNC hypernetted-chain). 
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Apéndice B 

Expresiones analíticas para los kérneles 

En la aproximación MSA, 

Y 

617 ri: 4 
- -71s 2a3 sc,(s) = -71s - -w2 a 

para s 5 a y cero en otro caso. Las constantes están dadas por 

1 1  
2 2  

ra = -- + -J=, 

De aquí que las expresiones para los kérneles están dadas por 

107 
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para x - a  5 y 5 x + a ,  y 

Apéndice B. Expresiones analíticas para los kérneies 

para x - a 5 y 5 z + a.  La expresión para J(z) se puede obtener analíticamente 

1 9% 4 971 6 J(X) = 2 ~ p r  ( -rib3 - 3aZp + 2a3] + -[p, - 4a3p + 3a4] + -[p, - 6a5p + j ab ]  
6 2a 6oa3 

(B.ll) 
para a / 2  5 x I !a y cero de cualquier otra forma. Hemos ciefinido a p x - a / 2 .  

.' 

r 

I 

i 



Apéndice C 

La aproximación esférica media 

Las expresiones para la función de correlacióri directa, de un electrolito tipo modelo pri- 
mitivo han sido obtenidas por Blum y Hiroike, a través de la solución de la ecuación de 
Ornstein-Zernike, en el bulto [139, 140, 1411. Las expresiones de la  función de correlación 
directa pueden escribirse como 

2 SR HS z, zj e 
Cij(S) = cij (9) + cij (s) - p-, 

ES 

donde 

para O 5 s 5 Xi, 

) para A, < s 5 a,j (C.2) - rij + 7jijs + cijs3 

para s > a,j 

ai + aj - . La función ccs(s) es la función de correlación directa y aij = - con X i j  
para una mezcla binaria de esferas duras en la aproximación de PY. Para las especies de 
partículas del mismo tamaño está dada por 

lai - ajl 
2 2 

3 -vi -xis - 6s , si s < ai 
si s > a, 

HS cii (5) = 

Para partículas de diferente tamaño está dada por 

((3.4). 

con x = s - X13 y las constantes dadas por 
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donde r se obtiene de la'solución de la siguiente ecuación algebráica 

Las constantes ni se obtienen de la solución del siguiente sistema algebráico 

n 

- ÍT ,, n 
2 61=1 

donde c = -[1 - - pta;]-', y las I ,  están definidas como I ,  = 2, + n,a,. 

(C.8) 

(C.9) 

(C.10) 

~ 

(C.11) 

(C.12) 

(C.13) 

(C.14) 

(C.15) 

(C.16) 

(C.17) 

1 

i 
i 

i 
i 

i 
I 

I 
I 
~ 

! 

i 
I 
I 
! 
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I (C.22) 

(C.23) 

(C.24) 

,y3 , g33 (a3) se obtienen al intercambiar q1,al con 77&, en las expresiones para xi ,  911 (a). 

ír 
773 = gP3, 

I 

j 

C.l  Las expresiones para los kérneles 

(C.25) 
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para X < 15 - y1 5 a13. 

(C.31) 

L,, (5, y)  = O, si ai, < Iz - yI. (C.34) 

i 



Apéndice D 

El método numérico 

D.l  El método de elemento finito 

Para resolver la ecuación TPE-HNC/MCA, Ec. (5.18), se tienen que usar técnicas de 
métodos numéricos debido a la imposibilidad para obtener soluciones analíticas. E l  méto- 
do de elemento finito (MEF) ya ha sido usado anteriormente para resolver la ecuación 
HNC/MSA en varias geometríap [is, 1021 y ha demostrado ser un metodo eficiente. En 
este apéndl*-e describimos el MEF usado para resolver la ecuación (5.18).'Partiendo de la 
forma general de la ecuación integral TPEHNC/MSA,  la cual viene dada por la forma 

donde ham (q,t) es una función definida en el dominio bidimensional (7,E) E [-l, l] x 
[l,co). Dado que, ham(7,()  # O únicamente en una región cercana a la mancuerna, 
podemos resolver la ecuación integral en un dominio finito. En el MEF (1421 el dominio 
queda dividido en N elementos. A su vez cada elemento, en un dominio AK, es dividido 
en Lo sub-elementos. Por conveniencia, debe buscarse la geometría más simple de los 
elementos finitos. En nuestro sistema . . ~  coordenailo. la geometría de las dos esferas es 
1:iostrado en la Fig. D. la  así como la división del espacio de solución. Con el fin de 
obtener geometrías simples de los elenelitcis finitos. el espacio de solución en coordenadas 
(z, y) es mapeado en un espacio de coordenadas (e, q ) ,  en el cual se obtiene la geometría 
de la Fig. D.lb. 

Para llevar a cabo la solución de l í t  fk. (11.1). se hace un desarrollo de la función 
como una combinación lineal de k: eier:iei:toj c e  una base {$: (7, F) , i = 1. .... LO}, en el 
K-ésimo elemento. Dado que hay .h' eltm;:nt,os e! desarrollo se escribe como 
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I x 

Y 

I 

Figura D. l :  (a)Un ejemplo de la malla usada en la soh~ión  de la Ec.(D.l),  en coordenadas 
cartesianas. (b) La misma malla mostrada en (a) pero en el plano 17 - t. 

N elementos finitos 

< 
elerne to finito 1 

O Elemento finito 

I I 
subelernrnto 

Subelem 

Figura D.2: (a)Un ejemplo de la enumeración de los elemeritos finitos. (b) Divisi6n de un 
elemento finito en subelementos. También mostramos la localiz3c~6n de los nodos. 
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D.2 Las coordenadas de área 
Las funciones base, {4!( (q,<), i = 1 ,  ..., LO}, se construyen usando un sistema de coorde- 
nadas definido sobre el K-ésimo elemento. Éstas son definidas de la siguiente forma, 

, p a r a i =  1 , 2 , 3  L. - ai + biv + ciF 
2 1  I -  íD.lO) 

donde A = 2A es el área del elemento triangular y 

(D.ll)  

I 

con rotación cíclica de índices. El conjunto de puntos { (&, 17%) , i = 1 ,2 ,3 }  son las coorde- 
nadas de los vértices del triángulo. En la Fig. D.3 mostramos la localización de estos 
puntos. Por otra parte la interpretación geométrica de estas coordenadas está dada en 

A, L, = - con a = 1 , 2 , 3 ;  A 

I-' 1 términos de 

donde -4, son las áreas de los triángulos mostrados en'la Fig. D.3. 

Figura D.3: Representación geornétrica de las coordenadas de área y los nodos del elemento 
finito 

La  relación entre el sistema coordenado (c. 7 )  y las coordenadas triangulares está dado 
Por 

17 = L17l + L2%+ L3T73, 
e = LIE1 + L2t2 + L3E3. 

1 = LI+LZ+L3.  
(D.12) 

El numero de nodos es igual al número de elementos base. Para la solución de la ecuación 
(D.1) hemos usado una base cuadrática, por lo que el desarrollo sobre el elemento finito -, 
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es llevado a cabo con Lo = 6,  el cual corresponde número de funciones base, las cuales 
son definidas como a continuación se muestra 

41 = (2L1 - i) LI,etc. ,  

y para los nodos que están a los lados 

(D.13) 

$4 = 4L1L2,etc.  (D.14) 

Donde la numeración de los nodos se sigue de acuerdo con la Fig. D.3. La integral sobre 
el m-ésimo subelemento se puede escribir como 

Donde 2A, es el área del rn-ésimo subelemento y {K3; 2 = 1...3} son coordenadas de área 
definidas sobre el mismo elemento de forma análoga a la definición del conjunto {Ll; i = 
i . . .3} ,  pero éstas están definidas sobre un subelernento, desde luego que L, = Ll(Kl,  Ki). 
La integral en la ecuación (D.15) puede ser evaluada como 

(D.16) 

Tabla D . l :  Valor de los parámetros usados en la evaluación de la integral (D.16) 

1 K? fe' K3" el 
1 5  3 3 

1 1 - - -0.1493700444 
2 ( ~ 1  (YZ uz 0.1756132574 
3 02  CY^ 0.1736152374 
4 a2 u1 o2 0.1756152374 
5 $1 42 82 0.0533472356 
6 32 42 31 0.0333472356 
7 a, 81 4 0.0533472356 
8 y2 -r3 0.0771137608 

10 y2 y1 y 3  0.0771137608 
1 1  Y2 Y3 Y1 0.0771 137608 

9 71 7 3  y2 0.0771137608 

12 73 72 0.0771137608 
13 73 7 2  Yi 0.0771137608 
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Con el siguiente valor para las constaates 

01 = 0.4793080678 

y1 = 0.6384441883 

a2 = 0.2603439f60 
= 0.8697397941 ,!32 = 0.0651301029 

72 = 0.3128654960 
73 = 1 - */I - Y2 

El cálculo de los coeficientes Clk e:i la Ec. (D.9), a través de la ecuación ( D . W  mi:; 
la solución de la ecuación (D.9) es un proceso que puede tomar varias horas üe cáldIi. j 
para un conjunto dado de parámetros del sistema. 
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