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Introduccion

Una premisa fundamental es que la gravitacién esta intimamente interconectada con
la geometria del espacio-tiempo. A nivel clasico, la Relatividad General captura de
manera muy elegante esta idea. La identificacion del campo gravitacional con la
curvatura del espacio-tiempo nos ha permitido hacer importantes predicciones, tales
como la existencia de hoyos negros y del big bang. Esto nos conduce a la siguiente
conclusién, una de las metas fundamentales de cualquier teoria cuantica deberia de
tomar en cuenta la estructura cuantica del espacio-tiempo.

En esta direccidn existen dos posibles programas de investigacion, los cuales han
permitido obtener enormes progresos en la busqueda de una teoria cuantica de la
gravedad en los ultimos 13 anos, a saber, uno perturbativo, las supercuerdas cudnticas
y otro no-perturbativo, la cuantizacién candnica d la Dirac, llevada a cabo a través
de las ideas de Ashtekar sobre la Relatividad General de Einstein y la representacion

de loops de la mecanica cuantica.

A primera vista, podria parecer que ambas ideas son incompatibles, una con la
otra. La idea de Ashtekar considera gravedad pura, sin tomar en cuenta elementos
adicionales, en tanto que una teoria de supercuerdas es una teoria de todoy, debido a
la unitariedad involucra a todas las interacciones en su desarrollo perturbativo. Estas
diferencias aparecerian inicamente a energias de Planck, y es solo alrededor a dichas
energias que se podria decidir entre la teoria de cuerdas y la gravedad canénica.

Por otra parte, el estudio de las interacciones gravitacionales acopladas a campos
de Yang-Mills y campos dilaténicos escalares ha sido tema de recientes investiga-
ciones. Los campos dilaténicos aparecen de manera natural en el limite de bajas
energias de la teoria de cuerdas, en el contexto de teorias de haz fibrado principal, en-

tre las cuales tenemos a los modelos tipo Kaluza-Klein. Debemos de recalcar que los
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espectros energéticos de las teorfas tipo Kaluza—Klein estdn contenidos en el espectro
energético de las teorfas de supercuerdas. Dicho con mayor precisién, los estados
de las teorias tipo Kaluza-Klein forman parte del espectro de energias medias de las
teorfas de supercuerdas. Esto viene a garantizar un comportamiento adecuado a altas

energias, lo cual reduce este tipo de modelos a ser teorias efectivas de energia media.

Por otro lado, actualmente, uno de los problemas mas importantes que existen, en
conexién con una posible teoria cudntica de la gravedad es el denominado problema
del tiempo. Este problema consiste en el hecho de que la ecuacién que gobierna la
dindmica cuantica del universo, segin la cosmologia cuantica estandar, la llamada
ecuacién de Wheeler-DeWitt, es una ecuacion que carece del parametro tiempo, es
una ecuacién “atemporal”. Recientemente, Penrose propuso una idea interesante, que
permitiria conectar al problema del tiempo con otro problema conceptualmente fun-
damental de la Fisica moderna, a saber, el problema de medicién de efctos cuanticos,
también conocido como el colapso de la funcién de onda. Una de las ideas que per-
mitiria atacar de manera simultdaneamente ambos problemas, siguiendo dicha idea
propuesta por Penrose, de incorporar el llamado modelo de decoherencia, el cual pre-
tende explicar el surgimiento de un mundo clasico a partir de una teoria cuantica,
por ejemplo, consiste en usar el método de cuantizacién de integral de trayectoria
de Halliwell para el campo gravitacional. Sin embargo, el interés actual en Relativi-
dad General no se restringe unicamente al ambito de su posible cuantizacion. Una
de las mas importantes predicciones de dicha teoria es la existencia de las llamadas
ondas gravitacionales. Los esfuerzos que en la actualidad se hacen con la finalidad de
disefiar dispositivos experimentales que permitan detectar dichas ondas son muy im-
portantes. Entre ellos tenemos, por ejemplo, el proyecto italiano llamado VIRGO, el
estadounidense conocido como LIGO y el proyecto conjunto germano-britanico, con
sede en la ciudad de Potsdam. La dificultad que enfrentaran todos estos proyectos rad-
ica en la debilidad de los efectos involucrados que se pretenden medir. En la solucién
de los problemas tecnoldgicos que la mencionada dificultad plantea estd involucrada
la mas avanzada tecnologia. Los resultados que puedan ser obtenidos de estos dispos-
itivos experimentales permitirdn confrontar con el experimento predicciones, respecto
a fluctuaciones tensoriales en el fondo césmico de microondas consecuencia de ondas

gravitacionales, que se obtienen de la teorfa de escenarios inflacionarios, asimismo



proporcionaré datos importantes respecto a las épocas tempranas del universo. Is
innecesario mencionar que la cantidad de dinero que involucra cada uno de estos
proyectos asciende a decenas, y en algunas situaciones como es el caso de LIGO, a

cientos de millones de délares.

Los tépicos abordados en esta tesis doctoral se enmarcan dentro del contexto de
las teorias multidimensionales de unificacién y de la mecanica cuantica aplicada a la
gravitacién. Consta de dos partes, la primera de ellas la constituyen los capitulos 1

y 2 en tanto que los restantes tres conforman la segunda parte.

En la primera parte se analiza una teoria gravitacional 8-dimensional, la cual
presenta una estructura de haz fibrado cuya topologia del estado base es My x S* x .53,
donde S! es la variedad asociada al grupo Abeliano U(1) y 52 la correspondiente
variedad del grupo no-Abeliano SU(2). La idea detras de este tipo de modelos es la
geometrizacién de las interacciones de norma de la Fisica de la particulas elementales,
todo dentro del contexto propuesto por Einstein en su teoria de la relatividad gene-
ral. En particular, el modelo estudiado en esta tesis pretende geometrizar la teoria
electrodébil de Weinberg-Salam-Glashow.

La teoria efectiva 4-dimensional obtenida predice las masas correctas de los bosones
de norma involucrados, ésto mediante la introduccién de campos escalares en la
métrica. En lo que concierne al sector fermidnico, el término de Yukawa, a partir
del cual mediante el llamado mecanismo GIM se obtienen las masas fermidnicas, se
introduce ad hoc, de manera similar a lo que sucede en la teoria electrodébil. Las
masas correctas de las dos primera familias, tanto lepténicas como fermioénicas, son

asimismo obtenidas.

Debemos de recalcar que este modelo resulta ser una teoria efectiva de unificacién
semiclasica, importante a escalas de energia media. Pero no debemos olvidar un hecho
que le otorga a este tipo de propuestas una particular importancia, y es que este tipo
de modelos se encuentra contenido en la regién de energia media de las teorias de

supercuerdas.

La escasez de soluciones exactas a la ecuacién de Dirac existente en la literatura
hace interesante el estudio de la misma en fondos gravitacionales que presentan un
alto grado de simetria. Es por ello que se ha ahalizado en esta tesis la ecuacién de

Dirac sin masa, la llamada ecuacién de Weyl, que es la que gobierna la dindmica de los
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neutrinos, teniendo como fondo gravitacional espacios-tiempos tipo Godel. En este
contexto, se obtuvieron soluciones exactas a la ecuacién correspondiente, las cuales
pueden ser expresadas en términos de funciones especiales de Whittaker.

La segunda parte comprende la aplicacién del modelo de decoherencia en cos-
mologia cuantica. El objetivo principal fue investigar el problema del tiempo aso-
ciado a la ecuacién de Wheeler-DeWitt, la cual gobierna la dinamica del universo
cuantico. Un tiempo fisico invariante de norma aparece como propuesta en este tipo
de modelos. Este hecho es consecuencia de la interaccién existente entre los diferentes
grados de libertad asociados con el modelo del universo. La manera de introducir
matemadticamente el modelo de decoherencia en este tipo de teorias es mediante el
llamado formalismo de integral de trayectoria restringida.

Se estudia también en esta segunda parte la deteccion de ondas gravitacionales
y €éllo nuevamente mediante el formalismo de integral de trayectoria restringida. La
manera de plantear el problema permite calcular la densidad de probabilidad asoci-
ada con el proceso de medicion de una cierta configuracién del campo gravitacional.
También se desprende del calculo que existen tres regiones de medicién, y que en
los dispositivos experimentales actuales la dispersion de los posibles resultados es
muy grande. También es posible analizar la factibilidad de introducir algin tipo de
modificacidn en las propuestas experimentales existentes, la cual pudiese tener como

consecuencia una reduccién en la dispersién de los resultados experimentales.
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Capitulo 1

Teorias Gravitacionales

Multidimensionales.

1.1 Teorias Gravitacionales Multidimensionales.

La busqueda de una teoria que unifique a la gravedad con las restantes interacciones
fundamentales de la Naturaleza es ya bastante antigua [1]. En el modelo propuesto
por Kaluza y Klein se demostré como una extension 5-dimensional de la teoria de la
Relatividad General de Einstein puede unificar a la gravedad y al electromagnetismo.
Significando esto la geometrizacién de ambas interacciones.

Expliquemos esto mejor. El elemento de linea tiene en esta propuesta la siguiente

forma

ds* = g, (z)dz*dz” — (dy + kA, (z)dz")?, (1.1)

siendo y la coordenada espacialoide extra. Ademds es periédica, es decir 0 < y < L.
Esto nos permite interpretar a la variedad 5-dimensional de la forma M, x S*, esto por
lo menos localmente. Nétese que la métrica g, del espacio fisico y 4-dimensional M,
no depende de la coordenada extra y. A, es un campo vectorial y tampoco depende
de y. La constante « tiene unidades de (longitud)™!.

Pasemos ahora a considerar el conjunto de transformaciones de coordenadas bajo

las cuales el elemento de linea (1.1) no se modifica. Siendo A, un campo vectorial,
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es evidente que (1.1) permanece invariante ante transformaciones de coordenadas
que involucren a las coordenadas de My, es decir ante transformaciones de la forma
ah — TH(xY).

Consideremos ahora las transformaciones de la quinta coordenada y — y' =
h(y, z*).

De aqui se obtiene que

Oh oh
d dy' = — dz". 1.2
y — dy 6ydy+8x”$ (1.2)
Observando el elemento de linea dado en (1.1) es claro que éste conserva su forma

si se cumple que %g = 1. Esto nos permite escribir

dy + & =y + H(z"). (1.3)
Pero bajo (1.3) A,(z) cambiard a A,(z), lo cual nos conduce a

< 0H
dy + kA (z)dz" — dy + [Au(z) + n_lﬁ]daj“. (1.4)
Lo cual nos lleva a lo siguiente: el elemento de linea (1.1) preserva su forma ante
transformaciones como la dada por la expresién (1.3) si el campo vectorial A,(z) se

transforma de la manera siguiente

OH
Ozt

Es claro que esta es una transformacién de norma para el campo vectorial en

Auz) — Au(w) = Au(z) — & (1.5)

cuestion. Es decir, en la teoria de Kaluza-Klein el campo de norma es un remanente
del grupo original de invariancia en 5 dimensiones, el cual ha sido roto de manera
espontanea en la simetrias del grupo de transformacion de coordenadas 4-dimensional
y el grupo local de norma U(1).

De (1.1) podemos ver que el tensor métrico tiene en el sistema coordenado que

estamos empleando la forma

2
I — K°ALA, —KA,
po = , 1.6
(9)s ( —kA, ,—1 (16)

los subindices griegos de la forma i corren de 1 hasta 5.



Para poder simplificar lo cdlculos pasaremos a otra base, denominada Horizontal

Lift Basis (HLF) y en la cual las 1-formas base quedan definidas por:
of = dz*, (1.7)

&° = dy + kA,dz" (1.8)

La transformacién A, que nos lleva del sistema sin barra al sistema con barra,

queda determinada por la siguiente expresion

1, 0, 0, O, 0
0, 1, 0, 0, 0
APyy=1 0, 0, 1, 0, 0 (1.9)
0, 0, 0, 1, 0
+rAL, +EA, +R3, +rAy L
La inversa de esta matriz es
1, 0, 0, 0, O
0o, 1, 0, 0, O
(A z)=1 0 0 1, 0 0 (1.10)
0, 0, 0, 1, O
—KA, —KAg, —K3, —K A4, 1
Los vectores base €3, duales a &", estan dados por
& =N ;6. (1.11)
De donde se concluye que
€z =0, — kA,0s, (1.12)
€5 = Os. (1.13)

Calculando el conmutador de estos vectores obtenemos



(€5, €0] = &[(By Au) = (8, AL))(05) = =K Fu, 05, (1.14)

€5, €5) = 0, (1.15)

de donde se desprende que la HLF es una base anholonémica [2].

Las constantes de estructura estan definidas como
— — A=
[euv eu] = Cur €)X,

y de (1.13) se obtiene que las constantes de estructura no nulas son

Cap = —K:Fl.ulv (116)

Cﬂﬁg = K/F},Ll/' (117)

Con el fin de calcular el escalar de curvatura es necesario definir los coeficientes

de conexidn, los cuales se definen como

Vé'ue—)u = F;w /\gAa (118)

donde se impone que la métrica sea covariantemente constante, es decir

Vgﬂ(g)y,\ = 0. (1.19)
Empleando (1.18) y (1.19) se obtiene

1

Fp.uA = i[g;u/,A + quiv + v + Cuuv + Curv + CAV}L]‘ (120)

Usando (1.20) para nuestro caso se desprende que los coeficientes de conexién no

nulos son
4
F[w;\ = F;u//\a (121)
siendo *T",,\ los coeficientes de conexién asociados a Mj.

1
Fﬂfxg = §KJF;1117 (122)



1
s = —gﬁFW. (1.23)
Las componentes del tensor de Riemann en una base anholonémica estan dadas
por

v =L —Ton, + 00, =T, 17, + 1 ey (1.24)

() Iz uT

Empleando las expresiones (1.16), (1.17), (1.21)-(1.23) obtenemos

1 1 1

R, ="R, + ZKZF,?FW - ZKZF:FU,, - §K2F0/\Fu,,, (1.25)
A 1 2 T

Ry, = R I (1.26)

Por consiguiente, el escalar de curvatura 5-dimensional toma la forma

1 v
R=* R~ k'F"F,,. (1.27)

Formulando la teoria de Kaluza-Klein en términos de la accidn 5-dimensional de
Einstein-Hilbert

1
e /\/desx. (1.28)

Recordando la hipétesis de cilindricidad es facil constatar que el integrando de la

tiltima expresién no depende de la coordenada espacial extra y en consecuencia la

integraciéon sobre esta variable es facil de calcular, obteniéndose

— 1 4 _1_ 2 pupr 4., 74
I= 167TG/[R TP gdte. (1.29)

Comparando (1.29) con la accién de la teoria Einstein-Maxwell, en donde obser-
vamos que la parte de la accién responsable de la interaccién electromagnética tiene
la forma Sp = —211- [ V=4 F" F,,d*c [3], se puede ver que se recupera en la teoria de

Kaluza-Klein la accién de Einstein-Maxwell si se efectia la identificacién siguiente

k? = 167G. (1.30)



Resumiendo, la accién de Einstein-Maxwell 4-dimensional surge de considerar dos
condiciones: (1) una accién de Einstein-Hilbert 5-dimensional y (2) la hipétesis de
cilindricidad. Es importante mencionar que esta teoria contiene inicialmente dos
parédmetros indeterminados £ y L. La identificacién (1.30) permite fijar £ unicamente
quedando L libre, la cual no puede ser fijada en este modelo. Sin embargo, el campo
de Maxwell surge como consecuencia de la reducciéon dimensional y por lo tanto uno
esperaria que existiese una relacién entre la carga eléctrica, la constante gravitacional
de Newton y el radio de la quinta dimensién. Para obtener la relacion entre los
pardmetros antes mencionados, lo cual ademas permitira una estimacién del orden
de magnitud de L, consideremos la densidad Lagrangiana de un campo de Dirac en

una regién en la cual existen un campo gravitacional y uno electromagnético.

L = /—gir*[V, + icA . (1.31)
Evidentemente, el acoplamiento entre el fermidn y el potencial eléctrico estd dado

por

e A by . (1.32)
El campo de Dirac depende de las 5 dimensiones, sin embargo la hipdtesis de

cilindricidad nos permite separar la dependencia del campo de Dirac como sigue

Plak, 2%) = p(z*)e™ /T, (1.33)
Llevando a cabo la reduccion dimensional sobre la quinta dimensién y notando

que J5 ~ % obtenemos que

%Au;ﬁyw. (1.34)

Comparando coeficientes se obtiene que

K

Pero introduciendo la condicién sobre & que nos proporciona (1.30) obtenemos

V167G V167G
—fﬂ— = L ~ —ei— (1.36)

e ~



La constante de estructura fina es a ~ % y en consecuencia concluimos a =
‘}J—? = L ~ \/% ~ 10%1,, siendo I, la longitud de Planck cuyo orden de magnitud es
~ 1073em. Es decir, es muy pequena para ser detectada.

La generalizacién del método de Kaluza-Klein para grupos no-abelianos fue por
primera vez publicada en 1963 [4]. En esta generalizacién tenemos un espacio (4+N)-
dimensional, el cual es descompuesto como el producto del espacio-tiempo fisico My
y otra variedad N-dimensional, la cual llamaremos G.

Definiremos al tensor métrico en el espacio (4 + N) por §up, donde f, U =
1,2,...N+4. El tensor métrico de My se denotara por g,,, u,v = 1,2,3,4 y la métrica
de G sera Y,, con m,n = 5,6,...N +4. Los espacios My y G estaran parametrizados
por x y ¥y, respectivamente.

Para aislar el campo de Yang-Mills reparametrizemos el tensor métrico. Existen
muchas maneras de hacerlo, pero una eleccion conveniente consiste en introducir un

nuevo campo B" el cual es un tensor mixto. Haremos entonces la siguiente eleccién

v manBlL, man
Gpp = Guw + - Tmn B , (1.37)
P)/mnBy y Ymn

siendo como ya antes g,, funcién solo de z, y v,,,, unicamente de y.

Calculando el tensor de curvatura del espacio (4 + N)-dimensional obtenemos que

1 ~ o~
R =" R(z) +" R(y) + Zymn(y)FﬂFfpg“Ag”" + ..., (1.38)

siendo *R(z) y YR(y) las curvaturas escalares de My y G, respectivamente. Sin
embargo, F o, no es el tensor usual del campo de Yang-Mills [5].

Aqui tenemos que

Fm = 9,8 — Br9,B™ — 8,B" + Bro. B, (1.39)

Esto nos conduce a concluir que B} no puede ser el campo de Yang-Mills. En este
punto vale la pena mencionar que en (1.36) no aparecen las constantes de estructura
del grupo de norma en cuestién.

Introduciremos una suposicion adicional, la variedad tiene una simetria asociada

con ella, es decir la variedad tiene una isometria.



Sabemos que de variedades con isometria podemos extraer un vector de Killing,
¢, el cual puede matematicamente expresar el efecto de esta isometria [6].

Luego, si tenemos una variedad G la cual posee un conjunto de isometrias, en-
tonces éstas en general dan origen a un algebra de Lie asociada con estas simetrias.

Supdngase que los generadores de esta simetria estan descritos por

L,= C;namy (140)

y por definicién generan un algebra de Lie.

[LaaLb] = fcacha (141)

donde f¢,; son las constantes de estructura del dlgebra de Lie correspondiente.

Con este vector de Killing podemos ahora definir

B = (AL (1.42)

Esta es la redefinicién que estabamos buscando, aqui Aj es el verdadero vector de
Yang-Mills. Antes de pasar a mostrar que la accién original en (4 + N)-dimensiones
puede ser dividida en dos partes, la teoria de Einstein 4-dimensional y la teoria
estandar de Yang-Mills, mencionaremos algunas preguntas y sus respectivas respues-
tas, en relacién a este modelo .

De inmediato surgen las siguientes preguntas:

1) ;Puede el grupo de norma del modelo estandar ser incluido en este esquema?

2) ;Es la teoria cuantizable?

3) Si en todos los experimentos hasta ahora diseniados la presencia de dimensiones
extras no se ha manisfestado, entonces este hecho da origen a la siguiente pregunta:
;Cudl es el mecanismo que origina que las dimensiones extras sean suficientemente
pequenas para no ser detectadas experimentalmente?

Para contestar a la primera pregunta, usaremos el hecho de que la teoria de Yang-
Mills esta generada por las isometrias de la variedad del espacio-tiempo. En conse-
cuencia nuestro problema se reduce a encontrar la variedad que tiene al grupo del
modelo estandar como su grupo de simetria [7].

Respecto a la segunda pregunta es imprescindible mencionar que el problema mas

serio con la Relatividad General cudntica y la teorfa cuantica de Kaluza-Klein es que



no son renormalizables [8]. Concerniente a la tercera duda vale la pena mencionar que
en estos momentos existen varios modelos que tratan de explicar este mecanismo de
compactificacién. Por ejemplo, Varonov y Kogan [9] proponen un mecanismo para la
compactificacion espontanea en modelos de Kaluza-Klein el cual es consecuencia del
valor de expectacién del vacio cuantico del tensor de energia-momento de los campos
de materia y del valor de expectacion de la constante cosmoldgica existentes en el
espacio-tiempo (4 + N)-dimensional. En otras propuestas [10], el rompimiento de
simetria necesario para obtener a partir de una teoria de norma unificada de quarks
y leptones las enormes masas de los bosones y de los fermiones es la responsable del
mecanismo de compactificacién espontanea.

En esta busqueda Chodos y Detweiler [11] han mostrado que esta reducciéon dimen-
sional puede emerger como una consecuencia de la evolucién dindmica del universo.
Sin embargo, Maeda [12] demostré que este mecanismo no ocurre si se incluye un
campo de materia cuantizado.

La relacién entre un escenario inflacionario (en la variedad M4), generado por un
tensor de energia-momento asociado a una mezcla de dos gases fuera de equilibrio
termodinamico y este mecanismo de compactificacion también ha sido ya analizado
[13]. En restimen, esta pregunta queda todavia sin contestar.

Pasemos ahora a la generalizacién no-abeliana del modelo de Kaluza-Klein, y
notemos que para incorporar un grupo de norma realista G solo necesitamos tomar
a las dimensiones extras como la variedad de dicho grupo [7].

Generalizemos ahora la métrica dada en (1.1). Denotando por 7;; a la métrica del
grupo no-abeliano en cuestién [14] y empleando, ya que los cdlculos matematicos se

simplifican, nuevamente HLB, obtenemos la siguiente generalizacion

Guv, 0
(@as(z,y)=| (1.43)
Oa —%Yi;
Las 1-formas son ahora
o* = dz*, (1.44)

ya que (1.7) no contiene informacién alguna respecto al espacio-tiempo interno.
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La generalizacién de (1.8) es un poco mas elaborada, ello consecuencia del siguiente
hecho: G es el grupo de simetria en cuestién y para tener una unificacién con alguna o
algunas interacciones fundamentales este grupo sera el grupo de norma de Yang-Mills
en cuestién. Esto implica que el campo de norma debe también tener un indice de
grupo, este indice debe ser contraido con algun objeto matemadtico y entonces obtener
una relacion de la forma Bi(w, y). Es evidente que solo existe un objeto geométrico
con el cual realizar la contraccidn, el denominado vector de Killing K (y). Esto es,
Bi(z,y) ~ A%(x)K.(y), donde o son aqui indices de grupo.

Resumiendo, (1.8) se generaliza como

~i_ g B afaNJ
Q' =dy' + Elxa(y)A“(a))dw“. (1.45)

El elemento de linea generalizado es [15]

ds® = gude*dz” — vi;(y)[dy’ + %Ké(y)AZ(:v)Jw”][dyj + %fﬂ’é(y)Af(w)Jx”]- (1.46)

La base dual a (1.44) y (1.45) es

. J K .. o %,

Cu=g 2~ Zf‘a(@/)Ap(fE)a—y;a (1.47)
. 0
€, = ayi. (148)

Nuevamente estamos en una base anholonémica, para convencerse de esto basta

calcular los conmutadores entre los elementos mencionados en (1.47) y (1.48).

[€:.€;] =0, (1.49)
. K o L 7]
[Eu, ] = -L—Au(w)ail&i(y)a—y;, (1.50)
0

A A K o <)
[, 6,] = ~ZFW(:U)]&a(y)ayz..

Donde F,(x) son las llamadas intensidades de campo asociadas a los campos de

(1.51)

norma no-abelianos [5] las cuales se definen como:
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[0 o7 K (03
Fo(z) =A%, — A%, + zfmAﬁAZv (1.52)

siendo fg_ las constantes de estructura.
Si ahora ponemos en marcha la maquinaria de la geometria diferencial llegaremos

a que el escalar de curvatura del espacio multidimensional puede escribirse como [16].

1 «

R = Rt Ro — 15y K3 ) Ky P F, (1.53)
siendo 4R el escalar de curvatura asociado al espacio-tiempo 4-dimensional fisico y
R el escalar de curvatura de G, el cual hemos definido como: Rg = —7i; Rfkj. Fl

signo menos es para obtener un escalar de curvatura positivo para el caso de una
esfera.

En este punto vale la pena mencionar una diferencia existente entre el modelo
5-dimensional de Kaluza-Klein y la generalizacidon de éste recién esbozado.

Hemos visto como las ecuaciones de campo 5-dimensionales aceptan como solucion
el caso de un espacio de Minkowski junto con una quinta dimension compactificada.
Esto no puede ser generalizado al caso en el cudl el ndmero de dimensiones extras
es mayor a 1. La razén de ello es que las teorias de Yang-Mills estdn asociadas a
variedades cuya curvatura ademés de ser constante no puede ser nula. Es decir, el
producto directo del espacio de Minkowski y un espacio compacto interno de curvatura
constante no nula no constituye una solucién de las ecuaciones de Einstein que se

desprenden de una generalizacion del modelo de Kaluza-Klein.

1.2 Teoria de Weinberg-Salam.

Actualmente est4 demostrado que todas las interacciones fundamentales estan de-
scritas por alguna forma de teoria de norma [5]. Es por ello que brevemente men-
cionaremos la simetria local abeliana, U(1), las teorias de norma no-abelianas, lla-
madas teorfas de Yang-Mills [17] y el mecanismo de rompimiento espontaneo de

simetria en teorias de norma.
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Consideremos la Lagrangiana para un campo de Dirac libre [18].

Lo = $(@)[i7*0, — mli(a). (1.54)

Si realizamos una transformacién de simetria global (« constante)

P(z) = P'(a) = e P(a), (1.55)

P(e) = P'(z) = (), (1.56)

e introduciendo los campos ¥'(x) y ¥’(z) en (1.54) se llega a Ly = Lo, es decir la
Lagrangiana permanece invariante.

Consideremos ahora el reemplazo de « — «(z). Es decir, la simetria global la
transformamos en simetria local. La idea aqui es construir una teoria invariante ante

transformaciones locales

b(z) = ¢'(z) = e (), (1.57)

P(x) = P'(2) = e @p(a). (1.58)
Sustituyendo en (1.54) se obtiene

Lo = L = Lo — ip(z)p(2)0,a(x). (1.59)

Es decir, se pierde la invariancia. Observemos que se recuperaria esta invariancia

si pudiéramos definir una derivada covariante de norma D, tal que

Dyp(z) = [Dutp(2)) = e D3 (). (1.60)

Para ello introduzcamos una constante de acoplamiento e y un nuevo campo A,(z),

el llamado campo de norma, y definamos ahora la derivada de la signiente manera

Dyp(z) = duip(z) +ieAup(a). (1.61)
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Haciendo la sustitucion d, — D, y exigiendo la invariancia del Lagrangiano ante
transformaciones de norma, es decir, pidiendo Ly = Lg, podemos generalizar (1.54)

como sigue

Lo = (2)i9"[0, + ie A () + c.c.. (1.62)

Con (1.60) y (1.61) se obtiene la propiedad de transformacién del campo de norma

Au(x)

A(z) = Al(z) = A, + éau(a(:c)). (1.63)

Es decir, pidiendo la invariancia del Lagrangiano ante transformaciones de norma
locales hemos obtenido una interaccion, ya que la Lagrangiana resultante no corre-
sponde a la Lagrangiana de un campo de Dirac libre.

Notemos que el fotéon no presenta masa, esto es consecuencia de lo siguiente:
para tener (1.60) es necesario que se cumpla (1.63) y esta expresién implica que
A, se transforma de manera covariante, y un término de la forma A*A, no puede
ser invariante de norma. Esto es, la inclusién de un término de masa para el fotén
romperia la invariancia de norma del Lagrangiano (1.62).

Para poder cerrar el modelo debemos ahora agregar un término adicional, el cual
considere la dinamica del campo de norma A,. Evidentemente, este nuevo término

no debe romper la invariancia. El término maés simple es entonces

1
Ly = —ZF‘“’F,“,, (1.64)
donde
F,, =0,A,—0,A,. (1.65)

La relaciéon entre la intensidad de campo F,, y las derivadas covariantes es la
usual

Estas dltimas tres relaciones nos permiten interpretar a la Lagrangiana de la
expresion (1.62) como la Lagrangiana de un campo de Dirac colocado en una regién
en la cual existe un campo electromagnético [18]. Esto implica que e representa la

carga eléctrica.
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Aqui tenemos ademas la siguiente relacién

(DD, — D,D,)(z) = ieF,b(z). (1.66)

Sumando (1.62) y (1.64) obtenemos el Lagrangiano de la electrodinamica cuantica

L = ¢(z)iv"[0, + te A Jv(z) + c.c. — mip(z)d(x) — iF”“Fw. (1.67)

Pasemos ahora a generalizar el principio de norma para el caso de grupos no-
abelianos. Para ello iniciaremos con el caso maés simple, el isospin SU(2) y posterior-
mente generalizaremos los resultados obtenidos.

Consideremos un campo fermidnico representado por un doblete de isospin

) = Y (z)
e ( ol ) |

Si 7 = (71,72, 73) son las matrices usuales de Pauli, las cuales satisfacen la rela-

ciones usuales de conmutacién y anticonmutaciéon

"9 1907

donde 1 es la matriz unidad y = (01,0, 05) son los parametros de transformacién del

Ti Tj]_.k'rk Q:Ti

grupo SU(2), entonces bajo una transformacién de este grupo se tiene que el campo

fermidnico se transforma de la siguiente manera

'i -4

P(z) = Y (z) = 61‘p(—§F' 0)p(x). (1.69)

El Lagrangiano de nuestro fermidn es ahora

Lo = ¢(&)[i4"0, — m]y(z) + c.c., (1.70)

y bajo (1.60) permanece invariante, donde § es un vector constante.

Hagamos ahora 6 una funcién del espacio-tiempo, entonces

b(z) = P'(z) = Ub(2))y(2), (1.71)
siendo U(8(z)) = exp(—1
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De manera anéaloga a lo sucedido en el caso abeliano, el Lagrangiano libre ya no

es invariante ante transformaciones locales

Y(@)iy up(a) = ¢ (2)in 0, (x) = P (2)iy"Ouip(z) +
P(2)iy" UH(0)0.(U(0))¢ ().

(1.72)

En forma similar al caso abeliano construiremos una Lagrangiana invariante de

norma y para ello introduciremos 3 campos vectoriales de norma A}, (uno para cada

generador del grupo).

Por consiguiente, la derivada covariante es en este caso

—

T .

Dub(x) = (0 — ig ™)),

donde g es la constante de acoplamiento.

La condicién a cumplir por esta definicion es

Dyib(z) = [Dup(e)] = U(0(z)) Dwip ().

Esto define las propiedades de transformacion de los campos de norma

2

AL = U(8(2)T - AU (0(z)) p

(0.U(0())U™(0(2)),

!

I 4l njl n !
A, =A, +e7 A0 —;&ﬂ.
La intensidad de campo es

—

(D> DY) = g5 - Fuup ().

De donde se desprende

Fl, =08,A, — 8,A), + geT AT A

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)

(1.78)

Aqui vale la pena mencionar dos cosas: (i) de (1.76) sabemos que Al no es in-

variante de norma y si observamos la expresién (1.78) podemos notar que el tltimo
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término nos indica que, a diferencia del caso abeliano, en esta nueva situacién las in-
tensidades de campo no son invariantes de norma, (ii) este dltimo término nos indica
también que en la ecuacién de movimiento para los campos apareceran términos que
incluiran productos entre éstos, lo cual muestra que los campos de norma transportan
carga y en consecuencia se presenta auto-interacciéon, recordemos que este fenémeno
no se da en el caso abeliano [5).

Pasemos a encontrar la forma en que las intensidades de campo se transforman,
y para ello consideremos la expresién: 7 - FLVU(0)¢ = U(O)F - Fop = 7- F;’W =
U)r - F,, U, siendo ademés U(8) ~ 1 — %gf'- g, lo que conlleva la condicién

—

|0(z)| << 1. Lo anterior nos conduce a

Fl = F., + g0 Fl ", (1.79)

Esta ultima expresion prueba que efectivamente las intensidades de campo en el
caso de grupos no-abelianos no son invariantes de norma.

Para poder cerrar la teoria es necesario introducir en el Lagrangiano un término
que contemple derivadas de los campos de norma, y con ello convertir a los campos
de norma en verdaderas variables dinamicas. Evidentemente, este término debe ser
invariante de norma. Consideremos el término F ;ZwF v,

Empleando la expresién (1.79) se desprende que: F. F' — F/! F'» = (F! +
gOIFE IR (F 4 gom v emny o LR 4 2909 F) FR#v €l Donde nos quedamos
a primer orden en #. Pero de la antisimetria de €% se desprende que F LUF kuv elik —
—FZka'wjéljk.

Lo anterior nos permite definir
R
4=—7 pE (1.80)

El Lagrangiano completo es

1 -, -
L= = F"F,, +diy" Dyp — miy. (1.81)

Existe otro punto en el cual las teorias abeliana y no-abeliana son diferentes, y
este concierne a la unicidad de la constante de acoplamiento. Para poder probar este

punto consideremos otro doblete de isospin ¢(z) el cual se acopla a los campos de
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norma mediante la constante Ag. Entonces, su derivada covariante toma la siguiente
forma:

D,é(z) = (8u—i%g7_"-f_1‘“)¢(x) = (8u—ig§-/fu)¢(x), donde hemos definido T' = A7

Pero esto implica que bajo una transformacion del grupo en cuestién se cumple
Hz) = ¢'(z) = e:cp[—%f . §(z)]$(z), donde se deben cumplir las relaciones de con-
mutacién [, B = Le;6I* = N [Z, 2] = Mejpm™ = A = 1. Esta unicidad es una
propiedad asociada a grupos no-abelianos.

Hemos visto que la imposicién de simetria local conlleva la aparicién de particulas
vectoriales no-masivas, las particulas asociadas a AL. Para poder obtener bosones
vectoriales masivos la simetria de norma se debe romper. Si agregdsemos a la La-
grangiana (1.81) términos de la forma m?ALAi“, los cuales explicitamente romperian
la simetria, obtendriamos que en el limite de altas energias la teoria no seria renor-
malizable [5].

Para conseguir este objetivo romperemos la simetria mediante el mecanismo lla-
mado rompimiento esponténeo de simetria de Higgs [19]. Es aqui importante recal-
car que las teorias de norma son renormalizables aun en el caso del rompimiento
espontaneo de simetria [20].

Pasemos a explicar este mecanismo. Para ello supongamos que U es un elemento
del grupo de simetria GG ante el cual el operador Hamiltoniano Hy permanece invari-

ante.

UHoU' = Hy, (1.82)

y que conecta estados que forman una representacién irreducible del grupo

UA>=|B > . (1.83)

Empleando (1.82) y (1.83) podemos llegar a la conclusién de que la simetria del
Hamiltoniano se manifestard en las degeneraciones de los eigenestados de energia
de las representaciones irreducibles correspondientes del grupo de simetria, esto es
E4 = Ep, siendo E, =< n|Hg|n >.

Sin embargo, detras de (1.83) yace la invariancia del estado base bajo la trans-

formacion de simetria. Para ver esto denotemos mediante ¢4 y ¢p a los operadores
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de creacién relacionados con los estados |A > y |B >, respectivamente. Es decir,
|A >= 44l0 > y |B >= 5|0 >, con UgsU" = ¢5.

Pero la expresién (1.83) es valida solo si el estado base es invariante ante G, es
decir solo s1 U]0 >= |0 >. Cuando esta 1iltima expresién no se satisface se dice que se
tiene un rompimiento espontaneo de la simetria. s importante mencionar que aun
cuando la simetria ya no aparece en la degeneracion de los niveles de energia, existen
todavia relaciones de simetria, las cuales provienen del hecho de que el Hamiltoniano
es todavia invariante ante las transformaciones del grupo G'.

Sin embargo, el rompimiento espontaneo de una simetria continua implica la e-
Xistencia de particulas sin spin y ademas no-masivas, las cuales reciben el nombre de
bosones de Goldstone [21]. Es decir, volvemos a obtener particulas no-masivas. No
obstante podemos evitar el teorema de Goldstone y la razén de éllo radica en el hecho
de que el teorema impone como hipotesis la validez de todos los axiomas usuales de
campo: covariancia de Lorentz manifiesta, positividad de la norma, etc. Sin embargo,
no existe una condicion de fijacién de norma que pueda ser impuesta la cual satisfaga
todos los axiomas antes mencionados. Por ejemplo, en normas covariantes existen
estados de norma negativa (fotones longitudinales). Si consideramos a los bosones
de norma no-masivos y a los bosones de Goldstone no-masivos como problemas de
la teoria, resulta que cada uno es la cura del otro. Ambos desaparecen del espectro
fisico al combinarse para formar particulas vectoriales masivas, lo cual nos permite
mantener intacto el buen comportamiento a altas energias de la teoria simétrica.

Para entender este proceso, el cual recibe el nombre de mecanismo de Higgs,

tomemos el caso abeliano en donde el Lagrangiano es

L = ¢*(9,p)(0"p) + (0,9)(0"¢) + g° P> A A* — 296" A, 0"p — (2P — A¢* — iFWF“”,

(1.84)
donde ¢(z) = ¢(z)e ),
Si por un momento hacemos ¢(z) = 0 entonces la ecuacién de movimiento para

A, es

0"0,A, =0, (1.85)

pero aqui hemos impuesto la norma de Lorentz [22].
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A* L, =0. (1.86)

Si buscamos una solucién en forma de ondas planas

A* = Arexp(ik,z”), (1.87)

siendo A* = cte., entonces esta condicién de norma implica

Abk, =0, (1.88)

esto significa que A* es ortogonal a k,, es decir la componente de A* paralela al vector
3-dimensional de propagacién k es nula.

La fase de ¢(x) puede, por la invariancia del Lagrangiano ante transformaciones
locales [/(1), ser escogida igual a la componente longitudinal de A*, es decir igual a

cero. Esto permite obtener como Lagrangiano

L= (0,6)(8"9) + ¢* ¢ A A* — p* ¢ — A¢" — iFu,,F“”. (1.89)

Escribiendo ¢(z) = %[v + n(z)], v = cte. se obtiene

L :L0+L], (190)
donde
1 u 1 2 2 1 uy 1 2 AL
Lo = 5(9um)(0"n) — gu'n” = S Fu ™ + 5(gu) A" Ay, (1.91)
Lo, 2.3 _ Ly 4
L= 59 (2v + n(z))A*A, — Avn” — Z/\" . (1.92)

En las expresiones anteriores aparecen un bosén vectorial de masa gv y un meson
escalar de masa v/2p.

Pasemos ahora a considerar la generalizacion de este mecanismo para el caso de
teorias con simetria de norma no-abeliana. Tomemos el caso de una teoria de norma

SU(2) con un doblete de campos escalares complejos

o) = $1(x)
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= (D,8)(D"9) =~ V(8) = 5, ", (1.93)
donde D¢ = (9, — ig% - A,)é, F2, = 9, A% — 3, A% + ge® AL AS, V() = —p*(10) +
Mo, p?* >0y A > 0.
El potencial tiene un minimo si ¢j¢; + ¢3¢2 = 0 y también si ¢7d1 + @502 = % con
v = \/g Puesto que una teoria basada en la superposicion de dos posibles vacios no
tiene sentido, ello consecuencia del hecho de que los espacios de Fock construidos sobre
los dos posibles vacios son mutuamente ortogonales, entonces debemos de escoger
cualesquiera de lo puntos en el circulo definido por ¢7¢y + ¢3pe = % como el vacio
fisico.

Por simplicidad hagamos

1 /0
¢O = ﬁ (U) s (194)

y definiremos el campo

b= ¢ — do. (1.95)

Con esta definicién se tiene que

(Du8)'(D6) = (0,8))(049) +i0d' T A,0°0 + (igd' L - 4,03 +

7' — ’7—: 7_-‘ - 7:' - . 7 re n
G685 - A Koo+ (9915 - Auz - Arn)! +igals - 4,09 +
(i9¢ 540"+
~ 7_: F ~ 7—-’ — 7_: —
g*e! 3" 5 A"+ g} 05 - Au§ - A go. (1.96)
El dltimo término de la expresién puede por lo tanto escribirse como —4——A AR =

2(9“)2/1 A“ de donde se puede ver que al romper la simetria los bosones de norma

adquieren masa de valor Z.

El potencial se transforma ahora en
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21 1% 1 Tx 7 Uy v o7 v? P Tx UV o~y _IU_~ 2_2_2
V(¢)=—n [¢1¢1+¢2¢2+7§¢2+7§¢2+§]+/\[¢1¢1+¢2¢2+ﬁ¢2+ﬂ¢2+( 29]7).
1

De (1.97) se puede ver que solo la combinacién @—\j—jl es una particula masiva, en
otras palabras, ‘blj;;, ¢2\;§¢l y ¢1\;§¢I resultan ser bosones de Goldstone.
Para clarificar este punto parametricemos nuestro doblete escalar de la forma

siguiente
T 0
8(z) = eapli— - dz)] ( : ) , (199)
V2

donde ¢(z) y n(x) evaluados en el minimo son cero.

Realizemos ahora la transformacién de norma
7 1
( 0 ) | (1.99)

(o) = eapl—iv- o) =5 |

Los nuevos campos de norma, que aqui denotaremos por B,, satisfacen la ex-

presion
% ‘B, = U(m)% AU (z) - g(@uU(:c))U‘l(x). (1.100)
El Lagrangiano adquiere la forma
1 ? ~ o~ T - _, .
L=< n) — —=9(0,0")7 - B*¢ + —=g¢'7 - B*(D 1.101
SO — S 500,87 Bo+ Ssedte B0+ (L0
1 L. s o4 1
S5V B Bt T By By’ + 20m) — G, 6™
£, nuestros tres bosones de

Obtenemos particulas vectoriales masivas de masa

norma adquieren masa.
Pasemos ahora a analizar la relacién entre el rompimiento de simetria y la estruc-
tura de la teoria. Mostraremos que el nimero de bosones que adquieren masa es igual

a la diferencia entre el niimero de generadores de la simetria original y el mimero de

generadores de la simetria final.
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Consideremos el siguiente Lagrangiano

1 . : 1
L= 5[0udi + igT5AL)[0" b — igTRA™ ¢ — V(i) — L F0 I, (1.102)

2 47w

donde ¢; son campos escalares, los cuales se transforman de acuerdo con cierta rep-

resentacién del grupo de simetria G, el cual tiene n generadores.

¢ = G = ¢i +ie"(2)T2¢;(2), (1.103)

siendo a = 1,2,3,...,n.
Si el potencial es invariante ante transformaciones del grupo en cuestion, entonces
ov OV, .
Esta expresidén se cumple para cualquier conjunto de funciones {e*(z)}, y en par-
ticular para el caso ¢*(z) = 1, lo cual nos conduce a
ov ., .

Derivando y asumiendo que el potencial tiene un minimo en ¢; = v; se obtiene

0%V
0¢i0oy [d1=u1

La segunda derivada del potencial constituye una matriz de masa, ya que al de-

Te¢i(x) = 0. (1.106)

sarrollar en serie de Taylor en torno al minimo se concluye

1 v
2 6¢Ja¢k |di=v;

Es por ello que definiremos la matriz de masas M? de la siguiente manera

V(g) = V(v) + (65— v ) (= vi) + ... (1.107)

1 o*v
2 8¢2a¢k [qﬁ]:vj .
Supéngase ahora que el grupo G tiene un subgrupo G’ con # generadores que

dejan el vacio invariante.

(M*)ix (1.108)
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TPv; = 0, (1.109)

i

conb=1,2,3,...,n.

TS, #0, (L.110)

conc=n+1,n4+2,..,n

Si escogemos los T como linealmente independientes, entonces la expresién

M?*T° =0, (1.111)

nos indica que la matriz de masa tiene (n—n) eigenvectores linealmente independientes
entre si y cuyo valor propio es cero. En otras palabras, el cero es un valor propio de
multiplicidad (n — 72) de la matriz de masas. Estos estados no masivos corresponden
a bosones de Goldstone.

Parametricemos ahora

s°(z)

v

i = expli——T5)[n;(2)n + vjl, (1.112)

donde c = n+1,n+2,...,ny v es la magnitud de v;, sus subindices han sido omitidos
en la exponencial para evitar confusiones, y ademas se incluyen unicamente en la
suma los generadores de la simetria rota.

El Lagrangiano contendrd un término de la forma ¢?ASA%(TV,T4V), ¢,d =
n+1,72+2,...,n. Esdecir, todos los campos de norma asociados a los generadores de
la simetria rota adquieren masa, la misma masa. Los campos de norma relacionados
con los generadores que preservan el vacio permanecen no-masivos.

Pasemos ahora a mencionar brevemente la teoria de Weinberg-Salam.

Para describir las particulas e interacciones conocidas (en esta argumentacién no
consideramos a la gravitacion) se necesitan tres simetrias internas; a saber, invariancia
U(1), invariancia relacionada al grupo SU(2) y la tercera invariancia es bajo el con-
junto de transformaciones que constituyen el grupo SU(3). Ahora debemos distinguir

entre carga U(1), carga SU(2) y carga SU(3). En lo que sigue solo consideraremos
los dos primeros grupos.
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La forma en que los estados observados se transforman ante el grupo SU(2) es una
cuestién, hasta el momento, puramente experimental. Todos los leptones conocidos
son singuletes o bien dobletes ante la accién de este grupo. Los electrones de quira-
lidad derecha son singuletes y los de quiralidad izquierda dobletes. El experimento
muestra que los neutrinos de quiralidad derecha no existen en la naturaleza [23].

As1 tenemos que si Pr es el operador 1%&, P = 1—?—5— [18] ¥ e y 1, son los es-
pinores electrénico y neutrénico, respectivamente, entonces e = Pri. es un singulete

de SU(2), Pryp, = 0 y las partes izquierdas constituyen un doblete de SU(2),

Ve
er, |’
ve = Prib, y ef, = Pripe.

Los quarks up y down se comportan de manera analoga. Definamos

(2]

Esto es, ponemos a los quarks de quiralidad izquierda como SU(2)dobletes. Los
quarks de quiralidad derecha son nuevamente singuletes ante la accién de transfor-
maciones de este grupo.

Notemos que el hecho de poner a los fermiones de quiralidad derecha e izquierda
en tipos diferentes de multipletes constituye una violaciéon de paridad, puesto que la
teoria no es invariante ante la inversién de la componente de spin en la direccion de
movimiento. Fsto es, la teoria de Weinberg-Salam incorpora la violacién de paridad
observada en la naturaleza, pero no la explica de manera fundamental. Hasta este
punto hemos considerado una familia de fermiones (v.,e,u,d). Pero la teoria puede
ser aplicada a las otras dos familias conocidas (v, y,¢,s) y (v;,7,1,b).

A este nivel, el Lagrangiano puede escribirse como

P = . . .Y
L="Lv"D, L+ Riv*D,R = (v, €1)iv" (0, — iqn —;BM —

Yr

o Ty . .
zngWu) (VLeL) + ériy*(0,, — zg17BM)eR. (1.113)
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Notemos que Y, el generador de las transformaciones U(1), una constante, puede
ser diferente para diferentes fermiones, es por ello que tenemos Y7, y Yr.

Definamos los siguientes campos bosonicos

W0 =Ww?, (1.114)
1 .

Wl = E[-WL} +iW}], (1.115)
1

W, = —=[-W, —iW]]. (1.116)

L2
Estas definiciones permiten re-escribir la Lagrangiana (1.113) de la siguiente man-

€ra

L= wry*Ouvr, + 1€y 0er + iery" O er — %W;éLy“yL

~%W:DL7“6L + %BuYRERv“eR + DL[%BMYL +
92—2W3J7NVL + éL{gQ-—lB“YL - %waeb. (1.117)

Experimentalmente sabemos que el neutrino no presenta interaccién electromag-

nética. Tomemos el peniltimo término de la expresion (1.117)

[—’;—IBMYL + %WB]DLV“VLDL. (1.118)

Con el fin de evitar la condicién g, = g3 = 0, supondremos que el campo electro-
magnético A, es una combinacién de B, y de WE y que ésta es ortogonal a la que

aparece en (1.118). Para ello definamos

AufvggB#——leLWS. (1119)

SiB,y Wl‘f son ortogonales entre si y ademds son campos normalizados, entonces

el coeficiente de vz y*vy, el cual denotaremos por Z,, se definird como

Zy ~ q1Y B, + g, W, (1.120)
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Normalizando A, y Z, obtenemos

9B, — 91YLW,9

A, = (1.121)
YR+ a2

YiB, + g2 WO
7, = Pt 92 (1.122)

Vs + aY?

Si retomamos la Lagrangiana dada por la expresién (1.117) y re-escribimos los
términos para los electrones introduciendo los campos A, y Z, recién definidos llega-

mos a la expresion

[ 9192YR Enrten + 9192Y7, LU GL}
2/95 + 9iY{ 92 + 912YL
91YRYL - 92 }
ery'en + ——=——=e€17"ey, (1.123)
[2\/92 + ngL 2\/92 + 912YL

Por otro lado, sabemos que el término que proporciona la interaccion electro-
magnética de una particula de carga eléctrica ¢ es de la forma gA ey er, + Ery*er]
[18]. En consecuencia podemos re-escribir el primer término de (1.123) de la siguiente

manera

Y Y,
—g—l'ﬂL——A# |ié[/)’“6L + 5%612’7“63] . (1124)
\/92 + g1 Y7 L

Esto iltimo nos permite establecer las siguientes identificaciones

v
= I (1.125)

)
Vi + giY?
9192YR

—e= ———— (1.126)

2y/93 + g YL
De aqui se obtiene que Yr = 2Y;,. Notese también que solo se da la combinacion
¢1Y1, es decir Y7, no aparece por separado. Esto nos permite escoger Y = —1. En
caso de una redefinicién de Yy ésta puede considerarse como un re-escalamiento de

g1 Si Vi = AY: entonces gIYL = ¢1AYL = (1 A)YL, = ¢1YL. Finalmente, se llega a
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a192
g5+ gt

Definamos el angulo de Weinberg 6, {24] de la siguiente manera

(1.127)

sin(fy) = ——2— (1.128)

Jid + a2

cos(0,) = —=22 (1.129)

Vi +9i
Obsérvese que la tangente del angulo de Weinberg es la razon entre las constantes
de acoplamiento tg(8,,) = s Regresando al término del Lagrangiano que contiene la

interaccién neutrino-boson Z,, tenemos que puede escribirse como

V93 + gt

2 Z#DL’)’HI/L =

g2 _
—7 Fup. 1.130
2cos(8y,) wILTL ( )
Es decir, en todo lugar en donde encontremos un vértice v, — Z,, podremos

asociar el factor de intensidad 2—3(2—-) Esto implica que este ultimo término puede
cos\ Vw

ser entendido como la carga electrodébil del neutrino. Analicemos ahora la interaccion
de electrones con el boson Z,, es decir tomemos el segundo término de la expresién

(1.123) y observémos que /g2 + g7 = 7 esta interaccidén e, —Zpy eg—Zp

€
cos(Gw)sin( B
puede reformularse como sigue

e

1
: Zui | == + sin®(0y) | epvter + sin*(0,)érY er|. 1.131
cos(fy,)stn(8,,) p[( 2 +sin( )) LY'eL+ (Ou)ery"er ( )
Es de (1.130) evidente que la interaccién de ef, con Z, no es igual a la que se
presenta entre er con Z,, pero esto no es de extranar, ya que er es un singulete ante
las transformaciones del grupo SU(2), no asi e;,. Notemos que las intensidades de

acoplamiento que aparecen en (1.131) pueden también escribirse como sigue

e

cos(0,)sin(0,)

(1) — QWsin2(8,,)]. (1.132)



Aqui Tg(f) es el eigenvalor de T3. Para singuletes de SU(2) se tiene T?ff) = 0,
mientras que Q) es la carga eléctrica (en unidades de e) del fermién: Q) = —1,
@ =0. QN =2, QY =L

Vale la pena mencionar que de la teoria electrodébil hemos extraido (i) la inter-
accién electromagnética ordinaria y (ii) una particula adicional tipo fotén (sin masa
hasta el momento), la cual interactia con cualquier fermién que tenga carga eléctrica
o isospin débil.

La parte que resta analizarse del Lagrangiano proporcionado en la expresién
(1.117) corresponde a la parte no-diagonal, la cual conduce a transiciones del tipo
vy ¢+ €,

- —%éLfy"vLW; - —%Dyy“eLW:. (1.133)

Puede verse que ey, realiza una transicion a un neutrino absorbiendo un boson
Wi o emitiendo un boson W .

Obsérvese que hasta este punto no tenemos presentes términos de masa, los cuales
no podemos agregar, ya que dichos términos romperian la invariancia de norma. Para
dotar a las particulas de masa haremos uso del ya mencionado mecanismo de Higgs,

es decir, introduciremos un campo de Higgs como un doblete de SU(2).

¢ ()
#lc) = , (1.134)
¢°()
donde ¢t y ¢° son cada uno campos complejos, ¢t = "51—;—;—‘& y ¢° = @3—\*/'—;14
La Lagrangiana de este doblete esta dada por la expresién

L= (D"¢")(Dyug) — 1’8" — A(6'9)?, (1.135)

donde A > 0y ¢? < 0. El minimo del potencial es ¢fop = 923 = —%.

Escribiendo explicitamente los términos del Lagrangiano que proporcionan la in-
teracciéon entre las componentes del doblete con el campo electromagnético tenemos

las siguientes expresiones

Y2 1 Y, N
~L 424 2JARA LG, (1.136)

2
el +tits
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Y} o1y,
A ]
4 4 2
donde Yy es la hipercarga del Higgs.

el |4 A, 86", (1.137)

De aqui se puede ver que la carga eléctrica (en unidades de €) de la componente
¢F es (%? + 1) v de la compnente ¢° es (Xf —2)

Si el valor de expectacién del vacio posee carga eléctrica entonces se esperaria
poderla detectar experimentalmente, por ejemplo, se esperaria que una carga eléctrica
colocada en el vacio presentase una fuerza generada por la carga eléctrica asociada
al valor de expectacién del vacio. Esto implica que se debe escoger el valor de Y de
tal manera que el valor de expectacion del vacio no tenga carga eléctrica. Tomemos

Y, = 1, lo cual nos conduce a elegir como vacio

1 {0
450:—\/—5(0)- (1.138)

Escribiendo ¢t = ¢, + idy y ¢° = ¢3 + i¢4, entonces nuestra eleccién de vacio
implica que en éste se tiene ¢; = ¢ = ¢4 = 0.

Sabemos que los tres generadores de SU(2) conmutan con el generador de (1),
es decir con Y, por lo tanto los podemos diagonalizar a Y y T de manera simulténea.
Glashow propuso [25] la extensién de la relacién de Gell-Mann-Nishijima para la carga
eléctrica al caso de la interaccion débil.

Y

Q=T3+5, (1.139)

donde T representa los eigenvalores del operador en cuestién.

Siendo la hipercarga débil del Higgs no nula, Yy = 1, resulta evidente que la
simetria U(1) también se rompe, e?*(®¥sd; £ ¢,. Sin embargo, e*®)Q¢, = ¢, el
vacio es invariante ante este grupo U(1), cuyo generador es una combinacién lineal de
los generadores de los grupos originales SU(2) y U(1). Es evidente que este grupo,
(1), es el grupo U(1) del electromagnetismo.

Escribiendo el campo de Higgs en la norma unitaria tenemos

_ (o
$(z) = \/§(v+n(;c))' (1.140)
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Introduciendo (1.140) en (1.135) obtenemos las masas de los bosones W}, W y
Zﬂ

My = ”_53, (1.141)
v
My = 5:/¢% + g3, (1.142)
Es evidente que
M
AN | S— cos(Ow ). (1.143)

Mz /gt + 63

Esto nos muestra que el estado neutral no esta degenerado en masa con los estados
cargados, a menos que el angulo de Weinberg sea nulo, pero en este caso tg(fw) =
0=¢,=0. _

Teniendo ya al campo de Higgs como un SU(2) doblete, es posible escribir una

interaccion entre fermiones y campo de Higgs invariante ante SU(2).

€

Lint = g[(7,8)r.der + ¢*ér <”) I (1.144)

La constante ¢ es arbitraria y no queda determinada por la teoria. Empleando la

expresién (1.140) en (1.144) podemos re-escribir el Lagrangiano como sigue

Lint = %[ELGR + erer] + 7g~2‘[éL6R + ererln(z), (1.145)
el cual finalmente puede formularse como

Ling = e + 2 —=een(x). 1.146
T2 f (1140
Es decir, el electron adquiere a través de este mecanismo una masa
gv
Mme = ~—=. 1.147
V2 (1.14)



Capitulo 2

Teorias multidimensionales y
rompimiento espontaneo de la

simetria.

2.1 Introduccion.

El interés en las teorfas multidimensionales nunca ha desaparecido. Uno de los prob-
lemas més interesantes que en este contexto existen es la posible explicacion de las
masas de algunas particulas elementales a partir de este tipo de modelos [26-28]. En
particular Macias analizé [27] un modelo 5-dimensional en el cual se tiene un campo
escalar acoplado a la métrica y el cual ademas podria jugar el papel de un campo de
Higgs. Posteriormente se estudié el sector fermidnico de una teoria multidimensional,
este sector consistid de las primeras familias fundamentales, el espacio-tiempo esta en
este modelo dotado con una simetria interna que corresponde al grupo U(1) x SU(2).
Es importante mencionar que en este trabajo estan ausentes campos escalares. Un
serio problema de los resultados de este modelo consiste en el hecho de que las masas
obtenidas muestran serias discrepancias con el experimento. Por ejemplo, el neu-
trino resulta en este modelo ser una particula masiva mientras que los bosones de

norma asociados a la interaccién débil son no masivas. En este punto se obtienen las

31
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propiedades invertidas, ya que esperamos tener a los neutrinos como no masivos y a
los antes mencionados bosones como particulas masivas. Ademads la razén entre las
masas lepténicas y hadrénicas es un tercio, resultado que tampoco concuerda con el
experimento. Puesto que no tenemos en este modelo campo de Higgs es evidente que
las masas de las particulas tendran un origen puramente geométrico. Asi podemos
ver que en los términos de masa del sector fermidnico unicamente aparece el radio
del circulo S y que el factor de un tercio que surge en la razon entre las masas
leptdnica y hadrdnica es consecuencia del hecho de tener un eigenvalor de hipercarga
para el sector hadrénico que es un tercio del valor del eigenvalor respectivo del sector
lepténico. Es interesante comentar que la S® esféra no tiene influencia alguna sobre

estas masas.

El paso que tal vez parezca mas légico en la busqueda de un modelo que propor-
cione las masas correctas es agregar campos escalares acoplados a la métrica interna
y ver si éllos nos permiten resolver el mencionado problema. Esto ya fue hecho [29)].
Los resultados obtenidos incluyen una teoria efectiva 4-dimensional, la cual no es
quiral, un término de potencial aparece también en la accién 4-dimensional, se tienen
ademds todos los acoplamientos entre bosones de norma e isospines fermiénicos de
la parte izquierda de una teoria de Weinberg-Salam en un espacio-tiempo curvo. Sin

embargo, el problema de las masas no se resuelve con este modelo.

Por lo tanto, parece inevitable introducir campos dilaténicos y dotarlos de caracter
de isospin y a su vez introducir un acoplamiento tipo Yukawa entre estos campos

dilatonicos y el sector fermidnico para poder tener las masas correctas.

Con la finalidad de poder analizar simetrias no abelianas (7, 30] podriamos tomar
la estructura del haz fibrado para todo el espacio-tiempo. En este caso no necesitamos
asumir una dependencia espacial sobre las componentes de la métrica. Si deseamos
introducir interaccién electrodébil la estructura del haz fibrado principal debera ser
G — P —" B! donde B* es una variedad Riemanniana 4-dimensional y la fibra
se considera como la variedad del grupo de un grupo no-abeliano compacto G, el
cual para el caso particular que intente comprender a la interaccién débil debe ser al
menos 4-dimensional. Al combinar ésto con la parte 4-dimensional del espacio-tiempo,

llegamos a una teoria gravitacional la cual es 8-dimensional.

El elemento de linea toma la forma [28, 31, 32]
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ds® = g,,(z)dz*dz” — Ii(z)? [da:S + l<cL1'lBu(az:)d:c“]2
1) T (@)7i(y) [dy’ + kLR () AS (2)dat] (2.1)

donde v;; es la métrica en la variedad de grupo de G y las funciones k' (y) son
vectores de Killing de G. Los campos A$(z) son campos de norma de un grupo de
norma arbitrario no-abeliano como componentes del campo gravitacional en (4 + n)-

dimensiones.

En la teoria 4-dimensional efectiva, las transformaciones de norma son un rema-
nente del grupo de invariancia de coordenadas original, el cual ha sido roto espon-
taneamente, mediante reduccién dimensional, a las simetrias del grupo de transfor-
macién de coordenadas 4-dimensional y al grupo local de norma; I;(z) y I(z) son
campos escalares lorentzianos, precisamente I1(x) puede ser identificado como un
campo dilaténico mientras que I(z) tiene estructura de isospin. Estos dos campos
dependen solo de las coordenadas del espacio-tiempo. Como ya mencionamos antes

tomar a estos campos como isoescalares no resuelve el problema de las masas [29].

En este capitulo construiremos un espacio-tiempo 8-dimensional, en el cual las
nuevas coordenadas y* pueden ser interpretadas como la parametrizacién de la varie-
dad del grupo no-abeliano SU(2)r, x U(1). La variedad del grupo de SU(2) es la S3
esféra y de U(1) es la S es el circulo. Por lo tanto el espacio tiene la simetria deseada
y es la variedad natural para este grupo [33]. Dentro de este marco investigamos
una teoria gravitacional 8-dimensional con dos campos acoplados a la métrica, la cual
posee la estructura de un haz fibrado principal, donde I;(z) es un singulete respecto
a SU(2)r x U(1); es decir, es un campo dilaténico con su usual comportamiento de
vacio lineal, el cual tiende a una constante; ahora I(z) estd dotado de estructura de
isospin. Un campo de Dirac estd acoplado al campo métrico; este campo contiene a
dos de las tres familias fundamentales fermiénicas, sin embargo la generalizacién del

trabajo para comprender a las tres familias no presenta ningiin problema.
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Ve v,

d)la = ‘ ’ lp?a = H , a4 = 1727374' (22)
(7 C
d S

Un término de potencial asociado al campo I(z) que contiene términos de auto-
interacciéon y de masa es también introducido. Se comporta como una constante
cosmolégica 4-dimensional efectiva; en otras palabras la constante cosmoldgica 4-
dimensional puede ser identificada con este potencial [34, 35].

Introducimos by hand los términos de Yukawa, los cuales constan de dos contribu-
clones: a saber, una contribucién prednica, la cual compensa la ya antes mencionada
contribucién prednica del radio de la quinta dimensién que nos conduce a resultados
no fisicos; y el acoplamiento usual de Yukawa, el cual genera a través del mecanis-
mo GIM la verdaderas masas fermidnicas. Esto significa que la estructura de grupo
de la parte derecha es U(1). Mediante el rompimiento espontaneo de la simetria
U(1) x SU(2) de nuestro Lagrangiano y empleando la descomposiciéon de Weinberg
conseguimos dotar de masa a los campos de norma relacionados con la interacién
débil, asi como al electron, al mudn, y a los quarks s, ¢, d, y u, en tanto que el campo
de norma relacionado con la interaccién electromagnética permanece sin masa.

Los bosones Z,, W y W adquieren masa y sus masas estan de acuerdo con las
relaciones usuales de la teoria de Weinberg-Salam-Glashow; es decir, la razén entre
la masa del bosén Z, y aquella del bosén W} o la del bosén W, es cos™*Ow, siendo
Ow el angulo de Weinberg. Mediante el proceso de rompimiento espontaneo de la
simetria el sector fermidnico adquiere masa. Sin embargo, aqui como en los trabajos
ya antes mencionados [27, 28], el radio del circulo S* contribuye a la masa de nuestros
neutrinos. Es decir, es un término de masa de origen puramente geométrico y que
no tiene nada que ver con el proceso de rompimiento espontaneo de la simetria. Este
término de masa debe de ser cancelado por los acoplamientos de Yukawa.

Como es usual en estos casos [27, 28], a consecuencia de la reduccién dimensional,
aparecen en la teoria efectiva 4-dimensional términos de Pauli. Ellos pueden ser
entendidos como un momento débil anémalo y un momento electromagnético también

anémalo. Con otras palabras, en esta teorfa el neutrino no tiene carga eléctrica pero
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genera un campo elecgtromagnético y este hecho puede constatarse al observar las
corrientes de polarizacién que emergen en las ecuaciones de Yang-Mills. Este trabajo
puede extenderse, como ya se menciond antes, sin ninguna dificultad para que incluya

a la tercera familia fundamental

Vs

Vsa (2.3)

il

2.2 Escalar de Curvatura.

El elemento de linea del haz fibrado principal para el espacio-tiempo producto My X G,
con My C B*es

ds? = g, (x)da*dz’ — I(x)? [de® + k7' Bu(x)da*]’
. . 2
—1(2)'T(2)5(y) [dy* + <L K (9) AL (x)de?] " (2.4)

siendo p,v...=0,1,2,3;4,7,... = 5,6,7,8 ; e, 3,... = Indices de grupo. Como es

usual, identificamos a g¢,, con la métrica del espacio-tiempo 4-dimensional, v;;(y) es
la métrica de Killing en S x 52, & (y) son los vectores de Killing y A%(x) son los
campos de norma correspondientes, [;(z) es un campo dilaténico, mientras que I(x)
es un cuadruplete de isospin.

Tomaremos en este trabajo un andlogo multidimensional de la accién de Einstein-

Hilbert-Dirac

Is = /d‘*a:/d‘*y\@ [16;@/ (f% + V() + Y;) + ED} : (2.5)
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Aqui R representa al escalar de curvatura 8-dimensional, V(1) es un potencial de

Higgs definido como sigue [34, 35]

% A
V(I) = 7ﬁ[ + @(M)?, (2.6)
y Lp es una generalizacion directa en 8-dimensiones de la ya conocida densidad
Lagrangiana de Dirac 4-dimensional, en tanto que Y, denota al término de Yukawa
Y, = h(LIR+ RI'L), (2.7)

y V es el volumen del espacio interno.
Emplearemos la horizontal lift basis (HLB) [31, 36]

0" = da”, (2.8)
la cual no contiene referencia alguna al espacio interno, y
b = dy + %K;(y)/{,‘f(z)daz”, (2.9)
como 1-formas base.
La base dual a (2.8) y (2.9) es
eulz,y) =0, — %Afjlx’;&, (2.10)
¢i(y) = o:. (2.11)

De argumentos dimensionales introducimos las escalas de longitud L' y L7 para
53 v S, respectivamente.

La métrica en esta base es simplemente

o gw(x) 0
Gip ( 0 _gij(y)) . (2.12)

El escalar de curvatura 8-dimensional esta dado por la expresién siguiente

R= g#pRZ/\p + gW)Rkukp - gijj%/\i/\j — ginkikj, (2.13)
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o de manera explicita por

. 1 ) 3 o
1

4&2(]12F“”FW + I'TF*™ Fy), (2.14)

donde R es el escalar de curvatura de My y R es el escalar de curvatura asociado a

S1 x §3, el cual estd definido por

de tal manera que para la estéra R > 0. Ademds también tenemos lo siguiente

gss = I}L} y gij = I*vij.

2.3 Densidad lagrangiana de Dirac 8-dimensional.

Con el fin de calcular explicitamente la densidad Lagrangiana de Dirac y el escalar
de curvatura necesitamos los vectores de Killing asociados al espacio interno S! x S3,
los cuales determinan la métrica ;;, a través de la expresién v¥ = K' K7 2,

Como base para la fibra tangente de S* [14, 37] usaremos el vector Js, y para el
haz tangente a S° los tres vectores de Killing, los cuales pueden ser escritos en funcién

de los dngulos de Euler (6, p, ¢).

K5 = L185, (216)
K¢ = L{cosyy — siny(cotb0y — cscbd,)], (2.17)
K7 = L{sinydy + cosp(cotf0, — cschd,)], (2.18)
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(Nétese que y® = 0, y” = p, y® = ). Asf la métrica de Killing 7i; para S' x 5°

puede ser facilmente evaluada.

L? 0 0 0
0 L? 0 0
0 0 L?  L%cosd
0 0 L?cos® L2

Podemos ahora calcular la achtbein necesaria para introducir espinores, en la HLB.

La achtbein como la métrica es también diagonal a bloques

eAN 0 0 0 0
) A 0 LL; 0 0 0
A € m _ 7
! 0 0 0 1L  —ILcos#
0 0 0 ILcosf ILsind
Donde e"i;L satisface (121, ceey fty...=0,1,2,...,8) la relacién usual.
g = ee5nap, (2.22)
con 145 = diag (+1,-1,...,-1) y eAM, e(k; son las wvierbeins, las cuales satisfacen

el algebra usual
G = efeanB, (2.23)

i = gy, (2.24)

La derivada covariante de spin estd entonces definida como

Vatbire = (&3 + D). (2.25)

Aqui I'; son las conexiones de spin

S AB
Fﬂ:éez‘i €Bs:p 0 s (2_26)

con
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o8 = i[r“i,ré]. (2.27)

El tamafio de los espinores 8-dimensionales es 16. Sean v y " las matrices de
Dirac en My y S' x S3, respectivamente. Entonces tomaremos las matrices de Dirac

en M, x St % S3 como dadas por los siguientes productos tensoriales
4 P g p

T4 =1I®~4 A=0,1,2,3
IF =4 @4° k=5,6738, (2.28)

siendo 4° la matriz usual en My. Las matrices de la expresion (2.28) satisfacen

{14,178} = 2948, (2.29)

Aqui 4* son las matrices 4-dimensionales usuales de Dirac y v* estan dadas por

_ (i1 0 l 0 o
_ A= 1=6,1.8. : 9.30
7 (0 —il) 7 (—al 0 (2.30)

Lo anterior nos permite definir la densidad lagrangiana de Dirac como sigue

2

~ 2

(EJ'LFA 6/{1 @[L\I/]'L - 6/{1 vﬂ_‘ijFA\ij)

E

Lp=

+

(T4 e;f Vil - e,aﬁ Vil T ), (2.31)

o,
i Mw -
- 1l

IS

Donde W;;, es la parte izquierday U5 es la parte derecha de nuestras dos familias

fundamentales y las derivadas covariantes para ¥, and ¥, estan dadas por

V., ¥ir = [0, — '[%’Bvas + 0], (2.32)
K K g
V., ¥, = [0, — Z‘Buas - ZA,,IXQ@ + 19 (2.33)
1

Elegimos la siguiente dependencia en z* para la parte izquierda de nuestro espinor

de Dirac en funcién de los angulos de Euler en S3
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‘I}jL(x“a yl) — V—l/‘Zeiy5YL/26ip73/26i91-1/2ei¢73/2¢jL(xu), ] — 1, 2’ (234)

donde tenemos

Ve l/‘u
1/)111(:1"“) = Z ) "7[)211(1'“) = ,Z . (235)
d §-

La parte derecha de nuestros espinores de Dirac son un singulete ante las transfor-
maciones del grupo SU(2). Como consecuencia de ello podemos escoger la siguiente

dependencia para la parte derecha:

Uip(a*,y') = VTV YRIZ) p(2), j=1,2, (2.36)

donde %R = €R, /'R, UR, CR, dR, Sg son los singuletes derechos.
Aqui Y7 es la matriz de hipercarga de los fermiones izquierdos y Y son los valores
correspondientes derechos, y 7¢ son los generadores del grupo SU (2), los cuales estan

dados por

10 0 0
01 0 0

Yy = , 2.37

*“loo-1/3 o (237)

00 0 -1/3

0100
1000
1_
T 0001l (2.38)

0010

con Yp = —2 para los leptones derechos ep, up, Yr = % para los quarks derechos
ur,cr Yy Yr = —2 para dg, sg.
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1-i0 0
N (2.39)
000 —2

00 i0
1 000

po | 07100 (2.40)
0 01 0
00 0—1

donde 7° satisface el algebra usual del grupo SU(2).

[, =261 [, o) = 2ic, (2:41)

La forma de la matriz de hipercarga, Yy, es escogida de tal manera que proporcione
los valores correctos para la carga eléctrica, mediante el empleo de la expresion de
Gellman-Nishijima [38].

Y .
Q=T+ 3. (2.42)

siendo () la carga eléctrica.

2.4 Acoplamientos de Yukawa, mecanismo GIM

y rompimiento de simetria.

El potencial efectivo 4-dimensional est4 dado por

V(I = ﬁ;(m) + %(m)?, (2.43)

donde el cuadruplete de isospin est4 dado por



42

I, = . (2.44)

Los términos de acoplamiento de Yukawa para los leptones pueden ser escritos

como

Ly; = él[(ﬂe, e, 0, O)LIGR -+ éR[T(Ve, e, 0, 0)2] + ég[(ﬁg, é,0, O)LI/LR +
firl'(ve,€,0,0)5] + Gs{(7,, 1,0,0) . Ten + &Rl (v, 1,0,0)7 ] +
Cal(Ps £,0,0) . e + il (v, 1,0,0)5).  (2.45)

Considerémos la matriz C' definida mediante la expresiéon

C =in, (2.46)

se puede facilmente ver que si definimos I como

=0T, (2.47)

entonces [ es un cuadruplete de isospin, pero tiene como matriz de hipercarga el

negativo de la hipercarga asociada a 1.

Para la parte hadrénica, usando el angulo de Cabbibo, 6., podemos introducir la

ya conocida mezcla de Cabbibo

d. = d cos(0.) + s sin(0.), (2.48)

5. = cos(0.) — d sin(8,). (2.49)

Procedamos ahora a realizar la mezcla GIM [41, 42], de la manera usual
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Uy = Uypcos(a) — Wapsin(a

) — )

Uy = Uyrcos(a) + ¥psin(a)
itg = urcos(B) — crsin(f)

g = creos(3) + upsin(B)

dp = dgcos(y) — spsin(y)

3r = sgrcos(y) + drsin(7y). (2.50)

Las ltimas definiciones nos permiten escribir los acoplamientos de Yukawa para la

parte hadrénica como sigue

Lyn = C5[( rldp + drI1(0,0,u,d.)!)
)LISR+ spI1(0,0,u,d.)})
G7[(0 0,¢ 5.)p1dr + drI'(0,0,c¢, s,
(is[(0,0,¢,5.).1sr + 5r11(0,0, ¢, s

]

)1]

o)z

Go[(0,0, 1, d )LIuR—l—uRI (0,0,u,d.)}]
o)1)

)il

)L

&4 &I

n
n
n
n
n

Gho[(0,0, @, d.)pIer + erlt(0,0,u,d.)] +

G11[(0,0,¢ 5. pTur + arl(0,0,¢,5.)} ] +

G12](0,0,6 3.)lcr + crlT(0,0,¢,5.)%]

(2.51)

Sabemos que existe un conjunto de puntos los cuales dan un minimo para nuestro

potencial, estos puntos cumplen la condicién

ot 70 - 0 2 6#2
]:

Ahora realizaremos el rompimiento de simetria [19, 39, 40]. Como es usual, tene-
mos dos bosones de Goldstone, es decir, ¢; and ¢3.

Asi, tenemos la siguiente matriz de hipercarga para I:
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1 0 0 O
0o 1 0 0
Yr = 2.53
1o o 1 o0 (2.53)
0 0 0 1
Consecuentemente, la matriz de hipercarga para I es
-1 0 0 0
0 —1 0 0
Y; = 2.54
! o 0 -1 0 (2:54)
0 0 0 -1
El estado base para nuestro campo de Higgs es escogido como
0 am
N 0
=Y 0= , (2.55)
0 an
an 0

siendo n? 4+ m? = 1, sin ningina pérdida de generalidad podemos suponer que m > 0

yn>0.

La derivada covariante para el campo [ es

2
2
Empleando (2.44) y (2.54) en la expresién (2.45), encontramos que el término de

DI =[0, - 5o B,Y1 — %ng;‘ra]I : (2.56)

Yukawa, después del rompimiento de simetria, para los leptones esta dado como sigue

Ly = Glam(éL en+en €L) + Ggam(ﬂR wL + pr ;LR), (257)
donde GGy y G5 son combinaciones lineales de é]‘, siendo 7 = 1,2,3,4.

El mecanismo de GIM [41, 42] nos permite escoger los dngulos a, 3 y v de tal

manera que G5 = Gy, Gg = Gio y G1; = G132 = 0, siendo G5 a G2 combinaciones
lineales de éj, 7 =2>5,..,12.

Por lo tanto, podemos re-escribir la expresién (2.51) como
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Ly = Gym(ch dr + JR dL) -+ Gean(§L Sr+ Sr SL)
+G'7cm(ﬂL UR + up uL) + Ggan(EL Cr + Cr CL). (258)

Con el fin de conseguir el modelo de Weinberg-Salam-Glashow en el limite de
bajas energias debemos agregar a los términos de Yukawa una contribucién prednica
para compensar la influencia de la contribucién preénica de la quinta dimension sobre
las masas fermidnicas, las cuales nos conducen a resultados que no concuerdan con el

experimento [28].

2.5 Reduccién dimensional, ecuaciones de campo.

Llevaremos ahora a cabo una transformacién conforme en la métrica interna. La idea
es aislar Relatividad General de los campos I; y I. Esto implica que el determinate
de la métrica interna debe de ser tomado como un factor conforme. De esta manera
el determinante de la métrica transformada se vuelve 1. Este hecho nos conduce a

que podamos escribir

Gy = (I21°5in? )74 g, (2.59)

La nueva métrica interna queda entonces escrita como

PL}, 0 0 0
0 212 0 0
G;: = I?I%sin?% 0 -i .
§is = (11 7sin"0) 0 0 I’I?  I?L2cosd (2.60)

0 0 I?L%cos b 1?°L?
Esto pudo haberse hecho de manera diferente [43, 44], realizando dos transforma-
ciones conformes, una en el espacio externo y la otra en el espacio interno. La primera

aisla Relatividad General de los campos escalares y la segunda aisla las intensidades
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de los campos de Yang-Mills de estos campos. En nuestro caso es suficiente llevar a
cabo solo la transformacion conforme en el espacio interno, ésto debido a que inter-
pretamos la constante cosmolégica efectiva 4-dimensional como el potencial de Higgs
[34, 35].

La achtbein consiguiente es

eAM 0 0 0 0

0 LL, 0 0 0

0o 0 IL 0 0 : (2.61)
0 0 0 chosg —jLsing

0

0 0 [JLcos? -ILsin

2

El elemento de volumen dv, en funcién de los dngulos de Euler para S? est4 dado

por

dv, = dy*L?sin 0 df dp dip. (2.62)
donde 0 <y® <27L1,0<0<7,0<p<2r,0<9 <47 y\/§=+/—gl1L%sinb.

Llevando a cabo la integracién sobre S' y 52 la accién (2.5) se reduce a

3

Ii= [ o=y { {R+2(8 )@ InLy) + -

(D, I(D"I) +

V(D) = —k*(ILF*™F,, + T'TF*" F, ) + Ly + L’Yh] +

M | =

2 .
Z \PLBAF 8 ——ngY¢——g2A Ta—’rr]\lij-i-

A
JReAF -

u'Mf

5
7 LA 5 - 1 -
591BVY¢ + ¥R — 2[56/1 (0,9, §ngu‘I’jLY¢ —
=1
) - B
592143‘1’@% + 0,0, T4, +
1

- 1 _
mijr5\1;jL — §KfleiengulIleaABF5\DjL]
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[2e4(0,0;, —

[
M o

3=1
¢ - -
ingu\I’ijlp + ‘I’jRFu]FA‘I’ﬂ_z +
1 - 2 _
E\P]’RFS\I}]‘R§/€LGZGEFVM\I/jRJABrs\Iij]}. (263)
Donde Ly; y Ly estan dados por las expresiones (2.45) y (2.51), respectivamente.
Nétese que hemos introducido la sustitucién

K

_ K
g1 = I A
donde ¢y, g2 son las constantes de acoplamiento de U(1) y SU(2), respectivamente.

Y g2 = (2.64)

Hacemos ahora la identificacién usual

k% = 167G. (2.65)

Nétese que es posible extraer, de esta accién 4-dimensional: (i) la accién de
Einstein-Yang-Mills; (ii) tenemos también la accién fermidnica completa del mod-
elo de Weinberg-Salam-Glashow en un espacio-tiempo curvo; (iii) tenemos términos
de Pauli y términos de masa. )

Realizando la variacién con respecto a los campos de norma obtenemos las ecua-

ciones de Yang-Mills, las cuales resultan ser

2

32g1 + gl
(IFF) + {or gl YViDM T = (D*1)Yi1) = ey YWl Y, 0]
! 167G 2 j=1 Y J
]} 2 2
+EZZ JRF Y'(// JR +Z"€]16A6B ]LU Fs\ij

+\I}jRO'ABF5\I;jR])W, (266)

(ITTF),, + g ITT X" Ag, f*7° ;;T%]TI[ITTQD“] —(D*D)Ir°]) =

2
5’2—2@; (0,1 40%0,,). (2.67)

J=1
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Variando ahora respecto a las partes izquierda y derecha de Uy and ¥, obtenemos
las ecuaciones de Dirac

ie4 48, — %ngyY¢ - %gQA;VTa LT —

I5Y, 0, —
onLL, V'
%]mefge};FwaABW\IllL +Yi =0, (2.68)
. . ,
" TA10, — ~1 B,Y,) — ~ga A%r + T, |0y — 5y, W
ey 1[0 591B0Yy — 592 A0Ta + 1War, ar ) el
—%]weiej’ngaABFS\P'ZL + Yo =0, (2.69)

i, 40, — %gl B,Y, +T,|Up—

i v
L Y, p — é—IlﬁeieBFWUABFS\IJIR +Yir =0,

(2.70)

. ' 1 '
ie4 D40, — 2 1B, Yy +T,]Wsp — %Y, W — 5 inchel Fuuo T Wap 4 Yap = 0,
2 21, L4 2

(2.71)

donde los acoplamientos de Yukawa estan dados, después del rompimiento de simetria

7
por las expresiones siguientes

Vi, = ——2—1:111—561; + Giamep Y, = —551171/1L + Gaampup (2.72)
—eLT ULt Glyamup _ELII—ACL + Gsamep |’
— e dr + Gsamdg — s SL + Geamsg
Y., = —53117163 + Gramep, Y., = —ﬁﬂR + Gyampy,
Yir= 1Y, = —G—L‘IITIUR + Gaamur, |, Yop=| Y., = —'67111703 + Gsamey,
Yip = —G—L%TldR + Gsamd], Y, = —'6—;171512 + Geamsy,

(2.73)
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Las ecuaciones de Einstein son

: 2

' ) ]
Ry = 59 R+ 9 V(1) = 8”{_5 2 Wil VoW = Vol D)

=1

.

2 - 2 -
Z[\I;jRFuVU\I}jR - V,,\I]JRFM\I}]'R] - i/i]l Z eA,,e/éFW[\I’]LFS\IJjL

—2 j=1 7=1
_ 1 1 .
+WjRTPW,R) + IF[F)F,, — Zg,,uFApFAp] + INFFy, — 79 M Fon)
2 1 6
72 [(0:1)(0.1) — 59;41/(0/\]1)(8/\]1)] + —‘*(IU)Q[(V;JT)(VJ)
1

LoV} 210

La ecuacién de movimiento para el campo dilaténico es

4 1 & - -
FD/\D)\II + K2]1F“VFW + Fi— Z[\IJJLFS\II]’L + \I/jRFS\I}jR]
1 141 j=1
—%h:effle};FW\ileJABFS\Ile - %/ﬁeie%Fw\I/jRUABFS\I}]-R =0. (2.75)

La ecuacién de movimiento para el campo de Higgs es

A 1 -
[DYD, I+ I + 6(1*1)1)] = TP Foy = 2[G1ér(ve,e,0,0)8 +

Gajir(ve, €,0,0); + Gaer(vy, 1,0,0)7 + Gafir(v,, 1, 0,0)],

+G5dr(0,0,u,d. )t + Gesr(0,0,u,d.)t + Gzdr(0,0,c,s.)% +

Gis5r(0,0,¢,5.)% + GourC'(0,0,u,d. ), + GroerCH0,0,u, d.), +
G11arC'(0,0,u,5.)% 4+ G12¢rCH0,0,u,s.)}] = 0. (2.76)

Tenemos ya todas las ecuaciones de campo y empleando el rompimiento de simetria

de la seccién 1V, procedemos ahora a llevar a cabo la descomposicién de Weinberg,
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éllo con el fin de obtener las ecuaciones finales e interpretar los resultados. Esto se

llevard a cabo en la siguiente seccidn.

2.6 Descomposicion de Weinberg.

Procedamos ahora a llevar a cabo la descomposicién de las ecuaciones de campo, para

hacerlo emplearemos la descomposiciéon de Weinberg [45]

= Aicw + B,sw, (2.77)
A, = —Alsw + Buew, (2.78)
Wi = A, FiA2, (2.79)

siendo Cw = cos(fw) y sw = sin(fw) y Ow es el angulo de Weinberg. A, es el campo
de norma asociado al campo electromagnéticoy Z, el bosén neutral.
Procediendo como es usual en la teoria de Weinberg-Salam encontramos los sigui-

entes campos

Zuw = Ly — Ly, (2.80)
A = Apy — Ay, (2.81)
Wi =Wr, - Wt (2.82)
la carga electrénica estd dada por
€= §1Cy = G25,. (2.83)

Las ecuaciones de campo descompuestas son las siguientes



Ecuaciones de Dirac:

para v,
74(0, + T L Whep + 1 Z
1" (O + Tuve + 5927 Wler + 5(92¢0 + g180)7" Zyve +
—f—%]leA“eB”\/ 167G (sp 2, + chw,)aABz/e =0,
para ey,

) o 1 _ 1
Z’yu(a# - ZBA# + Fﬂ)eL + 5927uW/¢ Ve — §(g2cw - glsw)’)/uzueL +

:
+§]le’j,e}3”v 167G (w2 + cwAu)o*Ber, + Gramer = 0,
para urp,

. 2 . 1 1 1
(0, + A+ Dyjur + 5927”WIdL + 5 (92c0 = 391807 Zuur, +

Lefeg V16nG(swZy + cwA,,)o*Pup + Granug = 0,

?

2
para dj,
iy (0, — %z’éAu +T)dr + %gzv“W;uL - %(gzcw + églsw)v“ZﬂdL +
—%IleA”eé’\/l—Gﬂ_G‘(stW + cwAu )o*Bdr + Gsandr = 0,
para v,

. 1 1
Y Ou+ T)v + 5927 W s + 5 (926w + g15u)V* Zuv +

?
+§]16A“63”\/ 167G (802, + chu,,)aABz/u = 0,

a1

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)
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para fr,

. . 1 _ 1 .
iy (O — €A, + T)pr + 5927 W, v = (920 = G187 Zuppr, +
;

2]16‘/;65”\/167rG(stW + chW)UAB,uL + Gyampug = 0,

+

para cy,

) 2., 1 1 1
z’y“(aﬂ + gzeA# + FH)CL + 5927uW:5L + ‘2‘(92011/ - gglsw)VMZuCL +

~%]16A”eé’\/167rG(3wZW + chm,)aABcL + Gsancg = 0,

para s,
- 1 1 1 )
Y (0, — gzeAuFM)sL + —2—927 Wi er — §(ggcw + §Q1Sw)7 2,81 +
——2Z-116A“eé’\/167rG(stW + chW)aABsL + Ggansg = 0,
para eg
(0 — €A, 4+ Ty)er + g15,7" Zoen
—%]1ejeé’v167rG(stW + ewAu)o?Ben + Gramer, = 0,
para up

. 2., 1
(0, + gzeAu +TI'))ug — gglswy“ZuuR
?

2]16A“eé’v167rG(3wZW -+ ch,“,)aABuR + Granuy, = 0,

(2.89)

(2.90)

(2.92)

(2.93)
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para dp
. 1., 1
iv*(0p — gzeAMFu)dR - gglsw'y”ZﬂdR
~%]16A“eé’v 167G (80w 2y + cwAuw)o*Pdr + Gzandy, = 0, (2.94)
para cp
: 2., 1 i
v (0, + gzeAM +T,)er — GasuY Z,CR
—%]1614"63"\/ 167G (5024 + cw A, )o*Ber + Gsancr, = 0, (2.95)
para sg

. 1., 1
yH (0, — gzeA“Fu)sR - gglsw’y“ZﬂsR

-%]wA”eva 167G (802 + cwAy)o*Bsp + Geansy, = 0. (2.96)

Las ecuaciones de Yang-Mills en el limite de bajas energias (donde I; = Iy, véase
abajo, expresion (2.103)) son las siguientes:

para el fotén:

ALY+ 28 (W), W SRR W] (2
w

AW+ WNWE W) W = W =) - (22
w
AN(WHE L We)?2 — (W — W)]]} = 762' leryter — %ﬂLﬁf)\uL
1
1

3

= _ 2_ 1_ _ 2 _
dpy N + gy e — §CL’YACL + gsmAsL + éryter — guR'y’\uR +
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1- 2 1 ¢
ng’YAdR + iry R — §ER'7/\CR + §§R7/\SR] + Vv 167rG—IW [(Dec™ v +
: . s

erot ey — upo*tuy, — dpo*dy, + v,0" v, +

ﬁL(T“)‘,uL — ELO'”)‘CL - ELU”/\SL)]W,(Q.QPY)

para el bosén Z,:

Z;‘L’\ - 292CW{i(W[+(u);#W_]/\) +
%[WWW; + WA

I Y AW WY W W)+
W W W W)

(2= AN W i W

3a? g2 1 o
167.‘.G[ﬁ + gg]Z“ = ﬁ[(ﬂlSW + QQCW)(VB’)’AI/e + 17“'}’/\1/#) -+

(915w — gaew)(eny’er, + ﬁLW'\ML)

1
+(gacw — E))'QISW)([LLVAUL +éayter) —
1 _
(926w + gg1sw ) (doy dp + 517%s1))
= _ 1 _ B 1 _
+g1sw(€ry er + finy 1r) — 391 sw(tiry ur + éryter) — 391 sw(dry'dg
V1erG
L

_ A i _
urot uy — dLa“AdL + yua“kuﬂ +

SW[(DEU“’\z/e +érotier —

+«§R'7)\3R)] +

N _
Lot up — epotter —

ELUW\S)];W (2.98)

para el bosén W+:

I/V;:LLM - ig2{[2W—[A(CW zH — Sw AM]];/J -
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W ew Z, — sy A™)

AW (ew 2 — sw A + iga WH(Wu W3 + W W) +
(WAW) + WEWH W)

3a’g3

167rGW+M = galerv"ve + diy*ur + gyt v, + spytedl, (2.99)

_+_

para el boson W™

Wi —iga{2W P (ew 24 — sw A, +
W_W\(szp — SwA’M)
+W:(CVV'ZN)‘ — SWAM/\) + ’l:gg[W_u(WmW/\ ¢ -+ WM3W'\3) -+

13 ¢ 943 wyrs3 - 3a2g% -
(I/I/z Wu, + W3 WM)W/\ ]} + 167TG
glPey er +upy L + vy ur + enyts). (2.100)

Las ecuaciones (2.84)-(2.96) dan los términos de masa para el electrén, muon,
y los quarks u, d, ¢, v 5. Se observan dos contribuciones, un término preénico [28]
proporcional a thl’ el cual es consecuencia de la reduccién dimensional y es cancelado
por la contribucién prednica de Yukawa y otro mas que surge del rompimiento de
simetria, G jam o Gjan.

De las expresiones (2.97)-(2.100) encontramos que el fotén continua sin tener masa

y que la masa cuadrada de los bosones Z y W son, respectivamente

3&292

2 _ 2

LT Y Yol (2.101)
3a2 92

M = = 1] :

estos resultados nos permiten evaluar a y las constantes de Yukawa G';.
Con el fin de hacer que estas predicciones tedricas chequen con el experimento [42,

) .., M2 .
46], debemos de satisfacer la condicién = cosz(GW). Esto nos conduce a concluir
Z
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que nuestro campo dilaténico I; estd en su vacio lineal, es decir, debe tener un estado
base, el cual es una constante, In # 0, ¥ g = N, Flu = 0, F;, = 0y Too = 0 es
un minimo [47-49]. Este es de hecho, el caso de acuerdo con nuestras ecuaciones de
campo; el estado base es degenerado y existe para una constante arbitraria I = Iy,
como puede verse en la expresion (2.75).

Empleando este punto de vista, uno puede escoger el valor apropiado de Iy con la

finalidad de obtener las verdaderas masas bosénicas; uno encuentra entonces que

I =1. (2.103)

Ademés de los términos usuales de una teoria de Weinberg-Salam-Glashow en
un espacio-tiempo curvo encontramos que como consecuencia de la reduccién dimen-
sional, existen dos momento andmalos, uno relacionado al campo de norma electro-
magnético A, y el otro asociado al campo de norma débil Z, [28]. En unidades
gaussianas estos momentos tienen el valor

h

o 167G, & 5.9 x 107%%e — em. (2.104)

para el momento electromagnético anémalo

h
5 V167 Gsy ~ 3.2 107%%¢ — em. (2.105)
C

para el momento débil anémalo. La interaccion de estos momentos con sus correspon-
dientes campos de norma aparecen en las ecuaciones de Yang-Mills (2.97)-(2.100) y
producen corrientes de polarizacién adicionales.

Este modelo puede facilmente extenderse a la tercera familia fundamental

Vr
-

v | (2.106)
b

y todas las anteriores conclusiones se siguen manteniendo. Todo lo que se ha men-

cionado hasta este momento en este capitulo ha sido ya publicado [50].
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2.7 Ecuacién de Weyl en universos tipo Godel.

Cambiémos ahora un poco el tema a discutir y analicémos la ecuacién de Weyl (la
ecuacién de Dirac para una particula no masiva) para el caso en el cual tenemos una
familia de métricas tipo Godel. Procederemos a obtener una solucién analitica para
la ecuacién de campo en el caso de un elemento de esta familia de métricas.

Las ecuaciones de campo para el caso de particulas con diferentes espines han sido
ya estudiadas, no solo en el contexto de universos de tipo Gédel [51-54], sino también
en algunas de sus posibles extensiones [55-57]. En esta seccién consideraremos la
ecuacién de un campo espinorial no masivo en una familia de espacios-tiempos ho-
mogéneos tipo Godel [58, 59]. La métrica para esta clase de espacios-tiempos es del
tipo estacionaria y posee ademas simetria cilindrica.

El punto de inicio es una métrica que tiene la siguiente forma

ds* = —(dt + mdg)* + dr® + dz* + (I — m*)d¢?, (2.107)
donde m y [ son funciones solo de r, y satisfacen las siguientes condiciones

1 1d
D = (I+m?)2 = Ajexplar] + Azexp[—ar], Eg@ =C. (2.108)
r
Estas condiciones pueden ser re-escritas de la siguiente manera
1L dm
D dr

aqui A; y C son constantes arbitrarias. El contenido de materia en el universo descrito

D = Ar, C, (2.109)

por nuestra métrica rota de manera uniforme e intrinsicamente con velocidad angular

igual a

—c dm
V—yg dr

Con el fin de poder escribir la ecuacién de campo para un campo sin masa y de

0* = (0,0,0, ). (2.110)

. 1 - . , , .
espin 3 introduciremos la tétrada, ef(z), la cual estd definida como

9w = €2 ()l (2)nap. (2.111)
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Para el caso que nos ocupa, podemos escoger

—m 1
=1, el=1, €)= o el = s es = 1. (2.112)
Las matrices curvas de Dirac que satisfacen la condicign
V(@ )y (x) + (@) u(z) = =29 (), (2.113)
estdn dadas por las siguientes expresiones
0/ — 20 Mg 1 a1 I 3.8 23 9114
V@) =7 -57, v@)=7, y@)=57, r@)=7, (2.114)

siendo 4 las matrices de Dirac en el caso de un espacio-tiempo Minkowskiano.

La ecuacién de Weyl en un espacio-tiempo curvo es

VAV () = 0, (2.115)

(1 +4°)y(z) = 0. (2.116)

Aqui tenemos las siguientes relaciones

1 N B -
V,=0,+T,, T,= g['ya,’yﬁ]e’;emw, (2.117)
v* =910 (2.118)

En el caso de la métrica que nos ocupa, las conexiones espinoriales son

m' . m’ m
F:__Zl F:_02 1—1:___01
0 4D777 1 4D’Y’Ya 2 477+

[ mm’+l'13

T‘y Y, F3 = 0, (2119)

donde las primas representan derivacion respecto a r. Empleando la representacién

estandar de las matrices gamma, la ecuacién de Dirac se reduce a

20

5 yhp =0. (2.120)

1 m m’
0 1 ) 3 L) MM 2 0.1
Yo+ ¢,1+D7 Yo +7"03 77 Yo 4D777¢+
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Podemos separar en esta ecuacién variables, y para ello haremos uso de la siguiente

expresion

d)k = 6:L'p[—i(k‘ot -+ kQQS + k32)] (f{:é:;) 5 (2121)

siendo &;(r) espinores de dos componentes, y k; constantes. La condicién de quiralidad

(véase la expresion (2.116)) implica que

E(r) = a(r) = (28) _ (2.122)

Por consiguiente, la expresion (2.115) se transforma ahora en

1 .om'
Bop+ 55(kom — ko) R +i(75 — ko — kg) Ry =0, - (2.123)
Rux = = (kom — ko) R+ i(=" — ko + ks) By = 0 2.124
1,1——5(0m 2ty T 1 1D 0 3 )4tz = U. ( )

Hasta este punto no hemos empleado una forma explicita para las funciones {(r) y

m(r). Sieliminamos Ry de las dos ecuaciones antes escritas, y hacemos uso explicito

2

de la expresién m = mgy + S4r? (véase la expresién (2.109)), se concluye que

11 I 7 L - I
Rl + [m(ko?’z - k’g) (]. - Z(kOT'Z - k?)) + E] Rl - 07 (2125)

donde hemos introducido las siguientes constantes

L _kAC c,C 2ko

kQ B 5 kg = kgm() — ]{,‘2, = (kg - ko - Z)(_Zl_ - k‘o - kg) - —14— (2126)
La solucién a la expresion (2.125) es la siguiente funcién
Ri(r) = (V2Ar?) T [Ay M, o(V2Ar?) + AW (V2ZAXY)), - (2.127)

siendo

-k
A=—
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y donde M, , y W,, son las funciones de Whittaker definidas en términos de las

funciones hipergeométricas confluentes M y U

z 1 1 B

M, . (z) = 6_5:c5+“M(§ +pu— K, 1+ 2u, ), (2.129)
z 1 1 .

W u(z) = e_5x5+“U(§ +u =k, 1+ 2u,2), (2.130)

y los pardmetros k y p estan en este caso dados por las expresiones siguientes

E I 1154 1

= — =1]— + ==k (1 + k). 2.131

K RA J \/16+2A2(+A2) ( )

Sobre esta solucién impondremos la condicién de que las funciones de Whittaker
estén acotadas para todo valor de r.
Esta restriccién se cumple st y solo si
1

5tu—r=—n, (2.132)

donde n debe ser un nimero natural.
De las definiciones arriba mencionadas, se tiene que esta ultima condicién es e-

quivalente a pedir que se cumpla la expresion siguiente

1 1 11 1
2 TV Taattt T gh) -

donde nuevamente n debe ser un nimero natural.

v (2.133)
—— = —n )
V8A . ’

De esta manera hemos resuelto el caso de la ecuaciéon de Weyl para una familia

de espacios-tiempos tipo Godel. Los resultados presentados en esta seccién aparecen

va publicados [60].

2.8 Conclusiones.

Resumiendo, hemos en este capitulo mostrado como el modelo estandar puede ob-

tenerse a partir de una teorfa gravitacional 8-dimensional tomando la estructura de
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haz fibrado principal con un acoplamiento de Yukawa extendido e interpretando a la
constante cosmolégica como el potencial de Higgs. Las masas correctas de los bosones
de norma asi como las fermiénicas son dadas por la teoria. Esto parece implicar que
para poder introducir a la interaccién gravitacional en una teoria matematicamente

consistente, las dimensiones extras son necesarias.

Sin embargo, debemos mencionar que si consideramos a los neutrinos como parti-
culas no masivas, entonces este modelo presenta serias dificultades ya que una parte
del espacio interno, S, genera siempre un término en la masa en los neutrinos, la
cual debe ser cancelada mediante un término adicional que hemos agregado en los

acoplamientos de Yukawa, el cual es introducido en el modelo by hand.

En caso en el que el neutrino posea masa no nula, tema también actual de in-
vestigacién, se podria entonces eliminar de este modelo la contribucién prednica que
se agregd en la expresion para el acoplamiento de Yukawa, y que tiene la forma
571131—. Como ya vimos, para obtener las masa bosoénicas correctas es necesario sa-
tisfacer la condicién I; = 1 (véase la expresion (2.103)) y en consecuencia se con-
cluye que la masa del neutrino tendra, segin este modelo, un orden de magnitud de

m ~ ~ 10~ 7gramos lo que equivale a ~ 5 x 102*Mev, algo que no concuerda

Pz
con lo esperado, ya que de tener masa el neutrino electrénico, ésta debera de ser mu-
cho menor que la masa del electrén, que es ~ 0.511Mev. Es decir, si se consigue medir
una masa no nula para el neutrino electrénico (estos experimentos estdn ya funcio-
nando atin cuando hasta hoy no se ha podido medir con certeza una masa no nula),
entonces nuestro modelo no podria explicar la magnitud de dicha masa. Respecto
al tema de las masas es fundamental mencionar que en conexién con este tépico se
presenta un punto adicional, el cual vale la pena sea mencionado, supéngase que se
tiene un espacio (4 + n)-dimensional, de la forma My x B donde B es un espacio
homogéneo, y ademds el espacio total contiene un campo fermiénico no masivo. Si
B = GG/ H, entonces la teoria 4—dimensional efectiva [61] contiene un espectro infinito
de campos fermidnicos, cuyas masas estdn determinadas por los eigenvalores del ope-
rador interno de Dirac, pero como consecuencia de la reduccién dimensional el cero
no es un eigenvalor de dicho operador. Esto genera serios problemas y en conexién
con ellos existen varias soluciones posibles, como por ejemplo, introducir términos de

masa by hand o introducir explicitamente campos de norma no relacionados con la
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meétrica.

Es ademds importante mencionar que este modelo, en el cual el campo de Higgs
juega un papel fundamental, tiene todos problemas conceptuales que presentan las
teorfas que incluyan como parte fundamental de su estructura matematica al campo
de Higgs, por ejemplo: (i) el problema de la constante cosmolégica que aparece como
consecuencia del hecho de que en este tipo de teorias el campo de Higgs debe de
ser masivo; (ii) no se entiende el porqué el campo de Higgs debe de presentar un
acoplamiento mas intenso con ciertas particuals que con otras; (iii) desde el punto
de vista fisico poco se gana proponiendo al campo de Higgs como el elemento en la
teoria responsable de la aparicién de la masa, ya que si bien se supone usualmente
que la masa del bosén de Higgs estd predominantemente dominada por una auto-
interaccién con el campo de Higgs, en cierto sentido la ignorancia acerca del origen de
la masa de las particulas es reemplazado por la ignorancia acerca de los acoplamientos
Higgs-particulas, y con éllo podria argumentarse que no se gana en realidad ningin

conocimiento.

Por otro lado, los problemas que presenta la teoria de la Relatividad General de
Einstein, en cuanto a su renormalizacién y regularizacion, se hacen tambén presentes

en los modelos tipo Kaluza-Klein.

La pregunta concerniente al mecanismo que permite obtener la reduccién dimen-
sional continua sin tener respuesta, en nuestro modelo la reduccién dimensional es
un proceso que introducimos y para el cual no tenemos ninguna explicacién. Atdn
cuando, como ya se menciond en el capitulo 1, existen varias propuestas que inten-
tan dar una explicacién a este proceso [9-12], realmente hasta el momento este es
un problema abierto dentro del contexto de teorias tipo Kaluza-Klein. Esta falta de
explicacion respecto al proceso que genera la reducciéon dimensional es un problema
mas de este tipo de modelos, problema que la propuesta presentada en este capitulo
comparte, es un proceso que en el capitulo 2 es introducido by hand y por lo tanto su

presencia carece de explicacion fisica.

Con esta teorfa hemos conseguido geometrizar la interaccién electrodébil, en el
espiritu de Kaluza-Klein. Es importante mencionar [62] que los estados de las teorias
tipo Kaluza-Klein persisten como un subconjunto del espectro completo de la teoria

de supercuerdas, es decir constituyen el limite de energias medias de la teorfa de
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supercuerdas. Fs por ello que el estudio de las teorias tipo Kaluza-Klein es importante.

Hemos también resuelto la ecuacién de Weyl (la ecuacién de Dirac para una
particula sin masa) en el caso de una familia de universos tipo Gédel. La ecuacién de
campo ha sido resulta en forma analitica para el caso de un miembro de esta familia,

y hemos encontrado que la solucion queda expresada en términos de la funcién de

Whittaker.
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Parte 2
Formalismo de Integral de Trayectoria Restringida

y sus aplicaciones en Gravitacién.



Capitulo 3

Formalismo de Integral de

Trayectoria.

Antes de comenzar a analizar el concepto de medibilidad y su aplicacién a ondas gra-
vitacionales y las consecuencias de ello en el disefio de detectores de radiacién gravita-
cional debemos primero mencionar el llamado formalismo de integral de trayectoria
de Feynman y también el llamado formalismo de integral de trayectoria restringida
(FITR).

Desde sus inicios el interés en mediciones cuanticas fue provocado por sus inusuales
y paraddjicas caracteristicas, tales como la imposibilidad de medir la posicion y el
momento de una particula elemental de manera simultdnea y con precision arbitraria.

Desde el punto de vista préctico, ain mediciones macroscépicas (tales como la
medicién de la posicién de los elementos de una antena para la deteccion de ondas
gravitacionales) se han vuelto muy precisas y requieren que los efectos cuanticos sean
tomados en cuenta. Méas ain, en ciertas circunstancias estos efectos son la principal
limitaciéon en mediciones de sensibilidad.

Los principios fundamentales de la mecanica cuantica son especialﬁente impor-
tantes puesto que su esféra de aplicacién esta sufriendo un muy rapido desarrollo.
Particularmente interesantes son las preguntas en las areas de gravedad cuantica y
cosmologia cuantica. Sin embargo, el desarrollo de una nueva tecnologia también
requiere de una profunda penetracién en los fundamentos de la mecdnica cuéntica.

El tema a tratar son las mediciones cuanticas continuas, mediciones prolongadas
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en el tiempo. La técnica mas adecuada para ello resulta ser la integral de trayectoria
de Feynman [1]. En esta formulacién se describe la evolucién de un sistema cuantico
como si siguiese una trayectoria, pasando de un punto a otro. Esto es igual que
en un caso cldsico, pero en este ultimo cada trayectoria constituye una descripcién
completa de su evolucién. Sin embargo, para un caso cuantico solamente la suma (in-
tegracién) sobre todas las trayectorias posibles, de acuerdo con ciertas reglas, describe
su evolucion.

Pasemos a explicar esto con mayor detalle. El primer paso en la cuantizacion de
un sistema d la Feynman consiste en re-escribirlo en forma lagrangiana. Considere-
mos el caso, por simplicidad, de una particula cuyo movimiento es uni-dimensional.
Supéngase que se mueve del punto A = (zy,t;) del espacio-tiempo al punto B =
(z2,%2). En mecdnica cldsica, el movimiento de una particula estd descrito por la
trayectoria * = z(t), la cual minimiza la accién funcional del sistema en cuestién.

Asignémos un nimero, S, a cada trayectoria entre A y B,

Sla(t);t, ta] = /h diL(2(2); #(1); ). (3.1)

131
Las trayectorias vecinas a la clasica estardn dadas por z(t) = @(t) + ey(t). La
“perturbacién” y(t¢) en torno a la trayectoria cldsica es arbitraria excepto respecto
a las condiciones de frontera en los tiempos ty y 3, y(t1) = y(t2) = 0. Ademas, el

tiempo no es variado. Entonces, la accién considerada como una funcién de ¢, es

Sty = [ deL(a(e) + eyl0): 2(0) + € (1)), (3.2)

131
y tiene un extremo si € = 0.

La condicién necesaria para que S sea estacionaria es entonces

oL ’ 2 0L d, 0L
G+ [t = (Gt = 0 (33)
Puesto que el término de superficie no contribuye y habiendo sido y(#) escogido en
forma arbitaria, se obtiene la ecuacion de Euler-Lagrange para el movimiento clasico

de la particula a lo largo de la trayectoria (%),

aL d oL

é;|€=o - zl—t(g-i—:)l€=o = O. (34)
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Cuantizémos la teorfa. Fl movimiento de una particula entre z, y x5 estd descrito
en la formulacién de Feynman por una amplitud de transicion. Todas las posibles
trayectorias entre los puntos z; y z2 contribuyen a la amplitud de transicidn.

Una manera de entender el significado de la amplitud de transicion la proporciona
el bien conocido experimento de la doble rejilla.

Una doble rejilla es irradiada por un haz de electrones. Designémos al registro de
un electrén en un punto z del detector (pantalla) como un evento. A cada evento le es
asignada una amplitud de transicién ¢(z) =< z|¢ >. La probabilidad W (z) de que
un electrén sea encontrado en el punto z estd dada por la expresién W(z) = |¢|%. El
electrén puede tomar la trayectoria (1) o (2) a través de la rendija (1) o (2). Asi existen
dos trayectorias alternativas que pueden llevar al evento z. Cada una de éllas esta
caracterizada por una amplitud de probabilidad ¢,(z) =< z|1 > y ¢o(z) =< z|2 >.

La amplitud total es entonces,

#(2) =< z|p >=< 2|l >< 1|¢ > + < 2|2 >< 2|¢ >= a1d1(z) + a2¢2(z), (3.9)

donde |a;|? es la probabilidad de que la particula haya sido seleccionada por la rendija
(7). Esta expresion no es otra cosa que el bien conocido principio de superposicién de
la mecanica cuantica.

Pasemos ahora a considerar la situacién en la cual se colocan, de manera sucesiva,
varias rendijas. Asi obtenemos varias trayectorias que el electréon puede seguir para
llegar a z. A cada una de ellas se le asigna una amplitud y entonces la amplitud total

es

<zlp >=< 2]l >< 1D In ><nl)|p > + < 22 >< 2| Im >< |m)|¢ > +...
(3.6)

En este momento podemos ya pasar a considerar la descripcién mecanico-cuantica
de la propagacién de una particula.

Al instante de tiempo #; tenemos una amplitud de probabilidad /(xy,?;) de en-
contrar a la particula en el punto z;. De manera similar, ¢(z3,%5) es la amplitud de

probabilidad de que al instante de tiempo ¢, la particula se encuentre en z,.
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Con K(xa,t2|z1,t;1) deseamos denotar la amplitud de transicién para que una
particula que sea emitida en z; al tiempo ¢, sea detectada en x; al tiempo ¢;. De

acuerdo con la expresién (3.6), la amplitud total es

w@%byv/&mKu%bmth@@h) (3.7)

Atdn cuando es una ecuacion integral, se puede demostrar [2] que (3.7) es equiv-
alente a la ecuacion de Schrodinger. El problema consiste en encontrar K, el kernel
de la ecuacion integral, el cual también se conoce como propagador de Feynman.

En su desplazamiento de A(z1,t1) a B(z2,t;) la particula debié de seguir alguna
trayectoria C. Sea ¢4p[C] la amplitud para la trayectoria de la particula al ir de A

a B alo largo de C'. Entonces, se cumple que

K(B|A) = [[dC)6slC], (3.8)

donde la integral debe calcularse sobre todas las trayectorias entre A y B y es de-
nominada la integral de Feynman. Si permitimos todas las trayectorias en el plano

(z —t) entre los dos puntos en cuestidn, la integral se puede re-escribir como

K(bla) = [ da(0)]6nlx(1)] (3.9)

donde la integral debe efectuarse sobre todas las posibles trayectorias entre a y b.

Hemos reducido nuestro problema a encontrar la amplitud éy.[z(#)]. Sin embargo,
no es posible determinarla a partir de un principio fisico fundamental.

Siguiendo a Dirac [3], Feynman propuso la siguiente expresién

?
9palC] = eaplSICY], (3.10)

estando S[C] dada por la expresién (3.1).

Esto nos pemite escribir el propagador de Feynman como
. l‘(t2)=1,‘2 Z to .
A@%mﬁ¢02/ MﬂMmﬂ—/ dtL(x(t), #(1); 1)]. (3.11)
z(t1)=x1 h 1
De esta ultima expresiéon se puede ver que en el limite S >> £/ se obtiene la

trayectoria clasica, ya que ésta es construida de tal manera que S no cambia a primer
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orden en la vecindad de la trayectoria clasica, es decir la fase % permanece estacionaria
en una vecindad infinitesimal en torno a la trayectoria clasica zq(t). Fuera de esta
vecindad de z4(t), la fase, en el caso % >> 1, cambia muy rapido, de tal manera que
las amplitudes correspondientes seran borradas como consecuencia de [a interferencia
destructiva.

Puesto que la contribucién principal al propagador proviene de una franja in-
finitesimal en torno a la trayectoria clasica, se cumple como primera aproximaciéon

que en el limite clasico, b — 0

K(zg,talzy,44) ~ exp[% /:2 dtL(z(t), za(t); 1)) (3.12)

Para un problema clésico tipico, la franja es muy “angosta”, pero en un problema
cudntico tipico, la franja es muy ancha. Consecuentemente, la trayectoria clasica
pierde su significado en un problema de esta indole.

Antes de considerar un ejemplo pasemos a mencionar una importante propiedad
del propagador de Feynman.

Para ello mantengamos fijos @; y ¢; y consideremos a K(z3,1;]21,%1) como una
funcién de z3 = @ y 1, = t, Kz, 4)(,1). Evidentemente Kz, 1,)(z,t) = K(z,t|r1, 1)
es una funcién de onda y nos proporciona la probabilidad de encontrar a la particula
en (z,1). Pero para t = t; sabemos perfectamente donde se encuentra la particula.

De aqui se desprende que para t =t = 1

’LZ)(&]',tl) ~ /d.ﬂl[((.’ﬂ,tlll'l,tl)l/)(xl,tl), (313)

lo cual implica que K (z,t1|21,t1) = 6(2 — 21).
Sin embargo, Kz, 1,)(z,t) es ahora una funcién de onda, y por consiguiente debe

satisfacer la ecuacién integral (3.7)

]X’($3,t3|1'1,t1) :/ di’z[((.fg’t3ll’2,tz)[((fljg,tg!xhtl). . (314)
—00

Con ello hemos derivado la llamada propiedad de grupo de Feynman. En general

se puede escribir (b = (z3,t)), a = (T4, 1,))
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K(b,a) = /°° dry_i... /°° de K (b, N — 1)K(N —1,N —2)
K(N —2,N —3)..K(3,2)K (2, 1)K(1,a). (3.15)

3.1 Formalismo de Integral de Trayectoria Res-

tringida.

Se puede decir que el concepto més importante en mecénica cudntica es una amplitud
de probabilidad (Dirac argumenté [4] que la distincién mas importante de la teoria
cuéantica no radica en operadores sino en amplitudes), ya que élla expresa la diferencia
principal entre la teoria cldsica y la cuantica. La amplitud de probabilidad de un cierto
evento es un nimero complejo A tal que, P = |A|? es la probabilidad asociada a este
evento.

La mecéanica cuantica difiere en que no son las probabilidades sino las amplitudes
de probabilidad las que deben sumarse para un sistema cuantico, siempre que éste
no se encuentre sujeto a un proceso de medicién. Supdéngase que cierto evento puede
ocurrir a traves de dos canales alternativos y que las amplitudes de probabilidad para
estos canales son A; y A;. Entonces la amplitud de probabilidad completa para el

evento en cuestién es A = A; + A,, y su probabilidad es

P = A = |A; + A% (3.16)

Esta dltima expresién es valida si no existe manera de conocer cual de las dos
alternativas ha sucedido. Si una observacién (medicion) se ha llevado a cabo de tal
manera que se obtiene informacion acerca de cual ruta se ha seguido, entonces la regla
de suma cambia y se deben sumar probabilidades, P = P; + P, = |A;]* + |A2]%

Como consecuencia de ello no se presenta un patrén de interferencia. Esta regla

de amplitudes es valida para muchos canales alternativos,
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A=A+ A+ Az + Ay + ... (3.17)

suponiendo que no se sabe que alternativa ha sido empleada. Si éste no es el caso,
entonces la regla de suma de amplitudes debe ser corregida y el método de correccién
depende de la informacién proporcionada por el proceso de medicién. La informacién
puede ser tan completa que el canal empleado sea conocido. Entonces, las probabili-

dades de los canales deben de ser sumadas

P=P + P+ Ps+..=|A)+ A +|As]* + ... (3.18)

Para otro tipo de medicién la informacién puede ser parcial. Para ilustrar mejor
este punto, supongase que se tiene un nimero par de alternativas y que el proceso
de medicién le permite a uno saber si el mimero de canal seguido pertenece a uno
de los siguientes pares (1,2), (3,4), (5,6),...,(k — 1, k). Entonces, las probabilidades
correspondientes a pares separados deben de ser sumadas, pero las amplitudes deben

de ser sumadas por pares

donde P, = |A2i—l + Azi‘2

El valor de P; es la probabilidad de que el i-ésimo par emerga como resultado del
proceso de medicidn.

La argumentacién anterior puede ser aplicada a las trayectorias de Feynman, con-
sideradas éstas como alternativas cuanticas. La amplitud A(g¢”,¢’) para que una
particula se mueva de ¢’ a ¢” es llamada propagador. Ha sido ya mencionado breve-
mente y ademas hemos visto que este propagador puede ser contemplado como la
suma (mas bien la integral) de las amplitudes A[q] correspondientes a las trayectorias

lg] que conectan los puntos ¢’ y ¢”.

Alq",q) = [ Algldla) (3.20)

Esta expresion es analoga a la expresién (3.17) pero para trayectorias en el rol de
alternativas cuanticas. Analogamente a lo antes mencionado, la tiltima expresién es

valida tinicamente si la posibilidad de determinar la trayectoria a seguir no existe.
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En muchas situaciones experimentales el resultado es cierta funcién continua del
tiempo, de la cual uno puede entender el comportamiento en un cierto intervalo de
tiempo de la cantidad medida. Este tipo de medicién es llamada continua. Corres-
pondientemente, mediciones que dan un conjunto discreto de nimeros son llamados
discretos [5].

Supéngase ahora que una medicién continua es llevada a cabo en forma simultanea
al desplazamiento de la particula. Asimase que el resultado del proceso de medicién
proporciona cierta informacidn respecto a la trayectoria seguida por la particula. Tal
informacién puede ser expresada por un conjunto de trayectorias /.. Si el proceso
de medicién proporciona el resultado «, entonces el desplazamiento sigue una de las
trayectorias [g] pertenecientes al conjunto [,. Por consiguiente, en analogia a lo antes
mencionado, la amplitud para el desplazamiento de ¢’ a ¢” puede ser expresada como
una integral sobre trayectorias pertenecientes a [, es decir, solo se integra sobre

aquellas trayectorias que pertenecen a I,,.

Aa(d"q) = [ Alaldlg) (3:21)

[23

La idea de emplear de esta manera las integrales de trayectorias restringidas fue
elaborada por Mensky [6].

Supongamos para concretar que el proceso de medicién proporciona el valor a(t)
para la coordenada ¢(t) en cada instante ¢ (de un cierto intervalo de tiempo), y con
un error Aa determinado por la precisién del dispositivo experimental. Por lo tanto,
cualquier trayectoria [¢] perteneciente al corredor I, de.ancho 2Aca en torno a la
trayectoria [a] es posible.

Si « se mantiene fijo, entonces la amplitud A, puede ser considerada como el
propagador de una particula sujeta a una medicion continua. Al mantener ¢’ y ¢”
fijos, la misma amplitud puede ser pensada como la amplitud de probabilidad para que
una medicién continua proporcione el resultado «. Tomando el médulo cuadrado de
la amplitud, es posible calcular la densidad de probabilidad asociada a los diferentes
resultados experimentales de una medicién continua.

La informacion asociada a una medicién de este tipo puede también ser expresada,

mediante una funcional w,[q| (positiva-definida)
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0 <w,lg] <1 (3.22)

Esto significa que conocer el resultado « le permite a uno estimar como probables
aquellas trayectorias para las cuales wq[q] es cercana a 1. Las trayectorias para las
cuales w,[gq] yace cerca de 0 deben ser consideradas como improbables. De hecho, el
resultado de un proceso de medicién continua puede ser caracterizado por completo
especificando la funcional w,[q].

La amplitud de probabilidad es ahora

Aulg",¢) = [ wald)Ala)dlg) (3.23)

La generalizacién de esta expresion al caso de la medicién de la configuracion de
un campo cuéantico es inmediata.

La funcional wa[q] posee la informacién proveniente del resultado experimental.
Por lo tanto, la eleccién de dicha funcional depende del tipo de proceso de mediciéon
a investigar. Estrictamente hablando, uno debe de analizar situaciones de medicién
reales y deducir a partir del andlisis la forma de la funcional. Los resultados de los
calculos en el marco del formalismo de la integral de trayectoria restringida dependen
de la forma elegida para la funcional.

Sin embargo, uno puede suponer que un pequenio cambio en la funcional no puede
modificar radicalmente los resultados del cdlculo. Al menos para las estimaciones
hasta el 6rden de magnitud se puede esperar que los detalles en la definicién de la
funcional no sean importantes.

La experiencia muestra que este es el caso en realidad. En el primer trabajo sobre
la medicién de la coordenada de una particula [6], el proceso de medicién fue descrito

empleando como funcional

(3.24)

0 s1no

de:{lsHﬂﬂ-a&HsAa‘

En el siguiente trabajo [7], la funcional elegida fue una funcional gaussiana

2p%)q — a|

wala] = eapl~LEZ)

(3.25)
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Los resultados de los dos calculos coinciden hasta el orden de magnitud, la pre-
cisién suficiente para el anélisis de procesos de medicién reales.
Evidentemente un ejemplo no demuestra nada y el problema de la eleccién de la

funcional debe ser analizado con mayor detalle.

3.2 Ondas Gravitacionales y sus Detectores.

Nuestro objetivo es aplicar el formalismo de integral de trayectoria restringida al pro-
ceso de medicién de ondas gravitacionales y por ello mencionaremos brevemente el
caso limite de campos gravitacionales débiles y su conexién con las ondas gravita-
cionales, todo ello en el contexto de la teoria de la Relatividad General de Einstein.

El punto de partida lo constituyen las ecuaciones de Einstein [8]
G = 8rT),,. (3.26)

Puesto que la ausencia de gravedad tiene como consecuencia a nivel geométrico
un espacio-tiempo plano, un campo gravitacional débil es uno en el cual el espacio-
tiempo es “casi” plano. Esto se define como una variedad diferencial en la cual existen

coordenadas donde la métrica tiene componentes

Guv = Ny + h;w, . (327)

| << 1. (3.28)

Existen dos tipos de transformaciones de coordenadas que llevan un sistema coor-
denado casi Lorentziano a otro también casi Lorentziano: transformaciones de norma
y transformaciones de fondo de Lorentz.

Para campos gravitacionales débiles definimos una transformacién de fondo de

Lorentz como aquella que tiene la forma

a® = Aja?, (3.29)
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siendo A3 los elementos de la representacion matricial de una transformacion de
Lorentz.

La métrica (3.27) se transforma entonces

9ag = DNsA59 = MEAG(Mw + hyw) = ASAGN + ASAGR . (3.30)
Pero de Relatividad Especial sabemos que A5A%7,, = 155, lo cual nos permite
escribir
955 = Nag + hag, (3.31)
siendo
h&ﬁ_ - AgAléh;w- (332)

Esta dltima expresién nos muestra que, bajo una transformacion de fondo de
Lorentz, h,, se transforma como si fuése un tensor en Relatividad Especial. Esta
propiedad de transformacion nos permite llegar a la siguiente interpretacion: todos
los campos fisicos, como el tensor de Riemann, el de Ricci, etc., estardan definidos en
términos de h,, y éllos “se veran” como campos definidos sobre un espacio-tiempo de
fondo plano.

Existe otro tipo de coordenadas bajo las cuales (3.27) y (3.28) permanecen inva-

riantes: un cambio en las coordenadas de la forma

2 = z® + (¥(a"), (3.33)

donde el cambio es generado por el vector (*, el cual es pequetio, significando ésto
que se satisface la condicién |(%] << 1.

La matriz de transformacion esta dada por

Aal _ 8:va’ _ 6a o
6 = 35 = 9 + (% (3.34)
Por consiguiente, el nuevo tensor métrico, hasta primer orden en cantidades

pequenas, es

Gorg! = Nag + haﬁ — Coz,ﬁ — Cﬁ,a- (335)
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Esto es, el efecto del cambio de coordenadas consiste en redefinir h.g.

haﬁ — haﬁ - Ca,ﬁ - Cﬂ,a- (3-36)

Por la condicién |(, 5| << 1, el nuevo sistema coordenado continua siendo casi
Lorentziano. FEste tipo de cambio de coordenadas es llamado transformacion de
norma. La libertad de escoger al vector {* nos permitira simplificar las ecuaciones de
campo.

Bajo estas condiciones las componentes del tensor de Riemann son

1
Raﬁuu = —2— (hqu,ﬂu + hﬁ,u,ou/ - hay(”@]/ — hﬁu,au)a (337)

y no dependen de la norma, es decir permanecen invariantes ante una transformacion
de coordenadas de la forma (3.33).

Las componentes del tensor linealizado de Einstein son

1
Guu = 5 (hau,v “+ hcw,u ‘- hw.a ¢ - h,;w - qu[hozﬁ o h,ﬁ ﬁ]) : (3'38)

Esta expresion puede ser simplificada, para éllo definamos

- 1
h;w = h/,w - gnuuh- (339)

En términos de h,,, (3.38) se re-escribe como

1/ - T
Guy = *5 (h;w,a “ + nuuhaﬁ ol hau,u * - hau,u a) . (340)

Consideremos el vector (* solucién de la ecuacién de onda inhomogénea

It = . (3.41)

Al realizar la transformacién de norma z® — z* + (*(2), la expresién (3.39) se

transforma en

BW/ — 7153,) = 72/;“/ - Cu,y - C}/,u + nuuca o) (342)
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siendo EL’L) o= (.

Estas cuatro condiciones conforman la llamada norma de Lorentz (también se
usan los nombres de norma arménica o de de-Donder).

En esta norma el tensor de Einstein se reduce a

1 _
G = —ga*mhfj;). (3.43)

Nétese que la norma de Lorentz es realmente una clase de normas. Si ¥* es un
vector que satisface la ecuacién de onda homogénea, entonces la transformacién de
norma z% — 2% + (*(2P) 4+ ¥* conduce también a la expresion (3.43).

En la norma de Lorentz, las ecuaciones de Einstein son

Poh) = —167T,,. (3.44)

Se puede ver que esta ultima expresion representa 10 ecuaciones de onda. Resu-
miendo, el caso de un espacio-tiempo curvo en el cual el campo gravitacional es débil,
lo podemos interpretar como un espacio-tiempo plano en el cual existe un campo
tensorial h,, (que representa la desviacién de la métrica original respecto al caso
plano), el cual satisface la ecuacién de onda, en donde la velocidad de propagacién es
la de la luz. El tensor de energia-momento actia como fuente de este campo.

Pasemos ahora a estudiar brevemente el efecto de estas ondas gravitacionales
sobre la materia. Para éllo consideremos las ecuaciones de Einstein para el caso de
un campo débil, expresion (3.44), y bajo la condicién de vacio

0? -
(—@ + V*)h,, = 0. (3.45)

Una solucién esta dada por la expresion

hu = Apexplikaa®], (3.46)

donde ko k™ = 0, es decir, k* son las componentes de un 4-vector tangente a la linea
de mundo de un fotén, implicando ésto que la onda se desplaza con una velocidad
1gual a la de la luz.

Debemos ademds cumplir con la condicién de la norma de Lorentz. Esto implica
que .
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Ank” =0, (3.47)

es decir, k¥ es ortogonal a A,,.

Para poder quedarnos con las componentes que poseen significado fisico usaremos
los restantes grados de norma que tenemos. Para éllo recordemos que podemos modi-
ficar la norma sin abandonar la clase de norma de Lorentz mediante la introduccién

de un vector de componentes (%, que satisfagan la ecuacién de onda homogénea

82 2\ Fo
(~5p +VICT =0 - (3.48)

Proponiendo como solucién

(. = Byexplik,z®], (3.49)

y recordando lo mencionado en la expresion (3.42) se desprende que

A = Aup — iBokg — iBska + inagBuk". (3.50)

Tenemos 4 numeros, dados por B,, a determinar. Es posible escogerlos im-

poniendo las siguientes condiciones

A(n)a o — O, (351)

AR =0, (3.52)

donde UP es cualquier 4-velocidad constante. A las condiciones dadas en las expre-
siones (3.47), (3.51) y (3.52) se les conoce como condiciones de norma transversal y
sin traza (tranverse-traceless gauge) [8].

La expresion (3.51) impone 1 condicién y la (3.52) aparentemente 4 condiciones.
Pero en realidad solo tres de las 4 ecuaciones lineales, para las incégnitas B,, son

linealmente independientes, y éllo puede verse notando que

(Aap — iBukg — iBgka + inap B k" YUK = A sUPk™ —
iBokgU k™ — iBskoUPk™ + i B*k, U k™, (3.53)
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el primer término es cero como consecuencia de (3.47) y el tercero incluye el producto
k°k,, y ya hemos mencionado que k es un 4-vector temporaloide, de norma nula, y
en consecuencia

APk = —iBok*kpU” + 1B,k ksU? = 0,

para todo B, y todo U”.

Habiendo determinado los 4 nuimeros B, mediante las 4 ecuaciones linealmente
independientes contenidas en (3.51) y (3.52) hemos usado ya todos los grados de
libertad de norma a nuestra disposicién. Resumiendo, el tensor constante A,, es
simétrico por lo cual tiene en principio 10 componentes independientes y hemos im-
puesto 8 condiciones en total, 4 provenientes de (3.51) y (3.52) y 4 més que provienen
de (3.47), lo cual implica que solo 2 de las 10 componentes tienen significado fisico.

Realicemos ahora una transformacién de fondo de Lorentz que nos lleve a un
marco de Lorentz en el cual el vector I que aparece en (3.52) tenga como componentes
U* = 6% y orientemos ademas los ejes espaciales de tal forma que la onda se propague
a lo largo del eje z, es decir, definiendo k° = w (fisicamente esta es la frecuencia de
la onda) tenemos que k= (w,0,0,w).

En forma matricial podemos escribir

0 0 0 0
0, Az Azy 0
ALY e T : 3.54
( O(ﬁ ) O, Al-y _ Axx 0 ( )
0 0 0 0

Los resultados anteriores fueron hechos para el caso de una onda plana (expresién
(3.46)). Sin embargo, sabemos que una onda cualquiera se puede escribir como una
superposiciéon de ondas plana. Por lo tanto, si una onda se desplaza a lo largo del
eje z, entonces todas las ondas planas que la constituyen pueden ser puestas en la
forma dada por la expresion (3.54), y ésto significa que nuestra onda posee solo dos
componentes independientes, AZT y hff .

Consideremos ahora una particula situada en una regién del espacio-tiempo en la
cual no existe inicialmente ninguna onda gravitacional. La particula est4 inicialmente

en reposo, es decir, en este marco de referencia su 4-velocidad tiene las componentes

U = 2.
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De acuerdo con el Principio de Equivalencia, el movimiento de la particula esta

descrito por la ecuacién geodésica [8]

VU =0, (3.55)
la cual escrita en componentes es
d o
u + I, U*UY = 0. (3.56)
dr #

Puesto que la particula inicialmente se encuentra en reposo, el valor de su acele-

racién inicial es

( dr )0 = ~Tgy = —577 ﬁ[hﬁo,o + hogo — hgo 3)- (3.57)

Al introducir (3.54) en la dltima expresién se concluye que la aceleracion inicial es

nula, lo cual nos conduce a que la velocidad de la particula un instante después sigue
siendo la inicial y en consecuencia en este nuevo instante de tiempo la aceleracion es
nuevamente nula. Resumiendo, la particula permanece siempre en reposo sin importar
la presencia de la ondal!

En este punto vale la pena mencionar que el concepto de coordenadas de un
vector no tiene significado geométrico invariante. Para ver los efectos de la onda
consideremos dos particulas, las cuales llamaremos A y B, en reposo inicialmente
ambas y colocadas nuevamente en una regién del espacio-tiempo en la cual no existen
ondas gravitacionales.

Denotemos por (* al vector separacion existente entre las particulas A y B.

La ecuacién de desviacion geodésica es [§]

—

(VpVa()® = R ,VHVI(P, (3.58)

donde V es el vector tangente a la geodésica de A. Puesto que a lo largo de la linea

de mundo de A los Christoffel se anulan, el marco de referencia de A es un marco de

Lorentz local, y ésto nos permite re-escribir (3.58) como sigue

d?Ca N p
= ~Hogl” (3.59)

La solucién a estas ecuaciones es (a primer orden en h)
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, ]
¢H(7) = oyl + 5

Pero por la forma como se ha planteado este caso, A se encuentra en el origen de

Rl (3.60)

su marco de referencia, es decir, ¢(* denota las coordenadas que tiene B, segin A.

Nétese que al considerar (3.46) en esta iltima expresién se puede ver que desde el
marco de referencia de A las coordenadas espaciales de B oscilan en forma armoénica.
Debe mencionarse también que iinicamente aquellas separaciones que son perpendi-
culares (transversales) a la direccién de propagacién de la onda se ven afectadas por
ésta.

Podemos resumir lo anterior diciendo que una onda gravitacional crea un gradien-
te de aceleraciones en el plano normal a su direccién de propagacion. Este efecto
constituye la base sobre la cual funcionan los detectores de ondas gravitacionales. Se
pueden colocar masas de prueba o cuerpos extendidos en el plano coincidente con el
frente de onda y la onda podré ser detectada observando el movimiento relativo entre
las masas o midiendo la tensién mecanica en cuerpos extendidos.

Sin embargo, este tipo de experimentos requieren de equipo muy sensible. En

el caso de dos particulas de prueba separadas por una distancia [ ~ 10%cm, una

eryg

onda de frecuencia w = 3 x 10*2% la cual tiene un flujo de energia [ ~ 1—5"—
sec cme —sec

(que es una magnitud que se espera poseean las ondas gravitacionales generadas por
posible fuentes [9]), produce una diferencia de aceleraciones la cual tiene un orden de
magnitud de Aa ~ 1 x 10712 22,

Existen muchos modelos de detectores de ondas gravitacionales. Uno de los més
importantes disefios experimentales lo constituye la antena gravitacional que emplea
interferémetros-laser [10], los cuales usan un interferémetro Michelson de multitrayec-
torias como indicador de pequenas vibraciones.

Imaginémos un laser y dos espejos colocados en dos cuerpos de masas My y M,.
El haz es separado y enviado en trayectorias ortogonales entre si a los dos espejos,
los haces rebotan en los espejos y son enviados a un detector dptico.

Si una onda gravitacional incide en dngulo recto sobre el plano que forman los
espejos, entonces se generaran vibraciones de las masas My y M, las cuales daridn
origen a diferencias de fase entre los haces que rebotan en los espejos y por lo tanto

éstas pueden ser medidas en el detector.



38

En los proyectos que en la actualidad en esta direccién existen, como el Virgo
[11] o el proyecto del Max Planck Institute [12], la separacién entre las masas es de

~ 10%cm.

En estrecha relacién con el disefio de detectores de ondas gravitacionales estd el
obstaculo denominado por Braginshy [13] como limite cuantico. Podemos formular
el tema del limite cudntico como sigue: se desea medir una fuerza clasica (onda gra-
vitacional) permitiéndole, por ejemplo, actuar sobre un oscilador mecénico cuantico
y monitorendo experimentalmente una o mas observables de este oscilador. Pero el
Principio de Incertidumbre de Heisenberg limitala precisiéon con la cual la amplitud de
un oscilador puede ser observada. La pregunta que entonces aqui surje es la siguiente:

Jlimitard este hecho la precisién con la cual se medira la fuerza en cuestion?

La respuesta a esta ultima pregunta es sl y sus consecuencias son potencialmente
desastrosas [14]. La busqueda de una solucién a este problema ha permitido desarro-

llar la llamada técnica cudntica de no-demolicién [15].

Es importante mencionar que este problema surge al considerar las propiedades

cuanticas del detector y no del sistema a ser medido.

En conexién con la deteccién de radiacion gravitacional existe un punto adicional
que debe ser considerado, el campo gravitacional también constituye un sistema
cuantico y este hecho debe ser tomado en cuenta si se desea tener un modelo consis-

tente de este proceso de medicidn.

Existen ya trabajos {16] que consideran restricciones sobre la medibilidad del

campo gravitacional como consecuencia de sus propiedades cuanticas.

Sin embargo, no existe todavia un analisis detallado de las consecuencias que sobre
el proceso de medicién de radiacidén gravitacional tiene el hecho de tomar en cuenta

las propiedades cudnticas de las ondas gravitacionales.

Resumiendo, el analisis del proceso de medicién de ondas gravitacionales debe
contemplar no solo las propiedades cuanticas del aparato de medicién sino también
el hecho de que la radiacién gravitacional constituye en esencia un sistema cuantico.

Esto 1ltimo no ha sido todavia hecho.
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3.3 Problema del tiempo en gravedad cuantica.

La invariancia coordenada general que yace detras de la Teoria de la Relatividad
General crea problemas bdsicos en el analisis de la dindmica del campo gravitacional.
Usualmente, la especificacién de la amplitud del campo y de su primera derivada
temporal en un instante de tiempo dado bastan para determinar la evolucién tem-
poral de este campo visto como una entidad dindmica. Sin embargo, en el caso de
la Relatividad General ésto no es asi [17], ya que el campo métrico puede ser mo-
dificado en cualquier instante de tiempo simplemente realizando una transformacion
de coordenadas. Esta operacién no involucra ningun cambio en las cantidades fisicas
medibles, ya que corresponde tinicamente a una transformacién bajo la cual la teoria
es invariante. Por lo tanto es necesario que el campo métrico sea separado en aquellas
partes que transportan la informacion dindmica verdadera y las que caracterizan al
sistema coordenado. A este respecto, Relatividad General es andloga a la teoria elec-
tromagnética [18]. En particular, la invariancia coordenada juega un papel similar
al de la invariancia de norma del campo electromagnético. En este iltimo caso, la
invariancia de norma produce dificultades al tratar de separar los modos dinamicos
independientes, ain cuando aqui la linealidad de la teoria simplifica el analisis. En
ambos casos, el efecto de las propiedades de invariancia es introducir variables re-
dundantes en la formulacién original de la teoria con la finalidad de garantizar que
las propiedades de transformacion correctas sean mantenidas. Es este choque con
el nimero mas pequenio de variables necesitadas para describir la dindmica lo que
dificulta el analisis.

Una determinacion precisa de los modos dinamicos independientes del campo
gravitacional se obtiene cuando la teoria es formulada de manera candnica [19], y
por consiguiente involucra el nimero minimo de variables que especifican el estado
del sistema. Dos aspectos son esenciales en este formalismo canénico: .(i) las ecua-
ciones de campo son de primer orden en las derivadas temporales y, (ii) el tiempo
ha sido privilegiado de tal manera que la teoria estd ahora expresada en una forma
3 + 1 dimensional. El primer requisito puede ser conseguido en Relatividad General,
puesto que su Lagrangiano puede ser escrito en una forma lineal en sus derivadas

temporales (lo que se conoce como la forma de Palatini [8]). Por su covariancia
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ante transformaciones arbitrarias de coordenadas, Relatividad General es analoga a
la forma parametrizada de la mecénica cldsica en la cual el hamiltoniano y el tiempo
son introducidos como un par de variables conjugadas asociadas a un nuevo grado de
libertad [20].

La accién usual para Relatividad General es

= [dzr= /d“:c\ﬁ—ER. (3.61)

De esta expresion se pueden obtener las ecuaciones de Einstein si se consideran
variaciones respecto a la métrica. Pero estas son ecuaciones de segundo orden. El
punto consiste en obtener ecuaciones las cuales posean dos propiedades: (i) sean ecua-
ciones de primer orden y, (ii) estén resueltas explicitamente para las derivadas tempo-
rales. Esto puede conseguirse y para éllo consideramos a los simbolos de Christoffel,
I'5,, como cantidades independientes en el principio variacional, entonces se puede

re-escribir la accién como sigue

= / dizg™ R, (T), (3.62)

donde R, (I) =T¢,, —T%, , +ToT%, — T2 10

wy,o poe,v

Las cantidades apropiadas para el campo de Einstein son las siguientes [18]

g9ii = "9, N = (—4900)_%> Ni = ‘g, (3.63)

T = /=1 (*Th, — 6y T7507*)9 797" (3.64)
Donde el superindice 4 indica que la cantidad en cuestién es 4-dimensional.

La métrica completa, es decir, *g,, y también *g#*, pueden ser escritas empleando

las definiciones recién introducidas
900 = —(N? — N;N¥), (3.65)

. N
4 0z
=N (3.66)
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1
g% = TN (3.67)
ij i NN
4g ! = g T~ N2 3 (368)

En funcién de estas cantidades la Lagrangiana de la Relatividad General puede

re-escribirse como

L =1/~ *R = —g;;0m — N;R® — N;R' — 2(x" N; — 5T+ NE/g) .. (3.69)

siendo R® = —,/g[ °R + g~'(in* — n¥my)], R = —27% ;, 7 = «* ;, y | indica la
derivada covariante usando la métrica espacial g;;.

El anélisis geométrico muestra que 77 y g se transforman como tensores ante
todas las transformaciones que dejan las superficies ¢ = cte. sin cambio. En tanto
que, N y N* describen como el sistema coordenado debe ser continuado fuera de la
superficie t = cte.

Podemos ahora definir la densidad hamiltoniana asociada a la Relatividad General

[18]

1 . 1 s 1 .
Hg = \/§[N (—3]?, — g—1[§7r2 — 7r”7rij]> —2N; (g”%r”) + Z(g_’-’Nﬂr”) }
B li
(3.70)

Al llevar a cabo la variacién respecto a N y V; obtenemos las siguientes ecuaciones

. 1

(g-%w'f) = 0. | (3.72)

Las ecuaciones dindmicas son entonces

. oH 1L 1
Ggi; = W,G. = 2¢ 2N<7rl-j — —Q-gijw) + Ni]j + Nj]i, (373)
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) S| L1 . L
= -Ng~3( ®RY - 5 G Rg") + -Z-Ng_%gm(ﬂlmﬂ'zm — §7T2) ’

§Hg
6
—2Ng‘ﬂﬂ“ﬂt‘%”””)+950Vmi—gﬁNﬁ)+g%@‘5N%“Nz—

mINT = N L (3.74)

7 =

Estas tltimas 4 expresiones son equivalentes a las ecuaciones de Einstein en el
vacio. Las expresiones (3.67) y (3.68) son constricciones y nos indican que no hemos
“aislado” los verdaderos grados de libertad dinamicos en nuestra eleccién del espacio
de configuracion.

En el caso de las ecuaciones de Einstein, existe una arbitrariedad de norma en
nuestra eleccién del campo g¢;;. Esto sugiere que debemos tomar al espacio de con-
figuracion de la Relatividad General como el conjunto de clases de equivalencia, 7zl-j,
de métricas Riemannianas, en donde dos métricas son consideradas equivalentes si
pueden ser transformadas una en la otra mediante un difeomorfismo. KEste espacio
de configuracién es conocido como superespacio [21]. Al usar el superespacio como
el espacio de configuracién eliminamos la constriccién dada por la expresién (3.68).
Sin embargo, la constriccién (3.67) no desaparece y puede ser contemplada como una
consecuencia de la arbitrariedad involucrada en la eleccién en la forma de “rebanar”
el espacio-tiempo en espacio y tiempo. Es cuadratica en lo momentos y parece que
no es posible encontrar una eleccién de espacio de configuracién para la Relatividad
General en la cual unicamente los verdaderos grados de libertad dinamicos estén pre-
sentes en el espacio fase. La presencia de la constriccién dada por la expresion (3.67)
parece ser una caracteristica inevitable de la formulacion hamiltoniana de la Relativi-
dad General y genera serios obstaculos para la formulacidn de una teoria cudntica de
la gravedad mediante el formalismo de la cuantizacién canénica [22].

Resumiendo, la invariancia clasica ante difeormorfismos de la Relatividad General
implica la existencia de constricciones: el Hamiltoniano total debe ser nulo. En la
teoria cuantica, las constricciones son implementadas ¢ la Dirac como restricciones

sobre las funciones de onda permitidas. La funcién de onda entonces obedece la
ecuacién de Wheeler-DeWitt [21, 23]

Hip = 0. (3.75)
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donde H denota la constriccién hamiltoniana. En Relatividad General clasica, los
espacio-tiempos pueden ser parametrizados por coordenadas temporales arbitrarias.
Sin embargo, como ya hicimos notar, a nivel de gravedad cuantica ya no existen
los espacio-tiempos, y por lo tanto, no hay un pardmetro temporal disponible para
parametrizarlas, es decir, la ecuacién de Wheeler-DeWitt es “atemporal”, carece de

un parametro el cual pueda identificarse como el tiempo.

3.4 Modelo de Decoherencia.

Fue Dirac [24] quien postuld al Principio de Superposicién como el principio funda-
mental de la teoria cudntica. Este principio define la propiedad mas importante de sus
“vectores-ket”, los cuales el supuso que forman un marco cinematico general y com-
pleto para caracterizar a los estados fisicos sin importar la base de la representacion.
A pesar de su éxito, pronto resulté claro que no todas las superposiciones concebibles
existen en la naturaleza. Esto obligd a la gente a postular la existencia de reglas de
superseleccidn [25]. Existen también intentos por derivar algunas de estas reglas de
superseleccién a partir de otros principios, los cuales son algunas veces postulados en
teorfa cuantica de campo [26].

Las reglas de superseleccion mas fundamentales parecen excluir superposiciones
de estados con diferente carga eléctrica o con spin entero y semi-entero. Por ejemplo,
superposiciones de un protén y un neutrén nunca han sido encontradas en la natu-
raleza, ain cuando han probado ser muy utiles como representaciones del grupo de
spin isotopico. La teoria de supersimetrias [27] requiere de la existencia de superposi-
ciones de bosones y fermiones, aun cuando tampoco se espera que se les encuentre
como objetos reales.

Otras restricciones del principio de superposicién estan definidas con menor cla-
ridad. Entre éllas estd, primero que todo, la exclusién de superposiciones de estados
clasicamente diferentes, tales como el caso del famoso gato de Schrodinger, o atin
mas, el caso de un estado compuesto de la superposicién de un gato'y un perro,
como fue sugerido por E. Joos [28]. Esto con frecuencia es simplemente considera-

do como una consecuencia de la suposicién de que la teorfa cuantica no se aplica a
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objetos macroscépicos. Sin embargo, esta ultima afirmaciéon no solo contrasta con
la supuesta universalidad de la naturaleza de la teoria cudntica, sino que ademas no
es compatible con la idea de que los cuerpos macroscépicos estan compuestos por

muchos dtomos, y por ende deben de forman estados cudnticos de muchas particulas.

. Es posible entonces explicar todas las reglas de superselecciéon como un efecto del
entorno (en la literatura aparece la palabra “environment”) ? Esta es precisamente

la idea detras del programa de decoherencia [30}.

Otros experimentos con objetos cudnticos nos han ensenado que la interferencia
desaparece si, por ejemplo, el paso de un electrén a través de rendijas o de un sepa-
rador de haz tipo Stern-Gerlach es medido. Esto significa que se puede suponer que
el resultado (aqui un cierto paso) se ha vuelto clasico tan pronto como la medicién

ha ocurrido irreversiblemente.

Pasemos a explicar un poco acerca de lo que se entiende por decoherencia. Un ob-
jeto macroscopico puede ser considerado formalmente como constituido por dos tipos
diferentes de sistemas dindamicos [29], uno de éllos descrito por coordenadas colectivas
y el otro por coordenadas microscépicas. De aqui en adelante los denotaremos por
sistema, colectivo y entorno, respectivamente. Si los dos sistemas estdn desacoplados
entonces, el hamiltoniano total es la suma de dos términos, H = H, + H., donde H,
depende unicamente de variables colectivas y su valor promedio nos proporciona la
energia mecédnica, mientras que el valor promedio de H, nos da la energia interna,
tal como es definida en termodinamica, y es una funcién exclusivamente de las vari-
ables microscopicas. La ausencia de acoplamiento entre estos dos sistemas implica
que no existe intercambio de energia entre ellos. La disipa.cién térmica es debida a la
existencia de un acoplamiento entre los dos sistemas en el hamiltoniano real, el cual
debe ahora de escribirse como H = H, 4+ H. + H;n:. Es obvio que este acoplamiento
debe ser tomado en cuenta para describir la existencia de los efectos de friccién en
mecanica clasica. Sin embargo, este término genera también un efecto dramético
sobre la superposicién de dos estados macroscépicamente diferentes, el cual recibe
el nombre de decoherencia, y consiste en que destruye las superposiciones cuanticas
que a nivel macroscépico se pudiesen presentar y se puede explicar a grosso modo
de la manera siguiente: ain si las funciones de onda del entorno para dos estados

macroscépicamente diferentes resultan ser coherentes para cierto instante de tiempo
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(atin si su fase relativa est4 bien definida como para permitir posibles interferencias),
éstas se volverdn rapidamente ortogonales como consecuencia de su acoplamiento con
los diferentes valores de las observables macroscopicas colectivas.

Consideremos un ejemplo sencillo, y para éllo tomemos una bola metélica la cual
cuelga de un hilo también metalico, es decir tomemos un péndulo [31]. El dngulo,
6, entre el péndulo y la vertical serd la unica variable colectiva, asi como también su
momento canénico conjugado. Todas las restantes variables seran consideradas como
microscdpicas.

El estado inicial de este péndulo sera de velocidad nula y un angulo inicial 6.
Esto puede describirse en el formalismo cuantico de una manera sencilla usando una
funcién de onda gaussiana en la variable 8, con valor promedio 6y y momento promedio
nulo. Como estado inicial del entorno tomaremos el estado base. Es decir, el estado

inicial de todo el objeto es

[%(0) >= [dg, > ®|0 >, (3.76)

donde el primer vector de estado representa la funcion de onda colectiva gaussiana y
el segundo el estado base del entorno.

Comenzando de este estado, el péndulo empieza a oscilar. Las oscilaciones defor-
man el hilo, desde el punto de vista cuantico estas oscilaciones son excitaciones del
entorno, es decir fonones, la materia que constituye el hilo empezard a calentarse.
Pueden ser descritas mediante un hamiltoniano de acoplamiento entre el péndulo
colectivo y el entorno interno. Desde el punto de vista clésico, esta disipacién es
debida a la fuerza de friccidn, la cual es proporcional a la velocidad del péndulo y
opuesta a élla.

La ecuacién clasica de movimiento es

20 df :
m(—— F A4 w29> = 0. (3.77)

Consideremos ahora un instante de tiempo ¢, en el cual la disipacién ya ha comen-
zado a tener cierto efecto y por lo tanto una pequefia parte de la energia del péndulo
ha sido ya transferida al entorno. Este ya no se encontrara en su estado base sino

en otro estado, el cual cldsicamente tiene una bien definida energia promedio W(t).
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Si se expande la solucién de la ecuacién completa de Schrodinger para el péndulo en

funcién de los eigenestados de energia del entorno, uno entonces espera obtener algo

como [28]

[(8) >= 3 ¢;(t)|g; > Olw; >, (3.78)

donde |¢; >, representa una funcién de onda normalizada, la cual depende de la
variable 8, con valores promedio < § > y < 0 >, cerca de los valores clasico 6(t)
y 9; |w; > denota un eigenestado del hamiltoniano del entorno, con energia w;, y
¢; es una amplitud de probabilidad. Esta amplitud es diferente de cero solo cuando
los valores de la energia interna, w;, estan cercanos a la energia W(t) transferida
clasicamente por friccion durante el intervalo de tiempo t.

El operador de densidad inicial estd dado por

p(0) = [4(0) >< ¥ (0)]. (3.79)

Aqui aparece una idea sencilla pero muy importante: al calcular las propiedades
estadisticas de la medicion de una observable colectiva A., o cuando se calcula la
probabilidad de una propiedad involucrada con élla, uno calcula una cantidad de la

forma

Tr(pA.). (3.80)

donde la observable A. conmuta con las observables del entorno. Se puede calcular la
traza dada en la expresién (3.76) en dos pasos: (i) se calcula el llamado operador de
densidad colectivo (u operador de densidad reducido) realizando primero una traza
parcial sobre los grados de libertad del entorno, esto es: p. = Trep, (i1) uno puede
obtener el valor promedio deseado al llevar a cabo la traza final sobre el espacio de
Hilbert colectivo para obtener T'r.p.A. = Tr(pA.). El operador de densidad reducido
jugard un papel fundamental en la teoria de decoherencia.

Tomando en cuenta la expresién (3.79) para el operador de densidad y la forma
explicita dada por (3.76), se encuentra que al tiempo inicial el operador de densidad

reducido esta dado por
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pe(0) = |pg, >< b, ], (3.81)

claramente se puede ver que a nivel colectivo éste es un estado puro. Sin embargo, un
instante de tiempo ¢ después, la expresién (3.78) nos dice que el operador de densidad

reducido describe ahora una mezcla

pe=_lei(W)*16; >c< @il (3.82)

J
Pasemos ahora a considerar un caso mads interesante, analizemos la situacién en
la cual el estado inicial es una combinacién de dos estados del tipo recién estudiado,
ambos con velocidad inicial nula y con posiciones iniciales 6; y ;. El entorno lo
consideramos en ambos casos inicialmente en su estado base, de tal manera que el

estado completo inicial estd dado por

[10(0) >= aly1(0) > +b]1h2(0) >, (3.83)
donde |11(0) >= |dg, >c |0 > ¥ |12(0) >= |¢g, > |0 >..

Un instante de tiempo después, se tiene

(1) >= als(t) > +blihs(t) >, (3.84)

siendo, por ejemplo,

(1) >= 3 V)6l () > @fw; >, .

J

Los estados colectivos, |¢§1)(t) >,, dan los valores promedio para 6§ y 6, los cuales
son practicamente iguales a los predichos por la teoria clasica. En cuanto a las
amplitudes cg-l)(t) y cgz)(t), debemos mencionar que son significativamente diferentes
de cero solo para aquellos valores de w; que estén muy cerca de las energias promedio
clasicamente disipadas, es decir de W1 (t) y Wa(t).

Calculando nuevamente el operador de densidad reducido al tiempo 0, (puesto que
el entorno se encuentra en el estado base), la traza parcial sobre el entorno es trivial

y en consecuencia el operador de densidad reducido es



98

p(0)e = lal®|e, >< ¢, | + 16|66, >< ¢, | + ab*[ g, >< do,| + a”bdg, >< do,.
(3.85)
Nétese que representa un estado puro. Calculemos el operador de densidad re-

ducido un instante de tiempo después. La parte diagonal no presenta nada nuevo

pea = 1al? 312080 > D]+ B2 3T (2[00 > 6P, (3.86)
J 7

Evidentemente, representa una distribucion de probabilidad para la posicién que
estd concentrada en torno a los dos posibles valores que uno esperaria de las dos
ecuaciones cldsicas de movimiento, con probabilidades respectivas |a|* y |b]%.

La parte no diagonal resulta ser mucho mas interesante. La expresién
1
|Z/)1 ZC ¢( ) > ®'w] ey

involucra eigenestados de energia del entorno unicamente con eigenvalores en la vecin-
dad inmediata de Wi (t), en forma anéloga para [1)2(¢) >. Cuando ¢ es suficientemente
grande, de tal manera que la diferencia W;(t) — W5(t) es maés grande que las fluctua-
ciones cuanticas en la energia del entorno, la traza parcial sobre el entorno suprime los
términos no-diagonales. Esto puede verse al escoger a los eigenestados de energia del
entorno como una base para calcular la traza parcial. Tomando, por ejemplo, la parte
no diagonal de p. proveniente de |11 (#) >< 1,(t)], uno encuentra una contribucidn al

operador de densidad reducido dado por la expresién

ab S Vet M S < ¢l (3.87)

J

(1)

Pero como ya hemos visto, los coeficientes c; ’ son diferentes de 0 solamente cuando

’ . 2
w; esta cercano a Wi(t), en cuyo caso los coeficientes c§- )

, que los multiplican, seran
cero. Es decir, los términos no diagonales se anulan.

La diagonalizacién dinamica espontanea del operador de densidad reducido es
siempre la manifestaciéon principal de la decoherencia, y aparece claramente como un
producto de la disipacién. Es a veces llamado la generacion espontanea de una regla

de superseleccién [32]. La existencia de este efecto no requiere que la disipacién sea
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grande, puesto que todo lo que se necesita es que la diferencia Wy(t)—W;(t) sea grande
comparada con la dispersién en la energia interna. Es claro que, desde el punto de
vista matematico, la clave en el argumento es la alta densidad del espectro de energfa,
lo cual implica que las fluctuaciones en la energia son pequenas comparadas con la
energia interna promedio [28].

Los sistemas macroscépicos mas obvios para los cuales la disipacion es despreciable
son superfluidos y superconductores. También son los sistemas para los cuales uno

esperaria que la decoherencia no se presente.

Una consecuencia obvia de este tipo de modelo es la amplia validez de la deco-
herencia para objetos macroscépicos (y a menudo también para microscépicos, como
es el caso de moléculas quirales [33]).

La aparicion sistematica de la decoherencia ante la presencia de disipacion apunta
a un cierto tipo de universalidad y dominio de validez que excede con mucho lo que
aqui sea ha presentado [28]. Decoherencia proporciona una respuesta a uno de los mas
dificiles problemas que han plagado a la teoria cuantica durante afnos, explica porque
no se observan en la naturaleza situaciones fisicas que correspondan a la superposicion
cuantica de estados macroscépicamente diferentes.

El formalismo que aqui ha sido bosquejado puede extenderse a sistemas con un
numero infinito de grados de libertad. En particular, es posible probar, por ejemplo,
como la superposicién entre intensidades del campo electomagnético, dentro del marco

de QED, son suprimidas mediante la interaccién con campos de materia cargados [34].

Notemos que la interpretacién de Copenhagen de la mecdnica cuantica requiere de
una estructura dada para el espacio-tiempo, puesto que asume la existencia a priori
de agentes de medicidn clasicos. Pero por otro lado, como ya antes mencionamos se
cree que el espacio-tiempo debe ser descrito por la teoria cudntica a nivel fundamen-
tal. Puesto que la interaccidon gravitacional es, cldsicamente una manifestacién de la
curvatura del espacio-tiempo, entonces su cuantizacién debe conducir a una teorfa
cuéntica del espacio y del tiempo. Sus propiedades clasicas, dentro del contexto del
modelo recién esbozado, deben de emerger como consecuencia de la decoherencia (ésto
no podra ser una aparicion en el tiempo ya que el mismo tiempo debe surgir en esta
transicion).

Hemos ya comentado también como el concepto de tiempo se pierde al intentar
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cuantizar al campo gravitacional mediante un formalismo candnico. La ecuacién de
onda que se satisface es la Wheeler-DeWitt, expresién (3.75). Una funcién de onda de
este tipo estara extendida sobre todo el espacio de configuracion, el superespacio, y
no exhibird ningin comportamiento clasico, no tendrd un pico alrededor de una cierta
sucesién de 3-espacios, los cuales pudiesen dar pie a un espacio-tiempo clasico. La
pregunta que entonces aqui surge es la siguiente: ;jcomo se puede entender la aparicién
de un espacio-tiempo clasico a partir de un modelo cuantico de la gravedad?

Nuevamente recurriremos al modelo de decoherencia. La idea basica es que la
gravedad se acopla universalmente a toda forma de energia. La gravedad es “me-
dida” y una superposicion general de estados gravitacionales cuanticos sera suprimi-
da (decohered) y se producira una localizacién de la funcién de onda en el espacio de
configuracion, después de que los grados de libertad de la materia (que aqui juegan
el papel de entorno) sean integrados. Esta idea fue propuesta por Joos y Zeh [35], ¥
puede ser esbozada como sigue.

Supéngase que un campo gravitacional homogéneo (todo dentro del marco New-
toniano de la gravedad) se encuentra en una superposicién de diferentes intensidades

de campo y localizado en el interior de una caja de lado L.
Y >=cilg > + g’ >. (3.88)
Una particula de masa m, en un estado |{ >, la cual se mueve en el interior de
este volumen, “mide” el valor de g, puesto que su trayectoria depende de la métrica .

> 10> lg> 16 > (3.89)

Esta correlaccion destruye la coherencia entre ¢ y ¢’, v la matriz de densidad
reducida toma la forma siguiente (después de que muchas interacciones son tomadas

en cuenta)

p(9,9'.t) = p(g,g',0)eap(—L(g — ¢')*t), (3.90)

. 3 . ,
siendo I' = nL4(2Z;”T)2, para un gas con densidad de particulas n y temperatura
T'. Por ejemplo, para aire bajo condiciones ordinarias y L = lcm, se obtiene que

la. coherencia remanente tiene un ancho igual a % = 107%. Este ejemplo muestra
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como este mecanismo dinamico nos conduce al comportamiento cldsico del espacio-
tiempo. Es evidente que un tratamiento correcto requiere el uso de la ecuacion de
Wheeler-DeWitt. Aqui el parametro tiempo debe ser reemplazado por alguna varia-
ble intrinseca del universo. Resumiendo, la geometria del espacio-tiempo toma un

caracter clasico debido a que el universo no es vacio.

El primer punto que en la aplicaciéon del modelo de decoherencia al caso gravita-
cional debemos resolver es la siguiente: ;cuales grados de libertad seran los relevantes
y cuales no lo seran? Después de todo, la descomposicion de un sistema en variables
colectivas y su respectivo entorno es hasta cierto punto arbitraria. Sin embargo, parece
ser que el factor de escala del universo es uno de los grados de libertad relevantes. Los
grados de libertad irrelevantes pueden estar conformados por “multipolos de érden
superior”, los cuales pueden ser encontrados llevando a cabo una expansion de la
métrica 3-dimensional en armdnicos esféricos. Estos multipolos describen entonces

perturbaciones en la densidad y ondas gravitacionales [36].

La cantidad de literatura que sobre decoherencia existe en cosmologia cuantica
es enorme. No obstante, debemos mencionar algunas de las areas en las cuales este

formalismo ha dado resultados relevantes.

Usando el método de influencia funcional Fukuyama y Morikawa [37] han es-
tudiado las posibles consecuencias para la flecha del tiempo que el mecanismo de
decoherencia podria tener, asi como la relacion entre decoherencia y correlaciones.
Modelos de minisuperespacios de dimensionalidad superior han sido también ya es-
tudiados [38]. El papel de la decoherencia en el marco del universo temprano y su

influencia en la formacién de estructuras ha sido también ya discutido [39].

Para finalizar quisiéramos resaltar la importancia que el papel de la decoherencia
podrfa jugar para explicar el origen de la irreversibilidad en el universo [40]. Puesto
que la entropia del universo actualmente (definida por sus grados de libertad rele-
vantes) es todavia extremadamente pequenia comparada con su valor maximo posible
(el cual se alcanzaria si toda la masa del universo se presentase en la forma de un
hoyo negro), la evolucién del universo debe de haberse iniciado a partir de un estado
con entropia casi nula [41]. Una posible explicacién de este hecho podria invocar a
la teoria cuantica de la gravitacién. Se ha argumentado que una simple condicién de

frontera en el limite ¢ — 0 (donde « es el factor de escala del universo) para la funcién
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de onda del universo bastaria para explicar la flecha del tiempo observada, y ademas
podria conducir a efectos cuanticos macroscépicos cerca del punto de regreso de un
universo clasico recolapsante. Tal condicién de frontera fue ya propuesta [42] y pode-
mos explicarla a grosso modo diciendo que élla afirma que la funcién de onda para
valores pequenos de a depende exclusivamente de . La funcién de onda es entonces

independiente, en este limite, de los multipolos superiores antes mencionados.

Para un estado creciente del universo, el estado total se “enreda” con estos grados
de libertad adicionales, y la decoherencia para el “subsisfema relevante” puede ser
identificada después de que la parte “irrelevante” es integrada. La entropia local
conectada con el factor de escala y otras variables relevantes, tal cual es calculada a
partir de la matriz de densidad reducida en forma estandar, S = —kgTr(pinp), se

incrementa dando origen a la flecha del tiempo del universo observada.



Capitulo 4

Medibilidad de ondas

gravitacionales.

4.1 Introduccién.

La deteccién de ondas gravitacionales juega en estos momentos un papel muy im-
portante en la fisica contempordnea y los dispositivos experimentales que para su

deteccién se han disefiado muestran un gran adelanto técnico.

En afios recientes el peso en el disefio de estos detectores se ha inclinado hacia
el lado de los llamados interferémetros laser [10]. En algunos de estos experimentos
[12, 43] el tiempo de observacién aparece como una variable que puede ser movida a
conveniencia del experimentador. En la propuesta de Balakin [43], esta caracteristica
es especialmente pronunciada, ya que en su experimento, para tener un efecto que
permita detectar a las ondas gravitacionales éste se debe dejar correr por un lapso
de un afio, ain cuando éste podria durar menos tiempo, pero el efecto de las on-
das gravitacionales sobre la fase del campo electromagnético seria dificil de medir.
Todo lo anterior significa que el tiempo caracteristico del experimento puede ser es-
cogido tan grande o tan chico como se desee, sin que éllo tenga consecuencias sobre

el experimento.

La aplicacién del llamado formalismo de integral de trayectoria restringida (FITR)

[44] al caso de un campo electromagnético [45] muestra caracteristicas que permiten

103
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cuestionar el manejo que en los experimentos antes mencionados se hace del tiempo

caracteristico, es por ello que vale la pena que éstas sean mencionadas.

En los dos trabajos antes mencionados [45] se considera el caso en el cual un campo
electromagnético es medido en cada punto de una cierta regién del espacio-tiempo.
El efecto del campo sobre el aparato de medicién y su back reaction son tomados
también en cuenta, y como parte de los resultados se obtuvo una estimacion de la
medibilidad del campo electromagnético por cualquier dispositivo experimental que
no deforme el campo medido més alld del efecto que aparece como resultado del error

experimental.

Los resultados obtenidos concuerdan con los de Landau y Peierls [46], y por lo
tanto discrepan con los de Bohr y Rosenfeld [47]. Una parte muy importante de lo
obtenido radica en el hecho de que el tiempo de medicién (tiempo caracteristico del
experimento) y la longitud caracteristica del dispositivo experimental son pardmetros,
que en lo que se refiere a la definicion de la dispersion de los resultados experimentales,
no son independientes uno del otro. Expliquémos esto con mayor detalle: la dispersién
de los resultados experimentales tiene un minimo, el cual es una funcion del tiempo
caracteristico y de la longitud caracteristica del experimento. Es decir, para que en un
experimento (en el cual el equipo experimental tiene una determinada resolucién) se
obtengan resultados que tengan la menor dispersién (varianza) posible se debe cumplir
una relacién entre la resolucion del equipo experimental, el tiempo caracteristico y
longitud caracteristica del experimento. Si ésto no se cumple, entonces los resultados

experimentales presentaran una dispersién mayor que el minimo posible.

Pasemos ahora al caso de ondas gravitacionales. Como hemos ya visto, podemos
plantear entre el caso de ondas electromagnéticas propagandose en un espacio-tiempo
plano en el vacio y el caso de un campo gravitacional débil también en el vacio varios
puntos de coincidencia: (i) los dos campos pueden considerarse como definidos sobre

un espacio-tiempo plano, y (ii) ambos satisfacen la ecuacién de onda homogénea [8].

Si consideramos ahora lo obtenido en [45] para el caso electromagnético y recor-
damos también las analogias recién mencionadas entre ondas electromagnéticas y
campo gravitacional débil, resulta claro que el tratamiento del tiempo caracteristico
de un proceso de medicién asociado a un experimento disefiado para detectar ra-

diacién gravitacional como un pardmetro movible sin ninguna consecuencia resulta
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un poco “sospechoso”.

Otro aspecto que en relacién con la deteccion de ondas gravitacionales es in-
teresante mencionar concierne el problema de la cuantizacién del campo gravita-
cional. A este respecto se argumenta siempre que las ondas gravitacionales consti-
tuyen un sistema predominantemente clasico [48]. Sin embargo, podemos en este
punto plantearnos la siguiente pregunta: ; es posible que en algunos experimentos
de deteccién de radiacién gravitacional el cardcter cuantico del campo gravitacional
pueda aparecer en escena? Esta pregunta puede reformularse de la siguiente manera:
;cudl es la probabilidad de obtener en un experimento de medicién de radiacién grav-
itacional una configuracién del campo que no constituya una solucién a las ecuaciones
linealizadas de Einstein? Otra pregunta que en este contexto podemos formular es
la siguiente: ;la onda gravitacional se manifestara siempre como un sistema clasico
sin importar la resoluciéon que el aparato experimental presente? Es decir: | que
condiciénes debe satisfacer la resolucién del aparato experimental para que las carac-
teristicas cuanticas de la onda gravitacional aparezcan en escena? Todas las preguntas
anteriores permanecen hasta este momentosin contestar y en este capitulo les daremos

respuesta.

La idea consiste en analizar la medibilidad de una onda gravitacional mediante

FITR. Esta formulacion nos permitira obtener varios resultados:

(1) deduciremos la densidad de probabilidad asociada a la posibilidad de obtener
como resultado de un proceso de medicién de una onda gravitacional una cierta con-
figuracién del campo y concluiremos que la probabilidad maxima coincide con aquella
configuracion del campo gravitacional que es solucién de las ecuaciones linealizadas

de Einstein;

(ii) mostraremos que la dispersién de los resultados experimentales presenta un
minimo, el cual es una funcién del volumen 4-dimensional en el cual el experimento

es llevado a cabo;

(i) encontraremos como consecuencia del punto anterior que, el proceso de -
medicién se encuentra dividido en tres regiones, (a) una regién clasica en la cual
la dispersion en los resultados experimentales es primordialmente consecuencia de
la resolucién del aparato experimental, es decir mejorar la resolucién del aparato

experimental tiene como consecuencia una reduccién en la dispersién, (b) una region
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cuéntica en donde la dispersién aumenta si la resolucién del aparato experimental se
reduce y, (c) finalmente una regién que yace entre las dos antes mencionadas y que
fija la relacién que nos proporciona la minima dispersion;

(iv) podremos definir un parametro el cual nos permitira calcular la dispersion
asociada a cualquier dispositivo experimental destinado a la deteccidén de radiacion
gravitacional. Por ejemplo, lo podremos aplicar en los llamados interferémetros-laser
pero también en los detectores tipo barra resonante [49, 50] y en el denominado
Doppler tracking of spacecraft [51], y en consecuencia ésto nos permitird comparar la
dispersién entre los diferentes proyectos experimentales que en esta direccion existen
y conocer cual de ellos presentara la dispersién en sus resultados experimentales mas
pequena;

(v) podremos también determinar si es posible introducir en este tipo de propuesta
algina modificacién, es decir un cambio en los parametros experimentales, la cual
permita reducir la dispersion;

(vi) todo lo antes mencionado también nos permitira entender porque el tiempo
caracteristico y la longitud caracteristica del experimento no son, en cuanto a la

determinacién de la dispersion, parametros independientes uno del otro.

4.2 Formulacién del problema

El punto de partida serd la funcién accién de un cierto campo h

ﬂM:iLd%LUuam. | (4.1)

La dinamica de este campo esta dada por

A:/ﬂmmmwmu (4.2)
en donde la integral debe calcularse sobre todas las configuraciones del campo [44].

Aqui es importante mencionar que por comodidad estamos empleando unidades Plan-

ckianas, es decir tenemos G =1,¢c=1,y A = 1.
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Como mencionamos anteriormente, la dinamica del campo esta dada por esta
{iltima expresién solo en aquellos casos en los cuales no existe un proceso de medicion.
Claramente todas las configuraciones son equiprobables. La presencia de un aparato
de medicién y su interaccion con el campo h implicaria que esta equiprobabilidad ya
no es valida.

Sabemos que se puede considerar la influencia de un dispositivo de medicién sobre
la dindmica del campo restringiendo la integral de trayectoria dada por la expresion
(4.2). Este punto constituye la idea fundamental detras de FITR [44].

Consideremos ahora la introduccién de un dispositivo experimental, y la influencia
de éste se puede tomar en cuenta mediante una funcional de peso w,[h] [45]. Es decir,
esta funcional toma en cuenta la condicién de un proceso de medicién continuo. La

dindmica del campo sera ahora

Ao = / d[R]wa[hexp(iS[h]). (4.3)

Aqui A, es la amplitud de probabilidad asociada a un proceso de medicién en el
cual el resultado experimental estd dado por a. En otras palabras, la probabilidad
de obtener como resultado de la medicién la configuracién del campo dada por « es
P, = |A.%

Entre més probable sea la configuracién [k], de acuerdo con a, mayor serd w,|h].
Esto significa que el valor de w, [h] es aproximadamente 1 para aquellas configuraciones
[k] que concuerden con el resultado experimental a y sera cero para aquellas que
no lo sean. Evidentemente, toda la informacién concerniente al experimento esta
contenida en w,[h]. Esto implica que si deseamos tener un analisis exacto de un
proceso de medicién necesitamos primero determinar la w,[h] asociada al dispositivo
experimental a ser usado. Es decir, la funcional en cuestién depende del experimento
que se desee llevar a cabo.

Esto nos permite calcular las probabilidades asociadas a diferentes resultados ex-
perimentales [6]. Solo necesitamos calcular la expresién (4.3) bajo las mismas condi-
ciones de frontera y la misma region de integracion pero tomando en cuenta diferentes
resultados de medicién a.

Pasemos ahora a definir lo que en el caso de ondas gravitacionales sera el campo h.

Puesto que el punto a analizar es la medibilidad de ondas gravitacionales, resulta claro
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entonces que estaremos en el caso de campos gravitacionales débiles y en consecuencia
la métrica tendra la forma siguiente g,, = 9. + k.., en donde se tiene la condicién
|hu| << 1. Todas nuestras cantidades las evaluaremos hasta segundo orden en h. Es
decir, siempre permaneceremos en el ambito de la teoria linealizada de Einstein.

El Lagrangiano serd entonces L[h] = \/=¢R, donde R es el escalar de curvatura
y g el determinante de la métrica [8].

El escalar de curvatura esta dado, bajo las condiciones de la teoria lineal de

Einstein, por

1 1
R 90"hyy ~ 50°0,h + 00KV h) — %a”af(h”hw) +

%8“(hw&h”)%h“’&&h + S (0h7)(B:h) - H(@h)(07h) +

SOR)@A™) — (@B Y O™) (Db ) (D1, (4.4)

donde hemos definido A = AY ,.

Sabemos que en la teoria lineal de Einstein las componentes del tensor de Riemann,
y por lo tanto también el escalar de curvatura, son invariantes ante una transformacién
de norma [8]. Utilizaremos esta libertad de norma para simplificar la expresion (4.4).
Para éllo definamos el siguiente campo hy, = hy,, — In,, k. Si ahora introducimos las
cuatro condiciones de norma ('3"71W = 0, las cuales son a veces denotadas como norma
de Lorentz (atn cuando también reciben el nombre de norma de de Donder o norma

arménica), entonces simplificamos la expresién del escalar de curvatura

1 - _
R~ ———2—(8“h,,7)(8uh”). (4.5)
Podemos ahora escribir la expresién para la accién

4 ___1__ 4 0", YT
/QLd 2= SQW/Qd (8 R, ) (8,5°7). (4.6)

La dinamica del campo es entonces

A= d[ﬁ]a(a"im)exp[—g% [ (0 b 0,57)). (4.7)

Con respecto a la iiltima integral de trayectoria debemos mencionar varios puntos.
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La integracién debe realizarse sobre aquellas configuraciones del campo que sat-
isfacen la norma de Lorentz. FEsto es consecuencia del hecho de que a la hora de
escribir la expresién para el escalar de curvatura hemos simplificado esta expresion
mediante el uso de dicha norma. Por lo tanto, toda configuracion que no la satisfaga
debe ser descartada. El cumplimiento de esta condicion en la integracion. se garantiza
mediante la delta de Dirac que aparece en la expresién (4.7).

La integral debe calcularse sobre todo el 4-volumen en el cual existe onda grav-
itacional, esta region la hemos denotado por §2.

Nétese que la expresién (4.7) incluye la integracion sobre configuraciones que no
serdn solucién a las ecuaciones linealizadas de Einstein. Es decir, estamos de alguna
manera cuantizado el campo gravitacional y sabemos que hasta este momento no
existe una teoria de gravedad cuantica consistente. Esto implica que el calculo debe
ser considerado como una aproximacion, la cual queda justificada por el hecho de que
en el caso de campos gravitacionales débiles podemos considerar a la perturbacién de
la métrica como si constituyése un tensor definido sobre un espacio-tiempo plano y
por lo tanto el tratamiento que de él hacemos es similar al hecho para el caso de un
campo electromagnético [45].

Consideremos ahora el campo vectorial definido mediante la expresién E? =
—57(0"hyr )(0uh7).

En funcién de este campo la amplitud toma la forma

A= d[ﬁ]é(@"/_lxy)exp[i [ Bpdta] (4.8)

La expresion (4.8) es vélida solo cuando no se lleva a cabo ningiin experimento en
el 4-volumen (2.

Supongamos ahora que medimos en forma continua el campo Ez(z) y que este
proceso de medicién da como resultado el campo E(x).

La pregunta que debemos ahora considerar si queremos analizar el proceso de
medicién dentro del marco FITR es la siguiente; ; cual debe ser la integral funcional

a emplear?

En este punto introducimos una hipétesis adicional, la funcional w,[h] tiene la

forma siguiente
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mlh] = eapl—5 [ EE= ey, (L9)

siendo el volumen de la regién 4-dimensional en la cual el experimento es llevado

a cabo y no es el volumen de integracion {2 que aparecié anteriormente. La razén
del cambio en este volumen de integracion es la siguiente: la interaccién entre onda
y aparato de medicién se restringe a aquel 4-volumen en el cual la medicién tiene
lugar, es decir Q y no en toda la regién en la cual existe la onda, es decir Q. Por lo
tanto, con la presencia de un proceso de medicién la regién de integracién solo puede
comprender aquel 4-volumen en el cual la interaccién de medicién tiene lugar [16]. La
cantidad AE? puede ser interpretada como la resolucién del aparato experimental,

asociada a la medicién del campo E [45].

Es evidente que la forma de la funcional wig; depende del dispositivo de medicién
[62] y cldramente no sabemos si las construcciones experimentales involucradas ten-
gan asociada una funcional de la forma dada por la expresién (4.9). Estrictamente
hablando, uno debe analizar situaciones de medicién reales y deducir a partir del
analisis la forma de la funcional. Los resultados de los calculos en el marco del for-
malismo de la integral de trayectoria restringida dependen de la forma elegida para

la funcional.

Nuestro proposito es doble, buscamos no solo una estimacién de la medibilidad
de una onda gravitacional sino también entender si el ya mencionado manejo de
los pardmetros del experimento, como variables independientes una de la otra, no
impone ningin tipo de restricciéon. En una primera aproximacién que analiza al
menos cualitativamente este manejo de las caracteristicas experimentales podemos
considerar a la expresién (4.9) como una aproximacién que nos proporcionard, por lo
menos hasta el orden de magnitud de los efectos considerados, en forma correcta los

resultados.

La experiencia muestra que esta aproximacién es véilida. En el primer trabajo
sobre la medicién de la coordenada de una particula [6], el proceso de medicién fue

descrito empleando como funcional
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0 st no

vl = { L si Jq(t) = a(t) < da (410)

En el siguiente trabajo [7], la funcional elegida fue una funcional gaussiana

2p%lq — al]
Aa? )

Los resultados de los dos célculos coinciden hasta el orden de magnitud, la pre-

walq] = exp[— (4.11)

cisién suficiente para el anélisis de procesos de medicién reales.

Evidentemente que un ejemplo no demuestra nada y el problema de la eleccién de
la funcional debe ser analizado con mayor detalle.

Otro punto que debe ser mencionado es que la forma dada por (4.9) nos permitird
obtener una integral de trayectoria la cual puede ser calculada sin tener que introducir
ningiin tipo de aproximacién matematica.

La amplitud de probabilidad se transforma ahora en

- . 2
Am = / d[ﬁ}s(a%y)emp{fz /Q Elds —% A @—’K—E?—)d“x}. (4.12)

La expresién (4.12) nos proporciona la amplitud de probabilidad asociada a un
proceso de medicién en el cual se obtiene como resultado experimental la configuracién
del campo dada por E. La integral de trayectoria se lleva a cabo integrando sobre Eg,
y para fines de esta integral E es un campo constante.

Con el fin de calcular la densidad de probabilidad introduciremos las siguientes
definiciones h,, = thV) + fuv, donde hffy) son los campos que resultan de minimizar la
expresién (4.6). La motivacién detrds de esta definicién es poder escribir cualquier
campo que aparezca como resultado del proceso de medicién como la suma de dos
términos: (i) el primer término es el campo clasico, y proviene como ya se mencioné
de la minimizacién de (4.6); y (ii) un término extra que representa la desviacién del
campo resultado del proceso de medicién con respecto al caso clésico.

En términos del campo E, la definicién introducida nos permitira escribir E; =
E.+E;y E = E. + e siendo E. el campo solucién a las ecuaciones linealizadas de
Einstein, mientras que las correspondientes desviaciones de los campos E; y E con

respecto al campo clasico son Ef y e, respectivamente.
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Al tomar en cuenta estas definiciones la expresién (4.12) se puede re-escribir como

sigue

Ale] = e:z:p{ S }/d 0(0” fu) e:cp{/ E2 6%:—)—)d4x}. (4.13)

. . o . 0 2
Introduzcamos ahora las siguientes dos definiciones; o = Q‘iE ,E,=E; + 1 —e.

Por consiguiente, (4.13) se transforma en

Ape] = ea:p{ S 2d4l} X

/d 8(0" fun) e:vp{ /[ 1+ VE?}, (4.14)

Cambiémos ahora la variable integracién, de f,, a t,,, donde ésta dltima es el
potencial que corresponde al campo E;. Nétese que la integral funcional no depende
del campo e, y por lo tanto aparecera solamente como una constante de normalizacion,
la cual no nos interesa.

La probabilidad, hasta una constante de normalizacién, asociada a la configuracion

e es

— 2 _ 2 74
Py = 1Al = e:cp{—_/Q a+a_1 e’d'z). (4.15)
Esta 1dltima expresién puede reformularse como
2 (E. — E)?
Py = eapl{—%= [ —p——id' 4.16
|y = cep{—4 o B T AL }- (4.16)

La expresién (4.16) nos dice que en una medicién de E(z) la mayor probabilidad
estd asociada a aquella configuracién que es solucién de las ecuaciones linealizadas de
Einstein. Esto es facil de ver, ya que si tenemos el caso en el cual E. = E, entonces
la exponencial en (4.16) toma el valor 1.

Sin embargo, también podemos obtener como resultado experimental configu-

raciones que no sean solucién de las ecuaciones clasicas de movimiento y las cuales
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ademés tendran asociada una probabilidad no cercana a cero. Esto puede constatarse
notando que una densidad de probabilidad permanecerd cercana a su maximo si se

cumple la condicién

1

) [(E. — E)*d*z < §E?, (4.17)

S~

donde hemos definido

16
-~ (PAE?

En realidad las expresiones (4.17) y (4.18) definen la dispersién (varianza) de los

SE® + AE?, (4.18)

resultados experimentales. Expliquémos ésto un poco mds. Si pudiésemos realizar
este tipo de experimento varias veces y graficar los valores de E* en contra del nimero
de veces que cada uno de estos valores fue medido, tendriamos entonces una gréfica
que podria ser interpretada como una curva de probabilidad para E?, en ese caso la
varianza de élla estaria dada por § 2.

Por otro lado, lo contenido en las expresiones (4.17) y (4.18) nos permite definir
tres regiones de medicién:

(1) La primera corresponde al caso en donde se cumple AE? > %, y por lo
tanto, 6F ~ AFE. La dispersion de los resultados experimentales estd determinada
primordialmente por la resoluciéon del aparato experimental. Ademas puede verse
que si la resolucién del dispositivo experimental sufre una mejora, es decir, si AE?
disminuye, entonces la dispersién también disminuye. Evidentemente estamos en la
region clasica de medicion, en la cual este efecto es el que aparece en escena.

(2) Otra regiéon queda determinada por la condicién AE? < %, entonces, 6 F ~
52_1?' Es facil convencerse que al diminuir AF la dispersion de los resultados ex-
perimentales aumenta. Con otras palabras, al mejorar la resolucion experimental la
dispersién también crece y entonces estamos en la region cuantica de medicién. En
esta regién de medicion el dispositivo experimental comienza a perturbar en forma
considerable a la onda de tal manera que al mejorar la resolucién experimental la
varianza crece, de tal forma que la informaciéon que recibimos contiene cada vez més
influencia del aparato experimental. Este es un efecto inevitable e impone un méaximo
a la informacidén que de la onda gravitacional puede ser extraida. Claramente el Prin-

cipio de Incertidumbre de Heisenberg estd detrds de este efecto.
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(3) La tercera regién de medicién queda definida por la condicion AE* = . Es
ficil ver que esta condicién minimiza a la expresién (4.18) cuando consideramos a
la dispersién como una funcién de la resolucién experimental. En otras palabras, el
minimo de la varianza aparecerd cuando élla sea satisfecha. Es claro que ademés
podemos ahora definir un pardmetro el cual nos permitirad determinar la varianza
que un experimento tendrd en funcién de sus parametros, es decir, en funcién de su

longitud y tiempo caracteristicos.

Para ver esto mejor designemos el tiempo y longitud caracteristicos del experi-
mento por 7 and [, respectivamente. Aqui tiempo caracteristico es el lapso temporal
que dura el experimento mientras que longitud caracteristica denota la longitud de

la regién en la cual el aparato de medicién interacciona con la onda gravitacional.

En consecuencia, % = 7517’ y el minimo de la dispersién surge si se satisface que
ALE? = %. Tenemos un pardmetro con el cual evaluar la varianza de los resulta-

dos experimentales, ya que como hemos visto la dispersiéon es minima si se cumple

AE? = %, lo cual implica que un experimento con una dispersién pequena, es decir,
;. . , . « v, 273 .
cercana al minimo posible, sera aquel que satisfaga la condicion AE—41—1 ~ 1, mientras

273 , . . . .,
AFLT < ] estard asociado a un experimento con una dispersién grande y el

4
./ ’ . . ey 273
cual es llevado a cabo en la regién cuantica de medicién. Por otro lado %—T >> 1

que

corresponde a un experimento el cual cae en la region clasica de medicion y que tiene

asociada una dispersién grande.

La definicién de este parametro nos permite también comparar dos experimen-
tos y conocer cual de ellos tendra la menor dispersion. Por ejemplo, si tenemos

dos experimentos, ambos en la regidn clasica de medicién, los cuales satisfacen que

AE T > AEZE
4 4

que el de subindice 2, puesto que en el experimento (1) la distancia entre el nimero

, entonces el experimento con subindice 1 tiene una dispersién mayor

1 y el parametro en cuestién es mayor que en el experimento (2).

Es ademas claro de lo anterior que los parametros del experimento juegan un papel
fundamental en la determinacién de la dispersion de los resultados experimentales y
que se puede jugar con éllos como si fuésen independientes uno del otro, pero el precio
a pagar es una dispersién que no estard cerca del valor minimo posible. En otras
palabras, el jugar con estos pardmetros tendrd como consecuencia un experimento

con una dispersién grande.
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Podemos entender mejor este punto con un ejemplo. Supdéngase que en el pro-
jecto Virgo [11] realizamos dos conjuntos de experimentos. En el primer conjunto
cada uno de los experimentos que lo conforman se deja correr un tiempo tipico [12],
7 = 100~h ~ 10%s, mientras que en el segundo conjunto los experimentos duran mas
tiempo, 7 = 1000h ~ 10%s. En ambos conjuntos de experimentos la resolucién y
la longitud caracteristica son iguales, lo unico que cambia es el tiempo de duracién

del experimento. Entonces nuestro resultado nos dice que en el primer conjunto la
2753 273
AE4I n o AEPn

dispersién es mayor, ya que 71 < T, lo cual implica que
consecuencia el segundo conjunto tendra una dispersién mayor ya que estamos en la
regién cldsica (ésto se vera mas adelante con mayor detalle). Resumiendo, el tiempo
y longitud caracteristicos del experimento son parametros que no son separables uno
del otro.

Apliquémos estos resultados al caso de un interferémetro-laser. Traduciendo la
expresién que nos da el minimo de la dispersién a unidades ordinarias tenemos que
éste surge si se satisface que AE? = 41—31%, donde [, = \/_f—? es la longitud de Planck.

Hemos escrito el escalar de curvatura como R =~ E?(z). Por lo tanto, la cantidad
AFE? estd relacionada con la resolucién del aparato experimental con respecto al

escalar de curvatura.

Consideremos ahora el escalar de curvatura promedio de una onda con frecuencia
v, e intensidad [, aqui promedio significa que integramos sobre un periodo. Entonces
tenemos < R >~ I%g— [8].

o1 nuestro dispositivo experimental tiene una resolucién en la frecuencia igual a

Avy, entonces la resolucién correspondiente para el escalar de curvatura es Av,.

De lo antes obtenido se desprende que el minimo en la dispersién surge si estamos
en el caso en el cual se cumple la relacién 4171’2’7 ~ 1 ”—ggﬁ. Este ultimo resultado
nos indica como relacionar los pardmetos experimentales para poder minimizar a la
dispersién. En el caso de un interferémetro-laser la longitud caracteristica y la res-
olucién son variables determinadas por la construccién experimental y son pardmetros
fijos. Entonces, podemos jugar solo con la frecuencia a medir y con el tiempo de du-

racion del experimento. Con otras palabras, la varianza serd minima si se cumple
4cl?

P
TVg ™ BTAL,:

Regresémos nuevamente al caso del proyecto Virgo [11], en donde se tiene que v, =
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100 Hz, Ay, = 10 Hz y [ = 3km, y ademas empleamos la intensidad estimada para el
pulsar de Vega-Crab [53] I = 107?%. De nuestro calculo se desprende que este proyecto
experimental cae dentro de la regién de medicion cldsica. Efectivamente, si tomamos
un tiempo tipico [12], 7 = 100h ~ 10° s, entonces al tomar en cuenta todos los datos
anteriores tendremos que AR = 15"%—”—1 ~ 107%(ecm)™? >>> 41—3% ~ 1079 (em) 72,
es decir, realmente nos encontramos en la regién clasica de medicién. Es claro que
este resultado no es de ninguna manera nuevo, sin embargo nuestro formalismo nos
permite, ademdas de comprobar éste ya conocido resultado, calcular la dispersién de

los resultados experimentales como funcién de los parametros del experimento.

2
Este resultado nos dice que AR ~ 4,—3%1054 y recurriendo a algo ya obtenido,
expresiones (4.17) y (4.18), vemos que una dispersién pequena, es decir cerca del

2

.. . . . . ey l
valor minimo posible, tiene asociada la condicién AR ~ 4%, y por lo tanto este

experimento posee una varianza enorme.

Este formalismo nos permite ademds dar una respuesta a la siguiente pregunta:
i es posible introducir en este tipo de dispositivo experimental algin cambio en sus
parametros experimentales, realizable dentro de los limites de la tecnologia actual, el

cual nos permita reducir la dispersion?

Para responder esta pregunta consideremos una modificacion en la longitud car-
acteristica de este proyecto, la cual nos permita que se cumpla la condicién asociada
2
al minimo de la varianza. Es decir, pidamos que se satisfaga [> ~ ﬁciLI. Empleando
gavg LT
T = 100h ~ 10°s, v, = 100Hz, y Ay, = 10Hz, encontramos que se cae cerca del
minimo posible si se cumple que [ ~ 107'2cm. Recordando que a ~ 1072 cm es el
valor del radio de Bohr, llegamos a la conclusién de que modificando la longitud no

sera posible obtener un experimento que caiga cerca del minimo posible.

Podemos ademas, de modificar la longitud caracteristica de este proyecto, intentar
introducir un cambio en el tiempo de medicién. Procediendo en forma analoga, en
donde tenemos [ ~ 10° cm, concluimos que el minimo emergera si 7 ~ 1078 s = ‘2
siendo t, el tiempo de Planck. Este cambio también carece de factibilidad.

Los valores tipicos 7 ~ 10° s y [ ~ 10° cm proporcionardn una dispersién pequeria
si la frecuencia de la onda gravitacional tiene el valor v, ~ 1072 Hz.

Pasemos ahora al caso de detectores tipo barra resonante, los cuales tienen como

pardametros tipicos [54] [ ~ 10m, 7 ~ 1s, entonces 473112‘;; ~ 107*(cm)~2. Siendo
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vy ~ 1Khz, obtenemos, usando otra vez I = 107, que AR ~ 107*(cm)~*. Es decir,
nuevamente caemos en la regién cldsica de medicién AR >>> 417%—.

Concerniente a este tipo de propuesta experimental vale la pena mencionar que
existe otro modelo [55] en el cual la barra detectora es de safiro, y tiene asociada
los siguientes parametros experimentales; [ ~ 10cm, y 7 ~ 10~3s, entonces 475%; ~
107"%(cm)~2. En esta construccién experimental, la menor amplitud detectable en
las oscilaciones de la barra tiene el valor Az ~ 107°cm, y en consecuencia AR ~
107%*(cm) 2, lo cual nos permite concluir que AR ~ 41—;%1023.

Si comparamos con el caso de un interferémetro-laser, podemos facilmente ver que
esta 1ltima propuesta tiene una dispersién que es 31 érdenes de magnitud menor que
la del interferémetro-laser, 1023/10%* = 1073!. Es decir, atin cuando la barra resonante
tiene todavia una varianza muy grande, ésta es mucho menor que la asociada a un
interferémetro-laser.

Otro experimento interesante que existe para la deteccion de radiacién gravita-
cional es el llamado Spacecraft Doppler Tracking [56], en el cual un reloj altamente
estable colocado sobre la tierra es usado para controlar la frecuencia de una onda de
radio monocromatica, la cual es trasmitida de la tierra a un satélite. Esta onda es
recibida por el satélite y retrasmitida a la tierra. Cuando la senal llega a la tierra,
su frecuencia es comparada con el reloj, y de esta comparacion se puede detectar un
efecto Doppler.

Como parametros tipicos de esta propuesta experimental tenemos en este caso
[52] I ~ 25000km, 7 ~ 36000s, y en consecuencia 41—3%; ~ 10719 (cm)~2 La resolucién
aqui es [56] ARy ~ 107**(cm)™2, lo cual implica que AR ~ 41—3[%1074, y es evidente
que esta construccion experimental es la que presenta la mayor dispersién de las tres
consideradas.

Sin embargo, si reducimos la distancia a la cual el satélite orbita, es decir en vez
de I ~ 25000km tomamos { ~ 100km, obtendremos que 41—3% ~ 1071 (e¢m)~2, y por
lo tanto la dispersién sufrird una reduccién de 7 érdenes de magnitud con respecto a
la construccién inicial, AR ~ 41—3{%1067.

Resumiendo, de los tres proyectos que actualmente existen para la deteccién de
radiacién gravitacional la barra resonante hecha de safiro es el que presenta la menor

dispersion, después le sigue el interferémetro-laser y al final el denominado Spacecraft
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Doppler Tracking, pero en esta dltima propuesta una reduccién de la distancia a la
cual orbita el satélite usado (modificacién factible de ser llevada a cabo) permite

reducir la dispersién en 7 érdenes de magnitud.

4.3 Conclusiones .

Nuestro sistema ha sido una onda gravitacional y el Lagrangiano de ésta ha sido cal-
culado empleando términos hasta de segundo orden en la perturbacién de la métrica.
Mediante el llamado formalismo de integral de trayectoria restringida hemos cal-
culado también, hasta una constante de normalizacién, la probabilidad de densidad
asociada a obtener en una medicién continua de la onda una cierta configuracién de
la perturbacion de la métrica Minkowskiana. Hemos visto que el maximo coincide
con aquella configuracién que constituye una solucién de las ecuaciones linealizadas
de Finstein. Sin embargo, también probamos que es posible obtener como resultado
del proceso de medicion configuraciones que no constituyan solucién a las ecuaciones
linealizadas de Einstein, y cuya densidad de probabilidad estara cerca del maximo.

También hemos podido extraer un expresion para la dispersién de los resultados
experimentales y hemos visto que existen tres regiones de medicién:

(a) La regidn clasica, en la cual la dispersion de los resultados experimentales es
consecuencia casi exclusivamente de la resoluciéon del dispositivo experimental. Al
reducir la resolucion del experimento se genera una reduccién de la varianza.

(b) La regién cudntica, en donde al tener una mejor resolucién experimental la
dispersion de los resultados se incrementa. Esta region establece un limite a la infor-
macién que de la onda gravitacional podemos extraer. Una mejora en la resolucién
tiene como resultado que el aparato experimental comienze a perturbar en forma
considerable a la onda y por ende la dispersion crece.

(c) La tercera regién yace entre las dos anteriores y determina el minimo de la
dispersion, el cual es una funcién del 4-volumen de la regién en la cual la onda grav-
itacional es medida. Este hecho también nos prueba que la longitud caracteristica y

el tiempo caracteristico del experimento no pueden ser considerados como pardmetros
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independientes uno del otro, ya que al modificar uno de éllos se tiene como conse-

cuencia un cambio en la dispersién de los resultados experimentales.

Los resultados del calculo los hemos aplicado sobre tres propuestas. que existen
actualmente para detectar radiacion gravitacional; interferémetros-laser, barras re-
sonantes y el denominado Spacecraft Doppler Tracking. Hemos visto que todas éllas
caen dentro del régimen clésico de medicién y que todas éllas también tienen asociada
una dispersién muy grande, en donde la dispersién de la barra resonante hecha de
safiro es la menor de todas (y es 23 6rdenes de magnitud mayor que el valor minimo
posible), le sigue la del interferémetro-laser (que es 31 6rdenes de magnitud mayor que
la de la barra resonante) y finalmente la de Spacecraft Doppler Tracking (20 érdenes

de magnitud mayor que la de un interferémetro-laser).

No obstante, esta desventaja del Spacecraft Doppler Tracking en lo que respecta a
la varianza que en sus resultados experimentales presentard, hemos probado también
que no es posible introducir un cambio en los parametros de un interferémetro-laser
que nos permita reducir su dispersién asociada, y en cambio, ésto si es posible para

el Spacecraft Doppler Tracking.

Es claro que la principal critica que se puede hacer a estos resultados radica en la
forma que se escogi6 para la funcional de peso (expresion (4.9)), ya que dicha funcional
contiene toda la informacién respecto al aparato de medicién y atin cuando hemos
argumentado que es posible esperar que la elecciéon hecha nos proporcione resultados
correctos por lo menos en el érden de magnitud de los efectos, es evidente también
que un analisis mds riguroso es necesario, y que éste debe estudiar con mayor detalle

la relacion entre un dispositivo experimental y su funcional de peso asociada.

Otro punto que aqui debemos mencionar es el siguiente, nuestro analisis trata el
problema de la medibilidad de una onda gravitacional tomando en cuenta el com-
portamiento cuantico de la onda como un campo tensorial definido sobre un espacio-
plano. Sin embargo, ésto es solo una aproximacién, la cual hemos introducido ya que

en estos momentos no existe una teoria cuantica de la gravedad.

Otra cuestién que es digna de ser comentada es que el analisis aqui hecho toma
en cuenta (con las limitantes antes mencionadas) las propiedades cudnticas de la
radiacién gravitacional, sin embargo, el trabajo aqui presentado no ha considerado

el comportamiento cudntico del dispositivo experimental. Un trabajo mds riguroso
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debe tomar en cuenta este hecho también y estudiar con detenimiento si ésto podria
permitir a alguna de las propuestas experimentales aqui estudiadas acercarse a la

zona en donde la regién cuantica de medicién comienza a ser importante.



Capitulo 5

Apariciéon del concepto de tiempo
por auto-mediciéon en un universo

cuantico anisotroépico.

5.1 Introduccion.

Como ya ha sido mencionado antes, no existe en estos momentos una formulacién
para la gravitacién en términos de la teorfa cudntica. Existen varias formulaciones
las cuales tratan de construir dicha teoria. Una de ellas es la formulacién canoénica y
la base de esta idea consiste en intentar deducir ecuaciones para las funciones de onda
en un espacio de configuracién adecuado. Esto se consigue generando una foliacion
del espacio-tiempo clésico en hipersuperficies espaciales y escogiendo a la métrica

espacial como la variable canénica [57).

En este intento el espacio-tiempo ya no es mds un concepto fundamental, y su
papel lo toma el espacio de todas las 3-geometrias, el cual recibe el nombre de su-
perespacio, y que funge ademads como espacio de configuracién para la teoria. La
cantidad cinemética central ¥ es una funcion de onda definida tanto sobre el superes-

pacio como sobre los grados de libertad de la materia.

La invariancia cldsica ante difeormorfismos de la Relatividad General genera la

presencia de constricciones: el hamiltoniano total debe ser nulo, entonces la funciéon
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de onda debe obedecer la ecuacién de Wheeler-DeWitt, Hy = 0. Puesto que debido
a las relaciones de incertidumbre ya no existen espacio-tiempos a nivel de gravedad
cudntica, entonces no hay un pardmetro de tiempo disponible, con otras palabras,
la ecuacién de Wheeler-DeWitt es “atemporal”, uno podria decir que en cosmologia
cuantica no hay tiempo.

Existen varios intentos por resolver este problema, entre ellos podemos encontrar

una definicién probabilistica de tiempo [58].

Otro intento interesante en esta busqueda estd basado en el llamado Modelo de
Decoherencia (DM) [29]. Este modelo como ya fue esbozado analiza la aparicién de
propiedades cldsicas de un sistera proponiendo un nuevo término en el hamiltoniano
que considere la interacion entre los grados de libertad colectivos y microscépicos,

éstos 1iltimos llamados también entorno.

Este nuevo término destruye las interferencias cudnticas que a nivel macroscépico
se podrian presentar y ademas afirma que la descripcion de cualquier sistema cuantico
no estd completa si no comprende esta interaccién. Con otras palabras, la explicacién
de la aparicién de propiedades cuanticas es solo posible si se toma en cuenta esta

interaccidn.

Es claro que en la aplicacién de DM al caso cosmoldgico se presentara un diferencia
esencial respecto a la aplicacién del mismo en cualquier otro sistema cudntico, y es
la siguiente: para el caso del universo no puede haber un aparato de medicidn el cual
exista en forma externa al universo. Es decir, la tinica manera en la cual se podra
presentar un proceso de medicién en el universo es que éste sea una auto-medicién.
Debemos hacer notar que una auto-medicion es posible atin dentro del contexto de la
mecanica cuantica ortodoxa, siempre y cuando el dispositivo de medicién y el sistema
que ha de medirse sean descritos por grados de libertad diferentes del mismo sistema.
Partiendo de este punto de vista un ejemplo de auto-medicién es el “experimento
de Stern-Gerlach”, en el cual la proyeccién del momento magnético del 4tomo queda
determinada por la desviacion del mismo dtomo en un campo magnético, por lo que
inferimos que la proyeccién del momento magnético constituye el sistema medido
y €l centro de masa el dispositivo de medicién. Es decir, en un experimento tipo

Stern-Gerlach se lleva a cabo un proceso de auto-medicién en el dtomo.

La idea de que el tiempo surja como consecuencia de un proceso de auto-medicién
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de un universo cuantico ha sido ya planteada por Zeh [59]. El punto esencial en la
aplicacién del Modelo de Decoherencia (DM) al caso de cosmologia ctiantica consiste
en que la gravedad se acopla a todas las formas de energia, es decir la gravedad es
medida por la materia y por ende cualquier superposicion general de estados cuanticos
gravitacionales sera destruida (decohered) [59)].

En otras palabras, si consideramos el proceso de auto-medicién continuo de un
universo cuantico, entonces su dinamica se verd modificada de tal manera que el
concepto de tiempo aparecera. El papel de aparato de medicion lo juegan los multi-
polos superiores de la materia, los cuales describen fluctuaciones de densidad y ondas
gravitacionales presentes en el universo. Estos multipolos por lo tanto pueden ser
considerados como entorno asociados a las variables del superespacio de este modelo,
las cuales en esta propuesta juegan el papel de variables colectivas [28].

Dentro de este contexto el caso de un universo isotrépico ha sido analizado por
Mensky [60]. En este trabajo la dindmica de un universo tipo Friedmann-Robertson-
Walker bajo auto-medicion es estudiada empleando el llamado formalismo de integral
de trayectoria restringida [6]. El resultado del andlisis es la aparicién del concepto
de tiempo, definido de manera geométrica. El propagador que se obtiene es ademas
una generalizacién del propagador de Halliwell [61] el cual coincide con éste, solo para
tiempos suficientemente pequenos, y es solo en este [imite que el efecto del proceso de
medicion es despreciable y no presenta ninguna consecuencia sobre la dindmica del
universo.

Sin embargo, el trabajo de Mensky [60] da pie a muchas interrogantes, como por
ejemplo:

(1) ¢ Es la aparicién del concepto de tiempo mediante un proceso de auto-medicién
consecuencia de la suposicién de isotropia?

(2); Cémo quedaria modificada la regién de validez del propagador de Halliwell
con la presencia de anisotropia?

(3) ¢ Si el concepto de tiempo surge atin en el caso anisotrépico, cudles son los
parametros geométricos que lo definen?

En este trabajo daremos respuesta a estas interrogantes. Comenzaremos calcu-
lando el propagador de Halliwell para el caso de un universo tipo Mixmaster con

anisotropia [8]. Posteriormente consideraremos en la dinamica de este universo un
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proceso de auto-medicién continua y para éllo emplearemos el denominado formalismo
de integral de trayectoria restringida [44]. Esto nos permitird encontrar el operador
modificado de Halliwell. Una de las ventajas de este formalismo consiste en que
se puede tomar en cuenta la influencia del dispositivo de medicién sin conocer el
esquema de medicién exacto [6]. Es claro, de esto dltimo que nuestra manera de
atacar el problema serd fenomenolédgica, es decir deberemos de introducir algunos
parametros en el modelo, los cuales no quedardn determinados por éste. Para de-
terminar los pardmetros fenomenolégicos que seran introducidos en este trabajo es
necesario analizar, el hecho de como los ya antes mencionados multipolos superiores
(que funcionan como entorno), actian sobre los grados de libertad colectivos (que
aqui seran los elementos de la métrica espacial). Mas adelante analizaremos este

hecho con mayor detalle.

Probaremos que el tiempo surge como una caracteristica cualitativa de nuestro
modelo, esto es, un tiempo fisico invariante de norma surge como consecuencia del
proceso de auto-medicién del universo. Obtendremos también las condiciones que
nos conduciran a la ecuacién de Wheeler-DeWitt. Comparando con el caso isotrépico
[60], veremos que alin una pequeiia anisotropia impone condiciones sobre la region de

validez del propagador de Halliwell, las cuales en la situacién isotrépica no existen.

Este conjunto de condiciones genera una dependencia funcional entre las caracte-
risticas del proceso de auto-medicién y el tamano de las vecindades en la 3-geometria
en las cuales la ecuacién de Wheeler-DeWitt es valida. Este resultado no debe de
constituir una sorpresa, ya que de acuerdo con DM, debemos considerar a los ele-
mentos de la métrica espacial como variables colectivas, y la presencia de anisotropia
implica que, con respecto al caso isotrépico, tenemos ahora més variables colectivas.
En consecuencia, en el caso anisotrdpico el término del hamiltoniano que considera la
interaccién entre entorno y grados de libertad colectivos podria jugar un papel méas

decisivo en la dinamica del sistema que en el caso isotrépico.

También deduciremos una expresién, en términos de los parametros de este proceso
de auto-medicion, la cual proporciona un umbral en el tiempo, mds alld del cual el

concepto de factor de escala carece de significado fisico.
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5.2 Amplitudes de probabilidad.

Consideremos la métrica Mixmaster

ds? = —=N2d%r + e2a(em)ijaiaj, (5.1)

siendo 3;; los elementos de una matriz diagonal sin traza, N, y f3;; son funciones
unicamente de 7, con o! = cospdd + sinpsindde, 0? = sinpdd — cosgos.inﬁdqb, o® =
dp + cosfdg y det(e?®) = 1. Aqui tenemos la geometria de una esfera homogénea
pero no isotrépica (8].

El parametro 7 es arbitrario y esta relacionado con la foliacién del espacio-tiempo
clasico en hipersuperficies espaciales, y si se realiza una transformacién, es decir, si
hacemos dr — d{ = f(7)dr, entonces la invariancia de la teoria exige también la
transformacién de la funcion de lapso, ésto es, debemos de llevar a cabo la transfor-
macién N(7) — M(¢) = 55

La descomposicién (3+ 1) de la métrica [8] es g;; = e**e?%ii§,;, N; =0, N* = N~!
y 7 = 60;\2,% (ﬂij -~ 201')51’1'.

La accién es

S = /(nfﬂ'gi]- — N*H,)d*z, (5.2)

donde tenemos las unidades en las cuales se cample que h=1,c=1y G = 1.

Para este caso en particular

T gi; — N“H, = %6301{(611 — 20‘6)(2511 + &) + (5.22 - 264)@522 +
@) + (633 — 2d)(2533 +a) — %[3@?3 + (511 - 522)2 —126%]} +
%62"‘TT(26_M — e, (5.3)

La evolucién de un modelo cuéantico esté descrita d la Halliwell [61] por el siguiente

propagador

Ulg".q) = (" = ) [ dINHSN dlpldidlewpli [ drlpd — N*HL)Y, (5.4
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donde qll — (a//7 ﬂ/l7 7..I/) y q/ — (a/7ﬂ/’ 7_/).
De esta ltima expresién podemos calcular la probabilidad de transicién P = |U|?
para ir de la configuracién inicial ¢’ a la final ¢".

Para el caso que nos ocupa el propagador es

Ulg",¢) = ("~ ') [ dNdipdlp-]d[pa]d[a)d[:1d[5]
conli [ {orby +p-5-
. N 5,
~pa = 3¢ (L +PL = pl) +
3”2N ea—2ﬁ+(e—\/ﬁﬁ_ 4 oeViZ6- €50+ —
3= N

y 6a+4ﬁ+(6_4\/§ﬁ_ + 84\/§ﬁ— _+_ 6—12ﬁ+)}d7-:|’ (5.5)

siendo - = ;W(ﬁn — Ba2), By = %(511 + B22) v Baz = =284 [8].
Calculemos primero las primero las integrales respecto’a los momentos, y en esta
integracion haremos uso del siguiente resultado:

{ diplezp{—1(ip}, Alp) + (1], )} = eap{i(la), A="[q])} [44], donde tenemos la
siguiente definicién ([q],[p]) = 7 q(7)p(7)dr.

[ dpJdtp Vg lexpli [ dripefs +p- B~ pas

3o /;H{ﬂi +53 _ d‘l}e”dT}- (5.6)

N _sag2 2 2]
+o-e (pa — P *P_)}] = 61171?[@

3

El propagador se transforma en

Ud"sd) = ("~ =) [ aNala)dlp,Jaig Jeapli [ (2N com

X(e_\/ﬁﬁ_ + e\/ﬁﬁ_ + eem) _ 3”N6a+4ﬁ+(6—4\/§ﬁ- + 64\/§ﬂ- + e—l2ﬁ+)
4
37

+me3“(ﬁ'i + B2 —aM)}dr. (5.7

Con el fin de obtener una expresién analitica para nuestro propagador considere-

mos un caso mds simétrico, introduzcamos dos restricciones f_ = 0y 0 < |34] < 1.
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Es decir tenemos una anisotropifa pequeia, pero no nula. Bajo estas condiciones
el hamiltoniano resultante se simplifica y adquiere una forma muy sencilla [62] y por

ende el propagador se transforma en (de aqui en adelante omitiremos el subindice de

B+)-

371'N

Ulq"q) = ("~ 7) [ dNdlald

*(1—8p%
37r 30

$oe ( —@r]. (58)

Tomaremos términos hasta de segundo orden en «, es decir, usaremos la siguiente
aproximacién e® = 1 + a + %

Analicemos las restricciones que lo anterior impone sobre el propagador

Claramente, las integrales de trayectoria de la expresién (5.8) pueden re-escribirse

COmo

37rN 3r

(1 = 86%) + e (B — &) Jdr | =

" 3N 3 o2
/d alexplt / ( 1 e” —INe )dr}

/d ]e;z:p/ (—6rNe*B? + 3” e alt (5.9)

Analicemos la integral de trayectoria sobre [§]. Es facil ver que

/d[ ald[f]

/d[ﬁ]exp[z' /:( 6rNe*B? + 4N 3aﬂ )dT] = e:cp[zé—eg’“ﬁﬁ]

/d e:cp /“ GWNeaﬁQ—mﬁdT( Zf)]dﬂ (5.10)

Definiendo el operador A = 12wiNe*+3%i4 (>4 ) entonces podemos re-escribir

la integral de trayectoria que aparece en el lado derecho de la expresién (5.10) como

sigue

ﬂ- d 3a dﬂ

/d[ﬂ capli / T 6rNe 5 — 4Nﬁd (e D))dr] =

[ diBleap|- 511, ALB1) + (el [3D)], (5.11)
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donde tenemos que ¢ =0y ([q],[3]) = f:,” q(1)B(7)dr, (véase [44] pagina (45)).

Entonces podemos evaluar la expresién (5.11)

™ 3r _d d -l X
/d[ﬂ]emp[i /T/ [—67Ne*3% — ZNﬂE(e?"’d—f)]dT] = exp[g({c],A_ [c])} = 1.
(5.12)
Introduciendo (5.12) en (5.10) obtenemos
/dﬂ]e:cp / ( —67Ne*B* + N 3“5 )dT] = ea:p[z-—eSo‘ﬂﬂ] 7. (5.13)

Analicemos ahora la integral de trayectoria para [a] que aparece en el lado derecho
de la expresién (5.9) y definamos el operador A, tal que si f : £ — R, entonces
A(f) = —Ql]—;-lr-[g—? + J;i + -’;—: +..] - 3z 4 (374 Calculando esta integral de manera
anéaloga a como se hizo para el caso de [], concluimos que

/d alexplt / 37TN6 _ 3 €34 z)dr] =

4 aN©
3N7T 17 ’ . 3T 3o 1 1 —1
expli (=) - zm(e “ad) |7/] x exp[i([c],A [e])], (5.14)
donde tenemos ¢ = %EN .
Resumiendo,
"3 N 3 :
/d[a]d[ﬁ T em(1 - 867) + —%e%(ﬁ? — &)} =
€$p{l_7r__[ 3a1/(ﬂ”ﬂ" o //) + 63a( & — 6/ /)]} x
3 N 3mi N
exp{: il (7" —7') + ik / (37”N)d7'}. (5.15)
Este ultimo resultado nos permite escribir al propagador como
Ulg",q') = (7" - T')/dNe:cp{igﬂ-N(T" —7') +
37r 30! "o olr 1 . 3meN 37er
e G G PR 7.0 Ny e G SR WENT)
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Con el fin de entender las consecuencias de la aproximacion antes introducida,, con-
sideremos la siguiente integral [ dNexp{i2x [ 3‘“"(&"[3” — &) 4 ¥ (o'd — 6'ﬂ’)}}
y definamos a = eBa"(ﬁ"B" —a"d") + (o — ﬁ’B’). Con otras palabras, despre-
ciaremos en este punto la ultima integral en el lado derecho de la expresién (5.16).

En consecuencia, obtenemos [63]

" 3am
/dNexp{z——{ 3o (B"ﬂ” oé //) +€3a (a )]} — Nexp[l_N_] —
darw 1 ,a 1 ,a., 1 a4
— — (=) + ——(= — (= ) (5.17
Z [Ln(N)+1-1!(N)+2-2!(N) Tyaiy) TG
La expresion (5.17) puede ser re-escrita como
3 37 Jm 1 .
/dNe:rp{z—} N +z——(1 +LnN)a+z4—ﬁ(———— - m)a +
C3m 1 3w, 1 5
—(—)" — 18
v et (5.18)

Empleando (5.18) y la definicién de a podemos finalmente escribir

3 ' '
[ dNeapliT2} = N+ fie + fal@)? + fol@) + .. +
j1all+j2(a//)2+j3(a ) + .+ k‘ a/ //_+_ k2( ’ //) + k’ ( ’ //) 4+ vy (519)

donde los coeficientes fn, jn v kn son funciones de N, 5", 3', 8", B, &" v &'.

La introduccién de la aproximacion e* ~ 1 + a + %ﬁ implica que solo aquellas
potencias de « hasta de segundo orden son relevantes. Con el fin de que el desarrollo
de Taylor para e* (hasta tercer término) sea consistente con la expresién (5.19),
entonces solo nos quedaremos con aquellos términos que contengan potencias de «
no mayores que 2. Por lo tanto, si los puntos o/ y o satisfacen e® ~ 1+ o + %ﬁ
ye' =14 o + ia—;ﬁ, entonces tendremos un operador muy cercano, al correcto.
De otra manera, la aproximacion introducida nos proporciona un propagador el cual
coincide con el correcto solo hasta segundo orden.

Recordemos que la longitud de Planck esta definida como [, = % En unidades
Planckianas, las cuales aqui estamos usando, son G, % y c iguales a 1, ésto significa

que [, = 1.
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En el caso de la métrica que estamos usando, los factores de escala son r;; =
e*(ef);; ~ e*. Del argumento que sigue a la expresién (5.19) podemos ver que el
propagador aproximado estard muy cercano al correcto solo si el factor de escala
asociado a los puntos inicial y final tiene el mismo orden de magnitud que la longitud
de Planck.

Considerando esta aproximacion podemos re-escribir la expresion para el propa-

gador como sigue

UG q) = ("~ 7) [ andleldlgleap] [ { 3”N (1+ats)
—6miNG? + 4—%(52 — i) }dr]. (5.20)

Consideremos la primera integral

™ 3w N 2 3 3¢ N
[ dialeap| [} (ZE=(1+ 0+ 5) = ZRahdr] = eap{ 2T (7~ )}
o, 3%, 1, 3w N? 37rN
X/d[a]emp[z/Tl {5(—ﬁ)a — 5( 2N)( o + Ta}dT] (5.21)
La integral funcional en el lado derecho de la expresién (5.21) puede ser entendida
como el propagador de un oscilador arménico forzado, de masa m = 2N, frecuencia
w= "\]/V_i y donde la fuerza externa es F(7) = 32X,
La “accién clasica” es [64]
-3 N
So = (@ 4+ a*)cos(—=(7" = 7'
4\/2—8in (%(T" _ 7./)) [ (\/2_( )>
N

—2d"d’ — 4(a" + o )sin? (——(7’" - T’)) - 43in2<—(7” - T’))

Por lo tanto

™ 3 N 2 3
/d[a]emp[/T/ { ZZ (1+a+ O; ) — legdz}dr] =
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3 3z7rN
ex S (5.23
Jll\/_sm( N — ’)) P (=) % iSa}. )
De manera similar tenemos que
" o 3 ,
[ ey [ -6ming 1 G| = J aisin (VAN — ) S}
(5.24)

.2 ,. . . 3 .
donde S35 es la accién clasica de un oscilador libre, de masa m = 33 y frecuencia

w = +/8N.

37

% = V2sin (\/E—%N(T” -

T,)) [(ﬁl!? + ﬂl2)605(\/§N(7‘" _ 7_/)> _ Qﬂ”ﬂl] . (525)

De las tltimas integraciones obtenemos el propagador para un universo Mixmaster
cuantico en el cual la anisotropia es pequena, aqui la auto-medicién del universo no

se ha tomado todavia en cuenta

e:z:p[ (LNi:—il + S, + Sﬁ)]

oo AR )

Ahora procedemos a introducir auto-medicién en nuestro universo. Esto se llevara

(5.26)

a cabo empleando el denominado formalismo de integral de trayectoria restringida,
el cual constituye un modelo fenomenolégico. Este 1ltimo hecho implica que intro-
duciremos algunos pardmetros los cuales no podran ser explicados por el modelo, no
obstante esta manera de atacar el problema tiene la ventaja de que podemos consi-
derar la influencia del aparato de medicién (a través de la informacién que el proceso
de medicién nos proporciona) y al mismo tiempo nos permite olvidarnos del esquema
exacto de medicién.

51 deseamos explicar los parametros a introducir es necesario entonces considerar
como el entorno, que en este caso lo formaran fluctuaciones en la densidad y ondas

gravitacionales, actia sobre los grados colectivos o sea las componentes de la métrica
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espacial. La forma particular que la decoherencia toma depende fuertemente de las
caracteristicas de los grados de libertad escogidos como entorno [65].

Claramente, no sabemos si los términos que a continuacién introduciremos como
expresiones para este proceso de auto-medicién son la mejor eleccién posible. Pero
para un analisis cualitativo de las consecuencias en la dinamica del universo de este
proceso de auto-medicién podremos en un primer “approach” olvidarnos de los de-
talles en la definicion de las funcionales de peso involucradas.

Otra justificacion para ésto consiste en que en una primera aproximacién que
analiza al menos cualitativamente este manejo de las caracteristicas del proceso de
auto-medicién podemos considerar a las expresiones a ser introducidas como una
aproximacion que nos proporcionard, por lo menos hasta el orden de magnitud de los
efectos considerados, en forma correcta los resultados.

La experiencia muestra que esta aproximacién es valida. En el primer trabajo
sobre la medicién de la coordenada de una particula [6] el proceso de medicién fue

descrito empleando como funcional

1 sig(t) — at)] € Aa ‘

0 sino

wq[q] = (5.27)

En el siguiente trabajo 7], la funcional elegida fue una funcional gaussiana

2p2lq—a|]

Ao (5.28)

W,[q] = exp[—

Los resultados de los dos cédlculos coinciden hasta el orden de magnitud, la pre-
cision suficiente para el analisis de procesos de medicién reales.

Evidentemente que un ejemplo no demuestra nada y el problema de la eleccién de
la funcional debe ser analizado con mayor detalle. Sin embargo, nos permite esperar
que los resultados cualitativos sean correctos, es decir, si el concepto de tiempo surge
como consecuencia de la decoherencia con las funcionales de peso que usaremos, es
de esperarse que también aparezca al modificarse los detalles de la funcional. Eviden-
temente habrdn cambios cuantitativos en el calculo, por ejemplo la regién de validez
de la ecuacién de Wheeler-DeWitt se vera modificada, pero nuevamente esperamos

obtener un tiempo fisico invariante de norma.
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Auto-medicién implica que algunas funciones [«], [v] y [y] serdn encontradas como
estimaciones de las funciones correspondientes [N], [3] v [a].

Invariancia bajo la reparametizacion dr — d¢ = f(7)dr implica que las fun-
cionales de peso a ser introducidas en la integral de trayectoria deben ser invariantes
también bajo esta reparametrizacion.

Esta condicién de invariancia se satisface si consideramos las siguientes funcionales

de peso

— cap{— / 'N [t PRY (5.29)

wp = exp{— / ' N(V p)* ————dr}, (5.30)

= exp{— / dT} (5.31)

Estos términos contienen implicitamente la interaccion entre “environment” y las
variables colectivas.

Esta eleccion de funcionales de peso nos permitira obtener integrales de trayectoria
restringidas tipo gaussiana las cuales pueden ser calculadas en forma analitica.

Como ya mencionamos antes, un analisis mds preciso exige estudiar el papel que
los multipolos superiores juegan en la definicién del entorno asociado a las variables
colectivas. De este andlisis se debe entender como las constantes p?, 22y 0% quedan
determinadas por las fluctuaciones en la densidad y ondas gravitacionales presentes
en el universo, ya que en el contexto de este “approach” fenomenoldgico no es posible
explicarlas.

Con estas elecciones la expresion (5.20) se transforma en

2

N
1+a+%—)

Yr]. (5.32)

Ueuo(g'¢) = (" = =) [ dNd[a]d[3]

3ir o IN—k|  N(v—B) Nw—av
+ IR - et - -

—6miNB? +

o2 02

Tomemos ahora la expresién
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/d e:cp/ {?)Z—ﬂﬁ2~67erﬂ2 ——(—Vggﬁ}dﬂ. (5.33)

Esta tltima expresién puede ser vista como el propagador de un oscilador arménico
con masa m = —% y frecuencia w = V8N sujeto a una medicién continua de su

posicién A, tal que la funcién v(7) es obtenida como resultado de esta medicion y el

error hecho en la medicién de su posiciéon es Ay = ‘/I_]—VTT_’%T')I’O'
El propagador de este oscilador es [44, 64]

[ dBiean| [ {&—WﬂQ—G iNG? - ﬂ%;_@i}dﬂ _

\}f 2isin (V8 iv;l;* (=" ~) capl PN < > il 63
Aqui
Sy 3xl y
V2sin (VENT(r — 1))
[(ﬂ’f? + B)cos(VENT (7" — ))
sy _ (SN

3rp?l
v( )sin (\/gNF(T” - 7'/)) +
2N2(7_II _ 7_/)2 e + 7! " + 37_/
972 piI2 /( 2 v 4 ) %

sin (\/_NF ™ -7 ))Sin(%F(T” - T/))], (5.35)

r=.,/1- 67”)2, y < v* >= 4 fI v(r)%dr y aqui podemos entender a S5 como

la “accién clasica” de un oscilador arménico complejo forzado ficticio cuya masa y

T// + 7_/

3

frecuencia son m = 3%, v = VSNT, respectivamente, y donde la fuerza externa es

F(r) = ~iZy(r).
En el caso de la integral [d[a ]exp{ I {3”N(a + 2) It — Mﬁﬁ;—aﬁ}dT] la

situacion es analoga a la presentada en la expresién (5.33).
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Para esta integral de trayectoria tenemos ahora un oscilador armdnico con m =
_ 37N sz
— 2%, frecuencia w = \/— y bajo la influencia de la fuerza F'(7) = *Z*. La posicién de
este oscilador, o, esta siendo continuamente medida, donde y(7) y Ay = W—T—’)IQ
son los resultados y error involucrados en la medicién, respectivamente.

El propagador para este oscilador arménico es facilmente calculado

/d[a]emp[/;”{giZN(l +a+ -O;—2) - ﬁd2 _No—of }dv-} =

AN 02
3 1 + 37|.Q2 [3Z'ITN " /
exp (r" = 1)
4\/-3171( 1+ 37rn2( T — T')) 4
<yr>
—|NV( I~ +iSa].  (5.36)

Aqui tenemos

—3rw

N

Sa = "2 + 12 A "
4\/§3in(%@(r“ _ 7_,)) [(a o )COS(\/iW(T T ))

ng @A) N
—2a’a’ — 4—w—2—3m <%w(7 g ))

LBVANG - k) g N,
3T 20 7 5 )Szn(%W(T — ))
" (7‘" — 7-/)

wa oo NV L ' N
—40™ sin (EW(T —T))-f-ﬁ————

w
,4N2(T" . 7_/)2 ! + ! ! + 3!
(N .+ N
Xsm(—\/—gw(T” - T’))S@n(—2dj(7" - T'))
32N2(7_ll _ 7_1)2 ' + ! 7_// + 37_/
orrigr ()

. N | " / . ~ /
xszn(%w('r —T))SM(—\/ﬁw('r —7’))], (5.37)

donde® = (/1 + 25 y < 42 >= 7 fT v(7)*dr, aqui podemos entender a S, como

[13 >z . .
la “accién clésica” de un oscilador complejo forzado ficticio cuya masa y frecuencia
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son m = ;’]f,, v = %J), respectivamente, y donde la fuerza externa involucrada es

F(r) = 5% = iggy(r).
Por 10 tanto, el propagador del universo con auto-medicion es

1

1 ! 9 Z8 7 Iy " ;
U[ﬂ,llﬁ](q ,Q) = \/;[(1 + 3792)(1 — 67“'p2 )] (7' — T )
/dNexp[z'S+ N(r" — )3” IN(r" = o)|(£42 4 <222) — 7" Dorlgr

o ],(5.38)
oin (/1 st = ) sin(VENYT =zt —7)

siendo S = S, + 5.

5.3 Discusion de los resultados.

Con el fin de obtener en la expresién(5.38) un propagador no nulo se deben cumplir
varias condiciones, una de ellas es que k(1) sea casi una constante. De otra manera, el
término [T ‘NG—;”‘dT generara una exponencial decreciente en el integrando de (5.38).
De aqui en adelante consideraremos «(7) = k = const.

Definamos ahora t = k(7" — 7') y T'= N(7" — 7'), entonces (5.38) se reduce a

n" / 9 8 Z 41
Uwei(9°,4) = \/;[(1 * 37 QQ)(l B 677,02)]

exp|tS + TB’.’r T(S22 + < _ lT;tl
X p{ I |( ) Z ]dT‘ (5.39)

\/szn<\/— 1452 SZ”(\/_Tm>

Claramente, x es una estimacién de la funcién de lapso N. Por lo tanto, un tiempo

fisico invariante de norma ¢ surge como consecuencia de la medicién de la funcién de
lapso NV por multipolos superiores de la materia, y de la forma de la métrica, expresién

n

(5.1), podemos ver que t = (7" — 7')k es efectivamente una estimacién del intervalo
[7',7"], mientras que el error cometido en su medicién estéd dado por At = o2.
De la expresién (5.39) se desprende que el propagador tendra un valor no nulo solo

si varias condiciones son satisfechas. Una de éllas concierne a la distancia entre T' y
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t. Con otras palabras, si T & [t — o?,¢ + 0?], entonces el integrando de (5.39) decae
exponencialmente. Si (5.26) va a ser una buena aproximacién para (5.39), entonces,
entre otras condiciones, se debera cumplir que t € o2 y o2 > 1.

Clésicamente este modelo sugiere que el espacio vacio tiene propiedades analogas
a las de un sélido eldstico y que resiste esfuerzos cortantes [8].

Por otro lado, de (5.36) y (5.34) se concluye que la expresién (5.39) puede ser in-
terpretada como la funcién de onda de un sistema que consiste de un nimero infinito

de subsistemas, donde cada uno de éllos tiene una funcion de onda que es propor-
3inT
4
osciladores arménicos amortiguados, el término de amortiguamiento en cada uno de
=
202
sus posiciones sufren la accién de un proceso continuo de medicion.

cional a la multiplicacién de exp(Z+) y el producto de las funciones de’onda de dos

]. Las frecuencias de estos dos osciladores son @ y Ty

estos osciladores es exp|

La integracién en (5.39) indica que el tiempo en el cual cada uno de estos sub-
sistemas fue “prendido” no es el mismo. El término de amortiguamiento que esta
presente nos dice que si deseamos evaluar al tiempo ¢ la funcién de onda de todo el
sistema, entonces solo necesitamos considerar aquellos subsistemas que fueron “pren-
didos” a un tiempo T el cual difiere de ¢ por 20% o menos. Con otras palabras,
aquellos subsistemas que fueron “prendidos” a un tiempo 7' tal que |T' — t| > 202
tiene al tiempo ¢ una contribucién a la funciéon de onda de todo el sistema casi nula.

Observando las expresiones (5.34), (5.35), (5.36) y (5.37) encontramos las condi-
ciones adicionales que nos conducen de la expresién (5.39) a la expresion (5.26),
las cuales son las siguientes: Q%) p? > 1, p? > (" + )5, p* > (%)%,
22> o?|(a” + a3, 02> o'7, O > (6%4) y 57 + 252 <077

Aqui tenemos 7 = Sup{|v(7)|: 7 € [/, 7"]}, ¥ = Sup{|y(7)| : 7 € [+, 7"]}.

Por ende, las condiciones que reducen (5.39) a (5.26) son : ¢ <« At, At > 1,
02, 0% > 1, p7 > AH(B" + 3|7, p* > (A2, Q% > Atl(a” + o), Q% > AL,
0> (A2, SE2 4 <52 « L

Si alguna de estas condiciones no se cumple, entonces no podemos despreciar el
proceso de medicién y en consecuencia en vez del propagador de Halliwell debemos
usar el propagador dado en la expresion (5.39).

La presencia de anisotropia pequefia, 3. = 0, impone condiciones geométricas

sobre el limite analizado, las cuales no aparecen en el caso isotrépico [60]. En el
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universo isotrépico sin constante cosmoldgica, el limite de tiempos pequenos y un
proceso de auto-medicién no muy preciso no impone restricciones sobre el tamano de

las regiones de la 3-geometria en las cuales el propagador de Halliwell es valido.

En el caso anisotrdpico encontramos que en el limite de tiempos pequenios y proce-
sos de auto-medicién no muy precisos existen combinaciones de punto inicial y punto
final en el superespacio que yacen fuera del régimen de Halliwell. Este régimen exige,

2

. e " , p
entre otras, que se cumpla la siguiente condicién: [(#” + ') < #x;. Claramente
isotropia exige que " y ' sean cero, y por lo tanto esta condicién siempre se sat-

isfard en el caso isotrépico, pero en el anisotréopico podemos tener un proceso de

. 2 .
auto-medicién en cual se cumpla que 4= < 7.

Con otras palabras, si consideramos a 3’ y 7 como fijos y tomamos en cuenta
dos procesos de auto-medicién cuyos parametros fenomenoldgicos satisfagan (i—i)2 <

(U”—z)2, entonces el tamario de la vecindad en torno a 3’ en la cual el propagador de
Halliwell es valido es en el proceso de auto-medicion con subindice 1 mucho mas

pequena que en el otro caso.

Esto puede ser reformulado como sigue. Atn en el caso de tiempos pequenos
y procesos de auto-medicidon no muy precisos la anisotropia genera una dependencia
funcional entre el tamafio de las vecindades en la 3-geometria en la cual el propagador

de Halliwell es valido y los parametros del proceso de auto-medicién.

Este ultimo resultado no nos debe sorprender, ya que si recordamos, de acuerdo
con DM 3 juega el papel en este modelo de una variable colectiva, y este tipo de
variables interactian con el entorno generando la decoherencia (aqui hemos ya en
forma implicita tomado en cuenta esta interaccion en las expresiones (5.29), (5.30),
(5.31) y (5.32)). Por consiguiente debemos esperar que con la desaparicién de 8 el
papel jugado en la dindmica del universo por la interacién entre entorno y variables

colectivas se vuelva menos importante.

Retiremos de las tltimas condiciones una de éllas, 0 > 1, pero manteniendo las
restantes. Con otras palabras, imponemos todas las condiciones pero en vez de tener
0? > 1 consideramos ahora el limite 02 <« 1. Sabemos que la secuencia de funciones
on(z) = %e‘"'”' tiene como limite cuando n — oo, a la delta de Dirac [66]. Por
lo tanto, si bajo la condicién o2 < 1 el integrando de (5.39) es casi constante en la

vecindad |T'—t| < o2, entonces podemos introducir en el propagador la aproximacién
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ea:p(—u;—ztl) ~ 20%6(T —1). Esta sustitucién nos permite re-escribir el propagador del

universo con auto-medicidén como sigue

f {3’/TZ
q q \Lm sm \/—t) crr
37

ﬂ//Z_I_ﬂIZ)COS(\/_t) —Zﬂ”ﬂ] .

\/—szn(\/—)[(
3T "2 4 o*)eos{ —=

4\/_szn(%)[(a +e (\/_)
=) -

—2d"d — 4(a" + &' )sin (

4sin® (—\;—g) + %]} (5.40)

Claramente tenemos un propagador que puede ser entendido como sigue, es pro-

porcional al producto de tres términos: i) exp(%*t), ii) un propagador de masa m = &z

y frecuencia v = /8, iii) el propagador de un oscilador arménico forzado cuya masa

y frecuencia son m = 32”, v = %, respectivamente, y donde la fuerza externa es

F(t) =2,

Los factores de escala son r;; = €*(e?);;. Los errores en la medicién de 3;; y « son,
aproximadamente, -5 5y \/-, respectivamente. Por ende, los errores en la medicion de
los factores de escala estan dados por Ar;; ~ rwiﬂj—zl, por consiguiente T:_J ~ S%_tﬁl’
lo que significa que para tiempos mas pequefios que (p+ 2)? el concepto de factor de
escala carece de sentido. Un incremento en la imprecisién en la medicién de a (o de
f3), lo cual es equivalente a un incremento de § (o de p), implica un incremento en el

tamano de la regién en la cual el concepto de factor de escala carece de sentido.

5.4 Conclusiones.

Hemos construido el propagador de Halliwell para el caso de un universo Mixmas-
ter con anisotropia pequefia, pero no nula. Posteriormente, en el contexto de DM

hemos introducido en este sistema un proceso de auto-medicién, en el cual multipolos
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superiores de la materia actian como entorno y las variables del superespacio como
variables colectivas.

Empleando el formalismo de integral restringida hemos calculado el propagador
de Halliwell modificado, el cual aparece como consecuencia de este proceso de auto-
medicién. Este formalismo nos permite tomar en cuenta la influencia del dispositivo
de medicién sin conocerlo con detalle.

Hemos probado que un tiempo fisico invariante de norma aparece como conse-
cuencia de este proceso de auto-medicién. Las restricciones que nos conducen al
propagador de Halliwell también fueron encontradas.

La validez del propagador de Halliwell, y en consecuencia de la ecuacién de
Wheeler-DeWitt, estd restringida por la presencia de anisotropia. Existe un conjunto
de condiciones, las cuales no aparecen en el caso isotrépico, y que genera una depen-
dencia funcional entre las caracteristicas del proceso de automedicién y el tamano
de las vecindades en la 3-geometria, en las cuales la ecuaciéon de Wheeler-DeWitt es
valida.

Este hecho no constituye una sorpresa, la presencia de mas variables colectivas sig-
nifica que el hamiltoniano de interaccion entre entorno y grados de libertad colectivos

juega un papel mas decisivo en la dindmica del universo.

Obtuvimos también una expresion para el umbral en el tiempo mas alla del cual
los factores de escala de este modelo carecen de sentido fisico, para tiempos mas
pequerios que (p + )? no podemos hablar de factores de escala.

El analisis del caso general (sin el uso de la aproximacion e* ~ 1 + o + %2) debe
todavia ser hecho. Pero como ya hemos visto, la aparicién de un tiempo fisico es
una consecuencia directa de la interaccion entre entorno y las variables colectivas,
que en nuestro caso son los elementos de la métrica espacial. Hemos visto también
que un incremento en el nimero de variables colectivas reduce el tamaiio de la regién
de validez del propagador de Halliwell, esta ltima afirmacién puede ser reformulada
como sigue, si tenemos mas variables colectivas entonces la interaccién juega un papel
mas importante en la dindmica del universo,

Se puede ver que si no empleamos la aproximacién antes mencionada, entonces
uno de los elementos de la métrica espacial no tendra un nimero finito de términos

(debemos ahora considerar la serie completa para e* y no solo los primeros tres
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términos) y por lo tanto debemos esperar que la interaccién entre entorno y las
variables colectivas juege un papel mas importante en la dindmica del universo (ya
que ahora tendremos mas variables colectivas, la serie completa de e*) que en el caso
en el cual usamos dicha aproximacién y en consecuencia también en este caso surgird
un tiempo fisico. Podriamos esperar que como consecuencia de la presencia de mas
términos en la interaccién, el nimero de condiciones que deberan ser satisfechas para
caer nuevamente en el régimen de Halliwell sea ahora mayor, lo cual implica que la

regién de validez del propagador de Halliwell sera menor que en nuestro caso.

Es importante recalcar que otra conclusién fundamental de este resultado consiste
en que, al igual que para el caso de la Teoria Cudantica, el Modelo de Decoherencia
afirma que toda teoria cuantica de la Relatividad General estara incompleta, y por lo
tanto presentara problemas, si no son consideradas las interacciones entre variables
colectivas y el entorno. Por ejemplo, supéngase que se consigue encontrar una Teoria
Cuantica de la Relatividad General, digamos, de acuerdo con las ideas de Ashtekar.
Si recordamos las ideas detras de esta formulacién [67], podremos comprender que
aun en caso de conseguir una teoria cuantica de la Relatividad General se presen-
taran el mismo tipo de problemas conceptuales que afectan a la Teoria Cuantica
usual. Por ejemplo, en una teoria de esta indole es posible tener un estado que sea la
superposicién de dos estados macroscopicamente diferentes, es decir, tendremos un
equivalente del ya famoso gato de Schrodinger [28], solo que en vez de dos estados
macroscopicamente diferentes del gato, gato vivo y gato muerto, tendremos ahora
dos campos gravitacionales macroscépicamente diferentes. Siguiendo al Modelo de
Decoherencia, parece que problemas como el recién mencionado se pueden resolver
tomando en cuenta la auto-medicién del universo, es decir, la interaccion entre grados
colectivos y entorno genera una solucidén a este tipo de problemas. Este tipo de ideas
no tienen, hasta el momento, cabida en intentos de cuantizar el campo gravitacional,

como en el de Ashtekar.

La conclusién del capitulo 5 podria formularse diciendo que todo intento que sea
hecho para cuantizar el campo gravitacional deberia de incluir también, de entrada,
el esfuerzo por resolver el problema del surgimiento de las propiedades clasicas del
universo, es decir, deberia, tal vez, de incorporar el mecanismo del Modelo de Deco-

herencia, ya que uno de los problemas actuales que se presentan en la busqueda de una
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teoria cuantica de la Relatividad General es el problema del tiempo, la explicaciéon

del surgimiento del tiempo, que es una propiedad clasica.

Otro punto que resta por analizarse consiste en encontrar que tipo de fluctaciones
en la densidad o que tipo de ondas gravitacionales podrian generar unas funcionales

de peso como las mencionadas en las expresiénes (5.29), (5.30) y (5.31).

Existe ya una afirmacién [40] que seriala la posibilidad de que el proceso de deco-
herencia podria jugar un papel fundamental en la aparicién de una flecha del tiempo.
Por lo tanto, también se podria analizar si al incluir las funcionales de peso antes ya

comentadas DM permite obtener una flecha del tiempo en un universo de este tipo.
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