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Introducción

Podemos decir que la teoŕıa de códigos surgió en 1948 cuando Claude E.
Shannon publicó el art́ıculo The Mathematical Theory of Communication,
[33]. Los códigos detectores-correctores de error son muy útiles en el env́ıo
de información a través de canales ruidosos donde pueden ocurrir errores
en el mensaje. Un ejemplo claro de lo anterior es el hecho siguiente: En
1965 el Mariner 4, de la NASA, envió a la tierra, haciendo uso de códigos
detectores-correctores de error, las primeras imágenes del planeta Marte,
imágenes valiośısimas en su momento, aunque de calidad mediana si las com-
paramos con las imágenes logradas en la actualidad (para más detalles puede
consultarse la página web de la NASA: http://www.nasa.gov/).

La transmisión de información desde naves espaciales o a través de satélites
de comunicaciones es uno de los paradigmas de la teoŕıa de códigos. Los
impresionantes avances tecnológicos, en tecnoloǵıa digital, que en la actuali-
dad son normales y que consideramos parte de nuestra vida cotidiana, como
el teléfono celular, la televisión digital, los sistemas de navegación aérea y
maŕıtima, los CD-R, los DVD, en buena medida (pero no totalmente) no
seŕıan posibles sin el desarrollo de los códigos detectores-correctores de e-
rror, [41]. Estos códigos aparecen, además, en medicina (tomograf́ıa), en los
códigos de barras y en consecuencia la importancia de su estudio y de la
obtención de resultados originales en este contexto está fuera de discusión.

En este trabajo se presentan varios resultados correspondientes a lo que
se llaman Códigos Reed-Muller definidos sobre ciertos subconjuntos del es-
pacio proyectivo. De hecho, los códigos Reed-Muller fueron definidos por
primera vez, y en el caso binario, en [24] y [26]. Quizás la primera prueba de
fuego de estos códigos fue realizada en 1972, cuando el Mariner 9 repet́ıa el
experimento del Mariner 4, aunque con resultados cualitativos notoriamente
mejores. La razón de esta mejoŕıa se debió al uso de un potente código
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detector-corrector de errores (del tipo Reed-Muller) capaz de corregir hasta
5 bits erróneos de cada secuencia de 32 bits, [3].

Este tipo de códigos fueron generalizados para el caso de cualquier campo
finito en [5], [19] y [40].

En esta tesis se trabaja en la solución de problemas en teoŕıa de códigos
usando herramientas y conceptos de Algebra Conmutativa y Geometŕıa Al-
gebraica como la función de Hilbert, bases de Gröbner, sucesiones exactas,
variedades proyectivas, etc.. Se encuentran algunos resultados relacionados
con ciertos códigos lineales (se calcula por ejemplo la dimensión y distancia
mı́nima para el caso de los códigos asociados a la variedad de Segre). Este
enfoque es reciente y tiene como precursores a [1], [5], [14], [17], [19], [21],
[23], [34].

El trabajo aqúı presentado es una continuación natural (aparte del con-
texto mencionado anteriormente) de las investigaciones realizadas por mis
asesores, los doctores Carlos Renteŕıa Márquez y Horacio Tapia Recillas.
Los resultados que ellos encontraron, [6], [10], [27], [28], [29], [30], [31], son
la base fundamental para el desarrollo de los temas de esta tesis.

Otro de los tópicos importantes que se desarrollan es el concepto de los
pesos generalizados de Hamming, introducidos por V.K. Wei en [38]. Es
importante mencionar que aqúı sólo se calcula el segundo peso generalizado
y en un caso particular. Este tema se empezó a estudiar como una generaliza-
ción natural al concepto de distancia mı́nima y en respuesta a un problema
espećıfico de criptograf́ıa ([25]). Los pesos generalizados de Hamming son
usados en procesos de decodificación y para el estudio del comportamiento
del código cuando es usado en un canal criptográfico de un tipo especial
(wire-tap channel of type II). Más aún, se usan para clasificar códigos, para
construir curvas sobre campos finitos con muchos puntos racionales y para
otros problemas (ver [1]).

Este tipo de temas no ha perdido vigencia. Baste decir que, reciente-
mente, H.G. Schaathun usó en [32] algunas cuestiones de la variedad de Segre
para probar una conjetura de Wei y Yang relativa a los pesos generalizados
de Hamming sobre códigos producto.

El tomar la decisión de estudiar estos tópicos no fue dif́ıcil. Son actuales,
útiles en tecnoloǵıa digital, criptograf́ıa, etc. Hay grupos importantes de
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investigación en el mundo estudiando estos conceptos o algunos similares e
ı́ntimamente relacionados. En nuestro páıs se sigue impulsando el fortaleci-
miento de estos grupos y temas y hay gran variedad en los problemas que
pueden ser abordados.

Cuando se empezaron a desarrollar algunos conceptos de Algebra Con-
mutativa y Geometŕıa Algebraica nadie pensó que podŕıan aplicarse en cues-
tiones tan concretas y actuales como las que se desarrollan en este trabajo.
Los conceptos de matemáticas básicas que aparecen son valiosos en śı mismos,
pero adquieren doble valor al ser usados en otras ramas del conocimiento,
sobre todo de caracter aplicado.

Las principales aportaciones a la teoŕıa de códigos descritas en este tra-
bajo para los códigos Reed-Muller asociados a la variedad de Segre son las
siguientes:

• Dimensión

• a−invariante

• Ideal Anulador

• Distancia Mı́nima

• Segundo Peso Generalizado de Hamming

Además se encontró el código dual de los códigos Reed-Muller asociados
a la variedad de Veronese y el correspondiente a Intersecciones Completas.

Es importante mencionar que aún hay muchos problemas abiertos en esta
dirección, entre ellos:

• Describir el código dual de los códigos Reed-Muller asociados a la va-
riedad de Segre.

• Encontrar la jerarqúıa de pesos de estos códigos (aqúı solo se encuentran
los primeros dos pesos generalizados).

• Encontrar la distancia mı́nima de los códigos Reed-Muller asociados a
intersecciones completas.

MANUEL GONZÁLEZ SARABIA 4 TESIS DOCTORAL
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La distribución de esta tesis es como sigue: En el Caṕıtulo 1 se descri-
ben algunos conceptos y resultados que son fundamentales para entender los
tópicos aqúı trabajados. En 1.1 se dan las definiciones elementales asociadas
a los códigos lineales, sus parámetros, el código dual y la cota de Singleton.
En 1.2 se dan las definiciones de la función de Hilbert y el a−invariante. En
1.3 se definen los objetos principales de estudio: Los códigos Reed-Muller
definidos sobre ciertos subconjuntos del espacio proyectivo poniendo especial
énfasis en el hecho de que la función de Hilbert da la dimensión de estos
códigos. En 1.4 se recuerda el concepto de la variedad de Segre y se explica
el significado de los códigos Reed-Muller definidos sobre esta variedad. En
1.5 se hace lo mismo que en 1.4 pero en el caso de la variedad de Veronese.
Para este caso particular ya se conocen los parámetros básicos (ver [31]) y
sólo se estudiará el dual de estos códigos. En 1.6 el proceso es nuevamente
parecido pero para el caso de una intersección completa.

En el Caṕıtulo 2 se describen los primeros resultados de esta tesis, to-
dos correspondientes a los códigos Reed-Muller definidos sobre la variedad de
Segre. En 2.1 se encuentran la dimensión y el a−invariante de estos códigos;
ambos conceptos quedan expresados en términos de los correspondientes a
los códigos proyectivos Reed-Muller y que ya son conocidos, [29]. En 2.2
se demuestra que el ideal anulador está generado por sus componentes ho-
mogéneas de grados 2 y q + 1. En 2.3 se encuentra el parámetro básico
más importante de un código: su distancia mı́nima. Nuevamente el resul-
tado obtenido queda en términos de las distancias mı́nimas de los códigos
proyectivos correspondientes. Finalmente en 2.4 se da un ejemplo donde se
describen, en ese caso particular, los principales parámetros de estos códigos.
Como consequencia importante se obtiene que los códigos de este tipo no son
MDS.

En el Caṕıtulo 3 se calcula el segundo peso generalizado de Hamming
para los códigos estudiados en el caṕıtulo anterior. En 3.1 se precisan las
definiciones más importantes y los datos generales de este tópico incluyendo
la distancia mı́nima y el segundo peso generalizado de los códigos proyectivos
Reed-Muller. También se especifica la notación usada para estos códigos,
en particular la forma matricial en que son representadas las palabras del
código. En 3.2 se da el Teorema que calcula el segundo peso generalizado de
Hamming para los códigos Reed-Muller estudiados en el caṕıtulo 2.

En el Caṕıtulo 4 se calculan los duales de los códigos Reed-Muller aso-
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ciados a la variedad de Veronese y los correspondientes a intersecciones com-
pletas. En 4.1 se analiza el caso de la variedad de Veronese y se encuentra
su código dual. En 4.2 se analiza el caso de los códigos definidos sobre in-
tersecciones completas y se encuentra su código dual. El espacio af́ın es un
caso particular de esta situación y cuyo resultado ya es conocido (ver [29]).
En 4.3 se da un ejemplo en un campo con 4 elementos y con una intersección
completa espećıfica en el plano proyectivo.

Finalmente, se dan las conclusiones del trabajo.

Los principales resultados correspondientes a los códigos Reed-Muller
definidos sobre la variedad de Segre están por aparecer en el journal Finite
Fields and their Applications de Elsevier Science (USA).
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Chapter 1

Conceptos Generales

En este caṕıtulo se describen algunos conceptos y resultados cuyo conocimiento
será fundamental para entender los caṕıtulos subsiguientes.

Es muy importante mencionar que los puntos del espacio proyectivo se
supone que están en la siguiente forma estándard (0, . . . , 0, 1, a1, a2, . . . , al),
es decir, la primer entrada no cero del punto en cuestión es 1. Esto es
para garantizar que los mapeos de evaluación dados más adelante estén bien
definidos (ver (1.1), en la sección 1.3).

También vale la pena mencionar que en la literatura especializada es fre-
cuente hablar de los puntos K-racionales de las variedades de Segre, Veronese
o los de una intersección completa en vez de las variedades en śı. Sin embargo,
por comodidad, hablaremos en este trabajo de las variedades indicadas y no
de sus puntos K-racionales.

Notación

N denotará el conjunto de numeros naturales. Si L es campo, pondremos
L∗ := L− {0}. Si X es conjunto denotaremos por |X| la cardinalidad de X.
Si x ∈ R pondremos [x] para denotar la parte entera de x. En este trabajo,
a menos que se diga lo contrario, denotaremos por K el campo finito con
q = pr elementos, donde p es primo arbitrario, esto es, K := Fq. Por Pn(K)
denotaremos el n-ésimo espacio proyectivo definido sobre K = Fq.

MANUEL GONZÁLEZ SARABIA 7 TESIS DOCTORAL
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1.1 Códigos lineales

En esta sección inicial se introducirán algunas de las nociones básicas de la
teoŕıa de códigos lineales. Para más detalles puede consultarse [22].

Consideremos el K-espacio vectorial Kn = (Fq)
n.

Definición 1.1 La distancia de Hamming sobre Kn es la función

δ : Kn ×Kn → N ∪ {0}

δ ((a1, . . . , an) , (b1, . . . , bn)) := |{i : ai 6= bi}|.

La distancia de Hamming es una métrica en Kn como puede verificarse
fácilmente.

Definición 1.2 El peso de Hamming de un elemento a = (a1, . . . , an) ∈ Kn

se define como
w (a) := δ (a, 0) = |{i : ai 6= 0}| .

Definición 1.3 Un código lineal C (sobre el alfabeto K) es un subespacio
lineal de Kn. Los elementos de C serán las palabras del código. Llamaremos
a n la longitud del código y a su dimensión k := dimKC, como K−espacio
vectorial, la dimensión de C. En este caso, un [n, k]−código es un código de
longitud n y dimensión k.

Definición 1.4 La distancia mı́nima, δ (C), de un código no trivial C se
define como

δ (C) := min {δ (a, b) : a, b ∈ C y a 6= b} .

Por las definiciones anteriores se tiene que δ(a, b) = δ(a−b, 0) = w(a−b),
por lo que

δ (C) = min {w (a) : 0 6= a ∈ C}

Definición 1.5 Un [n, k]−código C, con distancia mı́nima δ se denota como
un [n, k, δ]−código. A los enteros n, k, δ les llamaremos parámetros básicos
del código correspondiente.

MANUEL GONZÁLEZ SARABIA 8 TESIS DOCTORAL



CHAPTER 1. CONCEPTOS GENERALES 9

Para un código C con distancia mı́nima δ sea t :=
[

δ−1
2

]
. Si a ∈ Kn y

δ(a, c) ≤ t para algún c ∈ C, entonces c es la única palabra con δ(a, c) ≤ t.

Lo anterior significa que si al transmitir información, se recibe el vector
a, y este difiere de c en a lo más t componentes, entonces se acepta a c como
la palabra transmitida. Por este hecho se dice que C es un código corrector
de t errores.

Definición 1.6 El producto interno canónico sobre Kn está definido por

〈(a1, . . . , an) , (b1, . . . , bn)〉 :=
n∑

i=1

aibi.

Definición 1.7 Si C ⊆ Kn es un código lineal, entonces el código dual de
C es

C⊥ := {u ∈ Kn : 〈u, a〉 = 0 para todo a ∈ C} .

Uno de los más importantes problemas de la teoŕıa de códigos es construir
códigos con dimensión y distancia mı́nima grandes, en comparación con su
longitud, debido a que la capacidad de corrección de errores depende de la
distancia mı́nima. Sin embargo hay ciertas limitaciones en este sentido, una
de ellas, la más sencilla, es la cota de Singleton:

Proposición 1.1 (Singleton) Para un [n, k, δ]−código lineal C se cumple
que

k + δ ≤ n + 1

Demostración. [35], página 41. �

Definición 1.8 Los códigos con k + δ = n + 1 son llamados códigos MDS
(códigos de máxima distancia separable).

En este trabajo se calcularán los parámetros básicos de los llamados
códigos Reed-Muller definidos sobre la variedad de Segre (caṕıtulo 2) y los
duales de otras dos clases de códigos (caṕıtulo 4).

MANUEL GONZÁLEZ SARABIA 9 TESIS DOCTORAL
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1.2 Función de Hilbert y a−invariante

En esta sección se recuerda el concepto de función de Hilbert y algunos
resultados que serán importantes más adelante ([4]).

Sean K = Fq y A := K [X0, . . . , Xn] =
⊕

i≥0 Ai el anillo de polinomios
en las indeterminadas X0, . . . , Xn con coeficientes en K, con la graduación
natural, es decir, Ai consta de todos los polinomios homegéneos de grado i
y el cero.

Sea X un subconjunto no vaćıo de Pn(K). Más adelante X jugará el papel
de la variedad de Segre, la de Veronese o el de una Intersección Completa.
Sea IX :=< f ∈ A : f es homogéneo y f (P ) = 0 para todo P ∈ X >=⊕

i≥0 IX(i), donde IX(i) significa la parte homogénea de grado i de IX , el
ideal anulador graduado de X en A. De igual manera, consideremos R :=
A/IX como el anillo coordenado del conjunto X.

Definición 1.9 La función de Hilbert del anillo coordenado R = A/IX se
define como

HX : N ∪ 0 → N ∪ 0

HX(d) := dimK Ad/IX(d) = dimK Ad − dimK IX(d).

Proposición 1.2 Usemos la notación anterior y sea γX := min{i ≥ 0 :
IX(i) 6= 0}, entonces existe un entero aX de tal forma que

(I) HX(d) = dimK Ad =
(

n+d
n

)
si y sólo si d < γX .

(II) HX(d) < HX(d + 1) < |X| si 0 ≤ d < aX .

(III) HX(d) = |X| para d ≥ aX + 1.

Demostración. [9], página 166. �

Definición 1.10 El entero aX de la Proposición anterior se llama el a−
invariante de R, o el a−invariante de I, o incluso el a−invariante de X.

Definición 1.11 Puesto que el valor de la función de Hilbert a partir de
aX + 1 es constante (igual a la cardinalidad de X), este número, aX + 1, se
llama ı́ndice de regularidad de R.

MANUEL GONZÁLEZ SARABIA 10 TESIS DOCTORAL
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1.3 Códigos Reed-Muller

Aqúı se introducen los códigos cuyas caracteŕısticas aparecerán en el desarro-
llo del presente trabajo y se analiza cuál es la importancia de la función de
Hilbert cuya definición aparece en la sección anterior. Estos códigos son una
generalización de los originales códigos Reed-Muller introducidos en 1954 (cf.
[24], [26]).

Sea K = Fq y Ad ⊆ K[X0, . . . , Xn] la colección de todos los polinomios
homogéneos de grado d, y el cero.

Definición 1.12 Sean d ∈ N∪{0} y X = {P1, . . . , Pm} ⊆ Pn(K). Definimos
el mapeo evaluación siguiente

evd : Ad→Km

evd(f) = (f (P1) , . . . , f (Pm)) . (1.1)

Es claro que este mapeo es K−lineal. Además el núcleo de esta aplicación
es IX(d).

Definición 1.13 El código Reed-Muller, de orden d, sobre el conjunto X,
el cual se denota por CX(d), se define como la imagen del mapeo evaluación
evd.

Esta clase de códigos será el objeto de estudio de este trabajo.

Notemos que el código CX(d) es isomorfo a Ad/IX(d) y por lo tanto

dimK CX (d) = HX (d).

Para el caso en que X es la variedad de Segre (ver sección 1.4) se deter-
minan algunos de los parámetros de los códigos correspondientes, entre ellos

MANUEL GONZÁLEZ SARABIA 11 TESIS DOCTORAL
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la distancia mı́nima y el segundo peso generalizado de Hamming, que son,
en general, dif́ıciles de determinar (caṕıtulos 2 y 3).

Para otras dos situaciones adicionales (variedad de Veronese e Interseccio-
nes Completas) se encontrará sólo el código dual de esta clase de códigos
(caṕıtulo 4), debido a que ya se conocen sus parámetros básicos ([6], Teorema
3.1 y [31]).

1.4 Variedad de Segre

La definición general de códigos Reed-Muller asociados al subconjunto X ⊆
Pn(K) es válida no importando qué caracteŕısticas particulares tenga éste;
sin embargo, buscamos qué subconjuntos del espacio proyectivo se deben
ocupar para que podamos calcular los parámetros básicos de estos códigos
(longitud, dimensión, distancia mı́nima).

Algunos investigadores han descrito varios aspectos de los códigos CX(d)
para ciertos subconjuntos X ⊆ Pn(K). Por ejemplo, Lachaud ([21]) y después
Sørensen ([34]) calcularon estos parámetros para el caso X = Pn(K). De
hecho, C. Renteŕıa y H. Tapia-Recillas hicieron lo propio para este caso, el
caso del espacio af́ın y otros más ([6], [29], [31]).

Es natural, pues, elegir subconjuntos de Pn(K) que sean interesantes. En-
tre estos se encuentran las variedades de Segre, Veronese y las intersecciones
completas, de las cuales se recordará su definición.

Definición 1.14 Sea K = Fq. El mapeo de Segre está definido como ([15],
página 25)

ϕ : Pn(K)× Pm(K) → PN(K),

ϕ
(
x, y

)
= (x0y0, . . . , xiyj, . . . , xnym),

donde

x = (x0, . . . , xn) ∈ Pn(K), y = (y0, . . . , ym) ∈ Pm(K),
N = (m + 1) (n + 1)− 1.

MANUEL GONZÁLEZ SARABIA 12 TESIS DOCTORAL
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Obsérvese que el mapeo ϕ está bien definido y es inyectivo.

Definición 1.15 La imagen S de la aplicación ϕ es conocida como la varie-
dad (proyectiva) de Segre, ([16]), i.e.,

S = ϕ (Pn(K)× Pm(K)) =
{
Pij ∈ PN(K) : Pij = ϕ (Pi, Qj)

}
donde Pi ∈ Pn(K), Qj ∈ Pm(K), i ∈ {1, . . . , k1}, j ∈ {1, . . . , k2} con k1 =

|Pn(K)| = qn+1−1
q−1

, k2 = |Pm(K)| = qm+1−1
q−1

.

En este caso CS(d) es la imagen del mapeo de evaluación

K[Z00, . . . , Zij, . . . , Znm]d → Kk1k2 ,

f → (f (P11) , . . . , f (Pk1k2)).

Definición 1.16 El código CS(d) le llamaremos el código Reed-Muller de
orden d asociado a la variedad de Segre.

En el caṕıtulo 2 se determinan los parámetros de estos códigos.

Vale la pena mencionar que en el caso en que K es un campo algebraica-
mente cerrado, IS = 〈IS(2)〉. Más aún, si Zij = XiYj , entonces ([15], [8])

IS = 〈ZijZkl − ZilZkj : i, k = 0, . . . , n , j, l = 0, . . . ,m〉 (1.2)

1.5 Variedad de Veronese

Otro subconjunto del espacio proyectivo sobre el cual se han estudiado al-
gunos códigos lineales ([27], [31]) es la variedad de Veronese de la cual a
continuación se recuerda su definición.

Definición 1.17 El mapeo de Veronese νn de grado n, está dado por ([8],
[15], [16])

νn : Pm(K) → PN(K),
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νn (z) = (. . . , M (z) , . . .)

donde z = (z0, . . . , zm) ∈ Pm(K) y M (z) corre sobre todos los monomios de
grado n en las variables Z0, . . . , Zm y N =

(
n+m

n

)
− 1.

Definición 1.18 La imagen del mapeo νn es conocida como la variedad de
Veronese (se acostumbra decir de grado n, pero por comodidad usaremos de
manera impĺıcita el valor de n y nos referiremos a ella simplemente como la
variedad de Veronese), la cual denotaremos por V .

En este caso, CV (d) es la imagen del mapeo siguiente

K [Y0, . . . , YN ]d → K |V |,

f → (f (. . . , M, . . .) (Q1) , . . . , f (. . . , M, . . .) (Qk2))

donde k2 = |Pm(K)| y Pm(K) = {Q1, . . . , Qk2}.

Definición 1.19 Al código CV (d) le llamaremos el código Reed-Muller de
orden d sobre la variedad de Veronese.

Para los códigos Reed-Muller asociados a la variedad de Veronese sobre
el campo K ya se han calculado los parámetros principales ([31], Lema 2 y
Teorema 1, página 4).

Resta calcular, y se hará en el caṕıtulo 4, el dual de este tipo de códigos.
Esta es la razón por la que introducimos los conceptos de esta sección.

1.6 Intersecciones Completas

Definición 1.20 Un subconjunto X = {P1, . . . , Pm} ⊆ Pn(K) , se llama
una intersección completa ([15], [16]) si su ideal anulador está generado por
una sucesión regular de n elementos, es decir, IX = 〈F1, . . . , Fn〉 y la clase de
Fi en el anillo A/ 〈F1, . . . , Fi−1〉 no es un divisor de cero para i = 1, . . . , n.
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Definición 1.21 El código lineal CX(d), que llamaremos el código Reed-
Muller de orden d asociado a la intersección completa X, es en este caso la
imagen del mapeo de evaluación siguiente

evX(d) : K [X0, . . . , Xn]d → Km,

f → (f (P1) , . . . , f (Pm)).

Ya se han descrito varias de las propiedades de estos códigos Reed-Muller
asociados a Intersecciones Completas, (cf. [6]). Sin embargo todav́ıa es un
problema abierto el determinar su distancia mı́nima.

En [6] pueden encontrarse algunos ejemplos de intersecciones completas:
el espacio af́ın, los K-puntos racionales de la cuártica de Klein cuando K es un
campo con ocho elementos, los K-puntos racionales de la curva Hermitiana
y el conjunto, la ĺınea proyectiva, que determina al código Reed-Solomon
doblemente extendido.

En el caṕıtulo 4 se describirá el dual de esta clase de códigos.
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Chapter 2

Códigos Reed-Muller sobre la
variedad de Segre

La definición de los códigos Reed-Muller asociados a la variedad de Segre fue
hecha en la sección 1.4 del caṕıtulo 1. Aqúı se usará la notación que ah́ı fue
introducida, recordando que S es la variedad de Segre.

Vale la pena comentar que recientemente, cf. [32], la variedad de Segre se
usó para probar una conjetura de Wei y Yang (cf. [39]) relativa a los pesos
generalizados de Hamming sobre códigos producto, lo que pone de manifiesto
la importancia de su estudio.

En este caṕıtulo se calculan la dimensión (sección 2.1) y la distancia
mı́nima (sección 2.3) de esta clase de códigos. Además se describe el ideal
anulador del anillo coordenado correspondiente. Finalmente se da un ejemplo
que permite ilustrar los conceptos anteriores.

Es importante mencionar que los resultados de este caṕıtulo serán publi-
cados en el journal Finite Fields and their Applications de Elsevier Science,
USA ([10]).

2.1 Dimensión y a−invariante

Sea K = Fq. Utilizaremos la notación: AN := K [Z00, . . . , Znm] con N =
(m+1)(n+1)−1 y para escribir los monomios, digamos X i0

0 · · ·X in
n se usará
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XI , para Y j0
0 · · ·Y jm

m se usará Y J ; además, |I| :=
n∑

s=0

is , |J | :=
m∑

s=0

js.

Notemos que |S| = |Pn (K)| · |Pm (K)| = k1k2 (pues el mapeo de Segre es
inyectivo) con k1 = |Pn (K)| y k2 = |Pm (K)|.

Además, puesto que será fundamental en las siguientes demostraciones,
es necesario introducir algunas definiciones para el caso de la cerradura alge-
braica: Sea K la cerradura algebraica de K y S la imagen del mapeo

ϕ : Pn(K)× Pm(K) → PN(K),

ϕ
(
x, y

)
= (x0y0, . . . , xiyj, . . . , xnym) .

Además AN := K [Z00, . . . , Znm] y sea IS el ideal anulador de S.

Observación 1 Puesto que K es algebraicamente cerrado, es conocido que
([15], página 51):

IS = 〈IS(2)〉 .

Observación 2 En [29], Proposición 8, página 406, se demuestra que

IPn(K) =
〈
Xq

i Xj −XiX
q
j : 0 ≤ i < j ≤ n

〉
.

Sea B := K [X0Y0, . . . , XnYm] la subálgebra de K [X0, . . . , Xn, Y0, . . . , Ym]
con la graduación dada por

Bd =

{∑
I,J

aI,JXIY J : aI,J ∈ K , |I| = |J | = d

}
, d ≥ 0 (2.1)

Esto quiere decir que B =
⊕

d≥0 Bd.

El siguiente resultado es el primer escalón que permitirá llegar al objetivo
de esta sección: determinar la dimensión del código Reed-Muller de orden d
definido sobre la variedad de Segre, CS (d).
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Lema 1 Si N = (m+1)(n+1)−1, S la variedad de Segre y d ≥ 2 entonces
el núcleo de la transformación lineal suprayectiva

θ : AN(d) → Bd , f → θf (2.2)

donde θf (X, Y ) = f (X0Y0, . . . , XnYm) es IS(2)AN(d− 2)

Demostración. (i) Verifiquemos que IS(2)AN(d− 2) ⊆ ker θ.

En efecto, sea f =
s∑

i=1

gihi con gi ∈ IS(2), hi ∈ AN(d− 2). En este caso

θf

(
x, y

)
=

s∑
i=1

gi (x0y0, . . . , xnym) hi (x0y0, . . . , xnym)

y como gi ∈ IS(2) concluimos que gi (x0y0, . . . , xnym) = 0 para todo i =
1, . . . , s. Por tanto θf ≡ 0 y en consecuencia f ∈ ker θ.

(ii) Probemos que ker θ ⊆ IS(2)AN(d− 2).

Sea f ∈ ker θ. Se sigue de la observación 1 que ker θ ⊆ IS = 〈Qij〉 con
Qij ∈ IS(2), de hecho los Qij son los polinomios homogéneos de grado dos
que aparecen en (1.2) de la sección 1.4. Tomando algún orden monomial,
por ejemplo el orden LEX(icográfico)

Z00 > Z01 > · · · > Z0m > Z10 > Z11 > · · · > Z1m > · · · > Znm

por el algoritmo de la división generalizado, podemos escribir f =
∑

i,j λijQij+
r, donde λij ∈ AN(d−2), r ∈ AN y r no es divisible por los términos ĺıderes de
los Qij. Puesto que, por definición, {Qij} forma una base de Gröbner para IS,
entonces r = 0 (pues f ∈ IS). Por tanto, f =

∑
i,j λijQij ∈ IS(2)AN(d− 2).

(i) y (ii) prueban la igualdad requerida. �

El siguiente resultado será útil para determinar la función de Hilbert del
anillo AN/IS.

Sea
Vd := Am(d)IPn(K)(d) + An(d)IPm(K)(d) ⊆ Bd,

donde Am = K [Y0, . . . , Ym] y An = K [X0, . . . , Xn].
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Proposición 1 IS(d) es el núcleo de la transformación lineal suprayectiva
π ◦ θ, donde

AN(d)
θ→ Bd

π→ Bd/Vd (2.3)

con f → θf → θf + Vd.

Demostración. (i) Verifiquemos que ker (π ◦ θ) ⊆ IS(d).

Si f ∈ ker (π ◦ θ) entonces θf ∈ Vd, digamos que θf =
s∑

i=1

himi +
l∑

j=1

MjTj con

hi ∈ IPn(d), mi ∈ Am(d), Mj ∈ An(d), Tj ∈ IPm(d) para todo i = 1, . . . , s,
j = 1, . . . , l. En este caso f (ϕ (P, Q)) = θf (P, Q) = 0 para todo P ∈ Pn(K),
Q ∈ Pm(K) por lo que f (Pij) = 0 para cada Pij ∈ S. Esto prueba que
f ∈ IS(d).

(ii) Probemos que IS(d) ⊆ ker (π ◦ θ).

Sea f ∈ IS(d), i.e., θf (P, Q) = 0 para todo P ∈ Pn(K), Q ∈ Pm(K), es decir,
θf ∈ IPs(K) con s = m+n+1. Para demostrar lo que se quiere, consideremos
los siguientes tres casos:

(I) 2d < q + 1.

Por la observación 2 se tiene que IPs(K) =
〈
Xq

i Xj −XiX
q
j : 0 ≤ i < j ≤ s

〉
.

Luego θf ≡ 0 ó deg(θf ) ≥ q + 1, pero como θf ∈ Bd, deg(θf ) = 2d < q + 1,
se concluye que θf ≡ 0 y en tal caso f ∈ ker (π ◦ θ).

(II) 2d ≥ q + 1 , d < q + 1.

Puesto que θf ∈ IPs(K) =
〈
W q

i Wj −WiW
q
j : 0 ≤ i < j ≤ s

〉
con {Wi}s

i=1 =
{X0, . . . , Xn, Y0, . . . , Ym} (observación 2) y dado que θf ∈ Bd (donde los
polinomios son bi-homogéneos con bi-grado d), necesariamente tenemos que
θf ∈

〈
Xq

i Xj −XiX
q
j , Y q

k Yl − YkY
q
l : 0 ≤ i < j ≤ n , 0 ≤ k < l ≤ m

〉
, es de-

cir, θf =
∑

i,j mij

(
Xq

i Xj −XiX
q
j

)
+

∑
k,l Mkl (Y

q
k Yl − YkY

q
l ) con mij, Mkl

polinomios homogéneos de grado 2d−(q + 1). Pero en este caso obtendŕıamos
que d ≥ q + 1 lo que implica que θf ≡ 0 y en consecuencia θf ∈ Vd, es decir,
f ∈ ker (π ◦ θ).

(III) d ≥ q + 1.

De manera equivalente al caso (II), sea
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θf =
∑

i,j mij

(
Xq

i Xj −XiX
q
j

)
+

∑
k,l Mkl (Y

q
k Yl − YkY

q
l )

pero en este caso podemos escribir

θf =
∑

i,j m
′
ij

(
Xq

i Xj −XiX
q
j

)
m

′′
ij +

∑
k,l M

′

kl (Y
q
k Yl − YkY

q
l ) M

′′

kl

(agrupando las X’s entre ellas y lo mismo para las Y ’s) con m
′′
ij ∈ Am(d)

y M
′′

kl ∈ An(d). Además es obvio que m
′
ij

(
Xq

i Xj −XiX
q
j

)
∈ IPn(K)(d) y

M
′

kl (Y
q
k Yl − YkY

q
l ) ∈ IPm(K)(d). Esto prueba que θf ∈ Vd y por tanto f ∈

ker (π ◦ θ).

De (i) y (ii) se sigue la afirmación. �

Observación 3 De la demostración anterior obtenemos (ver partes (I) y
(II)) que si f ∈ IS(d) con d < q + 1 entonces θf ≡ 0 y usando el Lema
1 concluimos que f ∈ IS(2)AN(d − 2). Resumiendo: IS(d) ⊆ 〈IS(2)〉 si
d < q + 1.

Esta observación será parte importante para la descripción del ideal anu-
lador de S que en la siguiente sección se explica.

Como resultado de la proposición anterior obtenemos la dimensión de los
códigos Reed-Muller asociados a la variedad de Segre y el a−invariante del
correspondiente anillo AN/IS. Los siguientes dos Corolarios son los resulta-
dos más importantes de esta sección.

Corolario 1 La función de Hilbert del anillo AN/IS está dada por

HS(d) = HPn(K)(d) ·HPm(K)(d) (2.4)

Demostración. Se sigue de la proposición anterior que AN(d)/IS(d) ∼= Bd/Vd.
Además, usando la propiedad universal del producto tensorial y los mapeos
naturales, se verifica que

Bd/Vd
∼= An(d)/IPn(K)(d)⊗K Am(d)/IPm(K)(d).
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Luego, AN(d)/IS(d) ∼= An(d)/IPn(K)(d)⊗KAm(d)/IPm(K)(d) de donde se sigue
la afirmación. �

Observación 4 En [29], Proposición 12, página 409, se obtiene el valor de
la función de Hilbert para el caso del espacio proyectivo Pn(K), K = Fq:

HPn(K)(d) =
n∑

j=0

j∑
i=0

(−1)i

(
j

i

)(
j + d− 1− iq

d− 1− iq

)
, d > 0

donde
(

a
b

)
es un coeficiente binomial generalizado, es decir,

(
ν
ν

)
= 1 para todo

ν en Z y
(

k
t

)
= 0 si k < t. Por tanto, con el Teorema anterior, sabemos cual

es la dimensión de los códigos Reed-Muller asociados a la variedad de Segre.

Corolario 2 Denotemos por aS el a−invariante del anillo AN/IS donde S
es la variedad de Segre. Entonces aS viene dado por:

aS = max {n (q − 1) , m (q − 1)} (2.5)

donde n y m son los mismos que en la definición de la variedad de Segre.

Demostración. En [29], proposición 10, se prueba que aPn(K) = n (q − 1),
aPm(K) = m (q − 1). El resultado es inmediato del Corolario anterior y del
hecho de que HS(d) < k1k2 si d ≤ max

{
aPn(K), aPm(K)

}
y HS(d) = k1k2 en el

caso en que d > max
{
aPn(K), aPm(K)

}
donde k1 = |Pn (K)| y k2 = |Pm (K)|.

�

2.2 Ideal anulador

La siguiente proposición describe el ideal anulador de S detallando sus gene-
radores.

Proposición 2 Sean K = Fq y S la variedad de Segre. El ideal anulador
IS está dado por

IS = 〈IS(2), IS(q + 1)〉 . (2.6)
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Demostración. (i) d < q + 1.

Por la observación 3 sabemos que en este caso IS(d) ⊆ 〈IS(2)〉. Basta en-
tonces probar esta inclusión para el caso d > q + 1.

(ii) d > q + 1.

Es suficiente verificar que IS(d) ⊆
∑

i,j ZijIS(d− 1). Usando la notación de
la proposición 1, sea

θf =
∑

i,j mij

(
Xq

i Xj −XiX
q
j

)
+

∑
k,l Mkl (Y

q
k Yl − YkY

q
l ).

Puesto que d > q + 1 y que θf ∈ Bd, podemos escribir

θf =
∑

i,j(XiYj)zij

(
Xq

i Xj −XiX
q
j

)
+

∑
k,l (XkYl) z′

kl (Y
q
k Yl − YkY

q
l ).

Luego, θf =
∑

i,j XiYjτij con τij ∈ IPs(K) (2d− 2). Entonces f =
∑

i,j Zijτ
′
ij

con τ
′
ij ∈ IS(d− 1). �

Tenemos hasta ahora la dimensión del código CS(d), el a−invariante e
ideal anulador para el caso de la variedad de Segre. En la siguiente sección
se calcula otro de los parámetros: la distancia mı́nima.

2.3 Distancia Mı́nima

Uno de los parámetros básicos de un código lineal es su distancia mı́nima.
Este parámetro es muy importante pues es el que permite detectar el número
de errores que puede corregir este código ([22]).

Sea K = Fq. Para calcular la distancia mı́nima δS(d) de CS(d), con S la
variedad de Segre, se usará δPn(K)(d) y δPm(K)(d) para las distancias mı́nimas
de los códigos proyectivos Reed-Muller CPn(K)(d) y CPm(K)(d) respectivamen-
te.
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Teorema 1 Sean K = Fq, S la variedad de Segre y CS(d) el código Reed-
Muller de orden d definido sobre S. La distancia mı́nima del código CS(d)
está dada por

δS(d) = δPn(K)(d) · δPm(K)(d) (2.7)

Más aún, si d ≤ min {n(q − 1), m(q − 1)},

δS(d) = [(q − s) qn−r−1] · [(q − s) qm−r−1] (2.8)

donde d− 1 = r (q − 1) + s, 0 ≤ s < q − 1.

Demostración. Sean f ∈ AN(d) y S = {P11, . . . , Pk1k2} donde k1 = |Pn(K)|
y k2 = |Pm(K)|. Sea Λ = (f (P11) , . . . , f (Pk1k2)) ∈ CS(d) − {0}. Si ϕ es el
mapeo de Segre, entonces para todo i, j existen Pi ∈ Pn(K), Qj ∈ Pm(K) de
tal forma que ϕ (Pi, Qj) = Pij. Por tanto:

Λ = (f (X0Y0, . . . , XnYm) (P1, Q1) , . . . , f (X0Y0, . . . , XnYm) (Pk1 , Qk2)).

donde f (X0Y0, . . . , XnYm) =
∑

i,j aI,JXIY J . Para cada P ∈ Pn (K) (res-

pectivamente Q ∈ Pm(K)) definamos fP (Y ) :=
∑

i,j aI,JP IY J ∈ Am(d)

(respectivamente fQ(X) =
∑

i,j aI,JXIQJ ∈ An(d)).

Para cada i = 1, . . . , k1, sea Λi := (fPi
(Q1), . . . , fPi

(Qk2)) ∈ CPm(K)(d) y
k3 :=| {i : Λi 6= 0} |> 0.

Dado que ω (Λi) ≥ δPm(K)(d) para todo i tal que Λi 6= 0, entonces ω (Λ) ≥
k3δPm(K)(d), (donde ω (Λi) denota el peso de Hamming de Λi).

De manera similar, tomemos Γj :=
(
fQj

(P1) , . . . , fQj
(Pk1)

)
∈ CPn(K)(d) para

cada j ∈ {1, . . . , k2}. Sea j tal que Γj 6= 0. Si k3 < δPn(K)(d) entonces
ω (Γj) ≤ k3 < δPn(K)(d) lo cual no es posible ya que Γj ∈ CPn(K)(d). Por
tanto k3 ≥ δPn(K)(d) y en consecuencia ω (Λ) ≥ δPn(K)(d) · δPm(K)(d).

Para finalizar la demostración es suficiente encontrar una palabra del código
CS(d) cuyo peso sea exactamente δPn(K)(d) · δPm(K)(d).

Consideremos Ω1 := (g (P1) , . . . , g (Pk1)) ∈ CPn(K)(d) con ω (Ω1) = δPn(K)(d)
y g ∈ An(d), (respectivamente Ω2 := (h (Q1) , . . . , h (Qk2)) ∈ CPm(K)(d) con
ω (Ω2) = δPm(K)(d) y h ∈ Am(d)). Puesto que el mapeo θ (definido en la
sección 2.1 de este caṕıtulo) es suprayectivo, sea F ∈ AN(d) tal que:
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(gh (P1, Q1) , . . . , gh (Pk1 , Qk2)) = (F (ϕ (P1, Q1)) , . . . , F (ϕ (Pk1 , Qk2))) =:
Ω ∈ CS(d).

En este caso ω (Ω) = δPn(K)(d) · δPm(K)(d). �

Observación 5 De [29], Proposición 18, página 412, sabemos que la dis-
tancia mı́nima del Código proyectivo Reed-Muller CPn(K)(d), cuando d ≤
n(q − 1), es δPn(K)(d) = (q − s) qn−r−1 donde, por algoritmo de la división
existen r, s ∈ Z tales que d− 1 = r (q − 1) + s, 0 ≤ s < q − 1. Se sigue que

δS(d) = [(q − s) qn−r−1] · [(q − s) qm−r−1].

En la sección siguiente se ejemplificará el Teorema 2 junto con los resul-
tados descritos en este Caṕıtulo.

2.4 Ejemplo

Ilustramos los principales resultados obtenidos, correspondientes a los códigos
Reed-Muller asociados a la variedad de Segre, con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1 Sea K = F4 = {0, 1, a, a2} con a un elemento primitivo de K
y ϕ : P1(K) × P1(K) → P3(K) el mapeo de Segre. Nótese que en este caso
k1 = k2 = |P1(K)| = 5 y por tanto |S| = 25, de hecho:

S = {(0, 0, 0, 1) , (0, 0, 1, 0) , (0, 1, 0, 0) , (1, 0, 0, 0) , (0, 0, 1, a) ,
(0, 0, 1, a2) , (0, 0, 1, 1) , (0, 1, 0, a) , (1, a, a, a2) , (1, 0, a, 0) ,
(1, a2, a, 1) , (1, 1, a, a) , (1, a, 0, 0) , (1, a2, 0, 0) , (1, 1, 0, 0) ,

(0, 1, 0, a2) , (1, a, a2, 1) , (1, 0, a2, 0) , (1, a2, a2, a) , (1, 1, a2, a2) ,
(0, 1, 0, 1) , (1, a, 1, a) , (1, 0, 1, 0) , (1, a2, 1, a2) , (1, 1, 1, 1)}

Del Corolario 2 se sigue que aS = 3. Para este ejemplo concreto se
tomará d = 2. Por la observación 4 se tiene que HP1(2) = 3 y por tanto, por
el Corolario 1, HS(2) = 9. Por consiguiente dimK CS(2) = 9.
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De la proposición 1 se sigue que IS = 〈IS(2), IS(5)〉. Si Z00, Z10, Z01, Z11

representan las coordenadas de P3(K), un conjunto de generadores para IS

es:

{Z10Z01 − Z00Z11, Z
4
01Z11 − Z01Z

4
11, Z00Z

3
01Z11 − Z00Z

4
11, Z

2
00Z

2
01Z11−

−Z00Z10Z
3
11, Z

3
00Z01Z11 − Z00Z

2
10Z

2
11, Z

4
10Z11 − Z10Z

4
11, Z00Z

3
10Z11−

−Z00Z
4
11, Z

2
00Z

2
10Z11 − Z00Z01Z

3
11, Z

3
00Z10Z11 − Z00Z

2
01Z

2
11, Z

4
00Z11−

−Z00Z
4
11, Z

4
00Z01 − Z00Z

4
01, Z

4
00Z10 − Z00Z

4
10}

Ahora bien, si tomamos Zij = XiYj para todo i = 0, 1, j = 0, 1 es fácil
verificar que los generadores del ideal IS pueden obtenerse de los elementos
del K−espacio vectorial

W :=
[
IP1(K)(2)⊗K A1(2)

]
⊕

[
A1(2)⊗K IP1(K)(2)

]
(2.9)

Por ejemplo si Y0Y
4
1 (X4

0X1 −X0X
4
1 ) ∈ W entonces

Y0Y
4
1 (X4

0X1 −X0X
4
1 ) = (X0Y0) (X3

0Y
3
1 ) (X1Y1)−X0Y0 (X1Y1)

4 = Z00Z
3
01

Z11 − Z00Z
4
11 ∈ IS.

Por supuesto que podemos escoger de múltiples formas los elementos de
W . Esta es una forma sencilla para obtener a un conjunto de generadores de
IS.

Además, según el Teorema 2, δS(2) = 9, pues por la observación 5 de la
misma sección, δP1(K)(2) = 3. Se sigue que esta clase de códigos no es, en
general, MDS.

Por otra parte, una base para A3(2)/IS(2) es

{Z2
00, Z00Z01, Z00Z10, Z00Z11, Z

2
01, Z01Z11, Z

2
10, Z10Z11, Z

2
11}.

De la base anterior puede ser obtenida una matriz generadora del código
CS(d).

Los cálculos de este ejemplo fueron realizados con la ayuda del paquete
de computación Macaulay2 ([13]).

En el siguiente caṕıtulo se describirá el segundo peso generalizado de los
códigos Reed-Muller asociados a la variedad de Segre.
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Chapter 3

Segundo peso generalizado de
Hamming

En este caṕıtulo se determina el segundo peso generalizado de Hamming
en el caso de los códigos tratados en el caṕıtulo anterior (Códigos Reed-
Muller sobre la variedad de Segre). Los pesos generalizados de Hamming
fueron introducidos por V.K. Wei en [38]. La razón original de su estudio
fue un problema de Criptograf́ıa (codes for wire-tap channels of type II, [25])
y además constituyen una generalización natural del concepto de distancia
mı́nima (el primero de estos pesos es precisamente la distancia mı́nima del
código). Este tópico es de gran importancia en los estudios recientes de
teoŕıa de códigos debido a que tiene múltiples aplicaciones, entre las que
se cuentan: funciones t−elásticas, complejidad de ramificación en códigos
lineales y clasificación de códigos ([2], [7], [20]).

3.1 Notación y definiciones básicas

Para mayor información sobre este tema pueden consultarse [17], [37] y [38].

Definición 3.1 Sean K = Fq y C ⊆ Kn un [n, k]− código lineal. Se define
el soporte de C como

sop (C) := {j : existe un elemento x = (x1, . . . , xn) ∈ C con xj 6= 0}.
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Definición 3.2 Si C es un [n, k]−código lineal y 1 ≤ r ≤ k, el r−ésimo
peso generalizado de Hamming de C está definido como

dr (C) := min {|sop (D)| : D es un subcódigo de dimensión r de C}.

Obviamente d1 (C) = δ (C) = distancia mı́nima de C.

Los pesos generalizados de Hamming han sido determinados en varias
situaciones particulares ([37]), entre ellas: códigos asociados a variedades her-
mitianas, Grassmanianas, superficies del Pezzo, códigos de Goppa y códigos
BCH.

También es importante mencionar que estos conceptos tienen una inter-
pretación geométrica. En este caso el valor de n− dr (C) es igual con

max
{
|X ∩ Π| : Π es un subespacio proyectivo de codimensión r en Pk−1(K)

}
donde X es un sistema proyectivo ([37], página 1564).

Además estos pesos generalizados de Hamming tienen varias propiedades que
son importantes, entre ellas se cuentan las siguientes

Proposición 3.1 Si C es un [n, k]−código lineal con d1 ≥ 1 entonces

0 < d1 < d2 < · · · < dk = n

Demostración. [37], Proposición 3.1, página 1565. �

Proposición 3.2 Sean C un [n, k]−código lineal y dr su r−ésimo peso ge-
neralizado de Hamming. Entonces

r ≤ dr ≤ n− k + r (cota tipo Singleton)

Demostración. [37], Corolario 3.1, página 1566. �
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Definición 3.3 Un [n, k]−código lineal es llamado r−MDS, si para algún
r, con 1 ≤ r ≤ k, se cumple que dr = n− k + r.

Notemos que este concepto es la generalización natural de los códigos
MDS (caso r = 1).

Las propiedades anteriores son válidas en general para cualquier tipo de
códigos lineales definidos sobre campos finitos. Sin embargo estamos intere-
sados sólo en el caso de los códigos del caṕıtulo 2. Para obtener el resultado
importante en este sentido (segundo peso generalizado de Hamming) se re-
quiere conocer la distancia mı́nima (primer peso generalizado de Hamming)
y el segundo peso generalizado de Hamming en el caso de los códigos proyec-
tivos Reed-Muller. Estas dos cantidades ya son conocidas y su valor es:

Proposición 3.3 La distancia mı́nima del código proyectivo Reed-Muller de
orden ν ≤ q, CPm (K), con K = Fq está dada por

d1

(
CPm(K) (ν)

)
= qm + (1− ν) qm−1.

Demostración. [37], Corolario 7.4 a), página 1577.�

Proposición 3.4 El segundo peso generalizado de Hamming del código proyec-
tivo Reed-Muller de orden ν < q, CPm (K), con K = Fq está dado por

d2

(
CPm(K) (ν)

)
= qm + (2− ν) qm−1 − qm−2.

Demostración. [37], Corolario 7.4 b), página 1577. �

Observación 6 Las Proposiciones 3.3 y 3.4, además de un cálculo directo,
muestran que si ν < q entonces

d1

(
CPm(K) (ν)

)
· d2

(
CPn(K) (ν)

)
= d2

(
CPm(K) (ν)

)
· d1

(
CPn(K) (ν)

)
.
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Se usará la notación que se introdujo en el caṕıtulo anterior, en particular
la usada en el Teorema 1 de la sección 2.3. Por supuesto K = Fq, S es la
variedad de Segre, Pm(K) = {Q1, . . . , Qk2}, Pn(K) = {P1, . . . , Pk1}.

Notemos que si Λ ∈ CS (ν), esta palabra del código puede ser representada
como una matriz de la forma

fP1 (Q1) · · · fP1(Qk2)
fP2 (Q1) . . . fP2 (Qk2)
· · · · · · · · ·

fPk1
(Q1) · · · fPk1

(Qk2)

 (3.1)

Donde las filas son elementos de CPm(K) (ν) y las columnas son elementos de
CPn(K) (ν).

3.2 Segundo peso generalizado

El resultado principal de este caṕıtulo es el siguiente Teorema el cual descri-
be el segundo peso generalizado de Hamming en el caso de los códigos del
caṕıtulo anterior.

Teorema 2 Sean K = Fq, S ⊆ PN(K) la variedad proyectiva de Segre,
donde N = (n + 1)(m + 1)− 1 y CS (ν) el codigo proyectivo Reed-Muller de
orden ν definido sobre S donde ν < q. Entonces el segundo peso generalizado
d2 (CS (ν)) viene dado por

d2 (CS (ν)) = d1

(
CPn(K) (ν)

)
· d2

(
CPm(K) (ν)

)
Más aún

d2 (CS (ν)) = (qn + (1− ν)qn−1)(qm + (2− ν)qm−1 − qm−2).

Demostración. (I) Sean C1 un subcódigo de dimensión 1 de CPn(K) (ν) y C2

un subcódigo de dimensión 2 de CPm(K) (ν) . Entonces C1⊗KC2 (producto
tensorial de espacios vectoriales) es un subcódigo de dimensión 2 de CS (ν) .
En consecuencia
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d2 (CS (ν)) ≤ |sop (C1⊗KC2)| = |sop (C1)| · |sop (C2)|
y por tanto

d2 (CS (ν)) ≤ d1

(
CPn(K) (ν)

)
· d2

(
CPm(K) (ν)

)
(3.2)

(II) Sea D un subcódigo de dimensión 2 de CS (ν) . Toda palabra del código
puede ser vista como una matriz de la forma (3.1). Sea DR el subcódigo de
CPm(K) (ν) ⊆ Kk2 generado por las filas de esta matriz cuando consideramos
todas las matrices correspondientes a todos los elementos de D. De la misma
forma, sea DC el subcódigo de CPn(K) (ν) ⊆ Kk1 generado por las columnas
de las mismas matrices.

Notemos que si dimK DR = dimK DC = 1 entonces dimK D 6= 2. Por
tanto dimK DR ≥ 2 ó dimK DC ≥ 2. Si dimK DR ≥ 2 se cumple que
|sopDR| ≥ d2

(
CPm(K) (ν)

)
. Si algún elemento de la matriz es no cero, existen

por lo menos d1

(
CPn(K) (ν)

)
componentes no cero en la columna correspon-

diente. Luego

|sop (D)| ≥ d2

(
CPm(K) (ν)

)
· d1

(
CPn(K) (ν)

)
y por tanto

d2 (CS (ν)) ≥ d2

(
CPm(K) (ν)

)
· d1

(
CPn(K) (ν)

)
(3.3)

De forma análoga, si dimK DC ≥ 2 obtenemos

d2 (CS (ν)) ≥ d1

(
CPm(K) (ν)

)
· d2

(
CPn(K) (ν)

)
(3.4)

y el Teorema se sigue de (3.2), (3.3) y (3.4). �

Para terminar este caṕıtulo se dará un ejemplo:

Ejemplo 3.1 Sea K un campo finito con 4 elementos, K = {0, 1, a, a2},
donde a es un elemento primitivo de K. Consideremos el caso particular
n = 2, m = 3, en la definición del mapeo de Segre dado en la sección 1.3 del
caṕıtulo 1.

Dado que | P2(K) |= 21 y | P3(K) |= 85 tenemos que | S |= 1785. Más
aún
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• d1

(
CP2(K) (2)

)
= 12,

• d1

(
CP3(K) (2)

)
= 48,

• d2

(
CP2(K) (2)

)
= 15,

• d2

(
CP3(K) (2)

)
= 60

y entonces

d2 (CS (2)) = 720.
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Chapter 4

Códigos Duales

En los dos caṕıtulos anteriores se describieron algunas propiedades de los
códigos Reed-Muller asociados a la variedad de Segre.

En este caṕıtulo se caracterizarán los duales de los códigos Reed-Muller
asociados a la variedad de Veronese y los correspondientes a Intersecciones
Completas.

Ya se hab́ıa mencionado que para los casos anteriores (variedad de Veronese
e Intersecciones Completas) ya se conocen los principales parámetros de esta
clase de códigos (cf. [6], [31]), pero faltaba por encontrar el código dual.

Dos resultados que serán fundamentales en el desarrollo de este trabajo
son:

Lema 2 Sean K = Fq, an = n (q − 1) el a−invariante de Pn (K), y ν, µ
tales que ν + µ = an. Entonces

HPn(K)(ν) + HPn(K)(µ) =

{
HPn(K)(an + 1) si ν 6≡ 0 mod (q − 1)
HPn(K)(an) si ν ≡ 0 mod (q − 1)

(4.1)

Demostración. [29], Proposición 13, página 409. �

Lema 3 Sea f ∈ K [X0, . . . , Xn] /IPn(K) de grado d tal que d ≤ an, y d ≡
0 mod (q − 1). Entonces ∑

P∈Pn(K)
f (P ) = 0.
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Demostración. [34], Lema 8, página 1578. �

4.1 Duales de los códigos Reed-Muller aso-

ciados a la variedad de Veronese.

En esta sección se usará la notación introducida en el caṕıtulo 1, sección 1.5,
respecto a la variedad de Veronese, en particular V denotará dicha variedad.
De igual manera que en secciones anteriores, K = Fq.

Además, am = m(q−1) es el a−invariante del anillo coordenado asociado
al m-espacio proyectivo Pm (K) = {Q1, . . . , Qk2} ([29], página 407).

Para el caso de los códigos Reed-Muller asociados a la variedad de Veronese,
su código dual está dado por:

Teorema 3 Sea CV (d) el código Reed-Muller de orden d sobre la variedad
de Veronese con K = Fq y k2 = |Pm(K)|. Si n es un número natural tal que
nd ≤ am, entonces el código dual de CV (d), que se denota por C⊥

V (d), está
dado por

C⊥
V (d) =

{
CPm(K) (am − nd) si nd 6≡ 0 mod (q − 1)〈
1, CPm(K) (am − nd)

〉
si nd ≡ 0 mod (q − 1)

(4.2)

donde 1 es el vector de Kk2cuyas coordenadas son únicamente unos.

Demostración. (i) nd 6≡ 0 mod (q − 1).

Sea x = (f (. . . , M, . . .) (Q1) , . . . , f (. . . , M, . . .) (Qk2)) una palabra del código
CV (d) con deg(f) = d. Notemos que x = (F (Q1) , . . . , F (Qk2)) con deg(F ) =
nd. Si tomamos y = (h (Q1) , . . . , h (Qk2)) en CPm(K)(am−nd) donde deg(h) =
am − nd, dado que deg(Fh) = am del Lema 3 se sigue que

x · y =

k2∑
i=1

(Fh) (Qi) = 0
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CHAPTER 4. CÓDIGOS DUALES 34

Por consiguiente, CPm(K)(am − nd) ⊆ C⊥
V (d).

La igualdad de estos códigos se sigue del hecho siguiente (y el Lema 2)

dimK CV (d) + dimK CPm(K)(am − nd) = HPm(K)(nd) + HPm(K)(am − nd) =
HPm(K)(am + 1) = k2 = #(Pm (K)).

(ii) nd ≡ 0 mod (q − 1).

Sea x como en el caso (i) y z := (λ+h (Q1) , . . . , λ+h (Qk2)) en el subespacio〈
1, CPm(K)(am − nd)

〉
, con λ en K. Entonces

x · z =

k2∑
i=1

(Fh) (Qi) + λ

k2∑
i=1

F (Qi) .

Como deg (Fh) = am se sigue que
k2∑
i=1

(Fh) (Qi) = 0. De hecho,
k2∑
i=1

F (Qi) =

0 debido a que deg(F ) ≤ nd ≤ am, y nd ≡ 0 mod (q− 1) (Lema 3). Por
tanto,

〈
1, CPm(K)(am − nd)

〉
⊆ C⊥

S (d).

Nuevamente, tomando dimensiones:

dimK CV (d) + dimK

〈
1, CPm(K)(am − nd)

〉
=

HPm(K)(nd) + HPm(K)(am − nd) + 1 = HPm(K)(am) + 1 = k2.

(i) y (ii) prueban el Teorema. �

Resta analizar el caso de intersecciones completas, que se hará en la si-
guiente sección.

4.2 Duales de los códigos Reed-Muller aso-

ciados a intersecciones completas

En esta sección usaremos la notación introducida en la sección 1.6 del caṕıtulo
1, donde K = Fq. En particular, X = {P1, . . . , Pm} ⊆ Pn(K) es una inter-
sección completa. Para la demostración del Lema siguiente se recordará a
continuación la definición de un esquema Cayley-Bacharach (para más de-
talles se puede consultar [9]).
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CHAPTER 4. CÓDIGOS DUALES 35

Definición 4.1 Sea U ⊆ Pt (K), con |U | = s. U es llamado un esquema
Cayley-Bacharach si cualquiera dos subconjuntos de s−1 puntos de U tienen
la misma función de Hilbert.

Equivalentemente, [9], página 171, si toda hipersuperficie de grado menor
que aU + 1 que contiene s − 1 puntos de U , contiene todos los puntos de U
(donde aU es el a-invariante del anillo coordenado asociado a U).

En particular, todo subconjunto de Pt (K) que es una intersección com-
pleta de t hipersuperficies es un esquema Cayley-Bacharach.

En [6], Corolario 3.2, página 9, se prueba que C⊥
X (aX) es unidimensional.

En esta sección se hace una generalización de este resultado y se encuentra
el dual de los códigos CX(d) para d ≤ aX .

Para llegar a este resultado es necesario el siguiente Lema:

Lema 4 Sea X = {P1, . . . , Pm} ⊆ Pn(K) una intersección completa. La
distancia mı́nima δX(aX) de CX(aX) es 2.

Demostración. Como dimK CX(aX) = m− 1, de la cota de Singleton se sigue
que δX(aX) + m− 1 ≤ m + 1 y por lo tanto δX(aX) ≤ 2.
Si Λ = (f (P1) , . . . , f (Pm)) ∈ CX (aX) con ω (Λ) = 1 (ω(Λ) significa el peso
de Hamming de Λ), tendŕıamos que f (Pj) = 0 para todo j 6= i, f (Pi) 6= 0
para algún i ∈ {1, . . . ,m}. Pero esto contradice el hecho que X es un esquema
Cayley-Bacharach.

De lo anterior se concluye que δX(aX) = 2. �

El siguiente resultado es uno de los más importantes de este trabajo.
Generaliza varios casos particulares previos que hab́ıan sido estudiados y que
se engloban en el concepto de Intersección Completa, como el caso del espacio
af́ın y otros que pueden ser consultados en [6], [29], [30].

Para este resultado es necesario recordar la definición de códigos equi-
valentes, debido a que este concepto tiene varias connotaciones (para más
detalles puede consultarse [35]).
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Definición 4.2 Dos códigos C1, C2 ⊆ Fm
q son equivalentes si podemos en-

contrar un vector a = (a1, . . . , am) ∈
(
F ∗

q

)m
tal que C2 = a · C1, i.e.,

C2 = {(a1c1, . . . , amcm) : (c1, . . . , cm) ∈ C1}.

Evidentemente, códigos equivalentes tienen la misma dimensión, la misma
distancia mı́nima y la misma distribución de pesos.

Teorema 4 Sea X = {P1, . . . , Pm} ⊆ Pn(K) una intersección completa y
d ≤ aX , con aX el a−invariante de X. Entonces

C⊥
X(d) y CX(aX − d) son códigos equivalentes (4.3)

Demostración. Como dimK CX(aX) = m−1 su matriz de chequeo de paridad
tiene la forma H = (b1, . . . , bm) donde bi ∈ K para i ∈ {1, . . . ,m}. Por
consiguiente C⊥

X(aX) = 〈(b1, . . . , bm)〉.

Si bi = 0 para algún i ∈ {1, . . . ,m}, tendŕıamos que H · ei = 0 donde ei es
el i−ésimo vector canónico de Km. Es decir, ei ∈ CX(aX), pero esto no es
posible por el Lema anterior.

En consecuencia, C⊥
X(aX) = 〈(b1, . . . , bm)〉 y bi 6= 0 para toda i ∈ {1, . . . ,m}.

Sea Λ1 = (b1g (P1) , . . . , bmg (Pm)) ∈ (b1, . . . , bm) CX(aX−d), donde deg(g) =
aX − d y sea Λ2 = (f (P1) , . . . , f (Pm)) ∈ CX(d). Entonces Λ1 · Λ2 =
m∑

i=1

bi (fg) (Pi). Puesto que deg (fg) = aX y C⊥
X(aX) = 〈(b1, . . . , bm)〉,

se concluye que Λ1 · Λ2 = 0, i.e., C⊥
X(d) contiene a (b1, . . . , bm) CX(aX − d).

Como ([6], Proposición 2.7, página 6)

dimK CX(d) + dimK (b1, . . . , bm) CX(aX − d) = HX(d) + HX(aX − d) = m

se sigue el resultado. �

Observación 7 El Teorema anterior puede resumirse en la siguiente afir-
mación: C⊥

X(d) = (b1, . . . , bm) CX(aX −d) donde (b1, . . . , bm) es un generador
del espacio unidimensional C⊥

X(aX).
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Observación 8 Consideremos el caso X = An(K), es decir X es el n−
espacio af́ın. Como X es una Intersección Completa ([6]) y C⊥

X(aX) =
〈
1
〉
,

donde 1 es el vector cuyas coordenadas son únicamente unos, del Teorema 4
se obtiene el resultado, ya conocido, C⊥

X(d) = CX(aX − d).

4.3 Ejemplo

Para analizar el resultado fundamental de la sección anterior es conveniente
proporcionar un caso espećıfico como el siguiente.

En este ejemplo se trabajará con una intersección completa sobre el plano
proyectivo en un campo con 4 elementos, para definir un código mediante un
mapeo de evaluación sobre los puntos de esta intersección completa y poder
aśı determinar su código dual (cf. [18]).

Ejemplo 4.1 Sea K un campo finito con 4 elementos, K = {0, 1, α, α2},
con α un elemento primitivo de K. Tomaremos X := {(1, t1, t2) : t1, t2 ∈ K∗}
como un subconjunto de P2(K). De hecho:

X = {(1, 1, 1), (1, α, 1), (1, α2, 1), (1, 1, α), (1, α, α),
(1, α2, α), (1, 1, α2), (1, α, α2), (1, α2, α2)} (4.4)

y además:
IX =

〈
X3

1 −X3
0 , X

3
2 −X3

0

〉
(4.5)

En este caso, aX = 3. También se tiene que dimK CX(3) = 8. Más aún,
δX (3) = 2 (véase el Lema 4 de la sección 4.2) y

C⊥
X (3) =

〈
(α, α2, 1, α2, 1, α, 1, α, α2)

〉
.

Por lo tanto, se sigue del Teorema 4, que

C⊥
X (d) = (α, α2, 1, α2, 1, α, 1, α, α2) · CX (aX − d)

para cualquier d ≤ aX .

Observación 9 Nuevamente, como en el ejemplo del caṕıtulo anterior, el
uso del paquete de computación Macaulay2 ([13]) fue fundamental para los
cálculos del ejemplo anterior.
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Conclusiones

El objetivo fundamental del presente trabajo (hacer contribuciones, mo-
destas pero importantes, en la Teoŕıa de códigos) ha sido cumplido.

En los caṕıtulos anteriores se han descrito algunos resultados que vienen
a formar parte de esta rama del conocimiento (Teoŕıa de códigos) que no
podemos llamar emergente pero śı de más o menos reciente creación (cin-
cuenta años aproximadamente).

En este proceso se han usado como herramientas básicas algunas ramas
de las matemáticas (Algebra conmutativa y Geometŕıa algebraica), tradi-
cionalmente ligadas al ámbito puramente académico, para resolver algunas
cuestiones que, como se explica en la introducción, han tenido aplicaciones
concretas indudables.

Por supuesto que el contenido matemático es la esencia de este trabajo,
independientemente de sus implicaciones colaterales.

Esta tesis tiene, en conclusión, la pretensión de poner un granito de arena
en el desarrollo cient́ıfico de nuestro páıs.
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MANUEL GONZÁLEZ SARABIA 39 TESIS DOCTORAL



BIBLIOGRAPHY 40
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