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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es estudiar la propagación de una part́ıcula escalar

cargada a lo largo de una membrana cuatro dimensional que representa nuestro

espacio tiempo habitual, encajada en un espacio tiempo de cinco dimensiones

conocido como universo de Visser [1].

Para lograr esto hacemos una extensión al caso con carga eléctrica del análisis

de Visser para a una part́ıcula escalar neutra, propagándose en las condiciones

que acabamos de describir. En particular se calculan las relaciones de dispersión

que caracterizan la propagación de la part́ıcula. Con este fin se utiliza tanto

enfoque perturbativo como un análisis de solución exacta.

Se establece la diferencia entre tres casos en base al cálculo de la velocidad

de propagación:

i) Situación estándar de una part́ıcula moviendose uniformememnte en cua-

tro dimensiones planas

ii) Part́ıcula escalar neutra en la membrana cuatro dimensional de Visser.

iii) Part́ıcula escalar cargada en la membrana cuatro dimensional del universo

de Visser.

La estructura de esta tesis es como sigue. Después de una breve discusión de

las ideas principales en la introducción pasamos a la descripción de los modelos

hiperdimensionales y discutimos posibles efectos f́ısicos consecuencia de la pres-

encia de más de cuatro dimensiones en el caṕıtulo 2. En el caṕıtulo 3 revisamos

el análisis de Visser para la propagación efectiva de la part́ıcula escalar neutra

mientras que en el caṕıtulo 4 nos concentramos en el análisis del caso para la

part́ıcula cargada. Estos resultados se reportan en forma de art́ıculo en la ref-

erencia [17]. Finalmente en el caṕıtulo 5 se discuten los resultados y se incluyen

posibles extensiones de los mismos.

En esta tesis, a menos que sea expĺıcitamente establecido de otro modo,

adoptamos unidades en las que h̄ = 1, c = 1.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La posibilidad de que existan más de tres dimensiones espaciales ha sido

tema de interés desde hace muchos años. Recientemente las dimensiones extra

han tomado un nuevo impulso debido a que están consideradas en las teoŕıas

de cuerdas, actualmente relacionadas a través de la teoŕıa M y que proponen

una teoŕıa cuántica de la gravedad [2]. Por otro lado, la posibilidad de detectar

experimentalmente posibles consecuencias de la presencia de tales dimensiones

extra es de gran interés.

En forma paralela al desarrollo de trabajos teóricos han surgido trabajos en

la linea experimental orientados a la posibilidad de revelar como dimensiones

extra podŕıan manifestarse, además de contribuir con información que pudiera

resolver problemas como el problema de las jerarqúıas de las escalas de enerǵıas

en f́ısica de part́ıculas.

Un aspecto importante en las teoŕıas multidimensionales es la forma en la

que las dimensiones extra estan ocultas de manera que el espacio tiempo efectivo

es de cuatro dimensiones. Hasta hace poco en las teoŕıas tipo Kaluza Klein las

dimensiones extra se supońıa que eran compactas, de tamaño microscópico del

orden de la longitud de Planck, lp = 10−33cm, y correspondiendo a enerǵıas del

orden de la enerǵıa de Planck, Ep = 1019GeV .
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Recientemente la representación del espacio tiempo usual de cuatro dimen-

siones se hace mediante membranas encajadas en un espacio de dimensión ma-

yor, aqúı la materia ordinaria, a bajas enerǵıas, (con la posible excepción de los

gravitones) esta atrapada en una membrana de tres dimensiones, encajada en

un espacio multidimensional. En los mundos membrana las dimensiones extra

pueden ser de tamaño no microscópico o inclusive de tamaño infinito y pueden

tener efectos que podŕıan detectarse experimentalmente.

A continuación describiremos algunos escenarios de mas de cuatro dimen-

siones que han sido considerados en la literatura.
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Caṕıtulo 2

Espacio-tiempo con más de
cuatro dimensiones

Existe abundante literatura en donde se estudian modelos de más de cuatro

dimensiones. En esta sección se discuten brevemente algunas ideas que han

motivado el presente trabajo de los escenarios más comunmente aceptados [3].

2.1. Escenarios más comunes

Escenario de Kaluza-Klein [4]

Las primeras ideas sobre la posibilidad de dimensiones extra se deben a

Theodor Kaluza y a Oskar Klein. Ellos propusieron una teoŕıa para la gravedad

en cinco dimensiones en el marco de la teoŕıa general de la relatividad, de la cual

la gravedad de Einstein y el electromagnetismo de Maxwell cuatro dimensionales

podŕıan ser obtenidos.

Este escenario a bajas enerǵıas es efectivamente cuatro dimensional siempre

y cuando la quinta dimensión espacial sea compacta; las tres dimensiones espa-

ciales usuales son infinitas mientras que la quinta dimensión extra es un ćırculo

de radio R. El tamaño de la dimensión extra seŕıa 2πR, coincidiendo los puntos

y = 0 y y = 2πR.

La métrica cinco dimensional incluye un potencial para la parte electro-
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magnética y tiene la siguiente forma

gAB =
(

gµν − φAµAν φAµ

−φAν −φ

)
(2.1)

donde µ, ν = 0, 1, 2, 3 son ı́ndices que se refieren al espacio-tiempo usual de

cuatro dimensiones y A,B = 0, 1, 2, 3, 5, donde el ı́ndice 5 se refiere a la quinta

dimensión extra; Aµ es el potencial electromagnético y φ es un campo escalar

extra que aparece en este formalismo.

Es ilustrativo considerar una part́ıcula escalar en un escenario cinco dimen-

sional plano a la Kaluza-Klein: gAB = ηAB ,

Las soluciones para la ecuación de Klein-Gordon son de la forma

Φp,n = exp (ipµxµ) exp iny
R (2.2)

n = 0,±1,±2, ... (2.3)

donde pµ es el momento (3+1) dimensional, y es la coordenada de la dimensión

extra, n resulta de considerar la periodicidad en la dirección y. La ecuación de

Klein-Gordon se reduce a la forma

pµpµ − n2

R2
= 0 (2.4)

de aqúı los modos inhomogéneos con n 6= 0 tienen una masa efectiva en cua-

tro dimensiones. Esta enerǵıa es del orden 1
R y no pueden ser excitados en

procesos de baja enerǵıa. Abajo de enerǵıas del orden 1
R , solamente los modos

homogéneos con n = 0 son relevantes, y bajas enerǵıas representan un escenario

efectivo cuatro-dimensional.

A enerǵıas del orden de 1
R se produciŕıan part́ıculas que evidenciaŕıan la

presencia de la dimensión extra. A la fecha estas part́ıculas no han sido obser-

vadas en los aceleradores de part́ıculas por lo que la escala de enerǵıa 1
R debe
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ser al menos del orden de cientos de GeV, y el tamaño de las dimensiones extra

en el modelo Kaluza-Klein satisface la cota: R ≤ 10−17cm.

Mundos Membrana

En estos escenarios la materia esta localizada en una membrana de cuatro

dimensiones espacio temporales encajada en un espacio de dimensión al menos

5. El confinamiento de la materia implica que a bajas enerǵıas el universo efec-

tivamente es cuatro dimensional. Para ver como la materia esta atrapada en la

membrana a continuación se presentan ejemplos de modelos que exhiben esta

propiedad.

Escenario de Arkami-Hamed-Dimopoulos-Dvali [6]

En este modelo se desprecia la tensión de la membrana (densidad de enerǵıa

por unidad de volumen de la membrana) y se consideran dimensiones extra

compactas, que a diferencia de los modelo Kaluza-Klein, no son necesariamente

de tamaño microscópico. Su tamaño caracteŕıstico lo denotamos con R.

La dinámica de la materia en la membrana determina las distancias para

las que las interacciones no gravitacionales dejan de ser cuatro dimensionales.

Para distancias mucho menores que R, la gravedad se comporta como hiperdi-

mensional y, al no estar confinada a la membrana, esto explicaŕıa por qué la

gravedad es mucho más débil que las otras fuerzas. Hasta este momento la ley

de atracción gravitacional cuatro dimensional ha sido comprobada experimen-

talmente usando balanza de torsión hasta distancias del orden de 0.2 mm [7],

por lo que el tamaño de las dimensiones extra debe ser menor.

Esto abre una nueva posibilidad para manejar el problema de las jerarqúıas:

¿Porqué la escala electrodébil (Mew ∼ 1TeV ) es tan diferente de la escala de

Planck (Mpl ∼ 1016TeV )?. La escala fundamental en los modelos multidimen-
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sionales no es la masa de Planck, la masa fundamental M en estos modelos esta

inclúıda en la siguiente acción:

S = − 1
16πGD

∫
dDX

√
g(D)R(D) , (2.5)

donde

GD =
1

MD−2
≡ 1

Md+2
(2.6)

es la constante fundamental D-dimensional de Newton, d = D− 4 es el número

de dimensiones extra y dDX = d4x ddy.

En el escenario ADD la gravedad cuatro dimensional esta dada por el modo

cero del gravitón, cuya función de onda es homogénea en las dimensiones extra.

De la ecuación (2.5) podemos obtener la acción cuatro diemensional efectiva

para gravedad tomando la métrica independiente de las coordenadas extra y, la

integración es directa y esta acción toma la siguiente forma

Sef = − V(d)

16πGD

∫
d4x

√
g(4)R(4) , (2.7)

donde Vd ∼ Rd es el volumen de las dimensiones extra. Se observa que la masa

de Planck cuatro dimensional es, salvo un factor númerico de orden uno, igual

a

Mpl ≈ M(MR)d/2 . (2.8)

Si el tamaño de las dimensiones extra es grande comparado con la longitud

fundamental M−1, la masa de Planck Mpl es mucho mayor que la escala gra-

vitacional fundamental M .

Si proponemos que la escala fundamental de la gravedad sea del orden de

la escala electrodébil, M ∼ 1TeV , entonces el problema de las jerarqúıas entre

Mpl y Mew es debido al tamaño de las dimensiones extra. El problema de las
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jerarqúıas se reduce ahora a explicar porque el tamaño de las dimensiones extra

es grande.

Suponiendo que M ∼ 1TeV , de la ecuación (2.8) obtenemos el valor de R,

R ∼ M−1

(
Mpl

M

)2/d

∼ 1032/d × 10−17cm . (2.9)

Para el caso de una sola dimensión extra se obtiene un valor inaceptablemente

grande para R que seŕıa inconsistente con el movimiento observado de los plane-

tas de nuestro sistema solar. Un caso interesante es d = 2 para el cual R ∼ 1mm.

Esto ha motivado recientemente experimentos para buscar desviaciones de la ley

de gravedad de Newton a distancias submilimétricas. Sin embargo, escalas del

orden M ∼ 1TeV son de hecho exclúıdas en modelos astrof́ısicos y cosmológi-

cos; valores más realistas seŕıan del orden de M ∼ 30TeV que implicaŕıan

R ∼ 1−10µm. Esto motiva buscar desviaciones de la ley de Newton en el rango

de micro-metros, lo cual es d́ıficil pero no imposible.

Para d > 2 en la ecuación (2.9) resultan cada vez valores más pequeños para

R, por ejemplo, para d = 3 se obtiene R ∼ 10−6cm a escalas del orden de 1TeV ,

quedando prácticamente exclúıda ya la posibilidad de encontrar experimental-

mente desviaciones de la ley de Newton en el método de balanza de torsión. Sin

embargo, en la compactificación no todas las dimensiones extra tienen que ser

del mismo tamaño, resultando que si algunas son mucho menores que otras, es

posible que para casos d > 2 resulten desviaciones similares a la ley de Newton

en el rango micro-métrico similares al caso d = 2.

Escenarios de Randall-Sundrum [8]

Cuando se toma en cuenta la densidad de enerǵıa de la membrana, por

ejemplo, en el campo gravitacional que produce la membrana, resulta que se

induce una geometŕıa en el espacio multidimensional. Este escenario propuesto
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por Randall y Sundrum describe una geometŕıa no factorizable.

Cuando se consideran distancias mucho mayores que el espesor de la mem-

brana, una función delta caracteriza la fuente de campo gravitacional debido a

la membrana. En este caso la membrana que contribuye al campo gravitacional

tiene asociado un solo parámetro: la densidad de enerǵıa por unidad de volumen

tridimensional σ, que se conoce como tensión de la membrana. Si consideramos

el caso de una dimensión extra, la acción gravitacional cinco-dimensional en

presencia de la membrana es

Sg = − 1
16πG(5)

∫
d4xdy

√
g(5)R(5)

−Λ
∫

d4xdy
√

g(5) − σ

∫
d4x

√
g(4) , (2.10)

donde Λ es la constante cosmológica cinco-dimensional, y la integral en el último

término se evalúa en la región que ocupa la 3-membrana g
(4)
µν es la métrica

inducida.

Las ecuaciones de campo que resultan son las ecuaciones de Einstein cinco

dimensionales con constante cosmológica Λ, y el último término en la ecuación

(2.10) genera la condición de frontera de Israel [9]. Estas ecuaciones permiten

soluciones que preservan la invariancia de Poncaré cuatro dimensional.

La existencia de una solución cuatro dimensional plana requiere una conexión

entre σ y Λ; la constante cosmólogica cinco dimensional debe ser negativa e igual

a:

Λ = −4π

3
G(5)σ

2 . (2.11)

y la solución es:

ds2 = a2(y)ηµνdxµdxν − dy2 , (2.12)

donde ηµη es la métrica de Minkowski cuatro dimensional y

a(y) = exp(−k|y|) , k =
4π

3
G(5)σ . (2.13)
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La membrana esta localizada en y = 0. Para comprobar que la métrica (2.12) es

solución de las ecuaciones de Einstein, calculamos el tensor Gµν correspondiente:

Gµν ≡ Rµν − 1
2
g(5)

µν R(5) = g(5)
µν

[
−3

a′′

a
− 3

(
a′

a

)2
]

Gyν = 0

Gyy = g(5)
yy

[
−6

(
a′′

a

)2
]

, (2.14)

donde las primas indican derivadas respecto a y. La métrica (2.12) es solución

de las ecuaciones de Einstein:

Gµν = 8πG(5)Λg(5)
µν + 8πG(5)σg(5)

µν δ(y)

Gyν = 0

Gyy = 8πG(5)Λg(5)
yy (2.15)

siempre que se cumpla la ecuación (2.13) y

k2 = −4π

3
G(5)Λ (2.16)

que es equivalente a la ecuación (2.11). Notese que la ecuación (2.13) viene del

requerimiento

−3
[a′]
a

g(5)
µν = 8πG5σg(5)

µν , y = 0 (2.17)

donde [a′] es el brinco de a′ en y = 0. Este requerimiento es la condición de

Israel para este caso.

La métrica (2.12) es no factorizable; a diferencia de las métricas en los es-

cenarios Kaluza-Klein no corresponde a un producto de la métrica cuatro di-

mensional de Minkowski y las dimensiones extra compactas. Esta métrica co-

rresponde a dos partes del espacio anti-de Sitter de radio 1/k unidas en y = 0,

es decir, a lo largo de la membrana. La hipersuperficie cuatro dimensional y = 0

es plana y la métrica inducida en la membrana es la métrica de Minkowski ηµν .
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Como consecuencia de la invariancia ante transformaciones de Poincaré cua-

tro dimensionales de la métrica (2.12), los campos en este escenario pueden

descomponerse en ondas planas cuatro dimensionales,

φ ∝ exp(ipµxµ)φp(y) . (2.18)

El cuatro-momento pµ, coincide con el momento f́ısico sobre la membrana, pero

para un observador en y 6= 0, el momento f́ısico cuatrodimensional es mayor,

pfis
µ (y) =

1
a(y)

pµ = exp(k|y|)pµ . (2.19)

Existen diferentes modelos que usan la ecuación (2.12) como solución. Uno de

ellos [8] hace que las dimensiones extra sean compactas introduciendo dos mem-

branas (Modelo de Randall-Sundrum I ó RS1): una con tensión positiva σ en

y = 0 y la otra con tensión negativa (−σ) localizada a una distancia yc. La

métrica (2.12) es solución de las ecuaciones de Einstein en presencia de las dos

membranas, la dimensión extra es compacta, y toma valores en el intervalo y = 0

a y = yc.

Considerese ahora pequeñas perturbaciones para la métrica (2.12),

gAB = g
(Randall−Sundrum)
AB + hAB , (2.20)

eligiendo

g55 = −1 , g5µ = 0 , (2.21)

las perturbaciones de la métrica toman la forma

ds2 = [a2(y)ηµν + hµν(x, y)]dxµdxν − dy2 . (2.22)

Si la única fuente de campo gravitacional es la constante cosmológica y las

dos membranas, se puede elegir el sistema coordenado (fijar la norma) de tal

forma que hµν es transversal y sin traza

∂νhν
µ = 0 , hµ

µ = 0 . (2.23)
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Para toda perturbación en este marco de referencia las posiciones de las mem-

branas permanecen en y = 0 y y = yc, por lo que todas las componentes de hµν

obedecen la misma ecuación (omitiendo sub́ındices)

h′′ − 4k2h− m2

a2(y)
h = 0 , (2.24)

donde

m2 = ηµνpµpν (2.25)

es la masa cuatro dimensional de la perturbación. Las condiciones de unión entre

las membranas son

h′ + 2kh = 0 en y = 0, y = yc . (2.26)

Las ecuaciones (2.24) y (2.26) determinan el espectro KK para la masa de los

gravitones, donde la masa esta definida con respecto a la membrana de tensión

positiva, ecuación (2.19). Existe un modo cero, m2 = 0, cuya función de onda

sin normalizar es

h0(y) = exp(−2ky) . (2.27)

Este modo describe la gravedad usual en cuatro dimensiones. A diferencia de las

teoŕıas tipo Kaluza-Klein con geometŕıa facorizable, la función de onda corres-

pondiente al modo cero depende de y de forma no trivial y decrece en la dirección

y = yc. Esto sugiere que el acoplamiento gravitacional en la membrana de

tensión negativa es débil comparado con el de la membrana con tensión positiva.

Soluciones de la ecuación (2.24) sujetas a las condiciones de frontera (2.26)

en y = 0 (sin considerar y = yc) son, sin normalizar

hm(y) = N1

(m

k

)
J2

(m

k
exp(ky)

)

−J1

(m

k

)
N2

(m

k
exp(ky)

)
(2.28)

donde N y J son las funciones de Bessel. El espectro de masas es determinado

por las condiciones de frontera (2.26) en y = yc, y el espaciamiento entre niveles
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se comporta como:

∆m ∼ kexp(−kyc) (2.29)

La interpretación fenomenológica de este resultado depende de si las part́ıculas

del modelo estándar estan ligadas a la membrana de tensión positiva o a la de

tensión negativa.

Una opción es que la materia convencional resida en la membrana de tensión

positiva. Para este caso la constante de Newton cuatro dimensional efectiva es

G(4) = G(5)k
1

1− exp(−2kyc)
. (2.30)

Si no existe una diferencia importante entre el orden de magnitud de la escala

fundamental de la gravedad y el inverso del radio de anti-de-Sitter k, la escala

fundamental debe ser del orden de Mpl.

A grandes distancias la gravedad es cuatro dimensional como puede verse

en la ecuación (2.30) considerando el ĺımite yc → ∞, la constante de Newton

cuatro dimensional tiende a un valor finito

G(4) = G(5)k . (2.31)

Esto es equivalente a considerar que la membrana con tensión negativa ha sido

removida; la gravedad sigue estando localizada aunque solamente existe una

membrana con tensión positiva, y el tamaño de las dimensiones extra es infinito.

En este modelo, llamado RS2, la materia reside en la membrana con tensión

positiva y siente una ley de gravedad cuatro dimensional debido al intercambio

de gravitones en el modo cero (2.27), el potencial gravitacional es

V (r) = −G(4)

r

(
1 +

const

k2r2

)
. (2.32)

La corrección a la ley de Newton en la ecuación (2.32) es despreciable a distancias

que excedan el radio de anti-de-Sitter k−1.
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En el modelo RS2, es posible que las part́ıculas escapen a las dimensiones

extra; para los gravitones, esto puede interpretarse como excitaciones de los

modos KK cuando se dirigen hacia y →∞.

Otras part́ıculas también pueden abandonar la membrana, por ejemplo, los

fermiones pueden abandonar la membrana si tienen suficiente enerǵıa aún en el

caso de localización v́ıa otros mecanismos y en ausencia de gravedad.

Para ilustrar como las part́ıculas masivas pueden escapar de la membrana

en RS2 considérense las geódesicas que corresponden a este modelo [10]:

ẍµ − k sign(y) ẋẏ = 0 (2.33)

ÿ − k

2
sign(y) e−k(y) = 0 (2.34)

la ecuación (2.34) puede reescribirse como

ÿ = − d

dy
VRS(y) (2.35)

con

VRS =
1
2
e−k|y| (2.36)

observandose que las part́ıculas no se mueven en forma estable en la membrana

y pueden escapar a la dimensión extra.

Si la métrica es del tipo anti-de-Sitter este proceso de escape a dimensiones

extra puede suceder a bajas enerǵıas. La razón es que enerǵıas que son ba-

jas, medidas desde la membrana, resultan altas a mayores distancias z. Bajas

enerǵıas en la membrana resultan en altas enerǵıas lejos de la membrana.

Para ilustrar el escape a dimenciones extra, considerense las funciones de

onda para un campo escalar en presencia de la membrana, con la acción

Sφ =
∫

d 4x dy
√

g

[
1
2
gAB∂Aφ∂Bφ− 1

2
V (y)φ2

]
, (2.37)

donde xA = (xµ, y) son las coordenadas del espacio tiempo cinco-dimensional.
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Los efectos de la membrana estan codificados en el potencial V (y), que se supone

tiende a una constante positiva (posiblemente diferente de cero) cuando y →∞.

Si apagamos la gravedad, el campo φ obedece la ecuación de Klein-Gordon

−∂2
µφ + ∂2

yφ− V (y) = 0 . (2.38)

El espectro para la masa cuatro dimensional esta determinado por el potencial

V(y),

pµpµ ≡ m2φ = [−∂2
y + V (y)]φ . (2.39)

Un caso interesante es cuando el operador del miembro derecho de esta ecuación

tiene modos discretos los cuales corresponden a part́ıculas atrapadas en la mem-

brana. El espectro continuo empieza en m2 7→ V (∞).

Cuando se incluye la gravedad la situación cambia. La acción que corres-

ponde a la métrica (2.12) es

Sφ =
∫

d 4x dy a4

[
1
a2

ηµν∂µφ∂νφ− 1
2
(∂yφ)− 1

2
V (y)φ2

]
, (2.40)

donde a(y) = exp(−k|y|). Como a−2 crece para y grandes, el primer término

en la integral de la ecuación (2.40) domina sobre el término del potencial, y los

modos KK cont́ınuos empiezan desde cero.

La ecuación de eigenvalores para la masa cuatro dimensional ahora es

1
a4

∂y(a4∂yφ)− V (y)φ +
m2

a2
φ = 0 (2.41)

Para valores grandes de y, el segundo término es despreciable comparado con

el tercero. Esto significa que el potencial se modifica y tiende a cero cuando

|y| → ∞. Las funciones de onda para y →∞ son

φ(y) = const · exp

(
3ky

2

)
sen

(m

k
exp(ky) + φm

)
(2.42)

El punto es que el espectro cont́ınuo comienza desde m2 = 0, independien-

temente de la forma de V (z). Como no hay estados ligados encajados en el
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cont́ınuo, los estados ligados de la ecuación (2.39) se convierten en resonan-

cias, estados cuasi-ligados con una función de onda que tiene un ancho finito

de decaimiento, es decir, tienen probabilidad finita de escapar de la membrana

hacia y →∞. Esta probabilidad depende del potencial V (y) que mantiene a las

part́ıculas ligadas a la membrana.

Por otro lado, en los escenarios con dimensiones extra pueden existir viola-

ciones a la invariancia de Lorentz y estas pueden tener consecuencias fenomenológi-

cas, un ejemplo de las de los efectos que se tendŕıan debido a la violación de la

invariancia de Lorentz, en enerǵıas relativamente bajas, es que las relaciones de

dispersión se modifiquen, cambiando la relación usual ω2 = m2 + p2 (donde ω

y p son la frecuencia y el momento de la part́ıcula en la membrana).

Otros escenarios

En este trabajo adoptamos el escenario de Visser [1], considerado original-

mente como una clase exótica del modelo de Kaluza-Klein en cinco dimensiones

en el cual las dimensiones extra no son compactas ni de volumen finito. Las

part́ıculas estan atrapadas en una membrana de cuatro dimensiones debido a

la gravedad. Este escenario particular se obtiene resolviendo las ecuaciones de

Einstein en cinco dimensiones que contienen una constante cosmológica y un

campo eléctrico que apunta en la quinta dimensión. En el siguiente caṕıtulo

describiremos en detalle este escenario.

2.2. Algunos posibles efectos f́ısicos de más de
cuatro dimensiones

Los modelos teóricos multidimensionales que proponen una escala para la

gravedad del orden de TeV, han motivado trabajo de investigación orientado

a la posibilidad de detectar experimentalmente dimensiones extra. En segui-

da, mencionamos algunas de las situaciones más destacadas donde esto podŕıa
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ocurrir.

Rayos cósmicos [11]-[12]

Los aceleradores de part́ıculas actuales y los que vendrán en un futuro próxi-

mo pondrán a prueba el tamaño de las dimensiones extra acotando por debajo

la escala de la gravedad a enerǵıas del orden de 30TeV . También está la posi-

bilidad de estudiar las interacciones de alta enerǵıa de los rayos cósmicos con

protones en la atmósfera terrestre, siendo las interacciones más energéticas que

se pueden estudiar hoy en d́ıa aquellas con enerǵıas del orden de 104TeV [11].

Por otro lado los rayos cósmicos de alta enerǵıa podŕıan probar la existencia

de dimensiones extra y que la escala fundamental de Planck sea del orden de

TeV. La idea aqúı se basa en el estudio de la sección transversal de lluvias de

rayos cósmicos [12].

En un modelo donde la escala fundamental es del orden de TeV, como se

postula en modelos que consideran dimensiones extra y membranas cuatro-

dimensionales, explora la posibilidad de que la naturaleza de los rayos cósmicos

se debeŕıa principalmente a las interacciones gravitacionales entre neutrinos y

nucleones de la atmósfera junto con la formación de micro hoyos negros que

se produciŕıan en estas colisiones. Los hoyos-negros se evaporaŕıan rapidamente

por emisión de part́ıculas en la membrana.

Para las interacciones gravitacionales es fundamental que la enerǵıa ca-

racteŕıstica medida en el centro de masas
√

s supere la escala fundamental,

siendo el intercambio de gravitones la interacción dominante. Este es el caso

para los nucleones de la atmósfera que colisionan con neutrinos con enerǵıas

Eν ∼ 1011GeV (
√

s ∼ 106GeV ) si la escala fundamental es de alrededor de 1

TeV. Si el parámetro de impacto b es suficientemente pequeño comparado con

el radio de compactificación, las dimensiones extra pueden ser tratadas como no
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compactas. En este régimen se pueden probar las dimensiones extra simplemente

midiendo las interacciones gravitacionales.

R. Emparan y R. Rattazzi [12] mencionan que ni las interacciones neutrino-

nucleón reguladas por gravitones multidimensionales, ni la producción de micro

hoyos negros en los modelos TeV , pueden explicar lluvias de rayos cósmicos

observadas con enerǵıas hasta de 5 × 1010GeV . Sin embargo, parece ser que

lluvias horizontales dejan abierta esta posibilidad.

Micro Hoyos negros [13]

Si la gravedad está caracterizada por una escala de 1TeV entonces en un

futuro cercano se podŕıa explorar la gravedad cuántica en un acelerador de

part́ıculas como LHC (Large Hadron Collider). Si M ∼ (TeV ) podŕıan crearse

micro hoyos negros, en la medida que pudieran ser de gran tamaño podŕıan

alcanzar la membrana que representa el universo en que vivimos y servir de

herramienta para explorar aspectos de las dimensiones extra.

El escenario que estudiaremos en esta tesis no es realista sino un modelo

sencillo donde poder analizar de manera más directa algunos efectos. Entonces

los efectos f́ısicos mencionados en esta sección no pueden ser considerados di-

rectamente en nuestro análisis.

En los caṕıtulos siguientes, nos enfocamos en el escenario de Visser y la

propagación de una part́ıcula escalar en un subespacio o membrana.
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Caṕıtulo 3

Part́ıcula escalar neutra en
el universo de Visser

3.1. Universo de Visser

En este escenario se tiene un espacio de cinco dimensiones M4 × IR, donde

M4 es una membrana que representa el espacio-tiempo usual de cuatro dimen-

siones. Adicionalmente hay un campo eléctrico que apunta en la dirección de la

dimensión extra.

El escenario de Visser es solución de las ecuaciones de campo de Einstein-

E

y

E

E
E

MEMBRANA 4D

Figura 3.1: Universo de Visser . Consiste de una membrana cuatro dimensional

que representa el espacio tiempo usual más una quinta dimensión y. Adicionalmente

hay un campo eléctrico que apunta en la dirección y.
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Maxwell con constante cosmológica, es decir,

GAB = ΛgAB + TAB (3.1)

1√−g
∂A

(√−gFAB
)

= 0, (3.2)

donde Λ es la constante cosmólogica y TAB el tensor de enerǵıa momento del

campo electromagnético

TAB = −2
δL

δgAB
+ gABL

= FACFB
C − 1

4
gAB(FCDFCD) (3.3)

(3.4)

con

L = − 1
4FABFAB (3.5)

FAB = ∂AAB − ∂BAA. (3.6)

A y F son es el potencial vectorial y el tensor de campo electromagnético,

respectivamente.

Para obtener el escenario de Visser a partir de estas ecuaciones de campo se

propone la métrica [1]

ds2 = −e2φ(y)(dt)2 + d~x · d~x + (dy)2 , (3.7)

que produce el tensor de Ricci

R0
0 = R5

5 = φ′′ − φ′φ′ = −e−φ(eφ)′′ , (3.8)

con las demás componentes igual a cero. Para el tensor de Einstein se obtiene

G11 = G22 = G33 = +e−φ(eφ)′′ (3.9)

y las demás componentes son cero. Las ecuaciones de Einstein (3.1) se reducen

a

(eφ)′′ = (Λ + T11)eφ (3.10)
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y también las siguientes componentes para el tensor de enerǵıa momento del

campo electromagnético:

T0
0 = −Λ = T5

5

T11 = T22 = T33 (3.11)

con las otras componentes igual a cero.

Para determinar la configuración del campo electromagnético escogemos un

potencial vectorial de la siguiente forma:

A0 = a(y); A1 = A2 = A3 = A5 = 0. (3.12)

Esto implica un campo eléctrico en dirección de la dimensión extra: F05 =

−F50 = −a′. Por otro lado:

FABFAB = −2e−2φ(a′)2. (3.13)

Definiendo

E = e−φa′ , (3.14)

se obtiene para el tensor de enerǵıa momento del campo electromagnético

T 0
0 = T 5

5 = −1
2
E2

T 1
1 = T 2

2 = T 3
3 =

1
2
E2 (3.15)

Es de hacer notar que la traza del tensor de enerǵıa momento del campo

electromgnético no es cero a diferencia del caso en cuatro dimensiones. El campo

electromagnético en cinco diimensiones no es el campo electromagnético usual.

Es un hecho bien conocido [14] que mientras las ecuaciones de Maxwell en cuatro

dimensiones son invariantes conformes esto no sucede en más dimensiones. Más

importante es notar: TAB
;B = 0 y por tanto no hay ningún conflicto con la

conservación de enerǵıa momento.
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Las ecuaciones de campo (3.10) se reducen a

Λ =
1
2
E2, (eφ)′′ = E2(eφ) (3.16)

y su solución es

eφ = cosh(Ey), a = sinh(Ey). (3.17)

Observese en (3.16) que E resulta constante. Este resultado también puede

obtenerse usando (3.17) en (3.2):

1√−g
∂A(

√−gFAB) = 0 → ∂5(eφ[−e−φa′] → ∂5(E) = 0 , (3.18)

3.2. Movimiento de una part́ıcula clásica

Es posible entender el confinamiento clásico de una part́ıcula debido a la

gravedad en el modelo de Visser. En esta sección describimos este efecto.

Se observa que la métrica (3.7) no tiene dependencia en las coordenadas

espaciales ~x ni en el tiempo por lo que el cuadrivector de momento (p0e2φ, ~p )

es una constante de movimiento. Esto puede verse si escribimos la ecuación

geódesica de la siguiente forma

pαpβ;α = 0 , (3.19)

usando la identidad pα∂α = m d
dτ podemos reescribir (3.19) como

m
dpβ

dτ
= Γγ

βαpαpγ . (3.20)

Considerando que

Γγ
βαpαpγ =

1
2
gνα,βpνpα , (3.21)

la ecuación geódesica puede entonces escribirse como

m
dpβ

dτ
=

1
2
gνα,βpνpα . (3.22)
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puede observarse que el momento pβ se conserva si la métrica no tiene depen-

dencia en esa dirección.

El momento de una part́ıcula masiva en cinco dimensiones satisface:

pApA = −M2
5 (3.23)

usando la métrica (3.7) vemos que

p5 =
√

(p 0)2e−2φ − (M5)2 − ~p2 (3.24)

Cualquier part́ıcula clásica esta confinada en el espacio-tiempo por el poten-

cial φ(y) si se cumple

p 0 <
√

(M5)2 + ~p2sup(eφ) (3.25)

La no observación experimental de una dimensión extra implica que eφcrece

rápidamente, posiblemente en una escala del orden de la masa de Planck.

Alternativamente, podemos describir el movimiento de la part́ıcula escri-

biendo la geódesica de la siguiente forma

ẌA + ΓA
BCẊCẊD = 0 . (3.26)

En nuestro caso la ecuación geodésica conduce a,

ẗ + 2φ′ẏṫ = 0, (3.27)

ẍi = 0, (3.28)

ÿ + φ′e2φṫ2 = 0. (3.29)

donde las derivadas son respecto a un parámetro af́ın λ. Las trayectorias en

el espacio tiempo usual son lineas rectas como lo indica la ecuación (3.28). Si

reescribimos la ecuación (3.29) cómo
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Figura 3.2: Potencial V (y) = 1
2
cosh(Ey). En y = 0, donde yace nuestra membrana

4D, se encuentra un mı́nimo estable. Se usan unidades con E = 1.

ÿ = − d

dy
V (y) (3.30)

con t = λ + λ0, considerando e2φ = cosh(Ey), entonces V (y) = 1
2cosh(Ey).

La gráfica del potencial V (y) puede verse en la figura 3.2. La part́ıcula esta

localizada en la membrana cuatro dimensional con y = 0.

3.3. Part́ıcula escalar neutra

Desde el punto de vista de la mecánica cuántica, la part́ıcula escalar neutra

obedece la ecuación de Klein-Gordon

1√−g
∂A(

√−ggAB∂BΨ) = (M5)2Ψ. (3.31)

Usando la métrica (3.7) para este escenario, (3.31) se reduce a

[−e−2φ∂00 + ∂ii + ∂55 + φ′∂5]Ψ = (M5)2Ψ. (3.32)

Proponiendo una solución en separación de variables de la forma

Ψ = exp[−i(ωt− ~k · ~x)]e−
φ
2 η(y) , (3.33)
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que puede interpretarse como una part́ıcula que se mueve libremente en el es-

pacio tiempo 4D, y sustituyendo en la ecuación (3.32) obtenemos una ecuación

de eigenvalores

[
−1

2

(
∂

∂y

)2

+ V (ω, y)

]
η(ω, y) = ε(ω)η(ω, y) . (3.34)

Aqúı

V (ω, y) = 1
4φ′′ + 1

8φ′φ′ − 1
2ω2e−2φ , (3.35)

ε = −M2+~k2

2 . (3.36)

En la ecuación (3.34) adoptamos una convención distinta a Visser [1] consideran-

do ε negativo. Usando (3.17) la ecuación de eigenvalores toma la forma:

Hη = εη

H = − 1
2

(
∂
∂y

)2

+ 1
8E2 − ( 1

2ω2 − 1
8E2) sec h2(Ey) (3.37)

Este potencial se conoce como potencial de Rosen-Morse. Haciendo los cam-

bios
h̄

µ
= 1, V0 → 1

2
ω2 − 1

8
E2, b → 1

E
, (3.38)

podemos comparar con la ecuación (B.14) del apéndice B. Los eigenvalores son

los siguientes

εn = −1
2

{(
ω −

[
n +

1
2

]
E

)2

−
(

E

2

)2
}

, n = 0, 1, 2... (3.39)

El número de niveles discretos de enerǵıa esta dado por el entero más grande

N que satisface la siguiente desigualdad:

N <
ω

E
− 1 . (3.40)
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          a)      b) 

Figura 3.3: a)En el escenario usual de cuatro dimensiones la part́ıcula escalar esta

totalmente localizada en la membrana , b)En un escenario con una quinta dimensión

adicional la part́ıcula se mueve en dirección de la membrana pero su cuerpo abarca las

cinco dimensiones, su función de onda tiene un máximo en la membrana y decae en

dirección de la dimensión extra.

Vemos que el escenario de Visser da lugar a estados ligados para una part́ıcula

escalar neutra: la part́ıcula esta localizada en la membrana 4D en y = 0, sobre

la cual se mueve libremente.

3.4. Relaciones de dispersión

Con el objetivo de estudiar efectos de dimensiones extra en la propagación

de una part́ıcula cuántica nos enfocamos en las relaciones de dispersión. De este

modo si existe algún efecto podŕıa identificarse como una modificación de la

velocidad de propagación de la part́ıcula.

Universo plano de Minkowski-4D

En el universo plano de cuatro dimensiones de Minkowski una part́ıcula

escalar neutra obedece la ecuación de Klein-Gordon

(−∂tt + ∂ii)Ψ = M2
4 Ψ (3.41)

con solución

Ψ = Ce−i(ωt−−→k ·−→x ), C = cte. (3.42)

Sustituyendo en la ecuación de Klein-Gordon obtenemos las relaciones de dis-
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persión usuales

k(ω) =
√

ω2 −M2
4 . (3.43)

Las relaciones de dispersión expresan la magnitud del vector de onda k = |−→k |,
como función de ω. Esta dependencia se hereda en la velocidad de grupo

vg =
1

dk(ω)
dω

=
1
ω

√
ω2 −M2

4 (3.44)

Universo de Visser 5D

Para la part́ıcula escalar neutra en el escenario de Visser tenemos que com-

binando las ecuaciones (3.39) y (3.36) encontramos las relaciones de dispersión

correspondientes

k(ω) =

√[
ω −

(
n +

1
2

)
E

]2

− (M4)2 , (3.45)

donde definimos la 4-masa como:

(M4)2 = (M5)2 +
(

E

2

)2

. (3.46)

Comparando con (3.43) se observa un corrimiento.

En el siguiente caṕıtulo extenderemos el ánalisis de las relaciones de disper-

sión al caso en que la part́ıcula tiene carga eléctrica. Veremos que se producirá un

corrimiento adicional en las relaciones de dispersión debido a la carga eléctrica.
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Caṕıtulo 4

Part́ıcula escalar cargada en
el universo de Visser

En este caṕıtulo se reemplaza a la part́ıcula escalar neutra por una part́ıcula

escalar cargada, para posteriormente calcular las relaciones de dispersión que

caracterizan su propagación.

4.1. Part́ıcula escalar cargada

Para una part́ıcula escalar cargada, usamos la generalización de la ecuación

de Klein-Gordon para espacios curvos con acoplamiento electromagnético

1√−g
(∂A − iqAA)

[√−ggAB(∂B − iqAB)Ψ
]

= (M5)2Ψ . (4.1)

Sustituyento (3.7) y (3.12) resulta

[−e−2φ(∂0 − iqA0)2 + ∂ii + ∂55 + φ′∂5]Ψ = (M5)2Ψ . (4.2)

Es conveniente reescribir (4.2) en la forma

[−e−2φ∂00 + ∂ii + ∂55 + φ′∂5 + K]Ψ = (M5)2Ψ (4.3)

donde

K = −e−2φ(2iqa∂0 + q2a2) . (4.4)
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Considerando nuevamente que la part́ıcula se mueve libremente en la mem-

brana 4D proponemos

Φ = exp[−i(ω − ~k · ~x)]e−
φ
2 χ(y) (4.5)

como solución a la ecuación de Klein-Gordon (4.3). Obtenemos aśı una ecuación

tipo Schrödinger

(H + H1)χ = ε χ , ε = −M2 + ~k2

2

H1 = −e−2φ(qaω +
q2a2

2
) . (4.6)

Aqúı H representa el hamiltoniano que corresponde al potencial de Rosen-

Morse (3.37) que en el caṕıtulo anterior se vió está asociado a la part́ıcula neutra.

Para la part́ıcula escalar cargada se obtiene un término adicional H1 debido a

la presencia de la carga q.

A continuación calculamos las relaciones de dispersión utilizando tanto un

enfoque perturbativo como un análisis de solución exacta. El enfoque perturba-

tivo tiene restricciones para los valores que puede tener ω.

4.2. Relaciones de dispersión con teoŕıa de per-
turbaciones

Utilizamos ahora teoŕıa de perturbaciones, considerando H1 como pertur-

bación de H. Los eigenvalores de nuestro problema son de la forma

εn = ε(neutra)
n + δεn(q, E, ω) (4.7)

donde ε
(neutra)
n son los eigenvalores para la part́ıcula neutra (3.39) , y a primer

orden las correcciones tienen la forma

δεn(q, E, ω) =
∫ ∞

−∞
χ∗nĤ1χn . (4.8)
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Usando (3.17) reescribimos H1 como

H1 = −qωsenh(Ey)[cosh(Ey)]−2 − q2

2
[senh(Ey)]2[cosh(Ey)]−2 (4.9)

Calcularemos las relaciones de dispersión para la part́ıcula escalar cargada

correspondientes al estado base y a dos estados excitados.

4.2.1. Estado base

Para el estado base la función de onda correspondiente al potencial de Rosen-

Morse es

χ0 = C0 (coshEy)−2σ (4.10)

donde de acuerdo con (3.38) y (B.3), σ es

σ =
1
2

ω

E
− 1

4
. (4.11)

La constante de normalización C0 es

(C0)−2 =
∫ ∞

−∞
dy [cosh(Ey)]−4σ

=
1
E

Γ( ω
E − 1

2 )Γ( 1
2 )

Γ( ω
E )

, (4.12)

donde se usó (C.2). Siguiendo la ecuación (4.8) obtenemos

δε0 = −C2
0qω

∫ ∞

−∞
dy[cosh(Ey)]−4σ+2senh(Ey)

−C2
0q2

2

∫ ∞

−∞
dy[cosh(Ey)]−(2σ+4)[senh(Ey)]2 . (4.13)

Consultando el apéndice D, la condición para la convergencia de las integrales

(D.4) implica σ > 1
2 , y el resultado es
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δε0 = −C2
0q2

2

√
π

σ

Γ(1 + 2σ)
Γ(2σ + 3

2 )
. (4.14)

Usando (4.11) tenemos en función de ω

δε0 = −C2
0q2

2

√
π

(2 ω
E − 1)

Γ( ω
E + 1

2 )
Γ( ω

E + 1)
, (4.15)

y la condición de convergencia es ω > 1
2 .

La relación de dispersión para la part́ıcula cargada es

1
2
(M2

5 +−→
k

2

n) =
1
2

[(
ω − [n +

1
2
]E

)2

−
(

E

2

)2
]
− δεn (4.16)

resolviendo para k:

kn =
√

(kn(ω)neutra)2 − 2δεn (4.17)

donde k
(neutra)
n se refiere a la part́ıcula no cargada (3.45). La velocidad de grupo

para la part́ıcula cargada es

vg
n =

1
d

dω

√
(kn(ω)neutra)2 − 2 δεn

(4.18)

que para el estado base toma tiene la siguiente forma

vg
n =

1
d

dω

√
ω2 − ωE −M2 − 2 δεn

(4.19)

Los resultados se muestran gráficamente en la figura 4.7 . Puede apreciarse un

cambio en la forma de las relaciones de dispersión para la part́ıcula escalar

cargada en el estado base.

La gráfica 4.1 representa el cociente δε0/ε
(neutra)
0 mostrando gráficamente el

intervalo donde nuestros resultados perturbativos son confiables.
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Figura 4.1: Estado base. La curva representa el cociente δε0/ε
(neutra)
0 para el estado

base, mostrando que los resultados de nuestro metodo perturbativo son confiables.

Consideramos q = E = M5 = 1.

4.2.2. Primer estado excitado

En el caso del primer estado excitado se procede como en el caso anterior,

la eigenfunción y la corrección al eigenvalor son

η1 = iC1 sinh(Ey)(cosh(Ey))−2σ (4.20)

(C1)−2 =
√

π

E

(
3− 2

ω

E

)−1 Γ( ω
E − 1

2 )
Γ( ω

E )
(4.21)

de la misma manera que como en el caso del estado base, usamos la ecuación

(4.8) y obtenemos para este caso

δε1 = −C2
1q2

16
3
√

π

(1− 2σ)σ
Γ(2σ + 1)
Γ(2σ + 3

2 )
. (4.22)

Las integrales involucradas (4.8) convergen para ω > 3
2 . Usando (4.11) escribi-

mos el resultado en función de ω

δε1(ω) = −C2
1q2

2
3
√

π

(2 ω
E + 1)(2 ω

E − 1)
Γ( ω

E + 1
2 )

Γ( ω
E + 1)

. (4.23)

Las relaciones de dispersión correspondientes al primer estado excitado resultan

36



0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

3 4 5 6 7 8w

Figura 4.2: Primer estado excitado. La curva representa el cociente δε1/ε
(neutra)
1

para el primer estado excitado. Consideramos q = E = M5 = 1.

k1 =
√

ω2 − 3ωE + 2E2 −M2 − 2 δε1 (4.24)

y la velocidad de grupo correspondiente es

vg
1 =

1
d

dω

√
ω2 − 3ωE + 2E2 −M2 − 2 δε1

. (4.25)

En la figura (4.8) se comparan la velocidad de grupo para los casos de la

part́ıcula neutra y la part́ıcula cargada en este primer estado excitado. La figura

(4.2) muestra que el metodo perturbativo es confiable.

4.2.3. Tercer estado excitado

Es de interés estudiar el tercer estado excitado ya que en este caso, a difer-

encia de los anteriores, el primer término que contiene a ω en (4.6) contribuye

a la corrección de ε.

Para el tercer estado excitado se procede como los casos anteriores. La fun-

ción de onda correspondiente es

η3 = ic3senh(Ey)[cosh(Ey)]−2σ
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+
ic3

2
(2κ− 1)[senh(Ey)]2[cosh(Ey)]−2σ−2κ−3

(C3)−2 =
√

π

(3− 2ω)E
Γ(ω − 1

2 )
Γ( 1

2 )
− 3

32
(2κ− 1)2

(2κ + 1)(κ + 1)
Γ(2κ + 3)
2κ + 7

2

κ =
1
2

√(
ω − 7

2

)2

− 1
2

.

(4.26)

Con la restricción ω > 4 para las integrales en la ecuación (4.8) la corrección

al eigenvalor tiene la forma

δε3 = −3C2
3q2

8

√
π

(2− 4σ)σ
Γ(2σ + 1)
Γ(2σ + 3

2 )

−15C2
3q2

8
(2κ− 1)2

√
π

(4κ + 2)(4κ + 4)(4κ + 6)
Γ(2κ + 4)
Γ(2κ + 9

2 )

+3C2
3

√
πqω

(2κ− 1)
(2σ + 2κ + 1)(2σ + 2κ + 3)

Γ(σ + κ + 5
2 )

Γ(σ + κ + 3)

(4.27)

Reescribiendo (4.27) en términos de ω queda

δε3(ω) = −3C2
3q2

2

√
π

(3− 2ω)(2ω − 1)
Γ(ω + 1

2 )
Γ(ω + 1)

−15C2
3q2

8
(2κ− 1)2

√
π

(4κ + 2)(4κ + 4)(4κ + 6)
Γ(2κ + 4)
Γ(2κ + 9

2 )

3C2
3

√
πqω

(2κ− 1)
(ω + 2κ + 1

2 )(ω + 2κ + 5
2 )

Γ(ω
2 + κ + 9

4 )
Γ(ω + κ + 11)

.

(4.28)

Las relaciones de dispersión correspondientes resultan en

k3 =
√

ω2 − 7ωE + 12E2 −M2 − 2 δε3 (4.29)
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Figura 4.3: Tercer estado excitado. La curva representa el cociente δε3/ε
(neutra)
3 .

Consideramos q = E = M5 = 1.

y la velocidad de grupo

vg
3 =

1
d

dω

√
ω2 − 7ωE + 12E2 −M2 − 2 δε3

(4.30)

Los resultados para este tercer estado excitado se muentran gráficamente en

la figura 4.9. La gráfica 4.3 representa el cociente δε3/ε
(neutra)
3 para este caso.

4.3. Relaciones de dispersión exactas

En esta sección calculamos las relaciones de dispersión exactas para el pro-

blema de la part́ıcula cargada.

El potencial correspondiente a la part́ıcula cargada será el potencial de la

part́ıcula neutra más un término adicional debido a la presencia de la carga:

V = Vneutra + Vq (4.31)

de la ecuación (3.37) vemos que la forma del potencial para la part́ıcula neutra

es:

Vneutra =
1
8
E2 − (

1
2
ω2 − 1

8
E2) sec h2(Ey) (4.32)
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reescribiendo (4.9) como:

Vq = −qω tanh(Ey)sech(Ey) +
q2

2
sech2(Ey)− q2

2
(4.33)

resulta el siguiente potencial para la part́ıcula cargada:

V =
1
8
E2− q2

2
+

(
q2

2
− ω2

2
+

E2

8

)
sec h2(Ey)−qω sec h(Ey) tanh(Ey) . (4.34)

Este potencial se conoce como potencial de Morse y se encuentra en la re-

ferencia [15] escrito de la siguiente forma:

V − = A2 +
(

B2 −A2 − Aαh̄√
2m

)
sech2(αy)

+ B

(
2A +

αh̄√
2m

)
sech(αy)tanh(αy) . (4.35)

Los eigenvalores de enerǵıa correspondientes son:

En = A2 −
(

A− nαh̄√
2m

)2

(4.36)

El potencial (4.35) está definido en modo tal que la enerǵıa del estado base es

cero. Identificamos (4.35) con (4.34) como sigue

A2 + C =
1
8
E2 − q2

2
,

B2 −A2 − AE√
2

=
q2

2
− ω2

2
+

E2

8
,

B

(
2A +

E√
2

)
= −qω , (4.37)

con h̄ = m = 1. En (4.37) se incluye C considerando que la enerǵıa del estado

base para la part́ıcula cargada no es cero, sino que para el caso neutro q = 0,

debe reproducir el resultado de Visser (3.39). Resolviendo (4.37) para A,B y C

se obtienen los siguientes resultados:
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Figura 4.4: Eigenvalores para el estado base. La curva superior atrazos corre-

sponde a la part́ıcula neutra, la de en medio corresponde al caso perturbado y la curva

inferior corresponde a la solución exacta. Consideramos q = E = M5 = 1.

A = −
√

2
4

E +
√

2
2

ω

B = −
√

2
2

q

C = −q2

2
− ω2

2
+

1
2
Eω . (4.38)

Adicionando C a la ecuación (4.36) obtenemos el espectro asociado al potencial

(4.34) :

εn = ε(neutra)
n − q2

2
(4.39)

donde ε
(neutra)
n son los eigenvalores de la enerǵıa para el caso neutro dados por

la ecuación (3.39). En las figuras 4.4, 4.5 y 4.6 se muestran los eigenvalores para

el estado base, el primer y el tercer estado exitado respectivamente.

Las relaciones de dispersión son las siguientes:

kn =

√
(kn(ω)neutra)2 +

q2

2
(4.40)
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Figura 4.5: Eigenvalores para el primer estado excitado. La superior corre-

sponde al caso neutro, la curva de en medio al caso perturbado y la curva inferior a la

solución exacta. Consideramos q = E = M5 = 1.
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Figura 4.6: Eigenvalores para el tercer estado excitado. La curva inferior cor-

responde a la solución exacta, las otras dos curvas, prácticamente indistinguibles, cor-

responden al caso neutro y al caso perturbado. Consideramos q = E = M5 = 1.
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Figura 4.7: Velocidad de grupo para el estado base. La curva superior corre-

sponde a velocidad de grupo obtenida considerando la solución exacta, la de en medio

corresponde al análisis peturbativo y la curva inferior a trazos es la correspondiente

al caso neutro. Consideramos q = E = M5 = 1. Observese que las curvas tienden

asintóticamente al valor c = 1.

donde k
(neutra)
n corresponde a la part́ıcula no cargada (3.45). La velocidad de

grupo correspondiente es

vg
n =

1
d

dω

√
(kn(ω)neutra)2 + q2

2

(4.41)

En las figuras: 4.7, 4.8 y 4.9 se muestran las gráficas de las velocidades de grupo

para el estado base, el primer y el tercer estado exitado respectivamente. Puede

obsrevarse claramente un corrimiento en las velocidades debido a la presencia

de la carga q.

4.4. Confinamiento

Como se mencionó en la discusión de escenarios con dimensiones extra, es

posible que en algunos de ellos la materia pueda escapar de la membrana. Es de

interés observar que para valores t́ıpicos de los parámetros q = 1, E = 1, M = 1

este efecto no ocurre para la part́ıcula escalar moviéndose en un subespacio

membrana en el escenario de Visser considerado en nuestro trabajo.

43



0.2

0.4

0.6

0.8

2 2.5 3 3.5 4w

Figura 4.8: Velocidad de grupo para el primer estado excitado. La curva

superior corresponde a velocidad de grupo obtenida considerando la solución exacta,

la curva a trazos de en medio es el caso neutro, y la curva inferior corresponde al análisis

perturvbativo. Consideramos q = E = M5 = 1. Las curvas tienden asintóticamente al

valor c = 1.
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Figura 4.9: Velocidad de grupo para el tercer estado excitado. La curva su-

perior corresponde a velocidad de grupo de la solución exacta, las otras dos curvas,

prácticamente indistinguibles, corresponden una al caso perturbativo, y por debajo de

esta curva, el caso neutro (curva a trazos). Consideramos q = E = M5 = 1. Como en

los casos anteriores las curvas tienden asintóticamente al valor c = 1.
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Figura 4.10: Comparación del potencial para la part́ıcula neutra (linea a trazos) y

el potencial para la part́ıcula cargada (linea cont́ınua). En este último, el valor del

potencial para +∞ y −∞ tiende al mismo valor. La forma del potencial suguiere que

no existen en este escenario estados metaestables. Se usa E = 1, M5 = 1.

Considerando la gráfica del potencial para la part́ıcula cargada, figura 4.10,

es interesante observar que aunque en este modelo la part́ıcula esta localiza-

da gravitacionalmente en cuatro dimensiones bajo la influencia de un campo

eléctrico, no hay posibilidad de estados metaestables, es decir, la part́ıcula no

escapa a la dimensión extra.

Esta situación contrasta con lo que sucede, por ejemplo, en la ionización

del átomo de hidrogeno en el efecto Stark; el campo eléctrico en el escenario

de Visser juega un papel dinámico, de tal forma que en el acoplamiento de las

ecuaciomes Einstein-Maxwell siempre resulta un confinamiento para la part́ıcula

en la membrana.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo hemos descrito brevemente algunos de los escenarios con di-

mensiones extra considerados en la actualidad en el entendimiento de problemas

abiertos como el de jerarqúıas o el de la constante cosmológica, entre otros. A

saber, el escenario de Arkani-Hamed-Dimopoulos-Dvali (ADD), el de Randall y

Sundrum (RS) y su predecesor el modelo de Visser.

Después de mostrar que el escenario de Visser da lugar a confinamiento

gravitacional de una part́ıcula clásica ecuaciones (3.25) y (3.30), hemos revisado

que en el caso cuántico de una part́ıcula escalar neutra un resultado análogo se

cumple. La part́ıcula escalar neutra esta localizada en una membrana 4D y su

velocidad de propagación es distinta a la usual del caso de espacio tiempo plano

4D.

Finalmente hemos extendido el análisis de la part́ıcula escalar neutra al de

una part́ıcula escalar cargada que se propaga en el escenario multidimensional

de Visser. De nuevo, la part́ıcula se mueve en una membrana 4D. Esta part́ıcula

esta acoplada no solo al campo gravitacional sino también al campo eléctrico

presente. Se calcularon las relaciones de dispersión y la velocidad de grupo para

el estado base: ecuaciones (4.18), (4.19), y figura 4.7, para el primer estado

excitado ecuaciones (4.24) , (4.25), y figura 4.8, y para el tercer estado excitado
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ecuaciones (4.29) , (4.30), y figura 4.9. Para esto se redujo la ecuación de Klein-

Gordon a una ecuación de Schrödinger equivalente. Se encuentra un corrimiento

adicional de las relaciones de dispersión y de la velocidad de grupo con respecto

al caso neutro y al caso usual 4D plano.

Nuestra interpretación es que aunque el campo eléctrico apunta en la dimen-

sión extra, afecta a la part́ıcula cargada aún cuando está restringida a moverse

en el espacio de cuatro dimensiones. Entonces, la part́ıcula cargada que obser-

vamos en cuatro dimensiones contendrá información de la dimensión extra.

Por otro lado, aunque la part́ıcula esta localizada gravitacionalmente en

cuatro dimensiones bajo la influencia de un campo eléctrico, no existen en este

escenario estados metaestables, es decir, no hay posibilidad de que la part́ıcula

escape a la dimensión extra, como sucede en la ionización del átomo de hidrógeno

en el efecto Stark [16].

Seŕıa interesante extender nuestro análisis a part́ıculas cargadas con esṕın,

con el fin de avanzar en el entendimiento de la localización de la materia en la

membrana.

Por otro lado el escenario de Visser que hemos considerado no es necesaria-

mente realista, otros escenarios deberán considerarse en un estudio exhaustivo

de los resultados encontrados en este trabajo para poder considerar compara-

ciones con posibles observaciones o experimentos.
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Apéndice A

Función Hipergeométrica

Las funciones hipergeométricas tienen la forma

F (α, β, γ : z) =
∞∑

n=0

(α)n(β)n

(γ)n

zn

n!
(A.1)

donde

(α)n = α(α + 1)(α + 2) · · · (α + n− 1) (A.2)

(α)0 = 1 (A.3)

La función (A.1) se reduce a un polinomio para ciertos valores de sus ar-

gumentos. Para n = 1 − α (A.2) es cero, por lo que el valor máximo de n es

n = −α. Dicho de otra forma −α debe ser un entero positivo (0,1,2...). De forma

semejante a (A.2) se definen β y γ.
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Apéndice B

Part́ıcula no relativista en
el potencial de Rosen-Morse

La ecuación de Schrödinger para una part́ıcula relativista en el potencial de

Rosen-Morse [18] tiene la forma

− h̄2

2µ

d2Ψ
dy2

−
(

ε +
V0

cosh2 y
b

)
Ψ = 0 . (B.1)

Haciendo los cambios de variable

Ψ =
(
cosh

x

b

)−2σ

u (B.2)

σ =
1
4

(√
8µV0b2h−2 + 1− 1

)
(B.3)

obtenemos una ecuación para u

d2u

dy2
− 4σ

b
tanh

y

b

du

dx
+

4
b2

(σ2 − κ2)u = 0 (B.4)

donde

κ =

√
−µεb2

2h2
. (B.5)

Introduciendo la variable

z = −senh2(
y

b
) (B.6)
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transformamos la ecuación (B.4) en una ecuación hipergeométrica

z(1− z)
d2u

dy2
+

[
1
2
− (1− 2σ)z

]
du

dz
− (σ2 − κ2)u = 0 (B.7)

con soluciones

u1 = F (−σ + κ,−σ − κ,
1
2
; z) (B.8)

que corresponden al caso de la función de onda Ψ par y

u2 = F (−σ + κ +
1
2
,−σ − κ +

1
2
,
3
2
; z) (B.9)

para el caso impar.

Para que la función de onda (B.2) tienda a cero cuando y →∞ las funciones

hipergeométricas u (B.8) y (B.9) deben reducirse a un polinomio.

Para la función u1 esto significa que σ−κ o σ+κ deben ser enteros positivos

( apéndice A). La última condición debe descartarse ya que para x → ∞ la

función de onda se incrementa exponencialmente. De esta manera obtenemos

σ − κ = m (m = 0, 1, 2, ...) las funciones de onda tienen la forma

Ψm = [cosh
x

b
]−2σ +

+
m∑

n=1

(n− (m + 1)!
(−m− 1)!

(n− (2κ + m− 1)!
(−2κ−m− 1)!

(n− 1
2 )!

(− 1
2 )!

(−1)n
[
senh

x

b

]2n [
cosh

x

b

]−2σ

(B.10)

y los niveles de enerǵıa correspondientes son

εm = − h̄2

2µb2

[
1
2

√
8µV0b2

h̄2 + 1− 2m− 1
2

]2

(B.11)

De forma similar, la condición que hace que la función de onda sea finita para

las funciones u2 cuando x → ∞ es σ − κ − 1
2 = l (l = 0, 1, 2, ...), las funciones

de onda son de la forma
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Ψl = i
[
senh

x

b

]
[cosh

x

b
]−2σ +

+i

l∑
n=1

(n− (l + 1)!
(−l − 1)!

(n− (2κ + l − 1)!
(−2κ− l − 1)!

(n− 3
2 )!

(− 3
2 )!

(−1)n
[
senh

x

b

]n+1 [
cosh

x

b

]−2(l+κ+ 1
2 )

(B.12)

y los correspondientes niveles de enerǵıa son

εl = − h̄2

2µb2

[
1
2

√
8µV0b2

h̄2 + 1− (2l + 1)− 1
2

]2

(B.13)

combinando los resultados para la enerǵıa

εn = − h̄
2µb2

[
1
2

√
8µV0b2

h̄2 + 1− (
n + 1

2

)]2

(B.14)

(n = 0, 1, 2, ...) (B.15)

El numero máximo N de estados de enerǵıa satisface la desigualdad

N <
1
2

√
8µV0b2h̄−2 + 1− 1

2
. (B.16)
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Apéndice C

Integrales [cosh(y)]p

Integrales de la forma:

∫ ∞

−∞
dy [cosh(y)]p (C.1)

se pueden encontrar considerando que cosh(y) es una función par

∫∞
−∞ dy [cosh(y)]p = 2

∫∞
0

dy [cosh(y)]p

haciendo el cambio de variable

cosh(y) = u , 1 < u < ∞

la integral se convierte en

∫ ∞

1

du
up

√
u2 − 1

=
Γ(−p

2 )Γ(1
2 )

Γ( 1
2 − p

2 )
(C.2)

donde el resultado se encuentra usando Gradshteyn-Ryzhik Secc. 3.251 fórmula

3 [19]:

∫ ∞

1

dx xµ−1(xp − 1)ν−1 =
1
p
B

(
1− ν − µ

p
, ν

)
,

[p > 0, Re ν > 0, Re µ < p− p Re ν] (C.3)

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)
Γ(a + b)

(C.4)
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Aqúı B(a, b) y Γ(z) son la función Beta y Gamma, respectivamente.
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Apéndice D

Integrales [cosh(y)]p[senh(y)]q

Para p cualquier número real y q par, usamos Gradshteyn-Ryzhik Secc. 2.413

fórmula 1 [19]:

∫
dy [cosh(Ey)]p [sinh(Ey)]2n =

[cosh(Ey)]p+1

2n + p
[sinh(Ey)]2n−1

+
n−1∑

k=1

(2n− 1)(2n− 3)...(2n− 2k + 1)[sin h(Ey)]2n−2k−1

(2n + p− 2)(2n + p− 4)...(2n + p− 2k)

+(−1)n (2n− 1)!!
(2n + p)(2n + p− 2)...(p + 2)

∫
dy[cosh(Ey)]p

(D.1)

Reescribiendo

[cosh(Ey)]p+1 [sinh(Ey)]2n−1 (D.2)

en la forma

[cosh(Ey)]p+2n [tanh(Ey)](2n−1) (D.3)

al evaluar las integrales en los ĺımites∞ y−∞ , tanh(Ey) → 1 , [cosh(Ey)]p+2n →
0, siempre que se cumpla que
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p + 2n < 0 (D.4)

las integrales convergen siempre y cuando se cumpla (D.4)

Para p cualquier número real y q impar, la integral es cero si se realiza en

un intervalo simétrico.

∫ L

−L

dy[cosh(y)]p[sinh(y)]q = 0 . (D.5)
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