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Introduccion

Los procesos estocasticos dependen de leyes causales y probabilisticas; estan sometidos al
azar y son objetos de andlisis estadistico. Se centran en el estudio y modelizacién de sistemas
que evolucionan en el espacio y en el tiempo con leyes de caracter aleatorio.

Los procesos estocasticos se clasifican de diversas formas; por ejemplo, atendiendo al
caracter del espacio de estados 6 del espacio paramétrico, se tienen los procesos discretos
y continuos. Otra clasificacién se basa en las relaciones de dependencia existentes entre las
variables del proceso y en este sentido tenemos por ejemplo: Procesos con incrementos inde-
pendientes; Procesos de Markov; Martingalas; Procesos estacionarios.

En el capitulo I de este trabajo se consideran algunos conceptos y resultados prelimina-
res para los siguientes capitulos. Asi como también una breve introduccién sobre teoria de
semigrupos.

Los procesos estocdasticos que se consideran en el capitulo II son los procesos estacionarios,
tanto en sentido estricto como en sentido amplio. La estacionariedad es tomada como una
nocién de equilibrio y suele ser la situacién a considerar en gran parte de los supuestos de la
termodindmica [17].

En el capitulo III de este trabajo se consideran los procesos de Markov en tiempo dis-
creto (llamadas cadenas de Markov) y en tiempo continuo, donde se presenta otra nocién de
equilibrio llamada balance detallado debida a Boltzmann, la cual es equivalente a la nocién
de irreversibilidad de una cadena de Markov dada por Kolmogorov [13], que establece que la
probabilidad de visitar los estados x1, z9, T3, ...Z,, T1 en ese orden, es la misma que visitarlos
en sentido inverso, es decir, x1, Ty, ..., T2, 21 v s el estado de referencia en termodinamica de
procesos irreversibles [13]. Es importante mencionar que un proceso de Markov que satisface
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la condicién de balance detallado es estacionario en sentido estricto.

Por otro lado, explicar los fenémenos irreversibles en sistemas macroscépicos a partir de la
evolucién reversible de sus componentes microscopicas, dando predicciones cuantitativas, es el
problema fundamental de la mecénica estadistica [18]. Esta consiste de dos partes diferentes:
la mecanica estadistica de sistemas en equilibrio y aquella de sistemas fuera de equilibrio. La
relacion entre los estados macroscopicos y microscopicos en la mecanica estadistica esta dada
por la férmula de entropia dada por Boltzmann, donde también se utiliza la condicion de
balance detallado [13].

En el dltimo capitulo de este trabajo se consideran los sistemas cldsicos lattice que se
pueden considerar como procesos estocésticos con pardmetro de tiempo T = ZY. En estos
sistemas el equilibrio es maximizar la ecuacién del principio variacional [8]. En este sentido, los
estados de equilibrio son estados de Gibbs, los cuales son medidas de probabilidad especificas,
el equilibrio en la lattice se mantiene a través del balance detallado [13]. Se sigue a David
Ruelle [8] en este capitulo el cual da un formalismo en sistemas clasicos lattice.

Como bien se menciona en [13], un sistema que no estd en equilibrio es un sistema estacio-
nario abierto con tasa de produccién de entropia positiva, es decir, intercambia sustancias y
energia con su medio ambiente. Lo que nos impone la condicién de balance detallado es que,
en media, el sistema pasa tantas veces del estado x al estado y como del estado y al estado =,
lo cual tiene una ventaja fisica. La mayoria de los sistemas que interesa simular siguen las leyes
de la mécanica clasica o cuantica, las cuales son invariantes bajo traslaciones del tiempo. Con
la condicién de balance detallado, una simulacién también lo es, siendo asi una representacién
mas adecuada de lo que se observa en la naturaleza.

Asi pues tenemos tres nociones de equilibrio que podrian pensarse ajenas, pero que en

realidad estan relacionadas de la siguiente forma:

Balance Detallado < Equilibrio en el sentido de Gibbs.
Balance Detallado = Estacionariedad Estricta.

A lo largo del trabajo se exponen algunos ejemplos de sistemas en equilibrio y de no equilibrio.



Resumen

Se presentan algunas nociones de equilibrio en sistemas estocéasticos y se estudian algunas
relaciones entre ellas. Mostramos algunos ejemplos con las nociones de equilibrio consideradas
de los cuales algunos estan en equilibrio y otros fuera de equilibrio.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Generalidades sobre Procesos Estocasticos

Sea (5,8) un espacio medible y T cualquier subconjunto de N,Z,R,R; 6 Z~, donde
N eN={0,1,2,...}. Sea & una o-algebra sobre Sy (£, §, P) un espacio de probabilidad.

Definicién 1. Sea (S,S) un espacio medible, un nicleo estocdstico es una funcion p :
Sx 6 —[0,1] tal que

1. Para todo e € S fijo, A — p(e, A), A € S, es una medida de probabilidad.
2. Para todo A € & fijo, e — p(e, A) es una funcion medible.

Definicién 2. Sea (2, §, P) espacio de probabilidad y (S,S) espacio medible. Sea ) C § una
sub-c-dlgebra de §. Sea X wariable aleatoria tal que X : Q — S. Decimos que p tal que
w2 x & —[0,1] es una distribucion condicional regular de X dada ) si cumple con,

1. Existe Qo € §, P(Qo) = 1 tal que para todo w € Qg fijo, la funcion B — u(w, B) es
medida de probabilidad en (S, S).

2. Para toda B € G la funcion w — pu(w, B) es una version de P|X € B|2)].
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Definicién 3. Sea (S,8) espacio medible. Una funcion de transicion es una funcion
p:[0,00) x S x& —[0,1] tal que

1. p(t,-,-) es nicleo estocdstico para toda t € [0,00).

2. Satisface la ecuacion de Champan-Kolmogorov
p(t+s,z,A) = /Sp(t,x,dy)p(s,y,A).

3. p(0,2,A) = 6,(A).

4. fsp(t,x,dy)f(y) — f(x) cuando t — 0.

Definicién 4. Sea (S, &) un espacio medible. Sea p: S x & — [0, 1] un nicleo estocdstico.
Sea 1 : S — [0, 00] una medida, decimos que | es invariante respecto a p si

/S ulde)ple, A) = pu(A)

Ademss si p es medida de probabilidad diremos que u es distribucion invariante.

Sea (S5, 6) un espacio medible y sean {ni,ng,...,nx} C T con k € N. La proyeccién k-
dimensional es la funcién IL,,, . ., : ST - ginina,.mi} oon §inime,.me} = § % xS y
I, ne (a0, at,...) = (@nysang, - -5 any)-

Identificaremos al conjunto S” como el conjunto de las funciones continuas tales que
ST ={f:T — S}. Por lo tanto para F = {t1,ts,...,tx} C T finito, ¥ = {f : F — S}.

Una familia F = {Il,, », : Kk € NJk > 1yn; € T} es una familia de proyecciones
k-dimensionales con k fijo.

Definicién 5. Sea {X;}ier un proceso estocdstico. Sea F' C T un subconjunto finito tal que
F = {t1,to,...,ty} con n € N. La distribucion finito dimensional del proceso {X;}ier
sobre F' es la distribucion del vector aleatorio (X, , Xy, ..., X4,).

Sea F' C T subconjunto finito. La o-dlgebra producto & de ST es la o-algebra generada
por conjuntos de la forma Ay X As X ... x A donde A; €« Sconi=1,...,k.
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La o-dlgebra cilindrica C es la menor o-algebra que hace medibles a las proyecciones finito
dimensionales; es decir C = {II;!  (A): k€ T,n1,...,n, €T, Ac &}

ni..ng

Definicién 6. Sea (S, &) un espacio medible y F C T con F finito. Sea Pr : G — [0,1]
una medida de probabilidad en ST. Decimos que la familia {Pr : F C T,F finito} es un
sistema proyectivo si F C G C T con G finito, entonces Pr = (Pg)ng, es decir, la medida
de probabilidad en F es la proyeccion de F' en G de Pg.

Definicién 7. Sea (S,8) espacio medible . Supongamos que {Pr : F C T, F finito} es un
sistema proyectivo. Una medida de probabilidad

P:C—10,1]

se dice que es un limite proyectivo del sistema proyectivo {Pp : F C T, F finito} si F C T,
F finito y Pr = Pp,.. Ademds este limite es inico.

Observemos que Pr es la medida de probabilidad en F'y Py, es la distribucién de proba-
bilidad de la proyeccién 1.

Teorema 1. (Teorema de Consistencia de Kolmogorov). Sea S un espacio métrico completo
y separable. Sea & = B(S) la o-dlgebra de Borel en S. Sea T un conjunto cualesquiera
para cada F C T finito. Sea Pr : & — [0,1] una medida de probabilidad. Supdngase que
{Pp : F CT,F finito} es un sistema proyectivo. Entonces

{Prp:F CT,F finito}
tiene limite proyectivo unico.
Demostracion. Ver [}], pp. 25-28.

Teorema 2. (La construccion de Kolmogorov). Sea S un espacio métrico completo y separable
y para cada F C T con F finito, sea Pr una probabilidad en ST tal que el sistema

F oF L
{5°,6", Pr, U} pe per pi finitos (1.1)

sea proyectivo. Entonces el sistema 1.1 tiene limite proyectivo P, unico. En particular el
sistema candnico (ST, & P, {II;}ser) satisface que PH;I = Pr, para todo F C T y F
finito, es decir, el proceso {I1;}er tiene cono distribuciones finito dimensionales a la familia

{PF}FCT,F finito-

Demostracién. Para cada F C T, F finito, el espacio (ST, &%) satisface las hipdtesis del
Teorema de consistencia de Kolmogorov y sea P el limite proyectivo dado por el Teorema de
consistencia de Kolmogorov. Entonces el proceso (ST ,&", P, {m}ier) satisface las condiciones
deseadas.
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|

Tenemos las siguientes nociones de equivalencia entre dos procesos estocasticos.

Definicién 8. Sean (2,5, P) y (,F, P). Sean { X} ier y {Yiher procesos estocdsticos

i) Si Xy : Q= SyY:Q — S decimos que los procesos son equivalentes si para
toda n € N, t1 < tg < ... < ty el vector aleatorio (X, X4,,...,Xy,) tiene la misma
distribucion que (Yy,, Yiy, ..., Ys,).

i) Si X4, Yy : Q — S, decimos que un proceso es modificacion del otro siVt € T,
PX:=Y,) =1

i) Si X, Y; : Q — S, decimos que los procesos son indistinguibles si existe A € F,
P(A)=1tal que AC{w e Q: Xi(w) =Y (w) VteT}

Observemos que dados dos procesos { X} er v {Yi}ier si uno es modificacion del otro
entonces son equivalentes. Si los procesos son indistinguibles entonces uno es modificacion de
otro. Se sabe que las afirmaciones reciprocas son falsas. Lo mostramos con el siguiente ejemplo
en donde dos procesos seran equivalentes, aiin mas uno modificacién de otro pero, en general,
no seran indistiguibles. Esto se debe a la no medibilidad de algunos conjuntos de interés.

Ejemplo 1. $i S = {0,1}, T =[0,1], B= 2% y A = {0}. Entonces A ¢ BT.

Demostracion. Consideremos el espacio de probabilidad (2, L,\) donde Q = [0,1], L =
o-dlgebra de los Lebesque medibles en [0,1] y A = la medida de Lebesque. Sean ®, ¥ : Q — ST
tales que, dado w € )

O(w): T — 8, ®(w,t) =0 V o (w,t) e QxT
0, V teT~{w}

\Il(w) :T—)S, \I/(w,t) = { 1, Sit—w :1{w}(t)
Observemos que ®(w) es simplemente la funcién constante cero, es decir, 0 = (0,0,...) € ST,

Por tanto ®(Q) = {0} = A. Sin embargo, ¥(Q) (A =0. Sea C la o-dlgebra cilindrica.

Ahora usemos el hecho de que A € C(ST) si y sélo si eviste {tita...} C T y erviste B €

c(stttz}y tal que A = W‘{_titz..‘}(B)' Por tanto, si {0} € C(ST) entonces existe {tit2...} C T,

existe B € C(STh?2}) tal que {0} = ﬂ@itQ._.}(B), es decir, Siy € T\ {tita...} y f = 1y,
f(t;) =0 se tiene que
ﬂ—{tth.‘.}f == (07 07 .. ) eB
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por lo tanto f € wéit%}(B) = {0} lo cual es una contradiccion a que A € C(ST).

Para todo t fijo, tenemos que
{weQ:¥(w,t) = 2w, t)} = {w e Q: 1y (t) =0} =[0,1] \ {t}
por lo tanto U y ® son equivalentes. Y ademds
{weQ:¥(w,t) = ®(w,t) para toda t > 0} = {w € Q: 1,y (t) =0 para toda t > 0} =0

es decir, ¥ es modificacion de ®.

Sea C' € C con C un cilindro finito, entonces
T HO)={weQ:V(w,t)) € By,...,¥(w,t,) € By}

y @ HC) = Q2 si 0 € Ny Bi y 0 en otro caso. Por tanto V=1(C) difiere de ®1(C) en
un conjunto de medida cero. Por ser completa la medida de lebesgue W=1(C) € L para todo
C € C. Por lo tanto ¥ es medible de (Q, L) en (ST,B7).

Sean P=Xo® 1, Q= \o U distribuciones de ® y ¥ en (ST, B7T), asi
P(C) = M{weQ:P(w,t1) €By,...,0(w,t,) € By})
A{w e Q: ¥ (w,t1) € By,...,¥(w,ty) € Br})
= Q0).

Entonces P y Q coinciden en C y por tanto en todo BT . Ahora supongamos que A € BT,

entonces
P(A) = X\®71(A) =AQ) =0
=1

Q(A) = A(T™H(4)) = A(0)

es decir, P y Q no coinciden en BT lo cual es una contradiccion, por tanto A ¢ BT.

1.2. Teoria elemental de semigrupos

En las matematicas existe una gran conexion entre lo que son los procesos estocasticos y
los semigrupos de operadores. En la actualidad estas conexiones han permitido el desarrollo de
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métodos estocdsticos para el estudio de problemas de aplicacion. En esta seccién se presenta
una breve introduccién de semigrupos y la conexion con los procesos estocasticos.

Definicién 9. Sea V' un espacio de Banach, con norma || -||. Un semigrupo fuertemente
continuo sobre V, es una familia de transformaciones lineales y acotadas {T;}i>0, Ty : V —>
V' con las siguientes propiedades:

1. TiTs = Ts+t =TT,
2. Tof = f para toda f €V

3. limy_,o+ || Trf — f|| = 0 para toda f €V

Si {T}}+>0 cumple con las condiciones anteriores, diremos simplemente que {7} }>0 es un
semigrupo.

Teorema 3. Sea {1;}+>0 un semigrupo y V un espacio de Banach. Entonces para todo t > 0
fijo, Timy, o || Tyesnf — Tif|| = 0 para toda f € V.

Demostracion. Tenemos que parat >0, f €V fijos con g=T,f €V

| Tixnf —Tifll = |ThTif —Tif||
= ||Thg — 9l

pero ||Thg — g|| = 0 cuando h — 0, por lo tanto

| Tonf —Ti f|] —n—00

Definicién 10. Sea {Ti}¢>0 un semigrupo en V. Sea D C V', definido como

D={feV:lim Li=J existe en V'}.
t—0 t

Sea L:D —V yLf=Iim_ % Al operador L se le llama el Generador infinitesimal
del semigrupo {T;}i>0

Corolario 1. El conjunto D es subespacio vectorial de V' y L es un operador lineal.
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Demostracion. Tenemos que D = {f € V : lim;_,o T”;_f existe}, entonces D CV y D # ()
ya que 0 € D. Sean f,g € D, entonces

. Ti(f+g)—(f+g) .. Tif+Tig—f—g
lim = lim
t—0 t t—0 t
T f — T.g —
= Ilim 7# f + lim 2979
t—0 t t—0 t

donde tales limites existen, por tanto f + g € D. Si ademds a € R, entonces

lim Tt(a‘f) - (a‘f) - lm a(th - f)
t—0 t t—0 t
T
= alim ——~—
t—0 t

ast af € D y D es subespacio vectorial de V. Ademds con el mismo argumento, es claro que
L es un operador lineal.

Proposicién 1. Sea L el generador infinitesimal del semigrupo {Ti}t>0 con D su dominio.
Si f € D entonces T,f € D y LT;f = T,Lf = 4T, f.

Demostracion. Ver [3], pp. 139 - 140.

Definicion 11. Decimos que el semigrupo es uniformemente continuo si

sup [|[Tif — fll ——=00
[1f]1<1

Para tales semigrupos tenemos el siguiente teorema.
Teorema 4. a) Si{T;}+>0 es uniformemente continuo entonces es fuertemente continuo.

b) Si{T;}i>0 es un semigrupo fuertemente continuo que actia sobre V, entonces D es
denso en V.

c) {Ti}i>0 es uniformemente continuo si y sélo si D =V y L es continuo.
d) SiV es de dimension finita entonces todo semigrupo es uniformemente continuo.

Demostracion. Ver [4], pp. 449 - 452.
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Ejemplo 2. Supongamos que L es un operador tal que D =V y L es continuo y acotado.
k
Sea L" =L---L yseay ;_, (“,;J!) V=V.SifeV, parat >0

n

L k n I k

k=0 k=m+1

k
entonces {d 1 _, %}le es sucesion de Cauchy en V. Tomando el limite se obtiene

n k
elfi= lim - (ti!) f
k=0

n—o0

al operador Ty = et : V. — V se le llama el operador exponencial. Como podemos observar el
operador exponencial es un semigrupo y para toda f € V

d
et =Letf.

Es importante mencionar que para todo semigrupo uniformemente continuo el generador
infinitesimal y el semigrupo de éste es de la forma del ejemplo anterior. Para una prueba ver

[3].



Capitulo 2

Procesos Estocasticos Estacionarios

Consideramos en este capitulo la primer nocién de equilibrio de este trabajo para procesos
estocdsticos. Se considera que un proceso estocéstico estacionario estd en equilibrio. Algunos
resultados y ejemplos fueron tomados de [3].

Definicién 12. Un proceso estocdstico con T = N,Z, Rt 6 R se dice que es estacionario
en sentido estricto silas dos distribuciones finito dimensionales del proceso son invariantes
bajo traslaciones de tiempo, es decir,

Py %, (C) = Px, ... %, (C)

Para toda ty,...,th,h €T y para cualquier conjunto medible C C S™.

2.1. Procesos Estocasticos de Segundo Orden

Definicion 13. Un proceso estocdstico complejo 6 real valuado se dice que es estacionario en
sentido amplio ¢ de segundo orden si las variables aleatorias {X;}ier tienen segundos
momentos los cuales son invariantes bajo traslaciones del tiempo con X; : 0 — C ¢ R; para
ser mds precisos

i) E(Xiyn) = E(Xt) para toda t,h € T.
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i) E(XinXspn) = E(X:Xs) para toda t,s,h € T.

Si un proceso estocastico estacionario en sentido estricto tiene segundos momentos entonces
es estacionario en sentido amplio pero no a la inversa, ver Teorema 6.

Consideremos procesos con segundo momento finito. Las variables del proceso { X, }icr las
podemos pensar como elementos en el espacio de Hilbert H = Ly(Q, §, P). Definimos

IXII=+vE(IX]?) vy  (X,Y)=EXY)
y la Funcion Covarianza del proceso se define como
K(s,t) = B(X:X;) = (X5, Xy)

Definicion 14. Una matriz K se dice que es no negativa definida ¢ que es semidefinida
positiva si es una matriz hermitiana cuadrada n X n donde para todo x € C™ tenemos que
Kz > 0.

Teorema 5. Una funcion K : T x T — C es la covarianza de algin proceso { X er sty
solo si K es no negativa definida.

Demostracion. Para la necesidad, observemos que si K es funcion de covarianza de { Xy }er,
entoces

E(X?) E(XyXy) ... BE(Xy,X,)
K= : : :
BE(Xy,X1,) BE(Xy,Xy,) ... E(X2)
con ay,...,an € C se tiene que
E(X}) E(XyXy,) ... B(XyX,) a1 d
(a1...m) : : : C | =B aXi)? >0
E(X, X)) E(Xy, Xi,) .. E(an) Qy, i=1

Por tanto K es no negativa definida. Para la suficiencia se debe construir un proceso { X }brer
con funcion de covarianza K. Ver[3] pp. 26-28.

Ejemplo 3. Consideremos una funcién aleatoria X : [0,00) x Q@ — C X; = f(t)A(w) donde
f(t) no es aleatoria y A(w) no depende de t. Si 0 < E(JA?) < oo, entonces {X;}ier es
estacionario en sentido amplio si y sdlo si f(t + s)f(t) depende solamente de s ¥V t,s € T.
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Demostracion. Mostraremos primero la necesidad. Supongamos que { Xy et es estacionario
en sentido amplio, por tanto

BE(Xi1sXt) = K(s)
Pero X5 = f(t+8)A(w) y Xy = f(t)A(w), asi;

E(Xi1sXt) = E(f(t+s)f(t)AA)
e+ )T B(AD)
(AP

= ft+s)fOE(A]) = K(s)

por lo tanto f(t + s)f(t) sdlo depende de s para todo t,s € T.

Para la suficiencia, si f(t +s)f(t) solo depende de s, entonces

E(Xe+sXt) = f(t+5) [(OE(AP) = K(s)

Por tanto { X }ier es estacionario en sentido amplio.

Ahora probemos que las tinicas funciones f(t) que son como en el ejemplo anterior son las
funciones f(t) = Be'' con B € C, B # 0 y L constante real.

Demostracién. Sea f(t) = Betl, entonces de la relacién ya demostrada

flt+s) _ f@) f(s)

B B B’

se obtiene que

fE+9)f®) _ 11O f(s)
B B B

Pero | f(t)|?> = B? entonces queda

ft+s)f(t)

I = pes),

lo cual demuestra que la funcidn satisface la condicion deseada. Reciprocamente, si f(t+s)f(t)
depende sélo de s para todo s,t, entonces como se demostrd en el ejemplo anterior, se tiene
que

f(t+5)f(t) = CK(s)
donde C = E(|A|?) es una constante.

Ahora bien, con s = 0 en la expresion anterior se tiene |f(t)|> = CK(0) para toda t,
entonces f(t) = Be'*l' con B = CK(0) y alguna constante real L.
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Ejemplo 4. Si Ay ..., A, son ortogonales con Xy =377, AjeNiteon N real, {Xier es un
proceso estacionario en sentido amplio.

Demostracion. Si Ay, ..., A, son ortogonales, entonces E(A;A;) =0V i # j. Por tanto
E(XtinXsin) = E(Z A e (th) ngeuk(s%))
J=1 k=1
= B S ApA N el
= ZE(|Aj|2ei>\j(t—s))
j=1

— Z Z E(AjZkei)\jtei)\js)
7=1 k=1
(XtYS)

&

Por tanto { X }ter es estacionario en sentido amplio.

Ejemplo 5. Sea {&,}nez sucesion ortonormal, los "promedios maoviles” se definen como:

Xn: Z Okgn—k

k=—00

con > 22 o |Ck|? < 00, para que la serie converja. Entonces { Xy, }nez es estacionario en sentido
amplio.

Demostracion. Tenemos que

E(XinXsrn) = E( Z Cr&trh—k Z Ci€sin-j)

k=—o00 j=—00
o0 o0

= K Z Z CkajftJrhfkgs-i—h—j)

k=—00 j=—00

- Z Z E(Ck6j§t+h—kgs+h—j)

k=—00 j=—00

— Z Z E(CyCj&—k€s—j)
k=—o00 j=—00

= E(XiXs)

Por lo tanto { Xy }nez es estacionario en sentido amplio.
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Teorema 6. Si un proceso X es estacionario en sentido estricto y tiene seqgundo momento
entonces es estacionario en sentido amplio.

Demostracion. Tenemos que X es estacionario en sentido estricto y tiene seqgundo momento
finito, por tanto

E(Xpn) =

o~

deXH—h

= deXt

I
s

Xt)

Para toda t,s,h €T, y

s+h

E(Xt+hys+h) = / SUydPXH_h’
(CQ

= / ydPXt X,
CQ
(Xi

Il
Dj

Finalmente

E(Xt—i-syt) = /Cz x?deXHSYt = $gdPXS7XO = K(S)

2.1.1. Construccién de un proceso estacionario en sentido amplio

Sea H = L9(Q,§,P) y U: H— H operador unitario, es decir, un operador lineal cuyo
rango es un conjunto denso y para todo vector y y = de H se tiene que (Uz, Uy) = (z,y) sobre
un subespacio cerrado M C H, es decir, U estd definido s6lo en M . Tomando cualquier vector
x € M, la sucesién {X,}nez, donde X,, = U"x para todo n € Z, es un proceso estacionario
en sentido amplio pues:

E(XpimXy) = Uz, Utx) = (U2, z) = K(m).

Reciprocamente ;Cémo construir un operador unitario cuando sélo tenemos el proceso esta-
cionario?, para ésto tenemos dos casos, el caso discreto y el caso continuo.
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1. Sea T' = Z. Dado {X,}ner proceso estacionario en sentido amplio, sea M el subes-

pacio cerrado mdas pequeno de H el cual contiene a todos los vectores {X,}. Sea
M' C M el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de {X,}, entonces
M = span{ X, }ner, es decir, la cerradura de M*.

Como { X, }nez C La(2,F, P) es estacionario en sentido amplio, y
B(XpimXn) = K(m) = (Xoam, Xo)
Sea UX, = X,4+1 para toda n € Z entonces
(UXntm, UXn) = (Xntm+1, Xnt1) = K(m) = (Xnim, Xn)

U es una transformacion entre las variables del proceso que respeta el producto interno
y si suponemos que M es denso en H, entonces se puede extender linealmente a un
operador lineal sobre M que es unitario.

. Ahora, si T = R, sea { X} }+e7 proceso estacionario en sentido amplio, M = span{ Xy her C

Ly(Q,§, P) con M denso en H. Para t € T fijo si U; se define en M como
U Xs = Xots ViseT.
entonces se tiene que
(Ui Xs1n, Uy Xs) = K(h) = (Xs1n, Xs)-

entonces U; se extiende a un operador lineal unitario sobre M. La familia {U; }sc7 es un
grupo de operadores unitarios pues Xg € M y

UiUpXs = Uy Xpgs = Xignys = U n X

por tanto
UtUh = Ut+h A t, heT.

Para procesos estacionarios de segundo orden se tienen las siguientes propiedades impor-

tantes.

Proposicién 2. Sea { X, }ncz estacionario es sentido amplio. Entonces existe Y € Ly tal que

lim  — d X =Y

n—m—oo N, — M *

en la norma Lo.

Demostracion. Ver[3] pg. 40.
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Corolario 2. Tenemos que Y =0 si y sdlo si
=
N
j=0
donde K es la funcion de Covarianza de { X, }nez.

Demostracion. Utilizando la proposicion anterior, para cualquier m € Z

Y, X)) = (1 Xpn)
(Y, Xom) nglgon_mz

Puesto que el limite existe. Si'Y = 0 entonces impy_00 + Zj-v;ol K(j) = 0. Inversamente si

im0 ~ ~ ZN 1K( ) = 0, entonces (Y, X,,) = 0 para cada m € Z, pero Y pertenece al
subespacio genemdo por { X }mez, por tanto Y = 0.

2.2. Procesos Estacionarios en Sentido Estricto

Consideremos los siguientes ejemplos de procesos estacionarios en sentido estricto.

Ejemplo 6. Sea A una variable aleatoria para toda t € T, observemos que X; = A(w) es
estacionaria, pero X; = eMA no siempre es estacionaria. Sin embargo si

X, = A ot (At+0)
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donde A es real y ¢ es variable aleatoria con distribucion uniforme sobre [—m,w] e indepen-
diente de A, entonces {X;} es estacionario.

Demostracion. Observemos que a las variables Xy las podemos ver como

V) (t) = (A(w) cos(At + @), A(w) sin(At + ¢))

cont,h € R, asi

N N
NI NI

Y

Imagen ~(I) Imagen v(I + h)
Consideremos coordenadas polares, por lo tanto sean B; = [R}, Ry] x [0%,05]. Sii =1 se

tiene que

P(X; € B1) = P(w(t) e By) = P Ry, R, 7(/\t+¢) € [61,62])

(A € [Ry, Ry
= P(A€[R}, Ry, ¢ €[ — At 05 — )]
= P(Ae [RiRz])P(@b € (01 — At, 05 — At))
= P(A € [Ry, Ry))(61 — 63)
= P(Xt+h S Bl)

Si 1 =2 se tiene que

P((X1,,X1,) € Bu x By) = P(A€ (R}, Ry, A€ [R}, R3], (M1 + ¢) € [01,05], (A2 + ¢) € [67,63))
P(A € M2y [RY, Ry, ¢ € (01 — My, 03 — Aty] N[0 — Ata, 03 — Mta))

( 4

(

P(A € N2 [Ri, RY)P(p € [0 — M1, 08 — Xty| N [07 — Mg, 03 — Ato])
= P(A e Ny [R}, R))P(¢ € [6] — A(tr + 1), 05 — At + h)] N 67 —
Ata + h),03 — A(ta + h)])

= P((Xty4h Xiy1n) € B1, Ba)

¢ €
¢ €

Asi se sigue con las distribuciones finito dimensionales (cuando i=n), para finalmente concluir
que { Xt }er es un proceso estacionario en sentido estricto.

Ejemplo 7. Sea T = Z. Una sucesion independiente {&, }ner €s un proceso estacionario, i
y solo si las variables aleatorias son distribuidas identicamente.
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Demostracion. Para la necesidad, si {£,} es estacionario, entonces P((&1,...,&,) € C) =
P((&14hy - énsn) €C). Sin=1, P(& € C) = P(&14n € C) para toda h € Z, es decir, {&,}
son distribuidas identicamente.

Para la suficiencia, si {&,} son distribuidas identicamente, entoces

P((glaagn)ec) = P(gleAl)w"aP(gneAn)
= P(&i4n € A1), ..., P(§ntn € An)
= P((€i+ha e 7£n+h) € C)

Ast, {&,} es estacionario.

Ejemplo 8. Si X, X1,... es una sucesion estacionaria y g : RY — R es medible, entonces
Yi = 9(Xk, Xgt1,...) es estacionaria.

Demostracion. Si z € RY, entonces ge(z) = g(xp, Tppr,...) y si B € BRY, seq A = (z:
(go(x),g1(x),...) € B}. Asi

Plw: (Yo Vi,..) €BY) = P({w: (X0, X1,...) € B))
= P({w: (X, Xkt1,...) € B})
= P({w: (Y, Yk+1,...) € B})

2.3. Teorema Ergddico

Definicién 15. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y supongamos que ¥ : Q — Q es
una transformacion medible. Decimos que ¥ preserva la medida siempre que

P(T71A) = P(A) VAEF
51 U tiene inversa, la inversa automaticamente preserva la medida y ¥ es llamada invertible.

Teorema 7. (Teorema Ergddico de Birkhoff). Sea WU una transformacion que preserva
la medida sobre un espacio de probabilidad (Q2,§, P), y sea f € L1. Entonces

n—1
lim — 3 f(0hw) = f(w)
k=0

n—oo n

existe casi dondequiera en Ly. Mds ain, f € L1 y fA f= fA f para toda A € §y ={C € F:
U-1C = C}, donde 1 es llamada la sigma-dlgebra de los conjuntos invariantes.
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Demostracion. Ver [3].

Si consideramos un proceso estacionario en sentido estricto para el teorema Ergddico ob-
tenemos el siguiente teorema.

Teorema 8. (Ley de los Grandes Nimeros para Procesos Estacionarios). Sea T =7
y { X tner un proceso estacionario en sentido estricto con E(|X,|) < oco. Entonces

n—1

1 ~

lim — g X=X
k=0

n—oo N

existe casi sequramente y en Ly. El limite X es integrable y E(X) = E(Xy).

Observemos que si E(X2) < oo, entonces {X,,} es estacionario en sentido amplio y por
tanto segtn la Proposicién 2

1 N-1 ~
]\}gnOONZ;Xj:Y, asi X =Y.
]:

Para procesos estacionarios en tiempo continuo tenemos el siguiente teoremas:

Teorema 9. Sea {X;}ier, T = R un proceso estacionario medible y supongamos que E(|X|) <
0o. Entonces

1 [N -

existe casi sequramente. Ademds X es integrable y E(X) = E(Xo)

El Teorema Ergddico implica el Teorema 8 y la prueba es la siguiente:

Demostracién. Sea (9, F,P) espacio de probabilidad con Q = RN y § = C la o-dlgebra
cilindrica como en el Teorema de Consistencia de Kolmogorov. Sea ¥(apa; ...) = (a1az...).
Observemos que V¥ (agay ...) = (arapy1...) y ademds Xg(agay ...) = ap donde X; € L para
toda j. Por tanto

Xg(\I/k(w)) = X()(\I/k(aoal .. ))

= Xo(akakJrl ‘e )

a
Xk(aoal e )
= Xp(w)

Entonces probemos que ¥ es una transformacion que preserva la medida. Tenemos pues que
U:Q— Q, es decir, ¥ : RN — RN,
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1. W es medible.
Sea D € C. Supongamos que D tiene la siguiente forma D = {(ap,a1,...) : a;, € B} =
{X;, € B} dondeip € {0,1,2,...} fijo, asi
YD) = {(apa1...) : @41 € B} = {Xiy+1 € B}

Donde éstos D generan a C.

2. P(W~1(D)) = P(D)

P(I (D)) = P(Xj € D)
= P(X;, €D)
— P(D)

Por tanto

) 1 n—1 ) 1 n—1 .
Jim I;)Xk = lim nkZOXomf (w)) = E(X4|31)

Y el Teorema 8 implica la Ley de los Grandes Nimeros.

Teorema 10. (Ley de los Grandes Numeros). Sean X1, X, ... variables aleatorias in-
dependientes e identicamente distribuidas, con E(|X;|) < oo y E(Xo) = p, entonces

1 n—1
lim — ZXk =pu
k=0

n—oo N

casi dondequiera y en L.

Demostracion. Por lo anterior sélo basta mostrar que E(Xo|§r) = E(Xo) = constante,
es decir, 1 C 7, donde T := (oo Tk con Ty = 0(Xpi1, Xpto,...). Observemos que 19 =
U(Xl,XQ, .. ) =C.

Sea A € §1, entonces queremos que A € T =Jp_ Tk, es decir, Ae 7, V k€{0,1,2,...}.
Y tenemos que Fr = {C € C : V~1C = C}. Si 79 = C entonces A € 9. Sea A = (Xo(w) €
Ap, X1(w) € Ayg,...):
T4 = U (Xp(w) € Ag, X1(w) € Ay,..., X, (w) € Ay)
= {we: (w,ws,...) €A}
= {weQ:(w €Ap,wr € Ay...)}
= (Xi1(w) € Ap, X2(w) € Ag,...) €T
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Por tanto, si A € 7, entonces

\If_kA = \I/_l(XZGAo,Xl+1 GAl,...,Xl+n€An)
= {WEQ: (werAo,wHkH EAl,...)}
= (Xl+k(w) S Ao,Xl+k+1(OJ) € Aq,.. ) € Ti+k

Si A € §1 entonces A € 1, por lo tanto A € 1, Yk que finalmente concluye que A € 7. Por
lo tanto §1 C 7. Por la Ley 0-1 de Kolmogorov si A € §1 entonces P(A) =0 ¢ P(A) =1
entonces E(Xo|§1) es constante.



Capitulo 3

Balance Detallado

En este Capitulo estudiaremos lo que es la nociéon de Balance Detallado para procesos
estocdsticos con la propiedad de Markov tanto en tiempo discreto como en tiempo continuo
donde el espacio de estados S es un espacio métrico compacto y p una medida invariante con
p nucleo estocastico.

3.1. Cadenas de Markov en tiempo discreto.

Consideraremos procesos estocasticos a tiempo discreto, tales que tienen la propiedad de
Markov. El conjunto T serd igual a N y el espacio de estados S un espacio métrico compacto.
El espacio de probabilidad seréd (2,5, P).

Definicién 16. Se dice que { X, }ner €s una cadena de Markov con respecto a la filtracion
{gn}neT s

1. { X }ner es adaptado a {Fn}ner-

2. Para cadan <t, A€ G.

P(Xt € A’Sn) = P(Xt € A|Xn)

La propiedad 2 se llama propiedad de Markow.

21
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Definicién 17. Sea {pn}ner una sucesion de nicleos estocdsticos. Supongase que {Xp tner
es una cadena de Markov respecto a {Fn}ner. Decimos que {pp}ner es la funcion de tran-
stcion de { X, }per st m < n,

Si S es a lo mas numerable, entonces la funcién de transiciéon se puede ver de forma

matricial:
p(0,0) p(0,1) ... p(0,k)
p(1,0) p(1,1) ... p(1,k)
P= : : :
p(k,0) p(k,1) ... p(kk)

Ademas si pn(X,, B) no depende de n, entonces se dice que la funcién de transicién de la
cadena de Markov es estacionaria. La integral que define a una medida invariante y en tiempo
discreto se reduce a calcular una suma, por tanto p = (p(0), (1),...) es medida invariante
de una cadena de Markov con probabilidad de transicion p(x,y) si u(y) = >, p(z)p(z,y).

Definicion 18. Si S es a lo mds numerable, diremos que p estd en balance detallado
respecto al nicleo estocdstico p si

p(z)p(x,y) = u(y)p(y, v)
Para todo x,y € S.

Si p cumple la condicién de balance detallado, también se le llama medida reversible.
Observemos que si u estd en balance detallado respecto a p, entonces p es invariante. La
prueba es sencilla:

Zy(x)p(x, y) = Z w(y)p(y, x) por estar en balance detallado
T xT

= ()Y ply:z)

= u(y)

Sin embargo, si p es medida invariante no implica que p esté en balance detallado lo cual se
muestra con los ejemplos.

Definicion 19. Sea t € T. Se dice que un estado x € S es recurrente si
oo

P( U (X, =2)|Xo=2) =1, para alguna n > 1.
n=1

Un estado x € S es transitorio si y solo si no es recurrente.
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Definicién 20.
1. Un estado x € S es llamado absorbente si P(Xp41 = x| X, = z) = 1.

2. Dos estados z,y € S se comunican si para algin n, P(X, = y|Xo = z) > 0 y para
algin m, P(X,, = x| Xo =y) > 0.

3.8 T, =min{n <1: X, =x} conx €S, decimos que x es recurrente positivo si
E[T;| X0 =] < c0.

Si todos los estados de una cadena de Markov se comunican, entonces decimos que la
cadena es irreducible.

Un ejemplo de la clasificacién de estados es el siguiente diagrama.

o
SN

ol

Como se puede observar, se tienen tres estados en donde todos ellos se comunican. La
matriz de transicion es

1 1

2 7 9
0,,
11
3 3 3

Teorema 11. Una cadena de Markov irreducible y positivo recurrente tiene una unica distri-
bucion invariante i, dada por
(z) ! es
)= ——— x :
a E(Ty|Xo =)’

Demostracion. Ver [21].

Teorema 12. (De Kolmogorov sobre condiciones de reversibilidad). Sea p irreducible. Una
medida p es reversible si y solo si
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1. Sip(z,y) > 0 entonces p(y,z) >0

2. Sean > 2. Para alguna sucesion xo,x1,...,Tn € S con x, = xo y lli<i<pp(zi, xiz1) >0
se tiene
n D(Ti-1,;)

p(a,xio1)

Demostracion. Probemos primero la necesidad. Supongamos que p es una medida reversible.
Sip(x,y) > 0 entonces

p(y,z) = P(Xnp=2|Xn1=y)
 PXp=2,Xp1=y)

B P(Xn—l = y)
B P(Xp—1=9y,X, =1)

P(anl = y)

Ya que P(X,—1 = y) # 0 tenemos P(X,—1 = y) > 0 y puesto que p(z,y) > 0 entonces
P(X,_1 =y,X, =x) >0 concluimos pues que p(y,z) > 0.

w(Tiz1)
w(xs)

Ya que p estd en balance detallado, entonces p(x;, xi—1) = p(Ti—1, i), asi

Hn p(xi—lyxi) o p(x(],xl) ...p(xn_17$n)
i=1 =
(@i, 1) p(x1,x0) ... p(xy, ﬂﬁn—l)
_ p(xo,x1) ... p(Tp—1, )
Zgifgp(ffov ). .. %p(:rn_h Tn)

plz)p(e2) - . plan)

p(zo)p(z1) - . p(xn—1)
i)
pu(o)
_ (o)
p(o)
=1
Para la suficiencia sea x € S tal que existe n € N y existen xg,x1,...,Ty CONTo=a, T =T
y I p(xi—1,25) > 0. Sea
p(ﬂf i—1s L )
p(r) = M =

p(xi, xi—1)

n

Seam €N, I yo,y1,...,Ym conyo =a, ym =2 y I 1p(yi—1,v:;) > 0.
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Sean zo = Tg = 4,21 = T1,---12n = Tp = Ym = Ty 2nt1 = Ym—1,- - -
que H” T'p(zi—1,2i) > 0. Entonces

s Zntm = Yo Observemos
rAmPi-1,2)
i=1 . =
p(Z“ Zz—l)
pero

Hn+mp(zi—172i) o H;L lp(xl 17xZ)H (y]7y] 1)
1=

p(zi,zim1) 1P p(@s, 2 DI p(yj-1,y5)
Sean zg = ag = g, 21 = T1, ..

S =T =X, 241 = Ym =Y, -+ Zntm+1 = Yo Y tenemos que

p(@i,zit1) >0 = p(xiy1,2;) >0
(Wi, yi41) >0 = p(yit1,9:) >0
y ademas p(x,y) > 0= p(y,x) > 0. Ahora H?:Jrlmﬂp(zi_l, z) >0y
Hn+m+1p(z7« 1, zl) —1

= (2, 2im1)

Ast, por lo anterior

Hn+mp(2z 1, 2i) _ Hglzlp(%‘z‘—laf’fi)p(w,y)Hgn:w(yi,yi—l)

=1
= op(ziyzicn) (i, 2i1)p(y, €)1 p(Yio1, yi)
pero
I p(xi—1, x; Hm L 0> Yi-1)
u(fﬂ)zw, wy) ==~
7 p(xi, xi-1) 7 p(yi-1, vi)
entonces
) WP(zim1, z)p(z, )L p(yi, yi-1)
p(x%xl l)p( 733)1_[?1:127(3/1‘—17%)
. )p(:v,y) 1
p(y, ) p(y)

Entonces de la ultima igualdad tenemos que

w(@)p(x,y) = u(y)py, x)

Para ilustrar esto consideremos el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 9. Sea S el espacio de estados tal que S = N y sean

st y=0
st y=1
sty > 2

p(0,y) =

[esR I NI

y para x >0
st y=0
St Y=x
st y=x+1
en otro caso

p(x,y) =

O [ [N =

las funciones de transicion de la cadena. Entonces tenemos que la matriz de transicion de la
cadena es:

1 1

;g 000

N

I A
P=1t 8t

3 00 5 3

Con la definicion de medida invariante p(y) = Y, p(x)p(z,y) encontramos ésta con la matriz

de transicion anterior y obtenemos que pn = (1(0), (1), u(2), u(3),...) = (1/2,1/3,1/32,1/33,...).

Sin embargo esta medida invariante no estd en balance detallado pues por ejemplo:

1 1 1.1
5) =0# T (5)(?) = p(3,0)u(3).

Ejemplo 10. (Cadena con dos estados). Sea T = N y {X,, }ner una cadena de Markov con
espacio de estados S = {0,1}. Sea 0 <p <1y 0<q <1 con matriz de transicion

1—
p_ < p P >
¢ 1l—gq
Para este proceso tenemos que la distribucidn invariante es = (1, 2=) la cual es dnica
y estd en balance detallado. En el caso en que p = q = 0 cualquier medida de probabilidad
serd distribucion invariante. Entonces para una cadena de Markov con dos estados siempre

tenemos balance detallado.

p(0,3)1(0) = 0

Ejemplo 11. (Cadena con tres estados). Sea T =N y { Xy, }ner una cadena de Markov con
espacio de estados S = {0,1,2} donde su matriz de transicion es

p(0,0) p(0,1) p(0,2)
p(2,0) p(2,1) p(2,2)
con Zyp(m,y) =1y p(z,y) > 0 para x,y € S. Usando el teorema de Kolmogorov sobre

condiciones de reversibilidad, la cadena {X,}ner tendrd distribucion invariante en balance
detallado st y sdlo si
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i) Sip(z,y) >0 entonces p(y,x) >0 con z,y € S.

i) Sip(x,y)p(y,x) > 0 entonces p(x,y)p(y, 2)p(z,x) = p(y, v)p(z,y)p(x, z) con x,y,z € S.

p(0,0) p(0,2)
0] ey G2
Geo) D] se?

Ejemplo 12. Consideremos una cadena de Markov con espacio de estados S = {0,1,2} donde
su matriz de transicion es

010
P=1|10 01
100

Calculando su distribucion invariante obtenemos que ésta es u = (%, %, %) Pero la cadena no
estd en balance detallado pues

p(p(1,0) = 5(0) # 5(1) = p(0)p(0, 1)

3.1.1. Cadena de Markov con espacio de estados finito

Consideremos ahora una cadena de Markov {X;};cr con espacio de estados finito S =
{1,2,..., N}, tenemos el siguiente resultado dado por [13]. Sea D = (dyy)zy = I — P con P
matriz de transicién y sea D(H ) el determinante de D con renglones y columnas en el conjunto
de indices H C S'y D(0) = 1.

Teorema 13. La dnica distribucion de probabilidad invariante m = (7y)zes de la cadena de
Markov { X }ier puede ser expresada como

_ D({a})
s D))

Demostracion. La unica distribucion invariante w es la solucion del sistema de ecuaciones
7D=0yn1=1donde 1= (1,...,1)". Entonces debemos resolver

Ty

din di2 ... din
dor  doo ... dan

dyi dyo ... dypn
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Yy Zivzl e, = 1. Ya que Zi\;l dyy = 0 entonces para z # y

da:y = Z da:z
z=1

Asi basta resolver el sistema de ecuaciones

1 Clll d12 A dl(y—l) dl(y+1) ... le 1
1 Clgl d22 . d2(y—1) dQ(y+1) . d2N
(7r1a 77TN) 1 . . . . =
1 le ng . dN(yfl) dN(erl) R dNN 0
con
1 dip dis ... dl(y—l) dl(y+1) ... din
1 dog dos ... d2(y—1) dQ(y+1) ... don
Dy = . . . .

1 :
1 dy1 dyo ... dN(y—l) dN(y+1) ... dnnN

entonces Dy = (1,0,...,0). Probemos que det D, # 0.

Sabemos que D = I — P con P maltriz de transicion la cual es irreducible y recurrente.
Por el teorema de Perron-Frobenius tenemos que

dimker(I — P) =1

entonces N = dimker(I — P) +dim Im(I — P) y ademds 1 € ker (I — P) pues (I — P)1 = 0.
Supongamos que dim D, = 0, entonces

1= Z BlCl
Ly

pero los Cy son linealmente independientes, por lo tanto By = 0 lo cual es una contradiccion
por tanto concluimos que dim Dy, # 0.
Entonces tenemos que 1Dy = (1,0,0,...,0), es decir, 7 = (1,0,... ,O)Dy_l. Pero

_1 adj(Dy)
D 1 — Yy
Y det D,

con adj(Dy) matriz transpuesta de cofactores de D, es decir,

CF;1 CFy ... CFni
-1 _ ) . , .
v o det D,

CFlN CFQN CFNN
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entonces 1
1,0,...,0)D; ' = CFy1,CF,...,CF
( s Uy ) ) y detDy[ 11, 21, ) Nl]
donde CFyy = (—1)YT D({y}) por tanto
D)
Y (=1)¥tldet D,
Ahora, tenemos que
1 ody diy oo dygey  digrny - din
det D, = det 1 odm o ey Gy - day
1 dn1 dn2 dn-1) dN(y+1) dnN
1L —dyy diz ... dyy—1) digs) din
1 —dgy daa ... dyy—1) dayt1) dan
= det
1 ..
1 —dny dy2 .. dny-1) AN+ dNN
1 diy dio digj—1)  dig+) din
= (—1)det 1 T do(j-1)  da(j+1) dan
1 dNy dno ... dN(j—l) dN(j—H) ... dnnN
1 d12 d13 . dly . le
1 d d oo d oo d
= D | . _2y .
1 dyo dng ... dNy ... dNN

= (=1)"'det Dy

entonces (—1)¥*1det D; = det Dy, 6 bien my(—1)¥*det D, = 7, det D1 y tomando la suma
sobre y

> my(—1)*det D, = > m,det D
yeSs yes
= det D1

Pero tenemos que my(—1)¥"1 det D, = D({y}) por tanto det Dy = > yes DUy}, asi
D({y}°)
(—1)vtldet D,
D({y}%)
det D1
D({y}°)
2 yes DHYI)

Ty
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|

3.1.2. Cadena de Markov con espacio de estados infinito numerable

Ejemplo 13. (Linea de Espera). Una linea de espera con un servidor se puede modelar con
un proceso estocdstico en donde la variable aleatoria se define como el numero de personas u
objetos en el sistema en un momento dado con espacio de estados S = N.

Una linea de espera es un cadena de Markov ya que la probabilidad condicional de llegar
a un estado futuro depende solamente del estado actual en el que se encuentra el sistema, sin
importar el estado inicial de dicho sistema. Sea &, el numero de nuevos clientes que llegan
durante el n-ésimo periodo. Suponemos que £1,&a, ... son variables aleatorias independientes,
no negativas y real valuadas y tienen en comin la densidad g. Sea Xo el nimero de clientes
presentes inicialmente y paran < 1, X,, denota el nimero de clientes presentes al final del n-
ésimo periodo. S1 X, = 0, entonces X1 = &1 y 5t Xpn < 1, entonces Xpn+1 = Xn+En+1—1.
Ast, la matriz de transicion de una linea de espera estd definida por

g(0) g(1) g(2) 9(3)
g(0) g(1) g(2) 9¢(3)
0 g(0) g(1) g¢(2)
=1 0 0 g0) 41
0o 0 0 g(0)

Como podemos observar en W, la linea de espera no estd en balance detallado pues si w es
distribucion invariante, se tiene que 0 = 7(2)-0 = 7w(2)W(2,0) # 7(0)W(0,2) = 7(0)g(2). Sea
p=> o0 gxg(x) la esperanza. Las condiciones para que esta cadena sea irreducible y positivo
recurrente son:

1. Sig(0) >0y g(0)+g(1) <1, la linea de espera es irreducible.

2. Si la linea de espera es irreducible, entonces es positivo recurrente si u < 1.

La prueba de estas condiciones se puede ver en [21]. Por lo tanto por el Teorema 11 existe su
distribucion invariante. Para calcularla usamos la funcion generadora como sigue:
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Sea p la media, W(t) = > 2 w(y)tY con m distribucion invariante y G(t) = > 2 g(y)t".
Supongamos que g(—x) = 0. Sea f(w,z) = g(z — (w—1)") y Yo’ 7w(w) f(w,z) = w(x). Asi

V()= wlyty = Y [> w(w)f(wy)t

y=0 y=0 w=0

[e.9] o
= Z Zw(w)f(w, y)tY donde los sumandos son no negativos

w=0 y=0

= Y mw) Y flwy)t
w=0 y=0

= D )Y gly— (w—1)")
w=0 y=0

= Y () Y gl — (= )
w=0 y=0

= i m(w)t D" ig(y — (w—1)F)p- DT
w=0 y=0

= i (W)t G(t)
w=0

w=0
= [7(0) + (1) + % > m(w)t)G(t)
w=0
= [7(0) + (1) + %(\If(t) —m(0) = w(1)1)]G(?)

Por lo tanto U(t) = [17(0) + 1 (1)]G(t) y despejando a W (t) obtenemos que

(t-1)G()

vt = O

Observemos que
T t—1 i 1
m ———=1lim ———
t>1-t—G(t) t=1- 1 —-G'(t)
pero G'(t) = > 2y ytYq(y) por lo tanto

=1~ t—1-

fm G'(t) = ygy)=pn  y lim G(t) =1
y=0
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as?
i t—1 1
t-1-t—G(t) 1—p
Y
) . (E=1G@) 1
1 = lim ——~—~~ -
et v o1 1 G'(t) m(0) 1-— uﬂ(o)
_ (0
= 1-,
Donde este limite existe pues pu < 1. Por lo tanto, 71(0) =1—p y %(!0) = m(n). Donde
wr() (- 1)GH)\" z": n\ (=1 ", ®
7(0) t—G(t) k t—G(t) '

k=0

Ast, la distribucion invariante de la linea de espera es:

" 1 t—1 \™™
) = (10 2 g (t - G(t)) 9(k)

k t=0

3.1.3. Version del Teorema Ergddico para cadenas de Markov

Para cadenas de Markov con espacio de estados S se tiene una versién del Teorema Ergddi-
co el cual no es una consecuencia de éste.

Teorema 14. (Teorema Ergodico para Cadenas de Markov). Si { X, }nez es irreducible, re-
currente positiva y su distribucion invariante es w, entonces para toda f : S — R tal que
Yics |f(i)|m; < 00, se cumple que, con probabilidad 1,

1o .
ngnooN;f(Xk) = fli)m;

i€S
Demostracion. Ver [17] pg. 24.

Teorema 15. (Teorema de Convergencia). Sea p funcion de transicion de una cadena de
Markov irreducible y positivo recurrente. Si la cadena es aperiddica, es decir, el periodo de la
cadena es uno. Entonces

lim p"(z,y) = m(y),

n—o0

para x,y € S.
Demostracion. Ver [2] pp. 262 - 263.
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3.2. Proceso de Markov en tiempo continuo

Sea S el espacio de estados para los procesos de Markov en tiempo continuo un espacio
métrico compacto y sea T = R.

Definicién 21. Sea s,t € T'. Un proceso estocdstico {X;}ier es un proceso de Markov con
respecto a la filtracion {§t}+>0 si para cada s <t

P(X; = z|§s) = P(Xy = x| Xs).

Sea s < t. Tenemos otra definicién de proceso de Markov: Un proceso estocastico { Xy }ier
es de Markov respecto a la filtracién{F }+>¢ si y sélo si para todo ¢t € T', para todo A en §; y
para todo B € o({X, : t <r})

P[AN B|X] = P[A|X:]P[B|Xi]

es decir, con la informacién del pasado y del futuro, A y B son condicionalmente indepen-
dientes. Ver [3] pp. 9 - 10.

3.2.1. Construccion de un proceso de Markov

Al proceso estocéstico lo podemos pensar como X : T x 2 — ST donde ST es el conjunto
{f:T — S|f es funcién}. Asi, la distribucion del proceso estocdstico { Xy }er es la distribucién
de X tal que Px : C — [0,1] y Px(A) = P(X € A), con A € C.

Definicién 22. Sea (2, F, P) espacio de probabilidad. Sea {X¢}ier un proceso con valores en
(S,6). Sea p una funcion de transicion. Decimos que {X;}ier estd gobernado por p si para
alguna medida de probabilidad 1 : & — [0,1] se tiene que

P[X(tn) € Bp,...,X(to) € Bo] = / ,ug(dq:o)/ ptl(aso,d$1)7...,/ Dty —t, 1 (Tn—1,dTy)
S

1 By

para todon e N, VO0<t; <...<t, yB1,Bs,...,B, € 6.

Teorema 16. Si {X;}ier estd gobernado por una funcion de transicion p, entonces { Xy }ier
es de Markov respecto a la filtracion {§t}>o0.

Demostracion. Ver [3], p. 183.
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El siguiente ejemplo muestra que una cadena de Markov es un proceso estacionario.

Ejemplo 14. Sea {X,}nez una cadena de Markov con probabilidad de transicion p(x,A)
y distribucion invariante w. Si Xo tiene distribucion w, entonces Xgy, X1,... es un proceso
estacionario.

Esto es por que

PHw: (X0, X1,...,Xpn) € B}) = /B7rdx0/ (xo,dazl).../B p(Tn—1,%n)

= /B de/ (g, dzgs1) - - /p($k+n—1,xn+k)

= P( w: (Xk,Xk+17-"7Xn+k) S B})

Ahora con el Teorema de Kolmogorov construyamos un proceso de Markov:
Dado (S, &) espacio medible. Dada i : & — [0, 1] medida de probabilidad y dada p : [0, c0) X
Sx & — [0, 1] funcién de transicién con el Teorema de Kolmogorov construyamos un proceso.

Tenemos que S{t-otn} = G5 % § = {f:{t1,...,t,} — S}. Para todo t € R, fijo,
St = {f:{t} - S}. Para0<t; <...<t, consideremos el espacio (S{tn} 6. .@6).
Se puede probar con el Teorema de extensién de Carathéodory que existe una medida p; :
G®...06 —[0,1] tal que

eyt (By % . x By) = / u(dao) / pey (20, 1), - / Dot (T, dzn)
S By B,

Entonces sea 0 = {4y, ¢, : n € NJO < t; < ... < t,}. Probaremos que 6 es un sistema
proyectivo. Tenemos que IT : STt} Gt tn}

Por demostrar que fig, .+, | = [t t, <H{_ti...tn,1}{t1...tn})'

Por un lado tenemos que
[ty .ty 1 (B1 X ... X Bpo1) z/u(dwo)/ ptl(mo,dm),---,/ Pty 11—ty o(Tn—2,dTn_1)
S Bl anl

y para 'u’tl---tn(Héi...tn,l}{tl.“tn}(Bl X ... X Bp_1)) tenemos que

H@i...tnfl}{h...tn}(Bl X ... X Bn—l) =B x...xB,_1x8
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entonces
Mtl"'t"(H@i...tnfl}{tl...tn}(Bl X ... X Bn—l)) =

/u(dwo)/ ptl(:z‘o,d:m),---,/ ptnltm(:vnz,d:vnl)/ptntnl(wnl,d:vn)
S B1 Bn_1 S

pero [opi—tn_ i (Tn-1,dxn) = P,—t,_, (¥n—1,5) = 1. Por tanto 6 es un sistema proyectivo.
Asi consideraremos 2 = S®+ y C = o-algebra cilindrica, X; : w — S tal que X¢(w) = w(t).
Sea P :C — [0, 1] el limite proyectivo.

3.2.2. Semigrupo de Markov

Definicién 23. Sea S un espacio métrico compacto con & la o-dlgebra de Borel. Sea C(S) el
espacio de funciones continuas sobre S con la norma del supremo, es decir, || f|| = sup,eg | f(x)].
Sea { Tt }+>0 un semigrupo sobre C(S) con Tif € C(S) para todat >0y f € C(X). Decimos
que { Tt }+>0 es un semigrupo de Markov si satisface las siguientes propiedades:

1. To=1.
Tivsf = Ty T fV feC(S) yV s, t,>0.
T:1 =1 para todo t.

Para toda f € C(S) la funcion t — Tyf es continua por la derecha.

Gvo o e

T.f > 0 para toda funcion no negativa f € C(S).

Lo que nos interesa estudiar es la familia de operadores de {T}}+>0 definidos sobre S por,

T, (x) = /S Ty (. dy) f(y). (3.1)

Esta familia esta identificada con el semigrupo de Markov {T;}, ver [4] p.460. Ahora veamos
que el semigrupo {7} };>o definido en 3.1 efectivamente es un semigrupo de Markov.

Demostracion. 1. Sit =0 entonces
T()].J; = / To(a:,dy)fly

S
= dz(dy)1, =1,
s
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2. Para la condicion de semigrupo se tiene que
LLS) = [ Tied)Tiw)

S

_ / Ty (. dy) / Ty(y.d2)f(2)
S S

_ / [ / Ty(x, dy) T(y, d2) ()]
S JS

— /STHS(:U,dy)f(y) = Tiysf(z)

8 T, = [¢ Ty(z,dy)l, = [¢1,(x) = 1, para toda t.
4. Para toda f € C(S) la funcién t — Tif es continua por la derecha por ser semigrupo.

5 Tif(z) = [¢ Te(z,dy) f(y) > 0 pues Ty(x,dy) > 0.

Definicién 24. El generador infinitesimal del semigrupo de Markov {T}}i>0 es definido por

T — 1
Lf =1
f=lim

f

para f € D(f) = {f € C(S) : limyyo L= f existe sobre C(S)}.

Ejemplo 15. (Modelo de Aprendizaje y Olvido). Para ilustrar la teoria anterior estu-
diamos un proceso estocastico de aprendizaje en ensayos de respuesta dicotomica y un numMero
finito de estados absorbentes, en donde se construye un modelo probabilistico para representar
un proceso de aprendizaje. El modelo incluye tanto el proceso de adquisicion de informacion
como el proceso de olvido de informacion, asi como el supuesto de que el proceso puede ter-
minar en uno cualquiera de r estados. Definamos

s A es el estado recurrente de adquisicion.
s Ay es el estado recurrente de olvido.

s fi,i=1,2,...,7 es el estado en que el individuo termina el proceso de aprendizaje, es
un estado final y éste es absorbente.

v (1,1), 0 <7 <t <00 es el intervalo temporal donde el sistema viaja en Ay y As.
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Todas las transiciones entre los estados se supone que estdn gobernadas por la fuerza de las
respuestas:

= U, 4; €s la intensidad entre los estados A; y Aj coni#j yi,j=1,2.

" paf,J =1,2,0=12,...,7 es la intensidad entre cualquiera de los estados A y uno
de los estados finales f;.

" Ug A = —(vAiAj + > ko1 M f,) €s la intensidad de permanecer en el estado recurrente
A coni#jyi,j=1,2.

Observemos que v, 4, > 0 asi como va,4, > 0 y va,a, # 0 pues si va,a, = 0 entonces
A1 serd absorbente. Se supone ademds que

T T
Z:“Alﬂ >0 o bien ZMAzfi >0
i=1 i=1

Entonces tenemos el espacio de estado E = {Ay, Ag, f1,..., fr} y notemos que el espacio
de Banach V en este ejemplo es R™2, el cual es finito dimensional asi definimos L como el
asociado al proceso:

VA1A; VA1Ay MALf, HA fy oo HAjf

VAsA; VAyAy HAxf1 HAsf -+ HAsf,
0 0 0 0 e 0
L= 0 0 0 0 ... 0
0 0 0 0 o 0

El polinomio caracteristico es P(A) = det(L—AI) = (=A\)"[(va;4, —A) (VA,4,—A)—VA; 4,04, 4, ]
donde los valores propios son \; =0 cont=3,4,...,r+2y

A VA A T VA A, £ \/(UAlAl + UA2A2)2 - 4(UA1A1UA2A2 - UA1A2UA2A1)
1,2 =
’ 2

donde A, o < 0. Sea K4 = \/(UA1A1 — UApAy)? — 4(VUA A, VAL Ay — VA A, UALA, ) Y SEan

_ UA A — UdyA, T Ka y g = UAIAL — VApdy — Ka

2 3 2

Los vectores propios asociados a los valores propios A1 y Ao son:

S1

—S1 —83

V)\lz(l 07"'70)t7 V)\2:(1 70,...,O)t.

’ ’ )
UAl A2 UAl A2
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Para los otros \; vectores con i = 3,4,...,r + 2 consideramos el sistema
VA A1 VA1 Ay HALfL HAfa oo+ HALf mi 0
UAs Ay UAgAs  HAsfi HAsfy -+ HAsf, ma 0
0 0 0 0 .. 0 ms 0
0 0 0 0 .. 0 un = 0
0 0 0 0 . 0 Myio 0
donde el vector vy, = (x14,22:,0,...,1,...,0) coni=3,...,r + 2 haciendo mi, ma,m; #0 y
m;=0coni=3,...,7+2yj#1i Puesto que V4, 4,V4,4, — VA, A,VA,4, 7 0 con

 HAsf; pVALAy — HA f; 2VA2 A
UAlAl UA2A2 - UAlAQUAzAl

_ HAfi pVA Ay — HAsfi oVALA
UAlAl UA2A2 - UA1A2UA2A1

FEntonces la matriz de vectores propios es:

1 1 T13 T14 .'1?1(7,+2)

vAfj,2 ﬁ 23 T2 ... T(r42)
V= 0 0 1 0 ... 0
B 0 0 0o 1 ... 0
0 0 |0 0 1

Consideremos los siguientes bloques de la matriz V:

1 1 T
13 T14 .- Ti(r42
A= o  —s B = (r+2)
VAj Ay VAjAy Toz T4 .- T2(r42)

Entonces podemos reescribir la matriz V de la siguiente forma:

(A2 Boy,
V=
07‘><2 Ir><7‘
con 0«2 una matriz con entradas todas cero de dimension r renglones y 2 columnas, I.x, es

la matriz identidad de dimension r xr. Asi, para obtener la matriz inversa de V, trabajaremos
con ella por bloques. Sea
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- Coxa  Daxy )
U=VvV'!=
( Er><2 Frxr

ya que U es inversa de V, entonces

Asyxo  DBaxr ) ( Coxa Daxy >

I(r+2)><(7’+2) - ( O x2 Ir><7‘ ET‘X2 Fr><'r

haciendo la multiplicacion de matrices por bloques tenemos que:

( Ioyo  O2xp ) _ ( ACo%2 + BEoyo ADay, + BFyy, )
Orx2 Lrxr FErvo Frvr

Entonces0=FE, F=1,1=AC+BE=1=AC yAD+ BF =0= AD+ B =0. Ya que
I=AC -C=A"" asi AD=—-B = D = —A"'B y por tanto

_ _ —s3
U=v'= < Azgy = ' Boxy > donde A= ZAid2 ( e 11 )

Orx2 Ir><7" S1 — 83 VA, A,

Para lo cual, encontramos la matriz de transicion de la cadena:

eMMt 0 [0 ... 0
0 e2|o ... 0

Pp=v]| O 01 ... 0 U
0 0 0 1 (rx2)x(rx2)

eMt 0
0 €>\2t

ne (DG D)
- (A )

B < AIA"Y —AIAT'B+ B )

st l es tal que: = < > podemos usar nuevamente operaciones de matrices por bloques:

0 1
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donde todo se reduce a calcular AIA™' y AIA='B + B. Entonces

— 5 -1
1 1 1 e)\lt 0 73 —
AlA = s1—s3 S1-83
— —S1 —S83 0 e>‘2t S1 1
VA Ay VA Ay $1—S83 S1—S83
Aot At
SlGAQt—Sgeklt UA1A2(€ 2t —etM )
_ 51;53 R S1—83
- t t
VAgyAq (er2t—ett) s1etMt—sger2t
S1—83 S1—83

para calcular AIA™'B + B tenemos que

Aot At Aot At
spet2t st N VA Ay (e2F ety speM2t _sger1t N VA Ay (e2F ety

AlA-1B = 153 ,\Ilf s1—s3 *23 .- s1-sg ;”1t(r+2) T si—s3  T2(r+42)
VAyAq(en20—enll) spet1t_sgerat VA, A, (727 —ell) spett_sgetrat

s1—93 713 5153 23 . T giTag  Ti(r+2) T 5153 T2(r42)

con x4, To; definidos anteriormente, asi finalmente tenemos que —AIA™'B + B es la ma-
triz:

ot _ A1t Aot _ A1t
spe2t _sger1t VA Ay (e72F—enll) spet2t _sget1t VA Ay (720 -t
1 3 142 1 3 142
Ere— z13 + pEre—s z23 + w13 ... Er— T1(r42) T 5351 To(r+2) T T1(r42)
Xot _ A1t Xot _ Aqt
VA, Aq (720 e " spett_ggetat n VA, Aq (e72F e n spetlt _ggetat 4
5= z13 T w23 +x23 ... Ere—— Tir42) T T Ty T T2(r42) T T2((r42)

o bien, factorizando tenemos que —AIA™'B + B es:

sper2tosgedtt va Ay (er2fetth spet2tosgettt vAg Ay (M2t et
( Ere— + D@1z + Ao w23 . 5351 + Dy (ppa) + s3—51 ZTo(r42)
vay A, (M2t —ePt) speMt_ggerat vay A, (M2t —eP1t) speMt_ggerat
P z13 + ( 5351 +Dwaz . R (o) + (= Daagey)

donde s1 = Va4, — A1, 83 =VA,4, — A Y S1— 83 = A2 — A1, entonces ya que

AlA™Y —~AIAT'B+ B

P = 0 I

donde P, es el semigrupo asociado al proceso y las probabilidades de transicion entre estados
de aprendizaje son:

P _ €>\1t()\2 - UA2A2) 6/\2t(>‘1 - UAQAQ)
A1A1 )\2 _ )\1 Al _ )\2 Y

P _ eAlt()‘Q - UA1A1) e)\Qt(/\l - UAlAl)
A2A2 )\2 _ )\1 Al _ )\2 )
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eAlt/UAlAg N SAQtUAlAQ y PA . 6>\1tUA2A1 N e>\2tUA2A1
A1 — A2 A2 — A e A2 — A A1 — A2

Pypia, =

Observemos que por la informacion que nos da la matriz de transicion, las probabilidades
de estar en un estado final y pasar a un estado recurrente Ay y Ao son cero, es decir,
Pra, =0 para todat=1,2 yj=3,4,...,(r+2)
Las probabilidades de transicion a un estado final son :

At
eMt —1
QAlfj = m[()‘l - UA2A2),UA1fj + UAlAz:qufj]

Aot
et —1
QA2fj = m[@@ - UA1A1):UA2fj + UA2A1:UA1fj]
para j =1,2,...,r. Como lo muestra la matriz de transicion, tenemos r estados absorbentes,
es decir,

Prp =1 donde j =1,2,...,7

Sabemos que A\, Ao < 0, entonces pues tomemos las probabilidades de transicion Pa,a, con
i=1,2.

ME(\y —wva,a,) €A —va,a,)
) e 2 — VA A € 1 —VAA
lim Pa,a, = 2 i2i
th(l) Aidi /\2 — /\1 )\1 - )\2

= 0

para P, a, coni#k yi k=12

, €Ait'UAiAk 6’\’“tUA,-Ak
lim PAiAk = +
t—0 )\i — Ak )\k — )\z'

Y finalmente para Qa,¢; con i,k =1,2., j=1,2,...,r yi# j# k tenemos:

At
, , erit — 1
}g% QAifj B %gl(l] m[o\l - UAkAk)lu’Aifj + vAiAk/J’Akfj]
—1

= M[()‘l - UAkAk),UAifj + UAiAk,UAkfj]

Es decir, la probabilidad de que el individuo transite en los estados absorbentes por un tiempo
es cero, asi podemos asequrar que siempre se alcanza un estado final absorbente en cualquier
momento.
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3.3. Cadena de Markov encajada de un proceso de Markov de
Saltos.

Consideremos un proceso a tiempo continuo {X;}er con T' = R, tal que comienza en
el estado zg al tiempo t = 0 y permanece en este estado un tiempo aleatorio 7 hasta que
salta al estado z; distinto del anterior y permanece un tiempo aleatorio 7o hasta saltar a un
nuevo estado x3 y permanece en este estado un tiempo aleatorio 73 y asi sucesivamente como
se muestra en la siguiente figura.

Proceso de Saltos

Xy

Definicion 25. Sea S un conjunto a lo mds numerable. Sea X; es estado del sistema al tiempo
t, definido por

Yo, s0<t< T,

Y1, sim <t<my,

Xy = YQ, 81 T9 <t <713,
con Yy, Y1,... variables aleatorias con wvalores en S y con 0 < 11 < 79 < 13 < ... donde
T1,T2, T3, . .. Son variables aleatorias con valores en T'. El proceso {X;}ier es llamado proceso

de Saltos.

Para un proceso definido anteriormente puede suceder que no esté definido para toda
t € T, esto pasa cuando los tiempos de estancia en los estados X, (es decir, la diferencia
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Yz = Ti — Ti—1) sean cada vez mdas pequenos de tal forma que lim; o, 7; < 00, es decir,
el proceso realiza un numero infinito de saltos en un intervalo de tiempo acotado. Cuando
esto sucede decimos que el proceso explota. Para evitar la explosion del proceso de saltos
supondremos que lim; o 7; = 0.

Supongamos que el proceso de Saltos {X;}tcr es un proceso de Markov. Asi, el proceso
{Y,,}nen es una cadena de Markov la cual es llamada la cadena encajada del proceso de Markov
{X;}ier, donde las variables 7; — 7;_1 son independientes y P(r; — 7;—1 > t|Y; = 2) = qpe” %!
con () matriz de transicién de la cadena encajada. Para garantizar la existencia de un proceso
de saltos seguiremos a [3].

Definicién 26. (Lamperti). Sea (S, d) espacio métrico y & la o-dlgebra de Borel. Una funcidn
de transicion tiene la propiedad de Feller sobre S y & si Ty f definido por

T (x) = /S p(t, . dy) f(y)

es una funcion continua siempre que f sea acotada y continua.

Definicién 27. Sea (S,d) espacio métrico y & la o-dlgebra de Borel.

i) Una funcion de transicion p; sobre (S,&) se dice que es continua estocdsticamente
St
lim pt(x7NE(x)) =1

t—0t

para toda € >0, x € S y con Ne(x) ={y € S :d(z,y) < €}.

it) Se dice que py es uniformemente continua estocdsticamente si el limite anterior
converge uniformemente en x para cualquier € fijo positivo.

Definicion 28. Una funcion de transicion que es uniformemente continua estocdsticamente
y tiene la propiedad Feller sobre un espacio de estados S métrico compacto es llamada una
funcion de transicion Normal.

Cabe mencionar que el término Normal no se refiere a la distribucién Normal de una
variable aleatoria.

Teorema 17. Sea S un espacio métrico compacto y supongamos que {X;}ier €s un proceso
estocdstico con wvalores en S el cual es gobernado por una funcion de transicion de Markov
Normal. Entonces existe un proceso {Xt}teT modificacion de { X }er, tal que excepto para un
w-conjunto de probabilidad cero, las trayectorias )?(.)(w) son continuas por la derecha y tienen
limite por la izquierda ¥V t € T.
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Demostracion. Ver [3], p. 187.

Ya que procesos uno modificacién del otro tienen las mismas distribuciones finito dimen-
sionales, {)N(t}teT es gobernado por la misma funcién de transicién que {X;}ier y tiene la
misma distribucién inicial. Sin embargo, que el espacio de estado S sea métrico compacto es
una hipotesis fuerte. Puesto que en este trabajo sélo utilizamos espacio de estados S = R"
6.8 =Z" conn > 0 los cuales son localmente compactos y son unién numerable de compactos
podemos anadir un punto A ¢ S al espacio S para utilizar el siguiente resultado

Teorema 18. Sea S un espacio topolégico localmente compacto y T su topologia. Sea A un
simbolo tal que A ¢ S. Sea

Sa = SU{A}
A = TU{AC SA: S~ A compacto }

entonces (Sa,Ta) es un espacio topoldgico compacto haussdorff.

Demostracion. Ver [15], p. 183.

La topologia 7a es llamada la compactificacion por un punto. Entonces todo espacio local-
mente compacto estd contenido en un espacio compacto. Ademads si S es un espacio métrico
localmente compacto el cual es unién numerable de compactos entonces su compactificacién
por un punto Sa es metrizable. Asi tendremos que Sa es un espacio de estados métrico
compacto con la siguiente funcién de transicion.

Teorema 19. Sea S un espacio métrico localmente compacto y sea p una funcion de transicion

definida como p : [0,00) x S x B(S) — [0,1]. Entonces la funcién definida por p : [0, 00) x
Sa X B(Sa) — [0,1] con

Bt e, A) = { p(t,e, AN{A}) siee S

14(4A) sie=A
es funcion de transicion.

Demostracion. Seat > 0 fijo. Consideremos dos casos: e € S ye ¢ S.

s Sie €8S entonces e £ A por lo tanto

i) p(t,ye,A) =p(t,e, A~ {A}) >0.
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ii) Sean Ay, Az, ... € B(S) con AyNA; =0 para i # j. Entonces
p(t,e,Uid;) = p(t,e,UiA; \ {A})

p(t e, Ui(Ai \ {A}))
= Zp(tv e, Ai \ {A})

= Zﬁ(tv e, Ai \ {A})

(2

iii)

p(t,e,San) = p(t,e, Sa ~{A})
= p(t,e,S)
=1

p(s, e, dy)p(t,y, A~ {A})

p(s, e, dy)p(t,y, AN {A})
(t,e, A~ {A})

= ﬁ(tv €, A)
= ﬁ(t + s, e, A)

/ Bls, e, dy)p(t,y, 4) =
SA

I
o o

|
=

= S7e=A entonces

i) p(t,A;A) =14(A) >0.
it) Sean Ay, Ag,... € B(S), entonces

= Z 14,(A)
= > Bt A A

iii) ﬁ(t,A,SA) = 15A(A) =1.
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i) Si A€ A, entonces
| B st ) = [ By
SA SA

- /S Bs, A, dy)

=1
= (i, A A)
= Bt+s,A,A)

Si A ¢ A, entonces

/ Bls, A dy)p(t,y, A) = 0
Sa

= p(t, A, A)
= ﬁ(t + s, A7A)

Para algin proceso continuo por la derecha sobre un espacio métrico los tiempos de per-
manencia
ve =inf{t >0:x; # 2z}

son variables aleatorias, tomando inf ) = 400 sea F,(t) = Py(y, < t).

Tenemos el siguiente lema, el cual se necesita para la prueba del teorema que afirma que
las 7, tienen distribucién exponencial con pardmetro q,.

Lema 1. Sea a : [0,00] — [0,00) y f : [0,00) — [0,00) tales que lim, o0 a(L)™ = f(t) eziste
V t >0, donde f(t) es mondtona. Entonces f(t) = e~ para alguna constante c € [0, ).

Demostracion. Para cualesquiera o € N y para todo t > 0 tenemos,

, at. .,
flat) = lim a(—)
ot | om

= I —_—
e o)

7 t mio

= [ Jm a(—)"]

- (e



3.3. CADENA DE MARKOV ENCAJADA DE UN PROCESO DE MARKOV DE SALTOS.47

Pamozz%conqéNqul

1
por lo tanto f(%t) =(f(t))a. Asi, si a = g entonces f(at) = (f(t))* y ya que f es mondtona
entonces tiene limites laterales en todo punto. La relacion se cumple para todo .. 'Y observemos
que si c = —log f(1), entonces f(t) = (f(1))! = e <.

Teorema 20. Para cualesquier proceso continuo por la derecha gobernado por una funcion
de transicion de Markov p;,

Fy(t) =1 — e %t

con t > 0 y para algin q, € [0,00]. Es decir, Suponiendo que Y; = X, = x, v, tiene
distribucion exponencial con pardmetro q,.

Demostracion. Siguiendo a [3]. Consideremos
fo(t) = Pp(ye > t) = Pp(Xs =2,0< s < 1)
observemos que si t; < ta, entonces
fe(t1) = Pe(ve > t1) > Pe(ve > t2) = fu(t2)
por lo tanto f, es decreciente, es continua por la izquierda. Observemos que Fp(t) = 1 —

P,(v. > t) entonces fu(t) = e~ %1,

Caso 1. Si t =0, entonces f(0) = Py(1, > 0) = 1. Si g, = 0, entonces x es una trampa,
es decir, estado absorbente.

Caso 2. Si {X;}+>0 no se queda en x jamds, es decir, x es instantdneo entonces fq(t) =
P, (Xs=2,0<s<t)=0 para todot > 0. Si f5(t) =0 entonces ¢ = <.

Ahora, sea s € {0,2%,...,27;;175} = D, donde D, C Dpi1. Sea B!, = Ngep, {Xs =

x}, Bl | = Nsep, {Xs =2} ... y tenemos que B, | C B},. Observemos que

h;m P(Nsep, {Xs=2z})=lim P(Xs=2:s8=—
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Entonces lim, oo P(BY) existe y limy, oo P(B!) = P(N,BL). Pero tenemos que por la
continuidad por la derecha de las trayectorias de {X;}ier
N,B!, = {weQ:we B, vncN}
= {weQ: X =2,Yn,Vj=0,1,...,(2" — 1)}
2”
= {weWX, (w)=uzVrel0t]}

nlgﬁlo P(B!)) = PHweQ: X, (w)=ua,Vrcl0,t]})
= P({m =>1})

ft)

Ahora, por la propiedad de Markov

P(BL) = P(Nep,{Xs=1})
- P(XOZ'%.?X%:x’..?XMt:x)
0 oL
" 2n n 2n on

= P(Xo = 2)p(om, 2, e Dplgm, o (o)) - plom o)

= P(Xo=)plos o {2}

Asi fo(t) = lmy 0 (BL) = P(Xo = @) imy—oo p(ok, 2, {z})*" 71, Y por el lema anterior
tenemos que

_ _ . t o1
ft) = P(Xo=u2) lim p(o, 2 {z})

1 t on 1

= nh_)n;op(Qn,:c,{x})

= e_q""‘t

con gz € [0,00]. Asi F(t)=1— f(t)=1—e"%t ¢ >0.

Entonces decimos que el proceso estocdstico es un proceso de Saltos dado por la definicién
25 con las siguientes caracteristicas:
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= No explosion, es decir, lim,, o 7, = 0.

» La distribucién condicional de v, = 7,—7;_1, (dado Y; = x) es exponencial con parametro
Q-

» Quy es la probabilidad de que la cadena salte del estado = al estado y con Qgy > 0,

szo}’Zszyzl-

Definicion 29. Sea S a lo mds numerable con la métrica discreta. Decimos que una funcion
de transicion p(t,z,y) es conservativa cont € T si

> pt,z,y) =1

yeS

Proposicién 3. Supongamos que p(t,x,y) es conservativa. La funcion de transicion p(t,e, A)
tiene la propiedad de Feller si y sdlo si lim,—op(t,z,y) = 0 para todo t y y.

Demostracion. Probemos primero la suficiencia. Observemos el siguiente resultado: f :
Na — R es continua si y sélo si lim, o f(n) = f(c0). Tenemos que x — 1y (x) tiene
extension continua en Na y

W)= Blt,x,2)1gy(2) = > Blt,x,2)1g(2) = B(t, 2, y)

z€NA zeN

h(OO) = Z p(t oo, 2 1{y} Z (5{00} =0

z€NA z€NA

Sea f: No — R continua. Hagamos g(x) = ZyENA p(t,x,y)f(y). Mostremos que lim,,_,~, g(n)
eziste. Sea x € N, entonces g(x) = 3 ey p(t, z,y) f(x). Probemos que g(z) — f(o0) cuando
x — 00 puesto que g(o0) = > oy, P(t,00,y) f(y) = f(o0). Entonces

lg(x) = f(oo)l = D plt,w,y)fyi) — f(o0)|
= !Zy:p(w,y)(f(y)—f(OO))l
< i!p(t,w,y)f(y)—f(oo)\
= ilp(t,m,y)llf(y)—f(OO)

Puesto que f es continua. Dado ¢ > 0 existe yo € N tal que |f(y) — f(o0)| < § para toda
y > yo. Sea C = sup{f(z) : x € N} < 00, entonces existe xo € N tal que p(t,z y) < 55 para
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toda x > xo, para toda y € {0,...,yo}. Asi

[ee]

Yo
g(x) — f(oo)| < > pltz )l fy) — F(0)l + Y p(t,z,y)|f(y) — f(o0)]
y=yo+1 y=0
< ;<y§ﬂp<t,x,y>> +3
< % + % =€

Por lo tanto p(t,i,j) tiene la propiedad de Feller.

Para la necesidad tenemos que si p(t,z,y) tiene la propiedad de Feller, entonces

lim > Bty (y) = lim. > Bt m, )1 (y) eiste.

yeENA yeN
pero lim g\; p(t,x,y) 1z (y) = Mm p(t,z,2) = lim p(t,@,2) = Lg;y(c0) =0
) A

3.3.1. Ecuacion Integral hacia atras de Kolmogorov

Sea S espacio de estados a lo méds numerable, ¢, el pardmetro de la distribucién exponencial

de los tiempos de estancia, (), la matriz de transicién de la Cadena encajada de Salto y sea
p(t, z,y) una matriz de transicién tal que

1. p(0,2,y) = 6y con z,y € S.
2. p(t,z,y) >0conteTyuz,yes.

3. Zyp(t,x,y) <lconteTyuzyes.

Y tenemos el siguiente resultado,
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Teorema 21. La funcién de transicion p(t,z,y) satisface la ecuacion integral

t
p(t, x, y) = 5wy€_qxt + / q$€_qx8(z Q:pzp(t — 5z, y))ds, teT. (32)
0 zF#x

La ecuacion 3.2 es llamada la ecuacion integral hacia atrds de Kolmogorov

Demostracion. Siguiendo a [21]. Six € S es estado absorbente, entonces p(t,x,y) = gy con
t € T y se satisface la ecuacidn, por lo tanto supongamos que x € S es estado no absorbente.
Entonces para un proceso que comienza en x, el evento {1 < t,X,; =z y Xy =y} ocurre si
y solo si el primer salto ocurre en algun tiempo s < t y salta ol estado z, y el proceso va de z
ay ent— s unidades de tiempo. Entonces

t
Pn<t,X,=zyX;=y|= / gze” °Qu.p(t — s, 2,y)ds
0

Y ast
P{m<t, Xi=y}] = Y Pn<tX,=zyX =y
z#xT
t
= Z/ Q:Ee_qach:):zp(t - szay)ds
z#T 0
t
= / qee” 0 Z Qa:zp(t - S, %, y)ds
0
z#xT

Por otro lado tenemos que

P>ty Xi=y|l = OpyPu(m1 > 1)

5xy67QIt

por lo que
p(tvxay) = P:B(Xt :y)
= Pn>tyXy=y|+ Pnn <ty Xy =y

t
= 5:vy€_qmt + / qze ° Z szp(t -5, %, y)ds
0 zF#x
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Si reemplazamos s por t — s en la ecuacion hacia atrds de Kolmogorov tenemos que

t
p(t,z,y) = Spye =" + qme_qzt/ eqzs(z Qz:p(s,2,7))ds, teT. (3.3)
0 z#x
la cual es continua en ¢t con t € T, por lo tanto el integrando es continuo y podemos derivar
respecto al tiempo, asi

(t2,y) = —@p(t, 2,9) + @ Y Quep(t,2,y),  teT (3.4)
z#T

La ecuacién (3.3) es llamada la ecuacidn diferencial hacia atrds de Kolmogorov. En particular,
parat =20

ap

0
ap(oa z, y) = _QI(Szy + q:ancy-

Puesto que p(t, z,y) con z,y € S es una sucesién de nicleos estocasticos, podemos calcular el
generador infinitesimal de un proceso de Saltos el cual es

%p(t, 2,9)(F(2))li=o
= Z[—qxdxy + Qsz’y]f(y)

L(z,y)

Yy
= —q Z 5zyf(y) + qx Z Qa:yf(y)
Yy Yy

= @) Quyf) — f(2)]
Yy

Asi, en forma matricial para todo = € S el generador infinitesimal de cualquier proceso de
saltos se define como:

L=q(Q—-1) (3.5)
donde ¢ es la matriz diagonal con los elementos de la diagonal ¢, g2, . . ., @ la matriz encajada
y I matriz identidad de la misma dimension que ). Existe un procedimiento iterativo para
resolver la ecuacion integral hacia atras de Kolmogorov.

Teorema 22. Sean z,y € S fijos.

s Sea pO(z,y) = yye %t
= Definiendo a p"(t,x,y) yt €T, sea

t
p(nJrl)(t, T,y) = (5xy€7qzt + gze %t / equ(Z szp(n)(s, z,y))ds
0
z#T

t
= p(o) (t,z,2) + qxe_qwt/ eQxS(Z szp(n)(sv z,y))ds
0
zF#T
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Demostracién. Mostraremos primero que l{im,_, oo p(™ (t,z,y) existe. Ahora observemos que
0<pOt,z,y) <1

y ademds

PV (t,z,y) = pO(t,z,y) +qxe‘q“”t/ e (> " QuapV(s, 2,y))ds
zF#x

pero qpe 9=t fg 6‘1””5(2Z7éér Q2P (s, z,y))ds > 0 por lo tanto

PO (t,z,y) > pO(t, z,y)

Ahora, puesto que pO(t, z,y) = 1, entonces

pV(t,z,y) = 5xye‘q’”t+qxe“’”t/ ¢ " Quap O (t, 2, y)ds
zF#x

t
< 5xy€q’t+q$eqzt/ e%5 g
0

1
= Sy T+ grem (=) et — 1]

x
= Ogye TP 41— et
= 1+ e_qxt((sxy - ]-) < 1
y por tanto
0 <p(t,2,y) <pW(t,a,y) <1

Supongamos que 0 < p(™(t,z,y) < ptV(t,z,9) < 1. Mostraremos que 0 < p"t1 (¢, z,y)
p"t2A(t, z,y) < 1. Tenemos que por hipétesis PV (t,z,y) > 0 y dado que p™ (¢, z,7) <
entonces p"t2 (t,z,y) = 1 y por tanto p"" T2 (t,z,y) < 1. Ahora, puesto que

<
1

P (t,2,y) < pUt (¢, y)
entonces
t
qz€ ot / quSZQ:sz S z,y)ds < Q:ce_qzt/ quSZQ$zP(n+1)(Sazay>dS
z#x 0 z#x

1y consecuentemente

t
Sy Tlgze q“”t/ equZQmp (s,2,y)ds < bzye” Pl e / equZQ (s, 2, y)ds

0 zF#x zF#x

es decir,
POt 3,y) < A (L 3, y)
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y finalmente
0 < p"(t,2,y) < p" (¢ ,y) < 1

Si p(t,z,y) = limy, 0o p" (¢, z,y) es claro que p(t,z,y) = lim, 0o p" (¢, 2,y) es solucion de la
ecuacion hacia atrds de Kolmogorov. Por tanto, por el teorema de convergencia mondtona
concluimos lo pedido

p(t,z,y) = lim p™(t,z,y)

Tenemos un par de resultados importantes respecto a la solucion de la ecuacion integral
hacia atras de Kolmogorov los probamos siguiendo a [19].

Teorema 23. Sea r(t,z,y) otra solucion de la ecuacion integral hacia atrds de Kolmogorov.

a) Entonces 0 < p(t,z,y) < r(t,z,y).

b) Si p(t,z,y) es conservativa y 0 < > .r(t,z,y) < 1. Entonces p(t,z,y) es la dnica
solucidn no negativa, con p(t,z,y) < 1 de la ecuacion integral hacia atrds de Kolmogorov.

Demostracion. a) Sabemos que

t
T(ta z, y) = p(O) (ta z, y) + qxe_qzt/ et Z szr(s? 2y y)ds
0 z#x

> pOt,z,y)

Por lo tanto 0 < pO(t,z,y) < r(t,x,y). Ahora supongamos que 0 < p™ (t,z,y) < r(t,z,y),
entonces

t
0< p(n+1)(t7 z, Z/) = 5a:yeiqzt + Q:ceiqzt / efe® Z szp(n)<8’ 2, y)ds
0 zFT

t
< dxye_%t + qgce_qxt / elrs Z Quz7(s,2,y)ds = r(t, z,y)
0 zF#T

Yp(t,z,y) = lim Pt a,y) < r(t,z,y).

b) Basta con probar que Zy r(t,x,y) =1 y puesto que p(t,z,y) < r(t,z,y) entonces

p(t,z,y) =r(t,z,y).
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Sabemos que

p(t,x,y0) < r(t,x,y0) = Zr(tw y) — Zr(t,x,y) +r(t,z,y0)

Y Yy
< 1= r(ta,y)
YFYo
< 1= plta,y)
Y#Yo
= > pltz,y) = > plt,z,y)
Yy y#Yo
= p(t,z,90)

Entonces

p(tvwayO) = T(t7x>y0) ) Z p(t,a:,y) = Z r(t,x,y)

Y#Yo Y7#Yo

por tanto 3, r(t,x,y) = 1.

Entonces la solucién p(t,z,y) es la minima solucién a la ecuacién integral hacia atrds de
Kolmogorov y ésta es llamada la solucion minimal.

Teorema 24. La solucion minimal {p(t,z,y)}ter, cumple con la ecuacion de Chapman-
Kolmogorov.

Demostracién. Sea W) (t,z,y) = 5wye_qzt = p() (t,z,y) y sea

t
W (¢, 2, ) Z/ gee "y QuW M (t — 5,2,y)ds
0
zF#x
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entonces p(t,x,y) =Y oy W (L, z,y) pues

plt,z,y) = D> W(ta,y)

= WO, z,y) JrZW(n) t,x,y)

= Oy %t +Z/qequZQ WOt — s, 2, y)ds

zF#x
= Gy 0t /qe 5N " Qus Z WOt — s, 2,y)ds
zF#x n—1=0
— 5xye_q“”t—|—/ qu€ quZszp —8,2,y)ds

zF#T

queremos mostrar que p(t + s, z,y) = Y. p(s,z, 2)p(t, z,y). Pero basta mostrar que

W (t + s, 2,y) Z ZW (s,2, 2 )W) (¢, 2, ). (3.6)

m=0 =z

Pues si lo anterior se cumple, entonces

pt+s,a,y) = Z W (t + s, 2,y)

= ZZZW (s,2, 2 )W) (t, 2 )]

n=0 m=0 =z

= Z ZZW (5,2, 2)WT=™) (£, 2 4)]

=0 n=m =z

= ZZWm)Sx,Z ZW("mtzy)

m=0 =z

= > (s, 2, 2)p(t 2,y)
k

y entoces se obtine lo deseado. Ahora probemos (2.6). Si n =0, entonces
WOt +5,2,9) = Ggye =09

5xye_Q:ct_Qx5

5wy€—qxt5xye—qxs

z
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Supongamos ahora que se cumple para algin n, entonces tenemos que:

n+1

ZZW (s,2, 2)WOHI=M) (1 5 4y =
m=0 =z
n+1
= ZW(O)(s,x,z) WD (¢, 2,y +ZZW s,x, 2)WOTLT) (¢ 2 )
m=1 =z
n+1
= ZWO) s, 2, 2) WD (¢t 2,y +ZZ/ g€ "> Quu W (s — w,w, 2) WM (2 ) du
m=1 =z wH#x
n+1
= Z(SzzquSW(”H)(t,z,y)—k/ qz€ qstQw ZZWm D(s — u,w, 2) W= (¢, 2 ) du
0
z WHL m=1 =z
— efqst(”Jrl)(t,x,y) / que qzuZwa t—i—s w y)d
0 WHT
= e_qxs/qeqqusz t_uw?/) /qequZsz t+3_uwy)d
wWHL 0 wH#L
= /qqu“+SZQ w (t—uwy)du—i—/qeq’“ZQw t—l—s—uwy)d
w#zx 0 wHT

tenemos que 0 < u < t, entonces s < u+s < t+s y haciendo u = u+ s obtenemos lo siguiente

t+s
= / qeq”"Zsz ")t—(u—s)wy)du+/ e q’““ZQm " (t 4 s — u, w, y)du
§ wHT 0 wHT
t+s s
= / qpe = Z Qe W™ (t + 5 — u,w,y)du + / que Z Qe WM (t + 5 — u,w,y)du
$ wHT 0 w#zx

t+s
eq““Zwa Mt + s —u,w,y)du
WHT

= WOt 45,2, y).

Il
S—

Ejemplo 16. (Proceso de Nacimiento y Muerte). Sea S =N y q, el pardmetro de la distri-
bucion exponencial del tiempo de estancia en el estado x. Sea Q) la matriz estocdstica de una
cadena de Nacimiento y Muerte con

rx:p(xuy)a szp(mvx_1)7 px:p(.’ﬂ,l’—Fl)
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entonces
o po 0 0 0 O O 1 0 0 00
1 "1 D1 0 0 0 S1 0 P1 0 0 0
0 0 = 0 0

En donde haciendo r, = 0 con x € N estamos asegurando que Q. = 0. Con la ecuacion 3.5
construimos el generador infinitesimal de un proceso de Nacimiento y Muerte. Asi

0 0 0 0 .. 0 1 0 0 1000
0 -¢ 0 0 ... si 0 p1 0 0100
0010

L= 09 0 —g o .. 0 s3 0 po

Resolviendo la multiplicacion de matrices tenemos que el generador infinitesimal de un proceso
de Nacimiento y muerte es,

—qo0 do 0 0
s1gq1 —q1 piqgn O
- 0  s2g2 —q2 p2g2

Sean Ay = QuPe Y Mo = GuSz- Az Y Hz sSon llamadas las intensidades de Nacimiento y Muerte
respectivamente. Donde el generador respecto a las intensidades es

—(Ao + o) Ao + Lo 0 0
I M1 —(A1 + 1) A 0
- 0 2 —(A2+p2) A2

3.3.2. Proceso de Poisson

Uno de los ejemplos méas importantes de proceso de Markov a tiempo continuo es el proceso
de Poisson el cual es un proceso de Nacimiento y Muerte donde la intensidad de muerte y, = 0
y Az = A > 0. A este tipo de procesos se les llama procesos puros de Nacimiento. Asi que
revisaremos caracteristicas de este proceso.

Definicion 30. Sea T'=R,. Un proceso de Poisson con pardmetro A > 0 es un proceso a
tiempo continuo { X} e con espacio de estados S = N y con trayectorias no decrecientes y
tal que
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i) Xo=0.

it) Tiene incrementos independientes, es decir, con t1 < to < t3 < ... las variables aleato-
rias X, Xo, — Xty , Xty — Xiy, ... s0n independientes.

i11) Xi1s — X tienen distribucion de Poisson con pardmetro A\t para todo s > 0, t > 0.

Una forma de construir un proceso de Poisson la mostramos siguiendo a [14]. Sea T7,T5, . ..
una sucesion de variables aleatorias independientes cada una con distribuciéon exponencial con
pardmetros (). El proceso {X;}ier serd de Poisson con pardmetro A donde las variables X}
las definimos como X; = méx{n > 1: Ty + ... + T, < t} con médx) = 0. Por lo tanto
Wy, =11+ ...+ T, sera el tiempo real en el que se observa la ocurrencia del n-ésimo evento.
Se tiene que,

Proposiciéon 4. Para todot >0 y x,y € N tenemos que

_ N VY Ot ) L
P(Xt+s—y|X5—.'E)—€ m
Demostracién. Sean z,y € S yx <y,
PXis=ylXs=12] = P[Xigs — Xs+ X5 =y|Xs = 1]

PXi4s — Xs =y — 2| X5 = 7]
= P[Xps— Xs=y— 1
e (AT
¢ I
(y —)!

3.3.3. Proceso de Poisson Compuesto

Ahora sigamos a [14] y consideremos una Cadena de Markov {Y;,}7°, en S donde P(Y) €
A)=7(A) y P(Yny1 € AlYo, ..., Y,) =Q(Y,, A) con A € B(S) yneN. Sean 7; con i € Z4
los tiempos cuando se realiza el salto hacia el estado x;. Sea {X;}un proceso de Markov en S
con distribucién de probabilidad 7 definido como en la Definicién 25 y generador

Lf(@) = g, / () — F(2)Q(x. dy).
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Si {Y,}22, es Cadena de Markov en S con distribucién 7 y funcién de transicién Q' (x, A)
y sea (G un proceso de Poisson independiente con parametro ¢. Definimos

! /
X, =Y (Gy), t>0 (3.7)
. .« .
como un proceso de Poisson compuesto. La conclusion es que tanto X como X tienen las
mismas distribuciones finito dimensionales. En otras palabras, son equivalentes en el sentido
de la definicion 8 sin que necesariamente uno sea modificacién del otro. Es decir, un proceso

de Saltos de Markov cuyas intensidades de saltos son una sucesién acotada se puede ver como
un proceso de Poisson compuesto. Ver [3].

Supongamos que ¢ = SUp,cg ¢z ¥ ¢ < 00, definiendo
! _ 9z 9z
Entonces

L'fz) = q / (F) — F(@)Q (z, dy)

- —fa)a-% %0 (x

. / () = £~ L2)5:(4) + L Q(a. 4)

= qqg (f(y) — F(2)Q(z, dy)

_— / (F) - F(@)Q(x, dy)

— L) (3.9)

Teorema 25. I es distribucion invariante del proceso de Poisson compuesto si y solo si 11
es distribucion invariante de su cadena encajada.

Demostracion. Sea L el generador infinitesimal del proceso compuesto. La ecuacion (3.8)
muestra que L se puede tener como L = q(Q' — I), multiplicando por 11 tenemos que

1L = qII(Q' — ) = ¢(11Q’ — TI).

Por lo tanto IIL = 0 si y sélo si 11Q" = I1.
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3.4. Balance Detallado

Sea S espacio de estados a lo més numerable. Para un proceso de Markov {X;}ier en
tiempo continuo, la condicién de balance detallado la definimos con el generador infinitesimal.

Definicion 31. Decimos que u estd en balance detallado respecto al generador infinitesimal
L st
p(z)L(z,y) = u(y)L(y, x) con z,y €S (3.10)

Ejemplo 17. (Proceso con dos estados). Sea T = Ry. Consideremos el proceso de Markov
{Xi}ier con dos posibles estados con generador infinitesimal

I ( L(0,0) L((l), B >

L(1,0) L(1,
donde L(z,y) > 0 conz,y € Sy, L(z,y) = 1. En este caso la unica distribucion invariante
del proceso es
7= VL(1,0)— L(0,1) L(1,0) — L(0, 1)

y esta en balance detallado.

Ejemplo 18. (Proceso con tres estados). Sea T = Ry y {X;}rer un proceso con tres posibles
estados donde Q' es la matriz de transiciéon modificada por la ecuacién 3.8 la cual satisface la
condicion de reversibilidad de Kolmogorov

Qoo Qo1 Qoo
Q/ _ / / /
= 10 11 12
Ry QR @
Yy qz conx € S es el pardmetro de la distribucion exponencial de los tiempos de permanencia.
Por tanto, el generador infinitesimal del proceso de Markov {X;}ier es

—q  90Q01 Q02
L= aQy —-a aQ
©Qh ©Q% —¢

Sea p = (1(0), u(1), 1(2)) distribucion de probabilidad. Resolviendo las ecuaciones 3.10 para
tener balance detallado obtenemos que

) _ Q1Q/10qOQ62
‘thloqQQ/zo + QOQ61QOQ62 + QOQ62QIQ/10

1) _ QOQ61QOQ62
QIQll()qQQ,QO + QOQ61QOQ62 + QOQ62QIQ/10
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) _ QOQ62QIQ/10
QIQll()qQQ,QO + QOQ61QOQ62 + QOQ62QIQ/1()

con 1Q # 0 y ¢2Q3 # 0. Ademds si q: Q. > 0 entonces ¢,Qy, >0 con x,y € S.

Ejemplo 19. Sea Q la matriz de transicion del ejemplo 12 la cual la podemos sumergir el un
proceso de Poisson para obtener el generador infinitesimal del proceso de Markov en tiempo
continuo, el cual por 3.7 siendo q = sup,, g, serd

¢ q 0
L=1 0 —-q¢ ¢
g 0 —q
el cual nuevamente no estd en balance detallado, es decir, no se satisfacen las ecuaciones 3.10.
Sin embargo su unica distribucion invariante existe y es p = (%, %, %)

3.4.1. Proceso con espacio de estados finito

Dado {X}}ter un proceso de Markov en tiempo continuo con espacio de estados finito nos
proponemos encontrar su distribucién invariante y ponerla en términos de la distribucién inva-
riante de la cadena encajada @) donde @, = 0 para todo x € S. Siguiendo a [14] consideremos
el proceso de Markov sumergido en un proceso de Poisson compuesto tomando ¢ = sup, g
con x € S con g > 0. Sea Q’xy como en 3.8 y sea 7 su distribucién invariante, entonces

Teorema 26. Supongamos que @ tiene una tinica distribucion invariante ™ entonces Q' tiene
una unica distribucidn invariante ' dada por

I ) B VL
mly) =4 dy B Zyﬂ'(y)/Qy

con Aqg= (> 7r(y))_l.

Y qy

Demostracion.

T(y) = Y T(@)Q,
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y obtenemos que

ﬂwﬁzgwm?%

Sea A=3", W’(y)% y dividiendo la ecuacion anterior entre A

P Y, (@) Quy

A A
Entonces la unica distribucion invariante de @ es
™(y)%
i =
() 1

por tanto An(y)q = 7'(y)qy y ast

yAg= (>, %3))_1. Por lo tanto

Teorema 27. Dado {X;}ier proceso de Markov con espacio de estados finito, si Q' tiene
dnica distribucion invariante ©' entonces { Xy }ier tiene como distribucion 7'

Demostracion. Puesto que m'(y) es la dnica distribucion invariante entonces Qy, es irre-
ducible y recurrente. Entonces ésta distribucion invariante ©' es distribucion invariante del
generador infinitesimal L, es decir, del proceso original.

Entonces L es el generador infinitesimal del proceso de Markov {X;},er con espacio de
estados finito y sea D(H) el determinante de L con H C S subconjunto de fndices. Denotemos
por {X,}n>0 a la cadena encajada con @Q;; matriz de transicién y sea D =1 —Q asi D(H) es
el determinante de D con H conjunto de indices.
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Teorema 28. La unica distribucion de probabilidad invariante 7’ = {7 },es del proceso de

Markov es
/ e/ G N D({x})

[ p—

¢ ZyES Ty /dy a ZyES D({y})’

Demostracion. Para la primera igualdad de la ecuacion (2.10) ya fue probada anteriormente
y para la sequnda igualdad de ésta ecuacion tenemos lo siguiente

V zeS. (3.11)

7rac/q:v
ZyES Ty/Qy
D({e}) /4
>, DY) /gy

8~

pero por lo anterior tenemos que —D({x}¢) =[], q%f)({:c}c)/qx por tanto

o 5(;{56}0)/%
>, DHY}) /gy
T P{z}9)

% gz

5 5, D)

Z qz

D({z}°)

>y D{y}e)

Teorema 29. Sea S espacio de estados finito y supongamos que sup{qy}5>, < co. El proceso

en tiempo continuo estd en balance detallado si y solo si la cadena encajada estd en balance
detallado.

Demostracion. Sea 7' la distribucién invariante del proceso en tiempo continuo y 7 la
distribucion invariante de la cadena encajada. Entonces por el Teorema 25

o 7Tac/q:l:

- Zy Ty /Gy

Supongamos que 7' estd en balance detallado, entonces para L su generador infinitesimal se
tiene que T, L(z,y) = 7, L(y,x) con x #y € S, pero L(x,y) = qzQuy, asi

W;:L('%y) = ﬂ;‘]zwa
Wway

Zy Ty /Gy
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por otro lado

Ty Qya
Zz Tz /q,z

/
= TyQy an:

Ty L(y, )

y entonces Ty Qry = TyQyz-

Ejemplo 20. (Modelo de Aprendizaje y Olvido). Recordemos que el generador infinite-
stmal del proceso es

VA1 A1 VA Ay HALf1 HAfa --- HALf,

UAQAl UAQAQ /"LA2fl /.aLAQf2 “e IU’Aer
0 0 0 0 . 0
L= 0 0 0 0 ... 0
0 0 0 0 o 0

Como podemos observar en el generador infinitesimal, si v es distribucion invariante

Y1 -0 =mL(1,2) # 2 L(2,1) = yopa,

es decir, v no estd en balance detallado, por tanto este proceso mo es reversible, es decir,
es un sistema fuera de equilibrio. Se puede pensar en éste modelo el no equilibrio como el
aprendizaje el cual no se puede corregir (revertir) para que se tenga una mejora en éste como
lo es al aprender a manejar, se aprende de cierta manera en la cual es dificil de corregir las
fallas al conducir.

3.4.2. Proceso con espacio de estados infinitos numerable.

En esta seccién consideraremos algunos ejemplos de proceso de Markov en tiempo continuo,
es decir, T'=R y S espacio de estados infinito.

Ejemplo 21. Consideremos nuevamente un proceso de Nacimiento y Muerte como en (2.5.1)
con Ay intensidad de nacimiento y u, intensidad de muerte. Para saber si este proceso estd en
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balance detallado, consideremos una medida de probabilidad o(x) > 0 con ), o(x) = 1. Re-
cordemos que el generador infinitesimal de este proceso es

—qo Qo 0 0
| s e ma 0
- 0 s2¢2 —q2 p2ge

usando las ecuaciones de balance detallado obtenemos que la distribucion invariante del proceso
es

N 50) con 0(0) = (3 [ L)

o@)=1]]
y=0

pero ésta no siempre existe, solo si la serie es convergente. Por lo tanto un proceso de Naci-
miento y Muerte tiene distribucion invariante en balance detallado si la serie

i ﬁ Ay (3.12)

2=0 y—0 My +1

es convergente, ademds o serd unica. Si queremos calcular la distribucion invariante de este
proceso nos da como resultado que ésta existird si y solo si la serie 3.12 converge por lo tanto
tenemos el siguiente resultado.

Teorema 30. Sea {X;}ier un proceso de Nacimieno y Muerte con intensidades Ay y fir. El
proceso estd en balance detallado si y sélo si el proceso tiene distribucion invariante.

Demostracion. Sabemos que si el proceso estd en balance detallado, entonces tiene distri-
bucion invariante. Ahora, si el proceso tiene distribucion invariante w se debe cumplir que
Yoo m(@)L(i,7) = 0 lo cual se cumple si y sdlo si la serie 3.12 converge lo que implica que
ésta esté en balance detallado.

Ejemplo 22. Consideremos nuevamente un proceso de Nacimiento y Muerte con intensidades
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tales que Ay = Nz +1)% y pp = pa® +x = x(x + 1), por lo tanto de la serie 3.12 tenemos que

0o T .1‘—1—1
Z}_[o“ z+1)(z + 2)] - mz()yl_[()
o ;)(u) yl_[Ox—i—Q

CEEG)
< i(A)z (3.13)

=0 ®

donde la serie 3.12 converge si y sélo st A < p, es decir, la intensidad de nacimiento es menor
que la intensidad de muerte y por lo tanto en este caso, se tendria balance detallado.

Ejemplo 23. Consideremos la cadena de Markov definida en el Ejemplo 13 donde se tiene
una linea de espera con un servidor y espacio de estados infinito. St a la linea de espera la
sumergimos en un proceso de Poisson compuesto con gy Yy ¢ = supq; < oo como en 3.7
obtenemos que el generador infinitesimal del proceso en tiempo continuo es L = \(Q — I), es
decir,

A(g(0) —1) Ag(1) Ag(2) Ag(3)
Ag(0) Alg(1) = 1) Ag(2) Ag(3)
L= 0 Ag(0)  Ag(1)—1) Ag(2)

Con distribucion invariante la misma que Q, calculada en el Ejemplo 13, la cual nuevamente
no estd en balance detallado por el Teorema 24.
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Capitulo 4

Equilibrio en el sentido de Gibbs

En este capitulo revisaremos el formalismo termodindmico de los sistemas clasicos lattice,
ya que el objetivo es estudiar algunas nociones de equilibrio. Como condicién de equilibrio, en
el capitulo anterior, teniamos el balance detallado, aqui tendremos otra nociéon de Equlibrio.

El equilibrio termodinamico se caracteriza por tener un valor minimo en sus potenciales
termodinamicos, es decir, variables de estado que tienen dimensiones de energia, tales como
la energia libre de Gibbs, son sistemas caracterizados por tener la presién y temperatura
constantes. Un estado de equilibrio en un sistema lattice finito es aquel que minimiza la
energia libre de Gibbs, lo cual se llama equilibrio termodindmico.

Los sistemas fisicos para los cuales la mecédnica estadistica en equilibrio se aplica son idea-
lizados infinitos, es decir, para ocupar RY donde N representa las N particulas del sistema.
Esta utopia es necesaria puesto que sélo sistemas infinitos exhiben fuertemente la transforma-
cion del sistema de una fase a otra. En este trabajo nos concentramos en los sistemas clasicos
lattice donde RV es reeemplazada por ZV.

Los sistemas cldsicos lattice son modelos matematicos de cristales que consisten de muchos
subsistemas, cada subsistema puede tener una infinidad de estados. Nos basamos en [§8], [9].
Los sistemas lattice son los sistemas clasicos mas simples, y se considera la lattice en Z.
Para tales sistemas el espacio de configuraciones es un subconjunto Q de [[ .z~ Q, donde
), es el conjunto de posibles niimeros ocupados en el sitio = del lattice 6 bien un conjunto de
simbolos.

69
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Sea (S, &) un espacio medible, y T el conjunto definido por 7' = Z" con & una o-algebra
generada sobre S y (€2, F, P) espacio de probabilidad con Q = Qf v § = C(Q), es decir, la
o-algebra cilindrica.

4.1. Sistemas Lattice Finitos

Definicion 32. Sea A un subconjunto finito de T. El espacio de configuraciones 2y de
un sistema lattice es el conjunto Qp = Xqeaq donde Q, ={0,1,...,k} con k € N, es decir,
es el conjunto de posibles numeros ocupados en a.

Definicion 33. Una configuracion de un sistema lattice en A es un punto en Qp y un
estado de un sistema lattice en A es una medida de probabilidad sobre Q.

Observemos que A es un subconjunto acotado de T', por ser finito), y que 2, es un conjunto
finito y cada estado en el espacio de configuraciones puede ser dado como una distribucién de
probabilidad discreta P = {P(w) : w € Qp}.

Definicion 34. Dado un estado P del sistema, la entropia de P estd dada por
S(P)=- ) P(w)logP(w)
weN

donde, como convencion t logt =0 sit =0.

Una funcion U : Q5 — R es llamada funcion de energia. Esta funcién es la energia
potencial la cual mide la capacidad que tiene el sistema para realizar un trabajo en funcién
unicamente de su configuracién o posicion.

Definicion 35. Dado un estado P y una funcion de energia U, la energia total del sistema
en el estado P es tomada como el valor esperado de la funcion de energia U tal que

Er = Z P(w)U(w)
weNA

Definicién 36. (Ensamble Candnico de Gibbs). Dada una funcién de energia U, el ensamble
canoénico de Gibbs es el estado del sistema dado por

Pg(w) = S, U@
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donde B es una constante. El denominador Z = ZweQA e BUW) s llamada la funcidn de
particion.

Esta definicién es la dada por [9], cabe mencionar que en la definicién dada de en-
samble de Gibbs en [8] B = 1. Si hacemos 8 = (kT)~! con k la constante de Boltzman
(k=1.3806504x10"2% J/K).

Teorema 31. (Principio variacional). Sea Qp el espacio de configuraciones de un sistema
lattice clasico en una region acotada A. Dada U : QQ — R funcidn de energia, la funcion V
definida sobre todos los estados o de Q2 dada por

V(o) = S(o) — BET (4.1)
alcanza su mdximo en el ensamble canonico de Gibbs y el valor mdzrimo de V' eslog Z.

Demostracion. Ya que o es una distribucion de probabilidad discreta, usaremos multiplica-
dores de Lagrange. Supongamos que o = (x1,x2...x)). Entonces deseamos encontrar el valor
extremo de

k k
max V(zy,...,xp) = — inlogxi — ﬂinUZ
i=1 i=1

sujeta a Z:El = 1.

en la expresion de V, U; denota la energia que se debe a la i—ésima configuracion w;. Para
calcular el mdzimo de V', debemos mostrar que
P k
V+A x; — 1)) =0, o bien
gV A1)

k k k
—Zwilogxi —,Bzini-i-/\in - =0
i=1 i=1 i=1

derivando para cada x; tenemos que —logx; —1— BU; + X\ = 0 entonces —1 — BU; + X = log x;,
ast x; = e~ HBUITA Usando la restricidn tenemos que

1_Z$Z_Z 1+BU)
J

tomando logaritmo

0=A+1log(D e A+BU)Y g asi A= log(}" ¢~ (1=BU))~1
J j
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FEntonces el marimo es

Z?:l e P

T; =

que es el ensamble de Gibbs. y el valor que toma la funcion es:

Vizi) = =) (= -)(—BU; —log Y e 77F) — 7 -BU;
Pl S e Pl i—1 01 2j=1 e Pl
k
= log(Ze_ﬁUj):logZ.
=1

que es el logaritmo de la funcion particion del ensamble canonico de Gibbs.

Notemos del Teorema de Principio Variacional que si Er es constante para cualquier estado
entonces U; = constante, es decir, ) o P(w)U(w) = E con E constante, la ecuacién 4.1 es
simplemente V(o) = S(0) — 8 con 8 =constante.Por lo tanto el ensamble canénico de Gibbs
P¢ maximiza la entropia S(o), es decir, el estado de Equlibrio de un sistema cldsico lattice
en una regién finita con energia constante maximiza la entropia.

Observemos que si G(o) = —%V(a) donde V(o) es como en la ecuacién 4.1 a G(o) se le
llama energia libre de Gibbs. De acuerdo con el principio variacional, el ensamble canénico de
Gibbs minimiza la energia libre de Gibbs. Siendo 5 la constante definida anteriormente, la
energia libre de Gibbs es

Glo) = —;V((;) — Br(o) — 25(0) — Br — kTS.

4.2. Sistemas Lattice Infinitos

Sea €y un conjunto finito de simbolos tal como Qg = {0,1,...,k} con k € Ny Qp = Q,.
Sea F = {A C T : A finito}. Observemos que F es un conjunto infinito numerable pues si
Fr ={A C T : |Al = k} con k € NU{0} y |A| denota la cardinalidad de A, entonces
F =Upeo Fr-
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Definicion 37. El espacio de configuraciones es el conjunto ) = Il 7, donde Qg = ).
Llamamos a Q5 = ,cp$y el espacio de configuraciones con base A C T

Recordemos que en sistemas lattice finitos tenemos que el espacio de configuraciones se
define s6lo para subconjunto finitos de 7', en cambio para sistemas infinitos consideramos todo
T.

Observacién: Las configuraciones son puntos w € €2, las cuales son funciones sobre T,
tales que w, € ) con x € T pues (2 es un producto cartesiano, es decir, w : T" — (2.

Definicion 38. Dados A, A1 € F y Ay C Ao definimos las proyecciones
IIp : Q — Qa, con I (w) = w|a

IIA Ayt Ay — Q44 con Iz p,(w) = wla,

Esto es por que 24 no es un subconjunto de €2 sino que es un conjunto sobre el cual se
puede proyectar €2, a través de Il,, es decir, 2 es un factor de 2. Con més precision, ) se
puede pensar como Qp X Qpe, con w €  tal que w = (wp.Qpe).

Sea C = o(I, ' (w)), es decir, la o-dlgebra cilindrica sobre Q4.

Definicién 39. Un estado es cualquier medida de probabilidad sobre el espacio medible (€2, C)
y sea = la coleccion de todos los estados.

Definicion 40. Para a € T, la traslacion por a es el mapeo Ty, : 0 — Q tal que
(Taw)x = Wz+a
conx €T ywe Q.

Definicién 41. Sea Q = [J{Qx : A € F}. Una interaccién es una funcion ® : Q — R tal
que

1. d) =0

2. ®(Tyw) = ®(w) cona € T yw € Q. Esta propiedad es llamada invariancia por trasla-
ciones.
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3. Para cada z €T,

ol = X 157 50 9(9)] < o0
ABQ:

Definiciéon 42. Para una interaccion ® dada y A € F, la funcion de energia dada la
interaccion P es Ujf QA — R:

U (w) = 3 B(wly).

ANCA

Donde esta funcion es la energia potencial del sistema.
Teorema 32. Dada la interaccion ®
1
o
LUREO= D ey
z€EA N :xe N CA

2. ORI I

zEA
Demostracion. Para 1 tenemos que

S X ) = XY ) = 3 el

AN N:xeN'CA NCAzelN AN CA

= ) () =UR ).

ANCA

Para 2 se tiene que

UR|

S o= Y% ‘Al,‘<1><s|~>|

AN CA xeA A:xeN' CA

)SIND DI LICIVIED DD DI CILG

e A xGA’CA zeNN:xeN CA

< ZZ, ] 2P 12(€l)] = 3 2l

TN N>z TEA

IN

Siguiendo a [8] podemos dar una condicién més fuerte para las interacciones que la dada
en 3 de la Definicién 41. Dada la interaccién ® definimos a ||®||, para todo x por

12|z = Z sup (6

AS:):
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donde |®|, < ||®||,.

Definicién 43. Dada la interaccion ® tal que |||z < oo definimos a la interaccion entre
dos subconjuntos disjuntos Ay, Ay C T con Ay € F como la funcion W/%IAQ 1 — R tal
que
®
Wi, (W) = Z ®(w|ar)
A CALUA2

ANNAL #0
AN NAs #0

Observacién: Si |A;| = 1 entonces no existe A’ tal que [A'| = 1 con A'NAy #0y
A N Ay # 0 por lo tanto W/(\IZAQ (w) =0.

Proposicién 5. Dada la interaccion @ si||®||, < oo para toda x € A, entonces
®
WR .l < D11l
TEA
Demostracion.
P
Waal =1 D i< D |2¢w)
A Cc AL UA2 AN CALUA2

ANNAL #0 ANNAL #0
ANNAy #0 AN NAs #0

- 3 ‘Al,|r<1><§|A/>|

r€EA1UA2 A
z €A CApUAy
ANNAL#0
AN NAy #0

DS Al,‘|<1><s|m|

zeANN:xeN CA

Sl < > (2],

TzEA TEA

IN

IN

ya que , cuando |[A] > 1
1

Ty Sup |®(€)| < sup |®(€)]
ARESN £eQ,

Definicién 44. (Ensamble de Gibbs). Dada la interaccion ¢. Un ensamble de Gibbs aso-
ctado a ¢ es la distribucion de probabilidad discreta Py : Qpn — R tal que

Pa(wo) = e™UR (wo) Za (@) !

con Zp(¢)"! = Y e e~UR) llgmada funcién de particidon y Uﬁ) es la funcion definida en

42.
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Observemos que el ensamble de Gibbs para sistemas infinitos depende de la interaccién ¢,
a diferencia del ensamble de Gibbs para sistemas finitos.

Consideremos {A,} una sucesién de subconjuntos de Z" con N € N. Diremos que A,
converge a ZN si limA,, = ZV con limA,, = Supy>1 Infy>n Ag. Si Ay, converge a ZN , entonces
cualquier subsucesion A;1 también converge a Z pues Z¥ = limA,, C h’imA/n C ZN, para toda
A/

n

Teorema 33. (Ezistencia del Limite Termodindmico). Sea {A,,} una sucesion de subconjuntos
finitos de ZN la cual converge a Z". Para cada n sea up, una medida de probabilidad sobre
Qnp,,. Entonces

i) Eziste una subsucesion {A,} de {A,}o2, tal que para cada conjunto finito A C ZN
. -1
Jm oy {py o {wh)
existe para todo w € Q.

1) Sea pa{w} = limy, o0 p1y {p/_\}\, {w}}. Entonces existe un tnico estado p en ) (es decir,

una medida de probabilidad p : C — [0,1]) tal que para cada conjunto finito A C ZN

pipyH{w}t = pafw},  wey

donde p{py*{w}} es la distribucidn finito dimensional de p respecto a A

El estado p se llama el limite termodindmico de la sucesion de estados pi,: .

Demostracion. Para probar i) sequiremos varios pasos.

Afirmacion: Sea A € F y sea {B,}22, una sucesion en F tal que B, — ZN . Supon-
gamos que Yp, : 2%8n — [0,1] es una medida de probabilidad para todo n. Entonces existe
{BM22 | subsucesion de {B,}22, tal que

i Ty (9 by ()

existe para todo w en A.

Esto es porque si S = Qp, fn:Qx —[0,1] y
fa(w) = YB, (pxp, {«})
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como Qp es conjunto finito entonces por la técnica diagonal de Cantor existe una subsucesion

(£330, de {fn}22, que converge puntualmente. Sea B, = B2, entonces

, 1 .
nlggo Tpa (pAB;} {w}) existe,

ya que T pp (D) pa{w}) = f(w).

Ahora sea F = {A1, As, A3 ...} una numeracion del conjunto F, es decir, numeracion de
todos los subconjuntos finitos de Z .

Paso 1. Sea A € F. Sabemos que {A,}°, es una sucesion en F tal que A, — ZN.
Usando la Afirmacion para A = Ay, B, = A, y Y, = pa,. Por lo tanto, existe Bfl\ =
(B}, subsucesion de {A,} tal que

lm 14, (p;‘lBA1 {w}) existe V w € Aj.
n 1Dn

n—oo

Paso 2. Usando nuevamente la Afirmacion para A = Ay, B, = BM y YTp, = Pgar - Por

lo tanto, existe {BA2}°° | subsucesion de { B} tal que

, 1 .
nhﬁ\ngo [ (pAQB;?2 {w}) existe V w € As.

Siguiendo asi sucesivamente, aplicando la Afirmacion para cada uno de los primeros Ay,
para el Paso k 4+ 1 tenemos lo siguiente

Paso k+1. Finalmente usando la afirmacion para A = Ay, B, = B;?k‘l yYp, = T

Por lo tanto, existe {B*}2% | subsucesion de {Bﬁk_l} tal que

, 1 .
nh_>ngo H A (pAkaL‘k {w}) existe V w € Ag.

Ahora nos vamos por la diagonal, es decir, sea A;I = B;f" la cual es una subsucesion de
por lo menos la primera sucesion { B2} ,en, por lo tanto tenemos que Aln — ZN. Sea A€ F
por lo tanto existe k € N tal que A = Ay. Siw € A, entonces

[o.¢]

~1 . -1
{“AL (pAA:l{w}) o2, es una subsucesion de {,uB:ka (pAB,fk {wh) oz,

, -1 Y -1
por lo tanto nh_}ngo I (pAA;L{w}) = nh_{l(;lo MB;lkPAB:ka ({w})
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ii) Queremos mostrar la existencia de p : C — [0,1]. Probaremos que {pp : 2%» —
[0,1] | A € F} es un sistema proyectivo de medidas de probabilidad, asi por el teorema de
Consistencia de Kolmogorov [4], existird p con las propiedades pedidas. Entonces sean A C
B cZVN y A, B € F. Mostraremos que

pA = PBP;;IB-
lo que probard que {pp : A € F'} es un sistema proyectivo.

Puesto que para A € F cualquiera pa(H) = cppa(w), YV H C Qp. Entonces

pAa) = D palw) = D Jim gy (s {w})

wENA weA
i . ’ -1 = { ’ -1
= i D g oy feh) = Jim ey (U py o)
[BISON weNp
= l’ !’ Q ’ = 1
k1—>noloMAk( Ak)

Por lo tanto tenemos que py : 29 — [0, 1] es medida de probabilidad. Asi, nos queda mostrar
que pa{H} = pp{pp{H}}, VH € 2°%4. Pero basta con tomar H = {w} con w € A. Asi pues,
por demostrar que:

pafw} = pp{pap{w}}  VweQa

Notemos que

peipapWw)} = pe{w' €Qp:ua=w}) = > ppW)
w’Ep:‘}?(w)

= Z lim Fpl (p];}\; (w)

n—oo
w'epyp(w)
— 7 , -1 /
= im0y (o @)
w'Epyp(Ww)

= lm ) Yoy W) (4.2)

rep=1 "ep—1 ,
w pAB(w)W pBA;l(w)

Ahora observemos que B C A/n, Ppa S = Qp, pap : Qp — Qa ypap - Qy — Qq,
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entonces la ecuacion (4,2) es:

1"

pp{papw)} = lm > Sy W)

n—00 - . - n
wepp(w)w Ep” w’
Pab@) e e, ()

= dim oy (Y U "

n—o0 1 1
w’ep AB w U.)”Gp w’
( ) BA,/,L( )

= lim Hpr (p;l/l\; (w))

n—oo

= pa(w).

En [8] se da una prueba del teorema anterior con ayuda de otro teorema, el Teorema de
Stone-Weirstrass.

Sea ¢ una interaccion dada, Ujf funcién de energia y WfAc la interaccion entre los subcon-
juntos A y A€ con esto tenemos la definicién de estado de Gibbs.

Sea A € F, w = (w1,w2) y n = (a,wz) = nwa. Tenemos que

o~ UL (@) =W e (w)

e~ UR(@)=WZ o (aws)

1(py (w1)lppe (w2)) = (4.3)

aEQp

Observemos que j en 4.3 es la probabilidad condicional regular de p/_\l(wl) dado p/_\} (w2).

Tenemos la siguiente convencion, si el término del estado de Gibbs e~"Wire() = ( entonces

el estado de Gibbs serd igual a cero lo cual no es medida de probabilidad.

Definicién 45. (Estado de Gibbs). Decimos que o medida de probabilidad es un estado
de Gibbs para la interaccion ¢ si, para todo A C F, existe una medida de probabilidad
ope 1 C(Qpc) — [0,1] tal que para todo w1 € Qp

pa(o(w1)) = /Q oA () (1) PR (w2):

donde p(py ' (w1)|pye(w2)) es como en 4.3.

Teorema 34. El limite termodindmico de ensambles de Gibbs es un estado de Gibbs.
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Demostracion. Ver [8] pp.15-16.

Teorema 35. Una medida de probabilidad o : Q@ — [0,1] es un estado de Gibbs si y sdlo
si, para cada A € F, la probabilidad condicional que w|x = w1, sabiendo que w|pe = wa €s

w(py(w1)|pae (w2)) como en 4.8.

Demostracion. Ver [8] pp. 18-19.

El Teorema 35 se considera como definicién de estado de Gibbs en [9]. Finalmente decimos
que un estado es invariante si éste es invariante bajo la traslacién U™ con n € Z. Asi, sea x el
conjunto de todos los estados invariantes en €.

Definicién 46. (Entropia media). Si 1 es un estado invariante sobre €2, la entropia media
de u, denotada por S(u), se define por

, 1
S(p) = lim mS(PAn)
con A, ={0,...,n— 1} y S(Py,) la entropia de las distribuciones finito dimensionales Py .

Definicién 47. (Presion). Sea ¢ una interaccion. La presion de ¢, estd definida por

P(6) = lim ——

10g Z/g 1)
con ZAn la f’lM’LCZ(jn particio’n de la interaccion.

Definicién 48. (Energia de la interaccion). Dada una interaccion ¢ y un estado invariante
u. La energia de la interaccién ¢ para el estado i, se define como

Con estas definiciones tenemos el siguiente Teorema:

Teorema 36. Para cualquier interaccion ¢,

P(¢) = méx{S(n) — () : pex}
= min{—(S(u) — () : p € x}

Demostracion. Ver [8].
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Como podemos observar, este teorema es analogo al principio variacional en sistemas
lattice finitos.

Siguiendo [9] y [8] tenemos los siguientes resultados: Un estado de equlibrio para una in-
teraccion ¢ es cualquier estado invariante donde se obtiene el maximo en el Teorema 35. El
resultado fundamental es que dada una interaccion ¢ sobre €2, un estado invariante es un
estado de equilibrio para ¢ si y sélo si éste es un estado de Gibbs dada ¢.

Asi, con la teorfa tanto del capitulo III como de éste podemos dar las siguientes relaciones.

Cadenas de Markov Sistemas Clasicos Lattice
estado — simbolo 6 microestado
distribucién finito dimensional — ensamble candnico
distribucién del proceso — limite termodindmico
distribucién invariante — estado invariante
distribucién invariante de
balance detallado — ensamble de Gibbs

Si consideramos una cadena de Markov estacionaria { X, },ez, la lattice del sistema es Z,

Sistema lattice Z

| | | | | | | |
I I I I I I I I

A #Siqi()\x |
N T

[}
[I) I I / I

Donde T'=Zy (5,8) un espacio medible con S = Qp = {0,1,2,...}
y & = 25, El espacio de configuraciones del sistema (cadena) es 2 = Qg. Sea A C T como
se observa en la figura anterior, a € A un sitio. Una configuracién que denotaremos por
X,(v) : Z — Qq la cual es una trayectoria, en teoria de cadenas de Markov, toma valores en
Qo el cual es llamado espacio de microestados para estas cadenas.

Un estado es cualquier medida de probabilidad p : C(24) — [0, 1] por lo tanto si w € Qy
entonces p(w) es la probabilidad de que se presenten los microestados w(k) con k sitios en A.
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Esta distribucion de probabilidad describe lo que pasa en la configuracién dada y el conjunto
de todas las distribuciones de probabilidad o bien de los estados, describe lo que pasa en todo
el sistema lattice [22].

La funcién de interaccién @ : ) — R se puede pensar como el cambio de informacion entre
los sitios y la funcion de energia U;{’ : Qa — R es la energia potencial del sistema que puede
pensarse como la energia almacenada en el sistema [22].

Finalmente el ensamble de Gibbs dada la interaccion @ es la distribucién de probabilidad

Py : Qp — R tal que
—_U®
e YA

—U®(w
ZWEQAE A

donde como se puede observar a menor energia, la configuraciéon wg es més probable.

Pa(wo) =

Un lattice en Z? se ve de la siguiente forma:

Sistema lattice 72

A TN
Nl

En este lattice se modela un gas que contiene k sitios. Los estados del sistema al tiempo ¢
son especificados por el conjunto de microestados {n(ck,r,t)} donde n(cg,r,t) es uno si hay
una particula en el sitio r con velocidad ¢; y 0 en otro caso.

Proponemos algunos ejemplos para interacciones especificas.
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Ejemplo 24. Sea Qo = {0,1,...,k}, Q = QF, Qp = {w|w : A = Qo}. Definamos la interac-
cion para todo w € Q tal que ®(w) = 0. Verifiquemos que es interaccion:

1. ®|(®) =0
2. ®(Tyw) =0=P(w) cona eT.

3 |®le = X pse \TI\| SuP,eq, [P(W)| =X A5, |TI\| 0 =10 < +oo.

La funcion de energia dada la interaccion ® con A € F es:

URw)= Y Pwla)=> 0=0

AN CA A CA
y ademds
12l2 =) sup |@(w)| =0 < +oo.
ABCEWGQA

Por tanto podemos calcular ch\I)Ac tal que

W) = >, ®wh)= >,  0=0

A C AL UA2 A CALUA:
ANNAL #0 ANNAL #0
ANNAy #0 AN NAy #0

Ast, las probabilidades condicionales del estado de Gibbs asociado a esta interaccion es

e~ Ug’ (w1) fofAc (w)

1 —1 —
HPL (@1)[Pre (w2)) = S ocq, ¢ VRO Wi (o)
(64 A

6_0_0 60
—0-0 0
ZQGQA e ZQGQA €
1 1 1

Yo, 1 1l (k+ DA

Por lo tanto de acuerdo a la Definicion 45, el estado de Gibbs o asociado a la interaccion ®
debe satisfacer que

1 1 1
k+ DA~ (k+ )T g, oA (dwy) = e DA

pao(wn) = /Q oA (dws)

que son las distribuciones finito dimensionales de variables aleatorias independientes y distri-
buidas uniformemente.
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Ejemplo 25. Sea Qy = {0,1,...,k}, Q= QF, Qp = {w|w : A = Qo}. Definimos la siguiente
interaccion
1 si|Al =1
B(w|y) = { Lo

Tenemos que ésta funcion definida asi cumple que

en otro caso

1. ®(w|p) = 0 por definicion.

1 si|Al=1

0 en otro caso 2(wla).

2 8(Tuwls) = {

Si suponemos que ||®||, < co entonces al calcular la funcion de energia tenemos que

UR (@)=Y @(wl)

AN CA

Puesto que A es finito, entonces el nimero de subconjuntos de A tales que A" C A con |N'| =1
es igual |A| y para subconjuntos de A con cardinalidad mayor que uno la interaccion ® es cero,
por lo tanto
o
UR(w)= >, 1=IAl
A CA:|A|=1

Y ya que no ewiste algun conjunto A’ con un elemento tal que A'NA # 0 y A'NAC # (), entonces
Wie(w) = 0. Finalmente, las probabilidades condicionales del estado Gibbsiano asociado a
la interaccion ® es

(P5 ()| Py (w2)) eTURED W) -

© w1 o (wo = _

A ZQEQA e—Uf\I)(a)—WfAc(awg) Z(XEQA 67‘A|
1 1

Yacayl (k+ DN

Donde el estado de Gibbs o asociado a ® satisface que

1 1 1
prlolen) = /Q PN GO T G N Jo, "M T G

donde nuevamente son las distribuciones finito dimensionales de variables aleatorias indepen-
dientes y distribuidas uniformemente.

Ejemplo 26. Sea Qy = {0,1,...,k}, Q= QF, Q) = {w|w : A — Qo}. Sea la interaccion ®
tal que

J1 si|A] <2
@(“m_{ 0 si|Al>3yl|Al=0

Nuevamente tenemos que:
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1. ®(wl|p) = 0 por definicion.

1 si |A| <2

- _ N
2. (T, ){O si|A >3y A =0 = ®(w) cona € Z”.

Supongamos que |®|, < +oo. Calculando la funcion de energia tenemos que

UR(w) = Y @l

ACA
= Yo dwl)+ D D)+ Y, Pwla)
N CAIN =1 N AN |=2 NCAIA|>3

Al +1

— Al

[A[(IA] = 1) )
2

A
- |A\+< |2| >+0:|A|+

Para calcular W/(\I)AC consideremos sdlo los subconjuntos de A tales que |A| = 2 y nos interesan
los subconjuntos de A tales que A" = {a,b} cona € A ybe A, asi

WEie(w) = > B(w|p) = > 1 =400
A CZN:N={a,b} A CZN:A'={a,b}

Por lo tanto las probabilidades condicionales del estado de Gibbs asociado a ésta interaccion
es cero, lo cual no es medida de probabilidad, es decir, para ésta interaccion no hay estado de
Gibbs.

Ejemplo 27. Sea Qy = {0,1,...,k}, Q = Qozz, Qp = {w|lw : A — Qp}.Consideremos la
interaccion definida por
1 st diam A =1
) = - .
(@la) { 0 sidamA>16A=1

Nuevamente ésta interaccion es invariante bajo traslaciones pues el diametro de A es invarian-
te bajo traslaciones y ®(w|g) = 0 por definicion. Los subconjuntos de Z? tales que diam A =1
tiene cuando mucho 4 elementos y [Pl = > A5, |71\| 1= % + % + % < 400, la funcion de
energia asociada a ésta interaccion es

By _ _ (Al Al Al
Up(w) =Y d(wy)= > 1_<2>+<3 +{
NCA AN CA:diamA'=1
Pero para WEAC tenemos el mismo caso que el ejemplo anterior, es decir, WffAc = +00 pues
Wihe(w) = . )
A c z?

ANNA#0D
AN NAS#£0

- (5)-(3)+(%)

:+OO
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por lo tanto para esta interaccion las probabilidades condicionales del estado de Gibbs es cero
el cual no es medida de probabilidad y por lo tanto no hay estado de Gibbs y no hay equilibrio.

Pero jque relacion hay entre los estados de Gibbs y el balance detallado?. Considerando
cadenas de Markov irreducibles con {Wz}i,vzl distribucién invariante estrictamente positiva,
siguiendo a [13] define la tasa de produccién de entropia como E,:

By = 3 Y (replary) — myply, ) log =2V
i,j Z/p(y7 SC)
para todo p(x,y) > 0 con z,y € S, donde, como se puede observar, el proceso estd en balance
detallado si y sélo si la produccién de entropia E, = 0. Como bien se menciona en [13], un
sistema que no esta en equilibrio es un sistema estacionario abierto con tasa de produccién de
entropia positiva, es decir, intercambia sustancias y energia con su medio ambiente. Lo que
nos impone la condicién de balance detallado es que, en media, el sistema pasa tantas veces
del estado x al estado y como del estado y al estado x, lo cual tiene una ventaja fisica. La
mayoria de los sistemas que interesa simular siguen las leyes de la mécanica clasica o cuantica,
las cuales son invariantes bajo traslaciones del tiempo. Con la condicién de balance detallado,
una simulacién también lo es, siendo asi una representaciéon mas adecuada de lo que se observa
en la naturaleza.

Por lo tanto cualquier proceso de Markov irreducible que construyamos cuyas probabilida-
des de transicién cumplan con la condicién de balance detallado nos asegura que la distribucion
de equilibrio de la cadena de Markov generada sera el ensamble de Gibbs como se puede ver
en [9] pp.241-244.

Un ejemplo de la segunda equivalencia se da en [13], donde dada una cadena de Mar-
kov estacionaria que modela la combinacién y transformacién de polimeros bioquimicos, su
distribucién invariante estd dada por el ensamble de Gibbs

o—Fu/kT

g = 721, — T
conz,y € Sy = (kT)™! constante de Boltzmann, y bajo la condicién de balance detallado,
F, es la energia libre del sistema en el estado . Ademaés tenemos el ensamble de Gibbs para
ciertas cadenas de Nacimiento y Muerte.

Ejemplo 28. Consideremos nuevamente una cadena de Nacimiento y Muerte con intensi-
dades definidas de la siguiente manera, Ay = (x + 1)" y py = 2™ con x € S, n € N. La
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distribucion invariante es

x Ay z  Aytl) A\z+1
w(z) = Hy:Ouyﬂ _ I 0 p(y+1) _ 1L, Ou _ (u)w

A +1) oo - 0o A 1
ZZOZOHZZUWL PRy I G O#E?yﬁlg Dm0 15— ou zx:o(p)ﬁ

donde la serie del denominador converge si 1 > X y en este caso la cadena estd en balance
detallado. El ensamble de Gibbs es

7Zy olog(

)7t

uy+1

m(z) =

% o 2 y=olog ( )~

uy+1
2=0

Observamos que la funcion Uff = ZZZO log (ﬂ;\il)*l es la funcion de energia dada una inter-
accion ¢. Asi, el ensamble de Gibbs es

o Timolos(; T D D) e~ UR(2)
m(x) = =

S Ty —z;:0¢<y>zzoo —Ug(2)

2=0© z=0€

Zoo 6_ Zy:() log (

Hy+1
z=0
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Conclusiones y Perspectivas

Al hacer un andlisis de las distintas nociones de equilibrio para procesos de Markov, ob-
tuvimos un resultado para cadenas de Nacimiento y Muerte, donde estas cadenas tendran
distribucién invariante si y sélo si estd en balance detallado.

Se dio una prueba de la existencia del limite termodindmico con la ayuda del teorema
de consistencia de Kolmogorov, a diferencia de la prueba usual que emplea el Teorema de
representaciéon de Riezs para funcionales positivas sobre el espacio de funciones continuas
definidas sobre un espacio compacto.

Intentamos demostrar la afirmacién en [13] que afirma que balance detallado es equivalente
a la nocion de equilibrio dada por D. Ruelle. Los ejemplos que desarrollamos ilustran que es
perfectamente factible pero no logramos dar una prueba ni encontramos alguna en la literatura.

Finalmente construimos un ejemplo de un sistema fuera de equilibrio, con un ntimero
infinito de estados.
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