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Resumen

Este trabajo es sobre el estudio tedrico y numérico de la estabilidad espectral de
soluciones tipo onda viajera en EDP’s de tipo conservativo. Para probar la estabilidad
espectral, se presentan dos métodos, uno a partir de estimaciones de energia y otro
usando la funcion de Evans. En la mayoria de los casos, la funciéon de Evans no
puede calcularse analiticamente, por lo que se presenta un procedimiento para su
calculo numérico. Se ilustran estos métodos en el estudio de la estabilidad espectral
de soluciones tipo onda viajera para la ecuacién de Burgers y flujo isentrépico para
todo tipo de amplitudes en la onda viajera.
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Capitulo

Introduccién

Uno de los aspectos importantes en el estudio de las ecuaciones diferenciales
parciales lineales y no lineales es la propagacién de una onda. Una onda, es una
senal reconocible que se transfiere de una parte del medio a otra con una velocidad
de propagacion reconocible. La energia a menudo se transfiere cuando la onda se
propaga, aunque la materia no lo haga. Algunas areas donde la propagacién de las
ondas es de importancia fundamental son:

» Mecénica de fluidos (ondas de agua, aerodindmica).

Actstica (ondas sonoras en aire y liquidos).

Elasticidad (ondas de estrés, terremotos).

Teoria electromagnética (6ptica, ondas electromagnéticas).

Biologia (ondas epizooticas).

Quimica (ondas de combustién y detonacién).

La forma mas simple de una onda matemaética es una funcion de la forma.

u(z,t) = &(x — st).

En este trabajo nos interesa encontrar, para la ecuacién de Burgers y flujo
isentropico, soluciones tipo onda viajera. Cabe senalar que en el estudio de las EDP’s
y en general, para un problema en matematicas, es importante demostrar existencia
y unicidad de la solucién. Otro aspecto importante es la estabilidad de la solucion.

La estabilidad significa que la forma de la onda se mantiene a medida que se
propaga hacia adelante en el tiempo, y que pequenas perturbaciones en la onda se
desvanecen sin provocar problemas para la solucién. Mas precisamente, la estabilidad
en este contexto significa que la onda perturbada converge a la onda original no
perturbada, o a una traslacion de ella.

XI



CAPITULO 1. INTRODUCCION XII

”La ausencia de estabilidad, se manifiesta cuando pequenas perturbaciones alte-
ran el estado del sistema, lo que implica comportamiento irregular o una transicién
a otro estado. Asi, la estabilidad es un buen indicador para saber si la solucién tipo
onda viajera que se obtenga es fisicamente viable” [5].

Aqui, nos enfocamos en el estudio de la estabilidad espectral de las soluciones tipo
onda viajera. Este tipo de estabilidad significa que al linealizar alrededor de nuestra
solucién, tanto el espectro esencial como el espectro continuo, se encuentran del lado
izquierdo del plano complejo. Aunque el espectro continuo puede ser acotado, el
espectro puntual requiere demostrar que los valores propios, del operador obtenido
después de linealizar, satisfacen que su parte real es negativa.

1.1. Objetivo general

Estudiar la estabilidad espectral de EDP de tipo conservativo que admiten
soluciones en forma de onda viajera.

1.2. Objetivos especificos

Los objetivos particulares de este trabajo son:
= Familiarizarse con los problemas que aceptan solucién tipo onda viajera.

= Entender las técnicas utilizadas para demostrar la existencia de soluciones tipo
onda viajera para EDP’s de tipo conservativo.

= Aprender la parte tedrica de los métodos ocupados en el paquete StabLab de
Matlab.

= Conocer y aplicar las técnicas para demostrar la estabilidad espectral para los
problemas que aceptan solucién tipo onda viajera.

= Resolver ejemplos de manera analitica y numérica.

En este trabajo de tesis, se desarrollan las herramientas para determinar cuando
la solucién tipo onda viajera, que denotaremos por v, es espectralmente estable. La
tesis se encuentra organizada de la siguiente manera:

= En el capitulo 1, se trabaja con la ecuacién de Burgers, donde se estudia
bajo qué condiciones se tiene existencia de una solucion tipo onda viajera.
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Posteriormente, a partir de un método de estimaciones de energia, se demuestra
la estabilidad espectral. También se demuestra la estabilidad espectral usando
la funcién de Evans después de construirla analiticamente.

= En el capitulo 2 consideramos las ecuaciones compresibles isentropicas de
Navier-Stokes en una dimensién espacial, en coordenadas lagrangianas,

U — Uy = 0,
ut+p(v)x = (%)x’

con v:=volumen especifico, u:=velocidad y p(v):=ley de presién que satisface
p(v) = apv™ , ag > 0y v > 1. Demostramos la existencia de soluciones tipo
onda viajera y utilizando un método de estimaciones de energia demostramos
la estabilidad espectral cuando la amplitud es pequena.

= En el capitulo 3 aplicamos la funciéon de Evans numérica para determinar la
estabilidad espectral del flujo isentrépico. En particular presentamos en detalle
los métodos numéricos que se ocupan en el paquete Stablab explicando cual es
el motivo de aplicar dichos métodos y la complicacion al querer aplicar métodos
tradicionales.

= En el capitulo 4, se presentan dos ejemplos para flujo isentrépico con amplitud
grande. Se muestran los resultados obtenido mediante el paquete StabLab.

1.3. Preliminares

Basados en [1] y [2] definimos la teoria para la estabilidad espectral que vamos a
utilizar a lo largo del trabajo.
Resultados para determinar la estabilidad espectral de un operador

Definicién 1.3.1. Una aplicacion L entre dos espacios normados (E,|||z) vy
(E, Il ) sobre el mismo campo escalar K se denomina operador.

Definicién 1.3.2. Un operador L es lineal si L(Ax + py) = ALz + pLy para
cualesquiera escalares A\, u € K y vectores x,y € K

i) El dominio D(L) de L es un espacio vectorial y el rango R(L) C W un espacio
vectorial. Por ejemplo
D(L)=H' W = L*
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ii) Para todo x,y € D(L) y escalares o y f3,
L(ax + py) = aL(x) + SL(y).
Definicién 1.3.3. El resolvente de un operador L se define como:
Res(L) :={X € C|(L — \I) es invertible y acotado}.
Definicién 1.3.4. El espectro de un operador L se define como:
o(L) :==C — Res(L).
Definicién 1.3.5. FEl espectro puntual de un operador L se define como:

op(L) :={X € C| X es un valor propio aislado de L con

multiplicidad finita}.

Definiciéon 1.3.6. El espectro esencial o continuo de un operador L se define como:

Oess(L) == o (L) — 0,(L).
Observacion 1. Podemos notar directamente que:
(L) = 0,(L) Uoess(L).
Definicién 1.3.7. Decimos que un operador L es espectralmente estable si, para
todo A € o(L) — {0} se tiene que Re(\) < 0.
Basandonos en [5]

Teorema 1.3.8. (Teorema de Henry)

Supongamos que M (x), N(x) son funciones de matriz real, acotadas y M (x), N(xz) —
M=+, Nt cuando x — +o00, y supongamos que D es constante simétrica y positiva.
En cualquiera de los espacios Ly(R), 1 < p < o0 0 Ch(R) 0 Cyupnir(R) (para las
funciones de vector columna de u(z)), definimos:

Au(x) = —Dugy + M (2)u, + N(z)u, —00 < & < 00.

Considérese A como un operador lineal cerrado densamente definido. Sea

Sy ={\|det(r*D + itMy — X\I) =0},
con —o0 < T < 00. Luego, S+ son simétricos respecto al eje real y son asintoti-
camente pardbolas, N\ = 720 + O(7) si T — oo, donde & es un valor propio de D.
St P es la union de las regiones dentro o en las curvas Sy, S_, entonces el espectro
esencial de L estd contenido en P y en particular incluye a Sy U S_.
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Demostracién Ver [9]

Teorema 1.3.9. (Teorema de Kato)
Sea P(\) una proyeccion analitica en un dominio simplemente conexo €2 de C,
entonces el sistéma de EDO,

= P'rj, rj(Xo) =17,

define una base analitica {r;(\)} del subconjunto invariante asociado R(P(\)). En
particular, si

R(A) = [ri(N), ..., re(N)],

entonces satisface el sistema de EDO anterior, donde Ry es de rango completo y
PyRo = Ry, asi rango(R) = rango(Ry), ademds PR = R, PR’ = 0.

Formula de Abel
Counsiderando el sistema de EDO

o (z) = M (z) o (),

si denotamos v (x) = det (« (z)) entonces:

Y (@) =tr (M (x)) -7 (z).
Desigualdad de Young
Sean p,q > 1 tales que ]lj + é =1, y sean a,b > 0. Entonces
P e
ab < v + —.
p q
Descomposicién de Schur

Si A es una matriz cuadrada sobre niimeros complejos, entonces A puede descompo-
nerse como:

A=QUQ",

donde () es una matriz unitaria, Q* es la transpuesta conjugada de ) y U es una
matriz triangular cuyas entradas diagonales son exactamente los valores propios de

A.

Definicién 1.3.10. Una funcién f se dice meromorfa en €2 si es el cociente de dos
funciones analiticas, esto es:

f== q#0

3
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Capitulo

Estabilidad espectral por estimaciones de energia

2.1. Ecuacion de Burgers

La construccién de este capitulo se basé esencialmente en [3].
La ecuacion de Burgers con condiciones iniciales y de frontera, sirve como un primer
modelo para trafico vehicular, fluidos, etc. Esta tiene la forma:

ou ou
§+U%_O’

con:
U(x,t): (—o0,00) x [0,7] = R,
y condicién inicial:
U(x,0) = f(x) zeR
Si bien este modelo sencillo sirve para entender la dindmica de un fluido, queda
lejos de lo que ocurre con su dinamica real. Este es un modelo hiperbdlico, de primer

orden, no lineal que puede dar lugar a ondas de choque. Ahora la ecuacion de Burgers
con viscosidad o también llamada Burgers con difusion, tiene la forma:

ot or  dx*’
con:
U(z,t): (—o0,00) x [0,T] — R,
U(z,0) = f(z) xe€R.
Consideremos el siguiente problema con condiciones de frontera:
Uz, t): (—o0,00) x [0,T] — R,

ot or 922’
U(—oo,t) =U_, U(oo,t)=Uy, U'(xoo,t)=0, (2.1)

con U_ > Uy.
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2.1.1. Existencia de soluciones tipo onda viajera

Nos interesa encontrar soluciones tipo onda viajera de (2.1), pero antes de
encontrarlas, es natural preguntarse si admite una soluciones de este tipo.

Para ver si este problema admite solucién tipo onda viajera, se realiza el siguiente
cambio de variable &(x,t) = x — st, y con esto, estamos cambiando nuestro marco
de referencia estatico a un marco de referencia inercial, ganando que ahora, solo
debemos buscar una solucién estacionaria. Asi, si:

E(x,t) =x — st

Y

entonces,
oUu B dU  0& B ,
o @ o Y
ou _du 95 _ .,
or  df¢ Ox ’
0*U 9
o U
Y asi debemos resolver:
—sU'"+UU =vU".

Para resolver, integramos en el intervalo (—oo, £)

[ =sU'(r) + U (r)dr = [ vU"(r)dr.

Como % [U2(r)) = U(r)U'(r), entonces:

3 3
/ —sU’(r)—l—%[UZ(r)},dr—/ vU" (r)dr =v-U'(),

—00 —0o0
integrando y usando que u(—00) = u_ se tiene
2

—SU(§)+%U2(§)+SU — % =v-U'(). (2.2)

Por las condiciones de frontera, si x — oo también £ — oo, entonces al usar

que U(oo) = Uy y U'(c0) = 0, se obtiene

Uz -Uz2
s(U-=Uy) = —5—,
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al despejar 7s”, tenemos la condiciéon de salto o también llamada condicion de
Rankine-Hugonot:

U_-+ Uy
§=———.
2
Si sustituimos esta condicién en (2.2), tenemos:

2v
Integrando, obtenemos el perfil de onda viajera:
U(¢) = s — a arctan <2i(£ + 5)) : (2.3)
v
donde
U_--Uy
a=—-".
2

Asi, hemos demostrado que nuestro problema (2.1) admite solucién tipo onda
viajera.

2.1.2. Estabilidad espectral

Linealizacién del problema alrededor de una onda viajera

Recordemos la ecuacion de Burgers con difusion

2
ou  OoU _ U

— 4+ U— =
ot ox Ox?,
y apliquemos el siguiente cambio de variable:

xr — st

se obtiene que:

oU oU U
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Para simplificar la notacion, escribamos T como t.
ou ou  9*U
HU =)o =
ot o0& o0&

donde U es dependiente de & y t. De esta manera, como toda solucién estacionaria
U satisface:

ou
= =0
ot ’
entonces si U* es solucién estacionaria de (2.1), se debe cumplir:
. au* d2U *
(U =) 7
¢ dg

En particular, para nuestra solucién estacionaria (2.3)

. AU U

(0 =5 = g (2.4)

__ Ahora, con objeto de obtener la linealizacion alrededor de la solucion estacionaria
U, sustituimos U(&,t) = U (§) 4+ 60U (§,t) en (2.1), con lo cual se obtiene:

au(&)  asU

N U 90U
oc o

~ e T ae
donde U depende de  y ¢, y U depende unicamente de §. Entonces escribimos por

un momento U, U en lugar de U(€,t) y U(€) para simplificar un poco la notacién.
Ahora, por (2.4):

95U (£, 1)

o T U(§)+5U(g,t)—s}

U 00U 00 00U 90U _ 90U
S+ UG HOUGe UL —s o = S

ooU
Eliminamos el término no lineal )U —— para obtener:

U3

. osU 96U oUu 025U
(U — )8€+ +5Ua—€_a—£2.

Para simplificar la notacién, hagamos U = §U,

8U 8U ~ ou 90U
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siendo este nuestro problema linealizado.
Ahora proponemos una solucién de la forma:

U(Et) = q(&)e™, (2.5)
para alguna funcién ¢(§). De este modo, nuestro problema toma la forma
¢"(€) = al©)T" + (s = U)q'(€) = Ma(©)- (2.6)
Si definimos a L como el operador
L(q) = ¢"(€) = a&T + (s = D) (&) (2.7)
entonces (2.7) se reduce a un problema de valores propios:
L(q) = Aq. (2.8)

Ahora, nos interesa probar que el operador L es espectralmente estable, pues,
de este modo probamos que no acepta valores propios con parte real positiva y la
perturbacién en (2.5) no crece a medida que ¢ tiende a co. Segun la definicién 1.3.7,
debemos probar que al tomar cualquier A en o(L) — {0} su parte real es negativa.
Asi, sea A € o(L) — {0}, por la observacién 1 :

(L) = 0ess(L) U oy,(L).
Asi:

1) Sea A € 0.
Partiendo de (2.7),

~

L(g) = ¢"(§) + (s = D)d' (&) = a(OT,
sea D=—1, M =s—U, N=—U", entonces

L(q) = —=Dq"(§) + Mq'(§) + Nq(§).
Partiendo del teorema (1.3.8)

o S, ={u|r*(=1)+itM, — =0}, para —oco < 7 < 0o, donde
M, =lme ,(ws —U () =s— s+ a=a,, entonces:

Sy ={ul-m*+ira—p=0},
=8, ={pu=-7*+ira}.
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Este conjunto define una parabola en el plano complejo, que pasa por el
origen y que abre hacia la izquierda.

Figura 2.1: Curva de S,.
o S = {ulr*(-1)+itM_—pu=0}, para —co < 7 < 00, como M_ :=

lme, oo s —U(§) =5 — s —a= —a, entonces:

S_={u|l-m*—ita—p=0},
= S_={u=-7*—1ira}.

Este conjunto es exactamente el mismo que el definido por S, es decir
S+ = 5—7

por lo que el teorema (1.3.8) nos permite concluir que el espectro esencial,
se encuentra en la region delimitada por esta parabola.
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Si=isr

3 B/ /4 2 0 2 4
-2

Figura 2.2: Region delimitada por S, y S_.

Y, como estamos tomando A # 0 podemos concluir que Re(A) < 0.

2) Sea \ € g,
Ahora, para demostrar que Re(\) < 0 ocupamos los siguientes resultados:

Operador integrado
Sea v = f_éoo v(2)dz,

entonces:
AU = f_goo v(2)dz,
= ffoo [sv/(2) — (uw) 4 v"(2)] dz,
= [*_[s0"(2) — (@) + 3" (2)] d2.
Al integrar y utilizar que v(—o0) = 0, ¥V = v(£) obtenemos el operador
integrado.

A= (s—u)v +0" = L(). (2.9)
Asi, v satisface el problema de valores propios integrado (2.8).

Ahora, podemos escribir el siguiente lema:

Lema 3.2.2 Los operadores L y L tienen el mismo espectro puntual a excepciéon

de A = 0.
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Demostracion
Probemos por doble contencion:

e 0,(L) — {0} C Up(z)'
Prueba
Sea A € 0,(L) — {0} entonces,

Lv=Xv=20"+(s—u)v —uv,

como ¥(x) = [* _v(2)dz, entonces V' (x) = v(z). Asf,

L@ (z)) = W' (x) =0"(z) + (s — u)v"(z) — 'V (x),
No(x) =0"(z) + (s — u)v'(x) + u'v(x). (2.10)

Podemos notar que se cumplen las condiciones de frontera, pues v(x) y
sus derivadas decaen a cero en +o0o pues,

0(—o00) = [ w(z)dz =0,
O(o0) = [T w(z)dz = A0(00) = A [T _v(z)dz
= 7 Mv(z)dz,

por (2.10) .
_ /_ () + (s — )0 (2) + To(z)d 2.

o0

pero A # 0, entonces v(oc) = 0. El hecho de que sus derivadas decaigan a

cero en +oo se debe a que v'(z) = v(x),v"(x) = v(z).

e 0,(L) Co,(L).
Prueba
Sea A€ o,(L) y v(z) = ["

—00

v(z)dz tal que,

LU=X0=0"+ (s — Q) + 07,
= LV = 0" + (s — 0)0" + 07,

con E(")(ioo) =0, n>0.

Entonces
Lv=v"+ (s —u)v' + uv,
=\ €0,(L),

" op(L) = 0,(L).
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Como Ly L tienen el mismo espectro puntual, podemos facilitar los calculos
trabajando con el operador L en lugar de L, para demostrar que Re(\) < 0.

Al realizar el producto escalar (en L*(R)) entre \u y u:

QAu,u)y = ((s —u)u' +u", ),
= A Jp lul?dé = [ (s — D)u'ude + [, u"udé.

Asi,
Re (N) [, |ul?dé = Re ([ (s — w)u'udé — [, |u/|* d€)
Usando la igualdad Re ( [ (s — @)u'ud¢) = [ /> @Wd¢ , obtenemos:

Re (\) [ ful® dg = 5 ['|u'[ @ dg = fi [ d,
ahora, debido a que @ < 0 entonces Re(\) < 0.

Esto demuestra la siguiente proposicion.
Proposicion 2.1.1. El problema de Burgers es espectralmente estable.

Ya hemos demostrado que nuestra solucién u es espectralmente estable, pero
el método de estimaciones de energia que hemos ocupado aqui no siempre puede
ser empleado. En la seccién (3) mostramos una forma diferente de concluir que el
espectro puntual es espectralmente estable, mediante la funciéon de Evans.

2.2. Flujo Isentrépico

En esta seccién, trabajamos esencialmente con el articulo [6], y asi poder com-
prender la estabilidad para soluciones de choque viscoso de las ecuaciones de Navier-
Stokes compresibles isentrépicas. Cabe mencionar que el articulo [6] estd basado en
el trabajo de Matsumura y Nishihara, y cuya aportacion adicional es que se expande
el régimen de parametros conocidos para el cual los choques viscosos de pequena
amplitud son espectralmente estables.

Consideremos las ecuaciones de Navier-Stokes compresibles isentrépicas en una
dimension espacial expresada en coordenadas lagrangianas, también conocida como
sistema p con viscosidad real:

U — Uy = 0,

u+p(v), = (%), 240

donde fisicamente:
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v:=volumen especifico,
u:=velocidad,
p(v):=ley de presién.
Suponiendo que p(v) es adiabdtico, es decir, el sistema no intercambia calor con
su entorno entonces:
p(v) = apv™7, (2.12)

para algunas constantes ag > 0y v > 1.

2.2.1. Existencia de solucion tipo onda viajera

Al igual que en la ecuacién de Burgers, nos preguntamos si el sistema (2.11) con
condiciones de frontera

/ _ z / / _
gcgrinoo (v,u) (z,t) = (vg, ug), xkriloo (W', u') (z,t) =0,

acepta solucién tipo onda viajera. Para ello, realizamos el siguiente cambio de varia-
ble:

x — x — st =E&(x,t),

obteniendo con esto un sistema de referencia inercial, y entonces, nuestro problema
toma la forma:
—58v¢ + v — ug =0,

u
—sug +up + p(v)e = (f)g

Para simplificar la notacién reescribimos & por x y usando (2.12)

Vp — SUz — Uy = 0,

Ug — SUy + (aovi’y)aj = (uTx)ac (213)

Al realizar el siguiente reescalamiento:

wor | o) 0@ o ()|

x* ¥ v* N’
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donde € > 0 se elige para que

0<vy <ov- =1, (2.14)
entonces:
. 10ov 1
Vju = — = ——,
P eotr 282
asi:
vy = 25} (2.15)
Analogamente
vy = —€250%,. (2.16)
uy = —2s%u.. (2.17)
Uy = e2suk.. (2.18)

Sustituyendo (2.15), (2.16), (2.17), (2.18) en (2.13) tenemos:

2.2, % 2.2, % 2.2, % __
€75V + 757V — €75 U, = 0,

2, %
—&*sup. — 2% ul. + (ag (e0) ) = (58 uw) ‘
x

Equivalentemente:
/U:* + U:.* - U;* = 07
*
—eshup. — 2%l + (a0e™7) (—e8) v = (e57) (—e9) () .
I*

Tomando nuestro sistema la forma:

* * *
Vps + Ve — U = 0,

*
— - U g
—e?sPul. — e?sPul. — agse T = =2 ) .
v* X
X
Ahora, dividiendo nuestra segunda ecuacién entre —es?, haciendo

a=ags e 7Y (2.19)
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y omitiendo el subindice * para simplificar la notacién tenemos:

v+ vy — Uy, =0,

U + Uy + av, T = (“v—l‘)m

(2.20)

Con este cambio de variable, una solucién estacionaria (u(z),v(z)) satisface

Vp — Uy = 0,

Uy + av, Y = (uTw)m, (2:21)
con condiciones de frontera
g . z / ! o
:,dll)rinoo (v,u) (z,t) = (vg,ug), wgrin(>o (W' u') (x,t) = 0. (2.22)

Sustituyendo la primera ecuacién de nuestro sistema (2.21) en la segunda de ese
mismo y considerando (-), = (+)’ tenemos:

v+ (aw™) = (%’)/

Integrando de —oco a = tenemos:

T T T AN
/ v'dz+/ (cw_”)ldz:/ (%) dz,

/ ,U/
v(z)—v_+av 7 (z) —av’? = vw) _ —,
v(z) v
al usar que lim, 4. v (z,t) =0,y v_ =1,
v(z)[v(z)—1+a(v (z) = 1)] = (2), (2.23)
si evaluamos en z = oo, y despejamos a, obtenemos la condicion de Rankine-
Hugoniot:
1—w
= 0] e 2.24
a U-‘rl . U}I_, ( )

donde a := ags %77 segtin (2.19).
Podemos observar que a — y~!, siempre que v, — 1 (Iimite de choque débil),
pues:

1
, ol
lim ¢ = lim ——=—

vy—1 vy—1 1—1}1 ’
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por L’Hospital

v—1 Y

.ol = (y+ Do -

= hm1 + o =~
V4 —> —'}/U+

También v, — v, cuando vy — 0, entonces:

1—w
$—>1,
y asi:
a—v'yl_mr—mﬂ
=Vt g +9
1—wvy

siempre que v, — 0.
Entonces nuestro sistema (2.11) tiene solucién tipo onda viajera si la siguiente
ecuacion tiene solucion:

V' (z)=v(x)[v(e)—1+a(v 7 (z)—1)], (2.25)

_ oy 1zug
cona=vii7 € R.

Proposicién 2.2.1. Sea g(v) :==v (z)[v(z) —1+a (v (z) — 1)], entonces el pro-
blema:
!/

v'=g(v), v(0)=uvy>0,

con condiciones de frontera v(£o00) = vy tiene una Uunica solucion.

Prueba
Por el teorema de existencia y unicidad, existe € > 0 y una tnica solucién v(z),
que safisface v'(z) = g(v), v(0) = vy > 0, que estd definida en un entorno de

rg = 0, digamos —e < x < &. Como ¢g(vg) < 0, entonces podemos suponer que
v(x) es decreciente en ese intervalo. Sea J el inervalo maximal donde esta definida
tal solucién. Por unicidad, v(z) no puede tomar el valor v_ = 1 ni v} ya que al ser
ceros de g(v), v(z) = vy y v(x) = 1 son soluciones. Por lo tanto v, < v (z) < v_,
para toda = € J. Asi, |g (v)| estd acotada para vy < v(x) < v_,, de donde se sigue
que la solucién estd definida para toda x (véase [14], p. 171) es decir J = R.
Tomando el limite cuando = tiende a +0o0 tenemos, ya que v(x) es decreciente,
lim, . v (z) < vy. Suponiendo que el limite fuese lim, .. v (z) < vy, digamos
lim, o0 v () = v14, del hecho que v(x) es monétona, tendriamos que lim, o, v’ (z) =

0, con lo que el valor limite, lim, ,,, v (z) = wv14, cumpliria que g(viy) = 0, lo
cual serfa una contradiccién pues vy son los unicos ceros de g(v). Por lo tanto
lim, ., v (z) = vy. De la misma manera se prueba que lim, , v (z) = v_. Y

asi se puede concluir que el sistema (2.11) acepta solucién tipo onda viajera.
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Corolario 2.2.2. Si v(z) es la solucién de la proposicion anterior, entonces

lim, 100 v (z) = 0.

2.2.2. Linealizacién sobre el perfil (v,u)

Seau = u(x)+dou(z,t), v="0(x)+0v (z,t), sustituyendo en la primera ecuaciéon
de (2.20) tenemos:

0 . 0 0 B
aév (x,t)+ (v (z)) + %(511 (x,t) — (u(x)) — 8x5u (x,t) =0,
pero (0 (z))" — (@ (z))" = 0, por ser una solucién estacionaria,
0 . J . 0
= &51} (x,t) + %50 (x,t) — géu (x,t) = 0. (2.26)
Ahora, sustituyendo en la segunda ecuacién de (2.20) se tiene:
o .
—SU+0 + —6u+a— 0+ "= — | L 2.2
Gt Gt OO = e e e (2.27)

Como (v, u) es una solucién estacionaria, por la segunda ecuacion de (2.20)

A, (a) .
u == —(av ),

(%

entonces (2.27) toma la forma:
0

G @] s

o 0 [0 . . ] 0 |aUt a

8t5u+8x5u+a{8m (0 + 00) (v )} == =5 = - (2.28)
(‘;kr) A >

(%)

Al trabajar (*) y considerar p (v) = v~7, entonces por el teorema de Taylor:

p (0 +60) ~ p(0) + p'(0)v,

= (0+60)7 =07 &~ —y0 047,
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[ P 0 .
=a |5 (@4+00)7] = (077)| = —av - [0 s3] . (2.29)

Trabajando (**) y considerando ¢ (¢',v) = %, por el teorema de Taylor en dos
variables,

~ ~ o~ A~ N 0 N A~ 0 N ~
g (U + (0u),, v+ 0v) %g(u,v)+aA g(u,v)-(du)x—%a—ag(u,v)-dv,

xT

T+0n), @ 1, @
T o op 0@t
o [+ (60) @\ a1 . @
e () 2| — 50, 2.
ax[ o+ 00 1 (a) oz {a (92), 525”] (2:30)

Sustituyendo (2.29) y (2.30) en (2.28) tenemos:

0 0 0 : o 0 |1
v S o (’Y+1) - ~ _ 7 - A~
8t5u + &C(Su 52 {(afyv 62> (51}} 5 {A(dv)m} .

Recordando que @' = v', por la primera ecuacién de (2.20),

0 0 0 v o0 [1
S v I v (’Y+1)__ /\:__ AN 21
= at5u+ a$5u 5 {(avv 52) 51}] e {6(50)4 : (2.31)
pero debido a (2.25), se tiene que
vl .
S5 ==[0-1+a(@7-1)],

v v ta(y-1)+(a+ 1)
GH o ‘

Haciendo h (v) = =07 +a(y — 1) + (a + 1) 07, (2.31) toma la forma:
0. 0 . 9[n@®.] 9 [0,
(T IR 1% R

v
Ahora si consideramos 6t = q; (z) e, 60 = ¢ (7) e entonces (2.26) toma la

forma:
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Aga () e + g3 (x) € — g (z) ¥ = 0,

Az () + 5 (x) — ¢ (x) = 0. (2.33)

Andlogamente sustituyendo la forma de §v, 0w en (2.32) tenemos:

A~ / 2 (.T) /
T T L ) e R e
0 / 3q (x) |
= Aq (2) + ¢ (x) — [;Lﬁl) 7 (:v)} = a“”T : (2.34)

considerando el cambio de variable ¢;(z) = u(z), g2(x) = v(z) y al sustituir en (2.33)
y (2.34) obtenemos el problema de valores propios:

A +v —u =0,
D / u’ /
Au+u' — (;QIU> = (%),

donde h(0) = =0 +a(y—1)+ (a+ 1) 0.
Del mismo modo como en Burgers, podemos notar que (2.35) tiene la forma:

(2.35)

L(7)=\7. (2.36)

2.2.3. Estabilidad espectral para choques de pequena ampli-
tud

Sabemos de la definicién (1.3.7) que el operador L del sistema linealizado (2.35)
es espectralmente estable, si no tiene valores propios A en el conjunto:

P ={\eC|Re()) >0} - {0}.

Suponiendo que (7,%) es una funcién propia de (2.35) con valor propio A # 0 |
entonces:

M +7 —u =0,
_ _ 5}‘_[ ﬂ//
T + ’—(;le) =(%).
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Integrando:

/;/\ﬂ(z)"'ﬂ/(Z)_%F'(z)dz:/w (ﬂ’)’ 7(z)

entonces:

)\/:O@(z)dz+/x E’(z)dz—/_x ' (2)dz =0,

—00

)\/_l“ u(z) dz—l—/_x u (2) dz—/_:D ;L\V(z((zz);ﬁ(z) dz = E’(m)'
J (2)dz, ¥ (x)

Siu(x)=

ffoo U (z) dz, entonces:

N+ — T =0,

- -, h(@. u
1 ’r
Suprimiendo la tilde tenemos el sistema:

A+ —u =0,
A+ o — 2Oy =

SV =

IS

(2.37)

Asi, probar estabilidad espectral de (2.35) es equivalente a probar estabilidad
espectral de (2.37) debido a que estos dos sistemas solo difieren para A = 0.

)|

= Espectro esencial

Viendo (2.37) como una ecuacion diferencial,

!/

u 0 A 1 u
v 0 O v,
w AN f(0)=A) \w
donde
f@)=2-0"h@) =0-0" (-0 +a(y
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0 A 1
Si consideramos a A(z) + AB(z):= | 0 0 1 .Definimos
AU AU f(D) = A

Ay +ABy:= lim A(x)+ AB(z).

r—+o0

Sean, L. los operadores obtenidos al linealizar alrededor de las soluciones
constantes ¥ = vy, respectivamente.

Basdndonos en [2], A € 0.55(Ly) < A € {\ € C|VEk € R, det (Ax + ABL —ikl) =0},
de este modo, procedemos a calcular el determinante para conocer la naturaleza

de A
Espectro esencial de L
—ik A 1

det (Ay + ABy —ikI) = | 0 —ik | ,
)\'U+ )\'U+ f ('U+) —A—ik

= Ny + X (K* + 2uyik) + k* (ik — f (vy)) =0,

— (kZ + 2U+Zl€) j: \/k'4 — 47}_2;'_]{:2 + 4U+k2f (U+)
2U+

sea A = k* — 403 k* + 4v, k* f (vy) , entonces:

= )\1’2 =

)

— (K420, ik+VA)
2u4 :

o )\ =
o Si A <0, entonces, Re (A1) = ;Tkj <0, VkeR.
o Si A >0, entonces Re (A1) = %ﬁ <0, VkeR.

o )\ = — (k24201 ik—V/A)

2u4
o Si A <0, entonces Re (\2) = ;ka <0, VkeR.

o Si A >0, afirmo que Re(\y) <0,
Prueba
Como 0 <v, <1= 41}1 — 4v, < 0. También, dado que —4v;a <0
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= (k1 — 402 + 4o, f (0y) < B2

_ —k? + kY — 402 + Aoy f (vy)

p— < R.
T Re(\) <0, Vke

Con esto, acabamos de probar que o.s(L) necesariamente estd del lado
izquierdo del plano complejo.

Espectro esencial de L_
—ik A 1
det (A +AB_ —ikl)=| 0 —ik 1 = A2 (2ik)+k? (ay + ik — 1) = 0,
A A f()=A—ik
— (K* + 2ik) £ \/k* — 4k2ay
5 .

= )\172 -

Sea A’ = k* — 4k%a~y entonces:

L2k - VA = (2 2ik) + VA
1= y N2 — )
2 2

analogo a o.s5(L4 ), el tnico caso no trivial para concluir que Re(A;2) < 0 es

_ 2 i ’
para Ay = w cuando A’ > 0.

Pero como k* — 4k%ay < k*,

—k‘2 k4—4k§2
o —RPay <k = ’ “ <o vkeR.

De este modo, podemos concluir que o.5s(L_) se encuentra del lado izquierdo
del plano complejo.

Ahora, debido al teorema 44, sabemos que el espectro esencial de L en estd
acotado a la derecha de oess(Ly) U 0essL— donde Ly corresponde a los ope-
radores obtenidos al linealizar alrededor de las soluciones constantes @ = u.
respectivamente. Ahora, podemos concluir el siguiente lema.
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Lema 2.2.3. El espectro esencial de L se encuentra a la izquierda del plano
complejo.

Ahora solo basta probar para el espectro puntual.

= Espectro puntual

Para demostrar que para cualquier A € o,(L) se cumple que R(\) < 0, por el
método de estimaciones de energia, solo se puede hacer cuando la diferencia
dy :=v_—vy = 1—wv, eslo suficientemente pequena. Es importante notar que
dicha diferencia depende de cada valor de ~.

De este modo, la estabilidad de choques de pequena amplitud se concluye del
siguiente teorema cuya demostracion se encuentra en el anexo 1.

Teorema 2.2.4. Siy € [1,3], 0 < vy < U <1, choques viscosos de (2.11) son
espectralmente estables cuando:

(“1+1)2+2(7— 1) (Ulﬂ) -(r=1 >0 (2.38)

ay ay
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Capitulo

Funcion de Evans analitica

3.1. Base tedrica

En esta seccion damos la teoria requerida para construir la funcién de Evans.
Esta nos va a permitir dar resultados sobre la estructura del espectro puntual de la
linealizacion de una PDE no lineal sobre una onda viajera.

A menudo es ventajoso escribir el problema de valor propio asociado con la li-
nealizacién (2.8) y (2.36) como una EDO de primer orden. Por lo tanto, consideramos
la familia T' de operadores lineales definidos por:

d
T(\):D— H, qu—Z—A(-;A)u

con A € C. Nosotros tomamos

D = O’Lll,nlf (Rv Cn) , H= Cgmf (]R7 Cn)

D=H"(R,C", H=L*[R,C".
Una condicién importante es la siguiente hipétesis.
Hipétesis La matriz como funcién de valores A (§,\) € C™" es de la forma:

A(EN) = A(E) +AB(€)

donde A (-) y B(:) estén en C™ (R, R"*").

Los operadores T'(A\) son operadores cerrados, densamente definidos en H con
dominio D. Como podemos notar de (1.3.4), estamos interesados en el conjunto de
N's para el que T'(\) no es invertible.

22
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3.1.1. Dicotomias exponenciales

Las propiedades espectrales de T" pueden clasificarse mediante el uso de propie-
dades del problema de ODE asociado,

dilgu =A(& N u, (3.1)
con u € C. Denotamos por ® (&,() el operador de evolucién ' asociado con (3.1).
Aunque @ (£, () depende de A suprimimos la dependencia para evitar notacién mas
complicada. Una nocién particularmente 1til asociada con EDO lineales como (3.1)
es la dicotomia exponencial. Para comenzar, consideremos un caso mas sencillo.
Supongamos que se tiene una ecuacion lineal de coeficiente constantes

1

d
d_fu =AN)u (3.2)

es decir A(A) no depende de &£. Nos gustaria clasificar las soluciones de (3.2) de
acuerdo con su comportamiento asintético cuando |€] — oo.

Suponga que la matriz A(\) es hiperbdlica, de modo que el espectro espacial
spec(A(X)) no tiene puntos en el eje imaginario. Asf,

C" = E; (\) @ Eg (V)

donde E§ (X\), E§ (M) son los espacios propios generalizados estables e inestables de la
matriz A(\), es decir, si los valores propios espaciales son mayores que cero, entonces
los vectores propios asociados generan E§ (\) y los vectores propios asociados con
los valores propios negativos generan E{ (\). Denotamos por B§ (\) la proyeccién
espectral de A()\), de modo que

R(Fs (V) =E5 (A), N(F5 (V) = Eg(A).

Estos subespacios son invariantes bajo la evolucién @ (£,() = eANEO de
(3.2). Ademés, las soluciones u(&) con condiciones iniciales u(¢) en E§(\) decaen
exponencialmente para & > ¢ mientras que las soluciones con condiciones iniciales
u(C) en EY (A) decaen exponencialmente para £ < (.

Ahora, a nosotros nos interesa tener una caracterizacién similar para nuestro
problema mas general (3.1), por ello damos la siguiente definicién.

"Es decir @ (£,€) = id, ®(&7)®(1,() = P(£,¢) para todo &7, € Ry u(§) = ®(£,¢)uo
satisface (3.1) para cada ug € C"
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Definicién 3.1.1. (Dicotomias exponenciales)

Sea I = RT, R o R, y A, € C. Decimos que (3.2), con A\ = A\, fijo, tiene una
dicotomia exponencial en I si existen constantes K > 0 y k* < 0 < k", asi como
una familia de proyecciones P(§), definidas y continuas para § € I, de modo que lo
siguiente es cierto para &, € 1.

» Con ®°(&,¢) := D (&,() P(C) tenemos:

15 (&,¢)| < KM &9 ¢>¢, €Cel

» Definimos " (&,() := @ (£,() ((id — P (€))), entonces:

D (£,¢)| < K79, <, . ¢el.

» Las proyecciones conmutan con la evolucion, ® (£,() P ({) = P ({) ®(&,(), asi
que

®* (5, Quo e R(P(E)), &£=¢ &§Cel,
(I)u(§7C)UOEN(P(€))7 €§C7 &CGI

La dimensién de N(P(§)) se conoce como el indice de Morse de la dicotomia
exponencial en I. Si (3.1) tiene dicotomias exponenciales en Rt y en R™, los indices
de Morse asociados se denotan por i4 (\,) v i_ (), respectivamente.

Intuitivamente 7' tiene una dicotomia exponencial en un intervalo no acotado [
si cada solucion del problema en EDO decae exponencialmente cuando ¢ — +oo0.

Ahora, podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2. [2]
Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

» \ estd en el resolvente del operador T si y solo si el sistema (3.2) admite
dicotomias exponenciales en todo R.

= )\ estd en el espectro puntual de T si y solo si el sistema tiene dicotomias
ezponenciales en RT y R~ con el mismo indice de Morse y la dim(N(T(X\)) >
0. Si se denota por Py (& N) las matrices de proyeccion de las dicotomias
exponenciales en R y R~ = N (P_(0,\)) N R(P.(0,\) y N(T()\)) son
isomdrficos a través de u (O) — u (+).

s )\ estd en el espectro esencial si no tiene dicotomias exponenciales en RT o R~
y si las tiene, los indices de Morse son diferentes.
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Dicotomias exponenciales del problema linealizado respecto a un frente
Silime 100 A (&5 A) = Ax (A), consideremos el problema

d (¢ —
—— = AN )
Tl = AENT©
que satisface las condiciones de frontera limg . u({) = wuy con wuy soluciones

homogeneas de la EDP, entonces es valido el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3. [2]

Sea X € C, el sistema admite dicotomias exponenciales en R yR™ siy solo si AL(N\)
son hiperbdlicas. Denotemos por iy (\) = dimE" (AL (X)) el sistema tiene dicotomias
exponenciales en R si se cumple lo anterior y N (P-(0,A)) & R(P, (0,))) =C" =
i =y.

3.2. Formulacion de la funcion de Evans

Estamos interesados en probar que espectro puntual de nuestro operador en (2.36)
no acepta valores propios en el semiplano derecho del plano complejo. Con esto en
mente, sea 2 = C — 0.4 (1) una regién conexa que contenga la parte derecha del
plano complejo. Si consideramos el problema

d , )
d_57 = AN, Jim AGN) = AL (V).

con Ai(\) hiperbdlicas. Entonces indy = ind_, asi supongamos que ind, = k
entonces existen bases ordenadas {us,...,ux} en N (P_(0;\) v {ugs1,...,u,} en
R (P, (0;A)). Entonces la funcién de Evans se define como:

D (\) :=det [uy, ..., Uk, Uity ..., Uy . (3.3)
La cual tiene las siguientes propiedades:
» D(A) =0siysolosi\eoau(T).
= D()) € R siempre que A € RN

= El orden de A como cero de la funciéon de Evans es igual a la multiplicidad
algebraica de A como valor propio de 7.

= D(0) = 0.

Las bases ordenadas implicadas en (3.3) se puede elegir para que D varie analiti-
camente con respecto a A ver [4], [10].
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3.3. Ecuacion de Burgers

3.3.1. Construccion de la funcién de Evans

Consideremos el problema de valores propios integrado (2.9) que se puede expresar

por:
¢" = (U—38)d + \g. (3.4)

Sabemos de (2.3) que u(z) = s —a tanh (a(z;itJrJ)

Entonces, nuestro problema de valores propios integrado toma la forma:

{a tanh (Wﬂ qd+q¢" —MN=0.
v

Esta ecuacién tiene como solucién:

q(z) =cye 2 VAA+aZgoch (%) + ﬁe% VAAFaZgoch (%) . (3.5)

Calculo de las condiciones iniciales c; y c_

Veamos a (3.4) como un sistema de ecuaciones. Sea
= ("
U2 ’

uy = (0 — s)ug + Ay,

con u; = qy us = ¢, entonces:

que da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:
up) _ (0 1 (7
ul AN u—s) \uy) "’
o equivalentemente, mostrando la dependencia de &,
up(§)y _ (0 1 uy (§)
us (€) Au(§) —s) \ua(§))”
u' = AE N
donde:
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Ahora obtengamos los valores propios espaciales de A(&, \),

det (A(€,N) — pilas) = | L e us—aE) - =0,

Au€)—s—p

Al resolver para p

a(6) — s+ /(5 A 1 4A
5 )
Asi los valores propios espaciales para A(&, \) son:

_ () — s+ /(- A©) + ) () —s — /G- A + 4
K+ 2 ) H— 9 :

Ht =

Mas atin, nosotros requerimos valores propios para A, y A_ donde:
AL =lime oo A(E,N) 5 Ao =1me o A(E,N).

= Célculo de los valores propios para A..
Partiendo de (2.3)

) (0 1
A=t aen=(3 L),
Ahora:

—a+vVa?+ 4\
5 )

d@t(A+ —)\I) = ‘—)\,u _alj_,u‘ :[LQ‘F[IJCZ—)\ =0 = W12 =

Entonces, A, tiene los siguientes valores propios espaciales :

+ —a+va2+4\ + —a—Va2+4\
1 2 2

= 5 .

1t ;o

= Célculo de los valores propios para A_.

Haciendo lo andlogo, A_ tiene como valores propios espaciales:

- _ anVa@IB - _ aaidx
/1/1 - 2 Y /’L2 - 2 :
— 2 —— 2

Tomando como p_ = pu; = LHW;T 2y = pg = = \ém'
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3.3.2. Calculo de los vectores propios izquierdo y derecho de
A_ Yy A+

Para A_, consideramos el valor propio u_, el cual nos genera el espacio estable.
Asi se calcula un vector propio derecho de A_, asociado al valor propio pi_.

Sea
()
v = ,
(%)
i 0 1 U1\ U1
e (3 () ()
= Vg = U_01,

Si vy =t_ € C, entonces un vector propio derecho es:

ot (u1—> |

Ahora calculamos un vector propio izquierdo de A_ asociado al valor propio pi_.
Sea u = (uq,uy), entonces:

0 1
uA_ = up = (uq, us) ()\ a) = (uy,us2) p,

= Aug = uifi— = Uy = 5-uy.
Si B B
t_va? + 4\ A t_vVaz+4N  t_Va? + 4\

Asi, un vector propio izquierdo de A_ asociado al valor propio u_ es:

Uy

—1

—_— (., —1).
t_va? + 4\ (Mw )

En resumen, un vector propio derecho e izquierdo de A_ son:

[—

1 -1
r_=t_ , = ——(u,,—1). 3.6
(u_) o e (3:6)
Haciendo lo analogo, un vector propio derecho e izquierdo de A, son:
S S S S
lu+ t+ a/2 + 4)\ !
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3.3.3. Calculo del operador conmutador para A_ y A,

Los operadores P, P, — P, P, , P’ P_—P_P’ son llamados operador conmutador

de A, y A_ respectivamente. Donde
Pi = T’ili.

Con 714 definidos en (3.6) y (3.7),

Asi, si ® = a? + 4],

_ P L [®F 0
Pl — _2q)73 Hy > + b2 _ .
* (M+/~LIr M -1 ®z

Entonces:

2 =1
()" = i i\ g % puf
! ) =+ ()

PP =207 (

2 —1
PP — 2 (/51*) - ufug R S I
+ 2
()" e = ()" 1 —peps + ()
Entonces,
—1 0
pP.P —PP’:cb—l( )
SR —pui = py 1
Pero
—p = py = a,
asi
PP, — P P, =0""! (_al (1)) .
Anélogamente

PP PP =0 (_1 0) .

—a 1

o3
—1 —1 .
—pf + Q2 pppy 1=y

—®7
—1 —1 .
pi + 07 oy @7
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Asi nuestra base analitica debe satisfacer:

sy (-2t 0 S1
sy \Fa® ! &) \sy )"

Asi el sistema de EDO’s es:

(Sioo): = aj:jillk’
(82 00) = a2is41)\ + a2?4/\'

Sujeto a las condiciones iniciales:
=+ .
M+

(s7°°) (\) = ki (a®>+4N)~
(52°) (\) = k3 (a®+4X)~

Sujeto a las condiciones iniciales:

La solucion de este sistema es:

NN
NI

+
F A (@40

KE = vy (a® + 40) T,

3.8
B — Tk )

3.3.4. Funcion de Evans
Recordando (3.5),

_ — 24X +a? ax c— ZV/4X+a? ax
q(x) =cpe 2 sech (%) + et sech (%) ,
azr 2
como sech (7) = F L E entonces:
_ —Z /A +a? 2 c_ Z\/A\+a? 2
= 2 2 -
q(z) = cre T T T Vgt T T

Podemos notar quesi o > 1 | entonces e 2 ~ (0 debidoaque a = _“—gw >0,
entonces

Asi

g(1) ~ 2c ¢ 5(VIATaTHa) | _ 2 i(VEATaP-a)
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Como queremos soluciones acotadas, nos quedamos con el término:

q. () = 20+67%<\/W+a)‘

Y
¢ (z) =~ 2c; (F) (VAN + a2 +a) o~ 5 (VAP ta)
Ast:

¢ (z) = 2c; (F) (VAN + a® +a) e—%(x/mw)’

Q)= (1) =2+ (Ly (vana ) 0T

Anélogamente se obtiene,

-0 (1) = ot () 577

q_
Asi,

——— c
D(A) = |w_(0 0)| = | Virre +
)= - 0) w0 = |TEF P,
= () (9) + (~2VIT &) (m)
— C4C— cicC = —c.c_.
2 2 +
De (3.8)
¢ = Lkt (a2+4A)17T1,
c_ %/{;1_ (a® +4N)7
Y entonces,
D(A) = —cyem = — ki (a2 +40)1 3k (® +40) T,
_ _lp—+

Este valor es constante y distinto de 0 por (3.8). Asi nuestra funcién de Evans no
tiene ceros, es decir, no existe ningin A en el espectro puntual de L. con parte real
positiva, asi concluimos que, L es espectralmente estable.



Capitulo

Calculo numérico de la funcién de Evans

4.1. Flujo isentropico

Como podemos observar en el capitulo anterior, la estabilidad espectral solo se
pudo hacer para choques de pequena amplitud, debido a las restricciones que se pre-
sentan en el pardmetro v en el lema (A.0.1) y (2.2.4). Tampoco podemos construir
la funcién de Evans analiticamente, asi que tendremos que hacerlo numéricamente.

Recordando el problema linealizado (2.37),

A+v —u =0,

/ h(v) /_u”
Au+u' — =’ = %

Despejando «’ de la primera ecuacion
u = v+,
=u" =M+,
sustituyendo (4.2) y (4.3) en la segunda ecuacién de (4.1)

Au+ v+ v — hv(i)lv =

= —)\vu—i-)\vv—kvv—hf -\,

= \ou + A\vv +ov" — 0 Th (V) v —)\U'.

Ahora, de (4.1) y (4.4)

u =M+,

V" = Nou+ Avv +vv' — 0 7h (V) V' — M,
entonces

u\’ 0 A 1 u

v] =10 0 1 v

w AN AN =0 "h(V) — A w

(4.1)

(4.4)
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con v/ =w. Si f(v) =0 —0v "h(v), entonces:

/

U 0 A 1 Uu
v =10 o0 1 v . (4.5)
w A A f (V)= A w

Asi, hemos escrito nuestro problema como un sistema de EDO de la forma

W' = A(z, \)W,
, _ (4.6)
lim W(x) =0,
T—rFo0

con W € C", A € C y donde estas condiciones de frontera se deducen de (2.22).

Se sabe entonces, que una solucién no trivial de (4.5) puede ser asociada a un
valor propio de (4.1). De este modo, buscamos soluciones no triviales de 4.6. Sea
{rj}?zl y {r; };.L:kH los vectores propios generalizados de A~ (A) = lim,_, o A (x, )
y AT (N\) = 1lim, o A (z, \) respectivamente, con los correspondientes valores propios
{n; }521 y {uj};:kﬂ, donde Re (p;) > 0y Re(uf) < 0. Entonces, la variedad
inestable U~ (z) en # = —oo esta dada por:

U (z) = gen{Wf (), Wy (z),..., W, (x)},

donde Wj_ satisface:

W= (z) = Az, \) W (x),

j
Wj_(x)we”;xrj_ r<<0,5=1,...k,

y la variedad estable S + () en z = oo dada por
S+ ([E) = gen {WI:—Jrl (ZL’) 7Wl:_+2 (:L‘) y e ,W+ (l’)} )

donde VV;r satisface:

Wi () = Az, ) W (2),

Wf(x)we“;‘rwr;? >0, j=k+1,...,n.

Entonces, existe una solucién no trivial cuando las variedades estable e inestable se
intersectan no trivialmente, es decir cuando:

U ()N S (z) =det Wy Wy - W WE, Wi, - W) #{0}.
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Si los vectores propios varian analiticamente en ), entonces definimos la funciéon de
Evans como:

D) =U (2,A)N 8" (z,))]

= det (W (X, 0) -+ W (X,0) WE,(X,0) - W,F(X,0). (4.7)

Si D(M\) = 0 para algin valor de A, entonces el problema (2.35) tiene solucién, y lo
que nosotros queremos es que (2.35) tenga solucién para

A€ {C| Re(\) < 0},

pues si se tuviese algin A € C con Re(\) > 0, tendriamos inestabilidad espectral.
Entonces, la idea es buscar en la parte derecha del plano complejo que haga que
D()\) = 0y mostrar asi, inestabilidad espectral. Mas atn, si no encontraramos ningin
A que cumpliera esta condicion, se demostraria la estabilidad espectral. Claramente,
buscar en toda la parte derecha del plano complejo es imposible, por eso, procedemos
a acotar la region donde vamos a buscar, garantizando que fuera de esa region no
hay valores que anulen la funcién de Evans. Posteriormente se utiliza el teorema del
argumento, que nos ayuda a garantizar la no existencia del parametro A, dentro de
una curva cerrada que encierra la regiéon antes acotada.

4.1.1. Acotando la region

Teorema 4.1.1. Cualquier valor propio X\ de (4.1) con parte real no negativa,
satisface:

Re(\) + [Im (V)| < (ﬁ+%)2.

Demostracion Ver anexo 2.
Ahora, podemos considerar una regién en el plano complejo

O(y) = {AG(C| Re(\) + [Im (V)| < (\/m%) , Re(\) >0, A;é()}, (4.8)

y buscar dentro de esta regién (ver figura 4.1).
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Re

Figura 4.1: Cota para la existencia de valores propios .

4.1.2. Evaluacion de la funcion de Evans para un ).

Ahora que ya conocemos donde buscar la existencia de valores A que anulen la
funcién de Evans (4.7), damos la metodologia ocupada para dicho fin. Sea v > 1 fija,
consideramos una regién en forma de semicirculo que encierre la region

d(y) = {AE(C| Re(A) + [Im(N)] < (ﬁ—l—%) , Re(\) >0, )\7&0},

digamos,

I (y) = {AEC\R@Q(A)+Im2()\) < (ﬁ+%>4, Re (\) >0, A;éo}, (4.9)
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Im
= (vre)
- 1I(v)
Re
|

Figura 4.2: Cota para la existencia de valores propios .

Podemos comenzar seleccionando un Ay sobre la frontera 01l y calcular la funcién

de Evans. Sea \y € 011
Im 1\2
= (ﬁ + 5)
1I(v)
N Ao Re
J

Figura 4.3: Seleccion de Ag.

Para calcular la funcién de Evans (4.7), requerimos los vectores W (0), W, (0),
s W (0), W5 1(0), ..., W,F(0), estos los obtenemos al resolver la ecuacién diferencial
(4.6) numéricamente. Asi, partimos nuestro problema (4.6) en dos, para resolverlo
en el intervalo (—o0,0] y [0, 00). Necesariamente en cada intervalo se requieren las
condiciones de frontera, que debemos aproximar suficientemente bien.

Comencemos trabajando en el intervalo (—oo, 0], donde para obtener cada W, (0),
se integra numéricamente desde un x = —L hasta + = 0 con L € Rt y L
suficientemente grande (ver [6]). Se puede notar que se requiere un conjunto de
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condiciones iniciales, llamado variedad inestable, que denotamos como U_(—1L, \g),
y que debe cumplir:

U_(—=L,X\) = {Wy € C"W (z) =0, six — —o0, donde W(—L) =Wy },

cuya dimensién, digamos, es k. Estas condiciones iniciales W se ha demostrado
en [11] y [13] que se pueden obtener de manera precisa (computacionalmente), por
descomposicién de Schur ordenada (dado en antecedentes) para la matriz A(—L, Ag)
de (4.6). Asi A = QUQ", y se selecciona la base U_(—L, \g) como:

U-(—=L,N) ={Q1,Q2, ..., Qr}, (4.10)

donde cada @); son las columnas de (), las cuales forman una base ortonormal del
espacio inestable. Para simplificar la notacién escribimos a U_(—L, A\g) como U .

Andlogamente para el mismo Ag, en el intervalo [0,00), se tiene el conjunto de
condiciones iniciales llamado variedad estable:

Sy (L, No) = {Wy" € C"|W (z) — 0 si & — oo, donde W(L) =W},

para lo cual, aplicando de manera similar mediante el método de Schur a A(L, \y)

A(L, ho) = QUQ,

seleccionando a S, (L, Ag) como:

St (L, Xo) = {Qr+1, Qrt2s -, Qn} (4.11)

con (QQ;, i = k+1,...,n son las n — k columnas de @), las cuales representan una base
ortonormal del espacio estable. Para simplificar la notacién escribimos Sy (L, \o)
como Sy .

Ahora, teniendo las condiciones iniciales (4.11) y (4.10) para A, procedemos a
integrar numéricamente hacia adelante (en el intervalo [—L,0]) y hacia atras (en el
intervalo [0, L]) por un método adecuado a nuestro problema.

Como se menciona en [5] numéricamente la funcién de Evans es dificil de calcular.
Por ejemplo si suponemos n=4 y k=2 en (4.7). Tendremos cuatro parejas

(11 5r1), (g5 )y (kg3 )5 (g s 7)-

Supongamos Re(u;) > Re(uy) > 0y Re(us;) < Re(py;) < 0. El problema
numérico surge porque para calcular las W; en (4.7) necesitamos resolver (4.6), el
cual presenta el problema de rigidez, pues cualquier error en el redondeo (o error
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numérico) favorece al modo de crecimiento (decaimiento) mas grande, y, asi Wy (x)
se convierte en aW; (z) + bWy (z), provocando datos incorrectos o un célculo lento.

Se a demostrado en [12] que dos de los métodos que mejor funcionan, son el
método de coordenadas polares y el de la matriz aumentada. A continuacién se
describen dichos métodos.

4.1.3. Método de la matriz aumentada

Para poder obtener (4.7) necesitamos k elementos del espacio estable y n — k
elementos del espacio inestable, que deben obtenerse al resolver (4.6), pero, como
ya se menciono, los problemas de rigidez impiden que podamos ocupar métodos
numéricos cldsicos como ode45. En [16], se muestra que el método de la matriz
aumentada o también conocido como la matriz compuesta, funciona cuando se tienen
problemas de rigidez.

Al considerar el problema (4.6)

W' = Az, \)W,
lfm W (z) =0,
r—+0o0o

Donde A(x,\) es una matriz de 2m x 2m (n = 2m). Sean

(WO (@, 2), W (2, A),.., W (2,0)}

{WOD (2, ) W2 (2, A) L W (2,0
dos conjuntos de m-soluciones linealmente independientes de (4.6). El determinante
de (4.7) tiene k = (27::) menores, y los denotamos como ¢, ¢a, - - - ¢r. Por ejemplo,

si consideramos m = 2 tenemos:

1 2 1 2
b= | T g, 2 P LN
W e : ; W )

ngl) W3(2)
W4(1) W4(2) :

W2(1) W2(2)
W3(1) WéQ)
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Ahora, calculamos por ejemplo ¢}

Wl(l) W1(2)
Wz(l) WQ(Z)

Wll(l) Wll(Q)
W2(1) W2(2)

Z?:l AliVVz‘(l) Z?:l AliVVi(z)
1 1
Wi wiY

- (Z Aqu”> (ws") - (Z Au’vvi@)) (ws") +
o (= 4 ,(1)) B ( ~ ,(1)) (2)
(Wl )(;Amm ;Amwz (W1 )

= ApWIOWE 4+ AW 4 A wIWE A, wHwP
— AW WY — AW Wi — ApwPwi — AuwPwiY
+ A WEW + Ay WP WD + Ay WP WY 4 AW P
— A WIW — A WOW — AW WE — A, wOW ),
= Ay (WWE = WP 4 Ay (W - WP

+

N W(l) W(2)

Ay (WOWE = wEW) 4 A (WIWD - WP W)
Agy (W — wPW) 4 Ay (WEW — ww)

Wz(l) W2(2) Wz(l) W4(2)

Wél) W?SQ) -

W1(1) W1(2)
WQ(l) W2(2)
Wl(l) W1(2)

M @] T
Wy’ W,

= All

— /13

Wl(l) W1(2)
o @)
3 3

22 23 24

Con esto,

@) = (A1 + Ag) d1 + Aszhg + Assds — Arzds — Araps + 0¢s,

1 1
Z?:l AZiWi(l) Z?:l A2z‘Wi(1) 7

39
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Anéalogamente se pueden obtener las derivadas de las demés ¢'s obteniendo:

Viéndolo matricialmente tenemos:

¢y = Agapy 4 (A11 + Asz) o + Azads + A12¢4 + 005 — Aradb,
Oy = Agar + Auzda + (A1 + Asg) @3 + 004 + Aras + A1z,
Py = — A1 + Aaga + 093 + (Aso + Ass) ¢u + Azaps — Azucbe,
¢y = —Andr + 002 + Ani s + Ausds + (Ao + Aus) d5 + Aszds,
G5 = 001 — Ap1ps + Az1¢3 — Asody + Asaps + (Ass + Aas) ds.

o1\’

o2
?3
o
?5
®6

A1 + Az
As2
Ag2

—As
—Ayg1
0

Ass
A1 + Ass
Aus
A2
0
—Agq1

Azq
Asq
A1+ Agg
0
Aoy
Az

—Ai3
A2
0
Az + Asz
Aus
—Ag2

—Aqy
0
A1z
Azy
Ao + Ays
Az

0
—A1g
A13
—Azq
Azs
Aszz + Agq

o1
2
3
@4
o
o6

40

Y ahora tenemos el sistema de la forma & = A (z, A) @, el cual podemos resolver
con algin método numérico conveniente como ode45, obteniendo asi las ¢'s, es decir
los menores de mi matriz W en (4.6). Podriamos intentar obtener la matriz W, pero
para obtener la funcién de Evans solamente necesitamos su determinante, es asi que
ocupamos la expansion de Laplace, la cual es una generalizacién de la expansiéon

habitual para un determinante por fila o columna. Para nuestro ejemplo tenemos:



CAPITULO 4. CALCULO NUMERICO DE LA FUNCION DE EVANS 41

W (@) W (@, n) WP (@) Wi (a,))

Wi () W (@0 WP (@) WY ()|

Wi () W (2,2 W (2, 0) WY (2, 2)

Wil (2, n) WP (@, 0 W (2,0 WY (2, ))

WY (e ) W @) | e (WEY (e, 0) WY (@) |

Wil (z, ) WP (x,\) W& (@) W (a, )

W (e ) WA () | s (WBY (0, 0) WRY () |

Wi (2, ) WP (x,\) W& (@) W (a, )

W (e ) WA () | e (WBY (2, 0) - WRY () |

W () WP (,\) Wi (x,0) Wi (a, )

Wil (z, ) WP (x, ) (1)l Wi (2, 2) WY (2, ) i

Wi (2, ) WP (x,\) W& (@) Wi (a, )

Wg(l)(ﬂ%)\) WQ(Q)(%)\) (_1)1+2+2+4 W3(3)<5U7>\) ng4)($,)\) +

W () WP (z,\) W& (@) W (a, )

Wi, A) W () | yseesr [0 (0,0) Y (2,)

W () WP () W (@, Wi (a, )
O que es lo mismo:

D (A) = Q106 — G205 + O304 + Q13 — G502 — De1. (4-12)

4.1.4. Meétodo de coordenadas polares

El método de coordenadas polares es un método de ortogonalizaciéon continua,
junto con una EDO que restaura la analiticidad.
Partiendo del problema (4.6) supongamos que cada W; la podemos escribir de la
forma:

W_(x,\) =Q_ (z,\) a_ (z, ), Wi (2, \) = Qp (2, \) ay (z,0),

donde Q% (z,A) Q4 (z,A) =1, Vo € R, con Q% (z,\) la matriz conjugada trans-
puesta de Q4 (z, A).
Entonces:
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Qa+Qd = AQa, Va = AQa — Qa’, Q' = AQ — Qd'a™?,

sig=adal,
Q= AQ - Qg

Ocupando el método de Drury (g = Q2*AQ2) se tiene

= AQ — QO AQ,
o = O AQa,

entonces:

(W (2, A) Wy (2, A)] = [Q- (z,A) Q4 (2,M)] {O‘ ((:)U’)‘) ot ((357 )‘)} 7

et (- 23) W (e )y = et [0 0]

det [Q2_ (z, ) Q4 (x,N)],

=7-(0,A) 74 (0,A) det [ (2, A) Q. (2, \)]] =0, (4.13)

con v4 (0, ) = det (ax (2, N))|,—o-
Ahora, ocupando la formula de Abel, dada en los preliminares, podemos obtener ~
a partir de

v = tr(QFAQ)y.

Con esto, podemos obtener la funcién de Evans ocupando (4.13) después de
resolver:

O = (I — QQ%) AQ,

4.14
v = tr (QVAQ) ~. (4.14)

Podemos notar que, para la segunda ecuacién de (4.14), una solucién es:

v (z) = exp (Ftr (QLALQ4) )7 (2),
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con 7 = tr (QAQ - QLA Q1) 7 (z), pues
v (z) = exp (Ftr (QLALQ4) 2) 7' (z) +
v (z) (:Ftr (Qj[AiQi)) exp (:Ftr (Q;Aiﬂi)) ,
= exp (qitr (QlAiQi) ac) (tr (Q*AQ — QlAiQi)) +
v (z) (:Ftr (Qj[AiQi)) exp (:Ftr (Q;Aiﬂi)) ,
= exp (Ftr (QLALQ4) ) tr (VAQ) 7 (),
= tr (Q"AQ) v (z) .
Entonces, para resolver (4.14) basta con resolver
O = (I -0 AQ,
Y =tr (CAQ - L ALQL) 7.
Con condiciones iniciales
ve (A) = Qu (£L,N) a(£L, N,
v(£L,\) = det (a(£L, \)).
Notando aqui, que se requiere conocer Qx (£L, \) y a(£L, \), o equivalentemen-

te, para cada A\ debemos conocer W, (L, \) y W_ (=L, \), que no es otra cosa, que
resolver nuestro problema (4.6) en los extremos L y —L para cada .

(4.15)

4.1.5. Calculo de D()\) para distintos valores de A

Ya sea por (4.13) o (4.12) hemos calculado la funcién de Evans evaluada en Aq. Si
el resultado al evaluar D(\g) es 0, estarfamos encontrando una solucién de nuestro
problema de valores propios y nuestro problema habria terminado, pues, de este
modo, estamos encontrando un valor A\g, que es soluciéon del problema de valores
propios que se encuentra del lado derecho del plano complejo, es decir con parte real
positiva.

En caso de no anularse la funcién D(\) para ese \g, podemos seguir probando
para distintos valores de A en la regién OII. Claramente es imposible probar con todos
los valores dentro de II, por eso utilizamos el siguiente principio.

4.1.6. Principio del argumento

Definicién 4.1.2. Sea OII una curva cerrada, de clase C' y z € C. Se llama indice
de z con respecto a OII al nimero

1 1
Inday (2) —/ dw.
0

21 Jonp w — 2
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Observacion 2.

= El indice indica el nimero de vueltas que da la curva OII en torno a z, si
z € Int(011).

» Si z € Ext(01Il), entonces Indyn(z) = 0.
» Si Indpn(z) # 0, entonces z € Int(0Il).

Teorema 4.1.3. (Principio del Argumento) Sea D meromorfa en el interior de O11.
Sea ay,as, ...,a, los ceros de D y by, by, ..., b, los polos de D. Entonces

1 D'(z), - -
o 8HF(z)D<z>dz—;F(ai)—ZF(bi),

i=1

Para cada funcion analitica F(z).
En particular, si F(z) =1 se tiene:
1 D' (z)
271 oI1 D (Z)

dz=mn—m,

Demostracién Ver [§]

Observacién 3. Ya que

1 1
Indap (2) = 5 /an — Zdw.
Entonces , o
1 1 1 D' (t
[Tldan(())—%/anadw-% i D(t)dt,
asi
1 ["(Doom)(y), 1 [D(oU@)or (), 1 D' (2)
Indpoomn (0) = %/ Do) = o ). Do) T 2w foy D)

Por lo tanto, el Principio del Argumento dice que
Indpearry (0) =n —m.
En particular, si D es analitica,

[nd(Doan) (0) =Nn.

dz.
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Lo que quiere decir es que si D es analitica con respecto a A entonces, el nimero
de vueltas que da D o OII alrededor del cero, nos da el nimero de ceros de D al
interior de OII.

Entonces, la idea es tomar un conjunto finito de puntos sobre la regién (4.9) y
posteriormente aplicar este principio. Con esto en mente, consideremos un nuevo

A € 01l digamos ;.

Figura 4.4: Seleccion de A;.

Lo que se quiere es obtener D(\;), y aunque podemos obtener las W; requeridas
como lo hicimos para A en la seccién (4.2), esto no nos garantiza la variacién analitica
de D(A) en el contorno OI1 con respecto a A. Por eso ocupamos el siguiente método que
nos garantiza la analiticidad sobre D(\), mostrando la forma recursiva de obtenerse
las bases de inicializacion.

4.1.7. Forma discreta del método de Kato

Sabemos que el método de Kato dado en los antecedentes, proporciona bases de
inicializacion analiticas para los subespacios estable e inestable asociados a nuestro
problema (4.6), las cuales se deducen de:

SH=Prsl, Sf=5S"(\), (4.16)
con Pj+ una matriz de proyeccion sobre el espacio estable de A(L, Ag). Andlogamente:
U7 =P U7, Uy =U (\), (4.17)

con P~ una matriz de proyeccion sobre el espacio inestable de A(—L," \g).
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Donde las matrices de proyeccion se calculan a partir de la descomposicién
ordenada de Schur de la siguiente manera.

Supongamos que la descomposiciéon de Schur de A(L, A\g) A*(L, o), —A(L, \o) ¥
—A*(L, \g) (A* :=conjugada transpuesta de A) son:

A(L, X)) = RJULR?,

A*(L, \o) = LU L
—A(=L, X)) = RUIR
—A*(=L,\) = L UQL*

entonces las matrices de proyeccién PT y P~ estan dadas por:
Pt = R, (L:R,) "L,
P~ =R, (L:R,) " L.

Ahora, trabajando con (4.16), aproximando P} = P+ (\;) y Sf" = S*'();) por
diferencias finitas de primer orden:

P (Njy1) = PT ()

P (\) = Nt — N ;
J J
/ ST (Nip1) — ST (\;
S+ ()\j): ()]\4'-1)_)\‘ ( ])'
Jj+1 J

Y al sustituir en (4.16) y despejar St (A;11) tenemos:
( 1 — s )P+ <)‘j+1>_P+ (AJ)
! Ajr1 = A

+
+ (PT (A1) — PT (X)) ST (V)
+ PT (A1) ST () = PT(N) ST (),

J

S+( ]+1) +

S (
= ST (A1) = 57 (
= 5T (A1) = 57 (

(

ocupando la propiedad P
llegamos a:

J

Aj)
Aj)
Aj)
A;) ST (Aj) = ST ()\;), mencionada en los antecedentes
ST (Njr1) = P (A1) ST ().

Si en (4.16) aproximamos P = P+ (\;) y S = S*'();) con un esquema de segundo
orden llegamos a:

S O) = P*Oya) [T+ 5PF () (7= PFOya)) [ 57 (),
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analogamente, para (4.17) obtenemos:

U (gar) = P~ Oy) [T+ 5P~ O9) (T = P~ (i) | U (),
y en conjunto estos dos esquemas, muestran la forma de obtener la base de iniciali-
zacion, en el paquete de StabLab, preservando la analiticidad.

De este modo, con estas bases de inicializacion, se puede resolver con el método
de coordenadas polares o el de la matriz aumentada, como en el caso de Ay y asi
calcular D()\;). Este método se puede ocupar recursivamente para calcular D(\;)
VA; € Ol y posteriormente aplicar el principio del argumento, reportando el nimero
de ceros en la region y entonces concluir estabilidad, cuando el resultado aportado
sea cero, o inestabilidad en caso contrario.

4.2. Ejemplos numéricos

En esta seccion trabajamos algunos ejemplos, ocupando el paquete StabLab
discutido anteriormente con el objetivo de clarificar mas los procedimientos realizados
para demostrar la estabilidad espectral.

4.2.1. Ejemplo v =1,v, = 0.00001
Con el andlisis hecho en la seccién (3), sabemos que nuestro problema (2.11)
acepta solucién tipo onda viajera si podemos encontrar solucién para la siguiente
EDO,
vV =vv—1+alv? —=1)],

con

1—'U+ ]_—U+
v(0) = 5 a=v] e
+

Entonces si v = 1 tenemos:

U’_:v [v—11+v+ (1%_— 1],
—vlvo 1 (59

v[(v—1)v—(v—1)v4]

S = (1) (0 v),
vV=v—v+4uv, (1—v).
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Si integramos por variables separables tenemos:

11— vyt
v(z) = 1 — cerl-vg) ~

Al ocupar la condicién de fase para el perfil en z = 0,

U(O) _ 1—2v+ - 1—21)+ _ 1—cvy

& l—c ?
— Itvy
= C= 3vp—17

Y entonces, la solucion es:

1— (31 + U+1) ,U+€:17(1fv+)
v (z) = U (4.18)

1— 1+ Uy ex(17v+)
3’U+ —1

eligiendo v, = 0.00001 obtenemos el perfil

Perfil para gamma=1
1.2 T T -

08}
06 \
04}

02 X%

02 " " . . .
-10 -5 0 5 10

Con esto hemos demostrado que nuestro problema (2.11) acepta solucién tipo
onda viajera, ahora demostramos la estabilidad espectral para este caso.

Para demostrar la estabilidad espectral, en este caso, se puede hacer de dos
formas. La primera de forma analitica y la segunda ocupando la funcién de Evans
numéricamente.
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Comenzamos con el caso analitico. Podemos observar que se cumplen las con-
diciones de desigualdad en el lema (A.0.1) y en el teorema (A.0.1) cuando v = 1
implicando asi, con ayuda del teorema 2.2.4, la estabilidad espectral.

Ahora, lo demostramos de manera numérica. Para construir la funcién de Evans
(4.7) numéricamente, al considerar la region obtenida en (4.9), para nuestro caso con
v=1

3

(1) = {)\G(C|R62()\)+Im2(>\)§ (§>4, Re (\) >0, )\7&0},

REGION DEL PLANO COMPLEJO
Im(\)

Re(\)

Figura 4.5: Region para v =1

debemos encontrar para cada A en el contorno de II(y) (0II) las W;(A\, z = 0),
i = 1,2,3 las cuales satisfacen (4.6) cuando  — o0 0 © — —oo dependiendo
de la dimension del subespacio estable e inestable de A, = lim, ,., A(z,\) y
A_ =lim,, o A(x,\), respectivamente.

Considerando un \; € 911 fijo,
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Figura 4.6: Seleccién de A;.

en nuestro caso, el problema (4.6) toma la forma:

W' = Az, \)W,
SRV =0
0 N 1
con A(x. A )= 0 0 1 donde v es como en (4.18), y donde f (v) =

MU MU f(0) =N
0—0"'h (V) con h(0) = —0? + (a + 1), es decir f (V) = 20 — v, — 1. Ahora, para el
problema de flujo isentrépico Vv con 1 < v < 3 las dimensiones del espacio estable
de A, y del espacio inestable de A_ son 2 y 1 respectivamente ver [1]. Entonces,
debemos encontrar 2 soluciones de

W' = AL (M)W,
lim W (z) =0, (4.19)
r—+00
y una solucion de
W'=A_(\)W,
lfm W(z) = 0. (4.20)
T——00

Ahora resolvemos el problema (4.19) (es andlogo el problema (4.20)). Podemos
integrarlo numéricamente, pero la condicion de frontera en oo es imposible de
colocar numéricamente, asi que debemos elegir un nimero suficientemente grande
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y aproximar la condicién de frontera, esto lo hacemos con la descomposicion de
Schur ordenada. Posteriormente, integramos numéricamente desde oo hasta 0, el
problema obtenido con estas condiciones de frontera ya sea con el método de la
matriz aumentada (seccion 4.3) o el de coordenadas polares (seccién 4.4) para
obtener Wi (A1,0), W, (A1, 0). Andlogamente obtenemos W5 (A1, 0). De este modo,

calculamos
D(\1) = det(WiF (A, 0)W5 (A1, 0) W5 (A, 0)).

Seguido de esto se calcula nuevamente D()\;), al igual que con Ay, con la diferencia
que las condiciones iniciales se calculan recursivamente con el método de Kato
(seccién 4.5.2) para garantizar la analiticidad de D(\) con respecto a A. Asi para una
discretizacién suficientemente fina en el contorno JII, se calcula D()) y se ocupa el
principio del argumento, para buscar el nimero de ceros dentro de la regién 911, lo
cual nos ayuda a encontrar el niimero de soluciones de (4.7), si el programa encuentra
al menos una solucion se concluye inestabilidad espectral, pues se estaria encontrando
un valor A en el espectro puntual de L con parte real positiva. Para nuestro caso
obtuvimos:

Evans Function

0 0.5 1
Re(D()))

Figura 4.7: Resultado numérico de v =1

Obteniendo:
D' (z)

on D (2)
Implicando estabilidad espectral, como ya lo habiamos concluido de manera
analitica.

dz =10

4.2.2. Ejemplo v = 3,v, = 0.00001

Anélogo al ejemplo anterior, la regién a considerar fue:
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REGION DEL PLANO COMPLEJO
Im(\)

1\ 2
= <\/3+§> ~ 4.98

o Re())

Figura 4.8: Regién para v =3
Obteniendo como imagen D(\)

Evans Function

1 -
__ 05}
=
Q 0 a
E

-0.5
-1 .
-0.5 0 05 1

Figura 4.9: Resultado numérico de v =3

y cuyo resultado fue:
D' (z)

o D (2)
Implicando estabilidad espectral.

dz =10

52
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Conclusiones

Este trabajo demuestra la existencia de una solucién tipo onda viajera para la
ecuacion de Burgers y flujo isentropico, bajo ciertas condiciones con respecto a la
velocidad de onda. Para demostrar la estabilidad espectral de la solucién tipo onda
viajera se puede proceder de varias maneras dependiendo de cada problema. Para el
caso de la ecuacion de Burgers se pudo demostrar la estabilidad mediante la técnica
de estimaciones de energia y ocupando la funcién de Evans después de construirla
analiticamente. Sin embargo, para flujo isentrépico la técnica de estimaciones de
energia solo se puede aplicar para soluciones tipo onda viajera de pequena amplitud,
por ello, se ocupo la funcion de Evans de manera numérica. Aqui lleva todo un proceso
de construccion y estudio de distinta técnicas para ir resolviendo los problemas que
se presentan en el camino. El paquete StabLab de Matlab ayudoé con esta tarea, se
pudieron correr algunos ejemplos cuya solucion tipo onda viajera presenta amplitud
grande, mostrando que se puede suponer estabilidad espectral.

Este trabajo muestra la dificultad para demostrar de manera analitica la esta-
bilidad espectral para problemas como el de flujo isentropico. Aunque el espectro
continio se puede acotar, no ocurre lo mismo para el espectro puntual, y en el caso
en que se puede demostrar la estabilidad el trabajo es largo y no tan sencillo, debido
a la gran cantidad de cdlculos que se deben realizar. Con esto se muestra la gran
herramienta que es StabLab para estos problemas.
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Anexo 1

Lema A.0.1. Si ~ € [1,3] entonces, para cada 1 < ~ < 3 siempre es posible
encontrar un vy con 0 < vy < v < 1, tal que

(V=D (y+2)0vy  (a+1)(y = D07y
ary a

_ Y 1zug
con @ = vt £ 0

Teorema A.0.2. Choques viscosos de (2.11) son espectralmente estables cuando:

(”1+1)2+2(7— 1) (UT) —(r=1 =0 (4.2

ay ay

Prueba Sea
h(®)=-0"""+a(y—1)+(a+1)2" > 0. (A.3)

Si multiplicamos la segunda ecuacién del sistema (2.37) por “7;% e integrando de

—00 a 00 con respecto a x tenemos

0 )\|u’2 67“ [e'e) UIW_H [e'e) ) o) U,”W
- _ 7= A4
/_oo G +/_oo G /_oo““ /_oo ) (A.4)

al calcular la tercera integral por partes,

oo o0 oo
/ v'u = uv|™_ — / v = —/ v
—00 )

— 0o —0o0 — 0o

usando la primera ecuacién en (2.37),

/v’ﬂ:—/ v(Av + ).

o4




APENDICE A. ANEXO 1 55

Ahora, trabajamos la integral del lado derecho por partes, en (A.4),

00 oo /A'Y 00 57\ 0o Y
fwh(;;: ?;L f_ u“(hzfa)) _f QZ)“

! o Y _
= —f_muu(m> —f_oo %uu’.

Cambiando la notacién en la integral, reescribimos fR (1) como f , v al ocupar
el valor de estas integrales, (A.4) toma la forma:

PR [ o [ () e

Como :
/U(Av+v'):/UX@+W’=/X|UF+/W
R R R R

entonces (A.5) toma la forma:

Ry iy O S
= h(0) r h(v) r (V)

equivalentemente:

[ [ ()] o e [ -

Al realizar la segunda integral de esta ultima igualdad por partes eligiendo a U y dV/
como:

entonces:
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Para demostrar el teorema basta con demostrar que ¢ (v) > 0 en [v4, 1]. Con esto en
mente procedemos a calcular algunas relaciones que ocuparemos posteriormente.
Si derivamos (A.3) con respecto a v(x) tenemos:

@)=+ +vy(a+1)7 1,

entonces:
Yh (@) =W (0) = (-0 +a(y—1)+(a+1)07) —
O(—(v+ D0 +y(@+1)0 ),
= ay(y- 1)+,
asi :
vh (D) —0h (0) = ay (y — 1) + 07+ (A.9)

También, recordemos de (2.23) que:

0, =0(@-1+a(®@ 1)),

entonces:
v, =0 0@ —-1+a(@ = 1)),
=0 - (a+1) +a+ay—ay,
=— (0" 4+ (a+ 1) +aly—1)) +ay,
=—h(V) + ay.
Y asi:
V', = —h (D) + ay. (A.10)
También » -
o ! DO (D) = R (D
UA _ % v+1)v h(v)A 0T (V) ' (A1)
h (V) h? (v)
Ahora:
v\ d(fd [\ _ d[d [ D ~
h@)) de\de \h(@®)/))  do\dz \h(@® /) ™
pero,

£ ()~ (=7
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Asi:
v\ d [(y'h@) 0N @)\
_d T A12
) —w () )
Entonces ocupando (A.11), (A.12) en (A.8) tenemos:
R [Pl D@ T @)

e (259

ocupando (A.9), (A.10) tenemos:

Uy [m (v + 1) h (D) — 0K (D)] .

9(0) =~ 72 (%)
- {(m —h(@) (“7 G ;21()5 WH)H C(A13)

Trabajando la derivada implicada en esta ultima igualdad y escribiendo h en
lugar de h (v) para simplificar un poco la notacién se tiene:

d% {Wy — (D)) (‘W ¢l ;18; ”)]

[=/ay (v = 1) + 0 + [ay = Al [(v + DO A?  [ay — h][ay (v = 1) + 07 [2h1]

h* h?

—ay (y = 1) 'h — Who'tt +ay (v +1)07h
73
RE(y+ 1) 07 4+ 2a*y% (y — 1) W + 2a7@“’+1h’+
73

2hh avy (y — 1) + 2hR/D7 !
h3 ’

ay(y—1)Wh+HWho" ™t +ay(y+1)07h
h3

R (v + 1) 07 + 2a*y? (y — 1) W + 2ay07 TR
h? '

)
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asi podemos escribir (A.13) como:

o~

;TU; hlay (v + 1))+ ayh' [—2@7 (v—1)— 2@”“] +

i Vv
? i

g ) =

b lay (v —1)]| . (A.14)

Si trabajamos (7), (i7) y (i) por separado y se utilizar la expresién de h en (A.3).
Para (i) tenemos:

hlay(v+ 1) 0] = [0 +a(y = 1) + (a+ 1) 0] [ay (v + 1) 2],

entonces:

hlay(y + 1) = —ay (v + 1) 07 +a®y (v = 1) (v + D7+
ay(y+1) (a+1)0%

Para (1)

ayh' [<2ay (v — 1) = 207%!] =
ay [y (a+ 1) = (v+ 1) 0] [2ay (y — 1) — 207"']
=[-2a> (v = 1) (a+1)] 07" = [2a7* (a + 1)] 077+
207" (v = 1) (v + D] 0" + [2ay (v + D] 77

Para (ii1):

W ay (v —1)] = [0 +aly = 1)+ (a+ 1)07] [y(a+ 1) 07—
= [ (@+ 1) + (v + DT tay(y - 1) (a+ 1) =
a(y=1)(y+ D0 +7(a+1)°07" = (a+1) (y+1) 87
[ay (v = 1)],
= [~ (y =1 (a+1) —a(a+1)y(y+1)(y-1)] 07+
[(y+ 1) ay (v = D] + [a®* (v = 1 (a+ 1)] 97—
[a®y (v = 1)* (y+ D] 5 + [a7* (v = 1) (a + 1)*] 97"
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Al ocupar estos desarrollos de (i), (i7) y (iit) en (A.14) y agrupando términos
semejantes tenemos:

9(0) = 5[0 [~ar(y+ 1) + 2097+ 1) + (v + Day-
(Y=D]+0" [a*>y(y =D (y+ D) +2a** (v =) (v + 1) -
(Y =1 (v+ D] +07 [ay(y+ 1) (a+ 1) = 207° (a + 1) —
ay’(y—=1)(a+1)—a(a+1)y(y+1) (v = D] +
0 [=20° (v — 1)(a+1)+a7( 1) (a+1)] +

7 [a? (7~ 1) (a + 7] )

9 (@) = [0 [—ay(y + 1) + 2ay(y + 1) + (v + L)ay(y — 1)]
+07 [a®y (v — 1) (y + 1) + 2292 (v — 1) (y + 1) — a®y (y — 1)
Y+ D]+ [ay(y+ 1) (a+1)—2ay* (a+1) —ay* (y—1)(a+1)
—a(a+1)y(y+1)(y = D]+ [-2a*7* (y = 1) (a + 1) +

a’y? (y — 1)2 (a+ 1)} + 21 [any (y—=1)(a+ 1)2} ).

Al simplificar los coeficientes de cada potencia de v:

—ay(y+ 1) +2ay(y+ 1) + (v + Day(y = 1) =ay* (v + 1).

v (v =1) (v +1)+2a°° (y = 1) (y+ 1) —a>y (v = 1)* (v + 1)

=a*y(Y¥-1)(v+2).

ay(y+1)(a+1) =2a7*(a+1) —ar* (y = 1) (a+1) —a(a+1)
A+ (v=1)==2ay(a+1)(v* - 1).

—2a** (y=1) (a+ 1)+ a2 (v = 1)*(a+1) = —a*y* (a+ 1) (2 = 1).

Asi a partir de estas simplificaciones tenemos:

g (0) = %[0 [ay (7 + D]+ 07 [-2(a+ 1) ay (v* — 1)]
+02 7 (a+ 1) ar? (v = 1)] + 07 [a®y (v +2) (% — 1))
+07 7 [=a? (a+ 1) (v = D],
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= =5E [ (DT = 2(a+ 1)y (7P = D + (0 1)
Y- +ay(y+2) (¥ -1V —ala+1)7y* (* = 1) ]
Pero
U (v 1) = (P DOy - 1) (v +1)°

Ast:

g(@0) = =5 (y+ DT+ (y = 1) (v +1)* = 2(a+1)-
Y (P = DT (a+ 12 (y = 1) +ay (v +2)
(¥ —Dv—ala+1)7*(* = 1)], -
= ~GE— (Y- D)O(y+ 1)~ (a+ 1)) — Pep—
[(V+ 1) +ay(v+2) (v = DT —ala+1)7* (v* = 1)].

Podemos observar que:

—av, 07!

2h3
pues v > 1, az@lij}i >0 con0<wvy <1, h>0 0, <0y?d" > 0 por ser
+
volumen especifico. Entonces:

D (y=DO(v+1) = (a+1)7]* >0,

§(0) 2~ [+ )T+ 0y (42 (P = DT —ala+ 1)-
v (- 1]
= -2 (v + D2 +ay(v+2) (P —1) P —ala+1)-
a2 2’!)
/72 (/72 - 1)] ' a232v1’
_ _a37;2§£1+1) [32;;12“ (V_%wz)mm B (a+1)(’y—1)m—1v+:|

Como 0 <vy <7< 1= 02+ > U_ZJH, 0 >0, 07 > 0] y ast:

~ —a3~29, 571 V1IN 2 _ a _
g(0) > =B (v+1) {( L > 4 %Urﬂ SCSVCEY 7} .
Ahora aplicando el lema (A.0.1) tenemos

~+1 y+1

~ —a3~20, 071 v 2 v
9(7) > =G | () - (F) — (- 1)

Pero por hipétesis

G T i I

ary ay

@Y+ - () 5, < 0, v entonces g (v) > 0.

ahora, como —; s



Capitulo

Anexo 2

Lema B.0.1. La siguiente desigualdad es cierta para Re(\) > 0.

- 1 [
(Re) + [1m ) [ Sl de =5 [ @ Jullde+ [ ) <
R 2 R R
h(v _ N
Ve [ 2yl + [ ol ar. B.)
R U R

Demostracién. Recordamos (2.37)

Av+v —u =0, (B.2)
h (0) u'
Au+u' — = v = = (B.3)

Multiplicando (B.3) por v e integrando con respecto a  de —oo a 0o tenemos:

W5
//\i)\||u||2dx+/?)\ulﬂdx—/&v’ﬂdx:/u"ﬂdx,
R R R U R

realizando la integral del lado derecho por partes, y notando que v"u|>,_ =0,

W
)\/i}\||u||2dx+/ﬁulﬂdx+/ ||u’||2:/£v'ﬂdx, (B.4)
R R R rR U7
*)

(

trabajamos (*) por partes, eligiéndose como U =vu y a dV = o/

/ﬁu'ﬂdx: Wuﬁooo—/uﬂ@dx—/im'uda:: —/i)\x||u||2dx—/’zm’ux,
R R R R R
:>/ﬁu’ﬂda:+/%’u:c:—/i)\xHqudx,

R R R

62
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tomando la parte real y notando que Re ( fR ﬁu’ﬂdx) = Re ( fR B uw) , tenemos

1
Re (/ Gu'ﬂda:) = ——Re (/ Uy HuHde) : (B.5)
R 2 R

Regresando a (B.4), y tomando la parte real e imaginaria tenemos:

Re()\)/R@HquerRe (/ uda:) /Hu 17 = Re </ () "dx),

por (B.5):

. .
Re (A)/a||u||2dx+——Re (/ @x||u||2dx) +/ |u/||* = Re (/ Mu'udx),
R 2 R R R V)

entonces,
~ 1
e ([ 2Ot = e [ oo~ e ([ mtar) + [ el
R vy R 2 R R
(B.6)

Ahora tomando la parte imaginaria de (B.4) tenemos:

Im ()\)/@HuH2d:B+Im< u udx) ( h (©) "d:v)
R R U
= ‘Im()\)/'UHuH dr| = ’Im (/ %)y ud:c) —1Im (/ ﬁu’ﬂdm) :
R r U7 R
h(5
< ‘Im (/ &v’ﬂdm) + ‘Im (/ ﬁu’ﬂdx) ,
R U7 R

entonces,
— ‘[m (/ ﬁu’ﬂdas)‘ < ‘Im (/ Mv'ﬂdw) ‘ : (B.7)
R rR V7

/a||u’|| Ial| dz > ’ /au’adx > ‘Im (/ au'udx) ,

R R R

N —/a||u'|| | dz < — ‘]m (/ au'adx) |
R R

'Imw [l s

Ahora, como
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asi:

‘Im (N / 0 ||ul|? dz
R

- / 31|l [l de <
R

‘Im()\)/@HuHQd:E - ’[m (/ @u’ﬂdz) . (B.8)
R R
Ahora, por (B.7) y (B.8),
‘]m(/\)/i)\HuHde —/a||u'|| 7| dz < ‘Im (/ hf”)v'adx) |

R R R U7
entonces,

S h@©) 1ot 1l

[Im (N)| [ vl|u||”dx < [Im —v'udx ||+ [ v [|z] de, (B.9)
R R U7 R

por (B.9) y (B.6) tenemos

- 1 [ -
Re (M) / Bl dr — / 3, llull? da + / 11 dz + | Tm (V) / B lul de
R 2 R R R

< |Re Mv'ﬂ + [Im wv'ﬂdx + [ v || ||z de,
R U R U7 R

usando que, para todo z € C, z = a+bi se cumple |a| + [b] < v/2]|2|, y agrupando
términos,

~ L[
(Re )+ [1m ) [ Sl de =5 [ 0 Jul*do+ [ ) do <
R 2 R R
h (V) _ ~ _
Ve [ 2l o+ [ o)l da,
R U R

que es lo que queremos demostrar X.

Lema B.0.2. La siguiente igualdad es cierta para Re(\) > 0 :

7112
/||u'||2dx:2Re(/\)2/||v||2dx—|—Re()\)/MalxqL
R R R Y

1

h(@© oy |y e
5/R {mﬂ =7 | 11 da.
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Demostracién Multiplicando (B.3) por 7’ e integrando de —oo a oo:

h = "
/Auﬁ'daz‘—l—/u’@’dm—/ﬁ”v’”zdx:/urﬁ'd:r,
R R r U7 RV

ocupando (B.2),

"
/R)\uv'dx—i—/ v'dr — /A’Y+1 V| dx /()\U ) v'dx,

(%)

Al 2 1=t
:/de+/vf dz . (B.10)
R U R U
N——

(k)

Trabajando (**)

)\/uﬁ’dx%—/u’ﬁ’da::)\/u@’dw%—X/uU/—X/uE'%—/u'E’dx,
R R R R R R

pero fR ut'dr = — fR uv” dx,

)\/ui’dij/u'ﬁ’dx:)\/uU’dastX/uﬂ’—X/u@’—/u@”dx,
R R R R R R
= ()\—i-X)/uﬂ’d:c—/u(Xﬂ'—l—@") dx,
R R
= 2Re ()\)/uﬁ’dx—/u(/\v’—i-v”)dx.
R R

De (4.2), u” = M\’ + ", entonces u” = M\ + v”, y como:

/u@’dx = uv|™, — /@u’da: = —/Eu'dx,

R R R
/Au@’daz+/ u'v'dr = —2Re (A)/Eu’dw—/uﬂ”daz.
R R R R

Nuevamente por (4.2)

/Au@'dm + / u'v'dx = —2Re ()\)/6()\7) + ') dx — / wu'dz,
R R R R

entonces
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/uﬂ”dx = |7, —/u'ﬂ/dx = —/ /|| d,
R R R
entonces

/Auﬂ’dw—{—/u'@'das: —2Re (A)/(Av—l—v’)@daz%—/ HU,HQd?C,
R R R R
= —2Re (\) {/)\||v||2dm+/v’5dx] +/ /| d,
R R R
= Re [/ /\uﬁ’d:v—i—/u’ﬂ’da:} = Re {—QRe () {/A||v||2d:v+/v’idx} +/ HU'HQd:p} :
R R R R R
= —2Re(\) - Re [/ Av]|? de + / v’@dw} + Re {/ Hu/H2dx} :
R R R
— 9Re ()\)2/ 102 dz — 2Re (\) - Re V vfml +/ 1| de,
R R R

pero Re | [, v'vdz] = 0 pues:

/v'@dm = 6v|iooo—/ vt'de, i/v'@dm—i—/ vo'dr = Hv||2‘io =0, = Re [/ Ulﬂdl} =0.
R R R R > R
Asi:
Re [/ Au@'dm—k/ de} = —2Re (A /HUH dx—i—/HuH dx. (B.11)
R

Ahora integrando (***) por partes, haciendo U = % " v dV =" tenemos:

1= =/ ./ —// /
V" v'v v vl,
—dxr = — —dx + | |
R U |

=0,

pero

o
€como ”g’

oo

—0o0

i / ,U//@/d:l: / /—// ’/U/’ Um
. 0
// —/ /
Re < / ) |” | (B.12)

y entonces
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Ahora, trabajamos una igualdad que utilizaremos mas adelante. Si dividimos (A.3)
entre 2071

1h(®) v, 1 ay

25+ 252 2pr

entonces

h@®) T, _%{h( v)  ay ] (B.13)

AT ORREE T

Ahora, tomando la parte real de (B.10)

() I 'H 'Y’
Re /Au@’dm%—/u’@’dw / [0||” dz = Re (A / ——dz+Re / —dx| ,
R R CRan R U

ahora por (B.11) y (B.12) tenemos:

—2re (0 [ ol [ e - [ 2P de -
R
A —d -
>/Ra SRl >

= [ P de -
/ / -
2Re (A /||v| de + Re (A /”” I, 4 L /”” |2 / (fl) 1|2 de,
|| '|| h(v) ) Uz | o2
= 2Re (A Hv|| dr + Re ( ——dx + =1t om |v']|” de,

pero ocupando (B.13)

v h (v
[P s =2Re ) [ ol o + e ) /“” /Lﬁ+wﬁmwm

que es lo que querfamos demostrar X.
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Lema B.0.3. Sea h (V) como en (A.3), entonces se cumple que

h (v 1—
sup A(U> — <
vefvy,1] | VY 1—wvy

Demostracién Sea H (v) = h ()07, como
h(©) = -0 +a(y—=1)+ (a+ 17",

entonces:
—V+a(y—1)0 " +a+1,

H®©) =
derivando con respecto a v tenemos,
H@) =-1-ay(y-1)7 77" <0,

con 0 <wvy <¥<w_=1,asl H{®) es decreciente en [vy, 1] y alcanza su maximo

en v = v,. Entonces
maz H(0)=—-vy +a(y—1Dv " +a+1l=a((y—1)v"+1)+1-0,,

Ve ['L)+ )1]

17
como a = v} ;—+, entonces:

o7
+
P 1—'U+ 1 V4
H (@) = — -1 M 1
Jmaz H(©) = —vi + (v )1—v1+v+1—v1+’
1—'U+ v 1—'U+
S -1 1
U++7(1_Ul)+(v+ )(1_01 + ’

1-— Uy
= <~ K.
(%) =
Teorema B.0.4. Cualquier valor propio A de (4.1) con parte real no negativa,

satisface:

Re(\) + [Im (V)| < (ﬁ+%)2.

Demostracién Sabemos, por el lema (B.0.1) que

- 1 [ .
[Re (\) + [Tm (V)] / 3l dr — / 5, llull? do + / I <
R 2 Jr R
h (v _ -
Ve [ 2 s+ [ 90l
R U R
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Por la desigualdad de Young dada en antecedentes, tenemos

h@E)V2l
— ||V 2dz <
| I Vade <

— dr,
7Y 2 VY 2

h (v 1 h(v
<o [ Bl o [ Sl

<¢§||u||>2
L h@ (VA1) o [P

20

N - 1 -
/ 3 1] lul de < € / 3| do + = / 5 lul dr,
R R de Jg
asi,

~ ]- ~ /
[Re )+ T () [ Bl de =5 [ 5ol do+ [ P

h (v) L [h(@©), 2 L/Alz 1/A 2 5
o [ S e+ g [ P e vz [ G e o [ Sl art

ocupando el lema(B.0.3) y notando que:

5/amm%mgg/nmfm,
R R

pues 0 < v < 1, entonces:

~ L[
(Re )+ [1m O] [ Sl dz = 5 [ 2 Juldo + [ ) do <
R 2 R R

O o [ e [ - [ o

Q/R = [Vl d:v+29/7v||u|| dr +e [ ||| d:r+4€ Rv||u|| dz,
h (v 1

<o [ Pare [uras |2+ o] [ololfan

R 260 R

[Re (A) + [Im (V)] / Bllul?de + (1 —¢) / |7 dee <

g 1 112
/%WM&H%/) ||Hd+[%+4}AUMHM,
h() 2l 1 11112
<0 |* dx — dz.
<o [ 2 Pacs | L | [ ol

analogamente

asi
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Si elegimos 0 < e < 1,0 = 1—;5 tenemos:
[Re () + [T (] [ Blul® e+ (1=2) [ )P do <
R

5 AR |2 ] [P may

Del lema (B.0.2) sabemos que:

"2
/|]u’\|2d:v:2Re()\)2/HUHde—i-Re()\)/de—i-
R R R Y

1 [ Th@®)
s[5+ k] e

(U) ary 2 1 h(@\) 2
= [Paez g [ |58+ 25 Pz g [ 20 10k,
1 [ h(D)
2§/T|\ I” de,
R v
h
= (-9 [ O) o) de.

Entonces, necesariamente

1
[Re (A) + [Im ()\)H/@Huwdx < 0 + — /5Hu|]2d:c,
R 1— 19 4.5 R

e(dy—1)+1

= Re(\) + [Im (\)] < (1—¢)de '

. _ 1
haciendo € = 3 NGESE

1

(e 773

[Re (A) + [Im (N)]] <

Asi
Re)+ il < (vi+3)

que es lo que queriamos demostrar X.
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