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Resumen

En este trabajo se incluye una revision de los modelos y algoritmos més utilizados para
estimar matrices de demanda o matrices origen destino (O-D) en redes de transporte piblico a
partir de una pequena cantidad de datos observados. Ademds, se proponen nuevos modelos y
algoritmos para resolver este problema, los cuales mejoran los resultados y son mas eficientes que
los cominmente utilizados hasta el momento por los ingenieros e investigadores del transporte.

Considerando que no hay cambios bruscos de la demanda en el area geogréafica de estudio,
el objetivo de los modelos que aqui estudiamos es encontrar una nueva matriz O-D que sea lo
mas cercana posible a otra matriz O-D de referencia, la cual pudo haberse obtenido a partir
de encuestas en los hogares o algiin otro método. Esta nueva matriz O-D debe satisfacer dos
condiciones mas

= sus entradas deben ser no negativas y
= al llevar a cabo una asignacion de transito con ella, se deben reproducir los datos observados.

En la literatura (ver capitulo 1) se pueden encontrar modelos que de manera general consisten
en minimizar la suma de un par de funciones que miden la distancia entre los valores de referencia
y los estimados para la demanda y el flujo de pasajeros en algunos segmentos de la red. Una
de las metodologias més estudiadas en la literatura es el método de (Spiess, 1990), en el cual
se busca minimizar la distancia entre los volimenes de transito (tréafico) observados y los que
se obtienen después del método de asignacién. Para resolver el problema, Spiess propuso un
método de maximo descenso multiplicativo que preserva la estructura de una matriz conocida
a priort y la no negatividad de las soluciones.

En este trabajo se proponen dos nuevos modelos para resolver el problema, con base en un
enfoque de control 6ptimo para resolver el problema inverso: un modelo de penalizacién (seccién
3.2) y un modelo de Lagrangiano aumentado (seccién 3.3). Estos modelos son inéditos dentro
del ambito de la investigacién en transporte, y se construyeron tomando en cuenta la teoria
de problemas inversos y de control en modelos descritos por ecuaciones diferenciales parciales.
Ambos son modelos de optimizaciéon cuadratica, en donde se busca la matriz mas cercana a
una matriz obsoleta y que ajusta mediciones de flujo de pasajeros en un porcentaje pequeno de
arcos de la red.

Se utilizan algoritmos iterativos para resolver los problemas, los cuales demuestran ser més
eficientes que los comunmente utilizados en la investigacién del transporte: un método de

gradiente conjugado multiplicativo (para el modelo de penalizacién en la seccién 3.2.2) y un

IX



X RESUMEN

método de ascenso dual y multiplicadores (para el modelo de Lagrangiano aumentado en la
seccién 3.3.1).

Ademas, se demuestra que las soluciones del modelo penalizado convergen a la solucion del
modelo de Spiess, cuando el parametro de penalizacién tiende a infinito (seccién 3.2.1). Los
resultados numéricos corroboran esta propiedad (seccion 4.2). Cabe aclarar que en la literatura,
el modelo de Spiess se considera uno de los més simples y eficientes, de hecho es utilizado
ampliamente en el software comercial canadiense EMME, el cual es uno de los mas exitosos y
populares en el ambiente de transporte (capitulo 1, ecuaciones (1.2) y (1.3)).

El modelo de penalizacion no solo generaliza el modelo de Spiess sino también es equivalente
a los modelos de promedios pesados que tienen su base en la optimizacién cuadratica, pero con
la ventaja de que los resultados tedricos permiten orientar el valor adecuado de los pesos, con
base en su equivalencia con el pardmetro de penalizacién (3.9).

Al tener términos de penalizacion en ambos modelos y sus correspondiente algoritmos, es
posible encontrar soluciones de manera estable ante perturbaciones o errores en los datos.
Es decir son modelos de regularizaciéon que permiten resolver los problemas subdeterminados,
asociados al problema, sin amplificar el ruido o error en los datos o mediciones (ver el capitulo 4).

Los dos modelos y sus correspondientes algoritmos son varias veces mas rapidos que el modelo
de Spiess y su algoritmo de descenso maximo multiplicativo; en particular, los resultados son
mas precisos cuando se utiliza el Lagrangiano aumentado para forzar la no negatividad de los
coeficientes en la matriz O-D (tablas 4.2-4.8).

Las propiedades anteriores permiten aplicar estas herramientas a la estimacion de demanda
en redes de transporte de gran tamano. El tiempo de ejecuciéon es del orden de segundos en una
computadora personal de tamano normal (Laptop); como se demuestra con los resultados para
la red de la Zona Metropolitana del Valle de México, la cual incluye la Ciudad de México, los
municipios conurbados del estado de México y un municipio del estado de Hidalgo (tabla 4.7).
La utilizacion de supercomputo permitird mejorar aun mas los tiempos de ejecucion.

En la tabla 5.2, se puede ver que el modelo de Lagrangiano aumentado es el mas completo,
ya que aparte de ser mas preciso y eficiente en redes de gran tamano; puede ser generalizado
para incluir otros aspectos a medir, como los volimenes de transporte en segmentos de la red,
los costos de viaje las producciones y atracciones en la demanda dentro de la red de transporte
(ecuaciones (3.31) y (3.32), tabla 4.8).

Los métodos aqui propuestos se probaron con dos redes: la red de transito de la ciudad de
Winnipeg, que cuenta con 23716 pares O-D; y la red de transito de la Zona Metropolitana del
Valle de México con mas de 2 millones de pares O-D. En estos dos casos, consideramos una
reduccion del tamano del problema (seccién 3.4) extrayendo los coeficientes nulos en la matriz
de referencia para reducir aun mas el tiempo de computo.



Capitulo 1

Introduccion

El flujo de pasajeros entre cada par de zonas en una red de transito es un arreglo bidimensional
conocido como matriz de demanda origen-destino (matriz O-D) y es uno de los elementos mas
importantes, pero a la vez mas desafiante y costoso de obtener para llevar a cabo cualquier
proceso de planificacién en una red de transporte. Si bien la mayor parte de la investigacion se
ha orientado a redes de carreteras, aqui nos enfocamos en redes de transporte piiblico, como los
autobuses, el metro, el metrobus, etc.

Las matrices O-D generalmente se obtienen a partir de encuestas cada cierto tiempo (10 anos
o mas), dependiendo de la dindmica de la poblacién (Bera y Rao, 2011). Sin embargo; llevar
a cabo cualquiera de estos estudios y procesar la informacién requiere de un gran esfuerzo,
ademas de una gran inversion monetaria y también de tiempo, de tal manera que cuando se
libera la construccion de la matriz O-D; frecuentemente ésta ya no esta estrictamente vigente
y se requiere de un proceso de actualizacién o afinacion de la misma para reflejar mejor el flujo
de viajeros en la red, lo cual es de fundamental importancia en cualquier modelo de transito
(Judrez et al., 2013). Por ejemplo, en la Zona Metropolitana del Valle de México (ZMVM) se
llevaron a cabo encuestas para estimar la matriz O-D en los anos 2007 y 2017; sin embargo
la informacién fue liberada casi un ano después INEGI (2007, 2018), respectivamente; tiempo
suficiente para que haya cambios en la demanda.

Debido a que en el proceso de planificacion del transporte se debe actualizar frecuentemente
la matriz O-D, es necesario tomar la informacién disponible y complementarla con informacion
adicional de la red, que se pueda obtener de manera relativamente facil y sin mucho costo, para
obtener una mejor matriz O-D. A lo largo de los anos, los expertos del transporte han propuesto
agregar informacion adicional a la ya disponible para actualizar la demanda, como por ejemplo:
los flujos observados en algunos lugares estratégicos de la red, informacién por zonas, datos de
teléfonos moviles o datos de tarjetas de tarifas inteligentes (Alsger et al., 2016; Bierlaire, 1995;
Doblas y Benitez, 2005; Heidari et al., 2017; Kumar et al., 2016; Nuzzolo y Comi, 2016).

Una vez que se actualiza la matriz O-D, es posible aplicar un método de asignacién de
demanda adecuado para obtener patrones de flujo (niimero de personas) que, al ser examinados,
serviran para identificar problemas y se podran tomar las medidas necesarias para mejorar el
transporte en la red de estudio. Por supuesto, con una buena estimacién de la matriz O-D, es
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mas probable asimilar los datos observados, mejorar los modelos de transito y los prondsticos
correspondientes.

Desde los anos 70’s se han desarrollado varios métodos para estimar matrices O-D, los cuales
se pueden dividir en estaticos y dindmicos. En el caso estatico; se estudia un cierto periodo del
dia, como la hora pico de la manana, los volimenes de transito se consideran independientes
del tiempo y se utilizan para estimar matrices a largo plazo con la finalidad de disenar los
cambios necesarios en la infraestructura de la red. En el problema dindmico (Antoniou et al.,
2016; Ashok y Ben-Akiva, 2002; Cascetta et al., 2013; Cipriani et al., 2011; Frederix et al., 2013;
Shafiei et al., 2016; Verbas et al., 2011; Hu et al., 2017), se consideran varios periodos del dia
y debe modelarse la tasa de cambio en el flujo a lo largo del periodo de estudio; se utilizan
para estimar la demanda a corto plazo con la finalidad de controlar el flujo de vehiculos o
pasajeros sobre la red, o para sugerir rutas a los usuarios. En este trabajo; nos concentramos en
los enfoques estaticos, ya que estos modelos son la base de los enfoques dindmicos (Etemadnia

y Abdelghany, 2009).

Entre las formulaciones y métodos estudiados en la literatura, varios enfoques buscan mini-
mizar la distancia de Mahalanobis entre los datos observados y los valores predichos (Bell, 1991;
Cascetta y Nguyen, 1988). Otros; como Noriega y Florian (2009), Verbas et al. (2011) y Shafiei
et al. (2016); consideran un promedio ponderado del cuadrado de las distancias Euclidianas
entre los voliumenes observados y los estimados y el cuadrado de la diferencia entre una matriz
de referencia (usualmente obtenida a partir de encuestas) y la nueva estimada.

También se ha estudiado el problema de estimar la matriz O-D desde enfoques estadisti-
cos como: maxima verosimilitud, minimos cuadrados generalizados y estimadores de Bayes. En
Cascetta (1984) y Cascetta y Nguyen (1988) se afirma que el estimador de minimos cuadrados
con un procedimiento de asignacion lineal es el mejor estimador sin sesgo, si tanto la matriz de
referencia como los volimenes en los segmentos observados son exactos. La solidez del méto-
do de minimos cuadrados generalizados se ha explotado para estimar matrices O-D estaticas
o dindmicas, ya que permite la combinacién de datos topograficos y datos de conteo de flujo,
permitiendo incorporar la precisién relativa de las dos fuentes de datos (Bell, 1991; Cascetta
et al., 2013; Fujita et al., 2016; Malapert y Kuusinen, 2017).

En este trabajo de tesis, el problema de actualizar una matriz O-D a partir de conteos de
flujo en algunos segmentos de transito, se formula como un problema de optimizacién convexa
restringido. Denotemos por P al conjunto de nodos origen y por Q al conjunto de nodos destino;
asi, pqg € PQ denota un par O-D con p € Py q € Q. Ademas, representemos por A al conjunto
de todos los segmentos dirigidos en la red de transito y Ac Aal subconjunto de segmentos
donde se tienen flujos observados. La cantidad de segmentos en A suele ser mucho mayor que
la cantidad de segmentos en fl; ademds, pensando que cada nodo origen (destino) puede se un
destino (origen), los conjuntos P y Q son iguales.

La funcién objetivo corresponde a una funcién de distancia entre una matriz a priori (de
referencia) § = {Jpq tpepo v la demanda resultante g = { g, }peero. Las restricciones hacen que
los volimenes obtenidos mediante una asignacion v = {v,},. 4 correspondan a los voltimenes
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observados v = {04}, 4 en los segmentos donde se realizaron los conteos a € A. En particular,
el modelo penalizado (introducido en Judrez y Chévez, 2014; Chévez y Judrez, 2014, 2016)
pertenece al problema de programacién general

mgl’nFl(g;g) + Fy(v;v), (1.1)

donde Fy y F, son funciones de distancia y v = Assign(g) se entiende como una asignacién de
transito de equilibrio; por ejemplo, el modelo lineal con base en estrategias éptimas introducido
por Spiess y Florian (1989), el cual se usa en este trabajo.

Después de una asignacion de transito lineal, obtenemos las proporciones de ruta 7, ; cada
una representa la probabilidad de que una persona use el segmento a para ir de p a q. Estas
probabilidades se pueden organizar en una matriz P = {m,;} en donde, para simplificar la
notacién, el indice ¢ representa el par O-D pgq; esto significa que P tiene dimensiones m X n,
con m el nimero de segmentos de transito y n el nimero de pares de O-D. De este modo; una
asignacion de transito se puede representar como el producto de una matriz P y un vector de
demanda g = {g;}, obtenido al ordenar adecuadamente la matriz O-D, para obtener el flujo de
transito v = Pg sobre los segmentos en la red.

El problema (1.1) se puede ver como un problema inverso (Michau et al., 2017); donde el
problema directo consiste en calcular los flujos del segmento cuando se conoce la matriz O-D,
es decir v = Assign(g), y el problema inverso consiste en estimar la matriz O-D cuando se
conocen los flujos de personas en algunos segmentos de transito, es decir dados los volimenes
v y la matriz a priori g resolver (1.1). En este trabajo nos enfocamos en el problema inverso
para redes de gran tamano.

En el pasado, los modelos del tipo (1.1) tenfan poca relevancia practica debido a “la gran
cantidad de tiempo de computo y requerimientos de almacenamiento que se presenta en su
implementacion, lo cual limita estos enfoques solamente a redes pequenias”, segun Spiess (1990).
Entonces, tratando de superar esta deficiencia, Spiess introdujo el siguiente modelo:

) 1 . 1 .
minZ(g) = 5 > (va — 8)° = 5|1 Pg — VI, (1.2a)
acA
sujeto a: g; > 0 para todo ¢ = pq € PQ, (1.2b)

el cual es altamente indeterminado y tiene un ntimero infinito de soluciones, esto significa que
hay infinitas matrices O-D que recuperan igualmente bien los volimenes observados v. Para
superar esta degeneracion, Spiess sugirio elegir la matriz estimada mas cercana a la matriz a
priori, que mantiene la misma estructura. Para lograr este objetivo, él introdujo un método
multiplicativo de descenso maximo (MDM):

para (=0, 07Z(g"

Qm
/+1 .
T = sujeto a: <1, 1.3
i {gf <]' - Ve%ggl)) , para t= 17 27 ! e agz N ( )

para cada ¢ = pg € PQ; donde { es el contador de iteraciones y 7, es la longitud del tamano
de paso en la iteracion ¢. Este algoritmo multiplicativo mantiene la estructura de la matriz a
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priori €, v su simplicidad hace que sea aplicable a redes de gran escala.

En Chévez (2014); Chavez y Judrez (2014), se extiende la idea de Spiess por medio de la
introduccién de un algoritmo de gradiente conjugado multiplicativo, el cual mejora la eficiencia
del cémputo (menos iteraciones con la misma precisién) para obtener (actualizar) la matriz
O-D. Los métodos multiplicativos estdn inspirados para mantener la estructura de la matriz
O-D a priori; sin embargo, esta condicion se puede relajar y de esta manera permitir formular
otros modelos con algoritmos de solucién adecuados (ver Codina y Barceld, 2000; Bierlaire y
Toint, 1995; Codina y Barceld, 2000; Codina et al., 2006; Cipriani et al., 2011; Florian y Chen,
1995; Lundgren y Peterson, 2008; Shafiei et al., 2016; Shen y Winter, 2012; Xie et al., 2011).

Otros autores han formulado el problema como uno de programacién lineal (entera o no
entera) con la intencién o esperanza de aplicar algoritmos que permitan resolver problemas
para redes de gran escala (Hu et al., 2017; Michau et al., 2017; Pitombeira-Neto et al., 2016;
Sherali et al., 1994). De hecho, en Hu et al. (2017) se afirma que “debido a la estructura lineal,
su modelo es mas efectivo computacionalmente y resoluble en redes reales grandes a diferencia
de la formulacion de minimos cuadrados comunmente utilizada, la cual es computacionalmente
dificil e ineficiente para redes grandes”. Sin embargo, estos autores aplican su metodologia solo
a una red pequena, con 80 zonas de trafico, 830 arcos y 395 nodos.

Los modelos cuadraticos, con algoritmos de soluciéon adecuados, han demostrado ser eficientes
y muy competitivos para problemas grandes en muchas aplicaciones diferentes. Sin embargo,
a pesar del aumento del poder de computo a lo largo de los anos y el éxito de los modelos
cuadréticos en las redes de trénsito (Verbas et al., 2011), todavia hay mucho trabajo por hacer
para desarrollar algoritmos efectivos que ayuden a estimar o actualizar matrices de demanda de
O-D para redes de transito y trafico a gran escala con este tipo de modelos convexos.

En esta tesis abordaremos el problema de actualizar demanda en transporte con modelos
de minimos cuadrados de la forma (1.1) y algunas de sus variantes; ademads, aplicaremos
algoritmos de optimizacion convexa para obtener las soluciones. El objetivo es extender los
modelos cuadraticos, cominmente utilizados en este tipo de problemas, e introducir algoritmos
que permitan mejorar los resultados para reducir el costo computacional de las soluciones
numéricas.

Los modelos y algoritmos introducidos en esta tesis han sido desarrollados y publicados a
largo de la investigacion y, hasta donde sabemos, son originales en el contexto de la estimacion
de matrices O-D. Mostramos la efectividad de los mismos con tres redes: una ficticia, la red de
transito de Winnipeg y la red de transito con base en la Zona Metropolitana del Valle de México
(ZMVM), que esté constituida por las 16 delegaciones de la Ciudad de México, 59 municipios
conurbados del estado de México y uno del estado de Hidalgo.

Primero, reformularemos el problema de estimacién de demanda como un problema inverso
con un modelo de minimos cuadrados con restricciones; posteriormente, incluiremos las restric-
ciones, asociadas a la mediciéon de los volimenes, en la funcién objetivo mediante un modelo
de penalizacién (introducido en Chéavez (2014) y publicado en Chavez y Judrez (2014); Judrez



y Chévez (2014); Chavez y Judrez (2016)) y demostraremos matematicamente que cuando el
pardametro de penalizacién tiende a su valor limite, el conjunto de soluciones de los modelos
penalizados convergen a la soluciéon del modelo de Spiess, lo cual ademés es validado por los
resultados numéricos obtenidos.

El modelo penalizado no solo generaliza el modelo de Spiess sino también a otros modelos
de promedios ponderados comunmente utilizados en la literatura (Noriega y Florian, 2009).
Después utilizaremos un algoritmo de gradiente conjugado multiplicativo para resolver este
modelo con el objeto de obtener matrices actualizadas con la misma estructura que la matriz
de referencia (o dada a priori), pero con menos costo computacional que el método de descenso
maximo de Spiess. Posteriormente utilizaremos un enfoque de Lagrangiano aumentado combinado
con el método de solucién de ascenso dual y multiplicadores (Nocedal y Wright, 2006; Boyd et al.,
2010) para forzar la no negatividad de los coeficientes de la matriz O-D (Chéavez et al., 2019).
Este enfoque nos permite evitar algoritmos iterativos con estructura multiplicativa y obtener
mejores resultados con esencialmente el mismo costo de computo. Ademas, emplearemos una
reduccién directa del problema (reduccién de orden del modelo computacional) para mejorar
aun mas el tiempo de cémputo de las soluciones numéricas.

Finalmente, queremos mencionar que algunos articulos relacionados donde se emplea el
enfoque de Lagrangiano de una manera o contexto diferente, en una red de transporte, incluyen
por ejemplo los de Balakrishnan et al. (1989); Bierlaire y Toint (1995); Doblas y Benitez (2005).

El resto de esta tesis estd organizado de la siguiente manera. En el capitulo 2, describimos
de manera breve el método de asignacién que se empled en este trabajo. En el capitulo 3,
formulamos el problema general para estimar matrices O-D, introducimos el modelo penalizado,
mostramos su convergencia al problema de Spiess cuando el parametro de penalizacion tiende
a infinito y describimos el algoritmo de GCM para resolver el problema. En particular, en la
seccion 3.3, presentamos un modelo de Lagrangiano aumentado, discutimos sus propiedades
asi como la relacién entre los dos parametros de penalizacién involucrados y describimos el
algoritmo de solucién, ascenso dual y la método de multiplicadores (ADMM); en la seccién 3.4,
consideramos una reduccion del problema para facilitar la implementacion de los algoritmos en
redes grandes; ademaés, incorporamos al modelo informacion acerca de la demanda en las zonas
agregadas de transito. Los resultados correspondientes para los dos casos de estudio se muestran
en el capitulo 4. Finalmente, en el capitulo 5 se incluyen algunas conclusiones.



CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

El problema de asignacién

En 1989 Spiess y Florian introdujeron un modelo de asignacién de transito con base en el
concepto de estrategia optima; donde una estrategia es un conjunto de reglas que cuando se
aplican, le permiten al viajero llegar a su destino. En este contexto una estrategia éptima se
refiere a la estrategia que minimiza el tiempo esperado de viaje de todo el sistema.

En este capitulo; en la seccion 2.1, se introduce la notacién y el modelo de asignacién lineal
con base en estrategias 6ptimas de Spiess y Florian (1989); en la seccién 2.2, se formula el
problema dual y el algoritmo de solucion. Finalmente, en la secciéon 2.3 se muestra un ejemplo
de una red ficticia en el que se aplica el algoritmo de asignacion.

2.1. Formulacion del problema

Para describir matematicamente el modelo de asignacion lineal, introduzcamos la siguiente
notacion:

N Conjunto de nodos de la red de transito.
PCN Conjunto de nodos origen.
QCN Conjunto de nodos destino.

A Conjunto de segmentos dirigidos en la red de transito.

(i,7) € A Segmento dirigido de transito que va del nodo i € N al nodo j € N.

ﬂ;;é Probabilidad de que un pasajero que va de p € P a ¢ € Q utilice el segmento
(1,7) € A.

Vij Cantidad total (también llamado volumen) de pasajeros que utilizan el segmento
(1,7) € A.

tij Tiempo de viaje sobre el segmento (i,7) € A.

Vs Cantidad de pasajeros esperando en el nodo 7 € N.

Xij Indicadora para determina si el segmento (7, j) € A se encuentra o no dentro del
conjunto de estrategias para ir de cada origen a cada destino.

fij Frecuencia de servicio en el segmento (i,7) € A.

g Matriz de demanda de pasajeros cuyas entradas {g,,} representan la cantidad

de pasajeros que van de p € P a g € Q.

Asi, el problema de asignacién consiste en la bisqueda de los volumenes de flujo que resuelven

7
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el siguiente problema lineal de optimizacion convexa para cada destino ¢ € Q (Spiess y Florian,
1989):

min Z tijvij +sz (2.1a)

(4,3)€A ieN

s. a. kaj — Zvik = Gkq» V keN, (2.1b)
JEN iEN
vij < fijwi, V(i,j)e A, i€N, (2.1¢)
v;; > 0, V(i,j) € A. (2.1d)

con w; = v;/ ZieN Xijfij-

Este modelo propone minimizar el tiempo de viaje mas el tiempo de espera de todos los
pasajeros en la red de transito, sujeto a que en cada nodo k € N, la cantidad de pasajeros que
se van menos la cantidad de pasajeros que llegan es igual a la demanda de viajes que se originan
en el nodo k. Ademas; la cantidad de pasajeros que utilizan el segmento (7, j) € A estd acotada
por la cantidad de pasajeros que esperan en el nodo 7 € N.

2.2. Formulacién dual del problema y algoritmo de solu-
cién

En la practica, el problema (2.1) no se resuelve directamente, pues es computacionalmente
mejor resolver su formulacién dual, permitiendo su aplicacion a redes de gran tamano. El
problema dual se obtiene después de formular el Lagrangiano asociado al problema de mini-
mizacién. Introduciendo los multiplicadores u = {u;} asociados a las restricciones de balanceo
de flujo (2.1b) y u = {i; > 0} asociados a la restriccién (2.1c), el Lagrangiano correspondiente
queda de la siguiente manera:

L(v,w,u, ) Z TijVij + sz + Zuk (gkq kaj + Z%k) +

(i,4)eA ieN keN jEN ieN
Z fij (i — fijwi), con vy, py >0, V(i j) €A
(i,7)€A

Separando las sumas dobles y reacomodando términos se obtiene

ﬁ V w u?:u ZZ twvz] +:ul]vl] + Z <wl Zulj-fl]wl) + Zukgkq

i€N jEN iEN JEN keEN

—Zukakj+Zukaik.

keN JEN keN iEN



2.2. FORMULACION DUAL DEL PROBLEMA Y ALGORITMO DE SOLUCION

Factorizando w; y reindexando las sumas de los ultimos dos términos, se obtiene

L(v,w,u, ) ZZ tijVij + [ijVis) + sz (1 - Zﬂijfz‘j) + Zukgkq

i€EN jEN €N JEN keN
— E U; E Uz'j—i‘ E Uj E Uz‘j‘
ieEN jEN jEN i€EN

Factorizando v;;, finalmente queda

‘C(V w ua,u ZZUU tz] +/~’L’L] Uy —|—U,] + sz (1 - ZM@]fzy) + Zukgkq

i€EN jEN 1EN JEN keN

Recordando que el Lagrangiano se maximiza respecto a las variables duales y considerando
ahora a v;; > 0 y w; como multiplicadores, se puede ver que el problema dual asociado a (2.2)

(S}

Z JkqUk

kEN

sujeto a u; —uj; — pi; < ti;, (4,7) € A
Zfij,uij =1, 1eN
JEN

Hij >0, (27]) €A

Asi, el problema dual consiste en maximizar tiempo total de viaje esperado uy. El algoritmo
para resolver este problema consiste en dos etapas. En la primera etapa, desde cada nodo
destino ¢ se determinan los segmentos que componen a la estrategia éptima y los tiempos
totales esperados de viaje u; desde cada uno de sus correspondientes nodos origen £ € N. En
la segunda etapa, desde todos los nodos origen hasta el nodo destino, se distribuye la demanda
sobre la red de trénsito, de acuerdo con la estrategia éptima calculada en la primera etapa. El

algoritmo de solucién es el siguiente:
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Algoritmo 1 Asignacion lineal de transito.

Entrada: Nodo origen p € P, nodo destino ¢ € Q, demanda g¢,,, A, t;; v fi; para todo
(1,7) € A.

Salida: Los volimenes en los segmentos de la red de transito v;;, V(i,7) € A.

Primera etapa: Encontrar la estrategia optima.
1: Para cada destino ¢ € Q hacer: > Inicializacién

u; =00, Vie N—{q}, u,=0, fi=0,VieN, S=A, S=0.

2: Si S =10, > Seleccionar el siguiente segmento
3: parar;
4: si no,
5. encontrar el segmento (7,j) € S que satisface:
uj +ti; < uy A+ iy, (7',5') €8,
6: S=5-1(i7).
7: Si u; > uj +t;;, entonces: > Actualizar la etiqueta del nodo

_ fowi At fi(uy ) DR 5 G
U; = f7,+fz] 9 fz_fl_'_fzm S_S+(Zaj)>

8:  regresar al paso 2.

Segunda etapa: Asignar la demanda de acuerdo con la estrategia optima.

9 Up = Gpq; Vg = —pg-
10: Para cada segmento (7,7) € A, hacer en orden decreciente de u; + t;;:
11: Si (4,7) € S, entonces:
vij:%, ;{1:;}—;, v; = vj + vy,
12: si no,
Uij = 0,

Observemos que en la inicializacion del algoritmo 1, el tiempo esperado u; para llegar al
destino desde el nodo i se hace igual a infinito para todos los nodos, excepto para el nodo
destino g € Q, el cual se toma igual a cero. Las frecuencias combinadas f; de todos los segmentos
seleccionados en el nodo 7 € N, se hacen iguales a cero. El conjunto de segmentos S se utiliza
para identificar los segmentos que no han sido examinados y el conjunto S se usa para identificar
la estrategia optima.

En el paso 2, se selecciona el segmento mds cercano al nodo destino. El tiempo se calcula
como el tiempo u; desde el nodo i € N del segmento al destino (u;+t;;); si este tiempo es menor
que el tiempo actual asociado con el nodo i, se incluye el segmento (i, j) en la estrategia 6ptima
y se actualizan las etiquetas. Observemos que la primera vez que se actualizan las etiquetas, se
encuentran casos de la forma f;u; = oo - 0, donde se adaptara la convencién de que oo -0 = 1.
La primera parte del algoritmo termina cuando se examinan todos los segmentos.
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La segunda parte del algoritmo consiste en calcular el volumen de pasajeros en cada segmento
de la red y con estos, calcular la probabilidad de que cada segmento (7, j) sea usado para ir del
nodo origen p al nodo destino ¢ (77%) de acuerdo con los segmentos de la estrategia 6ptima. Estas
probabilidades, posteriormente seran la clave para representar de manera vectorial el problema
de asignacién y una vez obtenidas, basta con multiplicarlas por la demanda para obtener el
volumen de pasajeros en cada segmento de la red de transito.

Observemos también, que el modelo lineal descrito no toma en cuenta los efectos de la con-
gestién ni la capacidad limitada de los vehiculos de transporte. Sin embargo; este modelo es
muy ttil cuando se utiliza como un elemento bésico en la construcciéon de la soluciéon de modelos
mas generales como el modelo congestionado, Juarez et al. (2013).

2.3. Ejemplo de aplicacién en una red pequena

Consideremos el siguiente ejemplo de una red ficticia de transito. Esta red, cuenta con 5
centroides, 6 nodos regulares y cuatro lineas de transito cuya velocidad es de 30 km/h. De aqui
en adelante nos referiremos a esta red como “red ejemplo”.

2 = Lineal: 7min == Linea 3:12 min Centroide
— Linea2:12 min == Iinea4: 5 min
10 min _ Nodo regular
> 7 P

15 min Segmento de

caminata

v 9 min _ 6 min R v
1 6 > 10, > 11 5

A
v
O
A

10 min 7 min 6 min

W
N

Figura 2.1: Red ejemplo con 5 centroides y 4 lineas.

En la figura 2.1 se muestra el tiempo de viaje t sobre cada uno de los segmentos de transito
de cada una de las lineas, tomando en cuenta que el tiempo de viaje sobre un segmento en una
direccion es igual al tiempo de viaje sobre el segmento que va en direccion contraria para cada
una de las lineas de transito. El tiempo de cabecera de la linea 1 es de 7 minutos, el de las lineas
2y 3 es de 12 minutos y el de la linea 4 es de 5 minutos.

Para resolver este problema de asignacion, es necesario representar la red de transito mediante
nodos y segmentos que nos permitan distinguir las bajadas, las subidas y los transbordos entre
lineas, para lo cual se construye una red generalizada de transito (Fernandez, 2013):
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(2,00) (6,00)
| < Ll | - >
> /; (2,00)-}|_-i;r6,00)—b
—~ 8 —_ —
§; s| @ 8 8
~ =) =) =)
9, el e, S
D( ©) SN (6, ) ]
~ ~ (9’00) 4] (6’00)
N 8
(10,) S S (7, ) ~
—blj;_ :q:=======kn ale 8_
~[" _] (10,) -7l s Y ) =i BC)
3 3 A ElE ElE
= S| (10,0) _ (15,2) [S]|S slle _

[< i >
[0 ) 4] (15, .
~118 i~ ’g ~118
Clic S - = E7=)
~ & = =) v o v = I
— 6+ - — g —10 « — 9 « L] <

~ ~ o) ~~ ~ ~
5112 S11E 8 |8 8 8 8 '8
0~ 2= 238 €4S SE

Figura 2.2: Red ejemplo generalizada de transito.

En la red generalizada 2.2 se tiene un primer nivel de nodos (centroides) que se conectan
mediante segmentos de caminada a alguno de los nodos regulares que se encuentran en un
segundo nivel. Los segmentos de caminata para este ejemplo, tienen tiempo de viaje t;; = 0 y
en general se les asigna una frecuencia de servicio f;; = co. Ademads, en cada linea de transito
se introduce un nodo por cada parada. Los segmentos que conectan a los nodos regulares y las
respectivas lineas de transito tienen una frecuencia de viaje f;; = 00, si el segmento representa un
viaje a bordo del vehiculo de transito o si es un segmento de bajada. En cambio; si el segmento es
de abordaje, la frecuencia es la correspondiente a la frecuencia de servicio de la linea que se va a
abordar. Ademas, los tiempos de viaje sobre los segmentos de bajada o subida son ¢;; = 0 y sobre
los segmentos a bordo de un vehiculo de transito es el tiempo correspondiente de recorrido entre
cada parada. Estas dos caracteristicas se pueden ver en el par (¢, f;;) asociado a cada segmento.

Es posible simplificar esta red generalizada sumando el segmentos de abordaje con el primer
segmento del itinerario de cada linea y el segmento de bajada con el 1ltimo segmento del
itinerario de cada linea; para lo cual se consideran las siguientes convenciones:

(0, fi) + (ti, 00) = (L fij), (tij, 00) + (0,00) = (tij, 00).

Ademas; dado que los centroides, en este caso, estdn conectados unicamente con un nodo
regular, entonces podemos quitarlos y renombrar los nodos de conexién. Asi, la red generalizada
simplificada queda de la siguiente manera
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(2,5) (6,2)
6 [e———
— 3|6 [ (6,5)
8
&
9.12) (6, )
—0]<
'y ~l@©.12)
@ 8
(10,12) (7,0 e e
-8 |«
(10, ) £$1(7.12) alls
(10,7) __ (15,) SIS
v|7|:
(10, ) (157 I~ —~
S8 all 8 8
<) S S R | / v
1= 2 301 loe=d L1 < > 5 e

Figura 2.3: Red ejemplo generalizada de transito simplificada.

Reacomodando la red para visualizarla mas facilmente se tiene

2
Q=
107 Sl (15, )
17 <
(10, ) (15,7)

y 9,12) ‘ﬁ (6, ) -
1 3% >0l >5
I 9,9 & l*g (6,12 4

shye @s (6,)
~ll~ 105 <) <3~
sl (2,) ~ (69
slle fr?.l%
(10,12) (7,0) SNS
>[8 [ >4

(10, o) — (7,12)
Figura 2.4: Reacomodo de la red ejemplo generalizada de transito.
Una vez obtenida la red generalizada de transito; se aplica el algoritmo 1 para encontrar el

volumen de pasajeros en cada segmento para cada par O-D vf’jq y con ellos las probabilidades
de ruta w;{I. En este ejemplo, se obtienen las siguientes proporciones de demanda
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72 _ 27 _
iy =1,7m31 =1

27

nf =147z =1

72 — 27 —
T2 = 21 = ! 75 75 75
nl2 =1l =1 Mie =12/19, Wy = 1, my2 =1

Spar
h 57 57 57
mg =1,m3 =115, =1

w7 =1 |[mz =1 S
il =119 | it =1

17 _ 71 _
m3) = miy =1 39 _ 95 _

32 L °51 mie = 0.5 R w32 = 0.5 R 5,

1 3 — 19 [< - 56 _
; B_1 M5 =517 22 =517 65 65 g7 =1

81 18 83 _ 31 = 53 — M3 = e =719, 32 = 0.5, 56 —12/17
my; =1 ms =1 ﬂg— 38 =1 165 _ 1 765 1 336_

81 _ — 42 = 45 = —
My =1 mi; =1 M3 = 1| m3f =1 109 >l . sy =1

83 _ 38 _ < <
w8 =1 || 78 =710 Mgy = 1| fms =05 i B B =1
18 _ 4 8 =117 mie =7/19,m52 = 0.5, w3 =1, mye =1 64
T2z = 53 84 84 84 84 g3 =12/17
R miy = 1,45 =7/19, w34 = 1,35 = 0.5 6t = 1
-[8l< -4 7
48 _

48 _ 48 _
Myy = 1, M3 = 1, M55 =12/17

Figura 2.5: Probabilidad de usar cada segmento de la red para cada par O-D.

Ahora, considerando que la demanda de pasajeros entre los centroides, de forma matricial,
esta dada por

0 10 5 20 76
5 0 40 30 10

g=|10 10 0 5 20 |;
30 40 20 0 30
50 30 34 40 O

donde la entrada g,, representa la cantidad de viajes que se realizan del nodo p € P al nodo
q € Q. Después de asignar la demanda, se obtiene la cantidad de viajes que se realizan utilizando
cada segmento (i, j) para cada par O-D (p, q), estos viajes se pueden representar con el producto
de la demanda y las probabilidades

pg __

ij
Vij = TpeYpa-

Por ejemplo, la cantidad de pasajeros que van del nodo 5 al nodo 3 y que utilizan el segmento
(4,8) se calcula: vjs = (12/17)(34) = 24. Para calcular el volumen total sobre cada segmento,

se hace
_ E : pq
Uij = Uij s
pgeEPQ

entonces para el segmento (4, 8) se tiene
vis = i ga + Wisgas + Tiagss = (1)(30) + (1)(20) + (12/17)(34) = 74.

Observemos que si la matriz de demanda cambia pero la red de tréansito no y se desea saber
nuevamente como se distribuyen los pasajeros en la red, no es necesario resolver nuevamente el
problema de asignacion puesto que ya se conocen las proporciones de ruta y sélo es necesario
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hacer el producto v = Pg, con

T
v = (vi7, V71, Ur2, Vor, Urs, ~-->'0657U56)1><247 (2.3a)
17 17 17 17 17 17 17 17 17 17 17
7T11 ﬂ-%2 e 7T]75 7T21 e W%5 7T31 e ﬂ-%5 ’ﬂ—%l e 7T$5 ﬁ?l e 7T55
71 1 1 71 1 71 1 1 1 1 71
7T11 ﬂ-12 e 7T15 7T21 e 7T25 7T31 e 7T35 7T41 e 7T45 7T51 e 77-55
72 72 72 72 72 72 72 72 72 72 72
7T11 7-(_12 e 7r15 7T21 DY 71—25 7r31 e 7r35 7r41 Dy 7-‘-45 71—51 Dy 7‘(55
27 27 27 27 27 27 27 27 27 27 27
P— W%% 7'(%% 7'('%55) ﬂgé W%g 7T:% W:%% 7'('%% 71%55) W?}EJ ng
T Tig - Tq5 Tyl ... Tog T3] .. T35 T4 ... Thp Tgi ... Tse )
65 65 65 .65 65 65 65 .65 65 .65 65
7T11 ﬂ-12 e 7T15 7-‘-21 e 7T25 7T31 e 7T35 7T41 e 7T45 7T51 e 7T55
56 56 56 . 56 56 . 56 56 .56 56 56 56
7T11 ﬂ-12 e 7T15 7T21 e 7T25 7T31 e 7T35 7T41 e 7T45 7T51 e 77-55 24><25
(2.3b)
T
g :(91179127---7915,921;---,92579317.-.,9357941,---7945,9517---,955)1X257 (2-3C>

en donde P es una matriz que contiene las probabilidades de cada segmento para cada par O-D
y es de tamano no.segmentos X no.pares O — D, en este caso 24x25; g es el vector (matriz) de
demanda O-D y v es un vector que contiene el volumen de pasajeros resultante de la asignacion
en cada segmento. En el anexo B, se puede ver el cddigo de Matlab para resolver este problema.
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Capitulo 3

El problema de estimacion de matrices

O-D

En la seccién 2, se describié un modelo de asignacién para calcular el volumen de pasajeros
en los segmentos de una red de transito. Resolver este tipo de problemas ayuda a las personas
encargadas de la planificacion de redes a determinar las frecuencias de los vehiculos, determinar
horarios o planificar nuevas rutas. Sin embargo; uno de los elementos mas importantes en este
proceso de planificacién, que también resulta ser uno de los mas costosos y dificiles de obtener, es
la matriz de demanda O-D. En este capitulo abordaremos diferentes metodologias para estimar
dicha demanda a partir de datos relativamente faciles de obtener.

En la secciéon 3.1 se plantea el problema general de estimacion de matrices O-D. En la
seccion 3.2 se introduce el modelo penalizado y se demuestra su convergencia al modelo de
Spiess cuando el parametro de penalizacion tiende a infinito; ademds, se introduce a detalle el
método de gradiente conjugado multiplicativo. En la seccién 3.3 se introduce la metodologia
de Lagrangiano aumentado con el algoritmo de ascenso dual y multiplicadores y se muestra la
relacion que tienen entre si los parametros de penalizacion. En la seccién 3.4 se discuten algunos
aspectos para reducir el tamano del problema y en la seccién 3.5 se muestra cémo extender el
modelo cuando se cuenta con la informacién de producciones y atracciones de viajes en algunos
centroides. En cada una de estas secciones se aplica la metodologia correspondiente en la red
ejemplo.

3.1. Problema general

Considérese una red de transito que cuenta con n' centroides y m’ segmentos dirigidos.
Sea M el conjunto de todas las matrices de demanda origen destino de la red de transito.
Por simplicidad; podemos acomodar cada una de las matrices de este conjunto de tal forma
que cada una de ellas quede representada como un vector g, al cual llamaremos vector origen
destino (O-D). Al espacio de vectores O-D le llamaremos U = R”; con n = (n')?, R? indica el
subconjunto de vectores de R™ con entradas positivas y M es la cerradura de R’ (el conjunto
de vectores con entradas positivas o nulas).

17
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Anélogamente, se pueden acomodar los volimenes de los segmentos de transito identificando
con un indice a cada par de nodos que definen un segmento; es decir, (¢,7) = 1,2,...,m’. Asi, el
conjunto de vectores V' = {v € R? |v = {v,}, con a =1,2,...,m'} representan el volumen de
pasajeros que viajan en todos los segmentos de la red de transito. Considérese un subconjunto
de V', al cual llamaremos V = {v € R? | v = {v,}, cona = 1,2,....,m}, con m < m/, que
representa el flujo de pasajeros en m segmentos de la red de transito donde se cuenta con
observaciones del volumen promedio de pasajeros.

Considerando que se conoce un vector O-D obsoleto g € U, que pudo haberse obtenido con
encuestas, y que se tienen el flujo promedio de pasajeros v € V sobre algunos segmentos de la
red de transito y las probabilidades resultantes de un proceso de asignacion lineal P. Uno de
los modelos més usados en la literatura para estimar la demanda “real”, es el de Spiess (1990),
cuya idea original consiste en:

Encontrar un vector de demanda g que ajusta los datos de volumenes v y es el mds cercano
al vector obsoleto g.

El modelo propuesto por Spiess (2.1) se puede formular usando notacién vectorial como la
minimizacion de
|Pg — ¥|?,, sobre el conjunto U, (3.1)
donde, || - |,» indica la norma 2 en R™. Se supone que m < n; es decir, el nimero de segmentos
en donde se miden los volimenes es mucho menor que el nimero de entradas de la matriz
O-D. Observemos que el modelo (3.1) es un problema mal planteado, puesto que permite una
infinidad de soluciones. Sin embargo; debido a la estructura algoritmica del método de maximo
descenso multiplicativo MDM (1.3), se puede encontrar una aproximacién a la solucién que es
la mds cercana a g, siempre y cuando se tome como punto inicial g = g para resolver (3.1).
Ademas; por tratarse de un método multiplicativo, los ceros en la matriz g se preservan en el
proceso permitiendo que la nueva estimacién g conserve la estructura.

3.2. Modelo penalizado y su convergencia

En Chéavez y Juarez (2014), se introdujo una variante del modelo (3.1), donde la condicién
de cercania entre el vector O-D obsoleto g y el estimado g se incluye directamente en la funciéon
objetivo de la siguiente manera:

Dados g € U y v € RT, encontrar g € R que minimiza
1
J(g) = §||g —g|?> sobreel conjunto V={gecl : Pg=v}. (3.2)

Esta formulacién del problema permite incorporar la restriccién Pg = v en la funcién objetivo,
obteniendo el siguiente modelo penalizado:

Dados g € U y v € RT, encontrar g € U que minimiza

1 ) k )
Ji(g) = §Hg—g|li+§lng—VHi, (3.3)
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donde k£ > 0 es un parametro de penalizacion. Entre més grande sea el parametro k; més peso
tendra la diferencia de volimenes en la minimizacion, lo cual forzara a que volimenes asignados
sean mas cercanos a los volimenes asignados.

3.2.1. Convergencia del modelo penalizado

Dada la matriz P, las probabilidades previamente obtenidas al resolver el problema de
asignacién, consideremos la solucién g del problema (3.2). Para cada k > 0, sea gy, la solucién
unica del problema de minimizacién:

{g’“ €y (3.4)

Je(gr) < Ji(g) paratodo gel.

Entonces, por (3.2) y (3.4) se obtiene la siguiente desigualdad:
1 iz o F TR
§||gk —gll;, + §||ng — vz, < §|Ig —g|?, paratodo k> 0;

la cual, a su vez implica las siguientes dos desigualdades:

lge —gllz < llg—gl V&>0, (3-5)

Tomando el limite cuando £ tiende a infinito en (3.6), se obtiene

\%

I
0
(0]}

k—o0

1
lim [|Pgy — V|7, < lim —[lg—g[l; = lim |[Pg —V[;, =0 = lim Pg
k—o0 k—oo k k—o0

De acuerdo con (3.5), la sucesion {gx }r~o estd acotada por arriba. Esto es, existe una sub-
sucesion convergente, también llamada {gy}, cuyo limite g’ satisface

"= &lln < llg — &lI5- (3.7)
Ademds, como la aplicacién g — ||g — g||2 es semi-continua por abajo, se tiene

g’ — gl < liminf [lg, — gl < limsup [lgx — &ll; < llg — &I
—00 k—so00

Dado que g es la solucién de norma minima del problema (3.2), entonces se cumple la
igualdad en (3.7), por lo cual

i [lgx — &Il = g — & [l
—00
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Por lo tanto,
lim g, =g.

k—o0

El analisis previo muestra que cuando k tiende a infinito, la solucién g del problema
penalizado (3.4) converge a la solucién del problema (3.2).

Una observacién importante es que el problema (3.4) se puede reformular como un problema
de regularizacién de Tijonov (3.1); asi, el problema equivalente es

8. EU,
Jo(8a) < Ju(g) paratodo gelU,

donde la funcién de minimizacién J, se define como

o R 1 R
Tolg) = 2g— &l + 5P~ V12, (38)

con el pardmetro de regularizacién o > 0 pequenio. Este problema se relaciona con (3.4) tomando
a = 1/k y se puede ver inmediatamente que J,(g) — (1/2)||Pg — v||?, cuando @ — 0. Asi, del
analisis previo se concluye que

li . = i g =

y g es la solucidn de los problemas (3.1) y (3.2). Concluimos que el modelo de Spiess se puede ver
como el limite de los modelos de penalizacién (regularizacién). Finalmente queremos mencionar
que algunos autores, como Noriega y Florian (2009) y Verbas et al. (2011), prefieren usar modelos
cuadraticos con promedios ponderados de la siguiente forma

B . 1-0 .
Ts(g) = S 1Pg — vz, + ——lls - g,

donde 0 < g < 1. Estos modelos también son equivalentes a nuestro modelo penalizado (3.3), y
su relacion se obtiene eligiendo

__h __k

Asi, podemos afirmar que

Ii =1 =g lim Pgg = lim Pg, = V.
fines = lin g =g and | Pes = lin Pe.=7

3.2.2. El algoritmo GCM

En Chéavez y Juarez (2014) y Juédrez y Chavez (2014), introdujimos el método de gradiente
conjugado multiplicativo (GCM), el cual consiste en encontrar iterativamente la matriz de
demanda O-D g = {¢;}, con i = 1,2, ...,n, usando la siguiente férmula iterativa

Ai g - 0, .
R NI T B
gf (1+df) paral>1
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donde d es la direccién de descenso y v, es el tamaiio de paso. Conociendo el vector de direccién
de descenso df = {df}izl,m,n en la iteracion /¢, el tamano de paso 7, se calcula como el minimo
de la funcién escalar

o(y) = Je(g" +~7d). (3.10)
La primera direccion de descenso se elige como el negativo del gradiente evaluado en el punto
inicial, d° = =V J,(g) y se actualiza en cada iteracién con la siguiente férmula

o.J /41
di! = —gf“% + Bed;, Vi=1,..,n,
9i

donde la constante 3, se calcula de tal forma que dos direcciones consecutivas d° y d**' sean
conjugadas entre si.

Observemos que el gradiente de la funcién de costo cuadratica del problema (3.3) es
Vii(g) =g —g+kP'(Pg—v)= Qg — by,

donde Qi = I, + k PTP con I, la matriz identidad de tamafio n x n, y by, = g + k PTv. La
matriz () es definida positiva para cada constante k > 0, por lo tanto existe su inversa. De aqui
en adelante, usaremos la notacién x @y para indicar la multiplicacion elemento a elemento de
vectores en R" el cual se conoce como el producto de Hadamard, esto significa que el vector
z = X Oy tiene componentes z; = z; y;. El algoritmo GCM, paso a paso, es el siguiente:

Algoritmo 2 Gradiente conjugado multiplicativo (GCM).

Entrada: g, k, Q, by y € > 0 (una tolerancia pequena).
Salida: Una matriz O-D g actualizada.

1: Elegir el punto de inicio g° = g. > Inicializacion
2: Evaluar el primer gradiente: r° = VJi.(g") = Qi(g) — by

3: Calcular el primer gradiente multiplicativo: r! = g® ® r°.

4: Establecer la primera direccién de descenso multiplicativa: d? = —r? .

5: Para ¢ > 0, hacer > Descenso.
6: Calcular la solucién ~, de (3.10) tal que: gf 4~ (d*,); > 0 para todo i = 1,...,n.

7: Actualizar la demanda: g‘™! = g + v, di{.

8: Actualizar el gradiente: r'*! = rf +~, Q,d’ .

9: Calcular el gradiente multiplicativo: r®f! = gt © r.
10:  Si ||rY, < e||r°|, entonces > Prueba de convergencia
11: tomar g, = g‘*! y parar,
12: si no

: Calcular: £, = —rijl@kdf”

13: a = QoA

14: dfjl = —rfjl + By dﬁ{. > Nueva direccion de descenso
15: Hacer: £ = ¢ + 1 y regresar al paso 5.
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En el algoritmo anterior empleamos la notacién r® = V.J,,(g). Queremos hacer énfasis en que
la tnica diferencia entre el método GCM y el método de gradiente conjugado (GC) estandar es
el calculo del gradiente multiplicativo con el producto de Hadamard en los pasos 3 y 9 en cada
iteracion, asi que el costo computacional adicional es marginal. Sin embargo, debemos tener
cuidado en el paso de inicio 1, la estructura multiplicativa del algorithm requiere que el punto
inicial g = g sea diferente a 0 € R", de otro modo g’ permanecera como 0 en cada iteracién.
Observemos que la férmula en el paso 8 se obtiene de la formula en el paso 7 multiplicando por
Q@ v restando by en ambos lados. Para calcular v, en el paso 6, primero calculamos el valor de
7 tal que ¢j(7) = VJi(g' +~d’ )Td!, = (x")"d’ = 0; este valor es

v =—(""d, /(d")] Qxd},, (3.11)

el cual frecuentemente satisface la restriccién dada gf + A (dfw)z > 0 para todo i = 1, ..., n; pero
si no se satisface, tomamos ng = 0 (see Vollebregt, 2014).

El valor para B, en el paso 13 es tal que dfjl y dfw son (Qp—conjugadas. Asi, el algoritmo se

puede reescribir para calcular defw y (dfw )T defw una vez en cada iteracién. La igualdad en
el paso 8 implica que (5, también es igual a

()" (e —x)

()7 =)

Be = (3.12)

la cual es similar a la férmula de Hestenes—Stiefel para el algoritmo GC (Nocedal y Wright, 2006).

El algoritmo GCM garantiza que dos direcciones consecutivas dij y dfjl sean (Qi—conjugadas;
sin embargo no hay garantia de que todas las direcciones de descenso generadas en el proceso
iterativo sean conjugadas entre si. De hecho, los experimentos numéricos muestran que a lo méas
tres iteraciones sucesivas producen vectores (Qi-conjugados.

3.2.3. Ejemplo de aplicacién del algoritmo GCM

Consideremos nuevamente la red ejemplo de la figura 2.1 y el vector de demanda O-D exacta

g’ = (0,10,5,20,76,5,0, 40,30, 10, 10, 10, 0, 5, 20, 30, 40, 20, 0, 30, 50, 30, 34, 40, 0) .

La matriz de probabilidades de ruta P. que se se obtuvo de resolver el problema de asignacion
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en la seccion 2.3 es la siguiente:

0100 12/19 000000100 0O 0O0O0OO0OTO0OO0OO0 0 0 0
0 00O 0 1010000O0OO0O O OCOO0OOO0OT1O0 0 0 0
0100 0 00000OO0OI1O0O0 0O O0OC1TO0O0OGO0OTO0OT1 0 00
00 00 0 101110000 O OCO0OO0OOO0OOO 0 0 0
000O0O12/19 000110000 O0OC O0O0OO0O0O0OTUO0OTO0 0 00
0 00O 0 0 000O0OO0O0OO0OO0OO0O O1O0OO0OO0OT1H1 0 00
o011 719 00100O0OO0O0OO0OO0O 0O0OO0OOO0OOO 0 00
0 00O 0 000001100 0 1O0O0O0OO0OGO0OTGO 0 0 0
0010 0 001000000 0O O0OO0O1O0O0GO0GO0O 12/17 0 0
0 00O 0 0000O0OT11011/2000000°0 0 0 0
oo0oo0o1 719 000O0O0OO0OO0OO0OT11/2 0000000 0 0 0
p_ 0 00O 0 0000O0DO0ODO0OO0OO0O O 101O0O0O0OTO0OT12/17 00
10000 0 0O000O0OO0OOOOOTI1/2000000°0 0 0 0
0000 0 0000O0DO0OOO0OO O OOOOOO®O 5/17 00
0 00O 0 0 000O0OO0O0OO0OO0O O OOOTOOT® O® O 0 0 0
0 00O 0 0000O0O0O0OOOO0O O OO0OOOSOGO0OTO 0 00
0 00O 0 0O0000O0OOOOO OTI1/2000000°O0 0 0 0
0 00O 0 0000O0OO0OOO0OO0O O OO0OO0OOOOO0O 5/17 00
o000 719 0000O0OO0OO0OO0OO0OT1/2 0100100 0 00
0 00O 0 000100000 O O0OO0OOOOGO OGO 12/17 10
0 00O 0 00000OO0O0OO0OO0O O OOOTO0OOTO OGO 0 0 0
0 00O 0 0 0o00O0OO0OO0OO0OO0O O OOOTO0ODOTG OGO 0 0 0
oo0o0o0 719 0000O0OO0ODO0OO0OO0OT1/2 0100100 0 00
0 00O 0 000100000 O0O OOOOOO®O012/17 1 0

cuyo rango es 14. Al realizar una asignacion de transito se obtienen los volimenes
v. = P.g =(68, 95,90, 85, 88, 120, 93, 50, 89, 35, 63, 74, 10, 10, 0, 0, 10, 10, 78,94, 0, 0, 78,94),

de los cuales, seleccionamos los segmentos (5,7), (1,8) y (5,6) para obtener el vector que jugard
el papel de voltimenes observados v = (vs7,v18,v56)7 = (120,93,94)7. Asi, la matriz de pro-
babilidades reducida, que corresponde tnicamente a los segmentos donde se tienen datos, nos
queda

6ooo0oo0 0O 00OO0OOOO0OOOOOT1IO0O0OO0T1T1 0 00
P=|10011719001000000O0O0O0O0O0O0GO0O 0 0 0
0000 O OOO1O0OO0OO0OCO0OO0OOOOOOO®OGO0T12/17 10

Para utilizar el algoritmo GCM se genera un ejemplo sintético; en donde se perturba el
vector g uniformemente alrededor del 20 %, usando la funcién rand en Matlab, de la forma g =
0.8g 4+ 0.4g ® rand(25, 1). En este ejemplo se redondea a enteros el resultado de la perturbacién
obteniendo:

g’ =1(0,12,4,23,84,4,0,41,35,12,9,12,0, 5,22, 26, 39, 23, 0, 36, 53, 24, 34, 47, 0)

con [g — gl|/llgl = 0.12.
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Asi, el problema consiste en encontrar el vector g mas cercano a g, tal que Pg = v con
g; >0, 1=1,2,....25. Aplicando el algoritmo 2, con ¢ = 1073 y diferentes valores del coeficiente
de penalizacion k, se obtiene

Tabla 3.1: Comparacion de los algoritmos MDM y GCM en la red ejemplo.

k Método Iters RMSE, ||Pg—vV|lm RMSE, ||g—gl

Inicial (I =0) 8.07 14.0

10 MDM 339 0.30 0.5 1.66 8.3
GCM 14 0.30 0.5 1.66 8.3

100 MDM 173 0.03 0.1 1.75 8.8
GCM 7 0.03 0.1 1.76 8.8

1000 MDM 5 0.00 0.0 1.82 9.1
GCM 3 0.00 0.0 1.82 9.1

o MDM 5 0.00 0.0 1.82 9.1
GCM 3 0.01 0.0 1.82 9.1

La figura 3.1 muestra la demanda a priori (eje x) contra la demanda estimada (eje y) con el
método GCM para k = 10, parte (a), y k = oo, parte (b). Por otra parte, la figura 3.2, muestra
los volimenes observados (eje x) contra los volimenes calculados con la demanda a priori (eje
y), parte (a); los volimenes observados contra los volimenes estimados con k& = 10, parte (b),
y los volumenes observados contra los volimenes estimados con k = oo, parte (c). Todos los
puntos que estan sobre la identidad representan un ajuste perfecto entre los valores estimados
correspondientes y los datos, mientras que los puntos que estan entre las dos lineas punteadas
corresponden a un ajuste con un error relativo menor al 20 %.

100 100
9 r 90
80
TO
60
501

40 ¢

30r

¢ Demanda O-D
Regresion lineal R>=1
Identidad

Linea de error del + 20%

* Demanda O-D
Regresion lineal R2=1

— Identidad

Linea de error del + 20%

Demanda estimada (personas)
Demanda estimada (personas)
L

20 20

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Demanda obsoleta (personas) Demanda obsoleta (personas)
(a) k= 10. (b) k = 0.

Figura 3.1: Demanda a priori vs demanda estimada con el método GCM para la red ejemplo.
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140

100 |
80

60

25

40

Flujo estimado (personas)

20 — Identidad

* Volumen del segmento

Regresion lineal R>=1

Linea de error del + 20%

0 20 40 60 80
Flujo observado (personas)

(a) Inicial.

140 140
120 120 -
Z 100 Z 100t
g g
o (=N
= 80 = 80+
E =
4 4
2, 2,
=40 = 40
= =

* Volumen del segmento

Regresion lineal R>=1

100 120

*  Volumen del segmento
Regresion lineal R>=1
Identidad

Linea de error del + 20%

207 Identidad 20
Linea de error del + 20%
0 ) ) - ' ’ 0
0 20 40 60 80 100 120 0 20
Flujo observado (personas)
(b) k = 10.

Figura 3.2: Volimenes observados vs volimenes estimados

ejemplo.

40 60 80 100 120

Flujo observado (personas)
(c) k = oc.

con el método GCM para la red

Las lineas verdes representan la regresion lineal. Los valores correspondientes para la pendiente
m y la ordenada al origen b se muestran en la tabla 3.2, dichos valores muestran existe una fuerte

correlacion entre los parametros estimados y los datos.
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Tabla 3.2: Parametros correspondientes a las rectas de regresion resultantes.
k Método m, by Mg by
Inicial (l=0) 0.52 54.03 1.00 0.0
MDM 098 1.89 0.98 -0.17

10 GCM 098 190 0.98 -0.17
100 MDM 1.00 0.20 0.97 -0.05
GCM 1.00 0.20 0.98 -0.11
1000 MDM 1.00 0.02 0.97 0.09
GCM 1.00 -0.02 0.97 0.09
~ MDM 1.00 0.00 0.97 0.09

GCM 1.00 -0.05 0.97 0.09

Finalmente, la matriz (vector) de demanda O-D actualizada y el vector de volimenes
estimados para k = 0o nos queda:

0 12 3.7 21.3 81.7

4 0 379 308 12 120
g = 9 12 0 5) 22 , v = 93
26 40.3 23 0 36 94

04.8 248 31.1 413 O

Observemos que la matriz O-D resultante g no es necesariamente igual a la matriz de
demanda exacta; puesto que en el modelo se busca la matriz mas cercana a la matriz de referencia
g y en este caso ||g — g|| = 9.1, mientras que ||g — g|| = 16.6.

3.3. Enfoque de Lagrangiano aumentado

Una de las caracteristicas principales de los algoritmos multiplicativos (MDM y GCM) es
que no permiten que las entradas nulas en el vector O-D obsoleto evolucionen a valores positivos
en el vector actualizado (o viceversa) y esto podria ser una condicién no requerida para algunas
instancias. Ademads, desde el punto de vista computacional, en el algoritmo GCM no todas las
direcciones de descenso {dfw } , son Qp—conjugadas entre si; lo cual puede degradar el desempeno
del método y la precision de la soluciéon numérica. Una alternativa es incluir de forma explicita
las condiciones de no negatividad, g; > 0, Vi = 1,...,n, en la funcién objetivo, evitando la
estructura multiplicativa de los algoritmos iterativos vistos en la seccién anterior y permitiendo
asi el uso del algoritmo de gradiente conjugado (CG) estédndar.

Partiendo del modelo penalizado (3.3), podemos usar un enfoque Lagrangiano para lidiar
con las restricciones de no—negatividad para los coeficientes del vector O-D. Introduciendo un

nuevo vector de variables y € R™ que satisface

y? =g; paratodo i=1,..,n. (3.13)
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Con (3.13) transformamos las restricciones de desigualdad g; > 0 a restricciones de igualdad.
Entonces el problema de minimizacion (3.3)—(3.4) es equivalente a minimizar el funcional cuadrati-
co de costo (3.3) sujeto a

g=yoy and yeR"

Una forma muy comun de tratar con restricciones de igualdad (Nocedal y Wright, 2006) es
introduciendo una nueva variable, llamada multiplicador de Lagrange, por cada restriccion; a
las cuales denotaremos como el vector u € R"™ formando asi el siguiente Lagrangiano

Li(g,y,pm) = Ji(@) + 1" (yoOy —g). (3.14)

Asi, un punto critico (g,y, i) satisface las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT):

Veli(g,y,m) = (g—8) + kP (Pg—Vv)—p=0Qrg—by —pu=0, (3.15)
VyLi(g,y, 1) =210y =0, (3.16)
VuLi(gy,n)=yOy—g=0, (3.17)

donde
Qe=I+kPT'P and b,=g+kPTv. (3.18)

El sistema no lineal (3.15)—(3.17) se puede resolver mediante un proceso iterativo; sin embargo,
el punto de inicio dado por g° = g, y° = /g (raiz cuadrada componente a componente) podria
llevar a obtener valores muy grandes para los multiplicadores en la primera iteracién (y algunas
de las siguientes), puesto que p? = Qrg’ — by = V.Ji(g’), especialmente para valores muy
grandes del parametro de penalizacién k. Para evitar la posible inestabilidad, convexificamos el
Lagrangiano (3.14) introduciendo el siguiente Lagrangiano aumentado:

p
Lep(gy, 1) = @) + ' (yoy—g) +5lyoy —ell, (3.19)
donde k y p son constantes positivas. Ahora las condiciones KKT son:

Velio(gy.n)=g—g+kP (Pg—V)—p+plg—yQy)

= Qrpg&—br—p—py oy =0, (3.20)
VyLip(gy,pm)=2p+p(yoy—g8)]0y=0, (3.21)
Viulip(gy n)=yo®y—g=0, (3.22)

con by, el vector definido en (3.18) y

Qrp=1+p)I+kP"P.

Observemos que si se sustituye (3.22) en (3.20) y (3.21), se recupera el sistema (3.15)—(3.17),
por lo tanto ambos sistemas son equivalentes. Sin embargo, algunas propiedades algoritmicas
y computacionales del sistema (3.20)-(3.22) que podrian ser ventajosas sobre el sistema (3.15)-
(3.17) son:
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1. Q, es una matriz simétrica y definida positiva con mejor nimero de condicién que @
para el mismo valor de k, puesto que p > 0. Por ejemplo, la matriz )99 asociada al
problema resuelto en la seccién 3.2.3, tiene un niimero de condicién de 315, mientras que
la matriz Q1902 para el mismo problema tiene un nimero de 106 (con p = 2).

2. El valor de p en (3.19) no necesariamente tiene que ser grande, puesto que la restriccion
g =y ©®y se relaja con el multiplicador de Lagrange. Este parametro se puede escoger
con base en el valor de k cuando se asigna un valor constante a la relacién k/(1+ p), como
se muestra en los resultados numéricos. Ver subseccién 3.3.2 para mas detalles.

3. Cuando se aplica un proceso iterativo para obtener una aproximacién a la solucion del
problema, tenemos la opcién de actualizar el multiplicador p usando la ecuacién (3.21)
como se muestra en 3.25 del siguiente algoritmo; mientras que en el sistema (3.15)-(3.17)
la tnica opcién es usando (3.20).

3.3.1. El algoritmo ADMM

De cuerdo con las observaciones en la seccion anterior, proponemos el algoritmo de ascenso
dual y método de multiplicadores (ADMM) (Boyd et al., 2010):

Algoritmo 3 Ascenso dual y método de multiplicadores (ADMM).

Entrada: gy € > 0 (tolerancia pequena).
Salida: Vector O-D g actualizado.

1: Tomar como punto de inicio u® =0y y* 0y’ =g. > Inicializacién
2: Para 7> 1, dado p’~! y y’~!, para calcular g’ y y’ hacer > Iteraciones.
3: g’ = argmin Ly (g, y" ', ), (3.23)
4: g

y’ = argmin Ly ,(g’, y, w' ). (3.24)

y

5: Si ||y’oy’ —g|l. <e<|glln entonces > Prueba de convergencia
6: Hacer g = g’ y parar,
7: si no > Actualizar
8: pw=w oy oy —g). (3.25)

9: Hacer 3y = 7+ 1 y regresar al paso 2.

El problema (3.23) involucra la minimizacién de una funcién estrictamente cuadratica sobre
R™ con matriz Hessiana constante igual a Q) ,; asi, el inico minimo g’ satisface el sistema lineal

Qrpg=br+p/ ' +py Oy, (3.26)

el cual se puede aproximar con el algoritmo GC con punto inicial g® = g’~!. Observemos que
el algoritmo GC nos puede dar soluciones con algunas entradas de g’ menores que cero, por lo
cual se propone parar las iteraciones en GC si para algtin £ se obtiene que el min(g®) < —0.25
y, en este caso, continuar con el paso 4 del algoritmo ADMM. Asi, el algoritmo ADMM
puede ser mas eficiente si en el paso 3 se realizan sélo algunas iteraciones en el algoritmo
de gradiente conjugado sin alcanzar necesariamente la convergencia y continuar con el paso 4
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para actualizar el multiplicador; especialmente cuando el algoritmo GC nos lleva a vectores de
demanda (matrices) con coeficientes negativos. Asi, el algoritmo GC termina en la iteracién ¢ si
la norma del gradiente [|Qg?* —by — /™" —py’ Oy || < l|Qg?’ —by — ' —py T Oy |
(como en el algoritmo GCM), o bien si min(g’) < —0.25.

El problema (3.24) involucra minimizar

P _
) =5Sly oy —gllh+ @) (yoy —g) + J(e) (327)
con respecto a y. Un punto critico y = {y;}I, satisface

of

8y,(y)=2[p (WP —g)+u ™ yi=0 fori=1,...,n,

esto quiere decir que y; = 0 0 y? = g/ — ,ufl /p. Asi que el punto critico y? se construye de la
siguiente manera:

Para cadat=1,...,n:

si gl — ufl/p > 0 entonces (y)* = g} — ufl/p, de lo contrario y! = 0. (3.28)

Esta vez, la Hessiana de f(y) es una matriz diagonal D con entradas

0? _
Di(y) = a_jé =2[p (¥} —g))+u"" +20y7]

y al evaluarla en el punto critico (3.28) resulta

Da(y’) = 447 (W) s W) =g -l p>0,
20 p—gl), sioyl=0.

Asi, la Hessiana tiene entradas positivas en la diagonal, excepto cuando g — ,ug_l /p =0,
cuya entrada correspondiente en la diagonal se vuelve cero en la iteracion j. Por lo tanto, en
general la matriz Hessiana es semi definida positiva. Sin embargo, el punto critico (3.28) ain
nos lleva a una buena estimaciéon del minimo en (3.24). Una forma de ver esto es mediante la
funcion cuadratica paraz =y O y:

f@) =Lz =g+ (W) (2 - &) + Ji(&).

Entonces, la funcién original de cuarto orden f(y) en (3.27) se convierte en una nueva funcién
cuadratica en la variable z con coeficientes no negativos. Para esta nueva funcion, el gradiente
y la Hessiana son respectivamente

Viz)=pz-g)+w " y Hz)=pl,
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donde I, es la matriz identidad de tamano n x n. Asi que esta vez la Hessiana es constante y
definida positiva, y el gradiente se anula si

z=¢g' —p'Jp vy z>0. (3.29)

Observemos que la ecuacién (3.29), para la variable z, se relaciona con la ecuacion (3.28)
para la variable y.

3.3.2. Relacion entre los parametros de penalizacién k y p

Estos dos pardametros tienen una influencia importante en el rendimiento del algoritmo
iterativo 3 y en particular, en los subproblemas (3.23)-(3.25); principalmente en la solucién
del sistema lineal (3.26) y la minimizacién de la funcién cuadratica (3.27). Con respecto al
subproblema (3.26), entre més grande sea el valor k/(1 + p) mayor es el nimero de condicién
de la matriz Qj,. Para el modelo penalizado (3.3) se obtienen buenos resultados con k& > 10?
y si se quiere tener un desempenio computacional similar en la solucién de (3.26) se establece
k/(1+ p) > 10%. Se debe tener en cuenta que el paso 3 es la parte mds costosa del algoritmo
iterativo 3; sin embargo, tiene la ventaja de que puede ser resuelto con el algoritmo GC.

Finalmente, hay que tener en cuenta que si tomamos k = 0o (0 @« = 0 en (3.8)), se obtiene
una matriz simétrica y definida positiva @, = pI + PT P; lo cual implica que esta variante del
Lagrangiano aumentado tiene un efecto de regularizacién para el problema original y en este
caso, basta con tomar cualquier valor positivo para p. Los ejemplos numéricos en la seccién 4.3
corroboran esta propiedad.

Resumiendo, el algoritmo iterativo 3 es eficiente ya que el trabajo adicional (que incluye
resolver el problema (3.24) y actualizar los multiplicadores en (3.25)) es marginal en compara-
cién con la solucion del problema (3.23). Observemos que el calculo numérico de (3.23) con el
algoritmo GC es mas rapido que el algoritmo GCM para resolver el problema penalizado (3.4),
porque la matriz @, tiene un nimero de condicién inferior que el de @) para el mismo valor
de k. Ademas, se garantiza que todas las direcciones de descenso generadas con el algoritmo
GC son ()i, — conjugadas. Este nuevo enfoque es mas robusto porque los coeficientes nulos del
vector O-D obsoleto no son forzosamente nulos en el vector O-D estimado.

3.3.3. Ejemplo de aplicacion del algoritmo ADMM

Para fijar ideas, retomemos nuevamente el ejemplo de la seccién 3.2.3. Al aplicar el algoritmo
3, tomando € = 0.1 y diferentes valores para p y k se obtienen, para la red ejemplo de la seccién
2.3 los resultados mostrados en la tabla 3.3.
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p k15 (J,0) RMSE, |[Pg—v|, RMSE, ||g—g|
2x102 102 (1,3)  0.03 0.1 1.72 8.6
L o2x10P 10° (13) 0.0 0.0 1.72 8.6
2x104 104 (1,3)  0.00 0.0 1.72 8.6
2x10° 10° (1,3)  0.00 0.0 1.72 8.6
© - (13)  0.00 0.0 1.72 8.6
2x102 10 (1,3)  0.30 0.5 1.66 8.3
g 2x10° 10 (13)  0.03 0.1 1.72 8.6
2x10* 10%  (1,3)  0.00 0.0 1.72 8.6
2x10° 10* (1,3)  0.00 0.0 1.72 8.6
© - (1,3)  0.00 0.0 1.72 8.6
2x102 1 (1,3)  2.22 3.9 1.25 6.2
2x105 10 (1,3)  0.30 0.5 1.66 8.3
199 4
2x10* 102 (1,3)  0.03 0.1 1.72 8.6
2x10° 10° (1,3)  0.00 0.0 1.72 8.6
© - (1,3) 0.0 0.0 1.72 8.6
2x102 01 (12)  6.33 11.1 0.36 1.8
logo 2X¥10° 1 (13) 222 3.9 1.25 6.2
2x10* 10 (1,3)  0.30 0.5 1.66 8.3
2x10° 10° (1,3)  0.03 0.1 1.72 8.6
© - (1,3)  0.00 0.0 1.72 8.6

Tabla 3.3: Resultados del algoritmo ADMM para la red ejemplo introducida en la seccién 2.3.

La figura 3.3 muestra la demanda a priori (eje x) contra la demanda estimada (eje y) con el
algoritmo ADMM para p = 19 y k = 200, parte (a), y k = 2 x 10%, parte (b). Por otro lado, la
figura 3.4, muestra los voliimenes observados (eje x) contra los volimenes estimados con p = 19
y k = 200 (eje y), parte (a); en la parte (b) de la misma figura se muestran los volimenes
observados contra los volimenes estimados con & = 2 x 10%. Nuevamente los puntos que estan
sobre la identidad representan un ajuste perfecto entre los valores estimados correspondientes
y los datos, mientras que los puntos que estan entre las dos lineas punteadas corresponden a un
ajuste con un error relativo menor al 20 %.

Las lineas verdes representan la regresién lineal, con coeficiente de correlacién R? = 1 (en
todas las figuras). Los valores correspondientes para la pendiente m y la ordenada al origen
b de la figura 3.3 son m, = 0.98 y b, = —0.18 para (a) y (b); mientras que los parametros
correspondientes en la figura 3.4 son m, = 0.98 y b, = 1.88 para (a) y m, = 1.00 y b, = 0.02
para (b). Nuevamente observamos una correlacién fuerte entre los pardmetros estimados y los
datos, ademés de obtener un mejor ajuste en los voltiimenes para p = 19 y k = 2 x 10%.
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Figura 3.3: Demanda a priori vs demanda estimada con el algoritmo ADMM para la red ejemplo.
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Figura 3.4: Demanda a priori vs demanda estimada con el algoritmo ADMM para la red ejemplo.

Finalmente, la matriz (vector) de demanda O-D actualizada y el vector de volumenes
estimados para p = 19 y k = 2 x 10% nos queda:

0 12 21 21.1 823

4 0 391 302 12 120
g = 9 12 0 5 22 , v = 93
26 403 23 0 36 94

54.3 253 306 422 0

Observemos que en este caso ||g — g|| = 8.6, por lo cual la demanda de referencia es més
cercana a la solucién obtenida con el algoritmo ADMM que la solucién que se obtuvo con el
algoritmo GCM en la seccién 3.2.3.
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3.4. Reduccion del tamano del problema

En esta seccién discutimos cuando es conveniente/posible reducir el tamano del problema.
Cuando se hace alguna reduccién automaticamente se obtienen dos beneficios: el ahorro de
memoria y una reduccién adicional en el costo de computo de cada algoritmo.

Una de las propiedades de los algoritmos MDM y GCM es que preservan la estructura de
la matriz O-D a priori g al calcular la nueva matriz g: cada entrada nula en la primera matriz
produce una entrada nula en la actualizada; dado que es muy probable que no todas las entradas
nulas evolucionen a un valor positivo, especialmente cuando se actualiza para un periodo corto
en una red muy grande. Luego, extrayendo los coeficientes nulos de la matriz O-D a priori g,
obtenemos una matriz O-D a priori reducida g, de tamano n, < n, que tiene solo coeficientes
positivos. Asi, formulamos el problema (3.2) nuevamente de la siguiente manera:

Dados g, € R"" y v € R, encontrar g, € R'" que minimiza
1 ~ 2 . Ny N
J(gr) = éHgT —g.||2. sobre el conjunto  V, = {g, R} : P.g, =V}, (3.30)

donde la matriz P, € R™*™ se obtiene de P al extraer las columnas que corresponden a las
entradas nulas de la matriz (vector) O-D a priori g. Ahora, el modelo penalizado (3.4) y el
algoritmo GCM tienen los siguientes beneficios adicionales:

1. El espacio nulo de la matriz P, tiene una dimensién menor que el espacio nulo de P y
comparten los mismos coeficientes positivos. Por lo tanto, hay un ahorro significativo de
memoria, especialmente cuando g tiene una gran cantidad de entradas nulas; lo cual es
muy comun para redes de gran escala.

2. Dado que no hay coeficientes nulos en g,., entonces es mas probable que 7, satisfaga la
restriccion de no-negatividad en el paso 6 del algoritmo 2.

Anélogamente, con esta reduccion, el problema de Lagrangiano aumentado es

p
Ek,p(gMYM lJ'r) - Jk(gr> - “z(gr -y ®© YT) + §||gr -y ® y7’||72-u
donde y,, p, € R". Por lo tanto las condiciones de KKT nos llevan a

(L4 p)ln, + kPrTPr)gr:gAr"i"kP?{""“r"’PYT ©OYr,
2[“7" +p(YT Oy, — gr)] Oy, =0,
g —y-0y,=0,

donde I, es la matriz identidad de tamano n, x n,. El algoritmo ADMM, para este problema
reducido, se aplica igual que para el problema completo.
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3.4.1. Ejemplo de la reduccién del problema

Retomando nuevamente el ejemplo de la seccién 3.2.3 y haciendo las reducciones descritas
en la seccion anterior se tiene que

g7 = (12,4,23,84,4,41,35,12,9, 12, 5,22, 26, 39, 23, 36, 53, 24, 34, 47) .
g’ = (10,5, 20, 76,5, 40, 30, 10, 10, 10, 5, 20, 30, 40, 20, 30, 50, 30, 34, 40) .

oo0oo o0 o000ODOOODOODO1TOO1TITI1I 0 O
P=1011%719010000000000O0O0 0 0
000 0O O0O0O100O0O0O0DO0OO0OO0OO0OO0OGO0O0 12/17 1
Al aplicar el algoritmo GCM con estos datos, se obtienen exactamente los mismos resultados
que los que se mostraron en la seccién 3.2.3. De igual manera, al aplicar el algoritmo ADMM se
obtienen exactamente los mismos resultados que los mostrados en la seccién 3.3.3. Hasta aqui,
no se aprecian las ventajas de reducir el problema, puesto que el ejemplo con el que estamos
trabajando es muy pequeno y el costo de computo para resolverlo es muy poco (menor a una

décima de segundo). Sin embargo, en el capitulo 4 estas ventajas se aprecian mejor.

Otra forma de reducir el tamano del problema, es observando en las columnas de la matriz
P, que son completamente de ceros; asi, si la 7-ésima columna de P, es cero, se elimina y se hace
la demanda correspondiente g; = g;; esto es:

g7 = (12,4,23,84,4,41,35,12,9,12, 5,22, 26, 39, 23, 36, 53, 24, 34, 47) .

g = (12,92, 93, 91,4, 96, 97, 12,9,12,5,22, 26, g14, 23, 36, g17, g1, G19, g20) -
00 0 00111 0 0

P.=| 1171910000 0 0
0 0 0 01000 12/17 1

gﬁ = (4, 23,84, 41, 35, 39, 53, 24, 34, 47).
gfr = (9279379479679779147917791879197920) .

De esta forma, de tener 25 incégnitas inicialmente, nos queda resolver un problema que tiene
s6lo 10 incognitas.

3.5. Extension del modelo

Hasta ahora, hemos obtenido los mejores resultados con el enfoque de Lagrangiano aumentado,
logrando un buen ajuste de los volimenes manteniendo la demanda estimada cerca de la
demanda de referencia. Estos resultados, se pueden mejorar aun mas para obtener aproximaciones
de demanda mas realistas anadiendo mas informacion, en caso de que se tenga disponible. Por
ejemplo, las producciones y atracciones totales en cada una de las zonas agregadas de transito
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(nodos centroides). En este caso, se afiaden al modelo las siguientes restricciones:

> 9u=0,  VpeP, (3.31)
q€Q
> g=Dy  Vg€Q (3.32)
peEP

donde O, es la demanda total que se produce en la zona p € P y D, es la demanda total que
tiene como destino la zona g € Q. Estas restricciones se pueden representar como el producto de
una matriz por un vector, digamos Ag = O y Bg = D. Penalizando la diferencia de estas dos
cantidades y anadiéndolas al Lagrangiano aumentado (3.19) se obtiene el nuevo Lagrangiano:

k k
['k1,k2,k3,P(g>y’ l’l’) = ‘CklyP(g?y? l’l‘) + ;"Ag - OH2 + §3HBg - DH2 (333)

3.5.1. Ejemplo con producciones y atracciones

Para el ejemplo de la seccién 3.2.3, al resolver el modelo 3.33 con k; = ko = k3 se obtienen
los resultados que se muestran en la tabla 3.4. Comparando estos resultados con los que se
mostraron el la tabla 3.3 par el modelo completo, se puede ver que para valores de k/(1 + p)
mayores o iguales que 10° se ajustan igual de bien los volimenes para ambos modelos; sin
embargo, resolver el modelo (3.33) resulta més costoso en cuanto al nimero de iteraciones.
Ademas, se observa que el resultado con esta nueva aproximacién se aleja mas de la demanda
de referencia.
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p k15 (J,0) RMSE, ||[Pg-Vl|. RMSE, |lg— gl
2x102 102  (8,8) 0.01 0.0 2.59 13.0
. 2x10%  10%  (5,7) 0.00 0.0 2.67 13.4
2x10*  10*  (5,7) 0.00 0.0 2.67 13.4
2x10° 105 (5,7) 0.00 0.0 2.67 13.4
00 - (57 0.00 0.0 2.67 13.4
2x102 10  (5,7) 0.04 0.1 2.63 13.2
19 2x10% 102 (5,7) 0.00 0.0 2.67 13.4
2x10* 103 (5,7) 0.00 0.0 2.67 13.4
2x10° 10*  (5,7) 0.00 0.0 2.67 13.4
0 - (57 0.00 0.0 2.67 13.4
2x102 1 (5,6) 0.13 0.2 2.63 13.1
2x10° 10 (5,7) 0.02 0.0 2.66 13.3
199 4 iro
2x10* 102 (5,7) 0.00 0.0 2.67 13.4
2x10° 103 (5,7) 0.00 0.0 2.67 13.4
0 - (57 0.00 0.0 2.67 13.4
2x102 0.1 (6,4) 1.16 2.0 2.34 11.7
2x10° 1 (5,5) 0.12 0.2 2.63 13.2
1999 4
2x10* 10 (5,7) 0.02 0.0 2.67 13.3
2x10° 102 (5,7) 0.00 0.0 2.67 13.4
0 - (57 0.00 0.0 2.67 13.4

Tabla 3.4: Resultados del algoritmo ADMM para la red ejemplo.

La dispersiéon entre la demanda estimada y la demanda “exacta”, se se muestra en la figura
3.5, donde se puede observar una mejor aproximacion a la demanda exacta cuando se incorpora
mas informacién al modelo.
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Figura 3.5: Dispersién para la demanda estimada con k/(p + 1) = 10% contra la demanda O-D
exacta g. Red ejemplo.
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Hasta aqui, hemos probado nuestros modelos en una red ficticia pequena; sin embargo en
la realidad, las redes de transito suelen ser mas grandes. Los algoritmos de soluciéon que hemos
usado hasta este momento, tienen la caracteristica de proporcionar buenas soluciones para
problemas de gran tamano, como se muestra en el siguiente capitulo, en donde mostramos los
resultados que obtuvimos al aplicar la metodologia descrita en este trabajo en dos redes de
transito reales.
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Capitulo 4

Resultados numeéricos

En este capitulo se muestran y comparan los resultados numéricos al aplicar cada una de las
metodologias descritas. Los algoritmos que presentamos, se implementaron en una computadora
HP-Pavilion dm4 que cuenta con un procesador Intel(R) Core(TM) i5 y 8 GB de memoria RAM.

En la seccién 4.1, se describen las caracteristicas las dos redes de trénsito (Winnipeg y Zona
Metropolitana del Valle de México) en donde se aplicé cada metodologia. En la seccién 4.2, se
muestran y comparan los resultados al usar el modelo penalizado y resolver con los algoritmos
multiplicativos MDM y GCM; ademas, se muestra numéricamente la convergencia cuando el
parametro de penalizacion k tiende a infinito. En la seccién 4.3, se muestra el desempeno
del método ADMM vy su convergencia numérica cuando la relacién entre los parametros de
penalizacién k/1 + p tiende a infinito. En ambas secciones 4.2 y 4.3, se consideran tanto el
problema completo como el problema reducido y se comparan las soluciones obtenidas.

4.1. Casos de estudio

Para los experimentos numéricos, consideramos datos sintéticos (volumenes de flujo de
segmento) de dos redes de trénsito; la red de Winnipeg, Canad4, incluida en la base de datos de
demostracion de EMME (INRO, 2018), y la red con base en la Zona Metropolitana de el Valle
de México (ZMVM), México, proporcionada por Torres (2013).

En cada una de las redes de estudio se construyo el siguiente escenario: a partir de una matriz
de demanda O-D, existente en cada una de las bases de datos g (la cual puede representar la
demanda de pasajeros en la hora pico de la manana), realizamos una asignacién lineal de transito
y extrajimos el flujo de pasajeros en algunos segmentos de la red, los cuales juegan el papel
de los volumenes observados v. Posteriormente, generamos una matriz de demanda O-D “a
priori” a partir de la matriz € con una perturbacién uniforme al rededor del 20 %, obteniendo
una distancia relativa ||g — g||/||g|| = 0.13, para ambas redes. Luego, con esta informacién,
aplicamos los métodos descritos en este trabajo para evaluar y comparar sus desempenos. La
tabla 4.1 muestra las caracteristicas generales de las dos redes de estudio; donde un nodo regular
representa la interseccion de dos o mas arcos y se consideran todos los modos de transito
disponibles en cada red (autobis, metro, metrobus, tren ligero, etc.). En este contexto, los arcos

39



40 CAPITULO 4. RESULTADOS NUMERICOS

representan las calles, mientras que los segmentos representan las rutas de las lineas de transito;
esto significa que para cada arco se puede tener mas de un segmento de trénsito (o ninguno). La
figura 4.1 muestra los segmentos con conteos de flujo, resaltados en rojo para redes de Winnipeg
y de la ZMVM, respectivamente.

Tabla 4.1: Caracteristicas de la red de Winnipeg y de la red de la ZMVM.

Atributo Winnipeg ZMVM

Zonas 154 1705

paires O-D 23,716 2,907,025

No. de pares con g,y >0 5,394 (22.7%) 20,278 (0.7 %)
Nodos regulares 906 7241

Arcos 3,005 31,720

Modos 5 18

Tipos de vehiculos 4 11

Lineas de transito 133 845
Segmentos de transito 4,347 46,981

Segmentos con conteos 136 (3.1 %) 1,470 (3.1 %)
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(a) Red de transito de Winnipeg. (b) Red de transito con base en la Zona

Metropolitana del Valle de México (ZMVM).

Figura 4.1: Segmentos con conteos disponibles en rojo para cada caso de estudio.

4.2. Desempeno de los algoritmos MDM y GCM

En esta seccién, comparamos el desempeno del algoritmo de maximo descenso multiplicativo
(MDM) propuesto por Spiess (parte del software de planificacién de transporte EMME /4
(INRO, 2018)) con nuestro algoritmo GCM descrito en la seccién 3.2.2. Las tablas 4.2 y 4.3
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muestran los resultados numéricos que se obtuvieron con el modelo penalizado (3.3) para la red
de transito de Winnipeg y la red de transito de la ZMVM, respectivamente. En ambas tablas, k
es el parametro de penalizacién, C'PU es el tiempo de computo en segundos, Iters. es el niimero
de iteraciones que requirio cada método para alcanzar la convergencia con una tolerancia dada
(establecida como ¢ = 1073 para estos experimentos), RMSE, es la raiz del error cuadratico
medio para el ajuste de los volimenes en los segmentos, |Pg — v||,, es la distancia entre los
volimenes de segmento estimados y los flujos observados, RM SE, es la raiz del error cuadrético
medio para la demanda O-D y ||g — g||,, es la distancia entre la matriz de demanda estimada y
la demanda a priori. En el apéndice A, se muestra cémo se calcula el RMSE para un conjunto
de datos.

El caso cuando & = oo (o = 0 en (3.8)) en ambas tablas, debera considerarse como el
caso cuando la funcién objetivo es (1/2)||Pg — v||?, (el modelo de Spiess). Estos resultados
los obtuvimos con nuestro propio cédigo en Matlab y muestran lo que esperabamos; cuando el
parametro de penalizacion se aproxima a infinito, los resultados convergen al modelo de Spiess.
De echo, para valores de £ > 100 obtenemos casi los mismos resultados, incluyendo el niimero
de iteraciones y el tiempo de computo, y practicamente no hay cambios cuando k£ > 1000. Esto
podria explicar por qué los resultados numéricos que obtuvieron algunos autores (como Noriega
y Florian, 2009; Verbas et al., 2011) son mejores, en sus respectivos casos, para valores de  en
el intervalo (0.999,1). Por lo tanto, un valor de k& = 100 o mayor, es suficiente en la practica
para ambos casos de estudio.

La diferencia més notable es el desempeno (nimero de iteraciones y tiempo de cémputo)
del algoritmo GCM con respecto al algoritmo MDM. Para la red de transito de Winnipeg, el
RM SE, inicial se reduce 262 (180) veces con el algoritmo GCM (MDM) y el tiempo de cémputo
mejora cerca de tres veces con GCM respecto a MDM. Para el caso de la red de transito de la
ZMVM, el RMSE, inicial se reduce 111 (73) veces con el algoritmo GCM (MDM), mientras
que el tiempo de cémputo se reduce cerca de 4.3 veces con GCM respecto a MDM. Por lo tanto,
el algoritmo GCM no sélo es mas rapido, sino que reduce més el RM SFE, inicial en ambas redes,
lo cual se traduce en un mejor ajuste de los volimenes observados.

Tabla 4.2: Comparacion de los algoritmos MDM y GCM para la red de Winnipeg.

k Método CPU Iters. RMSE, ||Pg—vV||l. RMSE, ||g—gl|.

Inicial (1 =0) 28.79 335.7

100 MDM 1.1s. 80 0.16 1.9 0.33 50.3
GCM 0.3 s. 21 0.11 1.3 0.33 50.2

1000 MDM 0.8s. 78 0.17 1.9 0.33 50.9
GCM 0.3 s. 21 0.11 1.3 0.33 51.0

10000 MDM 0.9s. 78 0.17 1.9 0.33 50.9
GCM 0.3s. 21 0.11 1.3 0.33 51.1

o MDM 1.0s. 78 0.16 1.9 0.33 50.9

GCM 03s. 21 0.11 1.3 0.33 5l1.1
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Tabla 4.3: Comparacién de los algoritmos MDM y GCM para la red de la ZMVM.

k Método CPU  Iters. RMSE, ||Pg—vV|., RMSE, ||g—gll.

Inicial (I =0) 5797.04 222262.0

100 MDM 23.5s. 147 78.94 3026.8 2.54 4323.0
GCM 5.4 s. 30 52.34 2006.8 2.64 4495.7

1000 MDM 23.6s. 147 78.92 3025.9 2.54 4324.9
GCM 5.6 s. 30 52.34 2006.7 2.64 4499.3

10000 MDM 23.6s. 147 78.92 3025.9 2.54 4325.1
GCM 5.5 s. 30 52.34 2006.6 2.64 4499.7

o MDM 24.0s. 147 78.92 3025.8 2.54 4325.1
GCM 5.7 s. 30 52.34 2006.6 2.64 4499.7

La figura 4.2 muestra la demanda a priori (eje x) contra la demanda estimada (eje y), parte
(a), y los volimenes observados (eje x) contra los estimados (eje y), parte (b), para la red de
transito de Winnipeg. Todos los puntos en la recta de identidad, indican un ajuste perfecto entre
los valores estimados correspondientes y los datos; mientras que los puntos que se encuentran
entre las dos lineas punteadas, tienen un error relativo menor al 20 %. Las lineas de regresion
representadas en verde, con coeficiente de correlacién R? = 1 (para ambas figuras) y respectivas
pendiente m y ordenada al origen b, son: m, = 1.09 y b, = 0.00 para la demanda y m, = 1.00 y
b, = —0.02 para los flujos en los segmentos. Estos resultados indican que los valores estimados
estdn altamente correlacionados con los datos.

Anélogamente, la figura 4.3 muestra los diagramas de dispersién correspondientes para la red
con base en la ZMVM, con pendiente my = 1.06 y ordenada al origen b, = 0 para la demanda,
pendiente m, = 1.00 y ordenada al origen b, = —0.39 para los flujos en los segmentos. Estas dos
figuras muestran que la mayoria de los puntos caen dentro del area delimitada por las lineas de
error £20 %, lo que indica que el modelo propuesto brinda resultados precisos. Observemos que
el ajuste en los volumenes de segmento es casi perfecta, mientras que la demanda estimada no
es necesariamente cercana a la a priori en la misma proporcién. En el apéndice A, se muestra
cémo calcular los pardmetros m y b de la recta de ajuste, asi como el cdlculo de R?.
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Figura 4.2: Diagramas de dispersiéon de las estimaciones obtenidas con k£ = 1000 y GCM en la
red de transito de Winnipeg.
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Figura 4.3: Diagramas de dispersién de las estimaciones obtenidas con k£ = 1000 y GCM en la
red de transito de la ZMVM.

Considerando la reduccion del problema, discutido en la seccion 3.4, probamos los algoritmos
MSD y MCG obteniendo los resultados que se muestran en las tablas 4.4 y 4.5 para cada red.
Aqui, también presentamos el error porcentual medio M PE (ver apéndice A) para la matriz
de demanda; esta métrica generalmente se utiliza para medir un posible sesgo en la estimacion.
Comparando estos resultados con los que se muestran en tablas 4.2 y 4.3, la diferencia mas
significativa es el tiempo de CPU, que se reduce unas tres veces para Winnipeg y unas seis veces
para la ZMVM. Dado que el nimero de iteraciones en el problema reducido es similar al niimero
de iteraciones en el problema completo, la mejora en el tiempo de CPU esta esencialmente
relacionada con el ahorro de memoria y la comunicacién entre procesos, ya que el 77.3 % de los
coeficientes en la matriz O-D de Winnipeg son nulos, mientras que en la matriz de la ZMVM
lo son el 99.3 %. No incluimos las gréficas de dispersion correspondientes ya que la calidad de
la solucién es similar a las que se muestran en las figuras 4.2 y 4.3.
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Tabla 4.4: Comparacién de los algoritmos MDM y GCM en la red de Winnipeg, problema

reducido.
k Método CPU [ters. RMSE, ||P.g —V||m RMSE, g, — &l MPE

100 MDM 03s. 74 0.18 2.1 0.33 50.3 -8.23
GCM 0.1s. 21 0.11 1.3 0.33 50.2 -8.30
1000 MDM 0.3s. 72 0.18 2.1 0.33 50.9 -8.16
GCM 0.1s. 21 0.11 1.3 0.33 51.0 -8.20
10000MDM 03s. 70 0.18 2.2 0.33 50.9 -8.15
GCM 0.1s. 21 0.11 1.3 0.33 o1.1 -8.19
o MDM 03s. 70 0.18 2.1 0.33 50.9 -8.15
GCM 0.1s. 21 0.11 1.3 0.33 o1.1 -8.19

Tabla 4.5: Comparacién de los algoritmos MDM y GCM en la red de la ZMVM, problema

reducido.
k Método CPU [ters. RMSE, ||P.g — V||m RMSE, g, — &rlln MPE

100 MDM  5.7s. 147 78.94 3026.8 2.54 4323.0 -5.24
GCM 1.2s. 30 52.34 2006.8 2.64 4495.7 -5.40
1000 MDM  5.6s. 147 78.92 3025.9 2.54 4324.9 -5.24
GCM 1.2s. 30 52.34 2006.7 2.64 4499.3 -5.40
10000MDM 5.6 s. 147 78.92 3025.9 2.54 4325.1 -5.24
GCM 1.2s. 30 52.34 2006.6 2.64 4499.7 -5.40
MDM 5.6s. 147 78.92 3025.8 2.54 4325.1 -5.24
GCM 1.2s. 30 52.34 2006.6 2.64 4499.7 -5.40

De acuerdo con los experimentos numéricos que se muestran en esta seccion, como maxi-
mo tres direcciones consecutivas son (Ji-conjugadas; sin embargo, més direcciones consecuti-
vas son linealmente independientes, y sabemos que cuantas més direcciones son linealmente
independientes, mas grande es el subespacio donde la funcién de costo se minimiza, por lo tan-
to, el minimo se alcanza méas rapido para una tolerancia dada. Por ejemplo, la intuicién sobre
el método de maximo descenso es que tiene una tasa baja de convergencia, porque se mueve
en pasos ortogonales y se produce un fenémeno de “zig-zag”, especialmente con problemas mal
condicionados. En algoritmo 2, las direcciones de descenso no se mueven en pasos ortogonales
y de acuerdo con la féormula para calcular el paso 3.11, la nueva direccion de descenso mul-
tiplicativa es una combinacién del nuevo gradiente multiplicativo y la direcciéon de descenso
multiplicativa anterior. Sin embargo, nuestros experimentos numéricos indican que el modelo
penalizado combinado con el algoritmo GCM, no solo reproduce los resultados obtenidos con
el modelo de Spiess combinado con el algoritmo MDM, sino que también mejora el tiempo de
computo para el problema completo y el problema reducido.

Calculando el M PFE; en las tablas 4.4 y 4.5, asi como en las figuras 4.2 (a) y 4.3 (a), se puede
ver que los algoritmos multiplicativos tienden a sobrestimar la demanda O-D con respecto a la
matriz inicial. Dada la naturaleza multiplicativa del algoritmo, estos aumentos son més evidentes
en las zonas con mayor demanda.
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4.3. Desempeno del algoritmo ADMM

En esta seccion mostramos los resultados obtenidos al aplicar la metodologia descrita en la
seccién 3.3 considerando el problema completo y su reduccién (donde se extraen los coeficientes
nulos de las matrices O-D) discutidos en la seccién 3.4, para las dos redes de estudio.

La tabla 4.6 muestra los resultados numéricos obtenidos con el modelo de Lagrangiano
aumentado y el algoritmo 3 (ADMM) para la red de transito de Winnipeg. Las primeras tres
columnas de la tabla incluyen los valores de los pardmetros k, p y k/(1 + p), comunes para
ambos problemas. Desde la cuarta columna hasta la séptima, se muestran juntos los resultados
numéricos para el problema completo (izquierda) y el problema reducido (derecha), separados
por un guién en el centro, la octava columna muestra el M PE para el problema reducido. En
esta tabla J denota el nimero de iteraciones realizadas por el algoritmo ADMM para alcanzar
la convergencia hasta la tolerancia deseada (¢ = 107%), mientras que £ es el promedio de itera-
ciones del algoritmo de GC para encontrar el minimo en el paso 3 del algoritmo 3; por lo que el
nimero total de iteraciones para resolver el problema es J x .

En todos los casos, se obtuvo una raiz del error cuadratico medio en la demanda de RM SE, =
0.12 en el problema completo y RMSE, = 0.18 para el problema reducido. Ademas; se llegé a
que la norma de la distancia entre la matriz obsoleta y la matriz estimada es de ||g—g||,, = 19.2
para el problema completo y 27.8 para el problema reducido.
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Tabla 4.6: Resultados para la red de Winnipeg, obtenidos con el modelo de Lagrangiano
aumentado y el algoritmo ADMM. Desde la cuarta columna hasta la novena, los resultados
del problema completo (reducido) se muestran a la izquierda (derecha) del guidn.

3

p k CPU (s) (J, £) RMSE, ||Pg—V|. MPE

1+p
2x10* 10* 2.5-0.6 (7,28) - (3,55) 0.09 - 0.01 1.1-0.1 -40.83
1 2x10% 10®° 23-04 (7,28 -(3,53) 0.09 - 0.01 1.1-0.1 -40.84
2x10* 10* 2.2-04 (728)-(3,53) 0.09-0.01 1.1-0.1 -40.84
o  —  21-04 (729)-(3,52) 0.09-001 11-01 -40.84
2x102 10 2.3-0.3 (7,28)-(2,44) 0.09 - 0.09 1.1-1.1 -40.98
o 2x10° 10° 23-05 (7.28)-(3,53) 0.09-0.01 11-01 -40.82
2x10* 10° 2.2-04 (7,28)-(3,53) 0.09-0.01 1.1-0.1  -40.84
co - 22-04 (7,28)-(3,53) 0.09-0.01 1.1-01 -40.84
2x10° 10 22-04 (7,29)- (2,44) 0.09-0.09 1.1-1.1  -40.99
199 2x10* 102 2.1-04 (7,28)-(3,52) 0.09-0.01 1.1-01 -40.82
2x10° 10> 2.2-04 (7,28)-(3,51) 0.09-0.01 1.1-0.1 -40.84
00 ~ 21-04 (728)-(3,51) 0.09-001 11-01 -40.84
2x10° 1 24-01 (7,30)-(1,17) 0.10-0.58 12-6.8 -41.57
1999 2X10% 10 22-0.2 (7.29) - (244) 0.09-0.09 11-11  -40.99
2x10° 10> 2.2-04 (728)-(3,52) 0.09-0.01 1.1-0.1 -40.82
co - 21-04 (728)-(3,51) 0.09-001 11-01 -40.84

El comportamiento cualitativo del algoritmo ADMM con respecto a la dispersiéon entre las
matrices O-D para el problema completo y el problema reducido se muestra en la figura 4.4. La
pendiente y la ordenada al origen de las lineas de regresion correspondientes que se muestran
en esta figura son: m, = 1.01, b, = 0.05 y m,, = 1.01, b, = 0.21, para el problema completo
y el reducido, respectivamente. Estos resultados muestran una mejora significativa para la es-
timacion de la demanda con respecto a los obtenidos anteriormente con el modelo penalizado
y el algoritmo MCG (ver tablas 4.2, 4.4 y la figura 4.2). La figura 4.5 muestra el ajuste en los
flujos de los segmentos; como podemos ver, se parecen mucho a los resultados obtenidos con el
modelo penalizado.

Regresando a la tabla 4.6, observamos que la solucién no cambia para valores de k/(p +
1) > 10%, independientemente de los valores de p y k. Ademds, la solucién del problema
reducido se calcula aproximadamente cinco o seis veces mas rapido que la solucién del problema
completo; principalmente, debido al ahorro de memoria. Segin las columnas 6-9 de esta ta-
bla, los segmentos son mas precisos para el problema reducido, mientras tanto, el ajuste de
la demanda es ligeramente mejor para el problema completo. En la figura 4.6, mostramos la
evolucién de ||g? — gl v ||Pg’ — V|| a lo largo de las iteraciones 7 del algoritmo ADMM. Para
completar, en la figura 4.7 mostramos la diferencia punto por punto entre la solucién del modelo
completo y reducido, denotada por g, — g,., para valores de p = 19 y k = 20000.
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Figura 4.4: Dispersién de la matriz de demanda O-D actualizada obtenida con k/(p + 1) = 103.
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El 1dltimo conjunto de experimentos numéricos se realizé para la red con base en la ZMVM.
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Figura 4.7: Diferencia entre la soluciéon del modelo completo y el modelo reducido para la red
de Winnipeg.

La tabla 4.7 resume los resultados obtenidos con el modelo de Lagrangiano aumentado y el
algoritmo ADMM. Una vez mas, incluimos juntos los resultados del problema completo y del
problema reducido siguiendo el mismo formato que en la tabla 4.6.

Tabla 4.7: Resultados para la red de la ZMVM obtenidos con el modelo de Lagrangiano
aumentado y el algoritmo ADMM. De la cuarta columna a la novena, los resultados del problema
completo (reducido) se muestran a la izquierda (derecha) del guién.

)k E_CPU (s) 7, 0) RMSE, |Pg — %[,  RMSE, lg—gll. MPE

(1+p)

2x10* 102 95-1.1 (1,28)- (1,28) 69.05 - 69.04 2647.2 - 2647.1 2.07-2.07 3528.7 - 3528.8 -7.94

1 2x10% 10 9.2-0.8 (1,28) - (1,28) 69.05 - 69.04 2647.3 - 2647.1 2.07 - 2.07 3529.1 - 3529.1 -7.95
2x10*  10*  93-09 (1,28)-(1,28) 69.04 - 69.04 2647.1 - 2647.1 2.07 - 2.07 3529.2 - 3529.1 -7.95

00 - 9.6-0.7 (1,28)-(1,28) 69.04 - 69.05 2647.1 - 2647.3 2.07 - 2.07 3529.2 - 3529.2 -7.95

2x10> 10  9.0-0.8 (1,27)-(1,27) 73.27-73.27 2809.2 - 2809.2 2.06 - 2.06 3508.7 - 3508.7 -7.95

19 2x10® 102 9.3-09 (1,28) - (1,28) 69.05 - 69.04 2647.3 - 2647.1 2.07 - 2.07 3528.7 - 3528.8 -7.95
2x10* 10 9.2-0.8 (1,28) - (1,28) 69.05 - 69.04 2647.5 - 2647.1 2.07 - 2.07 3529.0 - 3529.1 -7.95

00 - 10.3-0.8 (1,28)-(1,28) 69.04 - 69.04 2647.1-2647.2 2.07-2.08 3529.2-3529.2 -7.95

2x103 10  9.3-09 (1,27)-(1,27) 73.27-73.27 2809.2 - 2809.2 2.06 - 2.06 3508.7 - 3508.7 -7.95

199 2x10* 102 9.7-0.8 (1,28)-(1,28) 69.04 - 69.04 2647.1 - 2647.1 2.07 - 2.07 3528.8 - 3528.8 -7.95
2x10°  10°  9.9-0.8 (1,28)-(1,28) 69.04 - 69.04 2647.1 - 2647.1 2.07 - 2.07 3529.1 - 3529.1 -7.95

00 - 10.0-1.0 (1,28)-(1,28) 69.04-69.05 2647.1-2647.4 2.07-2.07 3529.2-3529.1 -7.95

2x10° 1 9.7-0.8 (1,27) - (1,27) 73.82-73.82 2830.2-2830.2 2.04-2.04 3477.5-3477.5 -7.93
1999 2x10* 10 9.9-0.8 (1,27) - (1,27) 73.27-73.27 2809.2 - 2809.2 2.06 - 2.06 3508.7 - 3508.7 -7.95
2x10° 102 9.8-0.9 (1,28) - (1,28) 69.04 - 69.05 2647.1 - 2647.3 2.07 - 2.07 3528.8 - 3528.7 -7.95

00 - 10.2-0.8 (1,28)-(1,28) 69.04 - 69.04 2647.1 - 2647.2 2.07-2.07 3529.1-3529.2 -7.95

Aqui, las soluciones numéricas obtenidas con k/(p + 1) > 10? siguen siendo las mismas
independientemente de los valores de p y k. Esta vez, la solucién del problema reducido se calcula
aproximadamente nueve o diez veces mas rapido que la solucién del problema completo. Es
notable que, al contrario de lo que sucede con la red de Winnipeg, aqui obtenemos exactamente
los mismos resultados para los modelos completo y reducido. El comportamiento cualitativo de
la solucién para la demanda se muestra en la figura 4.8, donde se ve el diagrama de dispersion
de la matriz O-D actualizada para los modelos completo (a) y reducido (b). La pendiente y la
ordenada al origen de la recta de regresién correspondiente en (a) son m, = 1.04, b, = 0.03 y
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la pendiente y la ordenada al origen de la linea de regresién en (b) son m,, = 1.02, b, = 7.25.
Los diagramas de dispersion para los flujos de segmento se muestran en la figura 4.9.
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Figura 4.8: Diagramas de dispersién de la matriz O-D obtenida con k/(p + 1) = 10%. Red de
transito de la ZMVM.
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Figura 4.9: Diagrama de dispersién de del flujo en los segmentos obtenidos con k/(p+ 1) = 103.
Red de transito de la ZMVM.

La figura 4.10 muestra la diferencia entre la matriz O-D obtenida con el modelo completo y
la matriz O-D obtenida con el modelo reducido, denotada por g. — g,; donde es evidente que,
la mayor diferencia es muy pequena y menor que 0.025. Por lo tanto, el modelo de Lagrangiano
aumentado con el algoritmo ADMM produce una solucién precisa de una manera muy eficiente,
al menos para una red grande como la de la ZMVM.
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Figura 4.10: Diferencia entre la solucién del modelo completo y la solucion del modelo reducido
para la red de la ZMVM.

Como se menciono en la seccion 3.5, es posible obtener resultados mas realistas si se incorpora
més informacién (datos) en el modelo. Para la red de Winnipeg, implementamos el algoritmo
ADMM para resolver el modelo (3.33). La tabla 4.8 muestra estos resultados con ky = ko = ks,
donde se obtuvo RMSE, = 0.32y ||g — gl/» = 48.9. Comparando estos resultados con los que
se mostraron en la tabla 4.6 para el modelo completo, observamos que hay un incremento en el
nimero de iteraciones y en el tiempo de cémputo. Ademas, se puede ver que la distancia entre
los datos y las estimaciones es mayor en la tabla 4.8 que en la tabla 4.6.

Tabla 4.8: Resultados para la red de Winnipeg obtenidos con el modelo de Lagrangiano
aumentado y el algoritmo ADMM para el modelo (3.33).

p k ﬁ CPU (s) (J,¢) RMSE, ||Pg—%||m
2x102 102 5.8 (26,17)  0.37 4.3
. 2x10% 103 5.4 (26,17)  0.37 4.3
2x10* 104 5.5 (26,17) 0.37 4.3
0 —~ 3.3 (26,17)  0.37 4.3
2x102 10 5.7 (26,17)  0.36 4.2
19 2x10% 102 5.8 (26,17)  0.37 4.3
2x10* 103 5.5 (26,17)  0.37 4.3
00 —~ 3.2 (26,17)  0.37 4.3
2x10° 10 5.4 (26,17)  0.36 4.1
199 2x10* 102 5.4 (26,17)  0.37 4.3
2x10°  10° 5.6 (26,17)  0.37 4.3
00 - 3.2 (26,17)  0.37 4.3
2x10° 1 5.2 (25,17)  0.38 4.5
1990 2 x10* 10 5.7 (26,17)  0.36 4.2
2x10° 102 5.5 (26,17)  0.37 4.3
00 - 3.1 (26,17)  0.37 4.3

El hecho de que ||g — g||, aumenta cuando se consideran las restricciones (3.31)-(3.32) en el



4.3. DESEMPENO DEL ALGORITMO ADMM o1

modelo Lagrangiano, no significa que estos nuevos resultados no sean suficientemente buenos.
Para ver si los resultados son mejores o no, deberiamos compararlos con la “solucion exacta” g;
la cual esté disponible con nuestros experimentos ya que estamos trabajando con datos sintéticos
(claro que la solucién exacta no esta disponible en un caso real). Obtenemos que: ||g—g||,, = 45.3
cuando se consideran las restricciones (3.31)-(3.32) en el modelo y ||g — g||,, = 63.3 cuando esas
restricciones no se usan. Por lo tanto, esta informacion confirma que los nuevos resultados son
cercanos a los obtenidos sin las restricciones (3.31)-(3.32), sin embargo, los resultados numéricos
mejoran un poco cuando se incorporan los totales marginales de la matriz O-D al modelo, por
lo menos para esta red en particular y con los datos correspondientes. La figura 4.11 muestra
las dispersiones respectivas para estos resultados con k/(p + 1) = 103.
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(a) Sin considerar las restricciones (3.31)-(3.32). (b) Considerando las restricciones (3.31)-(3.32).

Figura 4.11: Diagramas de dispersién para la matriz O-D actualizada obtenida contra la
demanda O-D “exacta” g con k/(p+ 1) = 10%. Red de trdnsito de Winnipeg.

Para evaluar la eficiencia del algoritmo ADMM cuando se esperan diferentes cambios en la
demanda, consideremos una demanda a priori g§ = g+ N(0,dg), donde N(0,dg) es un vector
generado a partir de una distribucién normal con media cero y desviacién estandar 6g. La
tabla 4.9 muestra los resultados numéricos de la red de Winnipeg y los diferentes valores de 4.
Estos resultados muestran que la distancia entre la matriz a priori y la estimada aumenta en
proporcion a ¢. La figura 4.12 muestra las graficas de dispersion para la demanda obtenida con
diferentes valores de g.

Tabla 4.9: Resultados obtenidos para la red de Winnipeg con el modelo de Lagrangiano
aumentado y el algoritmo ADMM considerando las restricciones (3.31)-(3.32) y diferentes valo-

res de 4. - _
s =2l cpu(s) (J,7 RMSE, ||Pg—v|» RMSE, |lg—gln.

I
0.0l 0.01 0.7  (157) 0.6 5.4 0.01 0.8
0.05 0.05 20  (531) 048 5.5 0.04 5.9
010 010 3.0  (10,24) 0.29 3.4 0.07 11.1
0.20 0.21 38  (19,18)  0.23 2.6 0.15 22.8
0.30 0.31 25  (24,14)  0.31 3.6 0.26 39.6
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Figura 4.12: Graficas de dispersién para la demanda obtenida con diferentes valores de g, red
de transito de Winnipeg.

En la Figura 4.13 se muestra la distancia entre la demanda exacta y la matriz de referencia
para cada par O-D en azul y la distancia entre la demanda exacta y la estimada para cada
par O-D en rojo. Observemos que no hay una variabilidad significativa en estas distancias.
Como se mencioné en la introduccién de este trabajo, la metodologia presentada aqui es para
la planificacion a corto plazo donde no se esperan cambios drasticos en la demanda.

Distancia en la demanda

15 2 25

0 05 1
Nodo w104

Figura 4.13: Distancias de g y g a la matriz g para la red de transito de Winnipeg.
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Conclusiones

En este trabajo, estudiamos dos metodologias para estimar matrices O-D en el contexto de
redes de transito: un modelo penalizado (previamente introducido) combinado con el algoritmo
multiplicativo de gradiente conjugado y una nueva metodologia, con base en un modelo de La-
grangiano aumentado combinado con el algoritmo de ascenso dual y método de multiplicadores.
Mostramos (teérica y numéricamente) que las soluciones del modelo penalizado convergen a la
solucién del problema de Spiess cuando el parametro de penalizacion se aproxima al infinito. El
modelo penalizado es equivalente a un modelo de regularizacion cuadratico y también a algu-
nos modelos con base en promedios ponderados, una propiedad agradable que puede ayudar a
obtener estabilidad con respecto a las perturbaciones de los datos de entrada. Estas dos meto-
dologias, muestran que son varias veces mas rapidas y mas precisas que la metodologia de Spiess
cuando se emplea un Lagrangiano aumentado para forzar la no negatividad de los coeficientes
de la matriz O-D.

Los resultados numéricos, muestran que se obtiene la misma solucién, con el mismo tiempo
de computo, para valores del parametro de penalizacion k£ mayor o igual a 1000. Este comporta-
miento es consistente con las propiedades de convergencia del modelo penalizado mostradas en
la seccion 3.2 y con los resultados que se obtienen con modelos de promedios ponderados, como
Noriega y Florian (2009) y Verbas et al. (2011); donde se obtuvieron resultados convergentes
para valores de = 0.999 (equivalente a k = 1000, segun (3.9)).

Las siguientes dos tablas, muestran una comparacion general de las metodologias empleadas
en este trabajo para cada red. En la tercera columna de esas tablas, MDM-R indica el método
méximo descenso multiplicativo (Spiess) para el modelo reducido. GCM-R y ADMM-R tienen
un significado similar.

53
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Tabla 5.1: Comparacion general para la red de transito de Winnipeg.

k p  Método CPU(s) Iters. RMSE, ||Pg—V|n RMSE, |g—gl|x
1000 0O MDM 0.8s 78 0.17 1.9 0.33 50.9
1000 0 MDM-R 0.3s 72 0.18 2.1 0.33 50.9
1000 0O GCM 0.3s 21 0.11 1.3 0.33 51.1
1000 0O GCM-R 0.1s 21 0.11 1.3 0.33 51.1
20000 19 ADMM 2.2 (7,28) 0.09 1.1 0.12 19.2
20000 19 ADMM-R  04s (3,53) 0.01 0.1 0.18 27.8

Tabla 5.2: Comparacion general para la red de transito de la ZMVM.

k p  Método CPU(s) Iters. RMSE, |Pg—V| RMSE, |g-—zg|
1000 O MDM 23.6 s 147 78.92 3025.9 2.54 4324.9
1000 O MDM-R 5.6s 147 78.92 3025.9 2.54 4325.1
1000 0 GCM 5.6 s 30 52.34 2006.7 2.64 4499.3
1000 0  GCM-R 1.2 s 30 52.34 2006.7 2.64 4499.7

20000 19 ADMM 92s (1,28)  69.05 2647.5 2.07 3529.0
20000 19 ADMM-R  08s (1,28)  69.04 2647.1 2.07 3529.1

El modelo penalizado con GCM brinda la misma solucién que el método de Spiess con un
menor costo de computo, mientras que el modelo de Lagrangiano aumentado con el algoritmo
ADMM obtiene soluciones méas precisas con un costo de computo aun menor para la red de
transito mas grande. El bajo tiempo de CPU de los célculos muestra que los modelos cuadraticos
con algoritmos de solucién apropiados siguen siendo una buena opcién para las redes de transito
a gran escala y pueden adaptarse al caso dinamico. Creemos que los resultados obtenidos con
estas metodologias pueden mejorarse bajo las siguientes consideraciones:

= Los resultados pueden ser mas realistas si se incorpora mas informacién al modelo; por
ejemplo, informacion de la zona, limites superiores e inferiores y costos de viaje. La me-
todologia que aqui presentamos, permite combinar diferentes fuentes de datos de manera
relativamente facil; por ejemplo, encuestas, sensores en los microbuses, torniquetes, tarje-
tas de tarifas inteligentes y sistemas de localizacion geografica.

= La matriz P se puede reducir ain mas eliminando aquellas columnas que solo tienen
coeficientes nulos (es decir, eliminar la columna j si P;; = 0, Vi = 1,2,...,m). En este
caso, el valor correspondiente de g; debe establecerse como g;.

= El enfoque de Lagrangiano aumentado se puede implementar para otras restricciones de
igualdad y otros algoritmos que han sido efectivos en otros contextos (ver Boyd et al.,
2010); por ejemplo, Balakrishnan et al. (1989) utilizaron el método de direcciones alter-
nantes y multiplicadores para el disenio de redes.

= La seleccién de los segmento donde se tienen conteos, se debe realizar de tal forma que se
maximice la cobertura y se minimicen los recursos, como lo mencionan Chootinan et al.
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(2005). Ademas, se pueden desarrollar estrategias para seleccionar conteos adicionales (ver
Chen et al., 2007).

Es importante mencionar que al iniciar este trabajo de investigacién, usamos el software
EMME para llevar a cabo las asignaciones e implementamos nuestros métodos de estimacion
de matrices O-D en una macro. Los tiempos de cémputo que obtuvimos fueron mas pequenos
que los tiempos que se obtienen con el algoritmo MDM, parte del software EMME, sin em-
bargo estos tiempos eran del orden de minutos (horas para la red de la ZMVM y el algoritmo
MDM). Implementamos rutinas en Python para extraer unicamente los datos que requerfamos
de las asignaciones de EMME, guardamos estos datos de tal forma que nos permitieran ahorrar
memoria e implementamos los algoritmos en Matlab. Todo esto nos permitié obtener los mismos
resultados con tiempos de cémputo mucho menores (segundos).

El siguiente paso en nuestra investigacion es ajustar la demanda cuando el modelo de asig-
nacion de transito considera los limites de capacidad y los efectos de la congestion, el cual es un
modelo no lineal. Una forma de resolver este problema, es resolver pequenos subproblemas li-
neales de forma iterativa, donde se pueden aplicar los algoritmos mostrados en este trabajo para
modelos lineales. Debido a la complejidad del problema no lineal, es posible que los algoritmos
se ejecuten en un tiempo considerablemente mayor, por lo cual no descartamos la idea de usar
técnicas de precondicionamiento, paralelizacion y supercémputo para poder hacer simulaciones
en tiempo real para redes grandes como la de la ZMVM.

Actualmente, contamos con algunos datos obtenidos a partir de la encuesta origen-destino
mas reciente (INEGI, 2018) para la ZMVM. Un trabajo muy interesante seria aplicar nuestra
metodologia con este nuevo conjunto de datos y comparar la precisiéon. Para hacer esto, es im-
portante que primero se actualice nuestra base de datos de la red de transito, puesto que en ella
no se tienen consideradas a la linea 12 del metro ("la dorada”) ni a las rutas mas recientes del
metrobus.

Otros enfoques que se podrian considerar son:

= Modelos de estadistica Bayesiana considerando otro tipo de distribucién a priori en los
datos, por ejemplo Poisson o Gamma, y midiendo la bondad de cada una de éstas en la
asimilacién de datos.

= Utilizar otro tipo de normas que nos ayuden a identificar los cambios bruscos en la
demanda para los centroides que sean cercanos, por ejemplo la norma-1.

= Considerar modelos que nos permitan calcular la demanda de forma dindmica; por ejemplo,
dividiendo el periodo de interés en pequenos subintervalos y estimar la demanda en el
tiempo t;,1 considerando como demanda a priori la que se obtuvo en el tiempo ¢;. Asi,
para obtener una buena aproximacion en tiempo real, es importante tener algoritmos muy
eficientes que resuelvan cada subproblema con un tiempo mucho menor que el tamano
del intervalo a considerar. Es decir, si se desea hacer una simulacién con intervalos de 10
minutos, cada subproblema debera resolverse en un tiempo menor que 10 minutos.
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= Considerar ademas otro tipo de métodos de asignacién de transito; ademads del que con-
sidera la congestién y los limites de capacidad, otros que consideren diferentes tipos de
usuarios (modelos estocésticos) o que dependan del tiempo (modelos dindmicos).

Consideramos que con los algoritmos mostrados en este trabajo, son muy ttiles para la
planificaciéon de la red de transito de la ZMVM; su aplicacion permite simular la creacién de
nuevas lineas de transito y modificar de forma adecuada los itinerarios de las lineas de transito
y asi tener una red que funcione de forma mas 6ptima. Ademas, con los modelos y algoritmos
adecuados, este trabajo se puede extender de forma muy eficiente hasta llegar a sugerir rutas
de costo minimo para los usuarios de la red.



Apéndice A
Regresion lineal

La técnica de regresién es una de las herramientas mas populares de la estadistica. Existen
varias formas de regresion como: lineal, no lineal, simple, miltiple, paramétrica, no paramétrica,
etc. En este apéndice nos enfocaremos en la regresion lineal. Para ver mas detalles acerca de
modelos de regresion se puede consultar Draper y Smith (1998). El mayor propdsito de la
regresion, es explorar la dependencia de una variable con respecto a otras. En una regresion
lineal simple, la media de una variable aleatoria ¥ se modela como una funciéon de otra variable
observada x, con la relacion

E[Y|z] =mz+b (A.1)

donde m y b, la pendiente y la ordenada al origen respectivas de la regresion, son parametros
desconocidos. Esto significa que el valor esperado de Y, dado X = z, es una funcion lineal de .

Para fijar ideas, consideremos el ejemplo de la subseccién 3.2.3, en donde ordenaremos los
pares O-D como se muestra en la tabla A.1. Adema&s, supongamos que al obtener la matriz a
priori, por alguna razén se perdieron los datos respectivos al par 4 y al par 15, por lo cual
tampoco se obtuvo una estimacion de demanda. Supongamos ademas que la demanda estimada
depende linealmente de la demanda a priori. Asi, el problema consiste en ajustar una recta que
resuma la informacién que se tiene en este conjunto de datos.

Sea n a la cantidad de pares O-D donde se tienen datos (en este caso 23), Z la media muestral
de g v y la media muestral de g. Asi, se obtiene:

n 23 23
_ 1 Z . 1 Z . 1
=1 =1 1=1

o7
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Par O-D g (a priori) g (estimada) | Par O-D g (a priori) g (estimada)

1 0 0.0 14 ) 2.0
2 12 12.0 16 26 26.0
3 4 3.7 17 39 40.3
5 84 81.7 18 23 23.0
6 4 4.0 19 0 0.0
7 0 0.0 20 36 36.0
8 41 37.9 21 53 54.8
9 35 30.8 22 24 24.8
10 12 12.0 23 34 31.1
11 9 9.0 24 47 41.3
12 12 12.0 25 0 0.0
13 0 0.0

Tabla A.1: Datos de una matriz estimada y una matriz a priori.

Definiendo la suma de cuadrados S, y la suma mixta S, como

n

=1

= 21304 — 23(21.7391)2 = 10434.4348
Sy = Z(ﬁz —z)(g:i—y) = Zgz@i - QZ@' - ffzgi + Zfﬂ
' i=1 i=1 i=1 i=1

=" gigi — nyT — Ty +nIy =Y _ gigi — nTy
=1 i=1

= 20634.3 — 23(21.7391)(21.1043) = 10082.1261.

la pendiente m y la ordenada al origen b de la regresién se obtienen de la siguiente manera

Sz 10082.1261
S.e  10434.4348

m = = 0.9663, b=y —mz=21.1043 — 0.9663(21.7391) = 0.0992.

Teniendo los pardametros de la regresion lineal, en caso de que se recuperara informacién
acerca de la demanda de referencia, es posible obtener rapidamente una aproximacion de la
demanda actual (estimada) sin necesidad de correr nuevamente los algoritmos. Por ejemplo; en
el par O-D 4, sabemos que la demanda de referencia es de 23 viajes, asi g, = 0.9663(23) +
0.0992 = 22.3241; en el par O-D 15, sabemos que la demanda de referencia es de 22 viajes, asi
g4 = 0.9663(22) + 0.0992 = 21.3578.

La correlacién de dos variables aleatorias X y Y es un nimero al cual también se le conoce
como coeficiente de correlacién y se define como:
, Cou(X)Y)
R*i=———

00y
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donde Cov(X,Y) es la covarianza de X y Y, 0, es la desviacién estandar de X y o, es la
desviacion estandar de Y. Si a valores grandes de X le corresponden valores grandes de YV y
si a valores pequeinios de X le corresponde valores pequefios de Y, entonces R? serd positivo,
de lo contrario serd negativo. Asi, el signo de Cov(X,Y’) proporciona informacién acerca de la
relacién entre X y Y. Ademsés, se puede demostrar que —1 < R? < 1. La interpretacién que se
le da a este coeficiente es que si |R?| es cercano a 1, existe una recta y = mx + b, con a # 0,
tal que los valores de (X, Y) tienen una probabilidad alta de estar cerca de de esta linea. Si por
el contrario, el valor de R? es cercano a cero, se entenderd que no existe una recta que cumpla
con estas caracteristicas; es decir, las variables X y Y son linealmente independientes.

Ahora, para nuestro ejemplo se tienen que

Cou(G,G) : = E[(G - 7)(G - 7)] Zgzgz Zﬁz‘—%ZgH-%Zfﬂ
i=1 i=1 i=1

n 23
1 1
== G-y = _E: .g: — (21.7391)(21.1043
n‘_lgg Ty = 23 199 ) )

20634.3

— (21.7391)(20.4148) = 438.355,
. Sp 104344348

— = 4536711
o= 53 53.6711,
1 — o 20043.7
o2 = - Y gi-v= . (21.1043)* = 426.0737,
=1
438.
R? = 38355 = 0.9970.

\/(453.6711)(426.0737)

Para determinar qué tan buena en nuestra estimacion, respecto a un conjunto de datos, es
necesario introducir una medida del error. Una de las métricas de error mas usada frecuentemente
es la raiz del error cuadratico medio RM SFE, el cual mide la diferencia entre los datos observados
(&) vy los valores calculados con un modelo (g). Se define de la siguiente manera:

; = i) 731
RMSE = \/ZZ 19— i) \/Zz 19 = 9:)* _ o= V34391 = 1.8545

Una de las caracteristicas del RM SFE es que, dado que los errores se elevan al cuadrado antes
de hacer el promedio, el RMSE otorga un peso relativamente alto a los errores grandes. Esto
significa que el RMSFE es mas til cuando los errores grandes son particularmente indeseables.

Algunos investigadores recomiendan usar otro tipo de métricas que permitan observar mas
claramente si la estimacion tiene algin sesgo, por ejemplo el error medio porcentual (M PFE), el
cual se define como

MPE = IOOZgZ Ji.



60 APENDICE A. REGRESION LINEAL

sin embargo; esta métrica tiene la desventaja de que no esta definida cuando uno de los datos es
nulo. Si en nuestro ejemplo eliminamos los pares O-D con demanda nula, el M PFE nos queda:

MPE =

18
1 .

100 <— gi i _ g9y
18 <~ G

el cual indica una tendencia a subestimar la demanda alrededor del 2 %, respecto a la demanda
a Priori.
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Apéndice B
Caodigos

En este anexo se muestran los cédigos generados en Matlab para programar cada uno de los
algoritmos descritos.

Algoritmo de asignacién lineal

% Este programa sirve para resolver el problema de asignacién de trdnsito en la
% red ejemplo de la seccién 2.3, para cada par O-D (p,q).

function [S,vol]=EjemploNotasAsignacion(p,q)
% Entrada :

% p: nodo origen

% q: nodo destino

% Salida:

% S : conjunto de segmentos en la estrategia Optima
% vol: volumen de personas en cada segmento usado

%Mi infinito
inf=1/eps;

% INTRODUCCION DE DATOS

% Segmentos dirigidos en la red generalizada de la figura 2.4: inicio—fin
% Linea 1 Verde

A=[1 7;7 1;2 7;7 2;5 7;7 5];

% Linea 2 Roja

A=[A;1 8;8 1;3 8;8 3;4 8;8 4];

% Linea 3 Azul

A=[A;3 9;9 3;5 9;9 5;10 9;9 10];

% Linea 4 Negra

A=[A;10 6;6 10;4 6;6 4;5 6;6 5];

% Tiempo de viaje sobre cada segmento
% Linea 1 Verde

ta=[10 10 0 0 15 15];

% Linea 2 Roja

ta=[ta 10 10 0 0 7 7];

% Linea 3 Azul
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ta=[ta 9 9 6 6 0 0];
% Linea 4 Negra
ta=[ta 2 2 0 0 6 6];
ta=ta (:) ;

% Frecuencia del segmento (2/hdwy)
% Linea 1 Verde hdwy = 7 min
fa=[2/7 inf 2/7 inf 2/7 inf];

% Linea 2 Roja hdwy = 12 min
fa=[fa 1/6 inf 1/6 inf 1/6 inf];
% Linea 3 Azul hdwy = 12 min
fa=[fa 1/6 inf 1/6 inf 1/6 inf];
% Linea 4 Negra hdwy = 5 min
fa=[fa 2/5 inf 2/5 inf 2/5 inf];
fa=fa (:) ;

%No. de segmentos (deben ser 22)
m = length (A);

% Numero de nodos
n = max(A(:));

% Se enumeran los segmentos

B = [A (1:m) ];

% INICIALIZACION
% Todos los tiempos de viaje son infinito excepto en el nodo destino que es
u = infxones(n,1); u(q) = 0;

% Todas las frecuencias en los nodos son cero
f = zeros(n,1);

% El volimen en los nodos es cero, excepto en el origen y el destino
v = zeros(n,1l); v(p) = demanda; v(q) = —demanda; vol=[];

%PRIMERA ETAPA. ESTRATEGIA OPTIMA
% Conjunto con los segmentos en la estrategia
S=Il;
while m > 0
mIT = inf; % minimo tiempo total
for id = 1:m
% 1Id del segmento sobre el que se hace el test

a = B(id,3);
% Nodo al que llega el segmento
j =A(a,2);

if u(j) + ta(a) <= mIT
% Nodo donde inicia el segmento
i =A(a,l);
% Actualizar el valor del minimo tiempo total
wlT = u(j) + ta(a);
%1Id del segmento con el minimo tiempo total
k = a;

cero
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114
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117
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125
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end

end

if mIT < u(i)
% El segmento estd en la estrategia y se guarda en S=[i j Id uj+ta]
S = [S;A(k,:) k mTIT];

% Actualizar los indices usando el criterio: inf*x0 =

if f(i)*u(i) = 0 && (f(i) >= inf || u(i) >= inf)
u(i) = (1 + fa(k )*mTT)/(f(i) + fa(k));

elseif fa(k)s«smIT = 0 && (fa(k) >= inf || mTT >= inf)
u(i) = (f(i i) + 1)/(f(i) + fa(k));

else
| u(i) = (f(i)*u(i) + fa(k)+TIT)/(f(i) + fa(k));
f(i) = (i) + fa(k);

end

% Se elimina el segmento del conjunto de bisqueda
for a = 1:m
if B(a,3) = k
B = delrow (B,a);
break
end
end
%No. de iteraciones
m=m — 1;
end

%SEGUNDA ETAPA. ASIGNACION DE VOLUMENES
% Ntumero de segmentos
m = size(S);

for k = m:—1:1 % Hacer en orden decreciente de uj+ta
% Nodo donde inicia el segmento

i =3S(k,1);

% Nodo donde termina el segmento
i =5(k,2);

% 1d del segmento

a = S(k,3);

% volumen calculado

= fa(a)xv(i)/f(i);

% Probabilidad de que el par O-D (p,q) use el segmento a=(i,])
pi = va/g;

if va =0
vol = [vol; i j va pil;
end
v(j) = v(j) + va
end
return
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Donde la funcién delrow es la siguiente subrutina

function A=delrow (A,r)
% Esta funcién sirve para borrar el renglén r de la matriz A
%A = Matriz
% r = Renglén que se desea borrar
[m,n]=size (A);
if r==1
A=A(2:m,:) ;
elseif r=m
A=A(1:m—1,:);
else
A=[A(1:r—1,:);A(r+1m,:) |;
end
return

Algoritmo de maximo descenso multiplicativo

function [g,Pg0,Z] = mdmOD(g0,P,v,tol ,noMaxIt,k, t1)

% Este programa sirve para resolver el sistema de ecuaciones

% (14kP’P)g=g0+kP’v, asociado al modelo penalizado para estimar matrices
% origen destino a partir de una matriz obsoleta g0 y volimenes observados v.
%En este caso, la solucién se calcula de manera iterativa mediante la
% formula gl = g0 + alfa*dM0, con dMO = g0.xd0.

% Resolviendo el problema de min_alfa Z(g0+alfaxdM0) se obtiene que

% alfa = —<NO,dM0>/<gamaxdMO0, AxdMO>

% = —<NO,dMO0>/gamax(<dMO0, dMO>+k+x<P*dMO0, PxdM0>) |

% en donde NO = gamaxk+P’(Pxg0—v). El nuevo gradiente se calcula como

% N1 = NO + gamaxalfax(I+k+«P’+«P)+«dM0 = NO + gamaxalfa x(dMO+k+P’+PxdMO)
%y el gradiente multiplicativo se calcula NMl = gl.xNI1.

% La direccién de descenso contraria a la del

% gradiente dM1 = —GM1

% input

% g0 : Punto de inicio (demanda obsoleta)

% P : Matriz de probabilidades de ruta

% v : Vector de volimenes observados

% tol : Tolerancia para el criterio de paro

% noMaxIt: Numero maximo de iteraciones

% k : Factor de penalizaciéon en el modelo

% t1 : Factor de reescalamiento para evitar overflow

%

% output

% g : Demanda estimada

% i : Numero de iteraciones realizadas

% Z : Funcién objetivo [Z.g,Z.v,Z], donde Z_.g = <g—g0,g—g0>
% Zv = <Pg—v,Pg—v>y 7Z = (t1/2)Z_¢g

%

%NOTA: Este algoritmo se encuentra programado en una macro para EMME,
% donde utilizo un factor de reescalamiento t1 = 0.001/k

% if nargin <6
% k = 100;
% t1 = 0.001/2;
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% end
gama = t1;
g = g0;

% Calculo del primer gradiente y su norma
Pg0 = Pxg;

difv = Pg0 — v;

r0 = gamax(g — g0 + kxP’xdifv);

paro = norm(r0); paro = tolxparo;

% Primera direccién de descenso

dM = —g.*x10;

%N?mero de iteraciones
i=1; 2= [];
while (1)
% Valores de la funcién objetivo
Zg = (g—80) '*(g—g0);
Zv = difv 'x difv;
Zt = (gama/2)x(Zg + k*Zv);
Z =172; Zg, Zv, 7Zt];
if i = noMaxIt
disp ('mdMOD: _Se_requieren _mas_iteraciones._para_alcanzar.la_convergencia’)
fprintf(’La_.norma.del_gradiente_en_la_iteracién_%.es:_ % _\n’,i,nr)
break
end

% Calcular el valor de alfa = —<r0 ,dM>/(gama<dM, ( I+kP’P) «dM>)
PdM = PxdM;
AdM = dM + kxP’xPdM;

alfa = —(r0’xdM) /(gamaxdM’ xAdM) ;
% if alfa >1
% disp (’Warning: alfa > 17)
% alfa = min(alfa ,1);
% end

% Nuevo valor de g
g = g + alfaxdM;

% Proyectamos la solucién en el conjunto factible
g = (g>0).xg; % (Vollebregt, 2014)

Pg0 = Pxg;
difv = Pg0 — v;

% Gradiente més actual y su norma rl = r0 + gamaxalfax(dMO 4+ k«P’+«PdM)
rl = r0 4+ gamaxalfaxAdM;
nr = norm(rl);

% Prueba de convergencia

if nr <= paro
fprintf( 'mdmOD: _Criterio_del_gradiente_en.la_iteracién._%._\n’,i)
% fprintf (’La norma del gradiente en la iteracién %l es: % \n’,i,nr)
Zg = (g—80) "*(g—80);
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Zv = difv '« difv;
Z = [Z; Zg, Zv, (gama/2)x*(Zg + kxZv)];
break
else
% Calculo de la nueva direccién de descenso
dM = —g.xrl;
r0 = rl;
i =1 +1;
end
end
return

Algoritmo de gradiente conjugado multiplicativo

function [g,Pg0,grad,i,Z] = gMOD(g0,P,v,tol ,noMaxIt, k,t1)

% Este programa sirve para resolver el sistema de ecuaciones

% (I4kP’P) g=g0+kP’v, asociado al modelo penalizado para estimar matrices

% origen destino a partir de una matriz obsoleta g0 y volimenes observados v.
%En este caso, la solucién se calcula de manera iterativa mediante la

% formula gl = g0 + alfa*dMO0O, con dMO = g0.xd0

% Resolviendo el problema de min_alfa Z(g0+alfaxdM0) se obtiene que

% alfa = —<NO,dM0>/<t1+dMO0, AxdMO>

% = —<NO,dMO0>/t 1 *(<dMO, AMO>+k«<P+dM0 , Px«dMO0>)

% en donde NO = tlxk«P’(Pxg0—v). El nuevo gradiente se calcula como

% N1 = NO + tlxalfax*(I+k+«P’«P)*dM0 = NO + tlxalfax(dMO+k+P’«PxdMO)

%y el gradiente multiplicativo se calcula NMl = gl.xN1.

% Se propone calcular la nueva direccién de descenso como:

%dM1 = —GM1 + beta*dM0O, en donde el valor de beta para que <dMl,AxdMO> = 0
% debe ser: beta = <GMI, G1-G0>/<dM0, G1-GO>

% input

%o g0 : Punto de inicio (demanda obsoleta)

% P : Matriz de probabilidades de ruta

% A\ : Vector de volimenes observados

% tol : Tolerancia para el criterio de paro

% noMaxIt: Numero méximo de iteraciones

% k : Factor de penalizacién en el modelo

% t1 : Factor de reescalamiento para evitar overflow

%

% output

% g : Demanda estimada

% i : Numero de iteraciones realizadas

% Z : Funcién objetivo [Z.g,Z.v,Z], donde Z_.g = <g—g0,g—g0>
% Z.v = <Pg—v,Pg—v>y Z = (t1/2)Z_g

%

%NOTA: Este algoritmo se encuentra programado en una macro para EMME,
%o donde utilizo un factor de reescalamiento tl = 0.001/k

% if nargin <6

% k = 100;

% t1 = 0.001/2;
% end

g = g0;
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% Célculo del primer gradiente y su norma
Pg0 = Pxg;

difv = Pg0 — v;

r0 = tl1x(g — g0 + kxP’xdifv);

nr = norm(r0); paro = tolsnr;
grad = nr;

% Primera direccién de descenso
dM = —g.x10;

% Numero de iteraciones
i=1; 2= [];
while (1)
% Valores de la funcién objetivo
Zg = (g—80) '*(g—g0);
Zv = difv 'x difv;
Zt = (t1/2)*(Zg + kxZv);
Z = 1Z; Zg, Zv, 7Zt];
if i = noMaxIt
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disp (’gecMOD: _Se_requieren._mas._iteraciones._para_alcanzar.la._.convergencia’)

fprintf(’Lacnorma.del_gradiente_en.la_iteraciéon_.%.es:_ % _.\n’,i,nr)

break
end

% Calcular el valor de alfa = —<NO,dM>/(t1<dM,dM> + 2xt1<PxdM,PxdM>)
PdAM = PxdM;

AdM = dM + kxP’«PdM;

alfa = —(r0’*dM) /(t1*dM’ «AdM) ;

% Nuevo valor de g
g = g + alfaxdM;

% Proyectamos la solucion en el conjunto factible

g = (g > 0).xg; % (Vollebregt, 2014)

Pg0 = Pxg;
difv = Pg0 — v;

% Gradiente mds actual y su norma rl = r0 + tlxalfaxAdM
rl = r0 4+ tlxalfaxAdM;

nr = norm(rl);

rml = g.xrl;

grad = [grad;nr];

% Prueba de convergencia

if nr <= paro
fprintf(’geMOD:_Criterio._del_gradiente_en_la_iteraciéon_%._\n’,i)
Zg = (g-20) "+ (g-g0);
Zv = difv '« difv;
Z = Z; Zg, Zv, (t1/2)*(Zg + kxZv)];

break

else
% Calculo de la nueva direccién de descenso
difN = r1-r0;
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beta = (rml1’*difN) /(dM’* difN);
dM = —rml + betaxdM;
r0 = rl;
i =1 +1;
end
end
return

Algoritmo de ascenso dual y multiplicadores

% Cargar datos (gOld,P,v_obs,rho, k)
load ("ZMVM2. mat ")

% Ntumero de parametros a estimar
no_zones = length (gOld);

% Ntmero de segmentos donde se tienen conteos
no_cont = length (v_obs);

% Pardametros para los métodos de descenso
tol = 0.001; noMaxIt = 299;

% Pardmetros para los métodos con Lagrangiano
ItAD = 49; tolAD = 0.1; tolADgc = 0.25;
paro = tolsnorm(gOld);

disp (% Lagrangiano_Aumentado_((1+1) I +_kP*P)g.=_g" +_kP*v . +.mu_+.ry2_.%)
fprintf(’Las.penalizaciones.son:rho=% ,.k=% ,_k/(rho+1=%\n’,rho ,k,k/(rho+1))

% Inicializamos las variables

mu = 0xgOld; y2 = gOld; g = gOld; itGC = [];

j = 1; tinicio = cputime;

while j <= ItAD
% Actualizar g
[g,it] = gcLA(gOld,g,P,v_obs ,mu,rho,y2, tol ,noMaxIt, k,tolADgc);
itGC = [itGC it ];

dg = [dg;norm(g—gOld) |;

dv = [dv;norm(Pxg—v_obs) |;

% Actualizar y

y2 = g — mu/rho; y2 = (y2 >= 0).xy2;

% Prueba de convergencia

if norm(y2—g) <= paro
fprintf(’Ascenso_.Dual_termino_en_%_iteraciones._\n’,j)
fprintf(’Promedio_de_iteraciones._de_ GC %f\n’ ,round (mean(itGC)))
g = (g>=0).xg;
break

else
% Actualizar mu
mu = mu + rhox(y2 — g);
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g = y2 + mu/rho;
end

=3+ 1
if j >= ItAD
fprintf (’ADMM_requiere .més.de. %l . iteraciones.\n’,j)
fprintf(’Promedio_.de.iteraciones.de_ .GC%f\n’ ,round (mean(itGC)))
break
end
end

v = Pxg;
fprintf(’Costo.computacional : o % _\n’ ,round (10« (cputime — tinicio))/10)

Donde la linea 26 manda llamar la siguiente subrutina de gradiente conjugado tradicional.

function [g,i] = gcLA(gOld,g0,P,v ,mu,rho,y2,tol ,noMaxIt,k,tolADgc)
g = g0;

% Calculo del primer gradiente y su norma

Pg = Pxg;

difv = Pg — v;

r0 = (1+rho)xg — gOld + kxP’xdifv — mu — rhoxy2;
nr = norm(r0); paro = tolsnr;

% Primera direccién de descenso

d =—-r10;

% Ntimero de iteraciones

i=1;
while (1)
if i = noMaxIt
disp (’gcLA: _Se_requieren._mas.iteraciones._para.alcanzar_la_convergencia’)
% fprintf(’La norma del gradiente en la iteracién % es: % \n’,i,nr)
break
end

% Calcular el valor de alfa = —<NO,dM>/(t1<dM,dM> + 2xt1<PxdM, PxdM>)
Pd = Pxd:

Ad = (14rho)*d + k«P’*Pd;

alfa = —(r0’xd) /(d’*xAd);

% Nuevo valor de g
g =g + alfaxd;

Pg = Pxg;

difv = Pg — v;

% Gradiente mds actual y su norma rl = r0 + tlxalfaxAdM
rl = r0 4+ alfaxAd;
nr = norm(rl);

% Prueba de convergencia (usar un ndmero pequeno de iteraciones)

if nr <= paro
fprintf(’gcLA:_Criterio.del_gradiente_en_la_iteracién_%l.\n’,i)
break
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elseif min(g) <= —tolADgc
% Salir para actualizar el multiplicador mu
fprintf(’gcLA: _El_minimo._de_g.es: % ,_iteracién._%._\n’ ,min(g),i)

break

else
% Céalculo de la nueva direccién de descenso
difN = r1-10;

beta = (rl’«difN)/(d’«difN);
d = —rl 4+ betaxd;

r0 = rl;

i=1 +1;
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