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Introduccion

Uno de los objetivos principales de la Topologia General es la clasificacion
y caracterizacion de los espacios topoldgicos. Para conseguirlo se han emplea-
do técnicas, conocimientos y herramientas tanto de Topologia General como
de otras dreas de las Matematicas. En virtud de un teorema fundamental de
Nagata, para el caso de los espacios topoldgicos de Tychonoff, este estudio
puede hacerse a través de la caracterizacion de las propiedades de los espacios
de funciones reales dotados de la topologia de convergencia puntual. Con este
enfoque, se han desarrollado técnicas que conforman la rama del Algebra To-
polégica denominada C)-teoria. El presente texto se enmarca dentro de esta
area del conocimiento. Una manera natural de estudiar un espacio topolégico
X es representarlo como unién de sus subespacios comparativamente senci-
llos y aprovechar la estructura de dicha unién para obtener informacién de
las propiedades de X. En ese sentido, lo primero que se tiene que averiguar
es la conservacion de las propiedades topoldgicas por las uniones finitas o
numerables. Aqui, la mayoria de los resultados son bien conocidos y forman
parte del folklore topoldgico. Por ejemplo, si X es la unién finita de sus subes-
pacios pseudocompactos entonces X es pseudocompacto; si X es union finita
de sus subespacios de m-peso numerable entonces X tiene m-peso numerable.
El m-peso y la pseudocompacidad ya no se preservan en uniones numerables,
pero cualquier unién numerable de espacios césmicos (es decir, los que tienen
peso de red numerable) también es un espacio c6smico. Lo mismo es cierto
para la propiedad de Lindelof, la separabilidad, la o-compacidad y muchas
otras propiedades. Es muy comtn también considerar uniones de subespacios
cerrados. Por ejemplo, la metrizabilidad ni siquiera se conserva por uniones
de dos espacios; sin embargo, si X es la unién finita de sus subespacios metri-
zables cerrados, entonces X es metrizable. A veces, una estructura adicional
en un espacio mejora dramaticamente sus propiedades en cuanto a uniones
finitas o numerables. Un ejemplo clasico es el hecho de que cualquier gru-
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po topoldgico representable como unién finita de sus subespacios primero
numerables es metrizable. Los espacios de funciones tienen una estructura
algebrdica ain maés rica que los grupos topoldgicos asi que es de esperarse
que en ellos se conserven méas propiedades tanto por uniones finitas como por
uniones numerables. Un estudio sistematico en este sentido se realizé en el
articulo [Tk3] de Tkachuk. El demostré, entre otras cosas, que si Cy(X) es
union numerable de sus subespacios de caracter numerable entonces es me-
trizable. Andlogamente, se demostré en [Tk3] que la estrechez, la propiedad
de Fréchet-Urysohn y el pseudocaracter se conservan en C,(X) por uniones
numerables. Ademads, si suponemos que Cp(X) es unién numerable de subes-
pacios cerrados realcompactos o hereditariamente normales, entonces X es
realcompacto o hereditariamente normal respectivamente. En el marco de
la misma linea de investigacion Casarrubias Segura estudi6 en [CS] las des-
composiciones de C,(X) en uniones finitas. El demostro, en particular, que
si Cp(X) es igual a la unién finita de una familia de sus subespacios para-
compactos, entonces C,(X) es paracompacto. Adicionalmente, Casarrubias
Segura establece, que si n < wy C,(X) = J{C" : i < n} donde cada C;
es realcompacto entonces C,(X) es realcompacto. Otro ejemplo del analisis
de un espacio por medio de sus descomposiciones lo brindan los resultados
de Tkachenko quien probé en el articulo [Tka] que para cualquier espacio
X = {X,: a <k} donde X, C X cuando o < f3 si tenemos un invariante
cardinal ¢ € {numero de Souslin, spread, nimero hereditario de Lindeldf,
densidad hereditaria} y ¢(X) < A para cada o < k; entonces ¢(X) < A; si,
ademds, k > A entonces ¢(X) < A.

El objetivo de esta tesis es estudiar cuando un espacio de funciones tiene
una cubierta conservativa (ver Seccién 1.1) cuyos elementos poseen buenas
propiedades. Evidentemente lo mismo se puede plantear para espacios ge-
nerales. En este sentido se lograron algunos avances en los anos 70-80 del
siglo pasado; Potozny probé en [Po] que si un espacio X admite una cubier-
ta conservativa con subespacios compactos entonces X es metacompacto.
Por su parte, Smith y Telgarsky demostraron en [STe] que si un espacio X
es el o-producto de espacios de Lindelof y tiene una cubierta conservativa
de subespacios compactos, entonces X es Lindelof. El capitulo preliminar
del presente texto incluye el teorema de Terada-Yajima que establece que
ningtin subconjunto de tipo G5 de un espacio numerablemente compacto
admite una cubierta conservativa de subespacios densos en ninguna parte.
En particular esto implica que si C es una cubierta conservativa de un es-
pacio Cech-completo X y los elementos de C son cerrados en X, entonces



algin C' € C tiene interior no vacio. Este resultado es de gran utilidad en
las secciones posteriores. El planteamiento general de la tesis puede definir-
se de la siguiente manera: dada una propiedad topoldgica P; supongamos
que C,(X) tiene una cubierta conservativa F de subespacios de C,(X) cuyos
elementos tienen la propiedad P. ;Esto implica que C,(X) necesariamen-
te tiene la propiedad P o alguna otra propiedad relacionada? Dedicaremos
especial atencién al caso cuando los elementos de la cubierta conservativa
son cerrados en C,(X). Para la mayoria de las propiedades topolégicas P
si Cp(X) tiene una cubierta cerrada numerable cuyos elementos tienen P,
entonces C,(X) también posee una cubierta conservativa cuyos elementos
tienen P. De modo que la informacién que hemos obtenido sobre cubiertas
cerradas conservativas generalizan los resultados de Tkachuk sobre uniones
cerradas numerables en [Tk1] y [Tk3]. El capitulo 1 de la tesis es preliminar;
aqui se presentan las definiciones y resultados propios de la Topologia Gene-
ral que se utilizan en las demostraciones de los enunciados del capitulo 2. En
particular, en la Seccion 1.5 citamos algunos resultados clésicos sobre los es-
pacios de funciones que admiten una cubierta numerable por subespacios con
“buenas” propiedades. El capitulo 2 consiste en los resultados originales de
la tesis. Comenzamos con el caso de cubiertas localmente finitas demostran-
do que esta situacién se reduce al caso de cubiertas finitas. El segundo caso
que consideramos es la existencia de cubiertas conservativas conformadas por
subespacios compactos, o bien numerablemente compactos de espacios Cp,(X)
para un espacio arbitrario X; el resultado principal de la seccién 2.1 es de-
mostrar que en este caso X tiene que ser finito. En la secciéon 2.2 el resultado
principal es el Teorema 2.2.8 que afirma que dado un espacio X y una propie-
dad P hereditaria con respecto a subespacios cerrados, si C,(X,[0,1]) tiene
una cubierta conservativa cerrada C tal que cada C' € C tiene P entonces
Cp(X,]0,1]) también tiene la propiedad P. Esto implica, en particular, que
para cualquier espacio de Tychonoff X, el espacio C,(X, [0, 1]) es Lindelof si
y solo si C,(X, [0, 1]) tiene una cubierta conservativa cerrada de subespacios
de Lindel6f. En la misma seccién también se estudian en C,(X) las cubier-
tas conservativas cerradas cuyos elementos son de Lindelof o Lindelof . A
sabiendas de que el espacio C,(X, [0, 1]) tiene la propiedad correspondiente,
la conjetura principal es que en este caso el mismo C,(X) serd Lindeldf o
Lindelof ¥ respectivamente. En esta direccion, se demuestran algunos resul-
tados positivos particulares, la mayoria de los cuales son generalizaciones de
teoremas clasicos sobre los espacios X tales que C,(X) es Lindelof o Lindelof
Y. En la seccion 2.3 estudiamos las cubiertas conservativas no necesariamen-
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te cerradas de los espacios de funciones con la topologia de la convergencia
puntual. El Teorema 2.3.2 establece que si P es una propiedad o-aditiva,
invariante bajo imagenes continuas y todos los espacios unipuntuales tienen
P, entonces el espacio Cp(X) (0 Cp(X,[0,1])) tiene una cubierta conserva-
tiva cuyos elementos tienen P si y sélo si Cp,(X) tiene un subespacio denso
con la propiedad P. Este es el resultado principal de la seccién 2.3 y nos
permite probar, por ejemplo, que para cualquier espacio compacto K; el es-
pacio C,(K) tiene una cubierta conservativa con subespacios o-compactos
si y solo si el compacto K es Eberlein. El resultado principal de la seccién
2.4 es el Ejemplo 2.4.8 que muestra un espacio o-compacto X tal que C,(X)
contiene un subespacio denso o-compacto, pero C,(X) no es Lindel6f. Este
ejemplo prueba que un espacio C,(X) puede no ser Lindeldf y aun asi tener
una cubierta conservativa de subespacios (no cerrados) Lindel6f ¥. La misma
seccion también incluye el Teorema 2.4.1 que establece que si K es un espacio
compacto tal que w(K) > k entonces C,(K) no tiene una cubierta conserva-
tiva compuesta por subespacios de cardinalidad k: Esto permite demostrar
que un espacio compacto K es metrizable si y sélo si C,(K) tiene una cu-
bierta conservativa de subespacios separables. En la seccion 2.5 se presenta
el siguiente juego topoldgico: en un espacio Y, consideremos una familia C
de subconjuntos de Y. Definimos el juego G(C,Y) para dos jugadores [ y I
quienes alternan jugadas de modo que en la jugada ntmero n, el jugador [
elige C,, € C y el jugador II elige una vecindad abierta U,, del conjunto C,.
Cuando la n-ésima jugada para cada n € w ha sido efectuda, el juego termi-
na. El jugador I gana si X = |J{U, : n € w}; en caso contrario el ganador es
el jugador /1. El resultado principal de esta seccion es el Teorema 2.5.4 que
establece que dado un espacio no vacio X, para el espacio Y = C,(X, [0, 1])
(0Y = Cp(X)) y la familia F = {F' C Y : F es denso en ninguna parte
en C(X,[0,1])} (o F = {F CY : Fes denso en ninguna parte en Cy(X)})
el jugador /7 tiene una estrategia ganadora en el juego G(F,Y). Este resul-
tado nos permite demostrar que si C es la familia de todos los subespacios
o-compactos de Cp(X) que son cerrados en C,(X) y el jugador I tiene una
estrategia ganadora sobre C,(X) en el juego G(C, C,(X)); entonces el espacio
X es finito. En el apartado de problemas abiertos se enuncian algunas de las
preguntas que surgen de manera natural en el estudio de los temas abordados
en el presente texto y que aun no se han podido responder. En particular, en
el Problema 1 se plantea si C,,(X) es necesariamente Lindelof cuando admite
una cubierta conservativa de subespacios cerrados de Lindelof. La pregunta
analoga, correspondiente al caso en el que C,(X) tiene una cubierta con-



servativa cerrada de subespacios Lindelof ¥, se presenta en el Problema 2.
Finalmente, en el Problema 10 se propone estudiar si la numerabilidad del
peso se preserva bajo uniones conservativas en espacios de funciones. Cabe
mencionar que en la tesis se resuelven 8 problemas publicados y se genera-
lizan algunos resultados publicados en articulos de Tkachuk, Arhangel’skii,
Casarrubias y Okunev.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notacién y terminologia

Salvo que se indique otra cosa, todos los espacios que aparecen en el texto
pertenecen a la clase de los espacios de Tychonoff. La notacion empleada es la
usual. Las letras X, Y, Z denotan, en general, espacios topoldgicos, mientras
que x,y,z,p se usan para hacer referencia a puntos de algiin espacio. Los
ordinales son representados por las letras griegas minusculas «, 3, v, A, €. Para
un espacio X la familia de todos los subconjuntos de X se denota por exp(X),
la familia de todos los subconjuntos finitos de X se denota por [X]|<¥, para
designar la topologia de un espacio X se escribe 7(X) y 7%(X) es la familia
de todos los abiertos no vacios de X. La familia de todos los abiertos de
X que contienen al punto x se designa 7(z, X); y si F C X, la familia de
abiertos de X que contienen al conjunto F' se denota 7(F,X). Un mapeo
¢ : X — exp(Y) se llama una multifuncién superiormente semicontinua o un
mapeo superiormente semicontinuo si para cualquier U € 7(Y'), el conjunto
0. 1(U) definido por ¢ ' (U) :={z € X : p(x) C U} € 7(X). Si p(z) es un
subconjunto compacto de Y para cada x € X entonces el mapeo ¢ se llama
compacto-valuado. Si Y = |J{p(z) : z € X} entonces la multifuncién ¢ se
llama sobreyectiva.

La letra R simboliza la recta real con la topologia usual, el intervalo
[0,1] C R se representa por I. La letra w representa el primer cardinal infinito
y wi se refiere al primer cardinal no numerable. Dado un espacio X y A C X,
la cerradura de A en X se designa por Ay si A C D C X, para denotar
la cerradura de A en D se escribe A" y el interior relativo de A en D se
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denota por intp(A). Dado un cardinal x sea 3(k) = {z € R* : el conjunto
7R\ {0}) es numerable}. El espacio ¥(k) se llama el Y-producto de &
rectas reales. Decimos que C es una w-cubierta de un espacio X si para cada
conjunto finito A C X existe U € C tal que A C U.

El espacio de todas las funciones continuas de un espacio X en un es-
pacio Y se denota por C(X,Y). El espacio C(X,R) se abrevia por C(X)
mientras que C*(X) C C(X,R) es el conjunto de todas las funciones conti-
nuas con valores reales acotadas del espacio X. El espacio C(X,Y’) dotado
de la topologia heredada del producto Y=, se denota por C,(X,Y). El es-
pacio C,(X,R) se abrevia por C,(X). Dada f € C,(X), un conjunto finito
A C X, y un nimero real positivo e, definimos el conjunto O(f, A, &) =
{9 € C,(X) : |g(z) — f(x)| < € para cada = € A}. Para cualesquiera puntos
x1,...,T, de un espacio X y conjuntos O, ..., O, abiertos en R el conjunto
(1, 20301, ...,0,] ={f € Cp)(X) : f(x;) € O; paracadai =1,...,n}
es abierto en C,(X). De hecho tanto la familia de los conjuntos de la forma
O(f, A, e) como la familia de los conjuntos de la forma [z1, ..., z,; 01, ..., O]
son bases de la topologia de C,(X). Para todo f € C,(X,Y), definimos el
mapeo dual f*: C,(Y) — C,(X) por f*(g) = go f para cada g € C,(Y).
Para cualquier X C C,(Y) definimos el producto diagonal ¢ : Y — C,(X)
de los elementos de X de la siguiente manera: para caday € Yy f € X
hacemos ¢(y)(f) = f(y) for any p € K and f € X.

Por otra parte, C,(X) denota al espacio C'(X) con la topologia de la
convergencia uniforme. Para cualesquiera f,g € C,(X) definimos d(f,g) =
min{1,sup{|f(z) — g(x)| : © € X}}. Para todo » > 0 la bola abierta de
radio r centrada en f es el conjunto B(f,r) = {g € C,(X) : d(f,g) < r} €
7(Cy(X)). La familia {B(f,r) : f € C(X),r > 0} es una base de C,(X).
Noétese que la topologia del espacio C,(X) es més fina que la topologia de
Cp(X). Decimos que una familia F C C(X) separa los puntos del espacio X
si para cualesquiera x,y € X existe f € F tal que f(z) # f(y). Un mapeo
continuo f : X — Y se llama R-cociente si para cada funcién g : ¥ — R la
continuidad de g o f implica la continuidad de g. Una biyeccién continua se
llama condensacién, y si f: X — Y es una condensacién, decimos que X se
condensa sobre Y.

Dado un espacio X, una familia A se llama una red de X si, para cualquier
U € 7(X), existe NV C N tal que JN’ = U. El cardinal nw(X) = min{|NV] :
N es una red de X} es el peso de red de X. El cardinal [(X) = min{x : toda
cubierta abierta de X tiene una subcubierta de cardinalidad < k} se llama
el nimero de Lindelof de X. Para cada A C X, sea ¥(4,X) = min{|U| :
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U C 7(X) and U = A}. El cardinal ¥(A, X) se llama el pseudocaracter de
Aen X. Si A = {z} escribimos 9(z, X) en lugar de ¢({z}, X). El cardinal
(X)) = sup{¢(z,X) : x € X} es el pseudocaracter de X. El conjunto
Ax ={(z,z) :z € X} C X x X es la diagonal de X. El numero diagonal
de un espacio X es el cardinal A(X) = ¢(Ax, X x X).

Decimos que un espacio X tiene diagonal pequena si para cada conjunto
no numerable A C (X x X) \ Ay, existe una vecindad U de A tal que
|A\ U| > w.

Un cardinal x es un calibre de un espacio X si para cualquier familia
U C 7(X) con [U| = k existe V C U tal que |[V| = ky NV # 0. El
cardinal s(X) = sup{|D| : D C X es discreto} se llama el spread del espacio
X. Por otra parte, el cardinal w(X) = min{|x| : X se condensa sobre un
espacio de peso k} se llama el i-peso de X. Dado un cardinal k y A C X sea
[Al, = U{B: B C Ay |B| < k}. Definimos t(X) = min{x : A = [A], para
cada A C X}. El cardinal ¢(X) se llama la estrechez del espacio X.

Dado un espacio X, una familia F C exp(X) se llama Ty-separadora si
para cualesquiera puntos distintos x,y € X existe V € V tal que V N {z,y}
es un conjunto unipuntual. Una familia F C exp(X) se llama conservativa si
para cualquier G C F sucede que |JG = | J{G : G € G}.

Si un espacio X es homeomorfo a un espacio Y escribimos X ~ Y. Un
espacio o-compacto (o-numerablemente compacto) es la unién numerable de
espacios compactos (numerablemente compactos). Un espacio es cdsmico si
tiene una red numerable. Dado un cardinal x, decimos que un espacio es
k-monolitico si nw(A) < k para cada A C X tal que |A| < . En particular
un espacio X es w-monolitico si cada cada subespacio separable de X es
césmico. Un subconjunto A de un espacio X es de tipo Gy si existe una familia
numerable Y C 7(X) tal que A = (U. Un espacio X se llama P-espacio
si cada conjunto de tipo Gy es abierto en X. Un espacio X es monolitico
si, para cada A C X, tenemos que d(A) = nw(A). Un espacio X se llama
estable si para cada imagen continua Y de X tenemos que iw(Y) = nw(Y).
Un subconjunto A C X es C-encajado en X si para cualquier mapeo continuo
f:A— Rexiste g € Cp(X) tal que g|A = f. Si cada f € C*(A) se puede
extender a un mapeo continuo g : X — R, entonces el conjunto A se llama
C*-encajado.

Para cualquier espacio X la clase £(X) estd compuesta por todas las
iméagenes continuas del producto de X con algin espacio compacto. Una clase
P de espacios topoldgicos se llama k-dirigida si para cualesquiera Y, Z € P
se cumple que Y x Z € Py £(Y) € P. La clase P se llama w-perfecta si es
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cerrada bajo subespacios cerrados, y Z € P implica que tanto (Z X w)* € P
como &£(Z) € P. Una cubierta de un espacio X se llama compacta (cerrada)
si sus elementos son subespacios compactos (cerrados) de X. Para un espacio
X decimos que una familia F C exp(X) es una red con respecto a una
familia G C exp(X) si dado cualquier G € G, para todo U € 7(G, X) existe
F € Ftal que G C F' C U. Un espacio Lindelof X es aquel que tiene una red
numerable con respecto a una cubierta compacta.

El resto de la terminologia empleada en este texto es estandar y se en-
cuentra definida en los libros [Ar2], [Tk6] y [En], asi como en los articulos
[Ho] y [Jul.
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1.2. Invariantes cardinales y propiedades ge-
nerales en C,(X)

En esta seccién se presentan algunos de los resultados mas ttiles de la
C)-teoria que se usaran en las demostraciones del Capitulo 2. El estudio de
los espacios de funciones que aqui se presenta se realiza aprovechando sus
estructuras algebraicas adicionales. En particular, gracias a su estructura de
anillos topologicos, es posible verificar que el comportamiento de los invarian-
tes cardinales en los espacios C,(X) es mejor que en los espacios topolégicos
generales. Un ejemplo de esto se puede encontrar en el resultado del Teorema
1.2.6 que implica la igualdad x(C,(X)) = w(C,(X)) que en general no ocurre
en espacios arbitrarios.

Proposicién 1.2.1. [Tk6, Fact 3 de S.154], [Ter] Si X es un espacio pseu-
docompacto y Y es sequndo numerable, entonces cualquier mapeo continuo
suprayectivo f : X — 'Y es R-cociente.

DEMOSTRACION. Supongamos que f : X — Y es un mapeo continuo su-
prayectivo y tomemos cualquier funciéon g : ¥ — R tal que la composi-
cion g o f es continua. Fijemos cualquier cerrado F' C R para probar que
G = g '(F) es cerrado en Y. Para cualquier x € R, definimos dp(z) =
inf{|zr —y| : y € F'}. La funcién dy : R — [0,400) es continua y por lo
tanto el conjunto U, = dz'([0,1)) es abierto en R y contiene a F. Ademds
U, C dz'(]0, n%l]) C dz'([0,2)) = U, para cada n € N. En consecuencia,
F=U,:ne€N}={U, :n €N} El conjunto H = (go f)"}(F) es ce-
rradoen X y H = ({V,, : n € N} = ({V,, : n € N} donde V,, = (gof)~1(U,)
para todo n natural. Por lo tanto G = ({f(V,) : n € N}.

Notemos que cada V,, es un espacio pseudocompacto. En efecto, si
es una familia localmente finita de abiertos no vacios de V,, entonces v =
{VNV,):V €~} es una familia localmente finita de abiertos no vacios del
espacio X. Como X es pseudocompacto, la familia 7' es finita lo que implica
que v también lo es y por lo tanto V,, es un espacio pseudocompacto. Cada
conjunto f(V,) es compacto ya que es Lindelof y pseudocompacto. Por este
motivo f(V,) es cerrado en el espacio Y para cada n € N. Finalmente el
conjunto G es cerrado por ser intersecciéon de cerrados lo cual muestra que
la funcién g es continua y el mapeo continuo f es R-cociente.
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Proposicién 1.2.2. Si X es un espacio que contiene una familia discreta
U C (X)), entonces existe un espacio discreto D tal que |D| = |U| y RP es
factor y retracto de C,(X).

DEMOSTRACION. Tomemos una familia discreta U = {U, : a € k} C 7*(X)
elijamos un punto d, € U, para cada o € kK y sea D = {d, : @ € K}; este
conjunto es cerrado y discreto en X. Para cada a € k existe una funcién
fa € C(X,[0,1]) tal que fo(dy) =1y fo(X \ U,) C {0}. Para cada £ € RP
definimos la funcién e, € R¥ en cada x € X por eg(z) = Y o, fa(2)E(da).
Esta funcién es continua puesto que para cada x € X existe U € 7(z, X)
que interseca a lo mas a un solo elemento U, de la familia U, por lo que
B # o implica fz(U) C {0} de manera que e|U = &(dy) - folU asi que la
continuidad de &(d,,) - f, garantiza la continuidad de e¢ en el punto .

De modo que tenemos el mapeo e : RP — C,(X) definido por medio de la
igualdad e(§) = e para cada £ € RP. Fijemos x € X y sea 1, : Cp(X) = R
la proyeccién sobre el factor determinado por x. Para ver que moe : RP? — R
es continua, supongamos primero que x ¢ | J{U, : @ € k} lo cual implica que
para toda & € R” tenemos que (m, 0 €)(§) = eg(x) = Y, fa(2)€(da) = 0
por lo que la funcién 7, o e es continua. Si existe a € k tal que x € U, enton-
ces para toda £ € RP tenemos que (7, 0 €)(§) = e¢(x) = fu(2)E(da) ast que
m, © e es una funcién continua. Esto muestra que el mapeo e es continuo.

M4s atn, para cualesquiera &,& € RP se cumple la igualdad egi e =
e¢ + egr. En efecto, si &, &’ son elementos de RP, entonces
€£+£/ = ZaEn(£ + El)(da)fa = Eaenf(da) ’ fOé + Eaen E,(da) ’ fa = 65 + 65/'
Ademés si r € R entonces e,¢ = reg. Si € # £ entonces existe un o € « tal
que &(do) # &'(da) lo que implica que eg(da) = Y . £(da) fa(da) = &(da)
difiere de £'(d,) = eg(d,) y por lo tanto e es una inyeccion.

Para ver que e es una inmersién hagamos L = ¢(R”) y consideremos el
mapeo e ! : L — RP. Con el fin de verificar la continuidad de e™! fijemos
a € Kk y tomemos la proyeccién p, : RP — R sobre el factor determinado
por d,. Respecto de la composicién p, o e”! : L — R observemos que para
cualquier f € L tenemos la igualdad (paoe ) (f) = (pace ) (eg) = &(ds) =
f(dy) = eq, (f) asi que p,0e™! es continua. Por lo tanto e es una inmersién.

Por construccién, L es un subespacio lineal de C,(X). Consideremos el
conjunto M = {f € C,(X) : flp = 0}; mostraremos que C,(X) es ho-
meomorfo a L x M. Para cada f € C,(X) sea (; = f|p, esto implica que
e¢;|p = flp por lo cual (f —e¢,)|p(d) = 0 para cada d € D, asi que e;, € L
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y (f —e¢;) € M. Ahora definimos el mapeo u : C,(X) — L x M por medio
de la férmula u(f) = (e¢,, f — e¢,) para cada f € C,(X). El mapeo u es
continuo y si hacemos v(f,g) = f + g para cada (f,g) € L x M, entonces
el mapeo v : L x M — C,(X) es continuo y es facil ver que v es el inverso
de u de modo que u es un homeomorfismo lineal. Finalmente el espacio L es
homeomorfo a RP que es homeomorfo a R* asi que la proyeccién de C,(X)
sobre L es una retraccién de C,(X) sobre un espacio homeomorfo a R*.

Teorema 1.2.3. [Tk6, Problem 109] Cualquier producto de espacios separa-
bles tiene numero de Souslin numerable. En particular el nimero de Souslin
de R4 es numerable para cualquier conjunto A.

Proposicién 1.2.4. [Tk6, Problem 110] SiY es un subespacio denso de un
espacio X entonces c(Y) = ¢(X).

DEMOSTRACION. Supongamos que 7 es una familia disjunta de subconjuntos
abiertos no vacios de X. Entonces yp = {UNY : U € v} es una familia disjunta
de subconjuntos abiertos no vacios de Y con |u| = |y|. Por lo tanto, tenemos
que ¢(X) < ¢(Y). Por otra parte, si p es una familia disjunta de subconjuntos
abiertos no vacios de Y entonces, para cada U € p, existe W (U) € 7(X) con
W(U)NY = U. Observemos que cualquier conjunto abierto no vacio de X
interseca a Y puesto que Y es denso en X. Ahora, si W(U)NW (V) # &
entonces el subconjunto abierto no vacio W (U) N W (V') debe intersecar a Y,
de modo que @ # W({U)NW(V)NY =U NV lo cual es una contradiccién
que prueba que la familia v = {W(U) : U € pu} es disjunta. La igualdad
|| = |y| muestra que ¢(Y) < ¢(X).

Proposicién 1.2.5. [Tk6, Problem 111] Para todo espacio X el espacio
C,(X) es denso en RX y por lo tanto el nimero de Souslin de Cp(X) es
numerable.

DEMOSTRACION. Para verificar que C,(X) es denso en R¥, tomemos cual-
quier subconjunto abierto no vacio estandar U = II,cx U, del espacio R¥. El
conjunto A = {x € X : U, # R} es finito y es posible encontrar r, € U, para
cada x € A. Puesto que X es un espacio de Tychonoff existe f € C,(X) tal
que f(z) = r, para cualquier x € A. De manera que f € U N C,(X) y por
lo tanto Cp,(X) NU # @ lo cual muestra que C,(X) es denso en R¥. Por la
Proposicién 1.2.2 el nimero de Souslin de C,(X) es numerable.
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Teorema 1.2.6. [Tk6, Problem 169/, [Ar2] Para todo espacio infinito X se
tiene que | X| = x(Cp(X)) = w(Cp(X)).

DEMOSTRACION. La familia B = {[z1,...,2,;01,...,0,] :n € Njx; € X y
O; es un intervalo racional para todo i < n} es una base de C,(X) (ver [Tk6,
Problem 056]) y |B| < |X|. Esto muestra que w(C,(X)) < |X].

Denotemos por u a la funcién que vale cero en todos los puntos de X
y tomemos cualquier base local C en el punto u en el espacio C,(X). Pa-
ra cualquier U € C, podemos elegir un conjunto abierto estandar O(U) tal
que v € O(U) C U. Es claro que la familia {O(U) : U € C} es también
una base local en u y por lo tanto podemos suponer, sin perder generalidad,
que los elementos de C son estandares. Dado un conjunto abierto arbitrario
U=lzy,...,2,;01,...,0,] € C, definimos supp(U) = {z1,...,x,}. Consi-
deremos el conjunto Y = (J{supp(U) : U € C}. Si x € X \ Y entonces existe
U=l[z1,...,2,;01,...,0,] € Ccon U C W = [z;(—1,1)]. Sin embargo,
supp(U) = x1,...,2, CY C X\ {z}, de modo que existe f € C,,(X) tal que
f(z;) € O;y f(x) =1 yaque X es de Tychonoff. Es claro que f € U\ W lo
cual es una contradiccion.

En consecuencia, se debe cumplir que Y = X y | X| = Y] < x(Cp(X)).
Finalmente, las desigualdades w(C,(X)) < |X| < x(Cp(X)) < w(Cp(X))
(ver [Tk6, Problem 156]) muestran que |X| = x(Cp(X)) = w(Cy(X)).

Proposicién 1.2.7. [Tk6, Problem 172],[Mi] Para todo espacio X se tiene
que nw(X) = nw(Cy(X)).

DEMOSTRACION. Tomemos una red N del espacio X tal que |[N| = k =
nw(X). Para cualquier coleccién finita Ny,..., N, € N y cualesquiera
intervalos reales Ij,...,I; con extremos racionales, definamos
M(Ny,...,Ni; Iy, ... 1) = {f € Cp)(X) : f(N;) C I; para todo j < k} Es
evidente que la familia M = {M(Ny,...,Ng; I1,..., I;) 1k € N, Ny, ..., Ny €
N y I; es un intervalo racional para toda j < k} tiene cardinalidad k.
Para probar que M es una red de C,(X), tomemos cualquier f € C,(X)
y cualquier U € 7(f,C,(X)). Existe un conjunto abierto canénico V =
[T1,...,2%;01,...,0] con f €V C U. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que los puntos x1, ...,z son distintos. Por la continuidad de la fun-
cion f, podemos encontrar conjuntos abiertos disjuntos Uy, . .., Uy con x; € U;
para cada ¢ < k e intervalos racionales I, ..., I} tales que f( ;) C I; C O,
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para toda j < k. Existen Ny,...,N, € N tales que z; € N; C U; pa-
ra cada j < k. Es facil ver que f € M(Ny,...,Ng;Lh,....Ix) C V C
U lo cual prueba que M es una red de C,(X). Puesto que M| < k =
nw(X), tenemos que nw(C,(X)) < nw(X) para todo espacio X. Por lo tan-
to, nw(Cy(Ch(X))) < nw(Cp(X)) < nw(X) para cualquier espacio X. Sin
embargo, X se encaja como subespacio cerrado de C,,(C,(X)) lo que implica
que nw(X) < nw(C,(Cp(X))). Las desigualdades asi obtenidas muestran que
nw(X) = nw(Cy(X)).

Proposicién 1.2.8. [Tk6, Problem 173/, [GA] Para todo espacio X se tiene
que d(X) = (Cp(X)) = A(Gp(X)) = iw(Cp(X)).

DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos un espacio Y y una familia v C
7(Y x Y) tal que Ay = (7. Fijemos y € Y y para cualquier U € 7 elegimos
Oy € 7(y,Y) tal que Oy x Oy C U. Entonces, ({Op : U € v} = {y} lo cual
prueba que ¥(Y) < A(Y).

Ahora supongamos que f : Z — Y es una condensacién y que B es una
base del espacio Y tal que |B| = r = iw(Z). Entonces [((Y x V) \ Ay) <
w((Y xY)\ Ay) < k. Para cada z € (Y xY) \ Ay podemos elegir U, €
7(2,Y xY) tal que U,NAy = @. La cubierta abierta {U, : z € (Y xY)\ Ay}
del espacio (Y xY)\ Ay tiene una subcubierta p con |u| < k. Por consiguiente,
(Y xY)\ Ay = U{U : U € U} es igual a la unién de no més que s
conjuntos cerrados y en consecuencia ¥)(Ay,Y xY') < k. Puesto que f es una
condensacién, tenemos que ¥(Ay, Z x Z) < k de modo que A(Z) < iw(Z).

Dado un conjunto estandar V' = [z1,...,2,;01,...,0,] € 7(Cp(X)), de-
finamos supp(V') = {z1,...,x,}. Tomemos cualquier v C 7(C,(X)) tal que
(v = {u} donde u = 0 y |y| = k. Para cada U € v existe un conjunto
abierto estandar Oy = [z1,...,2,;01,...0,] tal que u € Oy C U. Es fécil
verificar que el conjunto Y = |J{supp(Oy) : U € 7} tiene cardinalidad a lo
més k. Si X # Y, escogemos ¥ € X \Y y f € Cp(X) tal que f(z) =1y
f(Y) c {0}. Es inmediato que f € (v \ {u}; esta contradiccién muestra
que el conjunto Y es denso en X y por lo tanto d(X) < |Y| < k. Hemos
probado que d(X) < ¢(C,(X)) y aplicando las desigualdades obtenidas pre-
viamente, tenemos que d(X) < ¢(C,(X)) < A(Cp(X)) < iw(Cy(X)). Para
concluir la prueba mostraremos que w(Cy(X)) < d(X). Fijemos un con-
junto Y C X tal que |Y| = d(X) y X =Y. La proyeccién m, : C,(X) —
Z = my(Ch(X)) C Cp(Y) es una condensacién (ver [Tk6, Problem 152]) y
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w(Z) < w(Cy(Y)) = |Y| = d(X). Esto muestra que iw(C,(X)) < d(X) lo

cual termina la demostracién.

Proposicién 1.2.9. [Tk6, Problem 174], [No] Para todo espacio X se tiene
que iw(X) = d(Cy(X)).

DEMOSTRACION. Observemos que iw(X) < iw(C,(Ch(X))) < d(Cp(X)).
La primera desigualdad se sigue de que X se encaja en C,(C,(X)) como
subespacio cerrado (ver [Tk6, Problem 167]) por lo que podemos aplicar
[Tk6, Problem 159(v)|. La segunda desigualdad se sigue de la Proposicion
1.2.8.

Por otra parte si iw(X) < K, tomemos una condensacién f: X — Y tal
que w(Y) < k. El mapeo f* encaja el espacio Cp(Y) en C,(X) como subes-
pacio denso (ver [Tk6, Problem 163(v)]). Llamemos Z al espacio f*(C,(Y")).
Tenemos que d(Z) < nw(Z) = nw(Cy(Y)) = nw(Y) < w(Y) < ky por lo
tanto d(C,(X)) < d(Z) < k lo que establece que d(C,(X)) < iw(X) y esto
concluye la demostracion.

Teorema 1.2.10. Arhangel’skii-Pytkeev [Ar2, Theorem 11.1.1] Para todo es-
pacio X se tiene que t(Cy(X)) = sup{l(X") : n € N}.

DEMOSTRACION. Probemos primero que ¢(C,(X)) < k = sup{l(X") : n €
N}. Denotamos por u a la funcién tal que u(x) = 0 para todo = € X. Basta
probar que para cualquier A € C,(X) con u € A existe B C A tal que u € B
y |B| < k. Para cualquier n € N, la familia v, = {f 7' ((—%,%)) : f € A} es
una w-cubierta de X. Por [Tk6, Problem 148] y [GN] existe una w-cubierta
p C tal que |u| < k. Por lo tanto existe B,, C A tal que |B,| < k y la familia
{f74((=%,1)) : f € B,} es una w-cubierta de X. Sea B = (J{B, : n € N}.
Es claro que |B| < k, de modo que sélo tenemos que mostrar que u € B.
Dados x1,...,2, € X y € > 0, tomemos cualquier n € N tal que % < €.
Puesto que {f~!((—2,2)) : f € B,} es una w-cubierta de X, existe f € B,
tal que {z1,..., 25} C f1((—2%,2)). Esto significa que | f(z;)| < L < £ para

toda ¢ < k. Por lo tanto f € Vn: O(u,z1,...,7,€) de modo que VN B # @
para la vecindad arbitraria V de u, es decir u € B.

Ahora sea A = t(C,(X)). Debemos probar que [(X") < A para todo
n € N. Por [Tk6, Problem 148] esto es equivalente a demostrar que cualquier
w-cubierta tiene una w-subcubierta de cardinalidad a lo més A. Sea 7 una

w-cubiertade X y A = {f € C,(X) : f*(R\{0}) C U € ~}. Es fdcil ver que
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w € A donde w(z) = 1 para todo z € X. Puesto que ¢(C,(X)) < A podemos
encontrar B C A tal que w € B y |B| < \. Para cada f € B, tomemos
Us € v para que cual f~'(R\ 0) C U;. Tenemos que p = {U;: f € B} C~
y |u| < A. Para verificar que p es una w-cubierta de X tomemos cualquier
conjunto finito I/ C X. Como w € B, existe f € B tal que f(x) > 0 para
todo z € F. Esto implica que F' C f~'(R\ {0}) C U y en consecuencia i es
una w-cubierta de X.

En el segundo capitulo del presente texto se demuestra el Corolario 2.2.21
que generaliza el siguiente teorema clasico de Asanov de la C-teoria.

Teorema 1.2.11. Asanov [Ar2, 1.4.1] Para todo espacio X y todo n natural
se tiene que t(X™) < I(Cy(X)).
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1.3. Las propiedades de C,(K) cuando K es
compacto

Como hemos visto en la Seccion 1.2, la estructura algebraica de los es-
pacios Cp,(X) implica restricciones fuertes en el comportamiento de los inva-
riantes cardinales de C,(X). En la presente seccién veremos que dichas res-
tricciones son atn mayores cuando se estudian espacios de la forma C,(K)
para algin espacio compacto K. En particular, nos ocuparemos de la clase
de los espacios compactos de Eberlein, que se definen como subespacios com-
pactos de C,(K) para algin compacto K. Nuestro estudio de las clases de
los espacios compactos relevantes en C)-teorfa incluye también a la clase de
los espacios compactos de Gul’ko, es decir, los compactos K para los cuales
el espacio C,(K) es Lindelof ¥. Adicionalmente, se consideran los espacios
compactos de Corson, mismos que son subespacios compactos del ¥-producto
de R” para algin cardinal x.

Proposicién 1.3.1. [Tk6 Problem 174],/[No] Si K es un espacio compacto
entonces K es metrizable si y solo si C,(K) es separable.

DEMOSTRACION. Si K es metrizable, entonces w(K) < w y por lo tanto
iw(K) < w. De la Proposicién 1.2.9 se sigue que d(C,(K)) = w. Si supone-
mos que C,(K) es un espacio separable entonces, aplicando la Proposicién
1.2.9 podemos deducir que existen un espacio segundo numerable L y una
condensacién f : K — L. Cualquier condensacion de un compacto es un
homeomorfismo y por lo tanto w(K) < w, es decir, K es metrizable.

Proposicién 1.3.2. [Ar2, Corollary I11.6.19] Si K es un espacio compacto
entonces Cp(K) es monolitico.

DEMOSTRACION. Supongamos que D C C,(K) es un subcojunto infinito y
X = D. Denotemos por ¢ el producto diagonal de las funciones de D y sea
L = ¢(K). Se sigue de L C R? que nw(L) < w(L) < |D|. La compacidad
de K implica que ¢ es R-cociente, de modo que C,(L) es homeomorfo a un
subespacio cerrado Y de C,(K) tal que D C Y y por consiguiente X C Y.
La relacién nw(X) < nw(Y) = nw(Cy(L)) = nw(L) < |D| termina la
demostracion.
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Teorema 1.3.3. Dado un espacio compacto K, si Y C C,(K) separa los
puntos de K entonces es posible encontrar un compacto P y un espacio B
cerrado en Y* x w* x P tal que C,(X) es imagen continua de B.

DEMOSTRACION. Dada una clase Q de espacios, llamamos Q.5 a la clase de
todos lo espacios X que se pueden representar como X = [[{X,, : n € w}
donde cada X,, es la unién de una familia numerable de elementos de O.
Para cualquier espacio X definimos el espacio O, (X) = (X x w)¥. Si X es
homeomorfo a O, (X) entonces decimos que X es w-invariante. La clase P
de todos los espacios que son imagenes continuas de un producto del espacio
Y¥ x w” y algun espacio compacto es k-dirigida, ya que Y x w* = O, (Y) es
w-invariante. Por [Ar2, Theorem IV.2.4] el que Y € P implica que C,(K) €
(P)ys. Ademds si v € P es numerable entonces | Jvy € P. Por lo tanto existe
una familia numerable {Z; : i € w} C P tal que Cp(K) = (\{Z; : i € w}.
De modo que es posible encontrar un subespacio cerrado B’ del producto
T =1{Z : i € w} y un homeomorfismo ¢ : B" — C,(X). Tenemos que
T € P, asi que para algin espacio compacto P existe un mapeo continuo
sobreyectivo ¢ : O, (Y) x P — T, de manera que B = ¢! (B’) es cerrado en
Ou(Y) x Py Cp(X) = (o p)(B).

Teorema 1.3.4. Para cualquier clase w-perfecta P y cualquier espacio com-
pacto K, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) El espacio C,(K) pertenece a la clase P.

(b) Existe un espacio Y C Cy(K) tal que Y es denso en C,(K) yY pertenece
a la clase P.

(¢) Eziste un espacio Y C C,(K) tal que Y separa los puntos de K y'Y
pertenece a la clase P.

(d) El espacio K se encaja en C,(Z) para algiun espacio Z que pertenece a
la clase P.

DEMOSTRACION. Es claro que (a) = (b). Para ver que (b) = (c¢) basta
verificar que si Y es denso en C,(K) entonces Y separa los puntos de K.
En efecto, si x y y son elementos de K entonces existe f € C,(K) tal que
f(@) =0y f(y) = 1. De modo que existe g € Y N O(f,x,y,3); es facil ver

que g(z) # g(y).
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Para probar que (¢) = (d) hagamos Z =Y. Para cada x € K definimos
la funcién eZ : Z — R mediante la férmula eZ(f) = f(x) para cada f € Z;
observemos que e¢Z € C,(Z). En efecto, dado r € K, la proyeccién natural
pe : RE — R sobre el factor indexado por z estd definida por p,(f) = f(z)
para todo f € RE. Por lo tanto eZ = p,|Z es un mapeo continuo.

El mapeo de evaluacién EZ : K — C,(Z) se define por EZ(z) = €7
para cada x € K. Para probar que el mapeo EZ es continuo en cada v € K
tomemos cualquier vecindad bésica estéandar U = (eZ, fi,..., fn,€) de la
funcién eZ en C,(Z). El conjunto V = N{f; ' ((fi(z) — &, fi(z) +¢)) 1 i < n}
es una vecindad abierta de x y es inmediato que EZ(V) C U. Esto muestra
que el mapeo EZ es continuo.

Puesto que K es compacto y una condensacién de un compacto es un
homeomorfismo, para probar que EZ(K) es homeomorfo a K basta probar
que EZ es una inyeccién. El conjunto Z separa los puntos de K asi que para
cualesquiera x,y € K existe f € Z tal que eZ = f(z) # f(y) = €Z(f) lo que
muestra que las funciones eZ y eZ no coinciden, es decir E4(x) # EZ(y). Por
lo tanto EZ es inyectiva y encaja a K en C,(Z).

Para probar que (d) = (a), llamemos X al subespacio de C,(Z) que
es homeomorfo a K. Probaremos que C,(X) pertenece a la clase P. Dado
z € Z definimos e : X — R mediante la férmula eX(f) = f(z) para
cualquier f € X. Recordemos que e2 € C,(X). Para el mapeo de evaluacién
EX :Z — Cy(X) es claro que EX(Z) separa los puntos de Z y EX(Z) € P.
Ahora podemos aplicar el Teorema 1.3.4 para concluir que C,(X) € P.

Corolario 1.3.5. Si P es la clase de los espacios K-analiticos o Lindelof
entonces para cualquier espacio compacto K, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) El espacio C,(K) pertenece a la clase P.

(b) Existe un espacio Y C Cp(K) tal que Y es denso en C,(K) yY pertenece
a la clase P.

(¢) Existe un espacio Y C C,(K) tal que Y separa los puntos de K yY
pertenece a la clase P.

(d) El espacio K se encaja en Cy(Z) para algin espacio Z que pertenece a

la P.
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DEMOSTRACION. Basta observar que las clases de los espacios K-analiticos
y Lindelof ¥ son w-perfectas.

Teorema 1.3.6. [Ar2, Theorem II1.5.8] Si K es un espacio compacto de
FEberlein entonces w(K) = ¢(K).

DEMOSTRACION. Es fécil ver que la desigualdad ¢(K) < w(K) se cumple pa-
ra cualquier espacio K. Ahora bien, si K es un espacio compacto de Eberlein
entonces por [Ar2, Corollary II1.5.7] existe un subespacio metrizable M C K
que es denso en K. Aplicamos la Proposicién 1.2.4 para obtener la igualdad
c¢(M) = ¢(K). Es estandar que en los espacios métricos el nimero de Sous-
lin y densidad coinciden asi que ¢(M) = d(M). Puesto que M es denso en
el espacio compacto K, es inmediato que d(K) < d(M) = ¢(M) = ¢(K).
La Proposicién 1.3.2 implica que w(K) < d(K) = ¢(K). Concluimos que
w(K) = ¢(K).

Teorema 1.3.7. [Ar2, Theorem IV.3.1] Si K es un espacio compacto de
Corson entonces d(K) = w(K).

Teorema 1.3.8. [Ar2, theorem IV.8.7] Bajo MA + —~CH, Si K es un es-
pacio compacto tal que C,(K) es un espacio de Lindeldf entonces K es w-
monolitico.
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1.4. La propiedad de Lindel6f ¥ en C)(X).

La manera mas corta de definir la propiedad Lindelof ¥ es decir que
un espacio X es Lindelof ¥ si es imagen continua de un espacio Y que se
mapea perfectamente sobre un espacio segundo numerable. Esta definicion
puede parecer técnica y artificial; sin embargo, es evidente que este concepto
es una generalizacion de la compacidad. Se requiere de cierto esfuerzo para
probar que cualquier espacio o-compacto y aun cualquier espacio K-analitico
es Lindelof ¥ por lo que uno se podria preguntar por qué esta propiedad se
estudia tan intensamente en la Teorfa Descriptiva de Conjuntos y el Analisis
Funcional. Por ejemplo, los espacios compactos K para los cuales C,(K) es
Lindelof ¥ aparecen de manera natural en el Anélisis Funcional cuando se
consideran espacios de Banach débilmente numerablemente determinados.
El estudio de esta clase de espacios de Banach es exhaustivo debido a sus
buenas propiedades categoricas; una de las caracterizaciones de un espacio
de Banach débilmente numerablemente determinado es la propiedad Lindelof
> del espacio de funciones de la bola unitaria del espacio dual dotado de la
topologia débil*. Otro indicador de la importancia de una nocién topolégica
es la cantidad de definiciones equivalentes que tiene. Uno puede facilmente
dar diez o mas equivalencias de la compacidad, pero si un concepto es de poco
interés, entonces es dificil encontrarle siquiera dos condiciones equivalentes.
La propiedad Lindel6f ¥ no es la excepcion.

Teorema 1.4.1. Para cualquier espacio X las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. El espacio X es Lindelof 3.

2. Existe un espacio compacto K y un espacio sequndo numerable M tales
que X es tmagen continua de un subespacio cerrado de K x M.

3. El espacio X pertenece a cualquier clase que contenga a todos los espa-
cios compactos, los espacios sequndo numerables y sea invariante bajo
subespacios cerrados, productos finitos e imdgenes continuas.

4. Fxiste una multifuncion compacto-valuada superiormente semicontinua
sobreyectiva ¢ : M — X para algin espacio sequndo numerable M.

5. Existe una multifuncion compacto-valuada superiormente semicontinua
sobreyectiva ¢ : P — X para algun subespacio de los nimeros irracio-
nales P.
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6. FExiste una cubierta compacta C del espacio X para la cual es posible
encontrar una familia numerable N que es una red mod C en el sentido
de que para cada C € C, si U € 7(C, X) entonces existe N € N tal que
CCcCNcU.

7. Existe una cubierta compacta C del espacio X para la cual es posible
encontrar una familia numerable Q de subconjuntos cerrados de X, que
es una red mod C.

8. FEmiste una familia numerable F de subconjuntos compactos de X tal
que F separa X de SX \ X en el sentido de que para cada x € X y
z € X\ X existe FF € F para el cual v € F y z ¢ F.

9. Existe una compactificacion bX del espacio X y una familia numerable
K de subconjuntos compactos de bX la cual separa X de bX \ X.

10. Eziste un espacio Y tal que X C Y y para alguna familia numerable IC
de subconjuntos compactos de Y para la cual tenemos que X C [JK y
K separa X de Y \ X.

Corolario 1.4.2. Todo espacio o-compacto, o de manera mds general, todo
espacio K-analitico tiene la propiedad Lindelof 3.

DEMOSTRACION. Es inmediato de la condicién 5 del Teorema 1.4.1 y de la
definicién de espacio K-analitico.

Corolario 1.4.3. Todo espacio con una red numerable es Lindelof 3.

DEMOSTRACION. Si un espacio X tiene una red numerable N entonces N
es una red con respecto a la cubierta compacta {{z} : © € X} del espacio X.
La condicién 6 del Teorema 1.4.1 concluye la demostracion.

Corolario 1.4.4. Todo espacio Lindelif Cech-completo es Lindelsf 3.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio Lindel6f Cech-completo:
entonces existe una familia Y = {U,, : n € w} de subconjuntos abiertos de
fX tal que X = (U. Fijemos n € w; para cada x € X elegimos V,, € 7(z, X)
tal que clgx (Vi) C U,. Por la propiedad de Lindeldf del espacio X podemos
encontrar un conjunto numerable A, C X tal que X C (J{V, : z € A,}.
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Hagamos F,, = {clgx(V;) : © € A,} para cada n € w. Es inmediato que
F = U F,, es una familia numerable de subconjuntos compactos de X que

new

separa X de X \ X asi que X es Lindeldf 3 por la condicién 8 del Teorema
1.4.1.

Proposicion 1.4.5. Sip: X — Y es una multifuncion sobreyectiva compacto-
valuada superiormente semicontinua y X es un espacio Lindelof > entonces
Y también es Lindelof . En consecuencia, cualquier imagen continua de un
espacio Lindelof ¥ es un espacio Lindelof ¥ y cualquier preimagen perfecta
de un espacio Lindelof ¥ es un espacio Lindelof 3.

DEMOSTRACION. Es un ejercicio ficil verificar que la composicién de dos
mapeos compacto-valuados superiormente semicontinuos sobreyectivos es un
mapeo compacto-valuado superiormente semicontinuo sobreyectivo de modo
que nuestra primera afirmacién es consecuencia inmediata de la condicién 4
del Teorema 1.4.1. Cualquier mapeo continuo es un mapeo compacto-valuado
y superiormente semicontinuo; esto implica que cualquier imagen continua
de un espacio Lindelof ¥ es un espacio Lindelof Y. Finalmente, sip: X — Y
es un mapeo perfecto sobreyectivo y el espacio Y es Lindelof ¥ entonces
haciendo ¢(y) = p~*(y) para todo y € Y obtenemos un mapeo compacto-
valuado superiormente semicontinuo sobreyectivo ¢ : ¥ — X de modo que
X es Lindelof X.

Proposicién 1.4.6. Si X es un espacio Lindelof 3 y un conjunto F C X
es cerrado en X entonces F' también es Lindelof 3.

DEMOSTRACION. Aplicamos la condicién 6 del Teorema 1.4.1 para tomar una
cubierta compacta C del espacio X tal que existe una red N con respecto a
C. Es inmediato que C' = {C'N F : C € C} es una cubierta compacta de F'y
la familia {N N F : n € N'} es una red numerable mod(C’) de manera que F
es Lindelof .

Proposicién 1.4.7. §i X; es un espacio Lindelof ¥ para cada t € w entonces
X = HXi es también un espacio Lindelof 3.

S
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DEMOSTRACION. Aplicamos la condicién 4 del Teorema 1.4.1 para encon-
trar un espacio segundo numerable M; y una multifunciéon compacto-valuada
superiormente semicontinua sobreyectiva ; : M; — X, para cada ¢ € w. El
espacio M = H M; es segundo numerable; para cualquier x € M definimos
1Ew

o(x) = ngl(m(z)) Es estandar verificar que ¢ : M — X es una multi-
funcién cg;unpacto-valuada superiormente semicontinua sobreyectiva y por lo
tanto X es un espacio Lindelof 3.

Corolario 1.4.8. 51 Y es un espacio y X; C Y tiene la propiedad Lindelof ¥
para todo 1 € w entonces el conjunto X = ﬂ X; también tiene la propiedad

1EW

Lindelof 3.

DEMOSTRACION. El espacio P = HXi tiene la propiedad Lindelof 3 por
S

la Proposicién 1.4.7. Es facil ver que la diagonal D = {z € P : z(i) =

x(j) para cualesquiera i,j € w} del producto P es un subespacio cerrado

de P homeomorfo a X, de manera que X es un espacio Lindelof ¥ por la

Proposicién 1.4.6.

Proposicién 1.4.9. Si X es un espacio, X; C X tiene la propiedad Lindelof
Y para cada 1 € wy X = UXi entonces X también tiene la propiedad

1EW

Lindelof 3.

DEMOSTRACION. Aplicamos la condicién 6 del Teorema 1.4.1 para encontrar
una cubierta compacta C; del espacio X; tal que existe una red numerable
N; con respecto a C; para cada i € w. Es facil verificar que C = UCZ- es
€W
una cubierta compacta de X y N = UM es una red numerable mod C de
1EW
manera que X es un espacio Lindelof .

Teorema 1.4.10. [Ar2 Theorem II.6.21] Todo espacio Lindeldf X es estable.

DEMOSTRACION. Dado que cada imagen continua de un espacio Lindelof 3
es Lindelof ¥, basta mostrar que, para todo espacio X que es Lindelof 3,
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si X se condensa sobre un espacio de peso k entonces nw(X) < k. Fijemos
una condensacion ¢ : X — Y tal que Y tiene una base B con |B| < k. Si
F = {o7Y(B) : B € B} entonces es facil ver que la familia F es T}-separadora
en X, es decir,

(1) para cualesquiera puntos distintos z,y € X existe F' € F tal que
reFcX\{y}

Elegimos una cubierta compacta C del espacio X para la cual existe una
red numerable A con respecto a C. La familia Q de todas las intersecciones fi-
nitas de los elementos de NUF tiene cardinalidad no mayor que x; afirmamos
que Q es una red en X. En efecto, tomemos un punto z € X y U € 7(z, X);
existe C' € C que contiene a z. El conjunto P = C'\U C X \ {z} es compacto
y para cada y € P existe F, € F tal que x € F, y y ¢ F,. Por lo tanto la
familia {F, NP : y € P} tiene interseccién vacia; por la compacidad de P po-
demos encontrar un conjunto finito A C P tal que (\{F, :y € A}NP = @. El
conjunto @ = ({F, : y € A} pertenece a Q y el conjunto cerrado H = Q\ U
no interseca a C. La familia N es una red con respecto a C, asi que existe
N e N tal que C C N C X \ H. Es inmediato que E = N N Q pertenece a
Qyx € E CUdemodo que Q es una red en X y por lo tanto nw(X) < k.

Corolario 1.4.11. Si v X es un espacio Lindelof ¥ entonces X es w-estable.
Aqui v X es realcompactificacion de Hewitt del espacio X.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una funcién continua sobre un espacio
Y para el cual existe una condensacion g : Y — M de Y sobre un espacio
segundo numerable M. El espacio Y es realcompacto asi que existe un mapeo
continuo h : vX — Y con h|X = f. En particular, Y es un espacio Lindelof
Y. El Teorema 1.4.10 garantiza que Y es estable y por lo tanto nw(Y) < w.

En 1979 Gul’ko probé su teorema clésico (ver [Gu]) el cual afirma que si K
es un espacio compacto tal que C,(K) es Lindeldf 3 entonces K es Corson, es
decir, el compacto K se puede encajar en un X-producto de rectas reales. Este
teorema coloco a la clase de tales espacios compactos dentro de la jerarquia
de los espacios compactos estudiados en el Analisis Funcional: los compactos
de Eberlein, los compactos de Talagrand y los compactos de Corson. Por esta
razén, a los compactos de esta clase se les llama compactos de Gul’ko.

Tkachuk probé en [Tk6] las siguientes generalizaciones del resultado de
Gul’ko.

Teorema 1.4.12. Para todo espacio X si Cp(X) es un espacio Lindelof ¥
entonces X se condensa dentro de un X-producto de rectas reales.
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Teorema 1.4.13. Si tanto X como C,(X) son espacios Lindeldf ¥ entonces
Cp(X) se condensa linealmente dentro de un X-producto de rectas reales.

En los anos ochenta, averiguar si la propiedad de Lindel6f ¥ en todos
los espacios iterados de funciones de un espacio X implicaba red numerable
en X era un problema abierto de Arhangel’skii. Sipacheva dio una respuesta
negativa probando que si X es un compacto de Eberlein, entonces todos los
espacios iterados de funciones sobre X son Lindelof . Okunev obtuvo la
siguiente generalizacién radical de dicho resultado de Sipacheva.

Teorema 1.4.14. [Ok, theorem 2.12] Si tanto X como C,(X) son espacios
Lindelof ¥ entonces Cp,(X) es un espacio Lindeléf ¥ para cada n € N.

Al poco tiempo de que Okunev demostro el Teorema 1.4.14, se construye-
ron espacios que mostraban que la propiedad Lindel6f ¥ de C,(X) no implica
que C,(Cy(X)) sea Lindelof ¥; analogamente C,(X) puede no ser Lindel6f
¥ mientras que C,(C,(X)) tenga la propiedad Lindelof . El siguiente re-
sultado de Tkachuk [Tk4] provee la clasificacién completa de la propiedad
Lindelof X en espacios de funciones iterados.

Teorema 1.4.15. Para un espacio arbitrario X

(1) Si Cpopi1(X) es un espacio Lindelof ¥ para algin k € w entonces
Cpont1(X) es Lindelof ¥ para todo n € w.

(11) St Cpo+2(X) es un espacio Lindeldf ¥ para algin k € w entonces
Cpont2(X) es Lindelof ¥ para todo n € w.

Baturov descubrié una propiedad fundamental de los subespacios de C,,(X)
para el caso cuando X es Lindelof 3. Aunque su teorema, que se incluye a
continuacion, ya fue generalizado de muchas maneras, sigue siendo uno de
los resultados més citados de C-teoria.

Teorema 1.4.16. [Ar2, Theorem I11.6.1] St X es Lindeldf ¥ entonces ext(Y') =
L(Y') para todo Y C C,(X).

DEMOSTRACION. Es evidente que ext(Y) < [(Y) asi que basta probar que
si k es un cardinal y [(Y) > k entonces ext(Y) > k. Sin perder generalidad
podemos suponer que X es un p-espacio Lindelof ya que los espacios Lindelof
>’ son imagenes continuas de los p-espacios de Lindelof. El espacio X se mapea
de manera perfecta sobre un espacio segundo numerable.
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Supongamos que [(Y) > k. Existe una cubierta abierta & de Y que no
contiene una subcubierta de cardinalidad menor o igual que k. Podemos
suponer que los elementos de U son de la forma [zy,...,2,;Gy,...,Gy] ¥
cada G; es un intervalo racional para i = 1,...,n. Definamos Wy (z,G) =
[x1,...,7;G1,...,Gy] donde x = (z1,...,2) € XF y G =Gy x ... xGy. La
familia U puede ser representada como U = |J{U,, : n € w} donde para cada
n € N existen k, € Ny O, € 7(R*) tales que O, es igual a un producto
de intervalos racionales y si Wy(z,G) € U, entonces k =k, y G = O,,. Para
cada n € N sea A, = {x € Xk : W, (2,G) € U,}. Para cada f € Cp(X)
y cada k € N llamemos f* a la funcién de X* en R* que mapea al punto
(x1,...,xx) en el punto (f(z1), ..., f(x,)). En esta notacion el hecho de que U
cubre a Y puede escribirse como:

(%) Para cada f € Y existen n € Ny x € A, tales que f*(z) € O,.

El hecho de que ninguna subfamilia de & de cardinalidad no mayor que
k cubre a Y se expresa de la siguiente manera:

(x%) Si B,, C A, y |Bn| < k para cada n € N, entonces existe g € Y tal
que ¢ (V,) N O,, = & para todo n € N.

Por recursion transfinita, vamos a construir un conjunto cerrado y discreto
F=A{fao:a<rt}CY.

Elegimos fy € Y cualquiera y suponemos que dado o < x* se han definido
fs para cada B < «. Fijemos n € N y tomemos un mapeo perfecto ¢y, de
X% sobre algin espacio segundo numerable M,,.

Para cada coleccién finita 4, ..., 8, < « consideremos el mapeo f(%h”_ﬁr) =

.....

perfecto de X*» sobre un espacio segundo numerable.

El espacio R**" x M,, es hereditariamente separable, por lo que podemos
encontrar un conjunto numerable S(nﬁl,...,ﬁr) C A, tal que f&l,...,ﬁr)(s(nﬂl,m,ﬁr))
es denso en fy 5 (Ay). Sea By = U{S, 5, b1, Bn < a}. Es claro
que |BY| < k, de modo que por la condicién (*x*) existe f, € Y tal que
fa(BS)NO,, = @ para todo n € N. Esto termina la construccién del conjunto
F={foa:a<rt}

Mostraremos que F' es cerrado y discreto en Y. Si esto no sucede, en-
tonces existe g € Y tal que cualquier vecindad de ¢ contiene una infi-
nidad de elementos de F. Para algin n € N y & € X" tenemos que
g € Wi, (%,0,), es decir g* (%) € O,. La estrechez de C,(X) es numera-
ble, lo que implica que estrechez de Y no excede a k. Por lo tanto, existe
o < kT tal que g € {f,:a < a'}. Denotemos por ag al minimo de ta-
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les o < kT y definamos P = {f, € Wn(x 0,) : a < ap}. El conjunto
(d*)~1O,) N (N (f*)"L(f*(z)) : f € P} contlene a T por lo que no es
vacio. Sea T = ({(f*) 1 (f* (7)) : f P} \ (g")7H(On).

Hay dos casos posibles:

Caso 1: El conjunto T' es vacio. Sea ¢y, (Z) = m. Recordemos que nuestro
mapeo ¢, : X* — M, es perfecto, de modo que qbk (m) es compacto. Como
el conjunto ¢ ' (0,,) es abierto, existe un conjunto finito {fays---, fs,} C P}
tal que

T

= [(ﬂ(f@ )L (@) Nt ()] € (g")7H(On).

El conjunto ® es la preimagen del punto (fgln (Z),... ,fg:‘ (), m) bajo el ma-
peo f&?l,...,ﬁr)‘ Observemos que el mapeo f(%l,...,ﬁr) es perfecto, en particular
es cerrado y que (¢*)71(0,) es una vecindad del conjunto ®. Dado que & €
A, N ® la preimagen completa de un punto del conjunto f(7,1617...,6r)(S(nﬁl,...,,é’r))
estd contenida en (¢")~1(0,,) por lo que es posible encontrar 2’ € Stay.
(¢")71(O,,) lo cual muestra que g € Wy, (2, 0,,). Sin embargo, por construc-
cién, si a > o = max{fy,..., .} entonces f, ¢ Wy, (2',0,). Es claro que
af < agy que g € {fa:a<ay} implica que g € {f,:a<a*} lo que
contradice la eleccion de ay.

Caso 2: El conjunto 7" no es vacio. Tomemos un punto z” € T. Es inmedia-
to que g™ (2”) # ¢*(Z) puesto que g*(Z) € O,. Ademas f*(z") = f*(z)
para toda f € P. Esto implica que g ¢ P lo cual es una contradiccién. De
modo que el conjunto F' es cerrado y discreto en Y.

Proposicion 1.4.17. Si un espacio X es Lindelof X entonces existe un es-
pacio Z Lindelof ¥ tal que Cp(X) C Z C R¥.

DEMOSTRACION. Sea S = {P, : n € w} una red numerable con respecto
a una cubierta compacta v del espacio X. Una funcién (no necesariamente
continua) f : X — R se llama S-acotada en un punto z € X si existe P, € S
tal que z € P,y f(P,) es acotado en R. Si una funcién es S-acotada en cada
punto de X entonces se llama S-acotada.

Cada f € C,(X) es S acotada. En efecto, para cada z € X existe K €
tal que x € K. Como f es continua existe U € 7(K, X) tal que f(U) es
acotado en R. Por lo tanto existe P, € Stal que x € K C B, C Uy f(P,)
es acotado en R.
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Para el espacio Z de todas las funciones S-acotadas en R¥ tenemos que
C,(X) C Z CRX.

Probemos que Z es Lindeléf ¥. Sea R = RU{—00, oo} la compactificacién
natural de R homeomorfa al intervalo [-1,1]. Entonces R” es compacto y
Cp(X) C Z C R™. En particular R es una compactificaciéon de Z. Para
cualesquiera n,k € N definamos F,;, = {g € R . g(P,) C [—k,k]}. La
familia {F),  : n,k € N} es numerable. Tomemos f € Z y g € i \ Z para
verificar que existen n, k € N tales que f € F,, ;v g ¢ F,, ;. Como g ¢ Z, la
funcién g no es S-acotada en algin xy € X. Por otra parte f es S-acotada en
xo por lo que existen n, k € N tales que xg € P, v f(Pn,) C [—ko, ko]; esto
significa que f € F,, k,- Pero g no es acotada en F puesto que no lo es en x,
por lo tanto g ¢ F,, k,- Aplicando el inciso 9 del Teorema 1.4.1 concluimos
que Z es un espacio Lindelof .

Teorema 1.4.18. Dado un espacio X, si el espacio C,(X) es Lindeldf ¥
entonces v X es Lindelof 3.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 1.4.17 existe un expacio Z con la pro-
piedad Lindelof ¥ tal que C,(C,(X)) C Z C R%X). El espacio X es canéni-
camente homeomorfo a un espacio X’ C C,(C,(X)). Llamemos Y a la cerra-
dura de X’ en Z. El espacio Y es Lindelof ¥ y por lo tanto realcompleto. El
espacio X’ es C-encajado en RX) 1o cual implica que cualquier f € Cp(X")
se extiende a una funcién g € C,(Y), es decir, Y = v X' y el espacio vX, que
es homeomorfo a vX’ =Y, es Lindelof 3.

Teorema 1.4.19. Dado un espacio X, si el espacio C,(X) es Lindeldf ¥
entonces Cp(X) es w-monolitico.

DEMOSTRACION. Puesto que el espacio C,(X) es Lindelof ¥ podemos aplicar
el Teorema 1.4.18 para deducir que v.X es Lindelof 3. Por el Corolario 1.4.11
el espacio X es w-estable asi que C,(X) es w-monolitico.

Teorema 1.4.20. [Tk4, Theorem 2.15] Si wy es un calibre de un espacio
X, entonces el espacio C,(X) es Lindelof ¥ si y solo si X es cdsmico.
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1.5. Cubiertas conservativas generales y des-
composiciones numerables de C,(X)

Esta seccion contiene varios teoremas sobre las propiedades de los espacios
generales que admiten una cubierta conservativa con subespacios que tienen
“buenas” propiedades topolégicas. Aqui el resultado més famoso pertenece a
Junnila y Potoczny, quienes demostraron que un espacio con una cubierta
conservativa compacta tiene que ser metacompacto pero no necesariamente
paracompacto. En esta tesis probaremos que la existencia de una cubier-
ta conservativa compacta de C,(X) implica que X es finito y por lo tanto
Cp(X) es homeomorfo a R” para algin n natural. Para poner en claro que
nuestros resultados generalizan varios teoremas de Tkachuk y Casarrubias
Segura sobre las descomposiciones numerables y finitas de C,(X), en esta
seccién observamos que si un espacio X tiene una cubierta cerrada numera-
ble con subespacios que tienen una propiedad finito aditiva P, entonces X
también tiene una cubierta conservativa de subespacios cerrados con la pro-
piedad P. También presentaremos aqui varios resultados de Tkachuk sobre
descomposiciones numerables de espacios de funciones asi como el teorema
de Terada-Yajima cuyo uso es crucial para esta tesis.

El siguiente hecho es clasico, bien conocido y facil de demostrar.

Proposicién 1.5.1. [En, Theorem 1.1.11] Dado un espacio X, si una familia
F C exp(X) es localmente finita entonces es conservativa.

Tratandose de cubiertas conservativas de espacios generales, es evidente
que las cubiertas compactas constituyen el caso mas importante del tema.
Aun cuando los elementos de una cubierta conservativa son finitos, la situa-
cion no es tan facil de clasificar.

Teorema 1.5.2. St un espacio X es paracompacto y o-discreto entonces X
tiene una cubierta conservativa con subespacios finitos.

El Teorema 1.5.2 fue demostrado por Telgarsky; poco después, Potoczny
mostro que lo reciproco esta lejos de ser cierto.

Ejemplo 1.5.3. (Potoczny [Po]) Considérense los conjuntos W = wy y T =
{(a,\) € W x W : a < A}. Dado cualquier « € W hagamos E, = {a} U
{{(a,N) ra < AJU{(N o) :a> A} y By, ={E,\ K : K es un subconjunto
finito de T}; ademds, By = {t} para todo t € T. Es facil verificar que las
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familias {B, : x € WUT?} pueden considerarse bases locales de una topologia
de Tychonoff T en el conjunto WUT'. El espacio X = (WUT, T) no es normal
ya que los conjuntos w y wi\w son cerrados en X sin que sea posible separarlos
con abiertos disjuntos. Ademds, la familia {a, X, (o, ) : (o, \) € T'} es una
cubierta conservativa de X con conjuntos finitos y por lo tanto compactos.
De modo que la existencia de una cubierta conservativa con conjuntos finitos
ni stquiera implica la normalidad de un espacio.

El Ejemplo 1.5.3 fue una fuerte motivacién para encontrar cuando la
existencia de una cubierta compacta conservativa implica paracompacidad.

El resultado méas importante en esta direccién pertenece a Junnila y Potoczny
[PJ, Corollary 2].

Teorema 1.5.4. Un espacio X es localmente compacto y paracompacto si
y solo si X tiene una cubierta conservativa compacta C tal que la familia

{Int(C): C € C} cubre a X.

A continuacién se presenta el resultado més famoso de las cubiertas con-
servativas compactas que pertenece a Potoczny y Junnila. Recordemos que
un espacio X es metacompacto si cada cubierta abierta de X tiene un refi-
namiento abierto punto finito.

Teorema 1.5.5. Si un espacio X admite una cubierta conservativa con
subespacios compactos entonces X es metacompacto.

Los resultados citados muestran que es de importancia la clase P de
los espacios que tienen una cubierta conservativa compacta. Resulta que P
tiene buenas propiedades categoricas. Dados espacios X;, t € Ty un punto
a € [[{X: : t € T} recordemos que el o-producto de los espacios X; con el
centro a es el conjunto {z € HXt :{t €T :z(t) # a}| < w} mismo que se

teT

denota por o [[{X; :t € T'}.

Teorema 1.5.6. Sea P la clase de los espacios que tiemen una cubierta
conservativa compacta.

(a) Si X pertenece a P entonces todo subespacio cerrado de X pertenece a

P.

(b) Si X pertenece a P entonces toda imagen cerrada continua de X también
pertenece a P.
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(c) Si {X; :t €T} C P entonces el o-producto o [[{X; : t € T} de los
espacios Xy también pertenece a P.

El siguiente resultado de Terada y Yajima [TY, Theorem 2.5] se usard de
manera importante para analizar cubiertas conservativas de espacios de fun-
clones.

Teorema 1.5.7. Ningin subconjunto no vacio de tipo G5 de un espacio nu-
merablemente compacto tiene una cubierta conservativa de subconjuntos den-
sos en ninguna parte.

DEMOSTRACION. Tomemos cualquier espacio numerablemente compacto Z
y fijémonos en un conjunto X = ﬂ G, donde G,, € 7*(Z) para cada n € w.

new
Supongamos que JF es una cubierta conservativa de X cuyos elementos son

subespacios de X densos en ninguna parte. Podemos asumir que F es una
cubierta cerrada de X. Tomemos F, € F. Puesto que Fy # X, existe un
conjunto Uy € 7*(X) tal que UyNFy = @ y FOZ C Gyp. Dado que F cubre
a X, existe un conjunto Fy € F tal que Uy N F; # &. Méas atin Uy \ F} # &
implica que existe U; € 7%(X) tal que U; C Uy, y ademds U, NF, = O y
712 C (1. Continuando de esta manera podemos construir dos sucesiones
{F,:ne€w}y{U,:n € w} tales que para todo n € w:

(a) F, e FyU,e1(X);

(b) Un+l C Un yﬁnz C Gn;
(c) U NF,=2yU,NF,, #@.

La propiedad (c¢) garantiza la existencia de un punto z, € U, N F,1;
para todo n € w. Puesto que Z es numerablemente compacto, la sucesién
{z, : n € w} tiene un punto de acumulacién z € Z. De manera que

—_— —Z
z € ﬂ{xk:an}C ﬂUn C ﬂGn:X.
new new new
Tenemos que z € ﬂ U,. De la condicién (c) se sigue que U F, no in-
new new
terseca a m U, vy por lo tanto z ¢ U F,. Por otro lado tenemos que

new new

z€{r,:new}C U F, = U F}, lo cual es una contradiccién.

new new
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El estudio realizado en esta tesis fue inspirado por los resultados de Tka-
chuk y Casarrubias Segura sobre descomposiciones numerables de espacios
de funciones. La siguiente afirmacién muestra que la existencia de cubier-
tas conservativas con elementos en P constituye un caso mas general que la
posibilidad de descomponer un espacio en uniéon numerable de subconjuntos
cerrados con la propiedad P.

Lema 1.5.8. Dado un espacio X y una propiedad finitamente aditiva P
st X tiene una cubierta cerrada numerable de subespacios con la propiedad
P entonces X tiene una cubierta conservativa de subespacios que tienen la
propiedad P.

DEMOSTRACION. Supongamos que X = [ J{C,, : n € w}, donde C,, es cerrado
en X y tiene la propiedad P para cada n € w. Dado m € w, definamos
F,, = U{C, : n < m}. Es inmediato que cada F}, es cerrado y tiene la
propiedad P ademds de que X = |J{F}, : m € w}. Para verificar que F =
{F,, : m € w} es una familia conservativa, tomemos cualquier subfamilia
F' C F; mostraremos que | JF' es cerrado. Si F’ es finita entonces existe
M € w tal que M = max{m : F,, € F'}. Se sigue que JF' = Fy. Si F'
es infinita entonces para cada n € w existe m > n tal que F,, € F', lo cual
implica que C,, C F,, € F' y por lo tanto X = |(J{C,, : n € w} C YF.
Esto muestra que | JF' es cerrado para cualquier F' C F es decir F es una
cubierta conservativa del espacio X cuyos elementos tienen la propiedad P.

El siguiente lema constituye la herramienta principal para la demostracion
de la mayor parte de los resultados del resto de esta seccion.

Lema 1.5.9. [Tk1, Lemma 1.1] Si X es un espacio tal que Cp(X) = |J{Cy :
n € w}, entonces existen f € Cp(X), ¢ > 0 yn € w, tales que el conjun-
to (Cn, + f) N C(X,(—¢,¢)) es denso en Cy(X,(—¢,¢€)) y por lo tanto en
Cp(X, (—¢,¢)).

DEMOSTRACION. Definimos C, = C,, N Cy(X). Entonces C;(X) = J{C}, :
n € w}. Dado que C(X) es un espacio métrico completo, se sigue que C/,
es denso en B.(g) = {h € C*(X) : |h(z) — g(x)] < ¢ para todo z € X}
para algunos g € C*(X), n € w, y € > 0. Hagamos f = —g. Es fécil ver
que B.(g) + f es uniformemente denso en C'(X, (—¢,¢)). Esto significa que
lo mismo sucede para (C! + f) N C(X,(—e,¢)) = (Cp, + [) NC(X, (—¢,¢))
como se queria demostrar.
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Corolario 1.5.10. [Tk1, Corollary 1.2] Si X es un espacio tal que Cp(X) =
H{C, i n € w}, entonces:

(a) Eziste un espacio Z C Cy(X), Z ~ C,(X), tal que C,, N Z es denso en
Z para algin n € w;

(b) Algin C,, separa los puntos de los subconjuntos cerrados de X.

Corolario 1.5.11. [Tk1, Corollary 1.3] Si X es un espacio tal que Cp(X) =
U{C\ : n € w}, donde cada C,, es cerrado en C,(X) entonces algin C,
contiene una copia homeomorfa de Cy(X).

DEMOSTRACION. La familia {C), : n € w} es una cubierta cerrada del espacio
métrico completo C,(X). Por lo tanto existe n € N tal que el interior de C,
en C,,(X) es no vacio. Esto implica que B(f,r) C C, para alguna f € C,(X)
y algin 7 € (0,1). El espacio C,(X, (=%, 5)) + [ es homeomorfo a C,(X) y
esta contenido en C),.

Teorema 1.5.12. [Tk1, Theorem 1.4] Supongamos que P es una propiedad
hereditaria. Si X es un espacio tal que Cp(X) = |J{C\, : n € w}, donde
cada C,, tiene la propiedad P y es cerrado en C,(X) entonces Cy(X) tiene
la propiedad P.

DEMOSTRACION. Basta aplicar el Corolario 1.5.11.

Corolario 1.5.13. Supongamos que P es alguna de las siguientes propieda-
des: normalidad, normalidad hereditaria, paracompacidad hereditaria, real-
compacidad, radialidad. Si X es un espacio tal que C,(X) = |J{C\ : n € w},
donde cada C,, tiene la propiedad P y es cerrado en C,(X) entonces Cy(X)
tiene la propiedad P.

DEMOSTRACION. La tnica de las propiedades enlistadas que no es heredi-
taria es la realcompacidad. Sin embargo, es claro que algin C), contiene un
subespacio cerrado homeomorfo a C,(X, [0, 1]) asi que C,(X, [0, 1]) es real-
compacto. Aplicamos [Tk6, Problem 410] para concluir que el espacio C,(X)
es realcompacto.
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Teorema 1.5.14. [Tk1, Theorem 1.6] Supongamos que k es un cardinal. Si
X es un espacio tal que Cp(X) = J{C\, : n € w}, y hrx(C,) < Kk para cada
n € w entonces x(Cp(X)) < k.

DEMOSTRACION. De las suposiciones del teorema se sigue que existe un
conjunto Z C C,(X) = Z para el cual hry(Z) < k. Por lo tanto x(C,(X)) =
X (Cp(X)) = mx(Z) < Kk como se querfa probar.

Corolario 1.5.15. [Tk1, Corollary 1.7] Si k es un cardinal y C,(X) es igual
a la union de una cantidad numerable de subespacios que tienen una pro-
piedad P € {peso < k, cardcter < K, m-peso hereditario < k, m-cardcter
hereditario < K}, entonces C,(X) tiene la propiedad P y por consiguiente
| X| < k.

Teorema 1.5.16. [Tk1, Theorem 1.8] Supongamos que k es un cardinal. Si
X es un espacio tal que C,(X) = |J{C,, : n € w}, y ¥(C,) < k para cada
n € w entonces P(Cp(X)) < k.

Teorema 1.5.17. [Tk1, Theorem 1.11] Supongamos que k es un cardinal.
Si X es un espacio tal que Cy(X) = |J{C, : n € w}, y t(C,) < k para cada
n € w entonces t(Cy(X)) < k.

Teorema 1.5.18. [Tk1, Theorem 1.13] St X es un espacio tal que Cp(X) =
U{C» : n € w}, y cada C,, es Cech-completo entonces Cp(X) es Cech-
completo, es decir, X es discreto y numerable.

DEMOSTRACION. Aplicamos el Lema 1.5.9 para verificar que C,(X,[0,1])
contiene un subespacio denso Y, mismo que es Cech-completo. El espacio
X es discreto por [Tkl, Theorem 1.13]. El espacio Y y consecuentemente
Cp(X,[0,1]) contiene un subconjunto compacto de cardcter numerable y por
[Tk6, Problem 170] el espacio X es numerable.

El siguiente ejemplo muestra que la numerabilidad del m-peso es una
propiedad que no es numerablemente aditiva en espacios C,(X).

Ejemplo 1.5.19. Supongamos que K es el conjunto perfecto de Cantor,
entonces Cp(K) = J{C), : n € w} donde cada C,, es cerrado en Cp(X) y
Tw(C,) = w.
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DEMOSTRACION. Basta mostrar que existe un conjunto discreto numerable
A C Cy(K) tal que C,(K,[—1,1]) C A. Si probamos esto, entonces al definir
C, = (n + 1)A obtendremos la descomposicién numerable de C,(K) que
buscamos.

Sea S la familia de todos los conjuntos {Uy,...,Us,rq,..., 7}, donde
Uy, ..., U son subconjuntos abierto-cerrados disjuntos no vacios de K tales
que K\ U Ui # 3,y ro, ..., son nimeros racionales en el intervalo [—1, 1].

i<k

Elijamos una numeraciéon {{Ug,..., Ul ,rg,...,rp } :n € w}, de la fa-
milia S, y consideremos el conjunto A = {f, : n € w}, donde f,|U* = r}
para i =0,...,k, y ful (K \U{U" : i < k,}) = n+ 2. Es facil verificar que
C,(K,[-1,1]) C A\ A. Si f, € A, entonces f,,(r) = n+ 2 para algtin r € K.
Esto muestra que O(f,, {z},3) N A = {f,}, lo cual implica que A es discreto
y completa la demostracion.
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Capitulo 2

Cubiertas conservativas de
espacios de funciones

El estudio de los espacios que pueden representarse como la union de
una familia conservativa de subespacios “buenos” se ha realizado inicial-
mente dentro del contexto de las propiedades de cubrimientos. Potozny y
Junnila probaron en [PJ] que un espacio Hausdorff es metacompacto si ad-
mite una cubierta conservativa con subespacios compactos. En [Po], Potozny
construyé un ejemplo de un espacio que no es normal y tiene una cubier-
ta conservativa compacta. Smith y Telgarsky establecieron en [STe] que la
propiedad de tener una cubierta conservativa compacta se preserva por o-
productos.

En este capitulo presentamos un estudio sistematico de los espacios de
funciones C,(X) representables como la unién de una familia conservativa de
subespacios con “buenas”propiedades. En la mayoria de los casos las cubier-
tas conservativas forman un concepto méas amplio que las cubiertas cerradas
numerables por lo cual los resultados de esta tesis brindan una generalizacion
de varios teoremas de [Tk3].

39
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2.1. Observaciones generales

En esta seccién presentamos unos resultados sencillos en topologia gene-
ral, mismos que nos permitiran obtener una generalizacion del teorema de
Shakhmatov y Tkachuk que afirma que cualquier espacio X tiene que ser
finito si C,(X) es o-numerablemente compacto.

Cualquier estudio de cubiertas conservativas tiene sentido solamente si
las hipdtesis que se quieren verificar resultan ciertas para el caso de cubier-
tas localmente finitas. Mostraremos que las cubiertas localmente finitas de
espacios de funciones conservan practicamente todas las propiedades clésicas.

Proposicion 2.1.1. Si X es un espacio con densidad k entonces X tiene
una cubierta conservativa de subespacios con cardinalidad k.

DEMOSTRACION. Tomemos un subespacio denso D del espacio X tal que
|D| = k. Es inmediato que la familia {D U {z} : x € X} es una cubierta
conservativa de X de subespacios con cardinalidad k.

Corolario 2.1.2. Todo espacio separable tiene una cubierta conservativa de
subespacios numerables.

Proposicion 2.1.3. Supongamos que F es una cubierta conservativa de un
espacio Z vy que cada elemento de F es cerrado. Si X es un subespacio de
Z y la densidad de X es < k, entonces existe una subfamilia F' C F de
cardinalidad < Kk que cubre a X.

DEMOSTRACION. Tomemos un subespacio D C X tal que D es denso en
X y |D| < k. Para cada d € D existe Fy; € F tal que d € F. Hagamos
F' = {F;:d € D}. Puesto que F’' es conservativa y cerrada, tenemos que

UF=UF>D=x.

Proposicion 2.1.4. Si X es un espacio cuyo numero de Souslin es numera-
ble y F es una cubierta localmente finita de X conformada por subconjuntos

cerrados de X, entonces existe una subcubierta numerable F' C F del espacio
X.

DEMOSTRACION. Puesto que F es una cubierta localmente finita del espacio
X, para cada punto x € X podemos tomar un abierto V € 7(z, X) tal que
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HF € F: FNV # @} < w. Se sigue que la familia V = {V € 7(X) : V
se cubre por una subfamilia finita de F} es no vacia. De modo que podemos
tomar una familia celular maxima disjunta U C V. Para cada U € U existe
una familia finita Fy C F cuya unioén contiene a U. Notemos que la uniéon
de U es densa en X ya que U es maxima. Definamos F' = | J{Fy : U € U}.
El nimero de Souslin del espacio X es numerable, de modo que la familia ¢/

es numerable y por lo tanto F’ lo es también. La familia F es conservativa
por la Observacién 1.5.1, por lo cual X = U c JF' = F.

Proposicion 2.1.5. Supongamos que P es una propiedad que se conserva
en subconjuntos de tipo F,. Si C,(X) = JF y F es localmente finita y
cada F € F tiene P entonces Cp(X) es union finita de subespacios con la
propiedad P.

DEMOSTRACION. Esto se deduce fécilmente del hecho de que C,(X) se encaja
como subconjunto de tipo F, en cualquier abierto suyo no vacio.

Corolario 2.1.6. Sea F = {realcompacidad, monoliticidad, paracompacidad}.
Si una propiedad P pertenece a la lista F y C,(X) tiene una cubierta local-
mente finita cerrada C tal que cada C' € C tiene P entonces Cp(X) también
tiene la propiedad P.

DEMOSTRACION. Es consecuencia de la Proposicién 2.1.5 y de los Teoremas
2.2,2.5y 2.9 de [Cal.

Corolario 2.1.7. Para cualquier cardinal infinito k, consideremos la siguien-
te lista Fy = {m-cardcter hereditario < k, pseudocardcter < k, estrechez
< k}. Si una propiedad P pertenece a Fy y C,(X) tiene una cubierta local-
mente finita cerrada F tal que cada C' € F tiene la propiedad P entonces
Cp(X) también tiene la propiedad P.

DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 2.1.4 y del Corolario 1.5.10.

Corolario 2.1.8. Consideremos la lista F1 = {C’ech—completez, la propiedad
de Fréchet-Urysohn}. Si una propiedad P pertenece a la lista Fy y Cy(X)
tiene una cubierta localmente finita cerrada F tal que cada C' € F tiene la
propiedad P entonces C,(X) también tiene P.



42 Cubiertas conservativas de espacios de funciones

DEMOSTRACION. Apliquese la Proposicién 2.1.4, el Corolario 1.5.13 y el Teo-
rema 1.12 de [Tk1].

Proposicién 2.1.9. Ninguno de los espacios R y C,(I) admite una cubierta
conservativa cerrada de subespacios o-pseudocompactos.

DEMOSTRACION. En [ST, Theorem 3] Shakhmatov y Tkachuk probaron que
ninguno de los espacios R¥ y C,(I) es o-pseudocompacto, de manera que
basta con observar que se aplica la Proposiciéon 2.1.3 ya que ambos espacios
son separables.

Observacion 2.1.10. Notemos que la hipotesis de que los elementos de la
cubierta conservativa en la Proposicion 2.1.9 son cerrados no se puede omaitir
puesto que RY y Cy(I) son ambos separables, y por lo tanto cada uno tiene una
cubierta conservativa de subespacios numerables segun el Corolario 2.1.2.

Corolario 2.1.11. El espacio R* no es union conservativa de subespacios
cerrados o-compactos.

DEMOSTRACION. Supongamos que R¥ es igual a la unién de una familia
conservativa F de subespacios cerrados o-compactos de R“. Como el espacio
R es separable, el Corolario 2.1.3 nos permite concluir que R* es o-compacto,
lo cual no ocurre. Esta contradiccion muestra que el espacio R no es unién
conservativa de subespacios cerrados o-compactos.

Lema 2.1.12. §i C,(X) = JF y F es una familia cerrada conservativa de
subespacios o-pseudocompactos de C,(X), entonces X es pseudocompacto.

DEMOSTRACION. Si el espacio X no es pseudocompacto, entonces Cp,(X)
contiene un retracto Y homeomorfo a R*. Supongamos que 7 : C,,(X) = Y
es una retraccion. El espacio R es separable por lo que podemos encontrar
una familia numerable ' C F tal que Y C [JF'. De modo que la igualdad
Y = U{r(F): F € F'} muestra que Y = R“ es o-pseudocompacto, lo cual
es una contradiccion.

Corolario 2.1.13. Si C,(X) es igual a la union de una familia conservativa
de subespacios pseudocompactos, entonces X es pseudocompacto.
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DEMOSTRACION. Basta notar que la cerradura de un espacio pseudocom-
pacto también es un espacio pseudocompacto de C,(X) y aplicar el Lema
2.1.12.

Nuestro propdsito es mostrar que si un espacio de funciones C,(X) tiene
una cubierta conservativa de subespacios cerrados o-numerablemente com-
pactos entonces X es finito. Utilizaremos los siguientes hechos.

Proposicién 2.1.14. Si C,(X) = JF y F es una familia conservativa ce-
rrada de subespacios o-numerablemente compactos de C,(X), entonces f(X)
es finito para cada f € Cp(X).

DEMOSTRACION. Tomemos cualquier f € Cp(X) y sea Y = f(X). La igual-
dad w = w(Y) > d(C,(Y')) muestra que C,(Y') es separable. El espacio X es
pseudocompacto por el Lema 2.1.12, asi que la funcién f es R-cociente, de mo-
do que el mapeo dual f* encaja a C,(Y') en C,(X) como subespacio cerrado.
Por lo tanto C,,(Y) tiene una cubierta conservativa de subespacios cerrados o-
numerablemente compactos y por la Proposicién 2.1.3 es o-numerablemente
compacto. De [Tkl, Theorem 3.11] se sigue que Y es finito.

Proposicién 2.1.15. St X es un espacio de Tychonoff, tal que toda imagen
continua de X en R es finita entonces X es finito.

DEMOSTRACION. Si X es infinito entonces es posible encontrar un subespacio
discreto numerable D = {x,, : n € w} C X y una familia disjunta de abiertos
{U, : n € w} tales que U, N D = {x,} para cada n € w. Por la propiedad
de Tychonoff para cada n existe una f, € C(X,I) tal que f,(z,) = 1y
fo(X \ U,) C {0}. Si hacemos g, = ﬁfn entonces g = Y g, es continua.
En efecto, si p es un punto en algun U,, y V es una vecindad de g(p) entonces
g~ (V)NU, es un abierto que contiene a p y cuya imagen bajo g esté contenida
en V, y por lo tanto g es continua en p. Si p no esta en la uniéon de las U,

y € > 0 entonces g(p) = 0 y existe n € w tal que (—1) < e. La funcién

h = go+ ...+ g, es continua asi que podemos elegirnarlla vecindad W del
punto p tal que h(W) C (—¢,¢). Obsérvese que si g(z) # h(x) entonces
x € Uy para algin k > n y por lo tanto g(x) = gx(z) € [0, k%l] C [0,¢).
Esto muestra que g(W) C (—¢,¢), es decir, g es continua en p. Tenemos que

{n%l . n €Ew} C g(X) asf que g(X) es infinito, lo cual es una contradiccién.
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Corolario 2.1.16. Para todo espacio X las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(a) El espacio Cp(X) es igual a la union de una familia conservativa de
subespacios compactos;

(b) El espacio Cp(X) es igual a la union de una familia conservativa cerrada
de subespacios o-compactos de Cp(X);

(¢) El espacio Cp(X) es igual a la unién de una familia conservativa cerrada
de subespacios o-numerablemente compactos;

(d) El espacio X es finito.

DEMOSTRACION. Es evidente que (a) implica (b) y (b) implica (¢). Aplicamos
la Proposicién 2.1.14 y la Proposicién 2.1.15 para verificar que (¢) implica
(d). Sin € w entonces R™ se cubre por una familia numerable creciente de
bolas compactas, lo que muestra que (d) implica (a).

Aun si quitamos la hipétesis de que los elementos de una cubierta con-
servativa de C,(X) son cerrados, tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.1.17. Si para un espacio X el espacio Cy(X) admite una cu-
bierta conservativa de subespacios numerablemente compactos entonces X es
finito.

DEMOSTRACION. Supongamos que C es una cubierta conservativa de C,(X)
conformada por subespacios numerablemente compactos de C,(X). Aplica-
mos el Corolario 2.1.13 para deducir que X es pseudocompacto. De manera
que cada C' € C es compacto por [Ar2, Theorem I11.4.23]. La equivalencia
(a) <= (d) del Corolario 2.1.16 nos permite concluir que X es finito.
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2.2. Cubiertas conservativas cerradas de C,(X)
y Cp(X, 1)

Puesto que la topologia de C,(X) es mas fina que la de C,(X), toda
cubierta conservativa cerrada de C,(X) es también una cubierta conservativa
de C,(X). Es bien conocido el hecho de que C,(X) es un espacio Cech-
completo, por lo cual tiene la propiedad de Baire. En particular, si la familia
{F, : n € w} es una cubierta cerrada de C,(X) entonces algin F,, tiene
interior no vacio en el espacio C,(X). Un resultado méas fuerte pertenece a
Terada y Yajima, quienes en [TY, Theorem 3.5] establecieron que si Z es
un espacio Cech-completo y F es una cubierta conservativa cerrada de Z
entonces algin F' € F tiene interior no vacio en Z. Aprovecharemos este
resultado para analizar las cubiertas conservativas de los espacios C,(X).

Proposicién 2.2.1. Dado un espacio X, una funcion f € C,(X), y un
£ > 0, definimos I(f,) = {g € Cy(X) : |g(x) — f(x)| < = para todo = € X}.
Entonces

(a) Si U € 7(Cy(X)) entonces para cualquier f € U existe ¢ > 0 tal que
I(f,e) CU.

(b) Para cualesquiera f € Cp(X) ye > 0 existe un homeomorfismo
@ Cp(X) = Cp(X) tal que p(Cp(X, 1)) = I(f,¢).

(¢) Cada espacio I(f, ) es un retracto de Cp(X).

(d) Cada espacio I(f,e) contiene un subespacio homeomorfo a C,(X).

DEMOSTRACION. (a) Tomemos f € U € 7(C,(X)); existe r > 0 tal que
B(f,r) C U. Elegimos un nimero ¢ tal que 0 < ¢ < min{1/2,r/2}. Si
g € I(f,e) entonces |f(z) — g(x)] < e < min{1/2,r/2} para cada x € X lo
cual implica que sup{|f(z) — g(x)| : * € X} < e < min{l,r}; de modo que
d(f,g) <ry porlotanto g € B(f,r) e I(f,e) C U.

(b) Para f € Cp(X) y € > 0 definimos ¢ : C,,(X) — C,(X) por medio de
la formula ¢(g) = 2¢(g — 1) + f para cada g € C,(X,I). Es fécil verificar que
la funcién ¢ es un homeomorfismo tal que p(C,(X, 1)) = I(f,¢).

(c) Se sigue de (b) que existe un homeomorfismo ¢ : C,(X) — C,(X)
tal que p(C,H(X,I)) = I(f,e). Por lo tanto basta probar que C,(X,I) es un
retracto de C,(X). Definamos ¢ : Cp(X) — Cp(X, (—o0, 1]) por medio de la
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férmula o(f)(z) = min{f(z), 1} para todo x € X. Asimismo consideremos
el mapeo ¢ : Cp(X) — C,o(X,[0,400)) tal que ¢(f)(x) = max{f(x),0}
para todo x € X. Es claro que ¢ o ¢ : Cp(X) — C,(X,I) es una retracciéon
continua.

(d) Basta con aplicar (b) y notar que C,(X,I) contiene al subespacio
Cyp(X,(0,1)) que es homeomorfo a Cp,(X).

Proposicion 2.2.2. Para un espacio arbitrario X, si C es una cubierta con-
servativa cerrada de Cp(X) o de Cp(X,I) entonces existe C € C tal que
U C C para algin U abierto no vacio de C,(X).

DEMOSTRACION. En efecto, C es una cubierta conservativa cerrada C,(X)
o de C,(X,1) asi que el teorema de Terada-Yajima (véase 1.5.15) se puede
aplicar para concluir que el interior en C,(X) de algin C' € C es no vacio.

Corolario 2.2.3. Para un espacio arbitrario X, si C es una cubierta con-
servativa cerrada de Cy(X) o de C,(X,I) entonces existe C € C tal que
I(f,e) C C para algin € > 0.

DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 2.2.1.

Corolario 2.2.4. 5i X es un espacio y C es una cubierta conservativa ce-
rrada de Cp(X) o Cu(X, 1) entonces algun C € C contiene un subespacio
homeomorfo a Cp(X).

DEMOSTRACION. Se sigue de la Proposicién 2.2.2 y del Corolario 2.2.3.

El siguiente corolario responde afirmativamente al Problema 4.5 de [Gue].

Corolario 2.2.5. Supongamos que P es una propiedad topolégica hereditaria
y que Cp(X, 1) 0 Cp(X) tiene una cubierta conservativa cerrada C tal que cada
C € C tiene la propiedad P. Entonces Cy(X) también tiene la propiedad P.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.2.4, existe C' € C tal que algin I C C
es homeomorfo a C,(X); puesto que C' tiene la propiedad P, el espacio I y
por lo tanto C,(X) tienen la propiedad P.

Resulta que el Problema 4.7 y la segunda parte del Problema 4.6 de [Gue]
tienen respuestas positivas como puede verse en el siguiente corolario.
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Corolario 2.2.6. Dado un cardinal infinito k consideremos la siguiente lista
de propiedades topoldgicas:

Lo = {peso < &, peso de red< k, i-peso < k, cardcter < k, nimero hereditario
de Lindelof < k, pseudocardcter < k, estrechez < k, spread < Kk, numero
diagonal < k, densidad hereditaria < k, k-monoliticidad}.

Si una propiedad P pertenece a la lista Lo y en C,(X, 1) o en C,(X) existe
una cubierta conservativa cerrada C tal que cada C € C tiene la propiedad P
entonces Cp(X) también tiene P.

El siguiente resultado resuelve el Problema 4.8 de [Gue].

Corolario 2.2.7. Consideremos la siguiente lista de propiedades topoldgicas:
L, = {metrizabilidad, propiedad de Fréchet-Urysohn, diagonal pequena, real-
compacidad hereditaria, propiedad de Whyburn, propiedad de ser espacio per-
fecto, propiedad de ser espacio funcionalmente perfecto}.

Si una propiedad P pertenece a la lista Ly y en Cp(X, 1) 0 en C,(X) existe
una cubierta conservativa cerrada C tal que cada C' € C tiene la propiedad P
entonces Cp(X) también tiene P.

Si una propiedad P no es hereditaria y C,,(X) posee una cubierta conser-
vativa cerrada por subespacios que tienen P entonces C,(X) no necesaria-
mente tiene la propiedad P.

En efecto, en el Ejemplo 1.5.14 se muestra que si K es el conjunto de
Cantor entonces existe una familia numerable {F,, : n € w} de subconjuntos
cerrados de C,(K) tal que U F, = C,(K) y cada F, tiene una m-base

new
numerable, pero C,(K) no tiene una m-base numerable. Es facil verificar que

la familia {F}, : n € w} es conservativa, por lo que el m-peso numerable no se
preserva por medio de uniones conservativas cerradas. Sin embargo, para las
propiedades que son hereditarias a subespacios cerrados tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.2.8. Dado un espacio X y una propiedad P hereditaria con res-
pecto a subespacios cerrados, si en C,(X, 1) existe una cubierta conservativa
cerrada C tal que cada C € C tiene la propiedad P entonces Cp(X, 1) también
tiene P.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.2.3 existe C' € C tal que I(f,e) C C
para alguna f € C'y € > 0. La Proposicién 2.2.1(b) completa la prueba.
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Corolario 2.2.9. Dado un cardinal infinito k consideremos la siguiente lista
de propiedades topolégicas:

Lo = {nimero de Lindeldf < k, extent < k, numero de Nagami < k}.

Si una propiedad P pertenece a la lista Ly y en Cyp(X, 1) 0 en C,(X) existe
una cubierta conservativa cerrada C tal que cada C € C tiene P entonces
Cyp(X, 1) también tiene la propiedad P.

Corolario 2.2.10. Consideremos la siguiente lista 1Ly de propiedades to-
poldgicas:

L3 = { K-analiticidad, propiedad Lindeldf X, normalidad, secuencialidad}.
Si una propiedad P pertenece a la lista Ly y Cp(X,I) o C,(X) tiene una cu-
bierta conservativa cerrada C tal que cada C € C tiene P entonces Cp(X, 1)
también tiene la propiedad P.

Corolario 2.2.11. Si C,(X,I) tiene una cubierta conservativa cerrada C tal
que cada C € C es realcompacto entonces Cy(X) es realcompacto.

DEMOSTRACION. Puesto que la realcompacidad es una propiedad heredita-
ria en subespacios cerrados, podemos aplicar el Teorema 2.2.8 para deducir
que Cp(X,I) es realcompacto. Claramente el espacio C,(X) es homeomor-
fo a Cp(X,(0,1)) C Cu(X,I). Es facil ver que Cy(X, (0,1)) es el resultado
de quitarle a C,(X,I) una unién de subconjuntos de tipo Gs. Se sigue que
Cy(X, (0,1)) y por lo tanto C,(X) es realcompacto.

Corolario 2.2.12. Dado un espacio X, si Cp(X) tiene una cubierta conser-
vativa cerrada con subespacios Cech-completos, entonces X es discreto.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.2.8 tenemos que el espacio Cp(X, 1) es

Cech-completo y por lo tanto el espacio X es discreto (ver Teorema 1.13 de
[Tk3]).

Teorema 2.2.13. Dado un espacio X, si Cy(X,1I) tiene una cubierta con-
servativa cerrada conformada por subespacios o-numerablemente compactos,
entonces Cp(X, 1) es numerablemente compacto.

DEMOSTRACION. Aplicamos el Teorema 2.2.8 para verificar que C,(X, 1) es
o-numerablemente compacto. Por [Tkl, 1.5.3] el espacio C,(X,I) es nume-
rablemente compacto.

El siguiente corolario aporta una respuesta positiva al Problema 4.3 de
[Gue].
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Corolario 2.2.14. Si C,(X, 1) tiene una cubierta conservativa cerrada C tal
que cada C' € C es o-compacto entonces X es discreto.

DEMOSTRACION. Puesto que la o-compacidad es una propiedad hereditaria
a subespacios cerrados, podemos aplicar el Teorema 2.2.8 para concluir que
Cp(X, 1) es o-compacto. Por lo tanto X es discreto segun [Tk1, 1.5.2].

Teorema 2.2.15. Dado un espacio X y una propiedad P que es invariante
bajo mapeos cocientes, si en Cp(X, 1) eziste una cubierta conservativa cerrada
C tal que cada C € C tiene P entonces el espacio Cp(X, 1) también tiene la
propiedad P.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.2.3 existe C' € C tal que I(f,e) C C para
algin f € C'y ¢ > 0. Aplicamos la Proposicién 2.2.1(c) para verificar que
I(f,e) esunretracto de Cp,(X). De modo que I(f, £) también es un retracto de
C'lo cual implica que es imagen cociente C. La Proposicién 2.2.1(b) completa
la demostracion.

Corolario 2.2.16. Dado un cardinal infinito k consideremos la siquiente lis-
ta de propiedades topologicas:

Ly = {k-estabilidad, estrechez funcional débil < k, estrechez funcional < k}.
Si una propiedad P estd en la lista Ly y Cp(X, 1) tiene una cubierta conser-
vativa cerrada C tal que cada C € C tiene P entonces C,(X, 1) también tiene
la propiedad P. Si P es la k-estabilidad, entonces C,(X) tiene la propiedad
P.

DEMOSTRACION. La propiedad P es invariante bajo imdgenes cocientes por
lo que podemos aplicar el Teorema 2.2.15 para ver que C,(X,I) tiene P. Si
P es k-estabilidad, entonces C,(C,(X, 1)) es k-monolitico por [Ar2, Theorem
11.6.8]. El espacio X también es k-monolitico puesto que es homeomorfo a
un subespacio de C,(C,(X,I)), de modo que C,(X) es k-estable por [Ar2,
Theorem I1.6.9].

En lo que resta de esta seccion consideramos cubiertas conservativas cerra-
das de C,(X) tales que todos sus elementos son espacios Lindelof o Lindel6f
Y. Se sigue del Teorema 2.2.8 que el espacio C,(X,I) debe tener la propie-
dad correspondiente. Sin embargo, parece una sospecha razonable que todo
el espacio C,(X) deba ser Lindelof o Lindel6f ¥ respectivamente. Esto no
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ha resultado sencillo de verificar ni siquiera para espacios con un solo punto
no aislado. Presentaremos algunos resultados positivos en esta direccion; a
menudo son generalizaciones de algunos teoremas bien conocidos acerca de
las propiedades de un espacio X para el cual Cp(X) es Lindel6f o Lindel6f
3.

Proposicion 2.2.17. Dado un espacio X y un cardinal infinito k, suponga-
mos que Cy(X) tiene una cubierta conservativa cerrada C tal que I(C) < k
para cada C € C. Entonces cualquier familia discreta de abiertos mo vacios
de X tiene cardinalidad a lo mas k.

DEMOSTRACION. Supongamos que X contiene una familia discreta de sub-
conjuntos abiertos no vacios de cardinalidad x*. Por la Proposicién 1.2.2
existe un conjunto £ C C,(X) homeomorfo a R"*". El espacio R*" tiene den-
sidad no mayor que k asi que d(F) < k y podemos encontrar una familia
C'cCtalque|C'|<ky E CJC" Es claro que [(|JC') < ky E es cerra-
do en JC' por lo que I[(E) < x y por lo tanto I[(R"") < &, lo cual es una
contradiccion.

Corolario 2.2.18. Supongamos que k es un cardinal infinito y X es un
espacio paracompacto tal que C,(X) tiene una cubierta conservativa cerrada
C con l(C) < k para cada C € C. Entonces [(X) < k; en particular, si X es
metrizable entonces w(X) < k.

Nuestro siguiente paso es demostrar un resultado positivo para los es-
pacios con un solo punto no aislado y generalizar un teorema de Asanov
que afirma que la estrechez de cualquier potencia finita de X es numerable
siempre que C,(X) es Lindelof. De hecho, con la demostracién de Asanov se
obtiene la misma conclusién aun si sélo se asume que C,(X,I) es Lindelof.
Sin embargo, este hecho no es siquiera mencionado en los trabajos de Asa-
nov ni en los muchos articulos panoramicos que aparecieron posteriormente,
asi que incluimos aqui la demostracion.

Lema 2.2.19. Para cualquier espacio X y cualquier cardinal infinito k, si
L(Cp(X, 1)) < K, entonces t(X™) < k para cada n € w.

DEMOSTRACION. Tomemos z = (21,...,7,) € X"y A C X" con z € A.
Elegimos O; € 7(z;, X) de manera que O, N0; = I six; # z; y O; = O, si
z; = x;. El conjunto O = O; x...x O, es una vecindad de x y x € AN O por
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lo que podemos asumir que A C O. El conjunto ® = {f € C,(X,I) : f(x;) =
1 para todo ¢ < n} es cerrado en C,(X,I) y por lo tanto [(®) < k. Dado
y=(y1,.-.,yn) € A, definimos W, = {g € C,(X,I) : g(y;) > 0 para todo
i < n}. Ahora, si f € ® entonces U; = f~1((0,+00)) € 7(z;, X) para todo
i < n. Puesto que z € A, podemos encontrar un punto y = (yi,...,%n) €
AN(Uy x...xUy,). Se sigue que f(y;) > 0 para cada i < ny por eso f € W,,.
Esto muestra que ® C [J{W, : y € A}

Dado que I(®) < &, existe B C Atal que |[B|<ky ® C {W,:y € B}.
Afirmamos que z € B. Sino, entonces VNB = @ paraalgin V = Vi x...xV,
donde z; € V; € 7(0;) para cada i <ny V;, =V, si x; = ;.

Es facil ver que hay una funcién g € ® tal que g(z) = 0 para cualquier
z€ X\ (U{Vi:i <n}). Tenemos que g € W, para algin y = (y1,...,Yn) €
B. Fijemos cualquier i € {1,...,n}; recordemos que y € A C O y por lo
tanto y; € O;. Del hecho de que g(y;) > 0 se sigue que y; € (J{Vi : k < n},
asi que podemos encontrar j < n tal que y; € V;. Recordemos que V; C O;,
de modo que podemos concluir que y; € O; N O; por lo que O; N O; # @
lo cual muestra que O; = O; y por eso x; = z; por la eleccion de O; esto
implica que V; = V;. Por lo tanto y; € V; para cada ¢ < n; en consecuencia,
y € (Vi x...xV,)N B lo cual es una contradiccién.

El siguiente corolario generaliza el mencionado resultado de Asanov.

Corolario 2.2.20. Dado un espacio X, si Cp(X) admite una cubierta con-
servativa cerrada C tal que I(C) < k para cada C € C, entonces t(X™) < K
para todo n € N.

Es un hecho conocido (ver, por ejemplo, [Le]) que para un espacio X
con un solo punto no aislado, el espacio C,(X) es Lindel6f si y sélo si X es
Lindelof y ¢(X™) < w para cualquier n € N. Nuestra técnica nos permite
generalizar este resultado de la siguiente manera.

Corolario 2.2.21. Para un espacio X con un unico punto no aislado las
siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Cp(X) es Lindeldf;

(b) C,(X) tiene una cubierta conservativa cerrada compuesta de subespacios
de Lindelof;

(c) El espacio X es Lindeldf y t(X™) < w para toda n € N.
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DEMOSTRACION. La implicacién (a) => (b) es trivial y (¢) = (a) estd de-
mostrada en [Le]. Para verificar que (b)) = (c) observemos primero que
Cyp(X,I) es Lindeldf segtin el Corolario 2.2.9. De manera que podemos apli-
car el Lema 2.2.19 para deducir que t(X™) < k para cada n € w. Llamemos a
al inico punto no aislado del espacio X. Si X \ U es no numerable para algin
U € 7(a, X) entonces la familia {{z} : x € X \ U} es discreta y consiste de
abiertos no vacios de X, lo que contradice la Proposicion 2.2.17. Por lo tanto
|X \ U| < w para cualquier U € 7(a, X) asi que el espacio X es Lindelof, es
decir, hemos probado que (b) = (¢).

En lo que resta de esta seccién consideraremos el caso en que C,(X)
tiene una cubierta conservativa cerrada compuesta por subespacios Lindelof
Y. En [Gue, Problem 4.11] se pregunté si C,(X) debe ser Lindelof ¥ en este
caso. Conjeturamos que la respuesta debe ser afirmativa aunque no lo hemos
podido probar hasta ahora ni siquiera para el caso de un espacio con un
unico punto no aislado. A continuacién presentamos algunos resultados que
confirman nuestra conjetura y generalizan algunos teoremas bien conocidos
sobre las propiedades de los espacios X tales que C,(X) es Lindeldf X.

Proposicién 2.2.22. Si X es un espacio Lindeldf ¥ y C,(X) tiene una
cubierta conservativa cerrada por subespacios Lindeldf 3 entonces Cp(X) es
un espacio Lindelof 3.

DEMOSTRACION. Del Corolario 2.2.10 se sigue que C,(X,I) tiene que ser un
espacio Lindeldf X. Por lo tanto C,(X) es Lindeléf ¥ de acuerdo con [Ar2,
Proposition 1V.9.17].

Un resultado no trivial de Arhangel’skii (ver [Ar2, Theorem IV.9.8]) dice
que si Cp(X) es un espacio Lindel6f ¥ entonces es w-monolitico. Usando
nuestra técnica para trabajar con cubiertas conservativas, lo generalizamos
de la siguiente manera.

Teorema 2.2.23. Dado un espacio X si Cp(X) tiene una cubierta conser-
vativa cerrada conformada por subespacios Lindelof ¥ entonces Cp(X) es
w-monolitico.

DEMOSTRACION. Supongamos que JF es una familia conservativa cerrada de
subespacios Lindelof ¥ de C,(X) tal que C,(X) = [J F. Tomemos cualquier
conjunto numerable A C C,(X) y definamos el mapeo ¢ : X — C,(A)
mediante la féormula p(z)(f) = f(z) para cada f € A; hagamos Y = p(X).
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Observemos que w(Y) < w(Cp(A)) < w. No es dificil comprobar que A C
" (Cy(Y)).

Existe un espacio Z y mapeos continuos ¢’ : X — Zy & : Z — Y tales que
¢" es R-cociente, £ es inyectiva y ¢ = £ o ¢'. El conjunto E = (¢')*(C,(2))
es cerrado en C,(X) vy A C ¢*(C,(Y)) C E lo que muestra que A C E.
El mapeo £ es una condensacion de Z sobre el espacio segundo numerable
Y’; en consecuencia, d(C,(Z)) = iw(Z) < w(Y') < w; elegimos un conjunto
numerable Q C E tal que E = Q. Para cada a € Q elegimos un conjunto
F, € F tal que a € Fy; la familia G = {F, : a € @} es numerable asi que
el conjunto G = |J G es un espacio Lindel6f 3. Puesto que G es cerrado en
C,(X), tenemos que E = Q C w =JG = G por lo que E es un espacio
Lindel6f ¥. Como E es homeomorfo a C,(Z) podemos aplicar [Arl, Theorem
IV.9.8] para ver que C,(Z) es w-monolitico y por lo tanto E es w-monolitico
también. En consecuencia, A = clg(A) es un espacio césmico.

Como respuesta a una pregunta de Arhangel’skii, Tkachuk demostré en
[Tk4, Theorem 2.15] que si C,(X) es un espacio Lindeléf ¥ y w; es un calibre
de X, entonces el espacio X es césmico. Resulta que la propiedad de Lin-
delof X en este resultado se puede sustituir por la existencia de una cubierta
conservativa cerrada por subespacios Lindelof X.

Corolario 2.2.24. Siw; es un calibre de un espacio X y C,(X) tiene una cu-
bierta conservativa cerrada conformada por subespacios Lindelof 32, entonces
X es cosmico.

DEMOSTRACION. Fijemos una cubierta conservativa cerrada £ del espacio
Cp(X) compuesta por subespacios Lindelof . Puesto que w; es un calibre
de X, el espacio C,(X) tiene diagonal pequena de acuerdo con [Tk2, Theo-
rem 1] y también cada elemento de £ tiene diagonal pequena. De modo que
si L € L y K es un subespacio compacto de L entonces K tiene diagonal
pequena. Por este motivo, el espacio K no puede contener w;-sucesiones li-
bres convergentes y asi tenemos que t(K) < w por [JuS, Theorem 1.2] y [Ju,
3.12]. Aplicamos el Teorema 2.2.23 para verificar que K es w-monolitico; es
un procedimiento estandar verificar que un espacio compacto w-monolitico
con estrechez numerable y diagonal pequena tiene que ser metrizable. Por lo
anterior, tenemos que L € L tiene diagonal pequena y una cubierta compues-
ta de compactos metrizables para la cual existe una red relativa numerable,
asi que el Theorem 2.1 de [Gr] nos permite concluir que los elementos de £
son césmicos. Del Corolario 2.2.6 se sigue que C,(X) y X son cdsmicos.



54 Cubiertas conservativas de espacios de funciones

Es un teorema de Arhangel’skii [Ar3, Theorem 10] el hecho de que para
cualquier espacio X tal que C,(X) es Lindelof X, si s(C,(X)) < w entonces
X es cosmico. Este teorema también puede generalizarse en el mismo espiritu
que el anterior.

Corolario 2.2.25. Supongamos que X es un espacio y que Cy(X) tiene una
cubierta conservativa cerrada de subespacios Lindelof 3. Si ademds el spread
de Cp(X) es numerable, entonces X es cdsmico.

DEMOSTRACION. Notemos primero que s(X x X) < s(C,(X)) < w. Por el
Corolario 2.2.10, el espacio C,(X,I) es Lindelof ¥; puesto que X se enca-
ja en C,(Cy(X, 1)) debe ser monolitico. Esto muestra que X x X también
es monolitico; dado que cada espacio w-monolitico de spread numerable es
hereditariamente Lindeldf (ver [Arl, Theorem 1.2.9]) podemos concluir que
(X x X) <w.

Por lo tanto la diagonal de X es un conjunto Gy; todo espacio Lindelof
con diagonal G tiene i-peso numerable segiin [Arl, Theorem 2.1.8] de modo
que d(Cy(X)) = iw(X) < w. Por el Teorema 2.2.23, el espacio C,(X) es
w-monolitico y por lo tanto nw(X) = nw(CyH(X)) < w.
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2.3. Cubiertas conservativas generales de C,(X)
y Cp(X, 1)

Para casi cualquier propiedad topoldgica P, si en un espacio Z existe
un subespacio denso Y que tiene P entonces Z es igual a la union de una
familia conservativa de subespacios con la propiedad P. Para verificar esto,
basta considerar la familia F = {Y U {z} : x € Z}; dado que todos los
elementos de F son densos en Z, la familia F es conservativa. Resulta que si
Z = C,(X) para algin espacio X entonces lo reciproco es cierto también.

Teorema 2.3.1. Dado un espacio X y una propiedad topologica P invariante
bajo imdgenes continuas, si Cp(X) o Cp(X,I) admite una cubierta conser-
vativa C (no necesariamente cerrada) tal que cada C € C tiene P entonces
Cp(X, 1) contiene un subespacio denso con la propiedad P.

DEMOSTRACION. La familia ¢’ = {C : C' € C} es una cubierta conservativa
de Cp(X,I) (o Cp(X) respectivamente). Aplicamos el Corolario 2.2.3 para
encontrar una funcién f € C,(X,I) y € > 0 tales que I(f,e) C C' para algin
C" € C'. Por la Proposicién 2.2.1, el conjunto R = I(f,e) es un retracto
de C,(X) homeomorfo a C,(X,I). En consecuencia, existe una retraccién
r: C" — R; tomemos C € C tal que C' = C. El conjunto r(C) es denso en
r(C'") = R y tiene la propiedad P. Dado que el espacio R es homeomorfo a
Cp(X, I), este tltimo también tiene un subespacio denso con la propiedad P.

Observemos que si C es una cubierta conservativa (no necesariamente
cerrada) de C,,(X) tal que cada C' € C tiene una propiedad P, no es evidente
que exista una cubierta conservativa de C,(X,I) con subespacios que tengan
la propiedad P.

Teorema 2.3.2. Supongamos que X es un espacio y P es una propiedad o-
aditiva tal que todos los conjuntos unipuntuales la tienen y es invariante bajo
imdgenes continuas. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Exziste una cubierta conservativa C de Cp(X) tal que cada C € C tiene
P;

(b) Eziste una cubierta conservativa C de Cp(X,1I) tal que cada C € C tiene
P;
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(¢) Cp(X) tiene un subespacio denso con la propiedad P;

(d) C,(X,1I) tiene un subespacio denso con la propiedad P.

DEMOSTRACION. Puesto que C,(X, I) es imagen continua del espacio C,,(X),
es inmediato que (¢) = (d). Si D es un subespacio denso de C, (X, [-1,1]) ~
Cyp(X,I) con la propiedad P entonces D,, = n - D es un subespacio denso de
Cp(X, [—n,n]) con la propiedad P para cualquier n € N. Por la o-aditividad
de P, el conjunto | J{D,, : n € N} tiene la propiedad P; y como es denso en
Cp(X), esto demuestra que (d) = (c) y por lo tanto (¢) y (d) son equiva-
lentes. Del Teorema 2.3.1 se sigue que tanto (a) como (b) implican (d). Al
inicio de esta seccién observamos que (¢) = (a) y (d) = (b) asi que todas
las condiciones (a)-(d) son equivalentes.

Corolario 2.3.3. Para cualquier cardinal infinito k consideremos la siguien-
te lista de propiedades topologicas:

My = {peso de red < k, spread < k, nimero de Lindelof < k, densidad here-
ditaria < K}.

St una propiedad P pertenece a la lista My entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) Cp(X) tiene una cubierta conservativa C tal que cada C € C tiene P;

(b) C,(X,I) tiene una cubierta conservativa C tal que cada C' € C tiene P;
(¢) Cp(X) tiene un subespacio denso con la propiedad P;
(

(d) C,(X,1I) tiene un subespacio denso con la propiedad P.

DEMOSTRACION. Observemos que cada propiedad P en la lista M es o-
aditiva, invariante bajo imagenes continuas y los conjuntos unipuntuales tie-
nen P; el Teorema 2.3.2 termina la demostracion.

La siguiente afirmaciéon responde afirmativamente al Problema 4.4 de
[Gue)].

Corolario 2.3.4. Para cualquier cardinal infinito k consideremos la siguien-
te lista de propiedades topologicas:

M = {densidad < k, celularidad punto-finita < k, calibre k, k-separabilidad}.
St una propiedad P pertenece a la lista My entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:
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(a) Cp(X) tiene una cubierta conservativa C tal que cada C € C tiene la
propiedad P;

(b) C,(X,I) tiene una cubierta conservativa C tal que cada C € C tiene la
propiedad P;

(¢) Cp(X) tiene la propiedad P;
(d) C,(X,1I) tiene la propiedad P.

DEMOSTRACION. Observemos que cada propiedad P en la lista M; es o-
aditiva e invariante bajo imégenes continuas; ademas, todos los unipuntuales
tienen P y si un espacio Z contiene un subespacio denso con la propiedad
P entonces Z tiene P. Por el Teorema 2.3.2, las condiciones (a) y (b) son
equivalentes y se tienen las implicaciones (¢) = (a) y (d) = (b).

El Teorema 2.3.2 muestra que tanto (a) como (b) implican que C,(X,I)
y Cp(X) tienen, cada uno, un subespacio denso con la propiedad P. Por
la observacién anterior, tanto C,(X) como C,(X,I) tienen la propiedad P
asi que todas las condiciones (a)-(d) son equivalentes.

El siguiente resultado resuelve positivamente [Gue, Problem 4.1].

Corolario 2.3.5. Para todo espacio X, las siguientes condiciones son equi-
valentes:

(a) Cp(X) tiene una cubierta conservativa de subespacios pseudocompactos;

(b) C,(X) tiene una cubierta conservativa cerrada de subespacios pseudo-
compactos;

(¢c) Cp(X) es o-pseudocompacto.

DEMOSTRACION. Puesto que la cerradura de un conjunto pseudocompacto
es pseudocompacta, es inmediato que las condiciones (a) y (b) son equiva-
lentes. Si Cp(X) = |U{C\ : n € w} y cada C,, es pseudocompacto entonces
consideremos el conjunto D,, = CoU...UC, para cada n € w. Es sencillo ver
que {D,, : n € w} es una cubierta conservativa cerrada de C,(X) cuyos ele-
mentos son pseudocompactos, de modo que (¢) = (b). Si C,,(X) tiene una
cubierta conservativa de subespacios pseudocompactos entonces aplicamos el
Teorema 2.3.1 para ver que C,(X,I) y por lo tanto C,,(X, [-1,1]) contiene un
subespacio pesudocompacto denso y por lo tanto es pseudocompacto. Dado



58 Cubiertas conservativas de espacios de funciones

que X es necesariamente pseudocompacto segun el Corolario 2.1.13, tenemos
que Cp(X) = U{n - Cp(X,[-1,1]) : n € w} lo cual muestra que C,(X) es
o-pseudocompacto.

El siguiente enunciado muestra que la respuesta a Problem 4.2 de [Gue]
es afirmativa.

Corolario 2.3.6. Para cualquier espacio X, las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) Cp(X,1I) tiene una cubierta conservativa de subespacios pseudocompactos;

(b) C,(X,1) tiene una cubierta conservativa cerrada de subespacios pseudo-
compactos;

(¢) Co(X,1) es pseudocompacto.

DEMOSTRACION. La implicacién (¢) = (b) es trivial; como la cerradura de
un pseudocompacto es pseudocompacta, es inmediato que las condiciones (a)
y (b) son equivalentes. Finalmente, si ocurre (a) entonces el Teorema 2.3.1
muestra que C,(X,I) contiene un subespacio pseudocompacto denso, asi que
debe ser pseudocompacto.

Corolario 2.3.7. Para cualquier espacio X las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) Cp(X,1I) tiene una cubierta conservativa de subespacios numerablemente
compactos;

(b) C,(X,I) contiene un subespacio denso numerablemente compacto.

DEMOSTRACION. Basta observar que la compacidad numerable se conserva
bajo imédgenes continuas y aplicar el Teorema 2.3.1.

El siguiente ejemplo muestra que no es posible sustituir C,(X) por C, (X, I)
en el enunciado de Corolario 2.1.17. Asimismo este ejemplo implica que no es
posible eliminar la hipotesis de que los elementos de la cubierta conservativa
en el Teorema 2.2.13 son cerrados.

Ejemplo 2.3.8. Euxiste un espacio X tal que Cp(X,I) contiene un subes-
pacio denso numerablemente compacto pero Cp(X,1) no es numerablemente
compacto.
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DEMOSTRACION. Por [Tk6, S.480 Fact 2| existe un espacio X tal que
(a) X se condensa sobre un P-espacio.

(b) X se condensa sobre R y cualquier subconjunto abierto de X tiene car-
dinalidad ¢, en particular, X no tiene puntos aislados.

Mostremos que el espacio X es el que buscamos. Por (a) existe un P-espacio
Y para el cual es posible encontrar una condensacién r : X — Y. De [Tk6,
Problem 397] se sigue que C,(Y,I) es numerablemente compacto. La imagen
de C,(Y,I) bajo el mapeo dual 7* : C,(Y) — C,(X) es un subespacio denso
en Cp(X, ). Ademés, por [Tk6, Problem 133] tenemos que D = 7*(C,(Y,1)))
es un subespacio numerablemente compacto de C, (X, I).

Para verificar que C,(X,I) no es un espacio numerablemente compacto,
basta comprobar que X no es un P-espacio por [Tk6, Problem 397]. En
efecto, por (b) existe una condensacién ¢t : X — R, de manera que el conjunto
{z} = t7!(t(z)) es de tipo G; para cada r € X. Si X fuese un P-espacio,
entonces todos sus puntos serian aislados, lo cual no ocurre segtin la condicion

(b).

Corolario 2.3.9. Eziste un espacio X para el cual C,(X,1) = |JF donde
F es una familia conservativa y cada F' € F es numerablemente compacto,
pero Cp(X, 1) no es numerablemente compacto.

DEMOSTRACION. El Ejemplo 2.3.8 es un espacio X para el cual el espacio
Cp(X,I) no es numerablemente compacto y contiene un subespacio denso
numerablemente compacto F'. La familia {FF U {f} : f € C,(X,I)} es una
cubierta conservativa de C,(X,I) cuyos elementos son subespacios numera-
blemente compactos de C,(X,I).
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2.4. Cubiertas conservativas de C,(K) para un
espacio compacto K

El estudio de los espacios C,(K') cuando K es compacto merece un trata-
miento particular. En esta seccion realizaremos dicho estudio por medio del
analisis de las cubiertas conservativas que admiten los mencionados espacios
de funciones sobre espacios compactos.

Teorema 2.4.1. Si K es un espacio compacto tal que w(K) > Kk enton-
ces Cp(K) no tiene una cubierta conservativa compuesta por subespacios de
cardinalidad K.

DEMOSTRACION. Supongamos que F = {F, : @ € I} es una cubierta conser-
vativa de C),(K) conformada por subespacios de cardinalidad «. Es inmediato
que los elementos de F tienen densidad no mayor a x. De modo que pode-
mos aplicar el Corolario 2.3.4 para concluir que d(C,(K)) < k y por lo tanto
w(K) < d(Cy(K) < k, lo cual es una contradiccion.

Corolario 2.4.2. Para un espacio compacto K, si Cp,(K) admite una cubier-
ta conservativa conformada por subespacios de cardinalidad menor o igual que
¢ entonces Cp(K) tiene cardinalidad a lo mds c.

DEMOSTRACION. Supongamos que C es una cubierta conservativa de C,(K)
con subespacios de cardinalidad menor o igual que ¢. La familia F = {C : C €
C} es una cubierta conservativa de C,(K') con subespacios cerrados. Por [Ar2,
Lemma IV.11.3] tenemos que |F| < ¢ para todo F' € F. Del Teorema 2.4.1
se sigue que w(X) < ¢ por lo que d(C,(K)) < ¢. Apliquemos la Proposicién
2.1.3 para ver que la cubierta F tiene una subcubierta G de cardinalidad no
mayor que ¢ por lo que |C,(K)| < c.

Al inicio del capitulo notamos que es 1til saber si un espacio de funciones
C,(X) es separable, para asi poder reducir una cubierta conservativa cerra-
da a una numerable. Para el caso de los espacios compactos, daremos una
caracterizacion en términos de cubiertas conservativas.

Corolario 2.4.3. Para todo espacio compacto infinito K las siguientes con-
diciones son equivalentes:

(a) Existe una cubierta conservativa F de C,(K) tal que los elementos de F
son cOSMicos.
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(b) Eziste una cubierta conservativa F de C,(K) tal que los elementos de F
son separables.

(¢) Existe una cubierta conservativa F de C,(K) tal que los elementos de F
son numerables.

(d) El espacio K es metrizable.

DEMOSTRACION. Es inmediato que (a) implica (b), y que (¢) implica (b).
Ahora, si K es metrizable, entonces C,(K) es separable, de modo que la
igualdad d(C,(K)) = iw(K) = w(K) = nw(K) = nw(C,(K)) muestra que
(d) implica (a). Para verificar que (d) implica (c), tomemos un subespacio
numerable D denso en C,(K) y para cada f € C,(K) definamos el conjunto
Dy = DU{f}. Es claro que D = {Dy : f € C,(X)} es una cubierta
conservativa de C,(K) cuyos elementos son numerables. De modo que basta
probar que (b) implica (d). Supongamos que K no es metrizable; esto implica
que w(X) > w puesto que K es compacto. Consecuentemente, d(C,(K)) > w
asi que por el Corolario 2.3.4 podemos concluir que la condicién (b) no se
cumple.

Notemos que en el Corolario 2.4.3 no se considera el caso en que para
un espacio compacto K el espacio C,(K) admite una cubierta conservativa
cerrada de subespacios segundo numerables. El motivo es que en este caso
particular se puede decir aiin mas sobre el compacto K como se muestra a
continuacion.

Corolario 2.4.4. Si K es un espacio compacto infinito, entonces C,(K) ad-
mite una cubierta conservativa cerrada con subespacios sequndo numerables
sty solo si K es numerable.

DEMOSTRACION. Si K es numerable, entonces C,(K') es segundo numerable.
Si C,(K) tiene una cubierta conservativa cerrada con subespacios segundo
numerables, entonces por el corolario 2.4.3 el espacio K es metrizable, lo que
significa que C,(K) es separable. Por lo tanto podemos aplicar la Proposicién
2.1.3 para ver que C,(K) tiene una cubierta cerrada numerable con subespa-
cios segundo numerables, asi que podemos aplicar [Tk3, Corollary 1.7| para
concluir que | X| < w.

Atn no es claro si es posible prescindir de la hipdtesis de que los elementos
de la cubierta conservativa en el Corolario 2.4.4 sean cerrados.
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Corolario 2.4.5. St K es un espacio compacto entonces las siguientes con-
diciones son equivalentes:

(a) C,(K) tiene una cubierta conservativa de subespacios o-compactos.
(b) C,(K,I) tiene una cubierta conservativa de subespacios o-compactos.

(¢) K es un espacio compacto de Eberlein.

DEMOSTRACION. Primero observamos que K es un compacto de Eberlein si
y sélo si C,(X) (o equivalentemente, C,(X, 1)) contiene un subespacio denso
o-compacto. Ahora aplicamos el Teorema 2.3.1.

En [Ar2, IV.2] Arhangel’skii defini6 las clases w-perfectas. A continuacion
veremos que estas propiedades resultan relevantes para el tema que aborda-
mos.

Proposicion 2.4.6. Si P es una clase w-perfecta y K es un espacio compacto
entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) C,(K) tiene una cubierta conservativa de subespacios que pertenecen a
la clase P.

(b) C,(K,1) tiene una cubierta conservativa de subespacios que pertenecen a
la clase P.

(¢) C,(K) pertenece a la clase P.

DEMOSTRACION. Las implicaciones (¢) = (a) y (¢) = (b) son triviales.
Si ocurre (a) u ocurre (b) entonces podemos aplicar el Teorema 2.3.1 para
convencernos de que C,(K,I) contiene un subespacio denso Z que pertenece
a la clase P. Por lo tanto Z separa los puntos de K asi que podemos aplicar
[Ar2, Proposition IV.3.3] para deducir que C,(K) pertenece a la clase P.

Corolario 2.4.7. Si X es un espacio compacto y P es la K-analiticidad
o la propiedad de ser Lindelof X, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

(a) Cp(X) tiene una cubierta conservativa de subespacios con la propiedad
P.
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(b) C,(X,1) tiene una cubierta conservativa de subespacios con la propiedad

P.
(¢) Cp(X) tiene la propiedad P.

DEMOSTRACION. Observemos que tanto la K-analiticidad como la propiedad
de ser Lindelof ¥ son w-perfectas, por lo que podemos aplicar la Proposicién
2.4.6.

En otras palabras, el Corolario 2.4.7 muestra que un espacio compacto
K es un compacto de Gulk’o si y sélo si C,(K) tiene una cubierta conser-
vativa de subespacios Lindel6f ¥. Asimismo este corolario prueba que un
espacio compacto K es un compacto de Talagrand si y sélo si C,(K) tiene
una cubierta conservativa de subespacios K-analiticos. De manera que las cu-
biertas conservativas de C,(K) nos permiten caracterizar a tres de las clases
de espacios compactos que se estudian en el Anélisis Funcional: los espacios
compactos de Eberlein, los de Talagrand y los comapctos de Gulk’o.

El Corolario 2.4.7 se cumple debido a que para todo compacto K, si
C,(K) contiene un subespacio denso Lindel6f ¥, entonces todo el espacio
Cp(X) es Lindeldf . Este es un hecho bien conocido que sugiere la siguiente
pregunta de manera natural. ;Es posible encontrar alguna extensién C de la
clase de los espacios compactos tal que para cada espacio X de la clase C si
C,(X) contiene un subespacio denso Lindel6f ¥ entonces Cp(X) mismo es
Lindelof X7 El siguiente ejemplo (construido por Okunev [Ok, Example 2.7]
para otros fines) muestra que no es posible extender la propiedad en cuestién
ni siquiera a la clase de los espacios o-compactos.

Ejemplo 2.4.8. Eziste un espacio o-compacto X tal que C,(X) no es Lin-
deldf pero contiene un subconjunto o-compacto Q) que es denso Cp(X).

DEMOSTRACION. Para construir el ejemplo que buscamos, consideremos el
o-producto S = {z € {0,1}** : |z7'(1)| < w} en el espacio {0,1}** y
hagamos a(a) = 1 para cualquier a < w;. El espacio X = S U {a} es el
prometido. Observemos primero que S es o-compacto de modo que X mismo
es o-compacto. Para cada a < w; hagamos U, = {x € X : z(a) = 1}.

Si U es un subconjunto abierto y cerrado de X entonces xy es la funcion
caracteristica U, es decir, yy(z) =1 para todax € Uy xy(x) =0siz ¢ U.
El espacio X es cero-dimensional y ¢(a, X) = w asi que podemos encontrar
una familia {W,, : n € w} de subconjuntos abiertos y cerrados en X tal que
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Wiy € W, para cadan € wy (),e, Wn = {a}. Definimos W = {W,, : n €
wty U, ={Us \ W, : @ < w1} para cada n € w. Resulta sencillo verificar
que U,, es una familia punto-finita de subconjuntos abiertos y cerrados de X
y la familia V = WU, ., Un es To-separadora en X. Definimos u(x) = 0
para todo x € X; es rutinario verificar que K,, = {xy : U € U,} U{u} es un
subconjunto compacto de C,(X) para cualquier n € w. Por eso el conjunto
P ={xyv:V €V}U{u} es o-compacto y separa los puntos de X.

Llamemos () al algebra generada por el conjunto P. Tenemos que () es
o-compacto y denso en C,(X). Finalmente observemos que ¢(X) > w porque
a € S pero ningiin subconjunto numerable de S contiene al punto a en su
cerradura. Puesto que ¢(X) < (C,(X)) para cualquier espacio X (ver [Ar2,
Theorem 1.4.1]), podemos concluir que C,(X) no es Lindelof.

Corolario 2.4.9. Eziste un espacio o-compacto X tal que C,(X) no es Lin-
delof pero tiene una cubierta conservativa de sus subespacios o-compactos.
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2.5. Juegos topolégicos en C,(X)

Si un espacio Z tiene una cubierta conservativa compacta entonces se
puede definir un juego topoldgico en él de manera natural; en tal juego,
el primer jugador tiene una estrategia ganadora. Asi, el estudio de juegos
analogos en espacios de funciones abre la posibilidad de fortalecer algunos de
los resultados de los capitulos anteriores. La siguiente definicién nos describe
una ligera variacién del juego presentado por R. Telgarsky en [Te].

Definicién 2.5.1. En un espacio Y, consideremos una familia C C exp(Y).
Definimos el juego G(C,Y) para dos jugadores I y I quienes alternan jugadas
de la siguiente manera: en la jugada numero n, el jugador I elige C,, € C
y el jugador 11 elige un conjunto U, € 7(C,,Y). El juego termina cuando
se ha realizado la n-éstma jugada para cada n € w. El jugador I gana si
Y = {U, : n € w}; en caso contrario el ganador es el jugador 11.

Definicién 2.5.2. Una estrategia t para el primer jugador en el juego G(C, X)
sobre un espacio X se define inductivamente de la siguiente manera. Prime-
ro se elige un conjunto t(&) = Fy € C. Un conjunto abierto Uy € 7(X) se
llama adecuado si Fy C Uy. Para cada conjunto adecuado Uy se define un
conjunto t(Uy) = Fy € C. Supongamos que se han definido sucesiones ade-
cuadas finitas (Uy, ..., U;) y conjuntos t(Uy, ...,U;) € C para cada i < n. La
sucesion finita (Uy, ..., Unt1) es adecuada siempre que la sucesion (U, ..., U;)
lo es también para cada i < n y F,.1 = t(Uy,...,U,) C Uys1. Una estrategia
t para el jugador I es ganadora si asequra la victoria de este jugador en cada
partido en el cual I la utiliza.

Definicién 2.5.3. Una estrategia s para el jugador 11 en el juego G(C, X)
sobre un espacio X es simplemente una funcion que a cada sucesion finita
(Fo, ..., F,) de elementos de C le asigna un conjunto U € 7(F,, X). Una tal
estrategia para el jugador II es ganadora si le asequra la victoria en cada
partida en que I1 la usa.

Teorema 2.5.4. Dado un espacio no vacio X, supongamos que Y = C,(X,I)
(0Y =Cy(X)) yF={F CY : F es denso en ninguna parte en Cy,(X,I)}
(o F ={F CY : F es denso en ninguna parte en C,(X)}). Entonces el
Jugador 11 tiene una estrategia ganadora en el juego G(F,Y).

DEMOSTRACION. Recordemos que si tenemos una funcién f € C(X,I) (o
f€C(X))ye >0 entonces el conjunto I(f,e) ={ge€Y :|g(x)— f(z)|<e
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para todo x € X} es cerrado en el espacio Y. Definimos inductivamente
una estrategia ganadora s para el jugador I1 en el juego G(F,Y) sobre Y
de la siguiente manera: supongamos que Fy € F es la primera jugada del
jugador I. Tomemos cualquier bola abierta By de radio 1 en C,(X,I) (o en
C.(X) respectivamente). Entonces @ # (By \ Fy) € 77(Cu(X,1)) (0 @ #
(By \ Fo) € 7(Cu(X))) y por lo tanto es posible encontrar f, € By \ Fp
y un numero real positivo g9 < 1 tales que I(fy,e0) C By \ Fp; entonces
Fy € (Y \ I(fo20)) € T(Cy(X,1)) (0 Fy © (¥ \ I(fo,0)) € 7(Co(X))).
Como consecuencia, es posible definir Uy = s(Fy) = Y \ I(fo,€0) como la
primera eleccion de 11.

Vamos a suponer que para cada i < n y cada sucesién finita (Fy, ..., F;)
de elementos de la familia F seleccionados por el jugador I, hemos definido
un conjunto U; = s(Fy, ..., F;) y una bola abierta B; de radio no mayor que
27, junto con un ntimero real positivo €; < 27 y una funcién f; € Y \ F;
tales que I(f;,&;) C B; C I(fx,ex) C Bry U; =Y\ I(f;, ;) para cualesquiera
E<i<n.

Llamemos Fj, a la jugada nimero n del jugador I. Tomemos cualquier bola
abierta B,, de radio no mayor que 27" en C,(X,I) (o en C,(X) respectiva-
mente) tal que B, C I(f,—1,en-1). Entonces @ # B, \ F,, € 7(C,(X, 1)) (o
@ # B, \ F, € 7(C,(X))), v por esto podemos encontrar f, € B, \ F,
y un numero real positivo g, < 27" tales que I(f,,e,) C B, \ F,. El
conjunto F, estd contenido en Y \ I(f,,&,) por lo que podemos tomar
Up,=3s(F,) =Y\ I(fn,e,) como la jugada nimero n del jugador I1.

Asi, la definicién de la estrategia s estd completa; vamos a convencer-
nos de que es ganadora. Tomemos un partido P = {(F,,, U,) }new del juego
G(F,Y) en el que el jugador I aplica la estrategia s. Por la definicién de
s tenemos que U, = s(F,) =Y \ I(f,,e,) donde g, < 27". Obsérvese que
la familia {I(f,,c,) : n € w} es decreciente y sus elementos son subconjun-
tos cerrados no vacios de espacio métrico completo C,(X,I) (o Cyu(X)), vy
la correspondiente sucesion de didmetros converge a cero. Esto implica que
(I(fn,en) :n € w} # @y por lo tanto J{U, : n € w} # Y. De modo que
el jugador I gana cada vez que aplica la estrategia s.

Observacion 2.5.5. Dado un espacio X supongamos que Y = C,(X,I) (o
Y = Cy(X)), y hagamos F = {F C Y : F es denso en ninguna parte en
Cu(X,D)} (0o F={F CY : F es denso en ninguna parte en Cy,(X)}). Si C
es una familia de subconjuntos cerrados no vacios de Y para la cual I tiene
una estrategia ganadora en el juego G(C,Y') entonces C ¢ F.
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En lo que resta del presente capitulo estudiaremos el juego G(C,Y’) donde
C es la familia de todos los subespacios o-compactos de ciertos espacios Y.
Notemos que los elementos de C no son necesariamente cerrados, asi que los
resultados de esta secciéon no se siguen inmediatamente de los resultados en
[Te].

Corolario 2.5.6. Para todo espacio X, llamemos C a la familia de todos los
subespacios o-compactos de Cy(X) que son cerrados en Cy,(X). Si el jugador
I tiene una estrategia ganadora en el juego G(C,Cy(X)), entonces el espacio
X es discreto.

DEMOSTRACION. De la Observacién 2.5.5 se sigue que algun espacio o-
compacto F' C Cy(X) cerrado en C,(X) contiene una bola B(f,r) abierta
en Cy,(X). Se sigue que I(f,5) C F de lo cual se deduce que I(f,3) es un
subespacio o-compacto de C,,(X) y por lo tanto C,,(X,I) lo es también (véase

la Proposicién 2.2.1). Aplicamos [Tk1, 1.5.3] para concluir que X es discreto.

Lema 2.5.7. Si C es la familia de todos los subespacios o-compactos de
Y = w¥, entonces el jugador Il tiene una estrategia ganadora en el juego

Gg(iC,Y).

DEMOSTRACION. Supongamos que (Fy, . .., F},) es cualquier sucesién de subes-
pacios o-compactos de Y. Para el conjunto F;, es posible encontrar una fa-
milia numerable {K] : m € w} de subconjuntos compactos de Y tal que
F, = U K, . Para cada m € w, el mapeo 7, : ¥ — w es la proyeccion

mew
natural del espacio Y sobre el factor determinado por m.

Definimos el conjunto finito C}! = U T (K]'); sea b = sup C)» + 1. Para
i=0
cada m > n fijémonos en el nimero b7, = supm,,(K")+ 1. Dado m > n
hagamos V" = {0,...,b?, — 1} x w*\ ™ Observemos que K C V" siempre
quedi <ny K} C V" paratodo j > n. Ademassiy € V,; entonces y(m) < by,
para todo m > n. Definamos t((Fy,...,F,)) =U, = U V.
m>n

Para verificar que ¢ es una estrategia ganadora, tomemos un partido P =

{(F, Up) }new en el que el jugador 1T usa la estrategia ¢. Encontraremos un
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punto en Y\ U U,. Para todo n € w existe x,, € Y tal que z,,(m) = b}, para

new
cada m > n.

Definimos y(0) = z(0) + 1. Ahora, una vez que el valor y(n) ha sido
n+1

determinado, definimos y(n + 1) = y(n) + le(n + 1). El punto y tiene la
0

propiedad de que para todo n € w, si m > n entonces y(m) > x,(m) lo que

implica que y ¢ U,. Esto muestra que Y # U U, y por lo tanto el jugador

new
11 gana el partido P por lo cual que t es una estrategia ganadora.

Corolario 2.5.8. §i X es un espacio analitico que no es o-compacto y C es
la familia de todos los subconjuntos o-compactos de X, entonces el jugador
11 tiene una estrategia ganadora en el juego G(C, X).

DEMOSTRACION. Aplicamos [RJ, Theorem 3.5.3] para verificar que X con-
tiene un subespacio cerrado Y homeomorfo a w®“. Por el Lema 2.5.7 el jugador
IT tiene una estrategia ganadora en el juego G(C,Y). Es facil ver que esto
implica que el jugador ] tiene una estrategia ganadora en el juego G(C, X).

Corolario 2.5.9. Para todo espacio X, llamemos C a la familia de todos
los subespacios o-compactos de Cp(X). Si el jugador I tiene una estrategia
ganadora en el juego G(C, Cy(X)), entonces el espacio X es pseudocompacto.

DEMOSTRACION. Si el espacio X no es pseudocompacto entonces contiene
una familia discreta numerable de abiertos no vacios. Por la Proposicion 1.2.2
el espacio R¥ se encaja como subespacio cerrado de C,(X). Llamemos C’ a
la familia de todos los subespacios o-compactos de R¥. No es dificil verificar
que el primer jugador tiene estrategia ganadora en el juego G(C',R¥). Como
R“ es analitico y no o-compacto, tenemos una contradiccion con el Corolario
2.5.8.

Corolario 2.5.10. Para todo espacio X, llamemos C a la familia de todos los
subespacios o-compactos de Cp(X) que son cerrados en Cy(X). Si el jugador I
tiene una estrategia ganadora sobre C,(X) en el juego G(C, C,(X)), entonces
el espacio X es finito.
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DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.5.6 el espacio X es discreto, asi que po-
demos aplicar el Corolario 2.5.9 para ver que el espacio X es pseudocompacto
y por lo tanto finito.
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Problemas abiertos

En el caso de que un espacio C,(X) admite una cubierta conservativa
cerrada de subespacios con una propiedad P a menudo sucede que el espacio
Cp(X,I) tiene la propiedad P. Hemos visto que algunos teoremas clasicos
acerca de alguna propiedad P en C,(X) no se extienden automaticamente
a los espacios X tales que C,(X) tiene una cubierta conservativa cerrada
cuyos elementos tiene la propiedad P. En particular, no es claro si en estos
resultados es posible sustituir C,(X) por C,(X,I). Si la pregunta respecti-
va de C,(X,I) parece tener interés por si misma, también la formulamos a
continuacion.

Problema 1. Supongamos que X es un espacio tal que Cp(X) es igual a la
union de una familia conservativa de sus subespacios cerrados de Lindeldf.
Sabemos que en este caso C,(X, 1) es un espacio de Lindeldf. Sin embargo,
ses necesariamente C,(X) un espacio de Lindeldf ?

Problema 2. Supongamos que X es un espacio tal que Cp(X) es igual a la
union de una familia conservativa de sus subespacios cerrados de Lindelof 3.
Sabemos que en este caso C,(X, 1) es un espacio Lindelof X. Sin embargo,
ses necesariamente Cp(X) un espacio Lindelof ¥.¢ La respuesta no es clara
ni stquiera para espacios X con un solo punto no aislado.

La presencia de una propiedad topoldgica en C,(C,(X)) usualmente im-
plica restricciones en X ain mas fuertes que las que se tienen cuando existe
esta propiedad en C,(X). Por lo tanto podemos esperar que la siguiente
pregunta tenga respuesta afirmativa.

Problema 3. Supongamos que C,(Cy(X)) es la union de una familia conser-
vatiwa de sus subespacios cerrados Lindelof ¥. jDebe ser C,(C,(X)) Lindeldf
X7
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Si Cp(X) es un espacio Lindel6f X y tiene la propiedad de Baire entonces
X debe ser numerable. Esto motiva la siguiente pregunta.

Problema 4. Supongamos que X es un espacio tal que C,(X) tiene la pro-
piedad de Baire y se puede representar como la union de una familia conser-
vativa de subespacios cerrados Lindelof 3. s El espacio X debe ser numerable?

Si un espacio X tiene spread numerable y C,,(X) es un espacio Lindel6f
entonces X debe ser césmico. Sin embargo, no es claro si podemos reemplazar
Cp(X) por Cp(X,I) en este resultado.

Problema 5. Supongamos que X es un espacio tal que s(X) < w y Cp(X)
tiene una cubierta conservativa cerrada de subespacios Lindelof 3. ; Tiene el
espacio X una red numerable?

Problema 6. Supongamos que X es un espacio tal que s(X) < w y Cp(X,I)
es un espacio Lindelof 3. ;Tiene X una red numerable?

Problema 7. Supongamos que X es un espacio y Cp(X) es la union de una
familia conservativa de sus subespacios cerrados K -analiticos. Sabemos que
en este caso el espacio C,(X, 1) es K-analitico. sDebe C,(X) ser K -analitico?

Sabemos que la secuencialidad y la propiedad de Fréchet-Urysohn son
propiedades equivalentes en espacios C,(X). Sin embargo, esto no es claro
para C,(X,I) asi que las siguientes preguntas son obligatorias.

Problema 8. Supongamos que X es un espacio tal que C,(X) es la union de
una familia conservativa de sus subespacios cerrados secuenciales. Sabemos
que en este caso el espacio Cy(X, 1) debe ser secuencial. ;Debe Cn(X) ser
secuencial?

Problema 9. Supongamos que X es un espacio tal que C,(X,1I) es secuen-
cial. sDebe Cy,(X, 1) (o0 equivalentemente C,(X)) ser Fréchet-Urysohn?

Se sabe que el m-peso en C,,(X) no se conserva ni por uniones numerables
ni por uniones conservativas. La situacion no es tan clara si consideramos el

peso de Cp(X).

Problema 10. ;Es posible representar al espacio C,([0,1]) como unién con-
servativa de sus subespacios sequndo numerables?



Conclusiones

Una estrategia que ha probado ser eficiente y existosa para el andlisis
de los espacios topoldgicos y los espacios de funciones consiste en descom-
poner tales espacios en sus subespacios y estudiar estas descomposiciones.
Una muestra de lo anterior son los resultados mencionados en la Seccion 1.5
que se refieren a descomposiciones numerables de espacios C,(X). En tales
resultados no es posible sustituir la hipdtesis de que las descomposiciones
son numerables por descomposiciones arbitrarias ya que cualquier espacio
es trivialmente uniéon de unipuntuales. En este sentido es posible pregun-
tarse qué tanto es posible debilitar la hipdtesis de que la descomposicion es
numerable en los resultados de la Seccion 1.5.

Como se prueba en la Seccion 1.5, las cubiertas conservativas son una
generalizacién de las cubiertas cerradas numerables. Esto nos permite plan-
tearnos si es posible generalizar los resultados conocidos para cubiertas nu-
merables de espacios de funciones al caso de cubiertas conservativas. Con
esta intencion se realizo el estudio de los espacios de funciones del que se des-
prenden los resultados obtenidos y expuestos en el presente texto. Con base
en los resultados del Capitulo 2 concluimos que es posible caracterizar la pre-
sencia de una gran variedad de propiedades topoldgicas en espacios C,(X)
por medio del estudio de las descomposiciones en familias conservativas que
dichos espacios admiten.

Finalmente, en la Seccién 2.5 se muestra que mediante el estudio de los
juegos topoldgicos y las estrategias que se pueden definir en los espacios de
funciones también es posible caracterizar propiedades topolégicas importan-
tes en dichos espacios.

Los resultados de la tesis dan una respuesta a 8 de las preguntas abiertas
publicadas en [Gue]. Ademads, se generalizan varios resultados publicados de
Tkachuk, Arhangel’skii, Casarrubias y Okunev.
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