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Resumen

La mecdanica cuantica es la teoria mediante la cual se estudia el mundo atémico y subatémico.
El formalismo ma&s conocido para abordar problemas en este contexto es el de la ecuacién de
Schrédinger, en el cual se tiene que resolver una ecuacion diferencial parcial de segundo orden. En
este trabajo se presenta el formalismo de la cuantizaciéon por deformacién como una herramienta
alternativa para el estudio de sistemas cuanticos. Para ello se realiza una deformacién al dlgebra
del espacio fase para obtener la no conmutatividad, (una caracteristica de la mecdnica cudntica);
esta deformacién se realiza mediante un producto que se le conoce como producto estrella (x).

También en el formalismo presentado aqui se trabaja con las variables tradicionales en vez de
con operadores y el espacio es el espacio fase, no el espacio de Hilbert. Se muestran los sistemas més
conocidos en ambos formalismos, para que se observe que la cuantizacién por deformacién llega a
los mismos resultados que la mecanica cuantica estandar.

Por tltimo se construye y evalta el producto estrella de Fedosov, el méas general definido en un
espacio fase curvo con estructura simpléctica.
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Capitulo 1

Introduccion

A finales del siglo XIX, los fisicos pensaban que ya toda la fisica estaba hecha, que solamente
habia que hacer instrumentos mas finos para obtener mediciones mas precisas, sin embargo, habia
algunos fenémenos fisicos que con la teoria fisica de ese momento, no se obtenian los resultados que
daba el experimento o tenian algunas complicaciones, uno de ellos era la radiacién de cuerpo negro.

En este caso la teoria y el experimento tenian una discrepancia, la teoria indicaba que la densidad
de energia aumentaba conforme la frecuencia aumentaba, haciendo que la densidad de energia
contenida en el cuerpo negro tendiera a infinito. El experimento por otro lado, mostraba que a
partir de un cierto punto la densidad de energia tendia a cero si la frecuencia seguia aumentando.
A este comportamiento, se le conocié como catastrofe ultravioleta.

En 1900, Max Planck present6 un trabajo a la sociedad fisica de Alemania [1]. En este mostraba
los resultados al estudiar la radiaciéon de cuerpo negro y como se subsanaba la catastrofe ultravioleta.
Se veia que la energia asociada a un fotén necesitaba considerarse como una variable discreta, y el
intercambio energético en la radiaciéon de cuerpo negro con el medio, se da en multiplos de ésta;
esto lo llevé a introducir el concepto de cuanto. Al principio Planck no creia en los cuantos como
entes fisicos reales, sino que, pensaba que era una propiedad del cuerpo calentado.

Afios més tarde, en 1905, Albert Einstein publicé un trabajo sobre el efecto fotoeléctrico [2]. Este
fenémeno fisico debié de haber desconcertado a los fisicos en su momento. El efecto fotoeléctrico
no se presenta siempre, es necesario que el haz luminoso que irradia el material tenga la energia
suficiente para que se de el fenémeno fisico, de lo contrario no se produce. Este fenémeno ayudé al
establecimiento de la idea de cuanto. Unos anos después, en 1909, Albert Einstein demostré que
los cuantos son entidades fisicas reales y que estos conforman la propiedad discreta del campo de
radiacion [3].

Los fisicos comenzaron a trabajar con ésta idea y se pudieron explicar otros fenémenos en la
naturaleza. Se llegd asi a un modelo matema&tico que se conocié como mecanica matricial, desarro-
llada por Heisenberg, Born y Jordan en 1925 [4]. En 1926 Erwin Schrédinger publicé un trabajo
que se conocié como mecénica ondulatoria [5]; éste modelo se ocupé con mayor frecuencia sobre la
mecanica matricial. Con el tiempo se le conocié como la ecuaciéon de Schrodinger y se convirtié en el
principio fundamental de la mecdnica cuantica. Una dificultad con la que se enfrentaban los fisicos
era, en qué variable hacer los cdlculos, ya que se puede tener la ecuacién de Schrédinger tanto en
espacio coordenado como en espacio de momentos, son representacioones equivalentes.

En 1932 Eugene Wigner [6], presenté un método mediante el cual se podia obtener la proba-
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bilidad en las variables de posicién y momento de manera simultanea. Este método sirvié para
buscar otro camino mediante el cual se pudiera realizar la cuantizacion de los sistemas fisicos. En
1946 Hilbrand J. Groenewold [7] y posteriormente en 1949 José Enrique Moyal [8], basdndose en el
trabajo de Wigner, desarrollaron un método alternativo para obtener los resultados de la mecéni-
ca cuantica. Este formalismo conocido como cuantizacién por deformacion, es independiente del
espacio-timpo utilizado [9].

La cuantizacién por deformacion es un método mediante el cual se lleva el dlgebra conmutativa
de la mecédnica clasica a un algebra no conmutativa de la mecénica cuantica; es mediante una
deformacion de la estructura algebraica que se obtiene la no conmutatividad en espacio fase [10, 11].
Esta deformacién se realiza mediante un producto estrella (x), habiendo varios tipos y pueden ser
equivalentes entre ellos desde la parte formal matemética; algunos resultados pueden variar por una
constante aditiva, que tiene una interpretacién fisica en el caso de la energfa.

Esto puede provocar cierta incertidumbre al momento de tener que decidir que producto estrella
ocupar, sin embargo, la estructura de cada producto estrella nos da una idea del resultado que
obtendremos, con lo que esto nos ayuda para determinar que producto estrella utilizar.

El producto estrella tiene ciertas ventajas sobre la ecuacién de Schrodinger, una de ellas es la
posibilidad de obtener resultados mixtos, esto es, poder ver la posiciéon y el momento de forma
simultdnea. Esto no quiere decir que se viole el principio de incertidumbre de Heisenberg (siendo
més correcto llamarlo principio de desigualdad), sino que con la misma funcién, se puede calcular
la posicién y el momento sin necesidad de modificar ésta.

El producto estrella no simplifica todo sistema fisico, en algunos casos resulta més facil para la
realizacién de los cédlculos, por lo que se tiene que dicernir en qué momento ocuparlo y cuando no.
Por ello la teoria clasica no debe ser ajena a la teoria cuantica, debe ser una parte de esta; la forma
de recuperar la teoria clasica de cualquier teoria cudntica, es tomando el limite del pardmetro A
que caracteriza la cuantizacién dentro de una teoria fisica, cuando tiende a cero. De esta forma se
puede hablar de que la teoria cuantica que se tiene es valida y los resultados seran equivalentes a
cualquier otra teoria cuantica.

En el capitulo 2 se presentan, de forma sintetizada la cuantizacién canénica junto con los sistemas
fisicos que se han resuelto mediante ésta; y la cuantizacion por deformacién con los mismos sistemas
fisicos que en la anterior. También se expone la forma en la que se obtiene la ecuacién dependiente
del tiempo en la cuantizacién por deformacion. En el capitulo 3 se presentan los distintos productos
estrella que se ocupan en la cuantizacién por deformacién, comenzando por la forma general de éste
y mostrando los que son méas comunes, asi como la forma de pasar de un producto estrella a otro.
Se mencionan de forma breve los sistemas femidénicos para mostrar que en éstos también se puede
ocupar el producto estrella.

En el capitulo 4 se muestra la construccién del producto estrella méas general en variedades
simplécticas: el producto estrella de Fedosov. Se da un ejemplo de la aplicacién del algoritmo de
Fedosov. Finalmente en el capitulo 5 se dan las conclusiones a las que se llega y las perspectivas de
posibles trabajos futuros.



Capitulo 2

Tipos de cuantizacion

La teoria cuantica explica el mundo microscopico y ha sido muy exitésa en predecir y obtener
resultados de distintos sistemas fisicos; algunos de estos sistemas son: la particula libre, distintos
pozos de potencial, el oscilador armonico, y otros méas. El modelo matematico mas usado es la
ecuacion de Schrodinger, sin embargo, existen otros modelos matematicos ttiles para hacer mecénica
cuantica, como son: cuantizacién por deformacion e integrales de trayectoria. Por mencionar algunos.

2.1. Cuantizacién candnica (Schrodinger)

En 1926 el fisico vienes Erwin Schrodinger publicé lo que se convertiria en la ecuacién funda-
mental de la mecdnica cudntica, la cual posteriormente se le conocié como ecuaciéon de Schrodinger
[5]. Esta ecuacién es la base de partida para resolver cualquier problema en el que se quiera o
necesite considerar los efectos cuanticos. Para construir esta ecuacién se parte de una ecuacién de
onda general [12]

2
V) — %a—w = 0. (2.1)
v? Ot?
Para simplificar los céalculos, se busca una forma de separar las variables espaciales de la temporal,
de manera que se pueda resolver la parte estacionaria y luego incluir la temporal. Para poder realizar
tal separacion de variables, se considera una onda monocromética de frecuencia angular w, de la
forma

Y(r,t) = e “p(r). (2.2)

Sustituimos esta expresién en (2.1) y derivando dos veces con respecto al tiempo y factorizando
obtenemos la ecuacién de onda estacionaria

2 w?
\Y% (,0+Fg0:0. (23)

Para que esta expresion esté en correspondencia con la teoria cuantica, se recurre al postulado que
Louis de Broglie formulé en 1924 [13], en el cual a cada corpisculo se le asocia una longitud de

onda dada por

N} 24
p p
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donde p es la magnitud del momento de la particula.
Luego se introduce la relacién v = Av = Aw/2m, donde sustituimos A mediante (2.4), y poste-
riormente sustituyendo en (2.3) obtenemos

2 P2 _

Con esta ecuacion e interpretando a 1) como una amplitud de probabilidad, de forma que

p=vY Y= p, (2.6)

sea una densidad de probabilidad asociada, se tiene la descripcién cuantica para problemas esta-
cionarios. Al suponer que la onda es monocromaética, el ensemble esté caracterizado por una sola
energfa E, de forma que la ecuacién (2.5) la podemos expresar en términos de la energia F ca-
racterfstica del ensemble, escribiendo E = p?/2m + V(r). Al utilizar esta relacién obtenemos la
ecuacion estacionaria de Schrodinger.

2m

Algunos sistemas fisicos que se han resuelto mediante la ecuacién estacionaria de Schrédinger son:
1. Particula libre.
2. Pozo de potencial rectangular infinito.
3. Oscilador arménico unidimensional.
4. Atomo de hidroégeno.

Las soluciones de la ecuacion de Schrodinger deben ser fisicamente admisibles por lo que debe
cumplir con ciertas caracteristicas que son las siguientes:

1. ¢ y sus derivadas espaciales deben ser funciones continuas.

2. ¢ debe ser univaluada en todo punto.

3. ¢ debe ser finita en todo punto y de cuadrado integrable.

4. ¢ debe satisfacer las condiciones a la frontera propias del problema.

Bajo estas consideraciones se resuelven los distintos sistemas fisicos que se describen a continuacion.

2.1.1. Particula libre

Consideraremos la particula libre como primer ejemplo, ya que esta no tiene energia potencial
asociada y la ecuacién de Schrodinger se simplifica tomando la forma

d’>p  2m
—+ —Fp=0, 2.8
ge2 Tz b (2.8)
donde el segundo término se asocia a una constante definida por
B2 i _ 2mFE
TR R2

(2.9)
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Al sustituir en la ecuacién de Schriodinger tenemos

d?p
T T k%o = 0. (2.10)
La solucién general de esta ecuacion es
© = Ae*®  Bem T, (2.11)

siendo k la raiz cuadrada de la ecuacién (2.9). Las constantes A y B pueden depender de k, esta
dependencia es con respecto a los valores iniciales que se ocupen para la solucién particular; aparte
de éstas, es necesario conocer las condiciones del problema en cuestion. Con ayuda de la ecuacién
(2.2) obtenemos la solucién completa, incluida la parte temporal

U(x,t) = Ae"HWi=he) | peilwitha) (2.12)

El primer término del miembro derecho representa una onda plana que se propaga hacia la derecha
con velocidad de fase vy = w/k; la onda del segundo término se propaga hacia la izquierda con la
misma velocidad de fase. Seleccionando las particulas que se mueven hacia la derecha, la constante
B debe ser nula, obteniendo la funcién de onda

Y(x,t) = Ae Witk (2.13)

2.1.2. Pozo de potencial cuadrado infinito

El potencial de pozo cuadrado infinito es otro ejemplo que se resuelve con esta teoria. Para este
caso, supondremos que tenemos una energia potencial infinita, lo que confina a la particula a una
region del espacio. Este potencial se escribe como

00 r<0 6 x>a,
Viz) = (2.14)
0 0<z<a.

La ecuacién de Schrodinger queda entonces como

2m

@'+ Sy (E=V)p =0. (2.15)
Ya que el potencial V' que estamos considerando tiene dos valores, y en el caso infinito la particula no
tendria movimiento, se considera primero tinicamente la regién acotada por este, donde el potencial

es cero. De la discusion de particula libre sabemos que la solucién general es
¢ = Asen(kz)+ B cos(kz) 0<uz<a. (2.16)

Es necesario que la funcién sea continua en todo el espacio, por este motivo, se busca que en la
frontera el valor de la solucién dentro y fuera del intervalo sea el mismo; evaluando en cada limite
y pidiendo que el valor de la solucién sea cero, tenemos

p(0)=B=0 , ¢(a)=Asen(ka) =0. (2.17)
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De la ultima ecuacion sabemos que A no puede ser cero, de lo contrario la funcién se anularia en
todos lados y por lo tanto no habria particula. Se necesita entonces que sen(ka) = 0, con esto se
llega a que los valores de k deben ser de la forma

k=— , n=1,23.... (2.18)
El valor cero para n se excluye ya que al sustituirlo en la funcién seno ésta se hace cero lo que

indicarfa que no hay particula. Al sustituir el resultado para k en la ecuacién (2.9) obtenemos los
eigenvalores para la energia

72h?
n = 2.19
2ma? (2.19)
Las eigenfunciones quedan como
Pn = A, sen Lnx (220)
a

Ahora se busca el valor de la constante de normalizacién para tener la funcién completa mediante
la condicién de normalizacién

/ lon|? do = 1. (2.21)

—0o0

Sustituyendo la funcién (2.20) y poniendo los limites que nos interesan obtenemos
a
1
|An|2/ sen? g do = —alA,|? = 1. (2.22)
0 a 2

Despejando A,, tenemos

2
Anl=1/—. 2.2
[Anl =/ (223)

De esta forma la funcién para el estado n dentro del pozo estd dada por

2
On = \/>sen (L , conA, R (2.24)
a a

2.1.3. Oscilador armoénico simple unidimensional

Otro ejemplo es el potencial de oscilador arménico simple unidimensional, en este el potencial
V' que tenemos es

1
Vz) = imw2:ﬂ2, (2.25)
obteniendo la siguiente ecuacién
Ry 1,
——+ = = E. 2.26
2m dx? * MW v v (2.26)

Para poder resolver la ecuacién de forma mas sencilla, se lleva a una forma candnica, esto se hace
al adimensionalisar la ecuacién; al tener una ecuacién homogénea, no es necesario introducir una
funcién de onda adimensional. Escribimos lo siguiente

x = o€ (2.27)
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siendo oy una constante por fijar con dimensién de longitud y £ es una variable adimensional.
Sustituyendo en (2.26) y multiplicando toda la ecuacién por 2mag/h?, obtenemos

d*>p  m2ajw? , 2m
Para simplificar mds la expresion y no estar arrastrando constantes, imponemos que el coeficiente
de £21) sea igual a 1, con esto el valor de ag es tal que

h

ad = — (2.29)

Por dltimo, tomamos como variable adimensional energética a

2F
agE = — (2.30)

2m
=T
Al sustituir estas nuevas variables en la ecuacién (2.26) obtenemos la siguiente ecuacién de eigen-
valores

—" + &Y = ey (2.31)

Para resolver la ecuacién (2.31) estudiamos primero el comportamiento de la solucién en el infinito.
Cuando £ — oo, podemos aproximar esta ecuaciéon con

P, — Ehoe = 0, (2.32)

en donde 9, representa la solucion asintética en el infinito. La solucién de esta ecuacion la propo-
nemos de la forma )
oo = €€ (2.33)

y puesto que
YL = 2athe + 40%E3 o0 ~ 40 E%e (€ — 00), (2.34)
si ponemos 4a? = 1 podemos satisfacer la ecuacién asintética; en consecuencia a = j:% y tendremos

como solucién asintética general
Yoo = AeE /2 4 Be=/2, (2.35)

Imponemos ahora la condicién ¢ — 0 cuando || — oo; esto demanda tomar A = 0 en la expresién
anterior. La solucién fisicamente aceptable de (2.31) podemos escribirla en la forma

=512 (¢), (2.36)

en donde u(£) debe ser un polinomio en &, puesto que el comportamiento asintético de ¥ estd
correctamente dado por el factor exponencial. Al sustituir (2.36) en (2.31) y simplificar, se obtiene
la ecuacién diferencial que determina la funcién u(§)

u’ —2u + (e — 1)u = 0. (2.37)

Se encuentra que existen soluciones polinomiales (y, por lo tanto, regulares) si y sélo si el pardmetro
€ — 1 es un ntimero entero par

e—1=2n, n=0,1,2.... (2.38)
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En este caso la ecuacién se reduce a la llamada ecuaciéon de Hermite
H] —2¢H] + 2nH,, =0, (2.39)
cuyas soluciones son los polinomios de Hermite
u= Hp(£). (2.40)
Por lo tanto, las eigenfunciones del oscilador armoénico simple unidimensional son
P = Cre S /2H,(€), (2.41)

en donde H,, es el polinomio de Hermite de orden n y C), es la constante de normalizacién, que
determinaremos mas adelante. Los eigenvalores de la energia los obtenemos despejando € de la
ecuacién (2.38) y usando (2.30); queda entonces

E = hw (n + ;) . (2.42)

Determinaremos ahora la constante de normalizacion. El cédlculo se puede simplificar considera-
blemente haciendo uso efectivo de las propiedades de los polinomios de Hermite; para el presente
calculo serd especialmente 1til la férmula de Rodrigues

H,(6) = (<1 L8 (2.43)
(&) = e — £ .
La condicién de normalizacién se escribe, usando la ecuacién (2.41), como
/ Yippder=1= ao/ VX ()b (€) dE = ap|Cy|? / §) d¢. (2.44)
Introducimos en esta expresion la ecuacién (2.43) para eliminar un factor H,,, de modo que
Cp Hy( d =1. 2.45
wlCulP 1 [ a9 T de = (2.45)

Al integrar por partes n veces sucesivas, y notando que todos los términos integrados son nulos en
las fronteras || = oo, se obtiene

o [T _e2d"H, (f)

Para calcular el lado izquierdo de esta condicién, hacemos primero las derivadas indicadas en la
ecuacion (2.43). Esto nos lleva a la siguiente expresién explicita para los polinomios de Hermite

nin —1) nin—1)(n—2)(n—3)

H(€) = (26" - " g2 .

T (64— ..., (2.47)

de la cual se sigue inmediatamente que

d"H,(§)

=2"nl. 2.4
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Si ahora sustituimos en la condiciéon de normalizacién y calculamos la integral que queda, que es
inmediata, obtenemos

a0|C’n|22nn!/ e~ de = ap|C 220/ = 1. (2.49)

— 00

Luego, si C,, se toma como real y positiva, su valor es
C, = (Vmap2™n!)~1/2. (2.50)

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2.41), obtenemos finalmente

Un(€) = (Vmag2™nl) " 2e~ /2 1, (¢), (2.51)

quedando determinadas completamente las funciones de onda del oscilador arménico unidimensio-
nal.

2.2. Cuantizacién por deformacién (Weyl-Wigner-Moyal)

En la mecdnica cudntica estandar, la funcién de densidad probabilistica p(x) es dada por el
cuadrado de la funcién de onda p(z) = |¢(x)|?. Esta cantidad se encuentra en funcién de la posicién
2 o bien del momento p, no puede ser funcién de las dos variables simultaneamente. Sin embargo, la
cuantizacién por deformacién es un formalismo que se desarroll6 al tratar de obtener correcciones
cudnticas en la mecédnica estadistica clasica, trabajo que realizé Wigner en 1932 [6].

La funcién introducida por Wigner en dicho trabajo (W (x, p)), tiene la cualidad de poder repre-
sentar la distribucién probabilistica en funcién de las dos variables (x,p) de forma simultdnea. En
la mecédnica estadistica se tiene un factor, que se conoce como factor de Boltzmann, que contiene
la energia expresada en funcién de x y p, por lo que no es de extranar que la funcién de Wigner
tenga esta propiedad. Esta funcién tiene un detalle particular, no es positiva en todo el espacio
fase por lo que no se puede hablar de una probabilidad tal cual, en vez de esto, se le llama una
cuasi-probabilidad.

Por el principio de incertidumbre de Heisenberg se tienen ciertas constricciones en la teoria
cuantica, mismas que se tienen en la cuantizaciéon por deformacién. La mecanica cuantica estandar
trabaja en un espacio de operadores, por lo que se tiene que ir y venir de éste espacio al espacio
fase. La cuantizacién por deformacion no tiene este ir y venir, los calculos se realizan en el espacio
fase directamente, lo que puede simplificar la interpretacion de los resultados. El espacio fase de
la cuantizacién por deformacién es el mismo que el de la mecénica clésica, esto es por el hecho de
estar ocupando las variables de posicién & y momento p clasicas, en lugar de operadores.

La funcién de Wigner se define como [14]

1 ,
Weep)i= g [P0 /200 (@ - /2 do (2.52)
y su evolucién estd dada por
L OW

Donde
[HW],:=HxW —-—W xH.
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La estrella x, hace referencia al producto estrella, que mas adelante se explicard en detalle su
aplicacion.
En el caso del estado estacionario

%V — 0 [HW], =0. (2.54)

Para que W describa una energia de un eigenestado con eigenvalor E se debe cumplir
HxW =W xH=EW. (2.55)

Esta ecuacién dindmica simple nos permite resolver para la funciéon de Wigner, y determinar asi los
estados estacionarios del sistema. Resolviendo la ecuacién anterior, podemos obtener un resultado
mas general que solo uno de interes fisico, esto es, el resolver la ecuacién anterior implica encontrar
la funcién de Wigner, y como ésta no es positiva en todo el espacio fase, es por lo que se obtiene
un resultado mas general. Imponemos adicionalmente la condicién

W*W:% . W =W (2.56)

Esta es importante para encontrar las soluciones correctas. La primera condicién indica que W es
una proyeccién en la forma usual del operador de densidad. Mas generamentel, el requisito es

0;
Wi * Wj = #Wj, (257)
en el caso de una variable discreta, y
1
Wa * W@ = Eé(a — B)Wg, (2.58)

para una variable continua. La normalizacion de la funciéon de Wigner W es sobre todo el espacio
fase y por lo tanto debe ser igual a 1

/W(x,p) dpdxr = 1. (2.59)

Ya que la normalizaciéon no puede ser diferente de uno, si se considera todo el espacio fase, esto nos
lleva a
w* =W, (2.60)

que es la segunda condicién que imponemos. A continuacién discutiremos la aplicacién de estas
ideas para los sistemas fisicos mencionados anteriormente.

2.2.1. Particula libre

En esta seccién discutimos una particula libre [14], con 2m = 1 por lo que el Hamiltoniano
queda como H = p?. La ecuacién (2.55) es la ecuacién general de x-eigenvalor, con el hamiltoniano
dado se tiene

P’ xu W =EW,
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realizamos una aproximacion ocupando la férmula de Taylor y obtenemos

(p— %aw)QW = EW. (2.61)

Tomamos & = 1, de modo que la parte imaginaria de la ecuacién es
p0, W =0, (2.62)

mientras que la parte real es

<p2 - iag) W = EW. (2.63)

El factor p en (2.62) es muy importante, podemos concluir que si p # 0, 9,W = 0, pero no se
puede afirmar lo mismo si p = 0. Proponemos el siguiente ansatz

W(z,p) = f(p) +0(p)g(x). (2.64)

Sustituyendo en (2.63) encontramos

W~ E)f) - 50) (B + 122 ) ale) =0, (2.65)
Considerando p = 0 obtenemos
g(x) = bexp(2iVEx) + b* exp(—2iVEx), (2.66)

cuando pedimos que W = W*. Entonces (2.65) se reduce a (p? — E) f(p) = 0, resolviéndose con

f®) =a6(p— VE) +a_d(p+ VE), (2.67)

con a4 constantes reales arbitrarias. Los términos en (2.67) corresponden a ondas planas de mo-
mento =+ F, como se puede verificar al resolver

pxW =W p=VEW. (2.68)

La expresién

W =a,0(p—VE)+a_é(p+ VE), (2.69)

es la funcion de Wigner para los estados mezclados de dos estados propios de momento. Los términos
de (2.66) son necesarios para una coherente superposicién de los dos estados propios de momento,
y representan interferencia entre ellos. Estos son necesarios para que la funcién de Wigner pueda
considerarse como una funcién de oscilador arménico simple dentro de un limite de periodo muy
largo, o un limite muy ancho de una particula en un pozo de potencial infinito. El resultado general
es

W =4é(p) (b exp(2iVEx) 4 b* eacp(—Qi\/Ex)) +a 6(p—VE)+a_d(p+ VE). (2.70)
Para restringir la funciéon de Wigner a un estado puro, se impone la condicién

W+ W o §(0)W, (2.71)
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valida para la funcién de Wigner correspondiente con el estado puro no normalizable. Encontramos
asi

W x W = §(0) ((ai +[62)5(p — VE) + (a® + [b]?)3(p + VE) o)
+(ay +a_)o(p)bexp(2ivVEx) + b*emp(—?i\/Ex)]) . .

El célculo es sencillo, excepto cuando tenemos que interpretar §(p+ v E)d(p++/E) como §(0)d(p+
VE) e.g. cuando se tienen resultados de distribuciones equivalentes (i.e. alguna integracién). Simi-
larmente, si asumimos E > 0, ponemos §(p + vE)d(p — VE) igual a cero. En (2.71), este resultado
lleva a las constricciones

b2 =aja_ = b= Jara_e® ¢eR, 2.73
b]" = ay +

donde ¢ es una fase sin especificar.
La solucién general de estado puro para la ecuacién de x-genvalores propio de la particula libre
(2.61) es entonces

W =a;86(p—VE)+a_d(p+ VE) +2\/ara_é(p)cos(2VEzx + ¢) (2.74)

Por otro lado, calculando

Wy = %/ dye™PYqp* (a: — %) ) (m + %) (2.75)

donde i =1, con la funcién de onda del estado puro
P(z) = ayeVET 4o _emiVET (2.76)
obtenemos
WIv] =l 25(p = VE) +la-25(p + VE) + () (a}ae VP 4 ayare?VEr) - (2.77)
Comparando (2.77) con (2.74) se llega a una correspondencia uno a uno, dada por las relaciones
ay = Jare®t | p—d+¢_=0. (2.78)

Como se esperaba, solamente la fase relativa ¢, — ¢ de (2.76) es relevante para la funcién de
Wigner.

2.2.2. Pozo de potencial cuadrado infinito

Otro ejemplo es cuando se toma un potencial, en este caso el més sencillo es el de pozo cuadrado
infinito [14, 15]. Para ello se considera V = e~2e(#+1)  ¢2a(z=1) "donde o es una constante arbitraria
y la regién considerada es x € [—1,1]; en el limite @ — oo se obtiene el pozo de potencial cuadrado
infinito. El Hamiltoniano queda

H, = p? + e~20(a+1) 4 20(a=1) (2.79)

La ecuacién de x-eigenvalor se escribe como

Ho s W(a,p) = [(0— 50.)2 +2¢ > cosha(e + 20,))| W(e,p) = EW(w,p).  (2.80)
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Aqui ocupamos la férmula de Taylor en la forma exp(ad,)h(z) = h(z + a), y el potencial se
reacomoda obteniendo la funcién cosh(z).
Separando las partes imaginaria y real de esta ecuaciéon obtenemos

ie 2

0. W (z,p) = —

[W(z,p+ ia) — W(z,p — ia)]senh(2ax), (2.81)

<p2 - F - i@i) W (z,p) + e 2 [W (x,p +ia) + W(z,p — ia)]cosh(2az) = 0. (2.82)

Las dos ecuaciones anteriores se combinan ahora para obtener una tnica ecuacion; a la primera
ecuacion se le saca la segunda derivada con respecto a = y se sustituye en el primer término de la
segunda ecuacién, se realizan las simplificaciones que se puedan realizar, obteniendo al final

o e 4o W (x,p+2ia)—W (z, W (x,p)—W (z,p—2ic
0= (p*— EYW(x,p) + " cosh?(2aux) L p+i)a (@p) _ Wizp p_l.(a P )}
- mg;ga cosh(2ax)[W (z,p + i) — W(x,p — ia)] — e 2*cosh(2ax)[W (z,p + ic) + W (z,p — ia)].
(2.83)
Esta ecuacion no involucra derivadas sélo las cantidades
Wi(x,p+ia), Wi(z,p=£2ia), (2.84)

asi como W (z,p). Deseamos eliminar estas en favor de las derivadas 07W, n = 1,2, 3,4. Para hacer
esto, son necesarias las relaciones siguientes

BW(x,p) = 4(p* — E)0,W (z,p) + 2ae**senh(20x)[W (z,p + i)

+W(z,p —ia)] — 4ie”**cosh(20x)senh(20x)
Wiz,p+2ia) - W(xz,p) | Wz,p) — W(z,p - 2ia)

. , , (2.85)
P+ p—ix
y
W (x,p) = 4(p* — E)IW (x,p)
+160e 2% cosh(2ax)[W (2, p + ia) + W (x, p — i)
+16ice™**senh? (2axr)
W(z,p+ 2iae) — W(x,p) n W(z,p) — W(x,p — 2ia)

P+« p—ia

+e 2% cosh(2ax)[4(p + ia)* — E]W (z,p + ic)

—e ?*cosh(2ax)[W (z,p + 2ia) + W (z, p)]

+[4(p —ia)? — E]W (z,p — ic)

—e"2*cosh(2ax)[W (z,p) + W (z,p — 2ia)]]. (2.86)

La ecuacion resultante es bastante complicada, por lo que no se escribe, sin embargo, tenemos un
limite bien definido cuando o — oo, para x € [—1, 1], obteniendo en este caso

1 1
SO () + 5 + E)ORW (2,) + (' — 2Bp + EX)W (2, ) = 0. (2.87)
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Si calculamos la funcién de Wigner con la ecuacion de onda de Schrodinger siguiente

U(x) = 0(—z + 1)0(z + 1)cos(VEx), (2.88)
donde ) o
E— ”4” ’ (2.89)

y 0 es la funcién escalén, obtenemos

W) = 0(—x +1)0(x + L)W, (2.90)

W(z.p) = sen[(?p;z—)vj_wiil — |z|)] N sen[(2p2;7i7r7)lgrl — |z|)] n cos(nwm)sev;[?p(l - |glc|)]7 (2.91)
0 su equivalente

(o) = 520+ VEYL = Ja] senf2(p — VE) ~ la] | cos(VEa)senl2p(1~[al)] (o

2(p+ VE) 2(p — VE) p

W satisface la nueva ecuacién (2.87) como puede verificarse mediante un célculo directo.

2.2.3. Oscilador armoénico simple unidimensional

Ahora veremos el caso del oscilador arménico simple unidimensional [16]. En términos de ope-
radores en un espacio de Hilbert, el Hamiltoniano es

2 ﬁQ mw? ~2

H=o—+ =i (2.93)

La funcién de onda utilizada es la del estado base para el oscilador arménico [12]

Wo(x) = \ﬁlﬁe‘wz/(?ﬁ, (2.94)

donde a? := h/(mw). Empleando la ecuacién (2.52) y la ecuacién (2.94), obtenemos la correspon-
diente funciéon de Wigner

Wole = b.p) = 3 [ €™/ e = b+ /2005 — b - /2)dy

1 . 1 2 2 1 2 2
i —ipy/h —(z—b+y/2)?/2a —(z—b—y/2)"/2a
h/e /ig1/2 ¢ /A2 € dy

—222 +4xb—2b%) /24>
_ e / / o~ ipu/nty? /10 g
hml/2q
—(z—b)?/a? 92 2,2 _ )2
e i2n2a2 /B2 a~p X )
= W\/Zla%re prat/hT 5 €2p (— = ¢ e ) (2.95)
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tomamos a la constante b como nula con lo que obtenemos

Wo(z,p) = %eocp(—ang/h2 — 22 /a?). (2.96)

El valor de expectacién de H para el estado base, lo obtenemos al realizar la siguiente integracién
de la funcién de Wigner con el Hamiltoniano H escrito en términos de las variables (z, p) del espacio

fase, obteniendo
2 2.2
i) = [[won) (L + ™55 ) dvap= 2. (297)

2m 2 2

2.3. Dependencia temporal

Cuando el sistema considera al tiempo como otra variable de la cual depende, es posible deducir
una ecuacion diferencial que gobierna la evolucién del sistema fisico bajo estudio. Esta ecuacion se
obtiene al tomar la derivada con respecto al tiempo de la funciéon de Wigner, obteniendo

ow _ 1 /e—ipy/ﬁ [W oY(z+y/2)

o h o Yty + ——

Y (x —y/2)| dy. (2.98)

Las derivadas parciales del lado derecho en esta relacion se pueden expresar mediante el uso de la
ecuacién de Schrodinger

oy (x, ho0%p(xt) 1
w((; D _ —%$ + V@)l ). (2.99)

Ocupamos entonces la ecuacién (2.99) para reescribir (2.98), obteniendo

Wk e (2D vyt o)) o+

ot h 2im Ox?
2 x
(g TUEEI vyt u) 0o w2 do
1 ; Lo 0% (x —y/2 ho 0*Y(x 2
o Ll R O )
(= Vo = /2007 = Do+ 0/ V@ w20+ w20 o - 02) )|
2,/ % T — 2 T
g [ (o [P - FEEEID oy )| o
IV 40/ = Vo = /200"~ 0/l + /) dy
donde se ocup6 i = h/27, llegando a

ow  oWrp  OW;
EaR T (2100
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donde
atT = 4mim /eﬂpy/h [W¢(I +y/2) —¢*(x — y/Z)W dy,
oWy 2 —ipy/h .
5 = gz | ¢V @t y/2) = Vie =g/ (@ - y/2)d(z +y/2)dy. (2.102)

El subindice T indica la parte de la energia cinética y el subindice V', la parte de la energia potencial.
Se simplificardn estas ecuaciones para que su comprensién sea mejor. Comenzamos con la primera
ecuacion de las dos anteriores.
2, /%
e—ipy/ha /(/) ({I? B y/2)

. 2h* —
/e—wy/h%ﬂymw(x +y/2)dy = _2/ g /2y, (2109

integrando por partes se obtiene

_%/e_ipy/ﬁw¢(l‘+y/2)dy+/e_ipy/ﬁaw*(a(;x_ = Wxai = dy.  (2104)

Haciendo lo andlogo con el segundo término de la primera ecuacién de (2.101) y sustituyendo,
obtenemos

oWy 1 I ’i’”’e*”’y/hw(x+y/2) w*(%—y/‘l) derfefipy/h Bw(rl;y/?) Bw*(g—y/i’) dy
ot — 4mim * * *

—f %e—ipy/%*(x —y/2) 81/}(?;1//2) dy — [ e~ivy/h 61&*(5;21/2) Bw(ﬂggyﬂ) dy)

1 2ip 0" (z — /2 o 2
=T / _%e*wy/ﬁ [1/)(10 + y/Z)W + ¢ (z — y/@W] dy
Amip o O
- / — R eI (e + /200 (e — y/2)dy
_ ,%%% / e P 4y 20 (@ — y/2)dy,  (2.105)

llegando a
oWr _ p OW(z,p)

o m Oz
Ahora nos ocupamos de la segunda ecuacién de (2.101). En esta, asumimos que el potencial V (z)
se puede expandir en una serie de potencias en x

. (2.106)

V(z+y/2) = V(e -y/2) =, 5242 [(-19)* - (3)°]

=3 1 (1)23 02 1V (x) 9541
= 2us=0 (2s+1)1 \2 dzzstL Y :

Sustituyendo en la segunda ecuacién de (2.101)

(2.107)

8WV o 2w

) 1 1 2 823+1V T s %
=g [ i (5) T - w2y (2108)
5=0

+1)\2
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llegamos a

oWy g 1 1\ % 02+ (2) o\
o g(*h ) @+ 1)l (2) Top2ert < p W(z,p). (2.109)

Estas ecuaciones son las relaciones bésicas para estudiar la evolucién temporal de un sistema en
general.
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Capitulo 3

Producto estrella

El producto estrella denotado por *, es el que genera la deformacién del dlgebra de las variables
(x, p) sobre el espacio fase conmutativa de la mecdnica cldsica, y la lleva a un dlgebra de las variables
(z,p) no conmutativa, propia de la mecdnica cudntica [17]. Una forma de representar el producto
estrella es mediante una funcién exponencial, cuyo argumento se compone de una constante y
derivadas parciales, hay otras representaciones que no se trataran en este trabajo. La constante se
asocia con h, que es la constante de Planck y la que caracteriza la cuantizacion del sistema bajo
estudio. En general & solo es un parametro asociado a la cuantizacién del sistema; no necesariamente
es pequeno. Las derivadas parciales contenidas en el argumento de la exponencial, actiian de forma
direccional; es decir, actiian solamente en la funcién de la izquierda o de la derecha, pero no sobre
las dos.

3.1. Producto estrella general

El producto estrella se obtiene al realizar el mapeo de Wigner W [18], y posteriormente, el mapeo
inverso. Para empezar, se considera una variedad simpléctica con una funcién compleja suave. Este
mapeo busca ir de un espacio de funciones con variables cldsicas F = {f (7, ?)}, a un espacio de
funciones con operadores F= {f(Z,p)}; la forma de realizarlo es la siguiente: se define primero

Wy (2,p) = / f(k, q)e'*#+aP) qkdq. (3.1)

La funcién f es la transformada de Fourier de f. Esta operacién, se aplica a dos funciones f y g de
las variables cldsicas (?, ?), luego se realiza el producto de los mapeos Wy(Z,p) v Wy(&,p) y se
aplica el mapeo inverso. La operacion final resultante se define como

frg=WHW(f)W(q))- (3-2)

Esta operacién produce un producto asociativo no conmutativo de dos funciones f y g en el espacio
fase para las coordenadas espaciales y de momento; en el caso mds simple, producto estrella de
Moyal, los conmutadores son por definiciéon

[‘Tﬂapu]* = lha:’j s [x#a 'Tu}* =0= [pwpu]*v

19
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donde - -
o feay | (D g 9 9
=ferp|l— | —— — —— )
g P Ox# Op,  Op, Ozt g
-
En esta expresiéon % actua sobre la funcién a la izquierda y % sobre la funcién a la derecha de

la exponencial.
De manera general tenemos

S = =3 — ih —
fxg= fexp[Plg, P := 8A%w,4383 (3.3)

<~
donde P es el corchete de Poisson y 94 es la coneccién (plana) del espacio fase libre de torsién
(0 ®@ w=0). El producto estrella debe cumplir ciertas condiciones [19]:

1.
fxg=fg+(in)Ci(f,9) +O(R*) = (ih)"Cu(f. ),
n=0
2.
> Ci(Cr(f,9),h) = > Ci(f.Crlg,h),
Jjt+k=n j+k=n
3.
CO(fv g) = fgv
4.

Ci(f,9) — Cilg, f) = {f, g}ih.

La primera condicién dice que lo podemos representar como una serie infinita de potencias en
el pardametro h, la segunda condicién, garantiza la asociatividad, la tercera, en el limite A — 0,
recupera el producto conmutativo usual. La cuarta tiene dos aspectos asociados: el matemaético y
el fisico. El matematico es el nuevo producto que da el corchete de Poisson, mientras que el fisico,
la coneccién entre la dinamica clasica y cudntica.

Un ejemplo ilustrativo de producto estrella es el producto estandar.

—
0

Esta forma se debe a que el mapeo de cuantizacién de Weyl W, en un espaciotiempo plano
(7 — (z,y,2,ct)), corresponde a un ordenamiento simétrico en la cuantizacién, y al cambiar
el ordenamiento, cambia el resultado [?]. El ordenamiento se realiza mediante una forma cuadrética

h
A& n) = Z(an2 + BE% + 2ivén)

Tomando distintos valores de las constantes (¢, 3,7), se optienen distintos ordenamientos [19].
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3.2. Producto estrella normal

Un producto estrella generalmente utilizado es el producto estrella normal que esta definido

como N

fon g = feldig (3.5)

donde las variables a y @ son holomoérficas. Como ejemplo de la aplicacién de este producto estrella,

se resolverd el oscilador arménico simple unidimensional. El hamiltoniano en variables candnicas
(¢,p) es en este caso

2
p mw o
= — . 3.6
2m + 2 9 (3.6)

H(q,p)

Tomando las variables holomérficas como

[ ‘L) g Mm@ ( _ -i) 3.7
a: 5 <q+zmw , a: 5 4~ (3.7)
y sustituyendo en el hamiltoniano obtenemos

H = waa. (3.8)

Una vez que se cuenta con el hamiltoniano asi reescrito, el objetivo es calcular la funcién de evolucién
temporal. Primero calculamos:

axya=aa , a*ya=aa-+h. (3.9)
Con estos dos resultados calculamos el conmutador de a con @
[a,@)sy = F. (3.10)

La ecuacién para obtener la evoluciéon temporal es
L d
zﬁ%exp(Ht) = H x exp(Ht), (3.11)

la ecuacién se obtiene de la siguiente forma [12]: desde la descripcién de Schrodinger tenemos

LdlY)

cuya solucién cuando H no depende del tiempo es
W) = e F o) . o) = [t =0))

y para el caso que nos concierne, la ecuacién queda como

ih%exp]v (Ht) = (H + hwadg)exp(Ht). (3.12)

La solucién de ésta ecuacion es

expy (Ht) = e~ hexp(e™“taa/h). (3.13)
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Desarrollando la exponencial central del factor derecho, obtenemos la expansién de Fourier-Dirichlet
aa/h ae —inwt
expy (Ht) = Z h”n' . (3.14)

Para esta expansién, en el caso general tenemos
exp(Ht) ZTF e iEUR (3.15)
donde E denota la energia y el estado correspondiente a esta energia es denotado por 7, también

llamados proyectores de estado. Comparando esta expresién con (3.14), se obtienen los siguientes
estados

ﬂ'(()N) = ef‘ﬁ/h, (3.16)

M) = L moaa" = i "oy T %y a” (3.17)
" hinn! hrnl @ 0 ’

E, = nhw. (3.18)

Con esto obtenemos la energia de cada estado del sistema denotado por n. Hay que notar que no se
encuentra el valor de 1/2 sumado a la n en este resultado, como tipicamente se obtiene en mecénica
cuantica. Esto es por que en este caso la energia del vacio no se toma en cuenta debido a la forma
del producto *p.

3.3. Producto estrella de Moyal

El producto estrella de Moyal en variables holomorfas [19] es:
(f*nm g) = fexp [ g& 5& ] (3.19)

Aplicando este producto estrella al oscilador armoénico simple unidimensional, en las variables ho-
lomorficas, tenemos primero que:

h h
a*ME:(zE—i-E , E*Ma:aa—§, (3.20)
y con estos resultados, se calcula el conmutador
[a,dls,, = h. (3.21)

Aqui observamos que no importa el producto estrella que se ocupe para realizar el calculo del
conmutador entre las variables holomorfas; en la ecuacién (3.10), tenemos el mismo resultado y
se ocupa el producto estrella normal. Esto es consecuencia de la cuarta condicién que pedimos al
construir el producto estrella. La ecuacion dependiente del tiempo se obtiene mediante el siguiente
célculo, primero encontramos:

H %y et = wagexp {2 55‘—; - gaz)} et

= waa(1 + /20,0 = 9a02) + 1*[8(8,9% — 0a.))eap(HY)
= (waa + h/2w68_£ - 7’L/2cua@_a> - h2/8w5>a—5a> - h2/8w3—a>5>a—)expM(Ht) (3.22)
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En este caso, los términos cuadraticos del tercer término del desarrollo de la exponencial asociados
a una misma variable, son iguales a cero, ya que la funcién H no es cua;irética en nirﬁuna de sus

. , ‘ _ 9 0H )
Varlab'les. Para proseguir con el calculo, ocupamos la regla de la cadena, (0 = 577 52 ¥ 9a = 577 5 )
obteniendo:

H %y et = (waa + h/2w?aady — h/2w?aady — h?/8w?0y — h?/8w? 0y

2
—h? /8wiwaad? — h? /8wwaad?; )expn (Ht) (3:23)

Haciendo las identificaciones pertinentes e igualando a la derivada con respecto al tiempo, obtenemos
la ecuacién dependiente del tiempo (3.11) para este caso:

d hw)? hw)?
iﬁ%empM(Ht) = <H - %aH ¢ 4) H@%,) expar (Ht), (3.24)
cuya solucién es
1 2H wt

Ht) = ——— — | tan —| . 3.25
expa (HY) Coswt/Qexp [(zhw) R ] (3:25)

Ahora bien, mediante la funcién generadora de los polinomios de Laguerre:
: ] = S L) (3.26)

1+ e—iwt erp 1+ e—iwt - vt € ni{%); :

podemos obtener la expansién de Fourier-Dirichlet.

Tenemos que manipular la ecuacién (3.26) para llevarla a una forma que podamos identificar
con la funcién generadora de los polinomios de Laguerre. Lo primero es manipular el argumento de
la exponencial del modo siguiente

2H | wt  2H sen(wt/2) 2H e —e ™ e — e

ﬁtan? T ihw cos(wt)2)  i2hw eir 4 e~
S e
hw e’ + e hw hw e + e~
2H 4H e %=

__2H A3 e P
ho T hw l4e 2z (3.27)

donde 2 = wt/2. Ahora procedemos a manipular el coeficiente de la exponencial

1 2 2 2e~ @

cos(wt/2) B 2cos(wt/2) T e e e 2w

(3.28)
Con estas expresiones y la identificacién:

(3.29)

z:=

4H
hw

llegamos a que los proyectores son

40
7T£LM) - 2(_1)nle_2H/thn (M) ’ (330)
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v la energia correspondiente es

2

Asi obtenemos la energia de cada estado del sistema denotado por n; en este caso, recuperamos la
expresion mas conocida de los valores propios de la energia para el oscilador armoénico simple.

El producto estrella (x) no es la tinica manera de hacer deformacién. Otra forma de realizar la
deformacion es la llamada g — deformacién [20, 21, 22]; en ésta se introduce un pardmetro ¢, que
es con el que se modifican las relaciones de conmutacién y con ello se estudian sus consecuencias
fisicas. En el caso del oscilador arménico simple se ha aplicado este formalismo [20]. No siempre se
resuelve el producto estrella para obtener los resultados, en ocasiones se puede utilizar f(p— %8:,0) g
para obtener la informacion que se requiere.

La relacién entre fxgy f(p— %893) g se da mediante la transformada de Weyl. Al integrando en
la definicién de la transformada de Weyl se le pueden realizar algunas modificaciones, para llevar
la expresién a una forma que involucre una convolucién. De esta manera se observa que se puede
ocupar una forma integral o una diferencial para realizar el cdlculo [19], con lo que se puede ocupar
la forma que se ajuste mejor al problema fisico que se encuentre bajo estudio.

E, = hw <n + 1) . (3.31)

3.4. Relacion de equivalencia

Se puede tener una equivalencia cohomolégica, desde el punto de vista matematico entre distintos
productos estrella, la llamaremos c-equivalencia. Esto se obtiene mediante un operador de transicién
invertible T' [19]. Este operador puede representarse de la siguiente forma:

o0
T=1+K+ - = ZhnTn, (3.32)
n=0

donde T, son operadores diferenciales que satisfacen

[+ g =T (Tf)*(Tg)). (3.33)
La forma del operador T depende de la c-equivalencia que se busque. En el caso de la equivalencia

entre el producto estrella estdndar f*sg = fexp(ihd,d,)g y el producto estrella Moyal, el operador
T tiene la siguiente expresion

T =exp (—Zﬁa_;) (3.34)
de modo que
T(fxsg9) = (Tf)*m (Tg). (3.35)

En el caso de que la c-equivalencia sea entre el producto estrella de Moyal y el normal en variables
holomorfas, el operador 7', tiene la siguiente expresién:

T = exp <—7215_a>8_>g> . (3.36)

Con ayuda del operador T es posible obtener los proyectores del producto Moyal a partir de los
operadores del producto normal; calculamos primero el proyector del estado basal, tenemos asi que

Tal™) = exp (—23_;6‘_?3) (exp (—i?)) => (—Z) %3_;"5_‘;" <€$p (-?)) : (3.37)

n=0
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Ahora bien

n aa — aa — aa a aa a\™
ot (car (=57) ) = 0n (can (-57) ) =7 (eon (=) (-5)) =0 (-5) (-5)"
(3.38)
y si sustituimos en (3.37) esta expresién, obtenemos

S (B T (o) e =3 () Rapaeom s

n=0

Aplicando la regla de Leibniz, tenemos

an n —aa/h Z ( ) —aa/h)ag—k(an)

k=0

= k; ( i ) e~ aa/h <—Z>nn(n ~ 1) (k+1)a"
—\ k
- g (n — k)I&! kl e/t (_aﬁa) - (3.40)

De esta forma tenemos que

(N) 1\ 1 & nln! —a@/h aa\”
Tmy =2 (2) mkz(n—k)lk!k!e (_h)
=0

n=0
ey (1Y g (am)
- 2 (n — k)K!E! h
n=0 k=0
X Ly(—aa a
_ efaa/h Z M — 26*2‘1‘1/5. (341)

n=0
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Ahora resolvemos para los siguientes niveles

S
:1\
<
I
S
hS]
/—\

- th l“n“nexp(gaa)efp <2(5a§a+ 5@5@)) o—2aa/h

= L(a + a)"anel'p (—h(ga%_F g@%)) e*Zaa/h
hrn! 5

_ hn2 '2”a7lane$p (—Z(ga = exp(gaCL)e—QaE/h

= (=1)"2L,(2aa/h)exp( ga)e”aa/h
= (—1)"2L,, (4aa/h)e= 2", (3.42)

Si tomamos n = 0, obtenemos el nivel energético del estado base encontrado anteriormente, con lo
que vemos que el procedimiento es correcto.

Los resultados del oscilador arménico simple, sirven para verificar los resultados del oscilador
armoénico amortiguado [23]. El caso del oscilador arménico amortiguado incluye un término que es
el de amortiguamiento, donde el pardmetro v nos indica el grado de amortiguacién. Al hacer tender
el parametro v a cero, se recuperan los resultados aqui mostrados para el oscilador arménico simple,
con lo que se verifica que los resultados del oscilador armoénico amortiguado son correctos.

En éste caso, es necesario modificar el producto estrella para considerar el término de amorti-
guamiento [23], obteniendo otro producto estrella. Esto nos indica que el producto estrella se puede
modificar de acuerdo al sistema fisico en cuestién y a sus caracteristicas particulares.

3.5. Sistemas fermionicos

El sistema fermidénico més simple no trivial y no relativista es el oscilador arménico [24], involucra
dos coordenadas de Grassmann 1! y 1)?( éstas coordenadas no conmutan). La funcién lagrangiana
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esta dada por

L= @'+ 422 + iy, (343)
donde 1/}1 = 0Y/0t, y w es la frecuencia del oscilador. El momento canénico asociado a ¥ es

Ty = —%mw, (3.44)

y por tanto existe la constriccion xo = mTo+ %(5aﬁ¢5 . Usando la constriccién, la funcién hamiltoniana
es

H =g — L= —1p%6,59° — (1! + ¢2?) + iwyly?

oo, (3.45)

En este caso es necesario recurrir al super corchete de Poisson en coordenadas canénicas dado por

(3.46)

L L L L
(ry_ (P0G OF G | ) (04F OGOV 0MGY
9g* Op,  Opy, 0gF > Iy | Oy OYO

donde la L indica que se derivara por la izquierda.

Para obtener el super corchete de Poisson para la constriccién tenemos

0" xa 0"x5 | 0"xa 0"
= (=1)(xa) - A Xo Z X5
{Xa: x5} (=1) (81/}04 Or | 07 awa)

or i or i
= (_1)6(1) <8¢a <7Ta + 25aﬁwﬁ> W (Wﬁ + 26a5"/}a)
L

0 i or i
e v 8 3 a
+87Ta (ﬂa PR ) o <7TB T g0ee? ))

i WP Omg  Omai . 0P~ i

T30 Ory o 20 g 2 Peslenten T 0as)

= 7%(50(5 + (;aﬁ) = 72‘5043. (347)

Con esto vemos que las constricciones son de segunda clase. Para el producto estrella de Moyal
(xar) de funciones con variables de Grassmann tenemos

= =
Fxp G = Fexp (Z@ZO‘ 82“) G. (3.48)
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En consecuencia para el anticonmutador estrella se tiene

{0 ey = V¥ xa P + 9P xpy g
<_
S A (1

2 0y Oy

o ) ¥

VR
— et E 9 9 B B a
=¥ (1+2a¢aa¢a>¢ Y (1 2a¢aa¢a>¢

I e P B P e
— a, B o B, -
VIt S G aue VY T S gpe aye
= hw 4R W ho*P . (3.49)

Con el producto estrella fermidnico (3.48), podemos ahora calcular explicitamente la exponencial
estrella y los proyectores de la funcién hamiltoniana del sistema fisico bajo consideracién (3.45).
Tenemos asi que

cam ) = S 4 ()" (T = eos ()~ fotan(2)
= 7T1/2 71 2 + 77(1\14/)26 t, .

representa la solucion a la ecuacion de evolucién temporal del sistema.
Con ) L
oM vo12 M vo12
Las ecuaciones de x-valores propios son calculadas directamente

M hw  (mr
H xpy 7r(_1/)2 - 777r(_1/)2, (3.52)

() hw oy

Hoxp )y = 5 M2 o

y por lo tanto los valores propios de la energia son

hew
Eyy =% (3.53)

En el caso fermidnico las variables holomorfas, quedan definidas como

Ly | T Lwrow. (3.54)

V2

El producto estrella de Moyal en estas variables es

fi=

Sl

2l

—
Fan G = Fe3 0104590 . (3.55)

Obtenemos asi las relaciones

FauF=fT+5 . Taui=Tr+5, (3.56)
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{?a ?}*M = {f7 f}*M =0, {?7 f}*M =h. (357)

La funciéon hamiltoniana en variables holomorficas es simplemente
H=uwff. (3.58)

La solucién a la ecuacién de evolucion temporal en estas variables es

t 24— t ) )
expp (Ht) = cos (2) - %ff sin (o;) = 77(71\11/)261”75/2 + wi%)e_“"tm, (3.59)
on 11 11
M - M -
7r(71/)2 =5 ﬁff , ”5/2) =571 ﬁfﬁ (3.60)

Ademas se puede mostrar que f y f actiian como funciones de creacién y aniquilacién

J*um W(,Af/)g = [rum 75%) =0, (3.61)
Y = M M M - M
Fons 78w f=hrh) o Formly) war F= b)), (3.62)
Notemos que
1 = 2_
r==(FI=fT) 6 T=17/ (3.63)

es tal que: 7y 7 = 1 (involucién). Este tiene los dos valores propios 1 y los proyectores sobre los
espacios propios par e impar son
oy _ 1

Tirjn = 2(1 +7), (3.64)

en correspondencia con (3.60). En el enfoque convencional de operadores de la mecdnica cudntica
supersimétrica, las dos cantidades son representadas como matrices 2x2, y el producto estrella
corresponde a una multiplicacién tradicional de matrices.

Asi como en el caso bosénico, también se tiene el producto estrella normal para las variables
fermidnicas

Fiy G = Fei% G, (3.65)
Utilizando este producto tenemos
franf=ff+h . Fxnf=1[F (3.66)
y _ _
{f’f}*N:{f7f}*N:0 ) {fo}*N:h‘ (3'67)

La solucién a la ecuacion de evolucién temporal estd dada por
expy(Ht) = w(()N) + W%N)e*i“’t, (3.68)
con

1- 1—
) =1-7f . mY = ST (3.69)
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Los proyectores cumplen con las ecuaciones de valores propios estrella
H xpy W(()N) =0 , Hxpn 7T§N) = mﬂ§N),

y también satisfacen las relaciones

(N

f*N 7TO (N) = 07

)ZF*NW

?*N W((JN) *Nf:hﬂ'yv) s f*ngN) *N?: hﬂ'(()N).

(3.70)

(3.71)

(3.72)



Capitulo 4

Producto estrella de Fedosov

El formalismo de cuantizacién por deformacién requiere un algebra no conmutativa, ya que ésta
es la caracteristica principal de la mecdnica cudntica. Para esto se requiere en el caso méas general
deformar el dlgebra conmutativa de las funciones suaves sobre una variedad M, y considerar una
variedad simpléctica (M, wy), en la que se aplique el corchete de Poisson [10].

4.1. Construccion del producto

Como se mencioné anteriormente [25], para que una variedad M se considere una variedad de
Poisson, es necesario que dadas dos funciones cualesquiera u,v € C°°(M), el corchete de Poisson
sea definido por

ou Ov
— taﬁ 4.1
fuop =128 2L 2 (1)
donde t*? es una matriz de rango 2n; los indices o, 3 = 1,2, ..., dimM.

El corchete es una operacién bilineal simétrica suave, y satisface la identidad de Jacobi
{u,{v,w}} + {v,{w,u}} + {w, {u,v}} = 0. (4.2)
También satisface las siguientes propiedades [29]

{u,v} = —{v,u},
{”LL+U,U)} = {u’w}+{vaw}7
{fu,gv} = f-(ugv+g-(vf)u+ f-g{u,v}.

Un caso particular importante en la construccién del producto estrella es cuando se tiene una
variedad simpléctica, un caso particular de una variedad de Poisson. Este es un espacio donde
existe definido un campo tensorial cuyas componentes wy,,, satisfacen las ecuaciones siguientes [26]

W/,uz - _wu,u ’
det(wﬂy ) 7& 07
Owpy | Owpp | Owyp

oxP ox? oxH

= O7

31
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wyv=1,2,... . dimM.

Otras condiciones que debe cumplir son [27]

1
2
3

I

. Ser un difeomorfismo covariante.
. Se asume no dindmico (e.g. Hamiltoniano o Lagrangiano), simétrico, o incluso con métrica.
. El limite A — 0, nos devuelve la mecanica clasica.

. Es equivalente al formalismo de operadores por medio del mapeo de cuantizacién o' de
Weyl.

En este caso la matriz t¥ tiene un rango maximo 2n, igual a la dimensién de la variedad. La matriz

inve

rsa w;; define una 2-forma exterior w = %wijdaci/\dxj, siendo cerrada en virtud de la identidad de

Jacobi. La otra forma de obtener una 2-forma cerrada es mediante la condicién wBwpe = §4,[27]
donde w?B es la matriz inversa.

4.1

.1. El Algoritmo

En esta seccién revisamos los pasos necesarios para la construccién del producto estrella de
Fedosov [27, 28].

1

. Comenzamos con una coneccion en el espacio fase D:
af af
Df =df = dz" + —dp,, 4.3
f f 8$” X + apu p,U« ( )
DRe*=T420°8 =14,0% 067, (4.4)

donde ©4 es una base de las 1-formas en el haz cotangente de nuestro espacio fase. El simbolo
45 es definido como el coeficiente de rotacién. La coneccién preserva la 2-forma simpléctica
w=wapO? A OB, esto es por D ®w = 0. En las coordenadas (z*,p,) tenemos que w =
dp,, A dz" y el operador corchete de Poisson es wAB 0% A aqu-

A cada punto ¢ = (z,p) en el espacio fase le asociamos un dlgebra matricial llamada 4lgebra
de Heisenberg-Weyl. La unién de éstas es llamada el lazo de Weyl-Heisenberg sobre el espacio
fase. Definimos una base de elementos §* de una matriz dimensionalmente infinita. §4 es
definido por las siguientes propiedades:

(54, 97) = 949 — 9594 = inPi, (4.5)
Dj* =T 3,095, (4.6)

donde 1 es la matriz identidad, y se asume que la 1-forma ©4 es tratada como un escalar con
respecto a los indices 4's de la matriz.

Definimos un operador de la matriz llamado ﬁ, definido por un conmutador graduado, con
la propiedad [Q404, w] = [Q4,w]O4 = (Qaw —wQ4)O?, donde w es una I-forma arbitraria,
con coeficientes wy,...4,, las cuales son funciones de valores complejos en las variables z, p y
Uy Q A € E'y E es un haz vectorial. Con esto llegamos a la siguiente expresién
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donde
ZQAAl A (4.8)

l

y donde Q 44, ...4, son funciones de valores complejos de z y p que necesitan ser determinados.
Los coeficientes Q44,...4, son parcialmente determinados por la condicién
1 1 p p

(D—D)*3* =0, (4.9)

esta condicién se pone para garantizar que la solucién sea uno-a-uno. Podemos fijar D en
la forma que queramos, sélo se tiene que cumplir la condicién anterior. La manera en la
que se debe interpretar a esta condicién, es como una condicién de integrabilidad, donde se
construyen los observables del algebra.

4. Usamos ahora D para definir el algebra de los observables: este es el grupo de todas las
funciones f de la forma:

f z,p, 4 Z.f],l Aq-- Alh] g AAZ, (4.10)

Il

donde fj;.a,...4, son funciones de valores complejos de x y p para cada conjunto de indi-
ces j,l,A1,... A;, que necesitan ser determinados. Sin embargo con respecto a los indices
(A1 --- A;) se asume que los coeficientes son simétricos. Para toda funcién f(z,p) los coefi-
cientes fj; a,...4, de la anterior serie son parcialmente determinados por las condiciones:

(D—-D)f =0, (4.11)
(U(f))o,o = foo = f(z,p), (4.12)

donde o es definido como:

F) =" fuoh™. (4.13)

Podemos hacer cualquier eleccién para fijar los grados de libertad adicionales.

5. El producto estrella de Fedosov f x g, es definido por

frg:=o(0" (o (9) = a(f9) (4.14)

Nota: El mapeo de cuantizacién inversa o' es definido como la operacién que altera el orden
de los términos en la serie simetrizada de f en (4.10), i.e., el término que en si no tiene §'s.
Miés especificamente para obtener el término de primer orden o( f §) se tienen que simetrizar
todos los monomios en §'s en el producto f g, luego se toma el siguiente término. Esto hace
de la multiplicacién f x g altamente no trivial.

4.2. Evaluacion del producto

Se tomara un caso especifico para ilustrar la evaluacién del producto estrella de Fedosov. Para
esto se escoge una geometria no plana para poder realizar los célculos. Consideraremos una variedad
con curvatura constante de codimensién uno.
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4.2.1. La conexién del espacio fase

Escogemos una conexién D libre de torsién para preservar la métrica, de esta forma evitamos
tener que determinar la métrica en cada cdlculo para garantizar que siga manteniéndose. Para
construir D, comenzamos tomando la conexién de Levi-Civita V en el espacio de configuraciéon M,
y subsecuentemente la curvatura de la métrica g en una variedad M general. Tenemos las relaciones

_9f
9z’

Vedat = —T% _dz”,

0 , 0
Ve (a) = Lo g

VeV (dat) = Ry, dz",

Vo f(z) (4.15)

donde RY,, es el tensor de Riemann. También tenemos las condiciones sobre V para que preserve
la métrica g y sea libre de torsion
Vogpu =0,

V[avp]f(w) =0,

para todas las funciones f(x). Juntas fijan de forma tnica V, y dan la férmula estdndar para los
simbolos de Christoffel

1
Ffw = _igpg(augua + aygpa - C%QW), (416)

donde 9, son derivadas parciales en alguna base 2*. Definimos ahora la base de los covectores de
formas ©F € T*T*M (el haz cotangente del espacio fase):

OF = (dz”, ),

donde las dz’s son los primeros n ©'s, los o's son los tltimos n ©’s (recordemos que la dimensién
de M es 2n), y estos son definidos por:

oy = dp, — T}, ,dz’p,. (4.17)
Para definir D ® o, se requiere que D preserve la forma simpléctica w:
0=Dew=D® (audz") = (D ®a,) Ndz" = (I'},,dz7 @ o, )dz".

Asimismo se puede mostrar que

w=a, Adz" = dp,dx*, (4.18)
que se puede probar por la condicién libre de torsién que nos dice que Fﬁt o = 0. Por lo tanto,
proponemos el Ansatz

D ® oy = Spedx’ @dx’ +T,,d2° @ ay, (4.19)

donde S[MP]U : 0. . .
Podemos fijar S,,,, requiriendo que la derivada direccional D, de un vector y covector en cual-
quier direccién v® sobre la variedad, sea también un vector y covector, respectivamente:

w, es un covector <= Dyw,, = v”(d,w, — ') ;w,) es un covector,
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w" es un vector <= D,w" := v’ (J,w" + T’} ,w”) es un vector.

Esto implica que para cualquier p, = w,(z) (i.e. cualquier seccién en el haz cotangente) la derivada
direccional de un covector es un covector. Entonces la ecuacién resultante es

VieVwy, = R, ,wy,

para todo w, por la definicién del tensor de Riemann. Esta ecuacién fija la parte suave de la
ecuacién (4.19) como
Day, := D Ny, = Sppeda?da? + 1, dx’ oy, = =R} ,,ppda®da? + 17 dz oy,
= Sulpe] = ~ R poPv

Por lo tanto, necesitamos resolver para S,,,, satisfaciendo las dos condiciones siguientes
Suple =0 Sufpo] = —Rypobr-

Definamos S, := 5),,,p» ¥ las condiciones quedan asf

Sluele =0+ Silpe] = ~Riipo- (4.20)
Tenemos entonces que
SZPU = aRZpU + ﬂRZW + *yRZM + 6RZW + GRZHP + mRZUp, (4.21)
y
Spue =Ry . + B8R, + VR, +0Ry,,, + Ry, + kR, . (4.22)
Tomamos la primer condicién de (4.20) y desarrollamos
0= 500 = Sppo = oo + BR,; + VR, +0R;,, + Ry, + KR,
—aRy,, — bR, — VR, —0R;,, —€Ry,, — KR},
= (O& - B)RZpa + (6 - a)RZMO' + ('7 - K/)RZUM
+(5 - G)Rg'p,u, + (6 - 6)RZHp + (K - V)RZUp
= (a - 5)(R2pa - Rz,uo‘) + (7 - K:)(RZU;L - RZ,G‘p) + (5 - 6)(RZ'pp - RZ‘;Lp)
=(a=B+v—r) (R, + R,,) +2(6 —€)Ry,,. (4.23)

Para que la igualdad anterior se cumpla, hay varias opciones, la que se escoge a continuacién es la
que facilita los célculos en el presente caso. Hacemos las siguientes igualdades

05:/8 3 ’)/:[4,:6:6:0

obteniendo
v — 14 14 14 — 17 174
Supo - O‘(Rupa + me) ) pop — O‘(pr + Rcmp)'
de la relacién anterior se encuentra
v v _ v
Suprr Swp - 2RM>0

que se escribe también como

(R, + RY,, — R.y, — RY,,) = —2R.

wpo wo pop opp upo*
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Usando la primera identidad de Bianchi, tenemos

o(R., — R\ —R. —R' —R )=—2R"

wpo wop opp wop opp wpa

y en consecuencia

a(RZm — QRZUP) =-2R,,, — 3aR],, =-2R,,.
La expresion para S, ,, es entonces
v 2 v v 4 Bipo + Bpo 4.,
Spipo = _g(R#pd + Ryuo) = _g(f) = _gR(uP)U’ (4.24)
por lo tanto
4 g 14 ag
D®ao,:= —ng‘W)BpAdxﬂ ® dz? +1',dz’ ® a,. (4.25)
La conexién del espacio fase es entonces
Dzt .= dzt, (4.26)
Dp,, = dpy,
D ®dat = -TH dz¥ ® dz°,

4
3
ay =dp, — T}, ,dz"p,,

D®a,= 0w Dpay, := Rf\w)ﬂp,\dxﬁ ® dx® + I‘ngac” R ay,,

que es la conexién buscada, y la correspondiente curvatura es:

D%zt =0, (4.27)
D2p,u =0,
D* ® dat = da”da” ® Rl dx",

4
D?® Q= gdx” (C';‘Bwp,\dx'/ + Rﬁtﬁ)UO‘V) ® daP — Rzoﬁdzadxﬁ ® ay,
donde G}, = VVR?MB)U’ y de acuerdo a (4.15), la ecuacién para la curvatura es:

RY,, = =0T, + 5, T

v vio™ plk”

(4.28)

Podemos extender a tensores de mayor orden estos resultados usando la regla de Leibnitz y el hecho
que D y V conmutan con las contracciones.

4.2.2. El haz de Weyl-Heisenberg

En el segundo paso del algoritmo, se definié cierta maquinaria utilizando a los operadores 4's,
para calcular los observables sobre una variedad M general. Sin embargo, diferente a Fedosov quien
define las §'s como covectores equipados con un producto parecido al Moyal entre estos, es posible
dejar a estos ser operadores valuados en una matriz dimensionalmente infinita, que actian sobre un
espacio de Hilbert. Las relaciones que definen los ¢'s, (4.5) y (4.6), son idénticas en ambos casos.
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Correspondencia con las algebras familiares de Heisenberg usando coordenadas de
Darboux

La primera relacién del segundo paso es [ng, QB] = jhwA B la cual puede ser expresada en una
forma mas familiar por una eleccién adecuada de coordenadas. En la geometria simpléctica hay un
famoso teorema, llamado teorema de Darboux, que estipula lo siguiente: en la vecindad de cada
punto sobre una variedad simpléctica n-dimensional, existen ciertas coordenadas locales llamadas
coordenadas de Darboux ¢ = (%',...,3",p1,...,Pn), de tal modo que w toma la forma [29]:

w = dpdit + - - + dp,di"

En este sistema coordenado para g, las s son expresadas como (3!,..., 3", /%1, ..., kn), correspon-
dientes a 2n operadores, que satisfacen el algebra de conmutadores [3%, §7] = ki, I;j] =0,|5, léj} =
ihé;-, donde ¢ y j corren de 1 hasta 2n. Las §’s establecen un &lgebra de Heisenberg estdndar
actuando sobre un espacio de Hilbert.

El conjunto de todas estas algebras para todos los puntos crea un algebra enorme; el objetivo
del algoritmo de Fedosov es escoger una subalgebra apropiada en esta enorme algebra que se pueda
identificar con el algebra de los observables, claro estd, considerando situaciones fisicas reales. Estas
subélgebras son la imagen del mapeo o~ ! en el grupo de todas las funciones del espacio fase.

Propiedades de los elementos

Los elementos §'s estdn definidos por las relaciones
5%, 9] = ihw"
Dyt = —T3g? = -T34:,0%%% | 08 =(67,a,).

Los ’s conmutan con el conjunto de las cantidades {z,p, 0, g,w, h, 1}, i.e. ellas se comportan como
escalares en una matriz de indices donde ¢ es la unidad imaginaria.

Notese que la accién de la conexién del espacio fase sobre § es la misma que la que se aplica
sobre © (D ® ©4 =T'4,0¢ ® ©F); entonces estamos considerando una base de operadores o una
matriz valuada de covectores. La accién de la coneccién sobre las §’s nos dice como es el transporte
paralelo para el algebra de Weyl-Heisenberg en un punto de ésta, siendo consistente para todos los
demas puntos.

Por definicién g4 := (s*,k,), donde las s’s son los primeros n 's y las k’s son las tltimas n
9's. La conexién D actuando sobre cada una de estas, se obtiene utilizando las relaciones (4.26) y
(4.27) en la ecuacién (4.6)

Dst = —T'8 dz"s?, (4.29)

4
T3

D?st = da*dx° RY, s, (4.30)

Dk, R{,0)5d2”spy + T}, dz %k,

©w

4
D?k,, = gdx” (C;‘Bl,gpxdw” + RE/MB)UO‘V) sP — waﬁdx”dmﬁk,,,

A — A
donde nuevamente C’uﬁw = v”R(uﬂ)v'
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En este caso, cuando hablemos de f como una funcién/forma, la estaremos definiendo como una
serie de Taylor en variables complejas u y v. Explicitamente escribimos

v) = E firju?t 03t (§%s son potencias no idices)

donde u y v son arbitrarios.

Si f es una funcién/forma dependiente de las cantidades x, p, dz, dp, w, fi, i, entonces conmuta
con las §'s y podemos llamarla una funcién/forma evaluada en los complejos. Por el contrario, una
funcién/forma de matriz valuada es una serie de Taylor compleja en g.

Entonces, si escribimos

Z Z/]zllum

tenemos que
~A . nA ~A
([y "ﬂ)jk = yjkf - fygk =0

en el caso de una funcién/forma evaluada en los complejos.

Por el contrario, para una funcién/forma de matriz valuada, no pasa esto. A partir de ahora no
escribiremos los indices de la matriz de forma explicita.

Vale la pena mencionar que la idea para la introduccién de las §’s en el esquema de Fedosov
tiene la finalidad de asociar cada f(z,p) € C°°(T*M) con un unico observable f(z,p,§):

Fla,p, i nglAl a W

4.2.3. Construccion de la derivacién global

En el tercer paso del algoritmo, debemos determinar una derivacién global como una matriz
conmutador D = [Q -], siendo esto el punto central de la construccién de los coeficientes fa,...4, en
(4.11). Definimos primero la derivacién D por medio del conmutador graduado

E = [Q? ]/Zh - [QA@A7 ]/2h7

Qa = X:Q,zx,le...Al?)A1 g

l

donde ©4 = (dz°,a,). En este paso tenemos una condicién dada por (4.9) que parcialmente
determina las funciones QQ44,...4,; esta condicién es

@LJﬂ%Azp—DQ+@ﬁmﬁ/mza (4.31)
donde Q es la curvatura del espacio fase como un conmutador de acuerdo a
210,57 = D% = RA”, (4.32)
con la solucién Q := —twacRE 50 AOFHBHC, donde RA ,p es la curvatura del espacio fase.

En lo que sigue se hace la eleccién

Q- DQ + Q*/ih = 0. (4.33)



4.2. EVALUACION DEL PRODUCTO 39

La solucién para Q constituye el punto mas dificil en el calculo del producto-x de Fedosov, porque
se necesita dar el Ansatz correcto a una ecuacién no lineal como (4.33). El modo de proceder para
resolver esta ecuacidon, es utilizar distintos Ansatz para Q de forma que lleguemos eventualmente
al correcto. Este proceso conduce a [18]

— v o 2 v o
0= —leﬁdsc dxPk,s" + sD (R(uﬁ)ap,,sﬁsudx ) (434)
= fRZUBd:E"dek,,s“ + %d;ﬂ" (C,;\ﬁwpxdx” + R(uﬁ)aa» sPsv,
donde Cﬁ‘ﬁw = VUR?#B)V.
Con esta expresién obtenemos los siguientes conmutadores
1 2 1 1 A € v
%[Q,s”} =D"s" =R}, dx"dx‘s",
i
1 Q _ N2 _ 4 o C)\ v v B v o ..8
%[ 7ku] =D k,u - §d$ (( Hﬁyap)\dm +R(u5)aal’) s" — Ruaﬁdm dz"k,.
Se puede proponer entonces el Ansatz siguiente para resolver (4.33)
Q= (stay, — z,dat) + jhay, + 2, fH dx?
e ! g (4.35)

+pu ((D + fgdxpga - dx"éL) g+ Ty, deojr — %R’(’}Lﬁ)asﬁs”da:")

donde 8; := 0/0st. Si se sustituye esta expresion en (4.33) obtenemos la siguiente condicién sobre
Fu
((D+ frdard, — durd, ) f2 +Th,dat £ — T, da’ + Rl g, 5 da” ) da” =0, (4.36)

Podemos ver que si j% y f} son independientes de la eleccién de las coordenadas del espacio de

configuracion, entonces también lo es Q.

La ecuacién (4.36) es localmente integrable para J;. por el teorema de Cauchy-Kovalevskaya.
Este hecho nos permite llegar a una solucién iterativa, en el espiritu de las series del producto
estrella de Fedosov.

Se tiene entonces el resultado que dado cualquier haz cotangente T* M, la solucién a (4.33) es
(4.35) junto con la condicién en (4.36), donde (4.36) es localmente integrable para f); por el teorema
de Cauchy-Kovalevskaya [27].

4.2.4. La base para el algebra de los observables

Con lo anterior, ahora se tienen todas las herramientas para asociar un observable f para
cada f € C*°(T*M). En el paso cuarto del algoritmo se requiere que cada observable f(x,p, 7),
deba satisfacer la ecuacion (4.11). La condicion f;; a,...a,) = fj1,4,.-.4, es la condicién de Weyl o
cuantizacion simétrica. Este es el ordenamiento que ocupa originalmente Fedosov.

Una alternativa a este procedimiento es posible. Para ello se pide que cada término sea de la
forma

F@0) =Y i W8 Py, o, (4.37)

jlm
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donde f lmm

i.e.

L € una funcién compleja de z y p, siendo ademds simétrica en todos los & y p,

A Fa.p) = Z “Vm lhjSYM(il“ Cghp,, ,,,ﬁym)’

l ST ey -
jlm

donde la operacion SY M se define como
SYM(&H - &M Py, Py, ) = &M @GPy, Py, T By, Py,

La definicién de f en (4.37) corresponde entonces a la funcién del espacio fase

£ “Vm j 4 AL A
o(f)= = fe WAy, ey,
jlm
Con la condicién (4.37) se tiene que los coeficientes f Tm ;”1 . Son constantes. Esto es facil verlo al

actuar con (D — D) sobre la ecuacién. Lo que resta ahora es encontrar una base (£,4) que permita
determinar un dnico f para una funcién f dada en el espacio fase. Para ello se propone

o= Z Oy agea G g (4.38)
l

Py = Z Cil Ay Ay hngl T QAL7 (439)
l

donde bg‘ 1Ay A, Y Cilp,Ay -4, son funciones complejas de z y p que serdn determinadas parcialmente
por las ecuaciones: X
(D=D)z" =0 , o(a")=10y,=2a", (4.40)
(D—D)p,=0 , o(pu) = coou=Dyu (4.41)
Es necesario invertir las relaciones (4.40) y (4.41) para poder expresar § en términos de x,p,Z y p

como una funcién de matriz valuada. Finalmente, al sustituir §* = ¢4 (z,p,2,p) en (4.10) se tiene
que todos los observables puedan ser expresados en la forma (4.37).

4.2.5. Los conmutadores
Una vez teniendo * y p,,i.e., los coeficientes b;.‘l AyA, Y Cilu,Ay--A,, se calculan las relaciones
de conmutacioén [z#, 2"],[Z*, py| ¥ [Pu,Pv] usando la solucién para & y p. Tenemos que
W@,p) = [F(@5), 9(3,9)
donde f , 0, h v f«, g«, hs« son funciones definidas por:

7(@,9) T S
f(&,p) § o P2 2Py, - Doy

jlm
“Vm N R
Z lm,/n lh’ T ox KT kP, * * Dup s
jlm

y donde f Loy SO constantes.
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4.2.6. Espacio de Finsler

Hay una geometria en donde la estructura matematica es muy parecida a lo que se acaba de
realizar [30], ésta se conoce como: geometria de Finsler. En ésta, los espacios tangente (T'My)
y cotangente (T*My), se estudian por separado, la d hace referencia a la dimensién. La primer
diferencia que se observa tiene que ver con los simbolos de Christoffel

1 R A A 1
rSs; = §QCD(8AQBD +0Bgap — Opgan) + §gCD(fABD — fBpA — fADB), (4.43)

donde fapc = gcp ffB. Aqui la diferencia radica en el segundo término del lado derecho, este
término es incluido para considerar la parte noholonémica con la que también se trabaja. La otra
diferencia es que en el caso presentado en este trabajo, tomamos el valor de la torsion igual a cero.
En el espacio de Finsler la torsién es distinta de cero.

El tensor de curvatura es definido en el espacio de Finsler como sigue

Ripe = aAAFgC - 3BF,€1)C +T3eTBc —TBelac — fisT Be- (4.44)

En este caso también hay un término extra, asociado con la parte noholondémica. Otra diferencia es
la geometria de los espacios tangente y cotangente, en el espacio de Finsler, se toman por separado.
En el espacio tangente (T'M;) se toman en cuenta sélo coordenadas, mientras que en el espacio
cotangente (T*M,) se toman en cuenta coordenadas y momentos. Por lo que los calculos se realizan
dependiendo del sistema a estudiar.

Hay otros espacios donde el producto estrella de Fedosov [31] se ocupa para realizar cdlculos
y que estan en relacién con el espacio de Finsler, son uniones entre un formalismo de mecdnica y
el espacio de Finsler u otras condiciones. Para ésto se tienen que considerar més elementos que le
den todo el soporte matematico necesario para que se cumplan las condiciones necesarias en dichos
espacios.

4.3. Caso de aplicacion: curvatura constante explicito

Para mostrar este caso nos apoyaremos en el espacio tiempo de de Sitter y anti de Sitter, con
lo que los resultados no quedardn de forma abstracta. El sistema fisico serd el més simple: una
particula libre.

4.3.1. El soporte geométrico

Primero se determinara la geometria en la que se trabajard; al considerar dS/AdS, tenemos una
geometria hiperbdlica con curvatura constante. La particula esta confinada en el espacio fase de ésta
variedad y con métrica (Mc, ,,g), que estd incrustada en (R"*+1 ) donde dimMc,, =p+q=n
y 1 es una métrica seudoeuclideana. La incrustacion especifica del hiperboloide es

', =nuatc” =1/C

7n induce una métrica sobre Mc, . llamada g, explicitamente

Guv =N — Cxpy (4.45)
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Tomaremos la convencién canénica para la signatura, donde la direccién positiva representa al
“tiempo” y la negativa al “espacio”. Otra consideracion es el valor de la constante C'; si tomamos
C > 0 la signatura queda de la siguiente forma

n =diag(1,...,1,—-1,...,-1)
—— —— —
p+1 q

donde la parte temporal a adquirido una componente mas, en caso de tomar C' < 0 la signatura
queda con una componente mas en la parte espacial. Las ecuaciones para la incrustacién en este
€aso son

(@)= (@) -z z=1/C , C<0, (4.46)
(@92 + @2~z z=1/C , C>0, (4.47)
donde
z = (z, 2%, 2%).

La ecuacién (4.46) representa al espacio de Sitter (dS), y la ecuacién (4.47) al espacio Anti-de Sitter
(AdS). Diferenciando a*x, = 1/C obtenemos la condicién sobre p,,

2dztx, =0 = 2¥p, = 0.
Las ecuaciones para la incrustacion son
ztz, =1/C , z!p,=0, (4.48)

donde C es una constante real arbitraria.

4.3.2. Conexién del espacio fase

Teniendo una conexién del espacio de configuracién V es sencillo obtener la conexién para el
espacio fase. En nuestro caso, por las condiciones en (4.48) y las condiciones subsecuentes

atdr, =0 , puda” +ztdp, =0. (4.49)
es mas complicado. Tomamos una forma particular como
D ®dat = -TH dz” ® dz?,

esto es ambiguo por la primera condicién de (4.49), para que la ecuacién anterior sea invariante
bajo cambios, tenemos
p o p p
I, = I, +2Pqu + m(#fy),

donde g, y ff son arbitrarios. Entonces necesitamos que las constricciones se preserven por la
conexién
D(z#z,)=0 , D(atp,)=0 , D?*(atz,)=0 , D*(atp,)=0 (4.50)

Las condiciones que I' debe satisfacer son:
1. Libre de torsién

dz°V,(da*) = =Tt dx’dz” = T¥ . =0

[vo]
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2. Preservacion de la métrica
Vo (gudatds”) =0

3. La derivada direccional D, de un vector y covector en cualquier direccién v® es un vector y
covector, respectivamente.

4. Las constricciones en (4.48), (4.49) y

V,(ztdz,) =0 , V,(pudz* +aztdp,) =0 (4.51)
Iy, =Calg,e —2Cx(, (6(’:) — ng)x“) ,

Ry, =-C (5{; — C’x[am“) 9olv

w= (64 — Cata, )y, dz”

4.3.3. Haz de Weyl-Heisenberg

Especificamente para T*Mc,  tenemos la forma simpléctica inducida w de T*R™*1 sobre
T*Mc, ,, siendo
w = audat = (8 — Cat'x,)oy,da”,

las relaciones de conmutacién quedan
[s",8"] =0=[ku, k] , [s" k)] =ih(6}) — Cat'x,).
Como dz# y o, son perpendiculares a x la matriz de contrapartes s* y k, queda

Nuwa!'s” = a'ky, =0 (4.52)

4.3.4. Construccion de la derivada global

Q = (s'ay, — z,dzt) — C(z,8")(suda) + %((pl,s")(sudx”) — (pydz”)u), (4.53)

donde z, :=k, +pu, u =Ny sts” y puxt = sttt =kt = axt = ndetc” = 0.

4.3.5. La base para el algebra de los observables

Especificamente para el caso T M¢, . hacemos el ansatz para los dos operadores &, p
= f(u)z* + h(u)x"

P = 28" 2,9(u) + 2,5 (u)
donde u 1= nu,s*s" y 2, = ku + pu
Requerimos que ambos operadores satisfagan las condiciones (4.40) y (4.41), resolviendo las
ecuaciones diferenciales obtenemos

= (" 4 sM) (4.54)

1
VCu+1’
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b= (—Cz,8"x, + 2,)V/Cu+1—iChni,, (4.55)
donde u = s,s*, y con las condiciones calculadas

o(@h) = bﬁ,o =zt U(ﬁu) = €0,0,u = Pu

z-z=1/C , &-p=p-z—nih=0. (4.56)
Ahora usamos estos resultados para escribir la solucién para & y ]AS para la incrustacién
e, =1/C , a'p, = A,
ya que esto es una transformacién candnica
Pp=pp+CAzy , Ty =1y,

y preserva todas las constricciones excepto z*p, = A, podemos escribir la solucién como

K

Py = by +CAZ, , T =i"

de esta manera

K

@ =it = (a" + s*) (4.57)

1
VCu+t1
]3# =p=(-Czs"z, + z#)\/CTH + C(A —iln)i,, (4.58)

con condiciones calculadas

2>

&=1/C , &-p=p-&—nih=A (4.59)

En la terminologia de teoria de grupos, las dos condiciones arriba mencionadas representan los
invariantes Casimir del dlgebra de observables.

4.3.6. Los conmutadores

[##,2"] = 0, (4.60)
[, pu] = ih(0f — Cit'i,),
[ﬁuvﬁu] = 2277’05%[1/25“]3
junto con las condiciones calculadas
e, =1/C , pua" +nih = A.

Ahora definimos

My = () = Pluiy) = —C2p8 3150 + 2uy) + 2050, (4.61)
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y las relaciones de conmutacién calculadas

[##,2"] = 0, (4.62)
[i.#7MVP:| = h o)y,

[MW’ MPU} =ih (Mrr[unﬂp - Mﬂ[/tnl/}a) )

sujeta a las condiciones

iti, =1/C , My, =—-M,, , 2i"M,, =p,/C— Az, (4.63)

El dlgebra envolvente de estos operadores da el dlgebra de los observables sobre T*Mc¢, , siendo
un elemento general

A fU1-v2 S Al .Y
F (2 00) =7 Friar L SYM (0 i Ny My, in )
lm

donde los coeficientes ;ﬁfjfl”ﬁ’" son constantes.

4.4. Resultados para los espacio-tiempos de Sitter y Anti de
Sitter

Primero se incrusta dS/AdS en un espacio plano cinco dimensional mediante las ecuaciones de
incrustamiento:
LV " —
nwate” =1/C y atp,=A

donde C'y A son algunas constantes reales arbitrarias, y 7 es la métrica plana del incrustamiento.
Para dS n = diag(1,—-1,-1,—1,-1), C < 0y AdS n = diag(1,1,—1,—-1,—1) C > 0.
Obtenemos los resultados exactos por los conmutadores estrella de Fedosov:

[, 2], =0 [2,, My,)s = thapn,, (4.64)

(M, Mpols = ih(Mpum)o — Mo(utv)p)

— _ _ y
los indices van de 0 a 4, M, = [, * py], Ty = NuT”.

Las condiciones para la incrustaciéon z*z,, x*p,, se convierten en los invariantes de Casimir del
algebra en un lenguaje de teoria de grupos. Las siguientes observaciones son importantes:

1. Las M’s generan SO (1,4) y SO (2, 3) para dS y AdS respectivamente.
2. Las M’s y las 2's generan SO (2,4) para ambos dS y AdS.

Estos subgrupos son los grupos de simetria para todas las variedades de dS y AdS respectivamente.
En el caso de particulas de spin 0 el operador M? se convierte en el operador Laplace-Beltrami
V.Vt y &tp, — —ithatV, por lo tanto ¢(x) := (x|¢), entonces:

(2ihCV ,V* — xC —m*)¢(z) =0

donde —ihatV ¢ = A¢. Esta ecuacién, es la ecuacién de onda libre en AdS. Con esto vemos que
se tiene el equivalente a uno de los sistemas mas utilizados en la mecanica cuantica tradicional.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

La mecanica cudntica se desarrollé para enfrentar las incongruencias que habia entre la teoria
clasica y algunos experimentos. Una formulacién de ella se basa en una ecuacién diferencial de
segundo orden la cual se le conoce como ecuacion de Schréodinger, pero poco antes de este formalismo,
se habia trabajado en otro basado en matrices.

Con este formalismo matemdtico (ecuacién de Schrodinger), comienza a conocerse el mundo
microscépico, se descubre una nueva fisica, con lo cual comienzan a entenderse fendémenos que
hasta ese momento no se entendian. Los fundamentos de ésta nueva teoria no se comprenden del
todo.

Esta situacién es la que lleva a algunos fisicos a desarrollar otros formalismos matematicos que
resulten mas naturales en su paso de la teoria cldsica a la cudntica, con lo que, la comprension de ésta
nueva teoria sea mejor. De esta forma llegamos a la cuantizacion por deformacién, un formalismo
que realiza el paso de la mecanica clasica a la cuantica mediante una deformacién del algebra.

La mecanica cuantica trabaja con operadores. Estos no conmutan, por lo que el dlgebra de
la teoria cuantica es no conmutativa. La deformacion del algebra se realiza mediante el producto
estrella, con este se logra la no conmutatividad que es requisito para tener una teoria cudntica,
cuando se toma el limite de i — 0 (ya que éste es el pardmetro de la cuantizacién), recuperamos
la mecanica clasica. El formalismo de cuantizacién por deformacion hace uso extenso del producto
estrella.

Hay distintos productos estrella los cuales son c-equivalentes mediante un operador diferencial.
Entre estos los productos mas conocidos son: el normal, estandar, Moyal y de Fedosov.

En este trabajo se han revisado los sistemas fisicos més estudiados por ambos formalismos:
particula libre, pozo de potencial cuadrado infinito y oscilador arménico simple. En todos los casos el
formalismo por deformacién, recuperé los resultados ya conocidos y obtenidos mediante la ecuacién
de Schrodinger.

En el caso de la particula libre, el formalismo de Schrodinger es méas sencillo que el de la
deformacion y en el caso del oscilador, los distintos resultados son mas sencillos de obtener en el
caso del formalismo de la deformacién.

Una diferencia entre la cuantizacién candnica y la cuantizacién por deformacién en el oscilador
armoénico es que en la primera, para obtener la energia de punto cero y las energias de los distintos
niveles, se resuelve una ecuacién diferencial (dos veces), con distintas condiciones iniciales, en el
caso de la segunda, al obtener la energia del punto cero, se aplica un operador diferencial con el
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que se obtienen las energias para los distintos niveles.

Los sistemas anteriormente descritos tienen asociada un algebra deformada en el formalismo de
cuantizacién por deformacion, esto por el producto estrella.

El producto estrella de Fedosov es el mas general en el caso simpléctico, esto provoca que no
haya una forma establecida para el mismo. Este producto permite analizar situaciones donde el
espacio-fase no es necesariamente R?”, sino una variedad simpléctica en general.

En particular es posible analizar espacios-tiempo con curvatura constante, como de Sitter y anti-
de Sitter mediante este formalismo, como en el caso de aplicacién. En este enfoque, la informacién
sobre la curvatura del espacio-tiempo queda incorporada al realizar la cuantizacién del sistema.

El formalismo de la cuantizacién por deformacién puede ser la alternativa para obtener resulta-
dos en menor tiempo y que se sabe, seran resultados correctos, en concoordancia con la situacién
fisica que gener6 la curiosidad y por ende, el estudio de éste.

En términos generales, el formalismo de la cuantizacién por deformacion no sélo puede ocuparse
en problemas conocidos donde se conozca o analice un sistema fisico mediante la cuantizacién
candnica, si no, que se ocupe en problemas donde, por la ecuacién diferencial que se obtenga,
sea muy complicado obtener un resultado o sea muy tardado, en caso de recurrir a los métodos
numéricos o de simulacién.

Un tema que puede ser desarrollado en este sentido concierne al andlisis del péndulo cudntico. Se
espera obtener en primera instancia los resultados conocidos por la cuantizaciéon candnica y también
obtener otros resultados de relevancia fisica que no se conozcan o sean muy complejos los cédlculos
mediante otro formalismo.

Hay otros espacios donde también el producto estrella es de utilidad. En estos se requiere
tomar en cuenta condiciones noholonémicas para tener resultados correctos, ya que hay distintas
situaciones o escenarios donde se tienen que cumplir con un cierto niimero de restricciones. Ademas
del producto estrella para realizar deformaciones, hay otra forma conocida como g-deformacién
basada en grupos cuanticos deformados. Esto nos indica que es posible encontrar distintas formas
de realizér la deformacion y que el producto estrella no es la tnica forma. La deformacién nos
permite trabajar con las variables x y p de manera simultdnea; ya sea considerandolas variables
candnicas (producto %) u operadores (g-deformacién), con lo que los célculos se simplifican.
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