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Sinodales:
Dr. Eckehard W. Mielke

Dr. Marco Antonio Maceda santamaŕıa
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Resumen

La mecánica cuántica es la teoŕıa mediante la cual se estudia el mundo atómico y subatómico.
El formalismo más conocido para abordar problemas en este contexto es el de la ecuación de
Schrödinger, en el cual se tiene que resolver una ecuación diferencial parcial de segundo orden. En
este trabajo se presenta el formalismo de la cuantización por deformación como una herramienta
alternativa para el estudio de sistemas cuánticos. Para ello se realiza una deformación al álgebra
del espacio fase para obtener la no conmutatividad, (una caracteŕıstica de la mecánica cuántica);
esta deformación se realiza mediante un producto que se le conoce como producto estrella (?).

También en el formalismo presentado aqúı se trabaja con las variables tradicionales en vez de
con operadores y el espacio es el espacio fase, no el espacio de Hilbert. Se muestran los sistemas más
conocidos en ambos formalismos, para que se observe que la cuantización por deformación llega a
los mismos resultados que la mecánica cuántica estandar.

Por último se construye y evalúa el producto estrella de Fedosov, el más general definido en un
espacio fase curvo con estructura simpléctica.
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Caṕıtulo 1

Introducción

A finales del siglo XIX, los f́ısicos pensaban que ya toda la f́ısica estaba hecha, que solamente
hab́ıa que hacer instrumentos más finos para obtener mediciones más precisas, sin embargo, hab́ıa
algunos fenómenos f́ısicos que con la teoŕıa f́ısica de ese momento, no se obteńıan los resultados que
daba el experimento o teńıan algunas complicaciones, uno de ellos era la radiación de cuerpo negro.

En este caso la teoŕıa y el experimento teńıan una discrepancia, la teoŕıa indicaba que la densidad
de enerǵıa aumentaba conforme la frecuencia aumentaba, haciendo que la densidad de enerǵıa
contenida en el cuerpo negro tendiera a infinito. El experimento por otro lado, mostraba que a
partir de un cierto punto la densidad de enerǵıa tend́ıa a cero si la frecuencia segúıa aumentando.
A este comportamiento, se le conoció como catastrofe ultravioleta.

En 1900, Max Planck presentó un trabajo a la sociedad f́ısica de Alemania [1]. En este mostraba
los resultados al estudiar la radiación de cuerpo negro y como se subsanaba la catastrofe ultravioleta.
Se véıa que la enerǵıa asociada a un fotón necesitaba considerarse como una variable discreta, y el
intercambio energético en la radiación de cuerpo negro con el medio, se da en múltiplos de ésta;
esto lo llevó a introducir el concepto de cuanto. Al principio Planck no créıa en los cuantos como
entes f́ısicos reales, sino que, pensaba que era una propiedad del cuerpo calentado.

Años más tarde, en 1905, Albert Einstein publicó un trabajo sobre el efecto fotoeléctrico [2]. Este
fenómeno f́ısico debió de haber desconcertado a los f́ısicos en su momento. El efecto fotoeléctrico
no se presenta siempre, es necesario que el haz luminoso que irradia el material tenga la enerǵıa
suficiente para que se de el fenómeno f́ısico, de lo contrario no se produce. Este fenómeno ayudó al
establecimiento de la idea de cuanto. Unos años después, en 1909, Albert Einstein demostró que
los cuantos son entidades f́ısicas reales y que estos conforman la propiedad discreta del campo de
radiación [3].

Los f́ısicos comenzaron a trabajar con ésta idea y se pudieron explicar otros fenómenos en la
naturaleza. Se llegó aśı a un modelo matemático que se conoció como mecánica matricial, desarro-
llada por Heisenberg, Born y Jordan en 1925 [4]. En 1926 Erwin Schrödinger publicó un trabajo
que se conoció como mecánica ondulatoria [5]; éste modelo se ocupó con mayor frecuencia sobre la
mecánica matricial. Con el tiempo se le conoció como la ecuación de Schrödinger y se convirtió en el
principio fundamental de la mecánica cuántica. Una dificultad con la que se enfrentaban los f́ısicos
era, en qué variable hacer los cálculos, ya que se puede tener la ecuación de Schrödinger tanto en
espacio coordenado como en espacio de momentos, son representacioones equivalentes.

En 1932 Eugene Wigner [6], presentó un método mediante el cual se pod́ıa obtener la proba-
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

bilidad en las variables de posición y momento de manera simultánea. Éste método sirvió para
buscar otro camino mediante el cual se pudiera realizar la cuantización de los sistemas f́ısicos. En
1946 Hilbrand J. Groenewold [7] y posteriormente en 1949 José Enrique Moyal [8], basándose en el
trabajo de Wigner, desarrollaron un método alternativo para obtener los resultados de la mecáni-
ca cuántica. Este formalismo conocido como cuantización por deformación, es independiente del
espacio-timpo utilizado [9].

La cuantización por deformación es un método mediante el cual se lleva el álgebra conmutativa
de la mecánica clásica a un álgebra no conmutativa de la mecánica cuántica; es mediante una
deformación de la estructura algebraica que se obtiene la no conmutatividad en espacio fase [10, 11].
Esta deformación se realiza mediante un producto estrella (?), habiendo varios tipos y pueden ser
equivalentes entre ellos desde la parte formal matemática; algunos resultados pueden variar por una
constante aditiva, que tiene una interpretación f́ısica en el caso de la enerǵıa.

Esto puede provocar cierta incertidumbre al momento de tener que decidir que producto estrella
ocupar, sin embargo, la estructura de cada producto estrella nos da una idea del resultado que
obtendremos, con lo que esto nos ayuda para determinar que producto estrella utilizar.

El producto estrella tiene ciertas ventajas sobre la ecuación de Schrödinger, una de ellas es la
posibilidad de obtener resultados mixtos, esto es, poder ver la posición y el momento de forma
simultánea. Esto no quiere decir que se viole el principio de incertidumbre de Heisenberg (siendo
más correcto llamarlo principio de desigualdad), sino que con la misma función, se puede calcular
la posición y el momento sin necesidad de modificar ésta.

El producto estrella no simplifica todo sistema f́ısico, en algunos casos resulta más facil para la
realización de los cálculos, por lo que se tiene que dicernir en qué momento ocuparlo y cuando no.
Por ello la teoŕıa clásica no debe ser ajena a la teoŕıa cuántica, debe ser una parte de esta; la forma
de recuperar la teoŕıa clásica de cualquier teoŕıa cuántica, es tomando el ĺımite del parámetro ~
que caracteriza la cuantización dentro de una teoŕıa f́ısica, cuando tiende a cero. De esta forma se
puede hablar de que la teoŕıa cuántica que se tiene es válida y los resultados serán equivalentes a
cualquier otra teoŕıa cuántica.

En el caṕıtulo 2 se presentan, de forma sintetizada la cuantización canónica junto con los sistemas
f́ısicos que se han resuelto mediante ésta; y la cuantización por deformación con los mismos sistemas
f́ısicos que en la anterior. También se expone la forma en la que se obtiene la ecuación dependiente
del tiempo en la cuantización por deformación. En el caṕıtulo 3 se presentan los distintos productos
estrella que se ocupan en la cuantización por deformación, comenzando por la forma general de éste
y mostrando los que son más comunes, aśı como la forma de pasar de un producto estrella a otro.
Se mencionan de forma breve los sistemas femiónicos para mostrar que en éstos también se puede
ocupar el producto estrella.

En el caṕıtulo 4 se muestra la construcción del producto estrella más general en variedades
simplécticas: el producto estrella de Fedosov. Se da un ejemplo de la aplicación del algoritmo de
Fedosov. Finalmente en el caṕıtulo 5 se dan las conclusiones a las que se llega y las perspectivas de
posibles trabajos futuros.



Caṕıtulo 2

Tipos de cuantización

La teoŕıa cuántica explica el mundo microscópico y ha sido muy exitósa en predecir y obtener
resultados de distintos sistemas f́ısicos; algunos de estos sistemas son: la part́ıcula libre, distintos
pozos de potencial, el oscilador armonico, y otros más. El modelo matemático más usado es la
ecuación de Schrödinger, sin embargo, existen otros modelos matemáticos útiles para hacer mecánica
cuántica, como son: cuantización por deformación e integrales de trayectoria. Por mencionar algunos.

2.1. Cuantización canónica (Schrödinger)

En 1926 el f́ısico vienes Erwin Schrödinger publicó lo que se convertiŕıa en la ecuación funda-
mental de la mecánica cuántica, la cual posteriormente se le conoció como ecuación de Schrödinger
[5]. Esta ecuación es la base de partida para resolver cualquier problema en el que se quiera o
necesite considerar los efectos cuánticos. Para construir esta ecuación se parte de una ecuación de
onda general [12]

∇2ψ − 1

v2
∂2ψ

∂t2
= 0. (2.1)

Para simplificar los cálculos, se busca una forma de separar las variables espaciales de la temporal,
de manera que se pueda resolver la parte estacionaria y luego incluir la temporal. Para poder realizar
tal separación de variables, se considera una onda monocromática de frecuencia angular ω, de la
forma

ψ(rrr, t) = e−iωtϕ(rrr). (2.2)

Sustitúımos esta expresión en (2.1) y derivando dos veces con respecto al tiempo y factorizando
obtenemos la ecuación de onda estacionaria

∇2ϕ+
ω2

v2
ϕ = 0. (2.3)

Para que esta expresión esté en correspondencia con la teoŕıa cuántica, se recurre al postulado que
Louis de Broglie formuló en 1924 [13], en el cual a cada corpúsculo se le asocia una longitud de
onda dada por

λ =
h

p
=

2π~
p
, (2.4)

3



4 CAPÍTULO 2. TIPOS DE CUANTIZACIÓN

donde p es la magnitud del momento de la part́ıcula.
Luego se introduce la relación v = λν = λω/2π, donde sustituimos λ mediante (2.4), y poste-

riormente sustituyendo en (2.3) obtenemos

∇2ϕ+
p2

~2
ϕ = 0. (2.5)

Con esta ecuación e interpretando a ψ como una amplitud de probabilidad, de forma que

ρ = ψ∗ψ = ϕ∗ϕ, (2.6)

sea una densidad de probabilidad asociada, se tiene la descripción cuántica para problemas esta-
cionarios. Al suponer que la onda es monocromática, el ensemble está caracterizado por una sola
enerǵıa E, de forma que la ecuación (2.5) la podemos expresar en términos de la enerǵıa E ca-
racteŕıstica del ensemble, escribiendo E = p2/2m + V (rrr). Al utilizar esta relación obtenemos la
ecuación estacionaria de Schrödinger.

∇2ϕ+
2m

~2
(E − V )ϕ = 0. (2.7)

Algunos sistemas f́ısicos que se han resuelto mediante la ecuación estacionaria de Schrödinger son:

1. Part́ıcula libre.

2. Pozo de potencial rectángular infinito.

3. Oscilador armónico unidimensional.

4. Átomo de hidrógeno.

Las soluciones de la ecuación de Schrödinger deben ser f́ısicamente admisibles por lo que debe
cumplir con ciertas caracteŕısticas que son las siguientes:

1. ϕ y sus derivadas espaciales deben ser funciones continuas.

2. ϕ debe ser univaluada en todo punto.

3. ϕ debe ser finita en todo punto y de cuadrado integrable.

4. ϕ debe satisfacer las condiciones a la frontera propias del problema.

Bajo estas consideraciones se resuelven los distintos sistemas f́ısicos que se describen a continuación.

2.1.1. Part́ıcula libre

Consideraremos la part́ıcula libre como primer ejemplo, ya que esta no tiene enerǵıa potencial
asociada y la ecuación de Schrödinger se simplifica tomando la forma

d2ϕ

dx2
+

2m

~2
Eϕ = 0, (2.8)

donde el segundo término se asocia a una constante definida por

k2 :=
p2

~2
=

2mE

~2
. (2.9)
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Al sustituir en la ecuación de Schrödinger tenemos

d2ϕ

dx2
+ k2ϕ = 0. (2.10)

La solución general de esta ecuación es

ϕ = Aeikx +Be−ikx, (2.11)

siendo k la ráız cuadrada de la ecuación (2.9). Las constantes A y B pueden depender de k, esta
dependencia es con respecto a los valores iniciales que se ocupen para la solución particular; aparte
de éstas, es necesario conocer las condiciones del problema en cuestión. Con ayuda de la ecuación
(2.2) obtenemos la solución completa, incluida la parte temporal

ψ(x, t) = Ae−i(ωt−kx) +Be−i(ωt+kx). (2.12)

El primer término del miembro derecho representa una onda plana que se propaga hacia la derecha
con velocidad de fase vf = ω/k; la onda del segundo término se propaga hacia la izquierda con la
misma velocidad de fase. Seleccionando las part́ıculas que se mueven hacia la derecha, la constante
B debe ser nula, obteniendo la función de onda

ψ(x, t) = Ae−iωt+ikx. (2.13)

2.1.2. Pozo de potencial cuadrado infinito

El potencial de pozo cuadrado infinito es otro ejemplo que se resuelve con esta teoŕıa. Para este
caso, supondremos que tenemos una enerǵıa potencial infinita, lo que confina a la part́ıcula a una
región del espacio. Este potencial se escribe como

V (x) =

 ∞ x < 0 ó x > a,

0 0 < x < a.
(2.14)

La ecuación de Schrödinger queda entonces como

ϕ′′ +
2m

~2
(E − V )ϕ = 0. (2.15)

Ya que el potencial V que estamos considerando tiene dos valores, y en el caso infinito la part́ıcula no
tendŕıa movimiento, se considera primero únicamente la región acotada por este, donde el potencial
es cero. De la discusión de part́ıcula libre sabemos que la solución general es

ϕ = A sen(kx) +B cos(kx) 0 ≤ x ≤ a. (2.16)

Es necesario que la función sea continua en todo el espacio, por este motivo, se busca que en la
frontera el valor de la solución dentro y fuera del intervalo sea el mismo; evaluando en cada ĺımite
y pidiendo que el valor de la solución sea cero, tenemos

ϕ(0) = B = 0 , ϕ(a) = A sen(ka) = 0. (2.17)
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De la última ecuación sabemos que A no puede ser cero, de lo contrario la función se anulaŕıa en
todos lados y por lo tanto no habŕıa part́ıcula. Se necesita entonces que sen(ka) = 0, con esto se
llega a que los valores de k deben ser de la forma

k =
nπ

a
, n = 1, 2, 3 . . . . (2.18)

El valor cero para n se excluye ya que al sustituirlo en la función seno ésta se hace cero lo que
indicaŕıa que no hay part́ıcula. Al sustituir el resultado para k en la ecuación (2.9) obtenemos los
eigenvalores para la enerǵıa

En =
π2~2

2ma2
n2. (2.19)

Las eigenfunciones quedan como

ϕn = An sen
πn

a
x. (2.20)

Ahora se busca el valor de la constante de normalización para tener la función completa mediante
la condición de normalización ∫ ∞

−∞
|ϕn|2 dx = 1. (2.21)

Sustituyendo la función (2.20) y poniendo los ĺımites que nos interesan obtenemos

|An|2
∫ a

0

sen2 nπ

a
x dx =

1

2
a|An|2 = 1. (2.22)

Despejando An tenemos

|An| =
√

2

a
. (2.23)

De esta forma la función para el estado n dentro del pozo está dada por

ϕn =

√
2

a
sen

nπ

a
x , con An ∈ R. (2.24)

2.1.3. Oscilador armónico simple unidimensional

Otro ejemplo es el potencial de oscilador armónico simple unidimensional, en este el potencial
V que tenemos es

V (x) =
1

2
mω2x2, (2.25)

obteniendo la siguiente ecuación

− ~2

2m

d2ψ

dx2
+

1

2
mω2x2ψ = Eψ. (2.26)

Para poder resolver la ecuación de forma más sencilla, se lleva a una forma canónica, esto se hace
al adimensionalisar la ecuación; al tener una ecuación homogénea, no es necesario introducir una
función de onda adimensional. Escribimos lo siguiente

x := α0ξ (2.27)
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siendo α0 una constante por fijar con dimensión de longitud y ξ es una variable adimensional.
Sustituyendo en (2.26) y multiplicando toda la ecuación por 2mα2

0/~2, obtenemos

−d
2ψ

dξ2
+
m2α4

0ω
2

~2
ξ2ψ =

2m

~2
α2
0Eψ. (2.28)

Para simplificar más la expresión y no estar arrastrando constantes, imponemos que el coeficiente
de ξ2ψ sea igual a 1, con esto el valor de α0 es tal que

α2
0 =

~
mω

. (2.29)

Por último, tomamos como variable adimensional energética a

ε :=
2m

~2
α2
0E =

2E

~ω
(2.30)

Al sustitúır estas nuevas variables en la ecuación (2.26) obtenemos la siguiente ecuación de eigen-
valores

−ψ′′ + ξ2ψ = εψ. (2.31)

Para resolver la ecuación (2.31) estudiamos primero el comportamiento de la solución en el infinito.
Cuando ξ →∞, podemos aproximar esta ecuación con

ψ′′∞ − ξ2ψ∞ = 0, (2.32)

en donde ψ∞ representa la solución asintótica en el infinito. La solución de esta ecuación la propo-
nemos de la forma

ψ∞ = eaξ
2

, (2.33)

y puesto que
ψ′′∞ = 2aψ∞ + 4a2ξ2ψ∞ ≈ 4a2ξ2ψ∞ (ξ →∞), (2.34)

si ponemos 4a2 = 1 podemos satisfacer la ecuación asintótica; en consecuencia a = ± 1
2 y tendremos

como solución asintótica general

ψ∞ = Aeξ
2/2 +Be−ξ

2/2. (2.35)

Imponemos ahora la condición ψ → 0 cuando |ξ| → ∞; esto demanda tomar A = 0 en la expresión
anterior. La solución f́ısicamente aceptable de (2.31) podemos escribirla en la forma

ψ = e−ξ
2/2u(ξ), (2.36)

en donde u(ξ) debe ser un polinomio en ξ, puesto que el comportamiento asintótico de ψ está
correctamente dado por el factor exponencial. Al sustituir (2.36) en (2.31) y simplificar, se obtiene
la ecuación diferencial que determina la función u(ξ)

u′′ − 2ξu′ + (ε− 1)u = 0. (2.37)

Se encuentra que existen soluciones polinomiales (y, por lo tanto, regulares) si y sólo si el parámetro
ε− 1 es un número entero par

ε− 1 = 2n, n = 0, 1, 2 . . . . (2.38)
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En este caso la ecuación se reduce a la llamada ecuación de Hermite

H ′′n − 2ξH ′n + 2nHn = 0, (2.39)

cuyas soluciones son los polinomios de Hermite

u = Hn(ξ). (2.40)

Por lo tanto, las eigenfunciones del oscilador armónico simple unidimensional son

ψn = Cne
−ξ2/2Hn(ξ), (2.41)

en donde Hn es el polinomio de Hermite de orden n y Cn es la constante de normalización, que
determinaremos más adelante. Los eigenvalores de la enerǵıa los obtenemos despejando ε de la
ecuación (2.38) y usando (2.30); queda entonces

E = ~ω
(
n+

1

2

)
. (2.42)

Determinaremos ahora la constante de normalización. El cálculo se puede simplificar considera-
blemente haciendo uso efectivo de las propiedades de los polinomios de Hermite; para el presente
cálculo será especialmente útil la fórmula de Rodrigues

Hn(ξ) = (−1)neξ
2 dne−ξ

2

dξn
. (2.43)

La condición de normalización se escribe, usando la ecuación (2.41), como∫ ∞
−∞

ψ∗nψn dx = 1 = α0

∫ ∞
−∞

ψ∗n(ξ)ψn(ξ) dξ = α0|Cn|2
∫ ∞
−∞

e−ξ
2

H2
n(ξ) dξ. (2.44)

Introducimos en esta expresión la ecuación (2.43) para eliminar un factor Hn, de modo que

α0|Cn|2(−1)n
∫ ∞
−∞

Hn(ξ)
dne−ξ

2

dξn
dξ = 1. (2.45)

Al integrar por partes n veces sucesivas, y notando que todos los términos integrados son nulos en
las fronteras |ξ| =∞, se obtiene

α0|Cn|2
∫ ∞
−∞

e−ξ
2 dnHn(ξ)

dξn
dξ = 1. (2.46)

Para calcular el lado izquierdo de esta condición, hacemos primero las derivadas indicadas en la
ecuación (2.43). Esto nos lleva a la siguiente expresión expĺıcita para los polinomios de Hermite

Hn(ξ) = (2ξ)n − n(n− 1)

1!
(2ξ)n−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2!
(2ξ)n−4 − . . . , (2.47)

de la cual se sigue inmediatamente que

dnHn(ξ)

dξn
= 2nn!. (2.48)
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Si ahora sustituimos en la condición de normalización y calculamos la integral que queda, que es
inmediata, obtenemos

α0|Cn|22nn!

∫ ∞
−∞

e−ξ
2

dξ = α0|Cn|22nn!
√
π = 1. (2.49)

Luego, si Cn se toma como real y positiva, su valor es

Cn = (
√
πα02nn!)−1/2. (2.50)

Sustituyendo este resultado en la ecuación (2.41), obtenemos finalmente

ψn(ξ) = (
√
πα02nn!)−1/2e−ξ

2/2Hn(ξ), (2.51)

quedando determinadas completamente las funciones de onda del oscilador armónico unidimensio-
nal.

2.2. Cuantización por deformación (Weyl-Wigner-Moyal)

En la mecánica cuántica estandar, la función de densidad probabiĺıstica ρ(x) es dada por el
cuadrado de la función de onda ρ(x) = |ψ(x)|2. Esta cantidad se encuentra en función de la posición
x o bien del momento p, no puede ser función de las dos variables simultáneamente. Sin embargo, la
cuantización por deformación es un formalismo que se desarrolló al tratar de obtener correcciones
cuánticas en la mecánica estad́ıstica clásica, trabajo que realizó Wigner en 1932 [6].

La función introducida por Wigner en dicho trabajo (W (x, p)), tiene la cualidad de poder repre-
sentar la distribución probabiĺıstica en función de las dos variables (x,p) de forma simultánea. En
la mecánica estad́ıstica se tiene un factor, que se conoce como factor de Boltzmann, que contiene
la enerǵıa expresada en función de x y p, por lo que no es de extrañar que la función de Wigner
tenga esta propiedad. Esta función tiene un detalle particular, no es positiva en todo el espacio
fase por lo que no se puede hablar de una probabilidad tal cual, en vez de esto, se le llama una
cuasi-probabilidad.

Por el principio de incertidumbre de Heisenberg se tienen ciertas constricciones en la teoŕıa
cuántica, mismas que se tienen en la cuantización por deformación. La mecánica cuántica estándar
trabaja en un espacio de operadores, por lo que se tiene que ir y venir de éste espacio al espacio
fase. La cuantización por deformación no tiene este ir y venir, los cálculos se realizan en el espacio
fase directamente, lo que puede simplificar la interpretación de los resultados. El espacio fase de
la cuantización por deformación es el mismo que el de la mecánica clásica, esto es por el hecho de
estar ocupando las variables de posición x y momento p clásicas, en lugar de operadores.

La función de Wigner se define como [14]

W (x, p) :=
1

h

∫
e−ipy/~ψ(x+ y/2)ψ∗(x− y/2) dy, (2.52)

y su evolución está dada por

i~
∂W

∂t
= [H,W ]?. (2.53)

Donde
[H,W ]? := H ?W −W ?H.
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La estrella ?, hace referencia al producto estrella, que más adelante se explicará en detalle su
aplicación.

En el caso del estado estacionario

∂W

∂t
= 0→ [H,W ]? = 0. (2.54)

Para que W describa una enerǵıa de un eigenestado con eigenvalor E se debe cumplir

H ?W = W ?H = EW. (2.55)

Esta ecuación dinámica simple nos permite resolver para la función de Wigner, y determinar aśı los
estados estacionarios del sistema. Resolviendo la ecuación anterior, podemos obtener un resultado
más general que solo uno de interes f́ısico, esto es, el resolver la ecuación anterior implica encontrar
la función de Wigner, y como ésta no es positiva en todo el espacio fase, es por lo que se obtiene
un resultado más general. Imponemos adicionalmente la condición

W ?W =
W

h
, W ∗ = W. (2.56)

Ésta es importante para encontrar las soluciones correctas. La primera condición indica que W es
una proyección en la forma usual del operador de densidad. Más generamentel, el requisito es

Wi ? Wj =
δij
h
Wj , (2.57)

en el caso de una variable discreta, y

Wα ? Wβ =
1

h
δ(α− β)Wβ , (2.58)

para una variable continua. La normalización de la función de Wigner W es sobre todo el espacio
fase y por lo tanto debe ser igual a 1 ∫

W (x, p) dp dx = 1. (2.59)

Ya que la normalización no puede ser diferente de uno, si se considera todo el espacio fase, esto nos
lleva a

W ∗ = W, (2.60)

que es la segunda condición que imponemos. A continuación discutiremos la aplicación de estas
ideas para los sistemas f́ısicos mencionados anteriormente.

2.2.1. Part́ıcula libre

En esta sección discutimos una part́ıcula libre [14], con 2m = 1 por lo que el Hamiltoniano
queda como H = p2. La ecuación (2.55) es la ecuación general de ?-eigenvalor, con el hamiltoniano
dado se tiene

p2 ?M W = EW,
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realizamos una aproximación ocupando la fórmula de Taylor y obtenemos

(p− i~
2
∂x)2W = EW. (2.61)

Tomamos ~ = 1, de modo que la parte imaginaria de la ecuación es

p∂xW = 0, (2.62)

mientras que la parte real es (
p2 − 1

4
∂2x

)
W = EW. (2.63)

El factor p en (2.62) es muy importante, podemos concluir que si p 6= 0, ∂xW = 0, pero no se
puede afirmar lo mismo si p = 0. Proponemos el siguiente ansatz

W (x, p) = f(p) + δ(p)g(x). (2.64)

Sustituyendo en (2.63) encontramos

(p2 − E)f(p)− δ(p)
(
E +

1

4
∂2x

)
g(x) = 0. (2.65)

Considerando p = 0 obtenemos

g(x) = b exp(2i
√
Ex) + b∗ exp(−2i

√
Ex), (2.66)

cuando pedimos que W = W ∗. Entonces (2.65) se reduce a (p2 − E)f(p) = 0, resolviéndose con

f(p) = a+δ(p−
√
E) + a−δ(p+

√
E), (2.67)

con a± constantes reales arbitrarias. Los términos en (2.67) corresponden a ondas planas de mo-
mento ±

√
E, como se puede verificar al resolver

p ? W = W ? p =
√
EW. (2.68)

La expresión

W = a+δ(p−
√
E) + a−δ(p+

√
E), (2.69)

es la función de Wigner para los estados mezclados de dos estados propios de momento. Los términos
de (2.66) son necesarios para una coherente superposición de los dos estados propios de momento,
y representan interferencia entre ellos. Estos son necesarios para que la función de Wigner pueda
considerarse como una función de oscilador armónico simple dentro de un ĺımite de periodo muy
largo, o un ĺımite muy ancho de una part́ıcula en un pozo de potencial infinito. El resultado general
es

W = δ(p)
(
b exp(2i

√
Ex) + b∗ exp(−2i

√
Ex)

)
+ a+δ(p−

√
E) + a−δ(p+

√
E). (2.70)

Para restringir la función de Wigner a un estado puro, se impone la condición

W ?W ∝ δ(0)W, (2.71)
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válida para la función de Wigner correspondiente con el estado puro no normalizable. Encontramos
aśı

W ?W = δ(0)
(

(a2+ + |b|2)δ(p−
√
E) + (a2− + |b|2)δ(p+

√
E)

+(a+ + a−)δ(p)[bexp(2i
√
Ex) + b∗exp(−2i

√
Ex)]

)
.

(2.72)

El cálculo es sencillo, excepto cuando tenemos que interpretar δ(p+
√
E)δ(p+

√
E) como δ(0)δ(p+√

E) e.g. cuando se tienen resultados de distribuciones equivalentes (i.e. alguna integración). Simi-
larmente, si asumimos E > 0, ponemos δ(p+

√
E)δ(p−

√
E) igual a cero. En (2.71), este resultado

lleva a las constricciones
|b|2 = a+a− ⇒ b =

√
a+a−e

iφ, φ ∈ <, (2.73)

donde φ es una fase sin especificar.
La solución general de estado puro para la ecuación de ?-genvalores propio de la part́ıcula libre

(2.61) es entonces

W = a+δ(p−
√
E) + a−δ(p+

√
E) + 2

√
a+a−δ(p) cos(2

√
Ex+ φ) (2.74)

Por otro lado, calculando

W [ψ] :=
1

2π

∫
dye−ipyψ∗

(
x− y

2

)
ψ
(
x+

y

2

)
(2.75)

donde ~ = 1, con la función de onda del estado puro

ψ(x) = α+e
i
√
Ex + α−e

−i
√
Ex (2.76)

obtenemos

W [ψ] = |α+|2δ(p−
√
E) + |α−|2δ(p+

√
E) + δ(p)

(
α∗+α−e

−2i
√
Ex + α+α

∗
−e

2i
√
Ex
)
. (2.77)

Comparando (2.77) con (2.74) se llega a una correspondencia uno a uno, dada por las relaciones

α± =
√
a±e

iφ± , φ− φ+ + φ− = 0. (2.78)

Como se esperaba, solamente la fase relativa φ+ − φ− de (2.76) es relevante para la función de
Wigner.

2.2.2. Pozo de potencial cuadrado infinito

Otro ejemplo es cuando se toma un potencial, en este caso el más sencillo es el de pozo cuadrado
infinito [14, 15]. Para ello se considera V = e−2α(x+1)+e2α(x−1), donde α es una constante arbitraria
y la región considerada es x ∈ [−1, 1]; en el ĺımite α→∞ se obtiene el pozo de potencial cuadrado
infinito. El Hamiltoniano queda

Hα = p2 + e−2α(x+1) + e2α(x−1). (2.79)

La ecuación de ?-eigenvalor se escribe como

Hα ? W (x, p) =

[
(p− i

2
∂x)2 + 2e−2αcosh[2α(x+

i

2
∂p)]

]
W (x, p) = EW (x, p). (2.80)
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Aqúı ocupamos la fórmula de Taylor en la forma exp(a∂x)h(x) = h(x + a), y el potencial se
reacomoda obteniendo la función cosh(x).

Separando las partes imaginaria y real de esta ecuación obtenemos

∂xW (x, p) = − ie
−2α

p
[W (x, p+ iα)−W (x, p− iα)]senh(2αx), (2.81)

y (
p2 − E − 1

4
∂2x

)
W (x, p) + e−2α[W (x, p+ iα) +W (x, p− iα)]cosh(2αx) = 0. (2.82)

Las dos ecuaciones anteriores se combinan ahora para obtener una única ecuación; a la primera
ecuación se le saca la segunda derivada con respecto a x y se sustituye en el primer término de la
segunda ecuación, se realizan las simplificaciones que se puedan realizar, obteniendo al final

0 = (p2 − E)W (x, p) + e−4α

4p cosh2(2αx)
[
W (x,p+2iα)−W (x,p)

p+iα − W (x,p)−W (x,p−2iα)
p−iα

]
− iαe−2α

2p cosh(2αx)[W (x, p+ iα)−W (x, p− iα)]− e−2αcosh(2αx)[W (x, p+ iα) +W (x, p− iα)].

(2.83)
Esta ecuación no involucra derivadas sólo las cantidades

W (x, p± iα), W (x, p± 2iα), (2.84)

aśı como W (x, p). Deseamos eliminar estas en favor de las derivadas ∂nxW , n = 1, 2, 3, 4. Para hacer
esto, son necesarias las relaciones siguientes

∂3xW (x, p) = 4(p2 − E)∂xW (x, p) + 2αe−2αsenh(2αx)[W (x, p+ iα)

+W (x, p− iα)]− 4ie−4αcosh(2αx)senh(2αx)

×
[
W (x, p+ 2iα)−W (x, p)

p+ iα
+
W (x, p)−W (x, p− 2iα)

p− iα

]
, (2.85)

y

∂4xW (x, p) = 4(p2 − E)∂2xW (x, p)

+16α2e−2αcosh(2αx)[W (x, p+ iα) +W (x, p− iα)]

+16iαe−4αsenh2(2αx)

×
[
W (x, p+ 2iα)−W (x, p)

p+ iα
+
W (x, p)−W (x, p− 2iα)

p− iα

]
+e−2αcosh(2αx)[[4(p+ iα)2 − E]W (x, p+ iα)

−e−2αcosh(2αx)[W (x, p+ 2iα) +W (x, p)]

+[4(p− iα)2 − E]W (x, p− iα)

−e−2αcosh(2αx)[W (x, p) +W (x, p− 2iα)]]. (2.86)

La ecuación resultante es bastante complicada, por lo que no se escribe, sin embargo, tenemos un
ĺımite bien definido cuando α→∞, para x ∈ [−1, 1], obteniendo en este caso

1

16
∂4xW (x, p) +

1

2
(p2 + E)∂2xW (x, p) + (p4 − 2Ep+ E2)W (x, p) = 0. (2.87)
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Śı calculamos la función de Wigner con la ecuación de onda de Schrödinger siguiente

ψ(x) = θ(−x+ 1)θ(x+ 1)cos(
√
Ex), (2.88)

donde

E =
n2π2

4
, (2.89)

y θ es la función escalón, obtenemos

W (ψ) = θ(−x+ 1)θ(x+ 1)W̄ , (2.90)

con

W̄ (x, p) =
sen[(2p+ nπ)(1− |x|)]

2p+ nπ
+
sen[(2p− nπ)(1− |x|)]

2p− nπ
+
cos(nπx)sen[2p(1− |x|)]

p
, (2.91)

o su equivalente

W̄ (x, p) =
sen[2(p+

√
E)(1− |x|)]

2(p+
√
E)

+
sen[2(p−

√
E)(1− |x|)]

2(p−
√
E)

+
cos(
√
Ex)sen[2p(1− |x|)]

p
. (2.92)

W̄ satisface la nueva ecuación (2.87) como puede verificarse mediante un cálculo directo.

2.2.3. Oscilador armónico simple unidimensional

Ahora veremos el caso del oscilador armónico simple unidimensional [16]. En términos de ope-
radores en un espacio de Hilbert, el Hamiltoniano es

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2

2
x̂2. (2.93)

La función de onda utilizada es la del estado base para el oscilador armónico [12]

ψ0(x) =
1

4
√
π
√
a
e−x

2/(2a2), (2.94)

donde a2 := ~/(mω). Empleando la ecuación (2.52) y la ecuación (2.94), obtenemos la correspon-
diente función de Wigner

W0(x− b, p) =
1

h

∫
e−ipy/~ψ0(x− b+ y/2)ψ∗0(x− b− y/2)dy

=
1

h

∫
e−ipy/~

1

π1/4a1/2
e−(x−b+y/2)

2/2a2 1

π1/4a1/2
e−(x−b−y/2)

2/2a2dy

=
e(−2x

2+4xb−2b2)/2a2

hπ1/2a

∫
e−(ipy/~+y

2/4a2)dy

=
e−(x−b)

2/a2

hπ1/2a

√
4a2πei

2p2a2/~2

=
2

h
exp

(
−a

2p2

~2
− (x− b)2

a2

)
(2.95)
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tomamos a la constante b como nula con lo que obtenemos

W0(x, p) =
2

h
exp(−a2p2/~2 − x2/a2). (2.96)

El valor de expectación de Ĥ para el estado base, lo obtenemos al realizar la siguiente integración
de la función de Wigner con el Hamiltoniano H escrito en términos de las variables (x, p) del espacio
fase, obteniendo

〈H〉 =

∫∫
W0(x, p)

(
p2

2m
+
mω2x2

2

)
dx dp =

~ω
2
. (2.97)

2.3. Dependencia temporal

Cuando el sistema considera al tiempo como otra variable de la cual depende, es posible deducir
una ecuación diferencial que gobierna la evolución del sistema f́ısico bajo estudio. Esta ecuación se
obtiene al tomar la derivada con respecto al tiempo de la función de Wigner, obteniendo

∂W

∂t
=

1

h

∫
e−ipy/~

[
∂ψ∗(x− y/2)

∂t
ψ(x+ y/2) +

∂ψ(x+ y/2)

∂t
ψ∗(x− y/2)

]
dy. (2.98)

Las derivadas parciales del lado derecho en esta relación se pueden expresar mediante el uso de la
ecuación de Schrödinger

∂ψ(x, t)

∂t
= − ~

2im

∂2ψ(x, t)

∂x2
+

1

i~
V (x)ψ(x, t). (2.99)

Ocupamos entonces la ecuación (2.99) para reescribir (2.98), obteniendo

∂W

∂t
=

1

h

∫
e−ipy/~

[(
~

2im

∂2ψ∗(x− y/2)

∂x2
− 1

i~
V (x− y/2)ψ∗(x− y/2)

)
ψ(x+ y/2)

+

(
− ~

2im

∂2ψ(x+ y/2)

∂x2
+

1

i~
V (x+ y/2)ψ(x+ y/2)

)
ψ∗(x− y/2)

]
dy

=
1

h

∫
e−ipy/~

[(
~

2im

∂2ψ∗(x− y/2)

∂x2
ψ(x+ y/2)− ~

2im

∂2ψ(x+ y/2)

∂x2
ψ∗(x− y/2)

)
+

(
− 1

i~
V (x− y/2)ψ∗(x− y/2)ψ(x+ y/2) +

1

i~
V (x+ y/2)ψ(x+ y/2)ψ∗(x− y/2)

)]
dy

=
1

h

∫
e−ipy/~

(
h

4iπm

[
∂2ψ∗(x− y/2)

∂x2
ψ(x+ y/2)− ∂2ψ(x+ y/2)

∂x2
ψ∗(x− y/2)

]
+

2π

ih
[V (x+ y/2)− V (x− y/2)]ψ∗(x− y/2)ψ(x+ y/2)

)
dy

(2.100)

donde se ocupó ~ = h/2π, llegando a

∂W

∂t
=
∂WT

∂t
+
∂WV

∂t
, (2.101)



16 CAPÍTULO 2. TIPOS DE CUANTIZACIÓN

donde

∂WT

∂t
=

1

4πim

∫
e−ipy/~

[
∂2ψ∗(x− y/2)

∂x2
ψ(x+ y/2)− ψ∗(x− y/2)

∂2ψ(x+ y/2)

∂x2

]
dy,

∂WV

∂t
=

2π

ih2

∫
e−ipy/~[V (x+ y/2)− V (x− y/2)]ψ∗(x− y/2)ψ(x+ y/2) dy. (2.102)

El sub́ındice T indica la parte de la enerǵıa cinética y el sub́ındice V , la parte de la enerǵıa potencial.
Se simplificarán estas ecuaciones para que su comprensión sea mejor. Comenzamos con la primera
ecuación de las dos anteriores.∫

e−ipy/~
∂2ψ∗(x− y/2)

∂x2
ψ(x+ y/2)dy = −2

∫
e−ipy/~

∂2ψ∗(x− y/2)

∂y∂x
ψ(x+ y/2)dy, (2.103)

integrando por partes se obtiene

−2ip

~

∫
e−ipy/~

∂ψ∗(x− y/2)

∂x
ψ(x+ y/2)dy +

∫
e−ipy/~

∂ψ∗(x− y/2)

∂x

∂ψ(x+ y/2)

∂x
dy. (2.104)

Haciendo lo análogo con el segundo término de la primera ecuación de (2.101) y sustituyendo,
obtenemos

∂WT

∂t = 1
4πim

( ∫ −2ip
~ e−ipy/~ψ(x+y/2)

ψ∗(x−y/2)
∂x dy+

∫
e−ipy/~

∂ψ(x+y/2)
∂x

∂ψ∗(x−y/2)
∂x dy

−
∫

2ip
~ e
−ipy/~ψ∗(x− y/2)∂ψ(x+y/2)∂x dy −

∫
e−ipy/~ ∂ψ

∗(x−y/2)
∂x

∂ψ(x+y/2)
∂x dy

)
=

1

4πim

∫
−2ip

~
e−ipy/~

[
ψ(x+ y/2)

∂ψ∗(x− y/2)

∂x
+ ψ∗(x− y/2)

∂ψ(x+ y/2)

∂x

]
dy

=
1

4πim

∫
−4πip

h
e−ipy/~

∂

∂x
(ψ(x+ y/2)ψ∗(x− y/2))dy

= − p

m

∂

∂x

1

h

∫
e−ipy/~ψ(x+ y/2)ψ∗(x− y/2)dy, (2.105)

llegando a
∂WT

∂t
= − p

m

∂W (x, p)

∂x
. (2.106)

Ahora nos ocupamos de la segunda ecuación de (2.101). En esta, asumimos que el potencial V (x)
se puede expandir en una serie de potencias en x

V (x+ y/2)− V (x− y/2) =
∑
n

1
n!
∂nV (x)
∂xn

[(
− 1

2y
)2 − ( 12y)2]

=
∑
s=0

1
(2s+1)!

(
1
2

)2s ∂2s+1V (x)
∂x2s+1 y2s+1.

(2.107)

Sustituyendo en la segunda ecuación de (2.101)

∂WV

∂t
=

2π

ih2

∫
e−ipy/~

∑
s=0

1

(2s+ 1)!

(
1

2

)2s
∂2s+1V (x)

∂x2s+1
y2s+1ψ∗(x− y/2)ψ(x+ y/2)dy (2.108)
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llegamos a

∂WV

∂t
=
∑
s=0

(−~2)s
1

(2s+ 1)!

(
1

2

)2s
∂2s+1V (x)

∂x2s+1
×
(
∂

∂p

)2s+1

W (x, p). (2.109)

Estas ecuaciones son las relaciones básicas para estudiar la evolución temporal de un sistema en
general.
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Caṕıtulo 3

Producto estrella

El producto estrella denotado por ?, es el que genera la deformación del álgebra de las variables
(x, p) sobre el espacio fase conmutativa de la mecánica clásica, y la lleva a un álgebra de las variables
(x, p) no conmutativa, propia de la mecánica cuántica [17]. Una forma de representar el producto
estrella es mediante una función exponencial, cuyo argumento se compone de una constante y
derivadas parciales, hay otras representaciones que no se tratarán en este trabajo. La constante se
asocia con ~, que es la constante de Planck y la que caracteriza la cuantización del sistema bajo
estudio. En general ~ solo es un parámetro asociado a la cuantización del sistema; no necesariamente
es pequeño. Las derivadas parciales contenidas en el argumento de la exponencial, actúan de forma
direccional; es decir, actúan solamente en la función de la izquierda o de la derecha, pero no sobre
las dos.

3.1. Producto estrella general

El producto estrella se obtiene al realizar el mapeo de Wigner W [18], y posteriormente, el mapeo
inverso. Para empezar, se considera una variedad simpléctica con una función compleja suave. Este
mapeo busca ir de un espacio de funciones con variables clásicas F = {f(−→x ,−→p )}, a un espacio de
funciones con operadores F̂ = {f(x̂, p̂)}; la forma de realizarlo es la siguiente: se define primero

Wf (x̂, p̂) :=

∫
f̃(k, q)ei(kx̂+qp̂)dkdq. (3.1)

La función f̃ es la transformada de Fourier de f . Esta operación, se aplica a dos funciones f y g de
las variables clásicas (−→x ,−→p ), luego se realiza el producto de los mapeos Wf (x̂, p̂) y Wg(x̂, p̂) y se
aplica el mapeo inverso. La operación final resultante se define como

f ? g := W−1(W (f)W (g)). (3.2)

Esta operación produce un producto asociativo no conmutativo de dos funciones f y g en el espacio
fase para las coordenadas espaciales y de momento; en el caso más simple, producto estrella de
Moyal, los conmutadores son por definición

[xµ, pν ]? = i~δµν , [xµ, xν ]? = 0 = [pµ, pν ]?,

19
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donde

f ? g = fexp

[
i~
2

( ←−
∂

∂xµ

−→
∂

∂pµ
−
←−
∂

∂pµ

−→
∂

∂xµ

)]
g.

En esta expresión
←−
∂
∂xµ actúa sobre la función a la izquierda y

−→
∂
∂xµ sobre la función a la derecha de

la exponencial.

De manera general tenemos

f ? g = fexp[
←→
P ]g,

←→
P :=

←−
∂ A

i~
2
ωAB
−→
∂ B (3.3)

donde
←→
P es el corchete de Poisson y ∂A es la conección (plana) del espacio fase libre de torsión

(∂ ⊗ ω = 0). El producto estrella debe cumplir ciertas condiciones [19]:

1.

f ? g = fg + (i~)C1(f, g) +O(~2) =

∞∑
n=0

(i~)nCn(f, g),

2. ∑
j+k=n

Cj(Ck(f, g), h) =
∑

j+k=n

Cj(f, Ck(g, h)),

3.

C0(f, g) = fg,

4.

C1(f, g)− C1(g, f) = {f, g}i~.

La primera condición dice que lo podemos representar como una serie infinita de potencias en
el parámetro ~, la segunda condición, garantiza la asociatividad, la tercera, en el ĺımite ~ → 0,
recupera el producto conmutativo usual. La cuarta tiene dos aspectos asociados: el matemático y
el f́ısico. El matemático es el nuevo producto que da el corchete de Poisson, mientras que el f́ısico,
la conección entre la dinámica clásica y cuántica.

Un ejemplo ilustrativo de producto estrella es el producto estándar.

f ?S g = fexp

[
i~
←−
∂

∂xµ

−→
∂

∂pµ

]
g. (3.4)

Esta forma se debe a que el mapeo de cuantización de Weyl W , en un espaciotiempo plano
(−→x → (x, y, z, ct)), corresponde a un ordenamiento simétrico en la cuantización, y al cambiar
el ordenamiento, cambia el resultado [?]. El ordenamiento se realiza mediante una forma cuadrática

λ(ξ, η) =
~
4

(αη2 + βξ2 + 2iγξη)

Tomando distintos valores de las constantes (α, β, γ), se optienen distintos ordenamientos [19].
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3.2. Producto estrella normal

Un producto estrella generalmente utilizado es el producto estrella normal que está definido
como

f ?N g = fe~
←−
∂a
−→
∂ag. (3.5)

donde las variables a y a son holomórficas. Como ejemplo de la aplicación de este producto estrella,
se resolverá el oscilador armónico simple unidimensional. El hamiltoniano en variables canónicas
(q, p) es en este caso

H(q, p) =
p2

2m
+
mω2

2
q2. (3.6)

Tomando las variables holomórficas como

a :=

√
mω

2

(
q + i

p

mω

)
, a :=

√
mω

2

(
q − i p

mω

)
, (3.7)

y sustituyendo en el hamiltoniano obtenemos

H = ωaa. (3.8)

Una vez que se cuenta con el hamiltoniano aśı reescrito, el objetivo es calcular la función de evolución
temporal. Primero calculamos:

a ?N a = aa , a ?N a = aa+ ~. (3.9)

Con estos dos resultados calculamos el conmutador de a con a

[a, a]?N = ~. (3.10)

La ecuación para obtener la evolución temporal es

i~
d

dt
exp(Ht) = H ? exp(Ht), (3.11)

la ecuación se obtiene de la siguiente forma [12]: desde la descripción de Schrödinger tenemos

i~
d|ψ〉
dt

= Ĥ|ψ〉

cuya solución cuando Ĥ no depende del tiempo es

|ψ〉 = e−
i
~ Ĥt|ψ0〉 , |ψ0〉 ≡ |ψ(t = 0)〉

y para el caso que nos concierne, la ecuación queda como

i~
d

dt
expN (Ht) = (H + ~ωa∂a)exp(Ht). (3.12)

La solución de ésta ecuación es

expN (Ht) = e−aa/~exp(e−iωtaa/~). (3.13)
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Desarrollando la exponencial central del factor derecho, obtenemos la expansión de Fourier-Dirichlet

expN (Ht) = e−aa/~
∞∑
n=0

1

~nn!
anane−inωt. (3.14)

Para esta expansión, en el caso general tenemos

exp(Ht) =
∑
E

πEe
−iEt/~, (3.15)

donde E denota la enerǵıa y el estado correspondiente a esta enerǵıa es denotado por πE , también
llamados proyectores de estado. Comparando esta expresión con (3.14), se obtienen los siguientes
estados

π
(N)
0 = e−aa/~, (3.16)

π(N)
n =

1

~nn!
π0a

nan =
1

~nn!
an ?N π

(N)
0 ?N an, (3.17)

En = n~ω. (3.18)

Con esto obtenemos la enerǵıa de cada estado del sistema denotado por n. Hay que notar que no se
encuentra el valor de 1/2 sumado a la n en este resultado, como t́ıpicamente se obtiene en mecánica
cuántica. Esto es por que en este caso la enerǵıa del vaćıo no se toma en cuenta debido a la forma
del producto ?N .

3.3. Producto estrella de Moyal

El producto estrella de Moyal en variables holomorfas [19] es:

(f ?M g) = fexp

[
~
2

(
←−
∂a
−→
∂a −

←−
∂a
−→
∂a)

]
g. (3.19)

Aplicando este producto estrella al oscilador armónico simple unidimensional, en las variables ho-
lomórficas, tenemos primero que:

a ?M a = aa+
~
2

, a ?M a = aa− ~
2
, (3.20)

y con estos resultados, se calcula el conmutador

[a, a]?M = ~. (3.21)

Aqúı observamos que no importa el producto estrella que se ocupe para realizar el cálculo del
conmutador entre las variables holomorfas; en la ecuación (3.10), tenemos el mismo resultado y
se ocupa el producto estrella normal. Esto es consecuencia de la cuarta condición que pedimos al
construir el producto estrella. La ecuación dependiente del tiempo se obtiene mediante el siguiente
cálculo, primero encontramos:

H ?M eHt = ωaaexp

[
~
2

(
←−
∂a
−→
∂a −

←−
∂a
−→
∂a)

]
eHt

= ωaa(1 + ~/2(
←−
∂a
−→
∂a −

←−
∂a
−→
∂a) + ~2/8(

←−
∂a
−→
∂a −

←−
∂a
−→
∂a)2)exp(Ht)

= (ωaa+ ~/2ωa
−→
∂a − ~/2ωa

−→
∂a − ~2/8ω

−→
∂a
−→
∂a − ~2/8ω

−→
∂a
−→
∂a)expM (Ht) (3.22)
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En este caso, los términos cuadráticos del tercer término del desarrollo de la exponencial asociados
a una misma variable, son iguales a cero, ya que la función H no es cuadrática en ninguna de sus

variables. Para prosegúır con el cálculo, ocupamos la regla de la cadena, (
−→
∂a = ∂

∂H
∂H
∂a y

−→
∂a = ∂

∂H
∂H
∂a )

obteniendo:

H ?M eHt = (ωaa+ ~/2ω2aa∂H − ~/2ω2aa∂H − ~2/8ω2∂H − ~2/8ω2∂H
−~2/8ω2ωaa∂2H − ~2/8ω2ωaa∂2H)expM (Ht)

(3.23)

Haciendo las identificaciones pertinentes e igualando a la derivada con respecto al tiempo, obtenemos
la ecuación dependiente del tiempo (3.11) para este caso:

i~
d

dt
expM (Ht) =

(
H − (~ω)2

4
∂H −

(~ω)2

4
H∂2H

)
expM (Ht), (3.24)

cuya solución es

expM (Ht) =
1

cosωt/2
exp

[(
2H

i~ω

)
tan

ωt

2

]
. (3.25)

Ahora bien, mediante la función generadora de los polinomios de Laguerre:

1

1 + e−iωt
exp

[
ze−iωt

1 + e−iωt

]
=

∞∑
n=0

(e−iωt)n(−1)nLn(z), (3.26)

podemos obtener la expansión de Fourier-Dirichlet.
Tenemos que manipular la ecuación (3.26) para llevarla a una forma que podamos identificar

con la función generadora de los polinomios de Laguerre. Lo primero es manipular el argumento de
la exponencial del modo siguiente

2H

i~ω
tan

ωt

2
=

2H

i~ω
sen(ωt/2)

cos(ωt/2)
=

2H

i2~ω
eix − e−ix + e−ix − e−ix

eix + e−ix

= −2H

~ω

[
1− 2e−ix

eix + e−ix

]
= −2H

~ω
+

4H

~ω
e−ix

eix + e−ix

= −2H

~ω
+

4H

~ω
e−2ix

1 + e−2ix
, (3.27)

donde x = ωt/2. Ahora procedemos a manipular el coeficiente de la exponencial

1

cos(ωt/2)
=

2

2cos(ωt/2)
=

2

eix + e−ix
=

2e−ix

1 + e−2ix
. (3.28)

Con estas expresiones y la identificación:

z :=
4H

~ω
(3.29)

llegamos a que los proyectores son

π(M)
n = 2(−1)ne−2H/~ωLn

(
4H

~ω

)
, (3.30)
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y la enerǵıa correspondiente es

En = ~ω
(
n+

1

2

)
. (3.31)

Aśı obtenemos la enerǵıa de cada estado del sistema denotado por n; en este caso, recuperamos la
expresión más conocida de los valores propios de la enerǵıa para el oscilador armónico simple.

El producto estrella (?) no es la única manera de hacer deformación. Otra forma de realizar la
deformación es la llamada q − deformación [20, 21, 22]; en ésta se introduce un parámetro q, que
es con el que se modifican las relaciones de conmutación y con ello se estudian sus consecuencias
f́ısicas. En el caso del oscilador armónico simple se ha aplicado este formalismo [20]. No siempre se
resuelve el producto estrella para obtener los resultados, en ocasiones se puede utilizar f(p− i~

2 ∂x)g
para obtener la información que se requiere.

La relación entre f ?g y f(p− i~
2 ∂x)g se da mediante la transformada de Weyl. Al integrando en

la definición de la transformada de Weyl se le pueden realizar algunas modificaciones, para llevar
la expresión a una forma que involucre una convolución. De esta manera se observa que se puede
ocupar una forma integral o una diferencial para realizar el cálculo [19], con lo que se puede ocupar
la forma que se ajuste mejor al problema f́ısico que se encuentre bajo estudio.

3.4. Relación de equivalencia

Se puede tener una equivalencia cohomológica, desde el punto de vista matemático entre distintos
productos estrella, la llamaremos c-equivalencia. Esto se obtiene mediante un operador de transición
invertible T [19]. Este operador puede representarse de la siguiente forma:

T = 1 + ~T1 + · · · =
∞∑
n=0

~nTn, (3.32)

donde Tn son operadores diferenciales que satisfacen

f ∗′ g = T−1((Tf) ∗ (Tg)). (3.33)

La forma del operador T depende de la c-equivalencia que se busque. En el caso de la equivalencia

entre el producto estrella estándar f ?S g = fexp(i~
←−
∂q
−→
∂p)g y el producto estrella Moyal, el operador

T tiene la siguiente expresión

T = exp

(
− i~

2

−→
∂q
−→
∂p

)
(3.34)

de modo que
T (f ∗S g) = (Tf) ∗M (Tg). (3.35)

En el caso de que la c-equivalencia sea entre el producto estrella de Moyal y el normal en variables
holomorfas, el operador T , tiene la siguiente expresión:

T = exp

(
−~

2

−→
∂a
−→
∂a

)
. (3.36)

Con ayuda del operador T es posible obtener los proyectores del producto Moyal a partir de los
operadores del producto normal; calculamos primero el proyector del estado basal, tenemos aśı que

Tπ
(N)
0 = exp

(
−~

2

−→
∂a
−→
∂a

)(
exp

(
−aa

~

))
=

∞∑
n=0

(
−~

2

)n
1

n!

−→
∂a
n−→∂an

(
exp

(
−aa

~

))
. (3.37)
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Ahora bien

∂na

(
exp

(
−aa

~

))
= ∂n−1a ∂a

(
exp

(
−aa

~

))
= ∂n−1a

(
exp

(
−aa

~

)(
−a
~

))
= exp

(
−aa

~

)(
−a
~

)n
,

(3.38)
y si sustituimos en (3.37) esta expresión, obtenemos

∞∑
n=0

(
−~

2

)n
1

n!
∂na

[(
−a
~

)n
e−aa/~

]
=

∞∑
n=0

(
1

2

)n
1

n!
∂na [ane−aa/~]. (3.39)

Aplicando la regla de Leibniz, tenemos

∂na [ane−aa/~] =

n∑
k=0

(
n
k

)
∂ka(e−aa/~)∂n−ka (an)

=

n∑
k=0

(
n
k

)
e−aa/~

(
−a
~

)n
n(n− 1) · · · (k + 1)ak

=

n∑
k=0

n!

(n− k)!k!

n!

k!
e−aa/~

(
−aa

~

)k
. (3.40)

De esta forma tenemos que

Tπ
(N)
0 =

∞∑
n=0

(
1

2

)n
1

n!

n∑
k=0

n!n!

(n− k)!k!k!
e−aa/~

(
−aa

~

)k
= e−aa/~

∞∑
n=0

(
1

2

n) n∑
k=0

n!

(n− k)!k!k!

(
−aa

~

)k
= e−aa/~

∞∑
n=0

Ln(−aa/~)

2n
= 2e−2aa/~. (3.41)
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Ahora resolvemos para los siguientes niveles

Tπ(N)
n = exp

(
−~

2

−→
∂a
−→
∂a

)
1

~nn!
anane−aa/~

=
1

~nn!
ananexp

(
−~

2
(
←−
∂a
←−
∂a +

←−
∂a
−→
∂a +

←−
∂a
−→
∂a +

−→
∂a
−→
∂a)

)
e−aa/~

=
2

~nn!
ananexp

(
−~

2
(
←−
∂a
←−
∂a +

←−
∂a
−→
∂a +

←−
∂a
−→
∂a)

)
e−2aa/~

=
2

~nn!
ananexp

(
−~

2
(
←−
∂a
←−
∂a +

←−
∂a
−→
∂a)

)
exp

(
−~

2
(
←−
∂a
−→
∂a)

)
e−2aa/~

=
2

~nn!
ananexp

(
−~

2
(
←−
∂a
←−
∂a +

←−
∂a
−→
∂a)

)
exp(
←−
∂aa)e−2aa/~

=
2

~nn!
ananexp(

←−
∂aa)exp

(
−~

2
(
←−
∂a
←−
∂a +

←−
∂a
−→
∂a)

)
e−2aa/~

=
2

~nn!
(a+ a)nanexp

(
−~

2
(
←−
∂a
←−
∂a +

←−
∂a
−→
∂a)

)
e−2aa/~

=
2

~nn!
2nananexp

(
−~

2
(
←−
∂a
←−
∂a

)
exp(
←−
∂aa)e−2aa/~

=
2

~nn!
2n

( ∞∑
k=0

1

k!

(
−~

2

)k
(∂kaa

n)(∂kaa
n)

)
exp(
←−
∂aa)e−2aa/~

= 2

(
n∑
k=0

(−1)k

k!

(
2

~

)n−k
n!

(n− k)!(n− k)!
an−kan−k

)
exp(
←−
∂aa)e−2aa/~

= (−1)n2Ln(2aa/~)exp(
←−
∂aa)e−2aa/~

= (−1)n2Ln(4aa/~)e−2aa/~, (3.42)

Si tomamos n = 0, obtenemos el nivel energético del estado base encontrado anteriormente, con lo
que vemos que el procedimiento es correcto.

Los resultados del oscilador armónico simple, sirven para verificar los resultados del oscilador
armónico amortiguado [23]. El caso del oscilador armónico amortiguado incluye un término que es
el de amortiguamiento, donde el parámetro γ nos indica el grado de amortiguación. Al hacer tender
el parámetro γ a cero, se recuperan los resultados aqúı mostrados para el oscilador armónico simple,
con lo que se verifica que los resultados del oscilador armónico amortiguado son correctos.

En éste caso, es necesario modificar el producto estrella para considerar el término de amorti-
guamiento [23], obteniendo otro producto estrella. Esto nos indica que el producto estrella se puede
modificar de acuerdo al sistema f́ısico en cuestión y a sus caracteŕısticas particulares.

3.5. Sistemas fermiónicos

El sistema fermiónico más simple no trivial y no relativista es el oscilador armónico [24], involucra
dos coordenadas de Grassmann ψ1 y ψ2( éstas coordenadas no conmutan). La función lagrangiana



3.5. SISTEMAS FERMIÓNICOS 27

está dada por

L =
i

2
(ψ1ψ̇1 + ψ2ψ̇2) + iωψ1ψ2, (3.43)

donde ψ̇1 = ∂ψ/∂t, y ω es la frecuencia del oscilador. El momento canónico asociado a ψα es

πα = − i
2
δαβψ

β , (3.44)

y por tanto existe la constricción χα = πα+ i
2δαβψ

β . Usando la constricción, la función hamiltoniana
es

H = ψ̇απα − L = − i
2 ψ̇

αδαβψ
β − i

2 (ψ1ψ̇1 + ψ2ψ̇2) + iωψ1ψ2

= −iωψ1ψ2.
(3.45)

En este caso es necesario recurrir al super corchete de Poisson en coordenadas canónicas dado por

{F,G} =

(
∂F

∂qk
∂G

∂pk
− ∂F

∂pk

∂G

∂qk

)
+ (−1)ε(F )

(
∂LF

∂ψα
∂LG

∂πα
+
∂LF

∂πα

∂LG

∂ψα

)
, (3.46)

donde la L indica que se derivará por la izquierda.

Para obtener el super corchete de Poisson para la constricción tenemos

{χα, χβ} = (−1)ε(χα)
(
∂Lχα
∂ψα

∂Lχβ
∂πα

+
∂Lχα
∂πα

∂Lχβ
∂ψα

)

= (−1)ε(1)
(
∂L

∂ψα

(
πα +

i

2
δαβψ

β

)
∂L

∂πα

(
πβ +

i

2
δαβψ

α

)

+
∂L

∂πα

(
πα +

i

2
δαβψ

β

)
∂L

∂ψα

(
πβ +

i

2
δαβψ

α

))

= − i
2
δαβ

∂ψβ

∂ψα
∂πβ
∂πα

− ∂πα
∂πα

i

2
δαβ

∂ψα

∂ψα
= − i

2
(δαβδαβδαβ + δαβ)

= − i
2

(δαβ + δαβ) = −iδαβ . (3.47)

Con esto vemos que las constricciones son de segunda clase. Para el producto estrella de Moyal
(?M ) de funciones con variables de Grassmann tenemos

F ?M G = Fexp

(
~
2

←−
∂

∂ψα

−→
∂

∂ψα

)
G. (3.48)
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En consecuencia para el anticonmutador estrella se tiene

{ψα, ψβ}?M = ψα ?M ψβ + ψβ ?M ψα

= ψαexp

(
~
2

←−
∂

∂ψα

−→
∂

∂ψα

)
ψβ + ψβexp

(
~
2

←−
∂

∂ψα

−→
∂

∂ψα

)
ψα

= ψα

(
1 +

~
2

←−
∂

∂ψα

−→
∂

∂ψα

)
ψβ + ψβ

(
1 +

~
2

←−
∂

∂ψα

−→
∂

∂ψα

)
ψα

= ψαψβ +
~
2

∂ψα

∂ψα
∂ψβ

∂ψα
+ ψβψα +

~
2

∂ψβ

∂ψα
∂ψα

∂ψα

=
~
2
δαβ +

~
2
δαβ = ~δαβ . (3.49)

Con el producto estrella fermiónico (3.48), podemos ahora calcular expĺıcitamente la exponencial
estrella y los proyectores de la función hamiltoniana del sistema f́ısico bajo consideración (3.45).
Tenemos aśı que

expM (Ht) =
∑∞
n=0

1
n!

(−it
~
)n

(H?M )n = cos
(
ωt
2

)
− 2

~ψ
1ψ2 sin

(
ωt
2

)
= π

(M)
1/2 e

−iωt2 + π
(M)
−1/2e

iωt2 ,
(3.50)

representa la solución a la ecuación de evolución temporal del sistema.
Con

π
(M)
1/2 =

1

2
− i

~
ψ1ψ2 , π

(M)
−1/2 =

1

2
+
i

~
ψ1ψ2. (3.51)

Las ecuaciones de ?-valores propios son calculadas directamente

H ?M π
(M)
1/2 =

~ω
2
π
(M)
1/2 , H ?M π

(M)
−1/2 = −~ω

2
π
(M)
−1/2, (3.52)

y por lo tanto los valores propios de la enerǵıa son

E± 1
2

= ±~ω
2
. (3.53)

En el caso fermiónico las variables holomorfas, quedan definidas como

f :=
1√
2

(ψ2 + iψ1) , f :=
1√
2

(ψ2 − iψ1). (3.54)

El producto estrella de Moyal en estas variables es

F ?M G = Fe
~
2 (
←−
∂f
−→
∂f+
←−
∂f
−→
∂f )G. (3.55)

Obtenemos aśı las relaciones

f ?M f = ff +
~
2

, f ?M f = ff +
~
2
, (3.56)
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y
{f, f}?M = {f, f}?M = 0 , {f, f}?M = ~. (3.57)

La función hamiltoniana en variables holomórficas es simplemente

H = ωff. (3.58)

La solución a la ecuación de evolución temporal en estas variables es

expM (Ht) = cos

(
ωt

2

)
− 2i

~
ff sin

(
ωt

2

)
= π

(M)
−1/2e

iωt/2 + π
(M)
1/2 e

−iωt/2, (3.59)

con

π
(M)
−1/2 =

1

2
− 1

~
ff , π

(M)
1/2 =

1

2
+

1

~
ff. (3.60)

Además se puede mostrar que f y f actúan como funciones de creación y aniquilación

f ?M π
(M)
−1/2 = f ?M π

(M)
1/2 = 0, (3.61)

y

f ?M π
(M)
−1/2 ?M f = ~π(M)

1/2 , f ?M π
(M)
1/2 ?M f = ~π(M)

−1/2. (3.62)

Notemos que

τ =
1

~
(ff − ff) ó τ =

2

~
ff (3.63)

es tal que: τ ?M τ = 1 (involución). Éste tiene los dos valores propios ±1 y los proyectores sobre los
espacios propios par e impar son

π
(M)
±1/2 =

1

2
(1± τ), (3.64)

en correspondencia con (3.60). En el enfoque convencional de operadores de la mecánica cuántica
supersimétrica, las dos cantidades son representadas como matrices 2×2, y el producto estrella
corresponde a una multiplicación tradicional de matrices.

Aśı como en el caso bosónico, también se tiene el producto estrella normal para las variables
fermiónicas

F ?N G = Fe~
←−
∂f
−→
∂fG. (3.65)

Utilizando este producto tenemos

f ?N f = ff + ~ , f ?N f = ff, (3.66)

y
{f, f}?N = {f, f}?N = 0 , {f, f}?N = ~. (3.67)

La solución a la ecuación de evolución temporal está dada por

expN (Ht) = π
(N)
0 + π

(N)
1 e−iωt, (3.68)

con

π
(N)
0 = 1− 1

~
ff , π

(N)
1 =

1

~
ff. (3.69)
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Los proyectores cumplen con las ecuaciones de valores propios estrella

H ?N π
(N)
0 = 0 , H ?N π

(N)
1 = ~ωπ(N)

1 , (3.70)

y también satisfacen las relaciones

f ?N π
(N)
0 = f ?N π

(N)
1 = 0, (3.71)

f ?N π
(N)
0 ?N f = ~π(N)

1 , f ?N π
(N)
1 ?N f = ~π(N)

0 . (3.72)



Caṕıtulo 4

Producto estrella de Fedosov

El formalismo de cuantización por deformación requiere un álgebra no conmutativa, ya que ésta
es la caracteŕıstica principal de la mecánica cuántica. Para esto se requiere en el caso más general
deformar el álgebra conmutativa de las funciones suaves sobre una variedad M , y considerar una
variedad simpléctica (M,ω0), en la que se aplique el corchete de Poisson [10].

4.1. Construcción del producto

Como se mencionó anteriormente [25], para que una variedad M se considere una variedad de
Poisson, es necesario que dadas dos funciones cualesquiera u, v ∈ C∞(M), el corchete de Poisson
sea definido por

{u, v} = tαβ
∂u

∂xα
∂v

∂xβ
, (4.1)

donde tαβ es una matriz de rango 2n; los ı́ndices α, β = 1, 2, . . . , dimM.
El corchete es una operación bilineal simétrica suave, y satisface la identidad de Jacobi

{u, {v, w}}+ {v, {w, u}}+ {w, {u, v}} = 0. (4.2)

También satisface las siguientes propiedades [29]

{u, v} = −{v, u},
{u+ v, w} = {u,w}+ {v, w},
{fu, gv} = f · (ug)v + g · (vf)u+ f · g{u, v}.

Un caso particular importante en la construcción del producto estrella es cuando se tiene una
variedad simpléctica, un caso particular de una variedad de Poisson. Éste es un espacio donde
existe definido un campo tensorial cuyas componentes ωµν satisfacen las ecuaciones siguientes [26]

ωµν = −ωνµ,
det(ωµν) 6= 0,

∂ωµν
∂xρ

+
∂ωρµ
∂xν

+
∂ωνρ
∂xµ

= 0,

31
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con µ, ν = 1, 2, . . . , dimM.
Otras condiciones que debe cumplir son [27]

1. Ser un difeomorfismo covariante.

2. Se asume no dinámico (e.g. Hamiltoniano o Lagrangiano), simétrico, o incluso con métrica.

3. El ĺımite ~→ 0, nos devuelve la mecánica clásica.

4. Es equivalente al formalismo de operadores por medio del mapeo de cuantización σ−1 de
Weyl.

En este caso la matriz tij tiene un rango máximo 2n, igual a la dimensión de la variedad. La matriz
inversa ωij define una 2-forma exterior ω = 1

2ωijdx
i∧dxj , siendo cerrada en virtud de la identidad de

Jacobi. La otra forma de obtener una 2-forma cerrada es mediante la condición ωABωBC = δAC ,[27]
donde ωAB es la matriz inversa.

4.1.1. El Algoritmo

En esta sección revisamos los pasos necesarios para la construcción del producto estrella de
Fedosov [27, 28].

1. Comenzamos con una conección en el espacio fase D:

Df = df =
∂f

∂xµ
dxµ +

∂f

∂pµ
dpµ, (4.3)

D ⊗ΘA = ΓAB ⊗ΘB = ΓABCΘC ⊗ΘB , (4.4)

donde ΘA es una base de las 1-formas en el haz cotangente de nuestro espacio fase. El śımbolo
ΓABC es definido como el coeficiente de rotación. La conección preserva la 2-forma simpléctica
ω = ωABΘA ∧ ΘB , esto es por D ⊗ ω = 0. En las coordenadas (xµ, pµ) tenemos que ω =
dpµ ∧ dxµ y el operador corchete de Poisson es ωAB ∂

∂qA
∧ ∂
∂qB

.

2. A cada punto q = (x, p) en el espacio fase le asociamos un álgebra matricial llamada álgebra
de Heisenberg-Weyl. La unión de éstas es llamada el lazo de Weyl-Heisenberg sobre el espacio
fase. Definimos una base de elementos ŷA de una matriz dimensionalmente infinita. ŷA es
definido por las siguientes propiedades:

[ŷA, ŷB ] = ŷAŷB − ŷB ŷA = i~ωAB 1̂, (4.5)

DŷA = ΓABCΘC ŷB , (4.6)

donde 1̂ es la matriz identidad, y se asume que la 1-forma ΘA es tratada como un escalar con
respecto a los ı́ndices ŷ′s de la matriz.

3. Definimos un operador de la matriz llamado D̂, definido por un conmutador graduado, con
la propiedad [Q̂AΘA, ω] = [Q̂A, ω]ΘA = (Q̂Aω−ωQ̂A)ΘA, donde ω es una l-forma arbitraria,
con coeficientes ωA1···Al , las cuales son funciones de valores complejos en las variables x, p y

ŷ y Q̂A ∈ E y E es un haz vectorial. Con esto llegamos a la siguiente expresión

D̂ := [Q̂, ·]/i~ = [Q̂AΘA, ·]/i~, (4.7)
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donde
Q̂A :=

∑
l

QAA1···Al ŷ
A1 · · · ŷAl , (4.8)

y donde QAA1···Al son funciones de valores complejos de x y p que necesitan ser determinados.
Los coeficientes QAA1···Al son parcialmente determinados por la condición

(D − D̂)2ŷA = 0, (4.9)

esta condición se pone para garantizar que la solución sea uno-a-uno. Podemos fijar D̂ en
la forma que queramos, sólo se tiene que cumplir la condición anterior. La manera en la
que se debe interpretar a esta condición, es como una condición de integrabilidad, donde se
construyen los observables del álgebra.

4. Usamos ahora D̂ para definir el álgebra de los observables: este es el grupo de todas las
funciones f̂ de la forma:

f̂(x, p, ŷ) =
∑
j,l

fj,l,A1···Al~j ŷA1 · · · ŷAl , (4.10)

donde fj,l,A1···Al son funciones de valores complejos de x y p para cada conjunto de ı́ndi-
ces j, l, A1, . . . Al, que necesitan ser determinados. Sin embargo con respecto a los ı́ndices
(A1 · · ·Al) se asume que los coeficientes son simétricos. Para toda función f(x, p) los coefi-
cientes fj,l,A1···Al de la anterior serie son parcialmente determinados por las condiciones:

(D − D̂)f̂ = 0, (4.11)

(σ(f̂))0,0 = f0,0 = f(x, p), (4.12)

donde σ es definido como:
σ(f̂) :=

∑
µ

fµ,0~µ. (4.13)

Podemos hacer cualquier elección para fijar los grados de libertad adicionales.

5. El producto estrella de Fedosov f ? g, es definido por

f ? g := σ(σ−1(f)σ−1(g)) = σ(f̂ ĝ) (4.14)

Nota:Nota:Nota: El mapeo de cuantización inversa σ−1 es definido como la operación que altera el orden
de los términos en la serie simetrizada de f en (4.10), i.e., el término que en si no tiene ŷ′s.

Más espećıficamente para obtener el término de primer orden σ(f̂ ĝ) se tienen que simetrizar

todos los monomios en ŷ′s en el producto f̂ ĝ, luego se toma el siguiente término. Esto hace
de la multiplicación f ? g altamente no trivial.

4.2. Evaluación del producto

Se tomará un caso espećıfico para ilustrar la evaluación del producto estrella de Fedosov. Para
esto se escoge una geometŕıa no plana para poder realizar los cálculos. Consideraremos una variedad
con curvatura constante de codimensión uno.
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4.2.1. La conexión del espacio fase

Escogemos una conexión D libre de torsión para preservar la métrica, de esta forma evitamos
tener que determinar la métrica en cada cálculo para garantizar que siga manteniéndose. Para
construir D, comenzamos tomando la conexión de Levi-Civita ∇ en el espacio de configuración M ,
y subsecuentemente la curvatura de la métrica g en una variedad M general. Tenemos las relaciones

∇σf(x) =
∂f

∂xσ
, (4.15)

∇σdxµ = −Γµνσdx
ν ,

∇σ
(

∂

∂xµ

)
= Γνµσ

∂

∂xν
,

∇[σ∇ρ](dxµ) = Rµνσρdx
ν ,

donde Rµνσρ es el tensor de Riemann. También tenemos las condiciones sobre ∇ para que preserve
la métrica g y sea libre de torsión

∇σgρµ = 0,

∇[σ∇ρ]f(x) = 0,

para todas las funciones f(x). Juntas fijan de forma única ∇, y dan la fórmula estándar para los
śımbolos de Christoffel

Γρµν = −1

2
gρσ(∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν), (4.16)

donde ∂µ son derivadas parciales en alguna base xµ. Definimos ahora la base de los covectores de
formas ΘB ∈ T ∗T ∗M (el haz cotangente del espacio fase):

ΘB = (dxσ, ασ),

donde las dx′s son los primeros n Θ′s, los α′s son los últimos n Θ′s (recordemos que la dimensión
de M es 2n), y estos son definidos por:

αµ := dpµ − Γνµρdx
ρpν . (4.17)

Para definir D ⊗ σµ se requiere que D preserve la forma simpléctica ω:

0 = D ⊗ ω = D ⊗ (αµdx
µ) =⇒ (D ⊗ αµ) ∧ dxµ = (Γνµσdx

σ ⊗ αν)dxµ.

Asimismo se puede mostrar que
ω = αµ ∧ dxµ = dpµdx

µ, (4.18)

que se puede probar por la condición libre de torsión que nos dice que Γν[µρ] = 0. Por lo tanto,
proponemos el Ansatz

D ⊗ αµ := Sµρσdx
σ ⊗ dxρ + Γνµσdx

σ ⊗ αν , (4.19)

donde S[µρ]σ = 0.
Podemos fijar Sµρσ requiriendo que la derivada direccional Dv de un vector y covector en cual-

quier dirección va sobre la variedad, sea también un vector y covector, respectivamente:

wu es un covector⇐⇒ Dvwµ := vρ(∂ρwµ − Γνµρwν) es un covector,
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wµ es un vector⇐⇒ Dvwµ := vρ(∂ρw
µ + Γνµρw

ν) es un vector.

Esto implica que para cualquier pµ = wµ(x) (i.e. cualquier sección en el haz cotangente) la derivada
direccional de un covector es un covector. Entonces la ecuación resultante es

∇[σ∇ρ]wν = Rµνσρwµ,

para todo wµ por la definición del tensor de Riemann. Esta ecuación fija la parte suave de la
ecuación (4.19) como

Dαµ := D ∧ αµ = Sµρσdx
σdxρ + Γνµσdx

σαν = −Rνµρσpνdxσdxρ + Γνµσdx
σαν

=⇒ Sµ[ρσ] = −Rνµρσpν

Por lo tanto, necesitamos resolver para Sµρσ satisfaciendo las dos condiciones siguientes

S[µρ]σ = 0 , Sµ[ρσ] = −Rνµρσpν .

Definamos Sµρσ := Sνµρσpν y las condiciones quedan aśı

Sν[µρ]σ = 0 , Sνµ[ρσ] = −Rνµρσ. (4.20)

Tenemos entonces que

Sνµρσ = αRνµρσ + βRνρµσ + γRνρσµ + δRνσρµ + εRνσµρ + κRνµσρ, (4.21)

y
Sνρµσ = αRνρµσ + βRνµρσ + γRνµσρ + δRνσµρ + εRνσρµ + κRνρσµ. (4.22)

Tomamos la primer condición de (4.20) y desarrollamos

0 = Sνµρσ − Sνρµσ = αRνµρσ + βRνρµσ + γRνρσµ + δRνσρµ + εRνσµρ + κRνµσρ

−αRνρµσ − βRνµρσ − γRνµσρ − δRνσµρ − εRνσρµ − κRνρσµ
= (α− β)Rνµρσ + (β − α)Rνρµσ + (γ − κ)Rνρσµ

+(δ − ε)Rνσρµ + (ε− δ)Rνσµρ + (κ− γ)Rνµσρ

= (α− β)(Rνµρσ −Rνρµσ) + (γ − κ)(Rνρσµ −Rνµσρ) + (δ − ε)(Rνσρµ −Rνσµρ)
= (α− β + γ − κ)(Rνµρσ +Rνρσµ) + 2(δ − ε)Rνσρµ. (4.23)

Para que la igualdad anterior se cumpla, hay varias opciones, la que se escoge a continuación es la
que facilita los cálculos en el presente caso. Hacemos las siguientes igualdades

α = β , γ = κ = δ = ε = 0

obteniendo
Sνµρσ = α(Rνµρσ +Rνρµσ) , Sνµσρ = α(Rνµσρ +Rνσµρ).

de la relación anterior se encuentra

Sνµρσ − Sνµσρ = −2Rνµρσ

que se escribe también como

α(Rνµρσ +Rνρµσ −Rνµσρ −Rνσµρ) = −2Rνµρσ.
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Usando la primera identidad de Bianchi, tenemos

α(Rνµρσ −Rνµσρ −Rνσρµ −Rνµσρ −Rνσµρ) = −2Rνµρσ,

y en consecuencia

α(Rνµρσ − 2Rνµσρ) = −2Rνµρσ → 3αRνµρσ = −2Rνµρσ.

La expresión para Sνµρσ es entonces

Sνµρσ = −2

3
(Rνµρσ +Rνρµσ) = −4

3
(
Rνµρσ +Rνρµσ

2
) = −4

3
Rν(µρ)σ, (4.24)

por lo tanto

D ⊗ αµ := −4

3
Rλ(µσ)βpλdx

β ⊗ dxσ + Γνµσdx
σ ⊗ αν . (4.25)

La conexión del espacio fase es entonces

Dxµ := dxµ, (4.26)

Dpµ := dpµ,

D ⊗ dxµ = −Γµσνdx
ν ⊗ dxσ,

D ⊗ αµ = ΘB ⊗DBαµ := −4

3
Rλ(µσ)βpλdx

β ⊗ dxσ + Γνµσdx
σ ⊗ αν ,

αµ := dpµ − Γνµρdx
ρpν ,

que es la conexión buscada, y la correspondiente curvatura es:

D2xµ = 0, (4.27)

D2pµ = 0,

D2 ⊗ dxµ = dxσdxρ ⊗Rµνσρdxν ,

D2 ⊗ αµ =
4

3
dxσ

(
Cλµβνσpλdx

ν +Rν(µβ)σαν

)
⊗ dxβ −Rνµσβdxσdxβ ⊗ αν ,

donde Cλµβσν := ∇νRλ(µβ)σ, y de acuerdo a (4.15), la ecuación para la curvatura es:

Rµνσρ = −∂[σΓµρ]ν + Γκν[σΓµρ]κ. (4.28)

Podemos extender a tensores de mayor orden estos resultados usando la regla de Leibnitz y el hecho
que D y ∇ conmutan con las contracciones.

4.2.2. El haz de Weyl-Heisenberg

En el segundo paso del algoritmo, se definió cierta maquinaria utilizando a los operadores ŷ′s,
para calcular los observables sobre una variedad M general. Sin embargo, diferente a Fedosov quien
define las ŷ′s como covectores equipados con un producto parecido al Moyal entre estos, es posible
dejar a estos ser operadores valuados en una matriz dimensionalmente infinita, que actúan sobre un
espacio de Hilbert. Las relaciones que definen los ŷ′s, (4.5) y (4.6), son idénticas en ambos casos.
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Correspondencia con las álgebras familiares de Heisenberg usando coordenadas de
Darboux

La primera relación del segundo paso es [ŷA, ŷB ] = i~ωAB , la cual puede ser expresada en una
forma más familiar por una elección adecuada de coordenadas. En la geometŕıa simpléctica hay un
famoso teorema, llamado teorema de Darboux, que estipula lo siguiente: en la vecindad de cada
punto sobre una variedad simpléctica n-dimensional, existen ciertas coordenadas locales llamadas
coordenadas de Darboux q̃ = (x̃1, . . . , x̃n, p̃1, . . . , p̃n), de tal modo que ω toma la forma [29]:

ω = dp̃1dx̃
1 + · · ·+ dp̃ndx̃

n

En este sistema coordenado para q̃, las ŷ′s son expresadas como (s̃1, . . . , s̃n, k̃1, . . . , k̃n), correspon-

dientes a 2n operadores, que satisfacen el álgebra de conmutadores [s̃i, s̃j ] =
[
k̃i, k̃j

]
= 0,

[
s̃i, k̃j

]
=

i~δij , donde i y j corren de 1 hasta 2n. Las ŷ′s establecen un álgebra de Heisenberg estándar
actuando sobre un espacio de Hilbert.

El conjunto de todas estas álgebras para todos los puntos crea un álgebra enorme; el objetivo
del algoritmo de Fedosov es escoger una subálgebra apropiada en esta enorme álgebra que se pueda
identificar con el álgebra de los observables, claro está, considerando situaciones f́ısicas reales. Estas
subálgebras son la imagen del mapeo σ−1 en el grupo de todas las funciones del espacio fase.

Propiedades de los elementos ŷ

Los elementos ŷ′s están definidos por las relaciones

[ŷA, ŷB ] = i~ωAB

DŷA = −ΓAB ŷ
B = −ΓABCΘC ŷB , ΘB = (θσ, ασ).

Los ŷ′s conmutan con el conjunto de las cantidades {x, p,Θ, g, ω, ~, i}, i.e. ellas se comportan como
escalares en una matriz de ı́ndices donde i es la unidad imaginaria.

Notese que la acción de la conexión del espacio fase sobre ŷ es la misma que la que se aplica
sobre Θ (D ⊗ΘA = ΓABCΘC ⊗ΘB); entonces estamos considerando una base de operadores o una
matriz valuada de covectores. La acción de la conección sobre las ŷ′s nos dice como es el transporte
paralelo para el álgebra de Weyl-Heisenberg en un punto de ésta, siendo consistente para todos los
demás puntos.

Por definición ŷA := (sµ, kµ), donde las s′s son los primeros n ŷ′s y las k′s son las últimas n
ŷ′s. La conexión D actuando sobre cada una de estas, se obtiene utilizando las relaciones (4.26) y
(4.27) en la ecuación (4.6)

Dsµ = −Γµσνdx
νsσ, (4.29)

Dkµ := −4

3
Rλ(µσ)βdx

βsσpλ + Γνµσdx
σkν ,

D2sµ = dxλdxσRµνλσs
ν , (4.30)

D2kµ =
4

3
dxσ

(
Cλµβνσpλdx

ν +Rν(µβ)σαν

)
sβ −Rνµσβdxσdxβkν ,

donde nuevamente Cλµβνσ := ∇σRλ(µβ)ν .
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En este caso, cuando hablemos de f como una función/forma, la estaremos definiendo como una
serie de Taylor en variables complejas u y v. Expĺıcitamente escribimos

f(u, . . . , v) =
∑
l,j

fj1···jlu
j1 · · · vjl, (j’s son potencias no ı́ndices)

donde u y v son arbitrarios.
Si f es una función/forma dependiente de las cantidades x, p, dx, dp, ω, ~, i, entonces conmuta

con las ŷ′s y podemos llamarla una función/forma evaluada en los complejos. Por el contrario, una
función/forma de matriz valuada es una serie de Taylor compleja en ŷ.

Entonces, si escribimos

(ŷAŷB)jk =
∑
l

ŷAjlŷ
B
lk,

tenemos que (
[ŷA, f ]

)
jk

:= ŷAjkf − fŷAjk = 0

en el caso de una función/forma evaluada en los complejos.
Por el contrario, para una función/forma de matriz valuada, no pasa esto. A partir de ahora no

escribiremos los ı́ndices de la matriz de forma expĺıcita.
Vale la pena mencionar que la idea para la introducción de las ŷ′s en el esquema de Fedosov

tiene la finalidad de asociar cada f(x, p) ∈ C∞(T ∗M) con un único observable f̂(x, p, ŷ):

f̂(x, p, ŷ) =
∑
j,l

fj,l,A1···Al~j ŷA1 · · · ŷAl .

4.2.3. Construcción de la derivación global

En el tercer paso del algoritmo, debemos determinar una derivación global como una matriz
conmutador D̂ = [Q̂, ·], siendo esto el punto central de la construcción de los coeficientes fA1···Al en

(4.11). Definimos primero la derivación D̂ por medio del conmutador graduado

D̂ = [Q̂, ·]/i~ = [Q̂AΘA, ·]/i~,

Q̂A =
∑
l

QAA1···Al ŷ
A1 · · · ŷAl ,

donde ΘA = (dxσ, ασ). En este paso tenemos una condición dada por (4.9) que parcialmente
determina las funciones QAA1···Al ; esta condición es(

D − D̂
)2
ŷA =

[
Ω−DQ̂+ Q̂2/i~, ŷA

]
/i~ = 0, (4.31)

donde Ω es la curvatura del espacio fase como un conmutador de acuerdo a

1

i~
[Ω, ŷA] := D2ŷA = RAB ŷ

B , (4.32)

con la solución Ω := − 1
2ωACR

A
CEBΘC ∧ΘE ŷB ŷC , donde RACEB es la curvatura del espacio fase.

En lo que sigue se hace la elección

Ω−DQ̂+ Q̂2/i~ = 0. (4.33)
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La solución para Q̂ constituye el punto más dificil en el cálculo del producto-? de Fedosov, porque
se necesita dar el Ansatz correcto a una ecuación no lineal como (4.33). El modo de proceder para
resolver esta ecuación, es utilizar distintos Ansatz para Q̂ de forma que lleguemos eventualmente
al correcto. Este proceso conduce a [18]

Ω = −Rνµσβdxσdxβkνsµ + 2
3D
(
Rν(µβ)σpνs

βsµdxσ
)

= −Rνµσβdxσdxβkνsµ + 2
3dx

σ
(
Cλµβνσpλdx

ν +Rν(µβ)σαν

)
sβsν ,

(4.34)

donde Cλµβνσ := ∇σRλ(µβ)ν .
Con esta expresión obtenemos los siguientes conmutadores

1

i~
[Ω, sµ] = D2sµ = Rµνλεdx

λdxεsν ,

1

i~
[Ω, kµ] = D2kµ =

4

3
dxσ

(
(Cλµβνσpλdx

ν +Rν(µβ)σαν

)
sβ −Rνµσβdxσdxβkν .

Se puede proponer entonces el Ansatz siguiente para resolver (4.33)

Q̂ = (sµαµ − zµdxµ) + jµαµ + zνf
ν
µdx

µ

+pν

((
D + fσρ dx

ρ∂̂σ − dxσ∂̂σ
)
jν + Γνρσdx

σjρ − 2
3R

ν
(µβ)σs

βsµdxσ
) (4.35)

donde ∂̂µ := ∂/∂sµ. Si se sustituye esta expresión en (4.33) obtenemos la siguiente condición sobre
fνµ ((

D + fµρ dx
ρ∂̂µ − dxµ∂̂µ

)
fνσ + Γνρµdx

µfρσ − Γνσµdx
µ +Rνµβσs

µdxβ
)
dxσ = 0. (4.36)

Podemos ver que si jα y fνµ son independientes de la elección de las coordenadas del espacio de

configuración, entonces también lo es Q̂.
La ecuación (4.36) es localmente integrable para fνµ por el teorema de Cauchy-Kovalevskaya.

Este hecho nos permite llegar a una solución iterativa, en el esṕıritu de las series del producto
estrella de Fedosov.

Se tiene entonces el resultado que dado cualquier haz cotangente T ∗M , la solución a (4.33) es
(4.35) junto con la condición en (4.36), donde (4.36) es localmente integrable para fνµ por el teorema
de Cauchy-Kovalevskaya [27].

4.2.4. La base para el álgebra de los observables

Con lo anterior, ahora se tienen todas las herramientas para asociar un observable f̂ para
cada f ∈ C∞(T ∗M). En el paso cuarto del algoritmo se requiere que cada observable f̂(x, p, ŷ),
deba satisfacer la ecuación (4.11). La condición fj,l,(A1···Al) = fj,l,A1···Al es la condición de Weyl o
cuantización simétrica. Este es el ordenamiento que ocupa originalmente Fedosov.

Una alternativa a este procedimiento es posible. Para ello se pide que cada término sea de la
forma

f̂(x̂, p̂) =
∑
jlm

f̃ν1···νmj,l,m,µ1···µl~
j x̂µ1 · · · x̂µl p̂ν1 · · · p̂νm (4.37)
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donde f̃ν1···νmj,l,m,µ1···µl es una función compleja de x y p, siendo además simétrica en todos los x̂ y p̂,
i.e.

f̂(x̂, p̂) =
∑
jlm

f̃ν1···νmj,l,m,µ1···µl~
jSYM(x̂µ1 · · · x̂µl p̂ν1 · · · p̂νm),

donde la operación SYM se define como

SYM(x̂µ1 · · · x̂µl p̂ν1 · · · p̂νm) := x̂µ1 · · · x̂µl p̂ν1 · · · p̂νm + x̂µ1 · · · x̂µl−1 p̂ν1 · · · p̂νm + · · ·

La definición de f̂ en (4.37) corresponde entonces a la función del espacio fase

σ(f̂) = f(x, p) =
∑
jlm

f̃ν1···νmj,l,m,µ1···µl~
j x̂µ1 · · · x̂µl p̂ν1 · · · p̂νm .

Con la condición (4.37) se tiene que los coeficientes f̃ν1···νmj,l,m,µ1···µl son constantes. Esto es fácil verlo al

actuar con (D− D̂) sobre la ecuación. Lo que resta ahora es encontrar una base (x̂, ŷ) que permita

determinar un único f̂ para una función f dada en el espacio fase. Para ello se propone

x̂µ =
∑
l

bµj,l,A1···Al~
j ŷA1 · · · ŷAl , (4.38)

p̂µ =
∑
l

cj,l,µ,A1···Al~j ŷA1 · · · ŷAl , (4.39)

donde bµj,l,A1···Al y cj,l,µ,A1···Al son funciones complejas de x y p que serán determinadas parcialmente
por las ecuaciones:

(D − D̂)xµ = 0 , σ(xµ) = bµ0,0 = xµ, (4.40)

(D − D̂)pµ = 0 , σ(pµ) = c0,0,µ = pµ. (4.41)

Es necesario invertir las relaciones (4.40) y (4.41) para poder expresar ŷ en términos de x, p, x̂ y p̂
como una función de matriz valuada. Finalmente, al sustituir ŷA = ŷA(x, p, x̂, p̂) en (4.10) se tiene
que todos los observables puedan ser expresados en la forma (4.37).

4.2.5. Los conmutadores

Una vez teniendo x̂µ y p̂µ,i.e., los coeficientes bµj,l,A1···Al y cj,l,µ,A1···Al , se calculan las relaciones
de conmutación [x̂µ, x̂ν ],[x̂µ, p̂ν ] y [p̂µ, p̂ν ] usando la solución para x̂ y p̂. Tenemos que

ĥ(x̂, p̂) :=
[
f̂(x̂, p̂), ĝ(x̂, p̂)

]
,

=⇒ [f∗(x, p), g∗(x, p)]∗ = h∗(x, p) = i~[f, g]P +O(~2), (4.42)

donde f̂ , ĝ, ĥ y f∗, g∗, h∗ son funciones definidas por:

f̂(x̂, p̂) =
∑
jlm

f̃ν1···νmj,l,m,µ1···µl~
j x̂µ1 · · · x̂µl p̂ν1 · · · p̂νm ,

f∗(x, p) =
∑
jlm

f̃ν1···νmj,l,m,µ1···µl~
jxµ1 ∗ · · · ∗ xµl ∗ pν1 ∗ · · · ∗ pνm ,

y donde f̃ν1···νmj,l,m,µ1···µl son constantes.
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4.2.6. Espacio de Finsler

Hay una geometŕıa en donde la estructura matemática es muy parecida a lo que se acaba de
realizar [30], ésta se conoce como: geometŕıa de Finsler. En ésta, los espacios tangente (TMd)
y cotangente (T ∗Md), se estudian por separado, la d hace referencia a la dimensión. La primer
diferencia que se observa tiene que ver con los śımbolos de Christoffel

ΓCAB =
1

2
gCD(∂̂AgBD + ∂̂BgAD − ∂̂DgAB) +

1

2
gCD(fABD − fBDA − fADB), (4.43)

donde fABC = gCDf
D
AB . Aqúı la diferencia radica en el segundo término del lado derecho, este

término es incluido para considerar la parte noholonómica con la que también se trabaja. La otra
diferencia es que en el caso presentado en este trabajo, tomamos el valor de la torsión igual a cero.
En el espacio de Finsler la torsión es distinta de cero.

El tensor de curvatura es definido en el espacio de Finsler como sigue

RDABC = ∂̂AΓDBC − ∂̂BΓDAC + ΓDAEΓEBC − ΓDBEΓEAC − fEABΓDEC . (4.44)

En este caso también hay un término extra, asociado con la parte noholonómica. Otra diferencia es
la geometŕıa de los espacios tangente y cotangente, en el espacio de Finsler, se toman por separado.
En el espacio tangente (TMd) se toman en cuenta sólo coordenadas, mientras que en el espacio
cotangente (T ∗Md) se toman en cuenta coordenadas y momentos. Por lo que los cálculos se realizan
dependiendo del sistema a estudiar.

Hay otros espacios donde el producto estrella de Fedosov [31] se ocupa para realizar cálculos
y que están en relación con el espacio de Finsler, son uniones entre un formalismo de mecánica y
el espacio de Finsler u otras condiciones. Para ésto se tienen que considerar más elementos que le
den todo el soporte matemático necesario para que se cumplan las condiciones necesarias en dichos
espacios.

4.3. Caso de aplicación: curvatura constante expĺıcito

Para mostrar este caso nos apoyaremos en el espacio tiempo de de Sitter y anti de Sitter, con
lo que los resultados no quedarán de forma abstracta. El sistema f́ısico será el más simple: una
part́ıcula libre.

4.3.1. El soporte geométrico

Primero se determinará la geometŕıa en la que se trabajará; al considerar dS/AdS, tenemos una
geometŕıa hiperbólica con curvatura constante. La part́ıcula está confinada en el espacio fase de ésta
variedad y con métrica (MCp,q , g), que está incrustada en (Rn+1, η) donde dimMCp,q = p + q = n
y η es una métrica seudoeuclideana. La incrustación espećıfica del hiperboloide es

xµxµ = ηµνx
µxν = 1/C

η induce una métrica sobre MCp,q llamada g, expĺıcitamente

gµν := ηµν − Cxµxν (4.45)
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Tomaremos la convención canónica para la signatura, donde la dirección positiva representa al
“tiempo” y la negativa al “espacio”. Otra consideración es el valor de la constante C; si tomamos
C > 0 la signatura queda de la siguiente forma

η = diag(1, . . . , 1,︸ ︷︷ ︸
p+1

−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
q

)

donde la parte temporal a adquirido una componente más, en caso de tomar C < 0 la signatura
queda con una componente más en la parte espacial. Las ecuaciones para la incrustación en este
caso son

(x0)2 − (x4)2 − x · x = 1/C , C < 0, (4.46)

(x0)2 + (x4)2 − x · x = 1/C , C > 0, (4.47)

donde
x = (x1, x2, x3).

La ecuación (4.46) representa al espacio de Sitter (dS), y la ecuación (4.47) al espacio Anti-de Sitter
(AdS). Diferenciando xµxµ = 1/C obtenemos la condición sobre pµ

2dxµxµ = 0 =⇒ xµpµ = 0.

Las ecuaciones para la incrustación son

xµxµ = 1/C , xµpµ = 0, (4.48)

donde C es una constante real arbitraria.

4.3.2. Conexión del espacio fase

Teniendo una conexión del espacio de configuración ∇ es sencillo obtener la conexión para el
espacio fase. En nuestro caso, por las condiciones en (4.48) y las condiciones subsecuentes

xµdxµ = 0 , pµdx
µ + xµdpµ = 0. (4.49)

es más complicado. Tomamos una forma particular como

D ⊗ dxµ = −Γµσνdx
ν ⊗ dxσ,

esto es ambiguo por la primera condición de (4.49), para que la ecuación anterior sea invariante
bajo cambios, tenemos

Γρµν → Γρµν + xρqµν + x(µf
ρ
ν),

donde qµν y fρν son arbitrarios. Entonces necesitamos que las constricciones se preserven por la
conexión

D(xµxµ) = 0 , D(xµpµ) = 0 , D2(xµxµ) = 0 , D2(xµpµ) = 0 (4.50)

Las condiciones que Γ debe satisfacer son:

1. Libre de torsión
dxσ∇σ(dxµ) = −Γµνσdx

σdxν =⇒ Γµ[νσ] = 0
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2. Preservación de la métrica
∇ρ(gµνdxµdxν) = 0

3. La derivada direccional Dv de un vector y covector en cualquier dirección va es un vector y
covector, respectivamente.

4. Las constricciones en (4.48), (4.49) y

∇ν(xµdxµ) = 0 , ∇ν(pµdx
µ + xµdpµ) = 0 (4.51)

Γµνσ = Cxµgνσ − 2Cx(ν

(
δµσ) − Cxσ)x

µ
)
,

Rµνσρ = −C
(
δµ[σ − Cx[σx

µ
)
gρ]ν

ω = (δµν − Cxµxν)αµdx
ν

4.3.3. Haz de Weyl-Heisenberg

Espećıficamente para T ∗MCp,q tenemos la forma simpléctica inducida ω de T ∗Rn+1 sobre
T ∗MCp,q , siendo

ω = αµdx
µ = (δµν − Cxµxν)αµdx

ν ,

las relaciones de conmutación quedan

[sµ, sν ] = 0 = [kµ, kν ] , [sµ, kν ] = i~(δµν − Cxµxν).

Como dxµ y αµ son perpendiculares a x la matriz de contrapartes sµ y kµ queda

ηµνx
µsν = xµkµ = 0 (4.52)

4.3.4. Construcción de la derivada global

Q̂ = (sµαµ − zµdxµ)− C(zνs
ν)(sµdx

µ) +
C

3
((pνs

ν)(sµdx
µ)− (pνdx

ν)u), (4.53)

donde zµ := kµ + pµ, u = ηµνs
µsν y pµx

µ = ηµνs
µxν = kµx

µ = αµx
µ = ηµνdx

µxν = 0.

4.3.5. La base para el álgebra de los observables

Espećıficamente para el caso T ∗MCp,q hacemos el ansatz para los dos operadores x̂, p̂

x̂µ = f(u)xµ + h(u)xµ

p̂µ = zνs
νxνg(u) + zµj(u)

donde u := ηµνs
µsν y zµ := kµ + pµ

Requerimos que ambos operadores satisfagan las condiciones (4.40) y (4.41), resolviendo las
ecuaciones diferenciales obtenemos

x̂µ = (xµ + sµ)
1√

Cu+ 1
, (4.54)
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p̂µ = (−Czνsνxµ + zµ)
√
Cu+ 1− iC~nx̂µ, (4.55)

donde u = sµs
µ, y con las condiciones calculadas

σ(x̂µ) = bµ0,0 = xµ , σ(p̂µ) = c0,0,µ = pµ

x̂ · x̂ = 1/C , x̂ · p̂ = p̂ · x̂− ni~ = 0. (4.56)

Ahora usamos estos resultados para escribir la solución para x̂ y ̂̃p para la incrustación

xµxµ = 1/C , xµp̃µ = A,

ya que esto es una transformación canónica

p̃µ = pµ + CAxµ , x̃µ = xµ,

y preserva todas las constricciones excepto xµpµ = A, podemos escribir la solución como

̂̃pµ = p̂µ + CAx̂µ , ̂̃xµ = x̂µ

de esta manera ̂̃xµ = x̂µ = (xµ + sµ)
1√

Cu+ 1
, (4.57)

̂̃pµ = p̂ = (−Czνsνxµ + zµ)
√
Cu+ 1 + C(A− i~n)x̂µ, (4.58)

con condiciones calculadas

x̂ · x̂ = 1/C , x̂ · p̂ = p̂ · x̂− ni~ = A (4.59)

En la terminoloǵıa de teoŕıa de grupos, las dos condiciones arriba mencionadas representan los
invariantes Casimir del álgebra de observables.

4.3.6. Los conmutadores

[x̂µ, x̂ν ] = 0, (4.60)

[x̂µ, p̂µ] = i~(δµν − Cx̂µx̂ν),

[p̂µ, p̂ν ] = 2i~Cx̂[ν p̂µ],

junto con las condiciones calculadas

x̂µx̂µ = 1/C , p̂µx̂
µ + ni~ = A.

Ahora definimos
M̂µν = x̂[µp̂ν] = p̂[ν x̂µ] = (−Czρsρx[ν + z[ν)(xµ] + sµ]).

Con el resultado de (4.57) y con

M̂µν = x̂[µp̂ν] = p̂[ν x̂µ] = −Czρsρx[νsµ] + z[νxµ] + z[νsµ], (4.61)
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y las relaciones de conmutación calculadas

[x̂µ, x̂ν ] = 0, (4.62)[
x̂µ, M̂νρ

]
= i~x̂[νηρ]µ,[

M̂µν , M̂ρσ

]
= i~

(
M̂σ[µην]ρ − M̂ρ[µην]σ

)
,

sujeta a las condiciones

x̂µx̂µ = 1/C , M̂µν = −M̂νµ , 2x̂µM̂µν = p̂ν/C −Ax̂ν (4.63)

El álgebra envolvente de estos operadores da el álgebra de los observables sobre T ∗MCp,q , siendo
un elemento general

f̂
(
x̂, M̂

)
=
∑
lm

f̃ν1···ν2mj,l,m,µ1···µlSYM
(
x̂µ1 · · · x̂µlM̂ν1ν2 · · · M̂ν(2m−1)ν2m

)
,

donde los coeficientes f̃ν1···ν2mµ1···µl son constantes.

4.4. Resultados para los espacio-tiempos de Sitter y Anti de
Sitter

Primero se incrusta dS/AdS en un espacio plano cinco dimensional mediante las ecuaciones de
incrustamiento:

ηµνx
µxν = 1/C y xµpµ = A

donde C y A son algunas constantes reales arbitrarias, y η es la métrica plana del incrustamiento.
Para dS η = diag(1,−1,−1,−1,−1), C < 0 y AdS η = diag(1, 1,−1,−1,−1) C > 0.

Obtenemos los resultados exactos por los conmutadores estrella de Fedosov:

[xµ, xν ]∗ = 0 [xµ,Mνρ]∗ = i~x[νηρ]µ (4.64)

[Mµν ,Mρσ]∗ = i~(Mρ[µην]σ −Mσ[µην]ρ)

los ı́ndices van de 0 a 4, Mµν = x[µ ∗ pν], xµ = ηµνx
ν .

Las condiciones para la incrustación xµxµ, xµpµ, se convierten en los invariantes de Casimir del
álgebra en un lenguaje de teoŕıa de grupos. Las siguientes observaciones son importantes:

1. Las M ′s generan SO (1, 4) y SO (2, 3) para dS y AdS respectivamente.

2. Las M ′s y las x′s generan SO (2, 4) para ambos dS y AdS.

Éstos subgrupos son los grupos de simetŕıa para todas las variedades de dS y AdS respectivamente.
En el caso de part́ıculas de spin 0 el operador M̂2 se convierte en el operador Laplace-Beltrami
∇µ∇µ y x̂µp̂µ → −i~xµ∇µ por lo tanto φ(x) := 〈x|φ〉, entonces:

(2i~C∇µ∇µ − χC −m2)φ(x) = 0

donde −i~xµ∇µφ = Aφ. Ésta ecuación, es la ecuación de onda libre en AdS. Con esto vemos que
se tiene el equivalente a uno de los sistemas más utilizados en la mecánica cuántica tradicional.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y perspectivas

La mecánica cuántica se desarrolló para enfrentar las incongruencias que hab́ıa entre la teoŕıa
clásica y algunos experimentos. Una formulación de ella se basa en una ecuación diferencial de
segundo orden la cual se le conoce como ecuación de Schrödinger, pero poco antes de este formalismo,
se hab́ıa trabajado en otro basado en matrices.

Con este formalismo matemático (ecuación de Schrödinger), comienza a conocerse el mundo
microscópico, se descubre una nueva f́ısica, con lo cual comienzan a entenderse fenómenos que
hasta ese momento no se entend́ıan. Los fundamentos de ésta nueva teoŕıa no se comprenden del
todo.

Esta situación es la que lleva a algunos f́ısicos a desarrollar otros formalismos matemáticos que
resulten más naturales en su paso de la teoŕıa clásica a la cuántica, con lo que, la comprensión de ésta
nueva teoŕıa sea mejor. De esta forma llegamos a la cuantización por deformación, un formalismo
que realiza el paso de la mecánica clásica a la cuántica mediante una deformación del álgebra.

La mecánica cuántica trabaja con operadores. Éstos no conmutan, por lo que el álgebra de
la teoŕıa cuántica es no conmutativa. La deformación del álgebra se realiza mediante el producto
estrella, con este se logra la no conmutatividad que es requisito para tener una teoŕıa cuántica,
cuando se toma el ĺımite de ~ → 0 (ya que éste es el parámetro de la cuantización), recuperamos
la mecánica clásica. El formalismo de cuantización por deformación hace uso extenso del producto
estrella.

Hay distintos productos estrella los cuales son c-equivalentes mediante un operador diferencial.
Entre estos los productos más conocidos son: el normal, estándar, Moyal y de Fedosov.

En este trabajo se han revisado los sistemas f́ısicos más estudiados por ambos formalismos:
part́ıcula libre, pozo de potencial cuadrado infinito y oscilador armónico simple. En todos los casos el
formalismo por deformación, recuperó los resultados ya conocidos y obtenidos mediante la ecuación
de Schrödinger.

En el caso de la part́ıcula libre, el formalismo de Schrödinger es más sencillo que el de la
deformación y en el caso del oscilador, los distintos resultados son más sencillos de obtener en el
caso del formalismo de la deformación.

Una diferencia entre la cuantización canónica y la cuantización por deformación en el oscilador
armónico es que en la primera, para obtener la enerǵıa de punto cero y las enerǵıas de los distintos
niveles, se resuelve una ecuación diferencial (dos veces), con distintas condiciones iniciales, en el
caso de la segunda, al obtener la enerǵıa del punto cero, se aplica un operador diferencial con el
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que se obtienen las enerǵıas para los distintos niveles.
Los sistemas anteriormente descritos tienen asociada un álgebra deformada en el formalismo de

cuantización por deformación, esto por el producto estrella.
El producto estrella de Fedosov es el más general en el caso simpléctico, esto provoca que no

haya una forma establecida para el mismo. Este producto permite analizar situaciones donde el
espacio-fase no es necesariamente R2n, sino una variedad simpléctica en general.

En particular es posible analizar espacios-tiempo con curvatura constante, como de Sitter y anti-
de Sitter mediante este formalismo, como en el caso de aplicación. En este enfoque, la información
sobre la curvatura del espacio-tiempo queda incorporada al realizar la cuantización del sistema.

El formalismo de la cuantización por deformación puede ser la alternativa para obtener resulta-
dos en menor tiempo y que se sabe, serán resultados correctos, en concoordancia con la situación
f́ısica que generó la curiosidad y por ende, el estudio de éste.

En términos generales, el formalismo de la cuantización por deformación no sólo puede ocuparse
en problemas conocidos donde se conozca o analice un sistema f́ısico mediante la cuantización
canónica, si no, que se ocupe en problemas donde, por la ecuación diferencial que se obtenga,
sea muy complicado obtener un resultado o sea muy tardado, en caso de recurrir a los métodos
numéricos o de simulación.

Un tema que puede ser desarrollado en este sentido concierne al análisis del péndulo cuántico. Se
espera obtener en primera instancia los resultados conocidos por la cuantización canónica y también
obtener otros resultados de relevancia f́ısica que no se conozcan o sean muy complejos los cálculos
mediante otro formalismo.

Hay otros espacios donde también el producto estrella es de utilidad. En estos se requiere
tomar en cuenta condiciones noholonómicas para tener resultados correctos, ya que hay distintas
situaciones o escenarios donde se tienen que cumplir con un cierto número de restricciones. Además
del producto estrella para realizar deformaciones, hay otra forma conocida como q-deformación
basada en grupos cuánticos deformados. Esto nos indica que es posible encontrar distintas formas
de realizár la deformación y que el producto estrella no es la única forma. La deformación nos
permite trabajar con las variables x y p de manera simultánea; ya sea considerándolas variables
canónicas (producto ?) u operadores (q-deformación), con lo que los cálculos se simplifican.
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