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RESUMEN

En esta tesis se abordara el problema de la radiacién de agujeros negros, cono-
cida como Radiacién Hawking. Clasicamente los agujeros negros absorben toda la
materia que atraviesa el horizonte de eventos y nada puede escapar. No obstante,
Hawking demostré mediante un andlisis cuantico que esto no sucede, existe una
produccién de particulas que emerge del horizonte de eventos y por lo tanto es po-
sible asociar una temperatura dada por T = 5~ donde x representa la gravedad de
superficie. Hawking realiz6 este hallazgo usando la solucién de Schwarzschild, pero
es posible generalizarlo a otro tipo de soluciones a las ecuaciones de Einstein [1] .

En este trabajo se calculard la temperatura de Hawking utilizando la relacién
existente con la temperatura de Unruh para lo cual serd necesario calcular los co-
eficientes de Bogoliubov para poder obtener el ntimero de particulas producidas.
Posteriormente, se realizard el calculo de T mediante otros caminos: Usando el efec-
to tinel como justificacion y después escribiendo la temperatura en funcién de un
periodo; esta relacién se muestra en la condicién KMS [2] y la integral de Feynman
[3] .Cualitativamente resulta interesante que para relacionar temperatura y periodo
es necesario utilizar tiempo imaginario a través de la rotacién de Wick [4] como un
artilugio matematico que facilita muchos célculos.

Finalmente, se estudiaré la produccién de particulas para soluciones en espacios-
tiempos clasicos y no conmutativos. A partir del espectro de emisién y la tempera-
tura de Hawking serd posible analizar y etiquetar un agujero negro no conmutativo
respecto a uno clésico.
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1. INTRODUCCION

La fisica actualmente tiene diversos problemas abiertos, a nivel teérico existe
una incompatibilidad entre la Mecdnica Cuéntica y la gravedad, cuya teoria me-
jor aceptada es la Relatividad General. Sin embargo, existen avances al introducir
aspectos cudnticos a la gravitacién y uno de los resultados mejor conocidos es la
radiacién de Hawking, la cual predice que un agujero negro es capaz de emitir par-
ticulas, que es un fenémeno cldsicamente prohibido [5] .

En este trabajo se estudiard el fendmeno de la radiaciéon de Hawking comen-
zando por repasar conceptos de Relatividad General, que es la teoria encargada del
estudio de los agujeros negros. Posteriormente se hard una revisién a conceptos de
la Teoria Cuantica de Campos, la cual permite analizar la emisién de particulas aso-
ciada a un agujero negro desde el punto de vista de la fisica moderna; luego se pre-
sentardn las ideas principiales de la Geometria No Conmutativa y por dltimo se ha-
blaré de radiacién de agujeros negros, abordando las formas mds representativas de
mostrar el fenémeno de la radiacién Hawking en soluciones tipo Einstein-Maxwell.
En ese orden, se tendrdn listos los ingredientes para el propésito final de esta tesis,
estudiar la radiacién Hawking para espacios-tiempos no conmutativos.

Los objetos de andlisis son los llamados agujeros negros [6] ,los cuales consisten
en cuerpos que concentran una gran cantidad de energia en una regién del espa-
cio relativamente pequefia. Estos surgen como resultado del colapso gravitacional
de estrellas y sus principales caracteristicas son poseer al menos un horizonte de
eventos y un campo gravitacional lo suficientemente intenso para que nada escape
de ellos; sin embargo, justo la radiacion de Hawking es una excepcidn a esta tltima
afirmacién. Los agujeros negros eran hasta hace pocos afios una prediccion teérica
no confirmada, hoy se sabe que existen gracias a observaciones astronémicas, mis-
mas que revelan que es comuin encontrarlos en el centro de la mayoria de galaxias
[7] y que la Via Lactea no es la excepcién [8] . Una forma de estudiarlos es mediante
la Relatividad General, puesto que las ecuaciones de Einstein predijeron su existen-
cia aproximadamente 100 afios antes de ser descubiertos [6] . Una vez que se obtiene
una solucién de agujero negro es posible conocer sus propiedades a partir de la mé-
trica asociada, en particular aquellas asociadas con su termodindmica.

En 1972 se demostré que los agujeros negros poseen una entropia proporcional
al area del horizonte de eventos y de esta forma estos objetos deberian emitir radia-
ci6on [9] . Hawking dilucidé este problema en 1975 mediante el estudio de la radia-
ci6n de un agujero negro tipo Schwarzschild haciendo uso de la teorfa cudntica de
campos en espacio-tiempo curvo [5] . A grandes rasgos, Hawking introdujo el cam-
po sin masa asociado a la ecuacién de Klein Gordon expandido como combinacién
lineal de operadores de creacién y aniquilacién junto con las soluciones ortonor-
males de la ecuacién de onda para cada regién del agujero negro. Adicionalmente,
definié un vacio para las distintas regiones pues en general el vacio no es el mismo
para todos los observadores. Posteriormente, para hallar la produccién de particu-
las en la region del futuro infinito de curvas tipo luz _¢*, obtuvo los coeficientes de
Bogoliubov para dicha regién; estos coeficientes se escribieron en términos de los



modos asociados a la ecuacién de Klein-Gordon, los cuales se denotan por p. Aqui,
el trabajo consistié en desarrollar los coeficientes de Bogoliubov como funcién de
p vy para ello realiz6 el anélisis de 6ptica geométrica en el diagrama de Penrose, de
este modo, p fue reescrito y los coeficientes de Bogoliubov quedaron determinados.
Finalmente, con ayuda de los coeficientes de Bogoliubov calcul6 el valor de expecta-
ci6on del operador ntimero, cuyo resultado indicé una distribucién con temperatura
no nula e igual a T = 5. Es comun hallar este resultado en la forma T = ﬁ ya que
son equivalentes entre si si consideramos la gravedad de superficie de la solucién de
Schwarzschild. Nétese que para que T sea perceptible, M debe ser suficientemente
pequefia, lo que a su vez implica que T es detectable s6lo en agujeros negros con
tiempo de vida efimero, pues t,;4, ~ M°; esto explica en buena medida por qué no
se ha podido detectar radiacién Hawking [10] .

Se mostrard que hay mds formas de llegar al resultado que Hawking encontré.
La manera natural es mediante el efecto Unruh, ya que resulta intuitivo el hecho
de trabajar en espacio plano (minkowskiano) ya que es relativamente simple hacer
célculos en ausencia de gravedad, ni siquiera se debe hacer alusién a los principios
matemadticos de la Relatividad General y por lo tanto tampoco hace falta hablar de
agujeros negros, ;c6mo es esto posible? Como se verd, calcular propiedades no tri-
viales de los agujeros negros sin siquiera mencionarlos y desde luego, sin considerar
espacios-tiempos curvos es posible con ayuda del principio de equivalencia y algo
de teoria cuantica de campos; otra manera sera con ayuda de un fenémeno bien co-
nocido en mecanica cudntica, el efecto tunel. El razonamiento es realizar una ana-
logia entre una barrera de potencial y el horizonte de eventos para luego examinar
la dindmica de la particula emitida con ayuda de la accién y la tasa de emisién. Una
manera mas serd con la periodicidad de sistemas euclidianos; la idea detras es que
asumiendo que los agujeros negros son objetos térmicos, estos deben tener periodi-
cidad en un tiempo euclidiano, lo cual permite calcular la temperatura de Hawking
de forma mucho mds simple, sin embargo, el precio a pagar es hacer una rotacién
de Wick para introducir tiempo imaginario, cuestién que conceptualmente atin estd
en debate si tiene significado fisico [11] [12] .Utilizando la rotacién de Wick, sélo se-
rdnecesario analizar una regién en la vecindad del radio del horizonte para verificar
que si se desea evitar singularidades cénicas, se deberd tener un sistema periédico
y a partir de esta idea se encontraré la temperatura de Hawking de forma matemati-
camente sencilla pues involucrard muy pocos cdlculos. Por supuesto, en los tltimos
anos han surgido mds caminos para calcular la temperatura de Hawking [13] ;mds
aun, algunas de estas ideas pueden aplicarse a soluciones gravitacionales mas com-
plicadas que incluyen otros pardmetros como carga eléctrica y momento angular
ademds de la masa [1] . De hecho el teorema de no pelo [14] permite describir un
agujero negro inicamente por estos tres parametros.

La solucién de Schwarzschild sera el punto de partida en este trabajo, ya que
es el modelo mads simple para describir el campo gravitacional de cuerpos masivos
tales como los agujeros negros, pero, si se desean estudiar objetos mads realistas, se-
rd necesario introducir més pardmetros. En este caso, el pardmetro adicional estara
asociado a una contribucién de la no conmutatividad, la cual consiste en una visién
mas actual de la fisica que postula que el espacio-tiempo satisface un principio de
incertidumbre; esto hace una conexién directa con la Mecdnica Cuantica e intenta
dar una descripcién maés robusta del espacio-tiempo, en particular de los agujeros
negros. Resulta interesante que bajo estas ideas de no conmutatividad es posible



eliminar las singularidades existentes en la teoria cldsica. No obstante atin queda
mucho camino por estudiar, no hay que olvidar que una de las grandes deudas de la
fisica moderna es lograr una teoria cudntica de la gravedad [15] .

En este trabajo se analizard la radiacién Hawking o radiacion de agujeros negros,
primero para los casos cldsicos y después se abordarédn los casos no conmutativos,
mismos que satisfacen una nueva forma matemadtica para las funciones métricas
debido a la implementacién de la no conmutatividad. Finalmente se estudiara c6-
mo influyen los pardmetros asociados a carga electrica y no conmutatividad en la
producciéon de particulas asociada a la radiaciéon en cada caso usando el llamado
modelo de espejo en movimiento. Esto podria permitir entender més a fondo la na-
turaleza de los agujeros negros, los cuales histéricamente han sido uno de los ob-
jetos que mds interés despierta en la comunidad cientifica, pero que ademds han
desnudado muchas de las limitaciones de la fisica; su estudio bajo nuevos esque-
mas es sin duda una tarea fascinante y prometedora.



2. RELATIVIDAD GENERAL

2.1. Principio de equivalencia

En la época de Aristételes se pensaba que los objetos més pesados caen antes
que los menos pesados, lo cual fue desmentido por Galileo. El dejé caer objetos de
diferentes masas desde lo alto de la torre de Pisa, observando que sin importar el
material de cada objeto estos cayeron al mismo tiempo. Afios después, Newton mi-
di6 el periodo de un péndulo utilizando diferentes masas, sin encontrar diferencia
alguna. Se debe tener en cuenta que en aquellos tiempos (siglo XVII) las limitacio-
nes en los instrumentos de medicién requerian compensarse con ingenio.

Una descripcién matemaética de que los objetos caen al mismo tiempo indepen-
dientemente de su masa fue proporcionada por Newton, mediante sus leyes de mo-
vimiento. Si se considera la ecuacién de movimiento de un cuerpo con masa cons-

. . . - - mg
tante en caida libre, de la 2a ley de Newton se tiene m;d = mgg = a = =g, donde
1
a es la aceleracion que sufre el cuerpo, g la aceleracion de la gravedad, m; la masa
inercial (define como la masa se resiste a ser acelerada), y finalmente m, es la masa
gravitacional (encargada de la atraccion gravitacional entre cuerpos masivos, es el
andlogo de la carga eléctrica, responsable de las interacciones eléctricas). Para que
. . . . mg
se cumpliera lo observado por Galileo y Newton se debia satisfacer que .= =1, de
L
no cumplirse esto, la aceleracién de la gravedad no serfa la misma para todo tipo de
materia.

En el siglo XIX, E6tvos diseiié un experimento para medir las diferencias entre
masa inercial y gravitacional, el cual consistia en una balanza de torsién inspirada
en la balanza de Cavendish.

La torca hallada para este sistema fue de T = lAgg mgA(% - z—g). De haber
existido diferencia entre las masas inerciales y gravitacionales de cada cuerpo, en-
tonces T # 0 y por lo tanto el cable se habria torcido. No se detect6 giro alguno.
La precisién de este experimento permitié concluir que las diferencias entre masa
inercial y gravitacional fueron menores al orden de 10~ lo cual para fines practicos
es despreciable. En tiempos maés recientes se han hecho nuevos experimentos para

medir diferencias entre masa inercial y gravitacional con mayor precision [17] .

Por lo tanto, se puede afirmar que la masa inercial es igual a la masa gravitacio-
nal, lo cual es conocido como el principio de equivalencia débil [18] . De cumplirse
esto, entonces para el cuerpo en caida libre, la 2a ley de Newton queda como a = —g.
;Esto es simpre cierto?



e

gas l

LY 4

LTS 1

Figura 1: La imagen ilustra la balanza de Cavendish [16] . Aqui g, y g% son las componentes vertical y

horizontal de la aceleracién centripeta debida a la rotacion de la tierra, respectivamente.

Dado que a = —g, la aceleracién que experimenta el cuerpo es igual a la acelera-
ci6én debida al campo gravitacional pero en sentido opuesto, esto se puede abordar
en los siguientes dos casos:

I.-Sea un observador situado en el interior de un cohete, sujeto a un campo gra-
vitacional constante de magnitud g = ay dirigido hacia abajo.

I1.-Sea otro observador que también estd situado en el interior de un cohete, pe-
ro que posee aceleracion constante, de magnitud a y dirigida hacia arriba en sentido
opuesto a g (aqui no hay campo gravitacional).

;Los observadores verian alguna diferencia entre si? La respuesta es no. En ge-
neral es imposible distinguir entre el marco I y II mediante cualquier experimento
fisico dentro de la nave que no involucre mirar al exterior. Por lo tanto, lo que am-
bos observadores perciben es como si estuvieran en un campo gravitacional comun,
desde luego, esto es valido localmente.
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Figura 2: La imagen de la derecha ilustra lo que ocurriria con dos cuerpos segun el caso II), mientras
que la imagen de la izquierda ilustra lo que ocurriria segtn el caso I) pero si ahora se considerara una
region grande (no local) y se dejaran caer los cuerpos. Lo que pasaria al eliminar la localidad en el caso I)
es que estos cuerpos no seguirian un movimiento rectilineo hasta tocar el suelo (a diferencia de cuando se
consideraba una region local), ya que serian atraidos hacia el centro de la fuente de campo gravitacional
(puede ser el planeta Tierra) y las lineas de campo convergen alli. Dicho de otra forma, la gravedad no
hace que los objetos caigan hacia abajo, sino que caen hacia el centro de masa de la fuente de campo

gravitacional y esto es apreciable considerando regiones grandes.

Las ideas presentadas permiten enunciar el llamado principio de equivalencia
fuerte, el cual dice que no existe distincién observable entre los efectos locales de la
gravedad y la aceleracién. Einstein bas6 su teoria de la Relatividad General en esta
idea.

De acuerdo al principio de equivalencia, un sistema de referencia inercial siem-
pre puede imitarse con otro sistema en caida libre con campo gravitacional cons-
tante. Esto es posible ya que en el marco de referencia de un observador que sufre
caidalibre en un campo gravitacional constante, al dejar caer un objeto este se ve en
reposo; es decir, en caida libre se anulan los efectos de la gravedad, lo que equivale
a tener un observador con a = 0 (inercial). Si se desea una teoria de gravedad que
sea compatible con Relatividad Especial entonces la compatibilidad deberia recu-
perar localmente el espacio-tiempo minkowskiano. Por lo tanto, dado un observa-
dor, siempre puede construirse un sistema de coordenadas en el que este sea local-
mente minkowskiano. Esta propiedad del espacio-tiempo es algo que en geometria
diferencial se conoce como variedad Lorentziana; asi, la condicién de localidad al
hacerse compatible con Relatividad Especial exige una naturaleza geométrica de la
gravedad ya que implica tener localmente espacios-tiempos minkowskianos [19] .
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2.2. Ecuaciones de Einstein

El objetivo es construir unas ecuaciones que describan la interaccién gravitacio-
nal a partir de la curvatura del espacio-tiempo, esto se puede hacer considerando un
principio variacional y una accién apropiada. En Relatividad General dicha accién
gravitacional viene dada por la accion de Einstein-Hilbert [20] :

1
Sen= ﬁfR,/——gd“x 2.1)

Donde R es el escalar de curvatura y g el determinante del tensor métrico. Aco-
plada con gravedad, la accién se escribe como:

SEHzf(iRMM),/_—gd“x 2.2)

Los términos del integrando son la densidad lagrangiana de Einstein y de mate-
ria, respectivamente, siendo k una constante.

Lo que se hard para calcular las ecuaciones de Einstein serd usar el principio
de minima accién, efectuando una variacién sobre la accién (2.2) respecto al ten-
sor métrico, pues se desean ecuaciones dependientes de este pardmetro que logren
describir el campo gravitacional. Esto serd una analogia de lo hecho en mecénica
clasica para obtener las ecuaciones de Euler-Lagrange [21] . El principio de minima
accién establece: 6S =0

Aplicandolo en (2.2):
0SrG = f (%&R\/—g) + 6(LM\/_g)) d'x=0 2.3)

Multiplicando y dividiendo (2.3) por /=g g*":

R6\/< = 6(Lyy/=8)
f(i( OR | )+ (Lmv=8 )\/—_gég“bd4x:0 2.4)
2k 6geb  /-gbgt"  /~gog*’

Para que (2.4) se cumpla el término entre corchetes debe ser nulo, asi:

6R  ROV=E __ O(ny=E) 25

TEANE NG
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Vemos que el lado derecho de (2.5) es k veces un tensor covariante de rango 2, el
cual podemos definir como Tj:

(2.6)

5(Latv/~B)
kTab::k(—Z U g)

v=80g*

Haciendo la variacion por regla de Leibnizy usando que § ,/—g = — % V=8(ga1,68%D),
se escribe Ty, el cual es conocido como fensor de energia momento [22] :

B 8Ly
Tap —LMgah_Z@ 2.7)

Ya se analiz6 el lado derecho de (2.5), ;qué ocurre con el lado izquierdo?

Para ello se debe calcular la variacidn del escalar de curvatura [23] 6 R. Hay que
tomar en cuenta que R es una contraccion del tensor de Ricci [23] con la métricay el
tensor de Ricci a su vez es una contracciéon del tensor de Riemann [23] . Por lo tanto,
para calcular la variacién del escalar de curvatura primero hay que hallar la varia-
ci6én del tensor de Riemann y de Ricci.

El tensor de Riemann es:

R;ahiz aarzd—abrgd+Fflel“zd—l“zel"2d (2.8)

= 6R2ub = (61“2(1),“ - (é‘l“gd),b + 1"2661"2(1 +de6Fge — Fgeérgd - I“ZdSFZe, (2.9)

con:
o . 1 ou
aBf = Eg (8pu,a+ 8ua,p — 8ap,u) (2.10)

Estos coeficientes de la forma I'Y, g que aparecen en (2.9) se conocen como sim-
bolos de Christoffel [22] . Puede mostrarse que dichos simbolos no son un tensor,
dado que no se transforman como tal, sin embargo, resulta que la variacién de un
simbolo de Christoffel si es tensor, de manera que, la derivada covariante asociada
a los primeros dos términos de (2.9) es:

(BT )10 = (OT ), +TEaOT g — T 10Ty — T 40T, 2.11)
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OTSa)p = OT5), b+ 50T % g~ Tp0TS g —T%p0TS, (2.12)

Sustituyendo (2.11) y (2.12) en (2.9) y usando la simetria de los simbolos de
Christoffel se llega a:

ORSap = 0T} a);a— 0T qa);p (2.13)

La expresion (2.13) es la variacion del tensor de Riemann. Haciendo la contrac-
cién ¢ = a se obtiene la variacién del tensor de Ricci:

SRGcp=06Rap =0T ja);c— 6T ca);n (2.14)

Por dltimo, el escalar de curvatura R := gd bRp:

= O0R=08(8"" Rap) = (§°76T¢ 4 — g"96TC0); 4 + Rap0g*” (2.15)

c

El término entre paréntesis de (2.15) es la derivada covariante de cierto tensor
contravariante de rango 1 (vector) V¢ := (g“bﬁl"‘;a - g%15T¢,), 4 de modo que:

=6R=(VY).4+Rap6g*? (2.16)

Sustituyendo (2.16) en (2.4):

i((Vd);d+Rab6g“b .\ R6\/~g +6(LM,/——g)
2k 5gab rgﬁg“b /—_g5gab

J

que conduce a:

] v-g6g*’d*x=0 (217

6(Lyv/=8)

g V=86g"d*x=0

(2.18)

% (f(‘/_—ng);dd4x+f,/_—gRab(Sg“bd‘lx+fR6,/_—gd4x)+

13



De (2.6) ylaidentidad 6 /=8 = —%,/—g(guh(?g“b), (2.18) se reescribe como:

1 d 4 f ab j4 (Rab Rgap Tap
— —oV%. = —_— | = 2.1
2k(f(‘/ gV),ad x)+ V=808" d x| = — 5 =0 (2.19)

La primera integral de (2.19) es nula dado que al aplicar el teorema de Gauss
generalizado [24] fu(Xd);ddv = [5,XNdog, X := \/—_ng, la frontera du no esta
delimitada a alguna hipersuperficie de modo que esto implica evaluar en el infini-
to y alli el inifnito temporal no posee campo mientras que el infinito espacial tiene
campo nulo a medida que r — co.

Por lo tanto (2.19) queda como:
/=58 o g4 M————T =
808 X 2k ab|=0 (2.20)

lo cual se cumple si el integrando es nulo, de este modo se escriben las ecuacio-
nes de Einstein:

1
Rap— ERgab =kTap (2.21)

también conocidas como ecuaciones de campo, (2.21) se trata de un conjunto
de ecuaciones diferenciales parciales no lineales que son las ecuaciones mds im-
portantes en Relatividad General puesto que describen la interacciéon de la gravedad
debido a la presencia de materia. Desde luego, en el limite de campos débiles (2.21)
se reduce a la ecuacién de Poisson dada por la teoria newtoniana.

Notese que el lado izquierdo de (2.21) contiene tinicamente informacién geo-
métrica (lamado fensor de Einstein), mientras que en el lado derecho el tensor de
energia-momento posee informacién asociada a la materia. Esto indica que la pre-
sencia de energia puede curvar el espacio-tiempo. Mds atn, esto es consistente con
el principio de Mach, el cual establece que la distribucién de materia determina la
geometria [16] .

Debido a que el lado izquierdo de (2.21) depende de R}, ¥ Ry que estos pueden
escribirse en términos del tensor métrico g,p, hallar soluciones a (2.21) es encontrar
la métrica ds® = g,,dx®dx? que satisface las ecuaciones de Einstein para un T,
dado.
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2.3. Solucion de Schwarzschild

Se trata de la primera solucién a (2.21) en espacio-tiempo curvo, la cual fue halla-
da por Schwarzschild (1916). Describe el espacio-tiempo asociado a una fuente ma-
siva de campo gravitacional, estética e invariante bajo inversién temporal, en vacio
y con simetria esférica [25] . Las primeras dos condiciones implican que g,p,0 =0,
T.p = 0= A (A es la constante cosmoldgica), respectivamente, mientras que la tlti-
ma condicién implica considerar coordenadas esféricas. Con esta tltima condicién
en mente, conviene partir considerando la métrica de Minkowski [26] , que viene
dada por:

ds? =dt* —dR®> = dt* - dx* - dy? — dz* (2.22)

En coordenadas esféricas se tiene:

X = psin¢cosO

y=psingsind

Z=pcos¢

Las diferenciales son:

dx =sin¢cosfdp+ pcos¢pcosfdd—pcospsinfdo
dy =sin¢gsinfdp + pcos¢psinfd¢ + p cos¢dpcosdo

dz=cos¢dp —psingpde

> ds’=dt* —dp?® - p*dQ? (2.23)

donde dQ? = sin? ¢pdO? + d¢p?

La métrica (2.23) es minkowskiana. Para introducir un espacio-tiempo curvo se
debe aceptar que los coeficientes de la métrica en general son funciones arbitra-
rias dependientes de todas las coordenadas y que a diferencia de (2.23) el tensor
de Riemann asociado es no nulo, de modo que existe curvatura. Particularmente,
dadas las condiciones de simetria esférica, las funciones que aparecen como coefi-
cientes métricos no pueden tener dependencia angular y ya que se considera una
fuente estética, no debe haber dependencia temporal; de este modo las funciones
solo pueden tener dependencia radial. Asi, se reescribe (2.23) para este caso:
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ds® = X(p)dt* - Y(p)dp® - Z(p)p*dQ?
Haciendo los siguientes cambios de variable:
r\2
r:=pvZp) = (;) =Z(p)
Si se define:
a(r) = X(p(r)

Se obtienen las siguientes relaciones:

Y(p(r)
B(r) =
(45)?

_ar,
Y(p(r) = (dp) B(r)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Tomando en cuenta que dp? = (%)Zd r? y sustituyendo (2.25)-(2.27) en (2.24),

la métrica (2.24) se reescribe como:

ds®> = a(r)dt® - p(r)dr? - r*dQ?

Usando el siguiente Ansatz:
a(r) = e

B(r) =P

La métrica queda escrita como:

ds® =e*Vdar? — B dr? - r2dq?

En este punto el problema se reduce a encontrar las funciones A(r) y B(r).

(2.28)

(2.29)

Se calculan las componentes no nulas del tensor de Ricci asociado a (2.29). Pa-
ra ello se debe usar una contraccién del tensor de Riemann (2.8) (como se hizo en
(2.14)), ademas de la definicién de los simbolos de Christoffel (2.10), haciendo esto
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resulta que las componentes no nulas del tensor de Ricci son:

Ryr=—eU B A"+ a2 - 1ap + 4
Ry =3A"+1(A)2-14B - £
Rop=e B(1+3r(A' - B))-1

Rypg = sin® @Ry
(2.30)

Dado que otra de las condiciones era vacio T, = 0, el tensor de Einstein debe ser
nulo Gup := Rap— 3 Rgap = 0y al obtener la traza de este: TrGq, =0=R—3R(4) =0
cuya condicién se cumple siy s6lo si R = 0; esto se sustituye en G4, = Rgp— %Rgab =
0 de modo que R, =0, se dice entonces que se tiene una solucién Ricci plana; esto
exige que las componentes del tensor de Ricci sean nulas en el caso de considerar
vacio.

Se tienen entonces las condiciones:

=> Ryt =Rrr =Rgg=Rpp=0

Asi, es posible escribir la igualdad e~ ‘“A~B)R;, + R, , = 0, luego, al reemplazar los
coeficientes de (2.30) queda que —%(A’ + B') = 0. Aqui, el término entre paréntesis

debe ser nulo, al integrar esta ultima ecuacion, resulta B(r) = —A(r) + C y finalmente
haciendo un reescalamiento conveniente para el tiempo t — e~ ¢/2¢, resulta:

C=0=>B=-A (2.31)

Sustituyendo (2.31) en Ryg de (2.30) se llega a:

d C
—reh=12et=1+2 2.32)
dr r
Sustituyendo en (2.29):
C C
ds®=(1+2)d2 -1+ 2 1dr? - r2dQ? (2.33)
r r
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Para hallar la constante Cy se debe tener en cuenta el limite newtoniano (cam-
pos débiles) [27] :

800 =1+20 (2.34)

Considerando que el potencial gravitacional en unidades naturales es ® = #
Al comparar (2.33) y (2.34), se obtiene la constante:
Co=-2M (2.35)

Reemplazando (2.35) en (2.33), se llega al resultado final, conocido como métri-
ca de Schwarzschild (23] .

2M 2M
ds*=(1-==)dt’ ~(1-==)"'dr* - r*dQ* (2.36)

Al observar (2.36) puede notarse que hay dos valores de r para los cuales hay
una singularidad. Mds adelante se verd que r = 0 es la tinica singularidad y que
r =2M no lo es, sino que aparenta serlo debido a las coordenadas utilizadas. Mds
adn, r = 2M es un punto de no retorno (horizonte de eventos), debido a que al pasar
de un rex; > 2M a otro rj,; < 2M, los coeficientes de la métrica de Schwarzschild
(2.36) cambian de signo, lo que implica que ¢ — r. Estrictamente un horizonte de
eventos, se define como una hipersuperficie en la que un vector Killing (2.111) tipo
tiempo se vuelve nulo [28] .

Por lo tanto, cualquier tipo de materia que atraviese r = 2M cldsicamente no
podré escapar y se acercard cada vez mas hacia la singularidad fisica r = 0 confor-
me transcurre el tiempo ¢ para un observador externo. Cabe mencionar que dicho
observador externo veria a la materia tardar un tiempo infinito en llegar a la singula-
ridad, mientras que un observador que viaje junto con la materia medirfa un tiempo
finito para llegar a la singularidad.

Un cuerpo con horizonte de eventos define lo que es un agujero negro, el cual es
la regién del espacio-tiempo delimitada por al menos un horizonte (de acuerdo con
la hip6tesis de censura césmica) [29] . Cualitativamente un agujero negro se trata
de un objeto con gran cantidad de materia concentrada en una regién relativamen-
te pequefia, por lo que produce un campo gravitacional intenso. En el siglo XVIII
la existencia de agujeros negros fue sugerida por Laplace, quien los llamé “cuerpos
oscuros”, sin embargo, hasta 2019 se pudo confirmar su existencia [30] .

La solucién de Schwarzschild (2.36) describe el modelo mads sencillo de agujero

negro pero también resulta ttil como aproximacion del campo gravitacional gene-
rado por cuerpos esféricos tales como planetas y estrellas.
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2.4. Solucion de Reissner-Nordstrom

Ya que se analiz6 la solucion de Schwarzschild, es conveniente revisar qué suce-
de cuando ademas de las propiedades mencionadas para (2.36) se introduce carga
eléctrica [31] . La solucién a las ecuaciones de Einstein (2.21) que cumple estas ca-
racteristicas es la de Reissner-Nordstrom, la cual tiene la novedad de afiadir campo
electromagnético, ademds de ser asint6ticamente plana y recuperar (2.36) cuando

Q—o.

En analogia a (2.28) el problema consiste en encontrar las funciones que apare-
cen en el elemento de linea dado por:

ds®> = A(r)dt* - B(r)dr? - r*dQ? (2.37)

Es visible que el tensor métrico asociado posee los elementos no nulos: gy =
A(r), g11 = —B(r), 822 = —r? Y 833 = —r2sen?0. Se puede proponer un Ansatz para
las funciones A y B tal y como se hizo en el caso anterior, sin embargo también es
posible trabajar sin proponer una forma especifica de las funciones; eso si, al here-
dar las propiedades de la solucién de Schwarzschild se asume que estas funciones
sélo tienen dependencia en r.

De las ecuaciones de Einstein (2.21) se obtiene la traza:

1
R—ER(4)=87IT3R:—87[T (2.38)

donde T es la traza del tensor energia-momento, en este caso el tensor electro-
magneético, dado por:

11
Tap= E(ZgaﬁFquW —8pvFapF"") (2.39)

En la expresién anterior aparece F,y,, que es el fensor de Faraday [32] . El tensor
(2.39) cumple que T = g*’T,,;, = 0 y debido a (2.38) esto implica R = 0, por lo tanto,
para este caso las ecuaciones de Einstein (2.21) se reescriben como:

Rap=8nTyp (2.40)
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Si se quiere expresar el lado izquierdo de (2.40) hay que hallar el tensor de Ricci;
usando (2.8) con la contraccién indices que se hizo en (2.14), el tensor de Ricci que-
da escrito como:

Rap=0,Thp—0pThu+ThuThs—Thslhu (2.41)

Nuevamente hay que hallar e introducir los simbolos de Christoffel no nulos da-
dos por (2.10); efectuando esto, se calculan las componentes no nulas de (2.41):

AN A/ A/ BI A/
Roo = R; -— (= 2.42
w=fi=p AT B By @4

A/I AI AI Bl B/
Rii=Rip=——+—(—+— 2.43
11 rr 2A 4A(A B) Br ( )

Ryo = Rgg =1 r(A,+B,) 1 (2.44)
22770607 2"58"A B’ B '

R33 = R(p(p = Rgz sen2 0 (2.45)

En general el tensor de Faraday que aparece en (2.39) es un tensor antisimétrico
conformado por las componentes de campo eléctrico E y magnético B. Este se de-
fine como:

0 E E E

Fup = -E; 0 -B; B
-E, By 0 -B

-Es -B, B 0

(2.46)

De aqui es fécil ver que la traza es cero (al igual que en (2.39)). Otro detalle que
se debe mencionar es que como en el caso abordado se tiene carga eléctrica y sime-
tria esférica, los coeficientes no nulos de (2.46) sélo son los términos asociados a la
componente radial del campo eléctrico, ademds de no poseer dependencia angular,
entonces:
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0 E.(r, 1)

—E (1,0 0
Fap = 0 0
0 0

(2.47)

O O O O

Teniendo presente (2.47), ahora es posible expresar el lado derecho de (2.40), lo

cual consiste en hallar el tensor electromagnético (2.39) de forma explicita. Pero de
acuerdo con (2.47) tinicamente Fy; = —Fj¢ son no nulos, por lo que la suma en (2.39)
sélo corre de 0 a 1, haciendo este desarrollo resulta:

11
Tou= E(EgaﬁFOIFOI - gﬁlFaoFlo - gﬁoFalFOI) (2.48)

Calculando sus elementos no nulos se obtienen las siguientes expresiones:

__A 01
Too = Fo F
81

B
T11=§1701F01
Typ = — 12 g FO1
22 = gr 01

T33 =Ts» sen2 0

De (2.49) y (2.50) junto con (2.40):

Too T _ 1 (Roo Ruy_ 1 (A By_
At =020+ ) =gp(G+F)=0

lo cual implica:

A B
—+—==0
A B

La dltima relacién puede reescribirse como:
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0rIn(AB) =0 (2.54)

por lo que el producto AB es una constante.

Debido a que A= A(r) y B = B(r), se puede afirmar que:

AB=f; f=cte (2.55)

Como siguiente paso conviene escribir las ecuaciones de Maxwell en forma co-
variante, en particular la ecuacidon que se asocia a Ley de Gauss. Las ecuaciones de
Maxwell covariantes son [32] :

VpFh =0 (2.56)

ViyFap =0 (2.57)

La expresion (2.57) se expresa como: Fgg:y + Fgy;a + Fya;p = 0y proporciona el
campo magnético B de una carga magnética, pero eso aqui no brinda informacién
adicional ya que no existen los monopolos magnéticos [33] .

Por otro lado, usando (2.56) es posible hallar el campo eléctrico E asociado. De-

sarrollando (2.56) como la divergencia de un tensor contravariante de rango dos:

OpF*P +T8sFHP 4 T s Pk = 0 (2.58)

Recordar que debido a (2.47) el tensor de Faraday s6lo es no nulo en Fy; y Fig,
por tal razén se puede elegir @ = 0,1 en (2.58).

Cona=1:

00 F'0+TLsFHP +ThsF!# =0 (2.59)

El segundo término de (2.59) es nulo ya que al desarrollar la suma se aplica que
be=T¢py Fb = _Fba mjentras que el tercer término también es nulo pues segtin
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(2.10) todos los simbolos de Christoffel involucrados son cero. Asi, (2.59) se reduce a:

00F'°=0 (2.60)

De (2.47) se sabe que Fjo = —E, (r, t) y por otra parte usando (2.55), F10 = g!1g00F, =

—=Fio= _TlFlo = %, por lo que (2.60) se reescribe como:

0.E,(r,t) =0= E, # E,(t) = E, = E+(r) (2.61)

Cona=0:

01 FO 4+ TOsFHP 4+ ThsFO% =0 (2.62)

De nueva cuenta el segundo término desaparece por las propiedades de sime-
tria y antisimetria de los simbolos de Christoffel y el tensor de Faraday, respecti-
vamente. Sin embargo, el tercer término ya no se anula pues la suma completa es

FﬁﬁF(’“ = FO1 (09 +T11+T%,+T33), 1o cual de acuerdo a (2.10) implica que FﬁﬁFO“ =

FOI(% + 2% + %) y segun lo hallado en (2.53) esto seria FﬁﬁFO” = FOI%. Lo anterior
permite reescribir (2.62) como la siguiente ecuacién diferencial:

2F01 1
01F01+T =0=> ﬁar(rzFOI) =0 (2.63)

ycomo FO! = g%¢l1Fyy = —%, (2.63) se puede reescribir en la forma:

1

= 0,(r*Fy) =0=0,(r*Fy1) =0 (2.64)
Resolviendo:
k
Fop = ﬁ, k=cte (2.65)

De (2.47) y (2.61) = Fy; = E/(r), mientras que debido a la ley de Gauss, 1a cons-
tante k = Q. Sustituyendo esto en (2.65) se llega a:
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Foy1=E;(r)= r_Qz (2.66)

Una vez obtenida la forma del campo eléctrico, ya es posible determinar las fun-
ciones de (2.37) y entonces resolver el problema. Para ello se toman juiciosamente
las componentes Ry en (2.40):

Ry =81Ts; (2.67)

De (2.44) y (2.51) se obtiene la forma explicita de esta ecuacion:
L > 01
1-—(——-—)——==8n(——71"Fy1 F"") (2.68)
81

Con ayuda de (2.55) se encuentra que B = % — B = —%, lo cual implica que
1-55 (%/ - %) - % =1- %6, (r A) y se sustituye en el lado izquierdo de (2.68). Mientras
que para ellado derecho de (2.68), 1a ecuacién (2.55), produce Fo; FO! = Fy1(g°°g! ' Fyp) =
}%. Estos dos resultados permiten una reescritura simple de la ecuacién de Eins-
tein:

1 Q?
1- ?ar(rA) = ﬁ (2.69)
Integrando y despejando A, se encuentra:
Co @
Ar)=f+—+ 5 Cyo=cte (2.70)
ror

Como en Q — 0 esto se debe reducir al caso de Schwarzschild (2.36), se observa
que f=1yCy=-2M.

2M Q?
=>AN=1-—+ (2.71)
r r

Ademds, se infiere que f =1 implica A = % ; esto es consistente con el hecho de
que el limite asintético de la solucién a grandes distancias debe corresponder a es-
paciotiempo minkowskiano. Con esto presente, al sustituir (2.71) en (2.37) sellega a
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la forma final de la métrica de Reissner-Nordstrom [23] :

2M Q?

2M Q2
d52=(1—7+?)dt2—(1—7+ Q ) ldr? - r?dQ? (2.72)

r2

2.5. Coordenadas de Kruskal-Szekeres

En la solucién de Schwarzschild se puede ver que si r = 2M se tiene una singu-
laridad, esto se debe a las coordenadas. Se mostrard que esta no es una singulari-
dad fisica y que puede removerse utilizando unas coordenadas adecuadas, de este
modo se puede estudiar el comportamiento de objetos cerca de r = 2M (radio de
Schwarzschild).

Considerando geodésicas nulas con df = d¢ = 0, el lagrangiano asociado a d s>
es:

1 2M . 2M -
L=-|01-—)2-1-—)""r?2|=0 (2.73)

2 r r

3(1—&4)(2)2—(1—%)_1(ﬂ)2=>dt—+ rdr (2.74)
rodA r da T Tr-2M ’
Integrando:
r *

t=1o+ (r +2Min(5 - 1)) - 2.75)

conr*:=r+2Ml n(j/[ —1) la coordenada de tortoise, la cual cumple la condicién
dr’ _ (- 2My-1
dr — r

Considerando coordenadas nulas (también conocidas como coordenadas de cono
deluz) [34] :
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u=t-r", vi=t+r" (2.76)

se obtiene:

d d
sdu=di-dr =di- 2, dv=dt+dr=dr+ 2 @2.77)
r—2M r+2M
Multiplicando ambas expresiones:
d 2
dudv =di® - ———— 2.78)
(1—7)2

De la métrica de Schwarzschild se considera el caso df = d¢ = 0 por simplicidad
en los cdlculos, de modo que se omite la informacion asociada a la 2-esfera:

2M 2M 2M dr?
ds2=(1——)dtz—(l——)_ldrzz(l——)(dtz—#) (2.79)
r r r (1-=7)2
Sustituyendo (2.78) en (2.79):
2M
ds®>=(01- T)dudv (2.80)

El elemento de linea (2.80) es conocido como métrica en la forma de Eddington-
Finkelstein.

Regresando a las coordenadas nulas (2.76) puede verse que:

1 r r v-u =r
—(w—w=r"=r+2Min(— -1)=> — —1=¢4M g2M (2.81)
2 2M 2M

Por otro lado, una reescritura inmediata de (2.80) es:

oM
ds? = 22 _Ddudv 2.82)
r 2M
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Reemplazando (2.81) en (2.82):
2M

2 _ v-u —-r
ds®=—e M e2M dudv
r

Definiendo:

U:= —eﬁ’ V= eﬁ
lo que implica:
eﬁ e4M
=>dU= du, av =
M 4M

De (2.85) se obtiene la siguiente relacion:

(16M2)dUdV = e ™ dudv

Al introducir (2.86) en (2.83) se llega a:

32M3
ds® = e dUdV

Con ayuda de las coordenadas de Kruskal-Szekeres:

U+Vv V-U
== Xi=——

T:

se obtienen las relaciones inversas:

S>V=T+X, U=T-X

27

(2.83)

(2.84)

(2.85)

(2.86)

(2.87)

(2.88)

(2.89)



por lo que se puede escribir:

=dUdV =dT?*-dXx? (2.90)

Finalmente al sustituir (2.90) en (2.87), se llega a:

ds® =

M
e (dT? - dX?) (2.91)

El elemento de linea (2.91) se conoce como la métrica de Schwarzschild en coor-
denadas de Kruskal-Szekeres [35] .

Es importante notar que se tiene una relacién de la forma ds3,, = Q*ds}

Mink’
3 = . 2 .2
con Q2 =/ %ew el factor conforme. Es decir, se lleg6 a una relacién entre la

métrica de Schwarzschild y la métrica de Minkowski mediante un factor conforme.
En este sentido puede notarse qu el factor conforme diverge en r = 0; como puede
observarse, en este caso la singularidad fisica se encuentraen r =0ynoen r =2M.
Adicionalmente puede utilizarse alguno de los invariantes geométricos tales como
el escalar de Kretschmann [36] para verificar que el valor r = 0 corresponde a una
singularidad esencial, mientras que r = 2m representa una singularidad no esencial
o coordenada.

2.6. Gravedad de superficie

Un pardmetro importante en el estudio de la termodindmica de agujeros negros
es la gravedad de superficie x [6] . La idea es obtener la aceleracion en la superficie
de una fuente de campo gravitacional. En el caso de la Tierra esta viene dada por
K= %, donde M7 esla masa de la Tierray rr su radio. Ahora se calcularé la grave-

T
dad de superficie para el caso més simple de agujero negro (2.36), que es el principal
caso de interés para analizar radiacién Hawking. La ecuacién general que define a
la gravedad de superficie se representa como una relacién de vectores Killing.

Sea una hipersuperficie Z nula, se dice que Z es un horizonte de Killing de un

campo vectorial de Killing ¢ si en Z, ¢ es normal a X. Si ahora se considera un [ nor-
mal a X, tal que en X se cumple la condicién ¢# = fI#; adicionalmente debido a la
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parametrizacion afin, se cumple la condicién /#D, 1" = 0. Implementando este par
de condiciones es posible hallar la relacién para la gravedad de superficie [37] :

DS = (fIM)Du(f1Y) = fz(l“DulV) +IMDLf(f1") =x¢” (2.92)
Dicha expresion es vélida en la hipersuperficie %, pues es alli donde ¢ es normal

ax.

Para el caso del agujero negro de Schwarzschild conviene utilizar coordenadas
de Eddington-Finkelstein entrantes (IEF) [38] , de manera que (2.36) se escribe co-
mo:

2M
ds®>=—(1-="2)dv*+2dvdr + r?dQ? (2.93)
r

con v = t+r*. A partir de esta expresion se puede obtener el tensor métrico in-
Verso:

0 1 0 0
1 a-24H o 0
B _ T
g = 0 0 r_12 0 (2.94)
0 0 0 r2sen2 0

Tomando /* = fgHVd, S como el vector normal al horizonte, donde f es una fun-
cion arbitraria de las coordenadas y ya que el horizonte viene dado por la superficie
S(r) = 2M, entonces I* = f(g""0,S,g""a;S,0,0); al evaluar en el horizonte r = 2M,
resulta:

= £(1,0,0,0) = fa, (2.95)
Se puede ver que la norma de I es nula en el horizonte r = 2M, es decir:
2M
P =gt =g, (1" = -1 -=—)f° (2.96)
r

de modo que en el valor particular r = 2M para la coordenada radial, el vector
I* es tipo nulo. Por lo tanto, [* es un vector de Killing tipo tiempo [39] y el horizonte
r = 2M es una hipersuperficie nula. Desde luego [* satisface la ecuacién de Killing
(2.115).
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Se sabe que 9; es un vector de Killing para la solucién de Schwarzschild [37] .
Resulta que 0, es exactamente el mismo vector, es decir:

ov. oF . 80 0p.
—56U+Ear+aag+aa¢—ay (2.97)

donde se utilizo las diferenciales provenientes del cambio de variables para coor-
denadas IEF (2.93): dv =dt+ (-=53;)dr, dF =dr,df = dO y d$ = d¢. De este modo
se comprueba que 9, es un vector de Killing temporal, utilizarlo facilitard mucho los

calculos.

La gravedad de superficie « se calcula de forma simple usando las coordenadas
IEE Para ello hay que usar el lado izquierdo de (2.92) para la componente ¢ =9, =
(1,0,0,0), se tiene que {7 Dy¢" = {7 (EVy + Ty p¢P) = 9Ty 5¢P =T, donde el tér-
mino entre paréntesis es la derivada covariante de ¢¥. Calculando I'}), de acuerdo

1

a la definicién de los simbolos de Christoffel I'}, = 58”7 (8vo,v + 8ov,v — vv,0) =

%8w(_gv v,r) = Ir\—/zl y evaluando en el horizonte r = 2M:

, 1
=Ty = (2.98)

Esto fue resultado de analizar el lado izquierdo de (2.92); comparando con el
lado derecho de la misma, se puede ver que como ¢ =9, = (1,0,0,0), se llega a:

K=—— (2.99)

la cual es la gravedad de superficie para el agujero negro de Schwarzschild. Esta
cantidad puede generalizarse para otras soluciones de agujero negro [40] y un ca-
mino para hallarla es lo que se verd en capitulos posteriores, donde se mostrard que
la gravedad de superficie guarda una relacién cercana con la temperatura.

2.7. Diagramas de Penrose-Carter

Los diagramas de Penrose-Carter son una representacion pictérica en 2 dimen-
siones de un espacio-tiempo. En dicha representacién se preservan las relaciones
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causales y se pueden dibujar regiones infinitas en una regién finita. La forma de
preservar la estructura causal es introduciendo coordenadas de cono de luz y para
mapear valores infinitos a cantidades finitas se debe hacer un cambio de variable
adecuado.

Dado que se trabajara en el espacio-tiempo de Schwarzschild, conviene ver el
diagrama de Penrose en este espacio-tiempo y analizar sus distintos componentes
[27] . La métrica (2.91) puede escribirse con las coordenadas cono de luz Uy V co-
mo (2.87), donde UV = ezm (1 — 557)- Se puede ver que UV =0 si r = 2M, lo que
representa al horizonte, mientras que UV =1 si r = 0, que representa la singulari-
dad esencial. Aqui, la transformacién de coordenadas conveniente es:

U = arctan(U), V=arctan(V) (2.100)

SIE]

A § P Y7
2<U<2, 2<V<

Puede verse entonces que el intervalo de valores (-oo, o) es mapeado a un inter-
valo finito. Con este cambio de coordenadas se tiene que:

= dU = ——d0, av=——

cos2U cos2 V

La expresion (2.87) se reescribe con las coordenadas finitas Uy V:

, 32M® . dUadv
= ezMm

ds = =
r cos2Ucos2 V

(2.101)

De este modo ya se tiene la métrica en coordenadas que preserven el cono de
luz y toman valores en un dominio finito. Como tltimo paso, puede considerarse el
siguiente cambio de variable para (2.101):

7 _U+V % _V-U
T=5-X==

lo que implica:

U=T-X,V=T+X - dUdvV =dT? - dX?

yen consecuencia:

) 32M3

= _~° e (T2 - dX? 2.102
rcos?(T — X) cos2(T + X) ( ) ( )

=>ds

De este modo el diagrama para la solucién de Schwarzschild es conforme al de
Minkowski y puede dibujarse como:
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Figura 3: Diagrama de Penrose-Carter para el espacio-tiempo de Kruskal-Szekeres. Los cuadrantes de-
recho e izquierdo representan regiones externas asintéticamente planas para un agujero negro y blanco,

respectivamente; mientras que los cuadrantes superior e inferior son la parte interna de estos objetos

Los elementos principales de un diagrama de Penrose-Carter son los siguientes:

_#*: Futuro infinito de curvas tipo luz

Z~: Pasado infinito de curvas tipo luz

i*: Futuro infinito de curvas tipo tiempo

i~: Pasado infinito de curvas tipo tiempo

i%: Infinito de curvas tipo espacio

#€7: Horizonte de eventos del agujero negro (r = 2M)

J¢~: Horizonte de eventos del agujero blanco

Las variables primadas corresponden a las zonas (II) y (IV) y son anélogas a las
no primadas. En general, la solucién de Schwarzschild puede verse en dos distintas
regiones, las cuales son la region exterior al agujero negro (I) y la interior (III), mis-
mas que estan divididas por un horizonte de eventos.

Las regiones (II) y (IV) se asocian al exterior e interior de un agujero blanco, res-
pectivamente. Un agujero blanco emite toda la materia, por lo que es lo opuesto a
un agujero negro; hasta ahora estos objetos nunca se han detectado [6] . Por lo tanto,
es frecuente que s6lo se aborden las regiones (I) y (II), las cuales corresponden a un

agujero negro.

De acuerdo al diagrama de Penrose, un rayo de luz que parte de la regién (I) y es
dirigido al agujero negro, cruzard /" y luego llegara a la singularidad fisica r = 0,
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pero en caso contrario, si el rayo es dirigido en sentido opuesto a la ubicacién del
agujero negro, entonces cruzard _#*. Del mismo modo, una particula cuya curva
asociada sea tipo tiempo, eventualmente llegard a i*, mientras que si la curva es ti-
po espacio llegara a i°. Hay que recordar que cuando se cruza a través de " ocurre
que t — r,lo que era tiempo se vuelve espacio y por lo tanto el cono de luz se invier-
te al atravesar #*. Otro aspecto a resaltar es que no es posible ir directamente de la
region (I) — (II) sin pasar por la singularidad r = 0 pues ello exige curvas tipo espa-
cio, lo que implicaria v > c ! Esto s6lo puede ocurrir te6ricamente mediante Puentes
de Einstein-Rosen [6] .

Figura 4: Simulacién del diagrama de Penrose-Carter en espacio-tiempo de Kruskal-Szekeres. Aqui, las
trayectorias verticales representan curvas temporales constantes y las trayectorias horizontales represen-
tan curvas espaciales constantes.

Las estrellas tienen un periodo de vida, al consumir su combustible colapsan
bajo su propia atraccién gravitacional al ya no haber fuerza alguna que se oponga;
bajo ciertas condiciones en su masa estas pueden encogerse por debajo de r =2M,
colapsando como un agujero negro. Para agujeros negros que se forman mediante
un colapso estelar, el diagrama de Penrose se ve de la siguiente forma:
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singularity

_.event horizon

g+

r:O
origin of —
coordinates

Figura 5: Diagrama de Penrose-Carter de una estrella con simetria esférica colapsando, la cual formard
un agujero negro [5] . El diagrama no contiene la parte asociada a agujero blanco y la superficie de la
estrella sigue una trayectoria tipo tiempo.

Los diagramas de Penrose pueden dibujarse para otras soluciones bajo la mis-
ma dindmica. Es de especial interés el caso de Schwarzschild puesto que Hawking
utilizé un cuerpo colapsando para su andlisis [5] .

2.8. Vectores de Killing

Es necesario recordar que las transformaciones de Lorentz [23] A son difeomor-
fismos de la métrica de Minkowski que la dejan invariante. Es decir A son isometrias
de guv o dicho de otro modo A es una simetria del espacio-tiempo g,,v. Una manera
de caracterizar dichas simetrias del espacio-tiempo es mediante los vectores de Ki-
lling [41] .

Partiendo del difeomorfismo dado por:

x* = xH + ekt e<<1 (2.103)

donde k es un vector asociado a la transformacion.

de donde se sigue que:

oxt
== 8t +ekty (2.104)
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Ya que (2.103) es infinitesimal, las componentes de la métrica en coordenadas
transformadas x' se pueden escribir como una serie alrededor de las coordenadas
no transformadas x:

8uv () = guv (%) + €k guv,y () (2.105)

La regla de transformacién de la métrica es acorde a la transformacién de un
tensor covariante de rango 2:

HoxY .
0x® dxb 8uv(x) (2.106)

8ap(x) =
Sustituyendo (2.104) y (2.105) en (2.106) se llega a:
8ap(x) = gop+€(@pukta + gaukt g+ k' gap, 1) (2.107)
Usando regla de Leibniz y agrupando se obtiene:

= gaﬁ(x) = g{x,B + E(kﬁ;a +ka;ﬁ _ku(gﬁp;a +8awp _gaﬁ»p)) (2.108)

Dado que los simbolos de Christoffel se definen de acuerdo a (2.10) y el tensor
meétrico es simétrico, la ecuacién anterior puede escribirse como:

= gap(x) = guptelkpa+kap —Zk’"‘gu,ll"iﬁ) = gupte(kp,a —Fiﬁk/l)ﬂkayﬂ —Fiﬁk/l))
(2.109)

Los dos términos entre paréntesis son derivadas covariantes de un covector, en-
tonces se puede escribir:

ap(¥) = ghp +e(kpia +kaip) (2.110)

Lo que implica que g = g, entonces si (2.103) es isometria de la métrica, el tér-
mino entre paréntesis de (2.110) debe ser nulo.
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kﬁ;a+ka;ﬁ:0 (2.111)

La ecuacidn (2.111) es conocida como ecuacion de Killing. Esta ecuacién permi-
te una formulacién maés elegante como a continuacién se muestra.

Para ello considere las componentes covariantes del vector de Killing. Ya que

kg = gpykY y ka = gayk” , se puede escribir:

= (gpyk");a + (gay k"), =0 (2.112)

Aplicando la conexion de Levi-Civita (g,p;c = 0) [41] , es posible sacar al tensor
métrico de la derivacién covariante de modo que:

= gpy(k");a + gay (K);5=0 (2.113)

La expresion (2.113) sigue siendo vélida si se agrega un valor nulo conveniente,
en este caso se tiene que:

8py(k");a+ gay (k) + k' gapy =0 (2.114)

Se observa que (2.114) es la derivada de Lie [42] del tensor métrico g4 en la di-
reccién del campo de Killing «, es decir:

£r8ap=0 (2.115)

Dicha expresion es equivalente a (2.111) y define lo que es un vector de Killing.
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3. TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

3.1. Teoria Cuantica de Campos en espacio minkowskiano
3.1.1. Campo escalar de Klein-Gordon

En el régimen relativista la ecuacién de Schrédinger [43] debe ser modificada,
para ello se considera la relacién de la energia relativista:

E:p202+mzc4 3.1

Se busca un nuevo operador diferencial que actte sobre una funcién de onda re-
lativista ¢ [44] ; con esto en mente se sustituyen los operadores E — ihd,;y p — —ihV
en (3.1), reemplazdndolos e igualando a cero resulta:

0%~ V2 + (520 =0 (3.2)

Operando el lado izquierdo sobre ¢ y usando unidades naturales:

O+mHp=0 (3.3)

(3.3) es la ecuacion de Klein-Gordon [44] de una particula libre, donde O := 6% —
V2 es el D'Alambertiano, ¢ el campo de Klein-Gordon en el espacio minkowskiano
n-dimensional y m la masa del campo. Se consideraré el caso en el que el campo
tiene masa nula, ya que esto permite obtener la misma accién para observadores
minkowskianos y de Rindler, en consecuencia se tendrdn las mismas ecuaciones de
movimiento, en este caso m = 0 proporcionard una ecuacion de onda. En general,
la ecuacién de Klein-Gordon se trata de una version relativista de la ecuaciéon de
Schrédinger.
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Es posible llegar a (3.3) a partir de la densidad lagrangiana £ = %(n“ﬁqb,a(,b, B
m?¢?) mediante el principio de minima accién §S = 0, donde S = [ £(x)d" x [45] .
Las soluciones de (3.3) resultan ser ondas planas, de modo que un conjunto de so-
luciones puede escribirse como los modos de frecuencia positiva:

Uy o el kx=0t (3.4)

Si se sustituye (3.4) en (3.3) se obtiene:

w:=Vk?+m? (3.5)

Dichas soluciones u; son eigenfunciones del operador 6, de modo que:

0
Euk(t,x)z—iwuk(t,x), w>0 (3.6)

y se puede definir un producto interno real inspirado en la densidad de probabi-
lidad que aparece en la ecuacién de continuidad V,,J# = 0 ; en este caso la densidad
de probabilidad de Klein-Gordon viene dada por J° = ¢*3°¢ — ¢p3°¢*. Con esto en
mente, es posible definir el producto escalar de Klein-Gordon como:

<P p2>= —if [(P1(x)0:¢p5 (x) — 0 (1 (X)) (x))] d" ' x 3.7

donde la base de las soluciones ¢; y ¢, son ortonormales.

3.1.2. Cuantizacién

Con el fin de cuantizar alos campos, estos se deberdn representar mediante ope-
radores en el espacio de Hilbert # [43] , es decir ¢p — (/%]f, el proceso de cuantiza-
ci6n permite echar mano de las relaciones clasicas entre los campos dadas por los
corchetes de Poisson y de esta manera imponer las relaciones de conmutacién que
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deben cumplir [46] . Dichas relaciones son [45] :

[p(t,x),p(t,x)] =0 (3.8)
(7 (t,x),7(t,x)] =0 (3.9)
[t x),7(t,x")] = 6" (x - x) (3.10)

donde 7 := 5%—%})) = 0s¢ es el momento canonico conjugado [21] .

Notese de (3.4) que las uy y su complejo conjugado forman un conjunto com-
pleto. Esto es, forman una base ortonormal completa [47] y por lo tanto, al tomar
Reg, el campo ¢ puede expandirse como:

o1, x) :zk:[akuk(t,x)+a£u,t(t,x)] (3.11)

con a; y a siendo los operadores de creacién y aniquilacién [43] , respectiva-
mente, los cuales satisfacen las reglas de conmutaci6n:

lag, arp]l =0 (3.12)
la},a},1=0 (3.13)
[ak,dz,] =0k (3.14)

Dentro del espacio de Hilbert, es conveniente utilizar la base asociada a la repre-
sentacion de Fock [48] . Los kets pueden definirse a partir del estado de vacio [0 >y
c6mo acttan los operadores sobre este estado [45] .

|0 >— estado vacio y |1 >— estado 1-particula

De esta manera:
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ail0>=0 (3.15)

aflo>=|1;> (3.16)

De forma similar se construyen estados de muchas particulas |1, 1g,,..., 1 k; >=
t T T
ko Pty r
los estados se pueden escribir mediante la aplicacion sucesiva del operador de crea-

'y cgly 2 1 2
cion, es decir: | ng,, “ngy, ..., ng; >= ———— —L () "(a WA (ﬂ )]”|0>
V1 vva Tk

a a;rc} |0 > si cada k es distinto. En el caso donde alglin a, se repita entonces
J

Ademas es posible generalizar (3.15) y (3.16) al caso del n-ésimo estado de par-
ticula.

ailng >=vnl(n-1); > (3.17)
allng>=vVn+1|(n+1); > (3.18)

Resulta de importancia conocer cémo actiian en general los operadores de crea-
cién y aniquilacién sobre estados arbitrarios, ya que las relaciones (3.17) y (3.18)
proporcionaran el camino para hallar lo que sucede en estados de vacio para un
observador no inercial.

3.1.3. Energia-momento

Usando el lagrangiano asociado a la ecuacién de Klein Gordon en (2.7), se en-
cuentra el siguiente tensor de energia-momento del campo de Klein-Gordon [45] :

Top = _1 Ad L2e 3.19
ap=Pap 5 Map <p/,1</>/5+2m P Nap (3.19)
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Identificando las componentes del tensor de energia-momento, se escribe la
densidad de energia T;; y de flujo de momento T;;, como:

1 n—1
Ty = 5[(6@)2 + 3 (0i)* + m*¢°] (3.20)
i=1

T;;=0.¢0;¢p 3.21)

Obsérvese que integrando T;; y T;; se puede obtener el hamiltoniano y el mo-
mento. Al sustituir el campo expandido (3.11) en estas componentes y realizando la
integracién en (n — 1)-dimensiones se llega a:

1
H;:fTﬁd”_lxz EZ(aZak+akaZ)w (3.22)
k

P; ::[Ttid”_1x=2a£akk,- (3.23)
k

Sien (3.22) se aplica la regla de conmutacién (3.14) se obtiene la forma estdndar
de H:

1
=>H=Y (alac+ 5w (3.24)
k

Esto conduce de manera natural a definir el operador del ntimero de particulas
N del siguiente modo:

N:=ala (3.25)

De (3.23) y (3.24) puede verse que el operador N conmuta con H y B, por lo tanto
el operador hamiltoniano H y el operador de momento P comparten eigenestados.

[N,H]=[N,Pi]=0 (3.26)

El significado de N puede verse al calcular su valor de expectacién con ayuda de
(3.15) y (3.25). Este valor promedio proporciona el niimero de particulas detectadas
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en un cierto nivel energético; en el caso del estado vacio se tiene.

<O0|Ng|0>=0 (3.27)

y en general:

<N>=Yn' (3.28)
k

donde n' representa el nimero de particulas en el i-ésimo estado.

Por otro lado, de la propiedad de los operadores a;|0 >=0 =< Olaz =0yasuvez
<0la aZIO >= 0 - Ademds, introduciendo las derivadas de los campos en (3.11) se

tiene que < 0| o} 10 >= 3k Ug o uz,ﬁ. Teniendo esto en cuenta, es posible hallar el
valor esperado del tensor energia-momento en la ecuacién (3.19) como:

<O0|Tapl0>=) Taplug, uyl (3.29)
k

La expresion anterior tiene diversas implicaciones de las cuales es importan-
te mencionar aquellas en el contexto de la Relatividad General. La idea general de
Hawking fue introducir el aspecto cudntico en las ecuaciones de Einstein (2.21).
Considerando el caso vacio, claramente T,; = 0, la cual es la visién clasica de las
ecuaciones de campo sin materia. Sin embargo, para el caso cudntico debe tomarse
Typ = 0+ < 0| Ty 410 >, donde el término < 0|T,p|0 > es el valor de expectacion del
tensor energia-momento y esté asociado a las fluctuaciones cudnticas del vacio. En
el vacio cuéntico no se tiene ausencia de particulas, sino que estas se generan como
pares de particulas y antiparticulas que pueden pasar de ser virtuales a ser reales
[49] .
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3.2. Teoria Cuantica de Campos en espacio curvo
3.2.1. Generalizaci6én a espacio curvo

En esta seccién se hard una analogia con la subseccién anterior, sin embargo
surgirdn algunos resultados importantes que estdn ausentes en espacio minkows-
kiano y que son intrinsecos al caso de un espacio-tiempo curvo. Debido a que se de-
be hacer el cambio de un espacio minkowskiano a un espacio-tiempo arbitrario, se
tiene el reemplazo 14 — gap, donde gq g €s un tensor métrico arbitrario (con cur-

vatura). Esto implica que la densidad lagrangiana ahora es £ = g &*Pp o, B
m?¢? — ERP?), donde g = detg, p» R es el escalar de curvatura y ¢ una constante.
El dltimo término de la densidad lagrangiana viene del acoplamiento con el campo
gravitacional.

Si se aplica el principio de minima accién 6S =0 con S = [ £d"x, se obtiene:

O+m?+ERP=0 (3.30)

donde J := ﬁ@a(,/—gg“ﬂaﬁ) y corresponde al D’Alambertiano en espacio-
tiempo curvo.

Aqui, hay dos valores de ¢ peculiares. ¢ = 0 (minimamente acoplado) ya que re-
cupera la ecuacion de Klein Gordon habitual (3.3), mientras que si ¢ = % (con-
formalmente acoplado) junto con m = 0, implica que la accidn serd invariante ante
transformaciones conformes g, 5= 0?2 Sap 45] .

Por otro lado, el producto (3.7) en este caso pasa a ser:
<1, 2 >= if (1 ()0up5 (x) — Bpep1 (X)) (x)] /- gz (x)dZH 3.31)

con dX* = n*d%, donde dZ es el elemento de volumen de una hipersuperficie de
Cauchy X tipo espacio y n* el vector normal unitario tipo tiempo dirigido al futuro.
Mads aun, se puede mostrar que el producto (3.31) no depende de la eleccién de la
hipersuperficie X [45] .

A partir de la ecuacién de Klein Gordon para espacio curvo (3.30) es posible ha-
llar un conjunto completo de soluciones de frecuencia positiva {u;} y negativa {u;}.
Tales que satisfacen:

<uj,uj>=06;; (3.32)
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< ul*,u;= >=-0;j (3.33)

< u,-,u;f >=0 (3.34)

similar al caso de la seccién anterior, ya que {ui, uf} forman un conjunto com-
pleto . El campo se expresa como en (3.11):

dx) = laju;(x) + a;.r u; (x)] (3.35)

Por lo tanto con las mismas relaciones de conmutacioén (3.12)-(3.14).

laj,aj]=0 (3.36)
la},al]=0 (3.37)
(@i, al) =8 (3.38)

Al igual que los estados resultantes de aplicar los operadores de creacién y ani-
quilacidn, estas relaciones de conmutacion entre los operadores también serdn ne-
cesarias para obtener lo que mide un observador en el estado vacio.
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3.2.2. Transformaciones de Bogoliubov

De manera implicita se ha hecho referencia a un estado vacio |0, > (sobre el
cual operan a; y a:.r), que desde luego cumple a;|0, >= 0,Vi. Sin embargo, al pa-
sar a espacio-tiempo curvo no hay un conjunto de modos preferente debido a que
los distintos observadores no pueden relacionarse mediante una simple transfor-
macion de Lorentz; esto produce que el vacio no sea invariante [50] y por lo tanto,
no habrd una nocién de vacio tinica. Entonces, es posible considerar otro conjunto
completo de soluciones {vi, vl*} asociado a un nuevo observador, el cual determina
una nueva expansion del campo ¢ en términos de los modos v; y v; en lugar de los
modos u; y u; (como en (3.35)).

= ¢ =Y [bivi(x)+ bl v} (x)] (3.39)
i

Este desarrollo define ahora un nuevo estado de vacio |0 >;|05, ># |0, >, el cual
también cumple b;|0;, >=0, Vi, y ademds define un nuevo espacio de Fock.

Dado que ambos conjuntos {u;, u;} y {v;, v;} forman conjuntos completos. Se
pueden escribir ambos modos como combinacién lineal de los otros modos, es de-
cir:

vi:Z(aijuj+ﬁiju;f) (3.40)
J

y de manera inversa:

ui:Z(a/:fjl}j—ﬁijV;) (3.41)
J

Las expresiones anteriores (3.40) y (3.41) se conocen como transformaciones de
Bogoliubov [51] [52] . Los coeficientes de dichas transformaciones cumplen las pro-
piedades:

Y (@ika}e—BikBii) =0bij (3.42)
x

Y (@ikBjx—Bixajr) =0 (3.43)
k

45



Las cantidades a; j y ; j son los coeficientes de Bogoliubov, mismos que pueden
calcularse al usar las propiedades (3.32)-(3.34) para el producto interno en las trans-
formaciones de Bogoliubov (3.40) y (3.41). Esto resulta en las siguientes expresiones:

ajj=<viuj> (3.44)

ﬁij=—< v,-,u;f > (3.45)

Si ahora se igualan los campos expandidos por los diferentes observadores ¢ = ¢
(lo cual se interpreta como el hecho de que el campo es tinico e independiente del
observador), ademds de considerar las transformaciones (3.40) y (3.41), asi como los
productos (3.32)-(3.34); se obtienen las siguientes relaciones que definen los opera-
dores de creacion y aniquilaciéon de un observador en términos de los operadores
del otro observador:

ai:Z(ajibj+.B;ibj') (3.46)
J

bi =) (a; ja;—B; ja}) (3.47)
j

Finalmente, es de llamar la atencién que si se calcula el nimero de particulas
que el nuevo observador detecta en el estado vacio |0, > del primer observador, es-
te valor es no nulo. Para este calculo basta aplicar (3.17), (3.38) y (3.47), con lo cual
se llega a:

< 04INpl0a >=<041b! b0 >=Y"1B; I #0 (3.48)
J

En espacio-tiempo curvo el vacio y el nlimero de particulas depende de el ob-
servador. En este caso, lo que el primer observador ve como vacio sin particulas
(< Oala;f a;|0, >=0), otro observador no veria vacio y detectaria particulas
(< Oalb:f b0, ># 0). Este resultado implica que el vacio no se debe entender como la
nada o la ausencia de particulas, pues estas pueden producirse y ademds dependera
de quién las observa; este hecho resulta determinante para el calculo de la produc-
ci6én de particulas en el horizonte de eventos de un agujero negro.
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3.3. Rotacion de Wick

En la teoria cudntica de campos (QFT) es frecuente usar las rotaciones en el
plano complejo como una herramienta ttil. La principal motivacién es el hecho de
considerar un espacio minkowskiano ds3, := —dt* + dx* + dy* + dz* y notar que si
t—it,=>—-din*+dx*+dy*+dz* = dr*+dx*+dy*+dz* = ds% o bien dsy, — ds%,
donde d s% es lamétrica euclidiana 4D. Pasar de un espacio N—dim; N = 1 a otro de
la misma dimensién pero distinta signatura es posible mediante una rotacién en el
plano complejo conocida como rotacion de Wick [4] , 1a cual transforma a la variable
temporal real en imaginaria. Esto es mateméaticamente vélido y permite trabajar la
solucién de un problema en espacio minkowskiano buscando su problema anélogo
en espacio euclidiano, lo que muchas veces resulta mds sencillo. Sin embargo, tomar
un tiempo imaginario no es intuitivo ni posee una interpretacion fisica clara [11] .

Una justificacién matematica de la rotacién de Wick es que las integrales de tra-
yectoria se pueden trabajar mejor en espacio euclidiano [4] . Como ejemplo, la ecua-
cién de Klein Gordon (-6 — m?)G(x - y) = i6"V (x — y), tiene como solucién a la fun-
cion de Green:

i

dVp .
Gx-y)=[| —ZePV_— 3.49
(x=y) f (Zn)Ne p%— (3.49)

m? + ie

Resulta que puede obtenerse la misma solucién cambiando a espacio euclidiano
(rotacién de Wick) para el tiempo y para el momento [4] . Usando este argumento, la
ecuacion de Klein Gordon se reescribe como (—9% + m?)G(x—y) = i6" (x - y), mien-
tras que para el tiempo y el momento, se tiene ¢ = —ixs y po = —ip4. Esto implica

dpy _ . rd g o )
que [ 522 =i [ ZP% y porlo tanto la solucién euclidiana serfa:

dVp . 1
G(x— — ip(y—x)
=Gx-y) f —(Zn)Ne P

p (3.50)

De esta manera, (3.49) y (3.50) representan la misma solucién analitica en el
tiempo.
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Figura 6: En la imagen de arriba se observan las rotaciones de Wick para el tiempo y la energia, cuyas
rotaciones son 7% y— % , respectivamente. Por otro lado, las regiones redondeadas representan los polos

de la funcién de Green para el espacio de coordenadas y momentos [4] .

3.4. Integral de Feynman y funcién de particién

Hawking mostr6 la relacién de periodicidad entre un sistema cudntico con tem-
peratura finita y un sistema euclidiano peri6édico en su articulo de 1977 [3] . Resulta
que un sistema peridédico en tiempo euclidiano (tiempo imaginario) con periodo
B corresponde a un sistema térmico con temperatura ! y ademds es posible ex-
presar la funcién de particién asociada al sistema en términos de una integral de
caminos sobre campos periédicos de periodo S.

Para hacer dicha conexioén, se partird de analizar la amplitud de transiciéon para

el propagador, la cual se define como:

<2, Lolp1, 11 >:=< o, |ultr, 1)1 > (3.51)

con u(ty, f) := e 1H2=1) ¢] operador de evolucién temporal [53] . Al efectuar una
rotacion de Wick tal que £, — t; = —i7 y tomando ¢; = ¢» = ¢ se obtiene:

<o, told1, t >=< Pple” " H|p > (3.52)

Aqui, es conveniente recordar la forma del propagador definido como una infe-
gral de Feynman (o integral de trayectoria), que se escribe del siguiente modo:

<, by, 1 >i= f dlp)eSP (3.53)
G(n)=d1,p(r2)=d2
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donde [ dl¢] :=limy oo (z15) 7 [ dpn-1 [ dpn-2... [ depo
Ahora, al igual que en (3.51), se aplica una rotacién de Wick en (3.53), dando co-
mo resultado:

<o, |1, 1y >=fai[¢]e‘55[¢” (3.54)

donde Sg = —iS es la accién euclidiana, resultado de efectuar la rotacién en la
accion S:= [dt (%(%)2 - V((p)), mientras que la d[¢] representa a d[¢] rotada.

Igualando (3.52) y (3.54):
><ple ¢ >=fd”[<p]e*35[¢] (3.55)
e integrando sobre ¢:
:qu) <¢ple " Hip >:fd<pfd[¢]e‘55[‘/’] (3.56)

El lado izquierdo de (3.56) es igual a Tre~ ", 1a cual es la funcion de particién Z
[54] de un ensamble candnico [54] siempre y cuando se cumpla que 7 = § o dicho de
otro modo, si se satisface la relacion:

T=— (3.57)

Tomando en cuenta estas consideraciones, la funcién de particién queda escrita
como:

7= f ) f dlpleSE@] (3.58)
$10)=p2(B)=¢

Se ha hallado asi un resultado importante y ttil dentro de QFT. La conclusiéon
de esto es que la rotacidon de Wick (que permite trabajar en variedades de signatura
distinta) da lugar a un sistema euclidiano con cierto periodo, el cual se puede rela-
cionar con la temperatura de un sistema cudntico. Aqui, puede verse que como el
periodo es igual a 8, geométricamente este debe ser el valor que posee el radio del
circulo del plano complejo donde se efectu6 la rotacién del eje temporal real al eje
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temporal imaginario.

En el caso de considerar otros ensambles, habria términos adicionales en la ex-
ponencial, cuya interpretacion estaria dada por ciertas cantidades asociadas a la ter-
modindmica del sistema. Por ejemplo, un ensamble gran canénico Z = Tre AUH-ZikiC)
para un sistema con carga Q y momento angular J tendria como correspondientes
potenciales quimicos p; a la velocidad angular Q y al potencial eléctrico ® [3] .

3.5. Condicién de Kubo-Martin-Schwinger

Otro modo de visualizar la relacién entre temperatura en un sistema con pe-
riodicidad es mediante la condicion KMS [2] [55] . Se considera de nueva cuenta la
funcién de particién Z que como se vio en la subseccién anterior es definida como
la traza de una matriz densidad [54] , es decir Z := Tre”PH_ De esta manera el valor
de expectacion en el ensamble para un observable A (operador cudntico) viene da-
do por:

< Aspe 21 Tr(ePH gy = LA (3.59)
h= - TreBH )
y del mismo modo si se tienen los operadores AB:
=< AB>p=Z 'Tr(e P AB) (3.60)

Esto permite considerar a la funcion de Green térmica Gg, definida como la co-
rrelacion de dos operadores [56] [45] :

Gﬁ(‘r,x) =< 0(1,x)0(0,0) >p (3.61)

De acuerdo a (3.60) la relacién puede escribirse como:

Gp(t,%) = Z ' Tr(ePH O(1,)0(0,0)) (3.62)
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Con la matriz de densidad, se sabe que e e~PH = [, siendo I la matriz identi-
dad. Aplicandolo en (3.62) se obtiene:

Gp(t,x) = Z ' Tr(e PO, x)eP e PH0(0,0) (3.63)

Luego, sabiendo que O(t,x) = e 1100, x)e  HHT | al aplicar la rotacion de Wick

T — —i7 en el operador de evolucién temporal, queda:

Gp(1,x)= 2 ' Tr(e PHefT0(0, x)e T ePH e FH 0(0,0)) (3.64)

Factorizando los exponentes la expresion anterior se reescribe como:

= Gp(1,x) = Z ' Tr(e"™P 00, x)e TP e PH0(0,0) (3.65)

Aplicando el nuevo operador temporal euclidiano
"= 00, x)e"H*=P = O(r - B, x), asi se obtiene:

Gp(t,x) = Z7'Tro@ - B, x)e P 0(0,0)) (3.66)
Debido ala ciclicidad de la traza Tr(XY Z) = Tr(Y ZX), puede escribirse:

Gp(t,x) = Z" ' Tr(e " 0(0,0)0(7 - B, x)) (3.67)
De (3.62) se sigue que:

Gp(t,x) = Gg(t - B, X) (3.68)

Por lo tanto, la funcién de Green posee un periodo de 7 = f de modo que puede
escribirse:

(3.69)

|-
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(3.69) representa la misma periodicidad hallada en (3.57) para sistemas eucli-
dianos. Una forma distinta de comprobar el mismo resultado, mismo que es de gran
utilidad en el contexto de Teoria Cuédntica de Campos (QFT).

4. GEOMETRIA NO CONMUTATIVA

4.1. Espacios-tiempos no conmutativos

El primer antecedente es la idea de cuantizar el espacio-tiempo y se asocia a
Snyder [57] ; él noté que es posible considerar un espacio-tiempo discreto sin vio-
lar invariancia de Lorentz. La idea es proponer una nueva geometria del espacio-
tiempo donde se introducird el hecho de que la gravedad a nivel cudntico posee un
principio de incertidumbre y por lo tanto se cumple una regla de conmutacién [43]
[58] .

La no conmutatividad puede ser una propuesta adecuada para abordar la na-
turaleza del espacio-tiempo, ya que el enfoque clasico presenta problemas. Como
ejemplo de esto, considérese una particula a la cual se le calcula la posicion; del
principio de incertidumbre de Heisenberg se sabe que el momento no estaria de-
terminado y entonces, lo mismo ocurriria con su energia, pero, si esto sucede, la
energia seria divergente y esto darfa lugar a una divergencia en la curvatura, lo que
significa que no podria escapar informacioén (si se asume que no hay singularida-
des desnudas) [29] . Por lo tanto, esto implica que no hubiera sido posible medir
la posicion, lo cual es una paradoja [59] . El tratamiento clasico del espaciotiem-
po parece tener inconsistencias. Una posible solucién es dejar de lado la nocién de
punto, misma que permite tener perfectamente determinadas las coordenadas; en-
tonces resulta natural pensar en trabajar con un principio de incertidumbre para
las coordenadas del espacio-tiempo, més adelante se mostrard que esto elimina las
divergencias.
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La analogia natural es considerar la cuantizacién del espacio fase en mecénica
cudntica dada por [%;, p;] = il }, lo cual implica que AxAp = % De igual modo
en un espacio-tiempo no conmutativo se tiene un conmutador no nulo y se cumple
una relacion similar con los operadores hermitianos, s6lo que ahora estos represen-
tan coordenadas del espacio-tiempo, es decir: [)Ei,);j] =i = Ax'Ax/ = %. Bajo
esta relaciéon de conmutacién no seria posible medir simultdneamente dos coorde-
nadas espacio temporales, pero, geométricamente para dar un punto es necesario
proporcionar las coordenadas y como esto no podria darse, la nocién de punto no
es valida en esta propuesta; de hecho una distribucién puntual de materia cldsica
serd reemplazada por distribuciones gaussianas que fisicamente permiten remover
singularidades que se asociaban a comportamientos puntuales. Puede notarse que
6'J juega el papel de la %, esto es porque ambas son las unidades elementales que
discretizan el espacio-tiempo y el espacio fase, respectivamente. La tinica diferen-
cia entre ellas es que matematicamente 0’/ es una matriz DxD (D := dimensién del
espacio-tiempo), anti-simétrica y real. Por supuesto, 6 posee unidades de area, por
lo que en algunos enfoques se considera proporcional a una celda de Planck aunque
no necesariamente debe ser el caso.

Una vez planteado lo anterior, se pretende introducir la nueva geometria de na-
turaleza no conmutativa e investigar coémo se podria implementar en la Relatividad
General. Por lo tanto, se plantea la pregunta, ;como se modifican las soluciones a las
ecuaciones de Einstein (2.21) al introducir las ideas de la geometria no conmutativa?
Responder esta pregunta es la esencia de este capitulo. En general, al implementar
no conmutatividad en la gravedad se esperaria obtener soluciones de agujero negro
diferentes y que proporcionen una descripcién del espacio-tiempo més profunday
completa desde el punto de vista cuantico.

Resulta curioso que, como se verd, la no conmutatividad se codifica en la dis-
tribucién de materia y no como tal en la geometria [60] . La idea de fondo es que
la no conmutatividad es una propiedad intrinseca del espacio, por lo que afecta a
la gravedad y como a su vez la densidad de energia-momento determina la curva-
tura, entonces es posible tomar los efectos de la no conmutatividad en el tensor de
energia-momento (2.7).
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4.2. Agujeros negros no conmutativos

4.2.1. Solucién de Schwarzschild no conmutativa

Se desea conocer la forma de la solucién de Schwarzschild (2.36) para el caso
no conmutativo [61] .Una forma conveniente de incorporar la no conmutatividad
es mediante el producto de Voros [60] para luego definir la densidad de masa del
agujero negro. Se verd que dicha densidad incorporaré la no conmutatividad y co-
mo consecuencia esta densidad quedaré escrita como una distribucion gaussiana
en lugar de la delta de Dirac usual [62] .

Para comenzar, se considera el plano no conmutativo en unidades naturales [63]
, por lo que se tienen las siguientes reglas de conmutacién :

xi,xi) = i0e',  [xi,pj1=i6,  (pipj1=0 @.1)

Adicionalmente se definen los operadores Zy Z' como:

1 1
—x'+ix%», Zt=—x'-ix?» 4.2)

AV v

los cuales en analogia con mecdnica cudntica, tomando que 8 — 7, cumplen la
regla de conmutacién de los operadores de creacién-aniquilacién [Z, ZT] = 6.

Una vez definidos estos operadores, se introducen los llamados estados coheren-

tes | Z >, tales que cumplen la ecuacién de eigenvalores:

Z|1Z>=z1Z>, <Z|Z'=<2Z|z 4.3)

cuyos eigenvalores son complejos y donde la forma explicita de los estados | Z >
normalizados estd dada por:

|Z>=ew e7? 0> (4.4)

donde |0 > representa el estado de vacio que cumple Z|0 >= 0.
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Los estados coherentes | Z > satisfacen la relacion de completez [53] :

1
—fddelz ><z|l=1 (4.5)
0

Estos estados también permiten relacionar un operador de la forma F(X!, X?)
con una funcién F(z) del siguiente modo:

F(z) =< z|F(X', X%)|z> (4.6)

Usando la forma no conmutativa de la transformada de Fourier [47] :

2 .
F@ :f %f(p) <dei? ¥ |z > 4.7

Reescribiendo el valor de expectacién considerando que < z| X liz>=v2Re(z),
< z|X?|z >= V2Im(z) y la descomposicién de Hausdorff P+ = p; + i p2, se obtiene:

i X ; + P=P+ |t
< z]e'PiX |z>=< z]eP+Z eP-Zo 2 X |7 4.8)

yen consecuencia:

: j i PL(z+2)+ P2 (-2 _0
< zlePi¥ |z 5= ¢! VAT E A o a (Pl +pD) 4.9)

Sustituyendo (4.9) en (4.7) se llega al resultado:
2 . ; _
F(Z)=[?f(p)el%(Z+Z)+%(Z_Z)€_%(p%+p%) (4.10)
7T

Integrando esta transformada de Fourier y considerando el caso de propagacién
maxima del momento f(p) = cte, resulta:

F(z) = %”e‘%zz “.11)
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Por otro lado, cuando se mide la posicién en un espacio-tiempo no conmutati-
vo, lo mejor que se puede esperar son estados de minima incertidumbre, por lo que
resulta conveniente escribir (4.4) como [59] :

1Zs=e7 e 0> 4.12)

Por otra parte los operadores de posicidn en el espacio de funciones no conmu-
tativas son definidos como:

1
|z,2) = —|z>< z| (4.13)
Vo

y cumplen la relacién de completez dada por:

fedmzm 2% (2,2 =1 (4.14)
2 S ’

donde 1q es el operador identidad cudntico [53] .Adicionalmente aparece el pro-
ducto de Voros, el cual se define para un par de funciones como:

f(z,2) xg(z,2) := f(z, Z)ea‘ig(z,Z) (4.15)

Tomando la superposicién de dos estados coherentes:

0dzdz L .
(w,0|z,2) % (2,ZI¢,¢) (4.16)

(mmmé=f

Se puede verificar por medio del producto de Voros que esta relacién se cumple
si se toma como soluciéon:

2

20
(w,cblz,Z):%, r=v20|w-z 4.17)

El producto de Voros reemplaza a la delta de Dirac con la distribucién gaussiana,
debido a:
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2

. e 2 2
lim —— =27w6°(r) (4.18)
6—0 6

La discusi6on anterior por simplicidad fue tiinicamente para el caso del plano no
conmutativo 2-dimensional; andlogamente extendiendo estos argumentos, en 3 di-
mensiones se tendria:

2

40

. — 3
él_r?(l)—(4n0)3/2 0°(r) (4.19)

Clasicamente se debe recordar que la densidad de materia se expresa como p(r) =
M&3(r), pero tomando en cuenta la expresion anterior, la densidad en su versién no
conmutativa toma la forma:

2

= —(4”0)3/2 e 1 (4.20)

o(r)

De esta manera el producto de Voros permite sustituir una distribucién de ma-
sa puntual basada en la delta de Dirac por una gaussiana, lo que implica perder la
estructura puntual de un cuerpo y regularizar las divergencias. En general la no con-
mutatividad sustituye las deltas de Dirac por distribuciones gaussianas de anchura
minima v, ademads esta formulacién elimina el problema de violacién de unita-
riedad del producto de Voros y remueve las singularidades del origen [64] ; cabe
mencionar que los efectos de la no conmutatividad se esperarian observar a escalas
de VO <107'%cm [61] .

Para finalizar, falta resolver las ecuaciones de Einstein (2.21) usando la nueva
distribucién de materia (4.20) [61] ,la cual es consecuencia de la no conmutatividad.

Para ello se procede del siguiente modo: en primer lugar, de la ecuacién de con-
servacion TH}., = 0 se obtiene 0, T, = —5g°%8, goo (T - T¢) - 8996, g9o(T] - Tg) y
para que se cumpla que goo = —g;, | necesariamente T = Tg = —pp(r); y en conse-
cuencia T, g =—p(r)-50,p(r). Porlo tanto, el tensor de energia-momento se escribe
como:

-p@® 0 0 0
0 0 0
L=l o o bl 0 @.21)

0 0 0 po
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con p, = —p(0) y p1 = —p(r) — 50,p(r). El nuevo tensor de energia-momento
(4.21) rompe con la isotropia mostrada por el tensor energia-momento de fluido per-
fecto [27] , nuevamente como consecuencia de la no conmutatividad.

La solucién requerida que corresponderd a la métrica de Schwarzschild no con-

mutativa debe cumplir que sea estdtica y con simetria esférica en analogia a (2.36),
por tal razén se postula la misma estructura métrica:

st =~ fode + fyL(ndr® + r2dQ? (4.22)
Al introducir (4.21) en las ecuaciones de campo (2.21) se encuentra:

2M (2 37
( )) (4.23)

ﬁOﬁ—l——— ¢_ﬂ21w

Entonces, la solucién de Schwarzschild no conmutativa se escribe sustituyendo
(4.23) en (4.22):

2_ _ _ﬂ/[i§r_2) (_2_ r 2, 202
ds’=—(1-= (=13 d? +[1 (\/_)/(2 46)) dr +r2dQ% (4.24)

donde y(%, g) eslafuncién gamma incompleta dada por y(%, g) = /o 4" t3-le~tdr.
Puede notarse que la solucién de Schwarzschild conmutativa (2.36) se recupera en
el limite de \/Lg — 00, lo que implica recuperar el caso clédsico a grandes distancias
en r o para 6 nulo. Ademas, si se efectia el desarrollo en serie de la exponencial y se
integra, puede obtenerse el desarrollo asintético de la funcién gamma incompleta,

. . 2 3 5 .
el cual resulta ser potencias de r, es decir: y(%, 1) ® ——5 — ——5 +.... Esto permite

202 8002
verificar que r = 0 ya no es una singularidad para (4.24), a diferencia de (2.36) donde

si lo era. Por lo tanto, la no conmutatividad remueve las singularidades y ahora es
posible tener horizontes que no necesariamente las contengan.
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4.2.2. Solucion de Reissner-Nordstrom no conmutativa

Como siguiente caso conviene analizar la solucién de Reissner-Nordstrém (2.72)
en la version inspirada en no conmutatividad [59] . Como se vio en la seccién (2.4)
se trata de una solucién con simetria esférica, estdtica y con carga eléctrica Q; desde
luego, se busca reproducir que en el caso Q — 0 se recupere el caso de Schwarzs-
child. La tarea aqui consistird en resolver las ecuaciones de Maxwell para una fuente
de materia representada por una distribucién gaussiana, que, como se mencion6, es
la distribucién que codifica la informacién de la no conmutatividad. De igual modo
se utilizard una distribucién gaussiana tomando en cuenta la discusién previa sobre
fuentes puntuales y extendidas, esto para mostrar la fuente asociada al campo eléc-
trico

La densidad de carga en este caso es:

- e - e (4.25)
(4m0)2

Pe

mientras que la 4-densidad de corriente se escribe como:

J% = peb (4.26)

Puesto que se estd analizando el caso estdtico cargado, sélo estara presente el
campo eléctrico, por lo que el tensor de Faraday y la ecuacién de Maxwell para fuen-
tes en este caso serian:

Fab _ 5O[a]5r[ﬁ]E(,~) (4.27)
y
1
Jo = F) (\/—_gFaﬁ) (4.28)
=g P
respectivamente.

De (4.27) se obtienen los valores no nulos del tensor de Faraday:

F'"=_F''=E(r) (4.29)
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Por otro lado, para trabajar con (4.28) hay que hallar g, el cual es el determinan-
te del tensor métrico. Al ser un espacio-tiempo con simetria esférica, se tiene que
g= —rtsen’ > V=g = r2senf. Con este resultado en mente, al sustituir (4.25) y
(4.26) en (4.28), queda:

Q - e (4.30)
(476)2

izar(rzE(r)) =
.

como la tinica ecuacién no trivial. Resolviendo se encuentra el campo eléctrico
E:

Q (3 r2
2mr2 12" 10

E(r)= ) (4.31)

Por otro lado, el tensor electromagnético se defini6 en (2.39) como:

Taﬁ-zi(Fa F“+1g F*YFyy) (4.32)
Toag s TP T g SeT Ty '

Ya que se conocen las componentes no nulas del tensor de Faraday, se evalian
directamente las componentes del tensor de energia-momento, dando como resul-
tado:

8ap (4.33)

En este punto es posible plantear la ecuacién a resolver, la cual es (2.21) con
un tensor de energia-momento dado por la suma del tensor de materia (4.21) més
(4.32); este ultimo se asocia con las contribuciones del campo electromagnético.

1
= Gf/t = Rw;/t - 5651? = SH(T#(mat) + Tvﬂ(ele)) (4.34)

y como se quiere conocer la forma de la funcién fy(r) (al igual que en Schwarzs-
child), conviene tomar las componentes temporales:

Gy =87(T{ (man + T} (e1e)) (4.35)
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De esta forma se obtiene la ecuacién:

fo+r(rE2+0,f5) -1
r2

=87T! (map = 0, (r(1 = fp)) = E> =871 T (napy  (4.36)

Resolviendo para fp:
1 2pr 2
fo=1+ - (8nr” T} man — E) dr (4.37)

donde la componente T} ;41 €S justo p(mar (la cual ya se calculé en la ecuacion
(4.20)). Al sustituir (4.20) y (4.31) en (4.36), se encuentra que:

2
fon=1-2 (23, 2))+ L (4, 1) - vk, 7)),
donde M es la masa desnuda . Lo que se debe considerar es una masa total, la cual
considera la contribucién del campo gravitacional (masa desnuda) mads la contri-
bucién del campo electromagnético. Dicha masa es la masa ADM y viene dada por
m = ¢ do* (T man + Ty el)) 165] . Aqui, X representa una superficie 3-d (¢ = cte)
cerrada en infinito. En términos de la masa total m, se tiene:

Jar' 240" 2 2’46 \/_229 2’40
(4.38)

4 3 2 1 2 2 2 2
fon=1-" 0 0y 2 Q[ (,—)—L LR \/}( i )1)

Andlogamente al caso anterior se cumple la misma estructura de la métrica, por
lo que la solucién final es:

s*=—fo(rde* + fy ' (ndr? + r*dQ? (4.39)

siendo fp(r) la funcién hallada en (4.38). Desde luego, la forma asintética de
(4.39) recupera el caso de Reissner-Nordstréom clésico (2.72) cuando \/Lé — ooy re-
mueve las singularidades para r = 0.
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5. RADIACION HAWKING

5.1. Antecedentes

Dada la relacion entre entropia y drea hallada por Bekenstein en 1972 [9], se su-
geria el hecho de que también habia una temperatura asociada al agujero negro. Un
afio después, Bardeen, Carter y Hawking publicaron el articulo Four Laws of Black
Hole Mechanics [66] , el cual discute la relacién que guarda el 4rea del horizonte de
eventos Ay la gravedad de superficie x con la entropia y la temperatura, respectiva-
mente; esto permitié establecer 4 leyes termodindmicas para los agujeros negros.

De la ley de Bardeen (1a ley de la termodindmica de agujeros negros) [66] pa-

ra el caso donde s6lo hay masa, se sabe que dM = g-dA por lo que, si se defi-

ne®:=g =0= %[. Mientras que la ley de la termodindmica usual va como

dU = TdS de modo que se obtiene T = %—[S]

Usando la ley de Bekenstein dada por:

i

(5.1)

se llega a T = 40, y reemplazando la expresiéon de la gravedad de superficie
(2.99):

1

T=—+ (5.2)
8 M

Es decir, el agujero negro posee una temperatura y debido a la ley de Stefan-
Boltzmann [53] esto implica que emite radiacién. Esto se verd posteriormente en el
célculo del valor de expectacion del operador niimero, el cual dard el espectro de
emisién y la temperatura asociada. Todo esto contradice lo sabido sobre agujeros
negros desde el punto de vista clasico, pues la materia no puede escapar debido a
que la velocidad de escape en el interior de todo agujero negro supera a la velocidad
de la luz y como nada puede viajar mas rapido que la luz, nada escapa. Entonces,
;como es posible que un agujero negro emita materia? Responder esta pregunta im-
plica dejar de abordar el problema desde la fisica cldsica para analizarlo cuédntica-
mente. Mds adelante se estudiard el mecanismo mediante el cual se lleva a cabo el
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proceso de emisién de particulas en el horizonte de eventos. Dado que el célculo
puramente termodindmico hecho hasta ahora no proporciona detalles sobre co6mo
se da el fendmeno de la temperatura no nula en un objeto que cldsicamente no per-
mite escapar nada, la aparente contradiccién debe dilucidarse desde el punto de
vista cuéntico, en particular se debe usar teoria cudntica de campos (QFT), la cual
fue la primer herramienta que Hawking us6 para explicar el fenémeno que ahora es
conocido como radiacién Hawking [5] .

5.2. Efecto Unruh

Como un primer acercamiento a la radiacion Hawking, es oportuno estudiar qué
sucede con la radiaciéon que detecta un observador no inercial [52] . Un andlisis en
este sentido pretende contestar la pregunta, ;qué vacio cuédntico detecta un obser-
vador acelerado?

Sea un observador Op con aceleracién constante "a" inmerso en el espacio-
tiempo minkowskiano, que por simplicidad se toma como (1+1)-dim; a este obser-
vador se le conoce como observador de Rindler, el cual se considerard que inicial-
mente se encuentra en el vacio. Partiendo de la métrica de Minkowski:

dsi, =—dt* +dx* (5.3)

y usando las coordenadas de cono de luz (2.76) definidas mediante las relacio-
nesii:=t—x Yy U:=t+xseescribelamétrica minkowskiana en la forma:

dsy,=-dudp (5.4)

Con las transformaciones de coordenadas:

1
X:= —e“‘tcoshan (5.5)
a

1
t:= —e“senhan (5.6)
a
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que permiten reescribir las coordenadas de cono de luz como:

1
i=-——e%" (5.7)
a
1
v=—e% (5.8)
a

conu:=n-¢ y vi=n+¢

se reescribe la métrica (5.4):

ds® = —dudv = —e"" " dudv = -e*“dudv = * d* - dn’)  (5.9)

La métrica (5.9) se conoce como métrica de Rindler [23] y describe el espacio-
tiempo asociado a un observador de Rindler. Nétese que (5.7) y (5.8) relacionan las
coordenadas del observador minkowskiano con las del observador de Rindler. Ade-
mas, se puede ver que (5.9) esté relacionada con la métrica de Minkowski mediante
una transformacién conforme con el factor Q = e% , es decir, se puede escribir:

ds% =0%ds3, (5.10)

En este punto, se plantea la siguiente pregunta, si un observador O inercial min-
kowskiano detecta un estado de vacio, ;0 veria lo mismo?, como se sabe, Og es un
observador no inercial. Para responderlo, se calculara el namero de particulas que
Or detecta. El camino usual para efectuar dicho célculo es determinar los coeficien-
tes de Bogoliubov (3.44) y (3.45) en las coordenadas de Rindler ¢ y 7 dadas por (5.5)
y (5.6). Para lograr hallar esto, se deberdn considerar las soluciones de Klein-Gordon
dadas por ondas de la forma (3.4), desde luego, se podria tomar una solucién norma-
lizada de (3.4), pero, para los fines de este calculo y por simplicidad, seré suficiente
considerar (3.4) tal cual, ya que los términos de la normalizacién no contribuirdn en
las integraciones posteriores y por lo tanto no cambiaré el espectro resultante.

Tomando (3.4) con masa nula (m = 0) para modos propagdndose a la derecha
(k > 0), es posible escribir (3.4) como uy = e ik(t=x) gin embargo, falta escribirlo en
las coordenadas de Rindler. Haciendo esto, resulta:

ik pa(l-m)
ae "

U= e (5.11)
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mientras que para vy, se tiene:

vp =P (5.12)

Con estos dos modos 1y y vy, y el producto interno (3.7) se tiene todo lo nece-
sario para calcular los coeficientes de Bogoliubov. Es posible utilizar el mismo pro-
ducto interno debido a que, como se vio en (5.10), las métricas son conformes.

Para el primer coeficiente de Bogoliubov dado por (3.44), se obtiene:

°° a4 ol pE-ke)
a,,sz dé(ke® + p)e''P*a (5.13)
—00

Anélogamente, se calcula el coeficiente S (3.45) :
o0 : k ,a¢
By :f dé(ke® — p)e'Pétae™) (5.14)
—00

Dado que, para saber el nimero de particulas (3.48) lo importante es hallar el
modulo de S, (yno S, como tal), es importante notar que @, y Spi pueden re-
lacionarse (sin necesidad de calcular la integral). Si se considera que a . := f(p, k),
se puede notar que 8, = f*(—p, k). Una reescritura de la integral (5.13) permitird
relacionar los coeficientes de Bogoliubov en una igualdad.

Si se realizan los cambios de variable 7 := e% y posteriormente x := i—ff, la inte-
gral f(p, k) queda de la siguiente manera:

1 ip [io© i i
apk=f(p,k)=(ﬁ)7pf0 dx(—i(ax)%+p(ax)7p‘1)ex (5.15)

Si se calcula el complejo conjugado de (5.15) y se cambia p — —p, puede verifi-

carse que f*(—p, k) = (-1) T f(p, k) . Por lo tanto, se puede escribir la relacién entre
coeficientes:

Bor=(-1)c api (5.16)
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Usando la formula de Euler [67] se obtiene em=-1,lo que permite reescribir la
relacion como a i = (e) T Bpi y calcular el médulo de a:

* 2mp *
aprapr=(e)"a Bprbpy (5.17)

Con ayuda de (3.42) se puede evaluar el caso i = j y renombrar i — p. Esto pro-
duce Zk(apkafp; - ﬁpkﬁp;;) =1, si se sustituye (5.17), se encuentra:

2 (ﬁpkﬁp,’;(emTp - 1)) =1 (5.18)
k

De acuerdo con (3.48) el m6dulo cuadrado de beta que aparece en (5.18) repre-
senta el nimero de particulas que Og ve. Como m = 0, (3.5) implica que k = w/y
p = w y dado que estas frecuencias no son discretas, se suma mediante una integral
sobre w/; donde w! y w es la frecuencia de las particulas entrantes y salientes, res-
pectivamente. Por lo tanto:

6(0)

21w

< 0|Nyl0 >=fdw’|ﬁww/|2: 0
ea —

(5.19)

Generalmente el numerador que aparece en estas distribuciones estd asociado
con el greybody factor [68] , el cual brinda informacién cuéntica relacionada con la
probabilidad de que la radiacién Hawking alcance el infinito. Aqui, puede verse que
(5.19) tiene la forma de la distribucién de Planck [53] para radiacién de un cuerpo
negro, la cual va como ~ ﬁ y cuya temperatura es:

T=— (5.20)

La expresion (5.19) permite contestar la pregunta planteada al inicio de esta sec-
ci6on. Un observador acelerado no detecta vacio sino que detecta particulas en lo
que para un observador en reposo era vacio. Ademads, detecta la temperatura dada
por (5.20), la cual es el bafio térmico asociado al estado de un observador en movi-
miento. Dicha temperatura se conoce como temperatura de Unruh [69] [70] .

Més aun, si se aplica el principio de equivalencia, la aceleracién "a" puede ser
sustituida por una aceleracién gravitacional debida a la gravedad de superficie de
un agujero negro; este procedimiento puede ser entonces utilizado para hallar la
temperatura del agujero negro. Es decir, a = k. Sustituyendo (2.99) en (5.20), se ob-
tiene la Temperatura de Hawking:
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1

T=—— (5.21)
8 M

Debido a esta relacién entre una y otra temperatura frecuentemente se habla de
una Temperatura de Hawking-Unruh. Una forma de distinguir ambas es mediante
el siguiente dibujo:

Hawking Unruh

Event Horizon 7 <« Event Horizon
/‘/ N
Stationary /
Observer Accelerating
@l (3 Observer
ﬂ ) in Vacuum
L Black Hole oy —>

Hawking 7/ Unruh 3
Radiation Radiation

Figura 7: Del lado izquierdo puede verse a un observador estacionario en el exterior del horizonte de
un agujero negro; él detectaria la temperatura de Hawking, mientras que el de la derecha es otro observa-
dor pero que viaja con aceleracion constante en vacio y en espacio-tiempo minkowskiano (sin gravedad).
Este segundo observador detectaria la temperatura de Unruh. Como se vio, la forma de relacionar ambas
temperaturas es con el principio de equivalencia, empero esto sé6lo tiene sentido si se utiliza una acele-
racion apropiada (la de la gravedad de superficie) pues de otro modo se tomarian aceleraciones donde
no hay emisién de particulas. Una analogia del efecto Unruh seria el considerar una carga eléctrica en
reposo y a un observador acelerado; el observador detectaria radiacién debido al marco en el que realiza
la medicién [32] .

5.3. Efecto tunel

Es sabido que en el vacio cudntico existen fluctuaciones, por lo que es de es-
pecial interés saber el comportamiento de las fluctuaciones cerca del horizonte de
eventos de un agujero negro mediante el andlisis del efecto ttinel de mecénica cuan-
tica [71] . Esto permitird calcular la temperatura de Hawking.
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De manera sucinta, el efecto ttiinel consiste en considerar una particula y una ba-
rrera de potencial tal que ala particula le es imposible de atravesar desde el punto de
vista clasico. Sin embargo, en mecédnica cudntica esto si es posible. Por simplicidad
se considera el caso més sencillo de una solucién espacio-tiempo de agujero negro,
la cual es la solucién de Schwarzschild dada por (2.36). Para el andlisis del efecto ta-
nel se necesita un sistema coordenado sin singularidades en el horizonte de eventos,
por lo que se propone usar el sistema coordenado de Painlevé-Gullstrand [72] [73] ,
el cual define el tiempo de Painlevé-Gullstrand como:

fp:=t+X(r), }Lr{}oX(r) =0 (5.22)

con ¢ el tiempo de Schwarzschild y X(r) :=2v2mr +2Mlin (@)

VI+V2M

y sustituyendo (5.22) en (2.36) con la signatura temporal negativa se tiene la for-
ma siguiente para la métrica de Schwarzschild:

oM [2M
dszz—(l—T)dt2+2 Tdtdr+dr2+r2d§22 (5.23)

siempre y cuando se cumpla la condicidn:

1

X ,
m —f(r)(ﬁ) =1 (5.24)

donde f(r)=1- @ La métrica (5.23) en r = 2M tiene la ventaja de no poseer
singularidad y mostrar un caracter estacionario.

Ahora es conveniente hacer uso de la conservaciéon de la energia y el hecho que
‘%” <« M para tiempos cortos. Se considera una particula con energia w que cruza
al horizonte de eventos # desde ry hasta r¢ de tal manera que la masa del agujero
negro disminuye de M a M - w y por lo tanto también disminuye el radio del hori-
zonte debido a la evaporacién. Cabe sefialar que en este caso la barrera de potencial

se genera una vez que la particula escapa y contrae al horizonte.

Tomando la ecuacién de Hamilton [21] para la coordenada radial P, = g—ﬁ, laac-
ci6én de la particula puede expresarse como:

Ty rf Pr
s:f Prdrzf drf dp, (5.25)
o o 0
Introduciendo la ecuacion de Hamilton [21] g—;{ = % se puede escribir:
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re M-w dH
Szf drf —_— (5.26)
o M r

Usando ahora la condicién (5.24) es posible hallar las geodésicas nulas como las
trayectorias determinadas por la ecuacion:

F=+1—4/1-f(r) (5.27)

El signo define sila geodésica es para la particula saliente (+) o entrante (-).

Reemplazando la geodésica saliente (5.27) junto con el cambio de variable H =
M —w en la accién (5.26) se llega a:

(5.28)

w rry dr
0 00 1_\/1_f(r)( 2

Ya que ro > rg > ryy f(rp) = 0, entonces la integral (5.28) es compleja, esto es
S¢C. La parte imaginaria de S puede asociarse al residuo del polo y la parte ima-
ginaria de la integral (5.28) se evaltia usando el teorema de Sokhotski-Plemelj [74] .
Tomando al agujero negro cuando se emite la particula (f =1 - Mr_"’)), se calcula:

To dar

w Lre ar @
Im[S]:Im[ff —(—d(b)]:ff ————(do) (5.29)
0 Jrg 1=4/1-f(r) o Jrp g /Z(Mr_“’)iie

Con el cambio de variable o = r2 en (5.29):

S “’d 90 20%do
= ImlS] = ® 5.30
15} fo fo—f o0—V2(M-d)tie 530

de modo que integrando (5.30) se puede realizar la integral de manera cerrada
con el resultado:

Im[S]zf da”)f idQZ(\/Z(M—w)+£eie)2=f dd)4ﬂ(M—d))=4mu(M—§)
0 0 0
(5.31)
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Una vez hallada ImS, (5.31) se sustituye en la férmula para la tasa de emision
semicldsica [75] dada por:

[ =¢2imS (5.32)

por lo que se obtiene:

2
[ = ¢ 87Mo-5) (5.33)

Considerando s6lo primer orden en la energia de la particula, se puede despre-
ciar el término ~ w? ya que la masa del agujero negro es mucho mayor que la energia
de la particula escapando, ademaés este término estd relacionado con la autointerac-
ci6én del campo gravitacional.

=T ~ e @61 (5.34)

Si se asume que la tasa de emisién es proporcional al factor de Boltzmann [54] ,
la temperatura queda como la temperatura de Hawking:

1

=— 5.35
8t M ( )

5.4. Formulacién euclidiana
Sea un espacio-tiempo de Schwarzschild (1+1)-dim en donde 6 = ¢ = const.

Aqui, la métrica viene dada por la siguiente estructura:

ds? =—fryde* + f(r)"tar? (5.36)
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con f(r):=1- %/[ Si se aplica una rotacién de Wick ¢ = it en (5.36) se llega a:

ds? = f(rdr?®+ f(r)"tdr? (5.37)

que corresponde a una métrica con signatura euclidea.
Ahora se estudia un punto r en las proximidades del horizonte ry, de tal manera

que r = rg + p, con p << 1. Bajo esta aproximacion se tiene que en la vecindad del
horizonte:

foa+p)=frm)+pf (ra)=pf'(ry)

Usando esta tiltima aproximacién de f(r) en la métrica (5.37), se obtiene:

ds? dp?+pf (rp)dr? (5.38)

~ of'(re)

Definiendo los cambios de variables: R := 2 % y 0:= w, los cuales

. . . 2 dp?
implican las relaciones: dR“ =

= St = R%2d6% = pf'(rp)dr?

Es posible escribir (5.38) en la bien conocida métrica euclidiana en coordenadas
polares:

ds? = dR* + R*d6? (5.39)

En este caso el dominio de 6 es [0,27]. Y ya que df = @dr
Integrando se tiene que:

2 "(rn)

o do = L5 (5 ar

de modo que se obtiene la expresion:

Y4

T= —f’ o) (5.40)

Utilizando la forma explicita del coeficiente métrico f(r) se tiene que f'(rg) =
L(1-2M), 5y = 55, porlo que:

=>1=81M (5.41)
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Finalmente usando la relacién (3.57) T = %, la cual relaciona el periodo con el
tiempo 7 introducido a través de la rotacién de Wick, se llega a:

1

T=—— (5.42)
8t M

Esta tiltima ecuacion es la temperatura de Hawking.
Adicionalmente, (3.57) junto con (5.40) proporciona una férmula bastante ge-

neral para hallar la temperatura de Hawking de una métrica estética con simetria
esférica [76] :

_ 1 dgoo

= 5.43
4w dr |=p (6-43)

(5.42) puede verse también de otro modo. Como en la subseccion anterior, sea
un observador de Rindler Og con aceleracién constante "a". De Relatividad Espe-
cial se sabe que la linea de mundo que describe es una hipérbola y las ecuaciones
vienen descritas por [77]:

1
X = P cosh(ar) (5.44)

1
t= p senh(ar) (5.45)

Aplicando la rotacién de Wick t — ity t — it se tiene que:

1
x = —cosh(iar) (5.46)
a

1
it=—senh(iar) (5.47)
a

Con las definiciones de las funciones hiperbdlicas

senhx:= ex;e_x y coshx:= eerze_X, (5.46) y (5.47) se reescriben como:
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r=— (5.48)

eiar + e—iar
it= T (5.49)

Finalmente, usando la férmula de Euler [67] , se obtiene:

cosar
x= (5.50)
a
senar
t= (5.51)
a

Es posible percatarse que bajo la rotacién de Wick efectuada, las ecuaciones
(5.50) y (5.51) representan una circunferencia de radio = le’ cuyo periodo es 27 = ar.
Esto implica que 7 = 27”

Por lo tanto, nuevamente usando (3.57) T = % = % = 27” y se deduce que:

a
T=— (5.52)

(5.52) indica que un observador con aceleracién constante en un estado de va-
cio, percibe una temperatura diferente de cero. Dicha temperatura es la bien cono-
cida temperatura de Unruh. Repitiendo el argumento para llegar a (5.21), es posible
hacer a = xk de modo que la expresion para la temperatura adopta la forma:

1

T=—— (5.53)
8 M

Obteniendo asi la temperatura de Hawking. Esta herramienta basada en el uso
del tiempo imaginario mediante la rotacién de Wick y la relacién (3.57) ofrece una
ruta mds sencilla para el célculo de la temperatura del agujero negro.
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6. RADIACION HAWKING NO CONMUTATIVA

6.1. Modelo de espejo en movimiento

Se trata de un modelo que emula las caracteristicas y el comportamiento de un
agujero negro bajo la imposicion de condiciones de frontera adecuadas, de esta ma-
nera permite estudiar la radiacién de agujeros negros por un camino alterno. Co-
mo se vio anteriormente, la produccién de particulas se asocia con observadores
no inerciales o espacios curvados (por el principio de equivalencia). Entonces, se
busca un mecanismo que permita que se dé este fendmeno sin necesidad de tratar
con grandes curvaturas. Si se considera un espacio-tiempo minkowskiano (el cual
es plano), bajo este modelo, dicho espacio podria modificarse considerando una
barrera reflectora dada por condiciones de frontera en una superficie dindmica, que
es lo que simula a un espejo [78] [79] .

El modelo de espejo en movimiento consiste en un campo escalar ¢,,, el cual es-
td cuantizado, no tiene masa, estd en un espacio plano y se le imponen condiciones
de Dirichlet [80] [81] . Este campo debe cumplir la ecuacién de Klein-Gordon (3.3)
para masa nula. Considerando coordenadas nulas u = t—xy v = t + x, (3.3) para
dim— (1+1) se puede escribir en la forma:

040,(dy) =0 (6.1)

Una forma de representar la solucion de (6.1) es ¢, = g(v) + h(u); con ayuda de
(3.31) es posible normalizar los modos (3.4) y si ademads estos se escriben para fre-
cuencias positivas en las coordenadas nulas, se obtiene:

1 .
bou= e ion (6.2)
4w
Pwv = L iov (6.3)
vVAanrw
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Inspirado en (3.35), las relaciones anteriores permiten escribir la forma final del
campo sobre w continuo:

1
vanrw

v

(e o)
—iwu —iwv T iou T Jiwv
/0 dw(a,,e +ay,e +a,, e +a, e"") (6.4)

La condicién de Dirichlet impuesta sobre el campo ¢,, ocasionan que este sea
nulo en la ubicacién del espejo (condicion de reflejo), es decir:

Pu(z(1),1) =0 (6.5)

siendo z = z() la trayectoria del espejo. Para analizar esto, se definen funciones
Um (1) y v (2) tipo coordenadas nulas, las cuales brindan la localizacién del espejo
a todo tiempo.

U=u;m,(t)=1t-2z(1) (6.6)

v=vp()=t+2z(1) (6.7)

Ademds, en presencia de un espejo es posible considerar que los modos poseen
frecuencia positiva para el pasado infinito de curvas tipo luz _¢~ , es decir:

. 1 . .
(lu’} — (e iwlv —e lw/p(u)) (6.8)
4w/

Para que los modos se anulen en la ubicacién del espejo, se debe tener v = p(u)
en la localizacién del espejo. Si ademds se invierte (6.6) y se usa (6.7), se llega a la
forma que cumple la funcién p(u):

p(w) = ty(1) + 2t (W) (6.9)

En el caso de modos de frecuencia positiva en el futuro infinito de curvas tipo
luz _g*, existen un par de modos ¢ y ¢L. Esto aplica para espejos con horizonte en
Vo, por lo que:
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——(eTi0fW) _ pmivuy v< v (6.10)

Similar al caso previo, para que los modos se anulen, se debe tener u = f(v) en
la localizacion del espejo. Si ademads se invierte (6.7) y se usa (6.6), se encuentra:

f) =tn(v) — 2(tm () (6.11)

siendo u = f(v) la inversa de v = p(u); esto es, se tiene que u = p~1(v) = f(v).
De esta manera se pueden hallar las diferentes trayectorias de espejo f(v) a partir
de una trayectoria z = z(f) [81] .

Finalmente, sabiendo que la trayectoria del espejo f(v) puede proporcionar in-
formacién sobre el comportamiento de la radiacién Hawking, tendria sentido pre-
guntarse c6mo se puede calcular el coeficiente de Bogoliubov (3.45) en funcién de
la trayectoria del espejo, ya que este coeficiente posee la informacién para calcular
el espectro de emision (3.48).

Dentro del analisis, s6lo interesa conocer el comportamiento de las particulas
que escapan del horizonte (aquellas que alcanzan _#* ;). Esto orilla a enfocarse en
el coeficiente ﬁwﬁ , el cual se calcula de acuerdo a (3.45). Usando (6.8),(6.10), asi co-
mo una superficie de Cauchy _#~ para el producto interno (3.31)(se evaltia u = —oco
en (3.31)), se encuentra:

1 vo —iwv—iwf(v) ( df(l/))
_ _pl 2 12
Puu, amvow! f—oo dve WO (6.12)

La cual proporciona una forma de calcular el coeficiente de Bogoliubov, mismo
que es necesario para estudiar la emisién de particulas y cuyo tnico requisito es co-
nocer la forma de la trayectoria de espejo f(v), un ejemplo de que es posible analizar
la radiacién Hawking a partir de este modelo.
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6.2. Espectro de particulas clasico

A continuacidn, se resolverd el modelo de espejo en movimiento para el caso
de un agujero negro con masay carga eléctrica (Reissner-Nordstréom) [82] . Esto se-
rd util para poder analizar el espectro de emisién asociado, pero ademds permitira
mostrar el comportamiento que se sigue en una solucién clésica, el cual serd un ca-
so limite al que se debe reducir una solucién no conmutativa (que es el fin de esta
tesis y se verd en la siguiente subseccion).

De la solucién (2.72) es posible calcular el radio del horizonte considerando la
condicién del horizonte, que consiste en que la norma de un vector Killing tipo
tiempo sea nula, es decir gook°k° = 0, lo cual implica que el radio se encuentra al
aplicar la condicién:

goo(rg) =0 (6.13)

Aplicando esta condicién en (2.72) y resolviendo para ry, se obtiene:

ru=M+/ M2 - Q2 (6.14)

Este radio tiene dos soluciones y representa los horizontes interno y externo de
(2.72). Es posible reescribirlo en términos del radio de Schwarzschild rs = 2M 'y con-
siderar s6lo el radio externo (que es el que interesa al estudiar radiacién), esto resulta
en la siguiente expresion:

TH+ =

(rs +/r2 —4Q2) (6.15)

D=

Con esto ya es posible calcular la temperatura de Hawking usando (5.43). En este
caso da:

rg+—M
T, =—2— (6.16)
2nrH+

Esta temperatura se puede reescribir tomando la temperatura de Hawking para
la solucién de Schwarzschild Ts (5.42) y T, := ﬁ, con esto se llega a:

1 2

T
T, = TS—TS(—+—1) (6.17)
Ts
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Una vez encontrada la temperatura de Hawking, conviene analizar la métrica
(2.72) en coordenadas nulas que faciliten definir una coordenada anéloga a (2.75),
la cual permitird escribir la trayectoria del origen del agujero negro u(U), que a su
vez conducird a obtener la trayectoria del espejo f(v).

La métrica (2.72) también puede escribirse como:

ds® == fadt+ f;'dr® + r*dQ (6.18)

2
donde f; =1~ r_rs + :—Z ; Tq := Q. Usando (6.14), f; puede ser reescrita como:

_r=rylr-r)

fq= 2 (6.19)

donde ry = M+ /M2 -Q?, r- = M- \/M? - Q2. Aligual que en (2.75) se puede

definir una coordenada de tortoise r* a partir de la relacion:

drx*

-1
= 6.20
dr fq ( )

Al integrar esta relacién para r* y considerando r* (r = 0) = 0, se obtiene:

1 r—r 1 r—r_
rt=r+—I S+ —1 (6.21)
2K 4 Iy 2K r—
Ir+—rx

donde x4 :=

57 es la gravedad de superficie [39] .Puede verse que cumple la
misma estructura que la coordenada hallada en (2.75), la cual puede escribirse co-
mo r*:=r+ 5 In (55 — 1), siendo « la expresion (2.99).

Al introducir las coordenadas nulas (2.76) junto con (6.20) en (6.18), se llega a:

ds® =~ fydudv +r*dQ? (6.22)

donde dQ? est4 dado al igual que en (2.23). Para estudiar la conexién entre (6.22)
y un sistema en colapso, se considera un cascarén masivo con simetria esférica co-
lapsando, resulta que, como consecuencia del Teorema de Birkhoff [23] , es posible
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escribir la métrica en dos regiones. Entonces serd conveniente introducir coordena-
das cono de luz para la regién interna y externa [83] .Es decir para la regién interna
se eligen las coordenadas U =7 —r, V =7+ r y para la region externa u = t —r* ,
v = t+r"; conlarelacién entre la coordenada tortoise y la funcién métrica dada por:

’% = % . Por lo que la métrica puede escribirse como:

dudv -r?dQ? si V<=Vg
ds® = (6.23)
AMdudv-r2dQ? si v=ug

De aqui se puede ver que la region externa de (6.23) tiene la forma de lo obtenido
en la métrica (6.22), por lo que esta se considera una métrica para la geometria del
colapso exterior.

La idea ahora es hallar un sistema global de coordenadas, por lo que se busca
hacer que este nuevo sistema coincida con (6.23) para las coordenadas internas y
externas. De acuerdo a esta idea, es viable usar coordenadas u— v para ambas regio-
nes y buscar alguna transformacién de coordenadas U(u) y V(v) apropiada.

En el pasado infinito se tiene que V(v) = v, ya que el espacio-tiempo es plano
y no hay diferencia entre estas coordenadas, mientras que U(u) se encuentra im-
poniendo que a lo largo de la linea de mundo v = vg del cascardn, la coordenada
r debe coincidir para ambos sistemas. Con esto en mente, se hallard la condicién
de pegado entre las distintas regiones, lo que conducird a un sistema coordenado
global.

Yaquer= % y r* = 5. Utilizando lo antes mencionado (V =vy v =vs):

vs—Uu
2

r*(r)= (6.24)

vs—U
F=—- (6.25)

Aplicando la funcién inversa r* ~1 en (6.24) se obtiene un r que ahora es funcién
dela coordenada externa u, si esto se iguala con (6.25), se tendrd una igualdad entre
la coordenada tortoise evaluada en la coordenada cono de luz externa u y la coor-
denada interna U. Al obtener la inversa, esto se puede expresar como:

vs—U vs—Uu
r* (r: = ): = (6.26)
2 2
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(6.26) da la condicién de pegado para las coordenadas globales. A partir de ella
serd sencillo encontrar la funcién u(U), s6lo basta aplicarla en (6.21); haciendo esto,
resulta:

v-U _ w-U _

" vo—U vo—U 1 Iy 1 r- vo—Uu
rlr=——|= +—1In +—1In = (627)
2 2 2K+ Iy 2K _ r— 2

donde vg = vy. Despejando u = u(U):
1 -U-2 1 -U-2r_
wU)=U— —n|R-Z7 ) 2B (6.28)
K4 2ry K_ 2r_

Aqui vy —vy =2r4, puesto que u — oo en U = vy . Si se elige el horizonte en cero
vy = 0, entonces vy = 2r,. Por lo tanto:

-U

2ry

T4 U

==

r— 2r_

1
-—In
K_

1
ul)=U-—In

K+

(6.29)

La cual expresa la trayectoria del origen del agujero negro en las coordenadas
cono de luz internas. Desde luego, el campo escalar cuantizado desaparece en r =0,
que es la condicién de regularidad, la cual obliga a los modos del campo a compor-
tarse como un espejo en movimiento, ya que no existe campo para r < 0 y este se
reflejaenr =0.

Esto permite escribir la trayectoria del espejo asociado f(v), ya que u(U) < f(v).
En este caso, basado en la ecuacién (6.29), la trayectoria del espejo puede escribirse

como:
1 1 /v? 1 1 [@r-—=2r.+0v)?
=v-—In|>y\| 5 |- =—in|s 6.30
fw=v o n(z rf) = n(2 2 (6.30)

Desde luego, si Q — 0, (6.30) se comportaria como un espejo de Schwarzschild,
ya que no habria horizonte interno; de esta forma con ayuda de (2.99), (6.30) se re-
duciria a:

f) = v—4Mln(’ vH— b )

M (6.31)

De hecho, la fisica del problema se concentra en la denominada funcién trunca-
da, ya que a tiempos tardios las trayectorias coinciden [82] .Esto consiste en tomar
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(6.30) sélo con la contribucién del horizonte externo, pues es a partir de este donde
emana la radiacién que un observador externo analiza. Tal funcién truncada seria
entonces:

v

1
- —1
fTrun(U) v x n(2r+

+

) (6.32)

(6.31) y (6.32) no son la misma funcién pues (6.32) involucra carga eléctrica, ade-
mads que de acuerdo a (2.99) y la expresién usada en (6.21) k # x4. Si se sustituye
(6.32) en (6.12) se llega a:

Trun)2 w! 1
|:wa/ |“=

- (6.33)
27K W5 oTr 1

donde wp, := w/+w . (6.33) desde luego satisface que, si no hay carga, se recupera
el caso de Schwarzschild en el limg—o(I8u5r“"1?) = |BwsS"(?. Ademds, puede verse
que si se toma el lim,,», en (6.33), se encuentra:

1 1
. Trun,2
m By "= -
W 2K L w! eTr —1

(6.34)

con la temperatura T;, que, como puede verse en (6.17) es menor que Ts o bien
T, = g—; ; K+ <k . Esto sugiere que la carga ocasiona que exista una menor produc-
ci6én de particulas.

Se ha podido ver que la trayectoria truncada del espejo de Reissner-Nordstrém
(6.32) bajo ciertos limites, proporciona el espectro de emisién de Schwarzschild,
lo cual es algo esperado. Ahora convendria revisar, ;qué sucede en el caso gene-
ral? Es decir, cuando no se imponen limites. Se obtendria el espectro de emision de
Reissner-Nordstrom. Para calcularlo, hay que considerar la forma general de la tra-
yectoria del espejo dada por (6.30), reemplazarla en (6.12) y hacer una integracién
por partes eligiendo vy = 0, haciendo esto se encuentra el siguiente coeficiente de
Bogoliubov:

Vo TWY -
=———csch (—)A 6.35
Pow =5 Jo x (6.35)
donde ny = 4”\/1m es el factor de normalizacién y A = x(A - bB) + y(C - ¢D)
es una funcién dependiente de funciones hipergeométricas [84] , en las cuales se
asigno x := —%(;—:)d(%)b ey:= (:—:)“(,Zirl,wp)b; las definiciones de las can-

tidades restantes en esta expresion son: A := Jﬁ(q; b;c), B:= 1Fi(a;1+b;o), C:=
1FiQ+d;=b;c), D:=1F,(1+d;1-b;c); con a:= % y b=t 0= 2i(ry —1)wy,

x
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d:=—-.
Para obtener el espectro falta calcular el complejo conjugado en (6.35) e integrar
justo como lo indica (5.19). La expresion que resulta es:

Ny = fo |Buwwl>dwr (6.36)

donde el integrando es el médulo cuadrado de (6.35). Tal expresion es extensa,
por lo que un camino para analizar la integracidn es fijando valores. Por ejemplo, si
se configura M = 1y se grafica (6.36) vs w para diferentes cargas puede verse c6mo
se comporta el espectro de emision, que es lo que interesa estudiar.

— QZD
| Q=86%
10° — Q=99%
10-3
108

02 04 06 08 o W

Figura 8: En la grafica de N, vs o [82] , se puede ver que para agujeros negros con la misma masa, la
emision de particulas decrece conforme aumenta la carga eléctrica. Puede notarse que hay una diver-

gencia en w — 0y que el caso de Schwarzschild viene dado por la linea roja (Q = 0).
En la siguiente seccion se extendieron estos resultados al caso no conmutativo

siguiendo el enfoque discutido previamente basado en distribuciones gaussianas de
masay carga.
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6.3. Espectro de particulas no conmutativo

En estd subseccion se estudiard el espectro de emisiéon asociado a un agujero
negro no conmutativo. Una pregunta que surge naturalmente es, ;se replicara el
mismo comportamiento presentado en la solucién clasica expuesta en la subsec-
ci6én anterior? Es cierto que para el estudio de la termodindmica de agujeros negros
en soluciones no conmutativas, el pardmetro no conmutativo se puede tratar como
una variable termodindmica extensiva més [85] y esto haria suponer que tendria el
mismo efecto que anadir carga eléctrica. Sin embargo, fisicamente no representan
lo mismo, por lo que no se puede asumir que se repita la misma dindmica. La tinica
manera de averiguarlo es analizando el espectro de emisién en un camino similar al
ya expuesto en el caso clésico.

Como punto de partida, conviene considerar la solucién de Reissner-Nordstrém
no conmutativa (4.39). Si se aplica la condicién (6.13), se encuentra el radio del ho-
rizonte [86]. Dicho radio viene dado por:

2m_ 3 1y QP 17y 1Q* 3 r1p
TH= \/_Y(Z 49) T (2 29) 20 7 (5 E)__F(rH'H) (6.37)
2
dOndeF(r,Q):z [( (2r49)_ \/—/}/(2; 20)_ Y( 742)) Y (2) 46)

Puede notarse que (6.37) es una relacion recursiva, en el caso no conmutativo el ra-
dio del horizonte no puede expresarse como en el caso conmutativo debido a la
presencia de las funciones gamma incompletas.

La ecuacién anterior puede reescribirse de manera alternativa, aplicando la con-
dicién (6.13), se puede expresar la masa en términos del radio del horizonte.

m= (6.38)

v (G(TH,Q) )
+ry

2
wGapt M
donde G(r,0) := (y G, - \ﬁy(z.zg) ﬂ/%w(%%))
La temperatura de Hawking se encuentra usando (5.43) y considerando la deri-

. : 1 -y
vada de las funciones gamma incompletas como %y(m,xz) =2x""1e™*" En este
caso se obtiene:

1
Ty=—H(rp,0) (6.39)
41
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-2
donde H(r,0) := %y(é, %) - m\ef‘:%r +Q%I(r,0)
T

2

2 =rt 2 2 —r2 2 2

siendo I(r,0) := 2)’(%,2—6)(3 0 Z(Y(%,ZT@))Z n Y(%,;TLJ) e 20 _ 27(%,%9) re i0
T Vonr? ard nv/26r2  mor 0 mr? V8n?

Desde luego, aqui ry representa la solucién asociada al horizonte externo en
(6.37). Se puede ver que en el limite \'/—% > 1 se recupera (6.16). Ademads, en el limite

Q—0y6—0,lafuncién H(ry,0) — M, por lo que se recupera el caso clésico
(5.2).

T

=1
—
-a

e

B

Figura 9: En la gréfica puede verse la temperatura de Hawking (6.39) del agujero negro de Reissner-
Nordstrom no conmutativo. La carga eléctrica ha sido fijada como Q = 1 y puede notarse que los agujeros
negros mds frios son aquellos que poseen un pardmetro 6 mayor. La no conmutatividad parece hacer que

disminuya la temperatura a distancias cortas [87] .

En el caso del efecto Unruh se obtenia la temperatura de Hawking a partir de co-
nocer la gravedad de superficie y aplicar el principio de equivalencia. Aqui, se tiene
lo opuesto, se conoce la temperatura de Hawking pero no la gravedad de superficie.
Sin embargo, es posible aplicar el mismo argumento que se usé en (5.21). Por lo que,
la gravedad de superficie del horizonte externo seria:

_ H(rp,)
)

(6.40)

K+
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Para continuar en el camino presentado en el caso cldsico, se tendria que hallar
la coordenada de tortoise, posteriormente la trayectoria del espejo mediante la re-
lacién (6.26) y finalmente el coeficiente de Bogoliubov que daré la informacion del
espectro. El problema aqui es justo hallar la coordenada de tortoise, dado que ya
no es tan sencillo en el sentido de que no es posible hacer una factorizacién como
en (6.19) e integrar de acuerdo a (6.20), puesto que la funcién del integrando seria
(4.38) y en esta aparecen funciones gamma incompletas. Para resolver esto, convie-
ne hacer una reescritura general de la funcién que aparece en la métrica, para que
sea aplicable a cualquier funcién asociada a una métrica estdtica con simetria es-
férica, es decir, de alguna métrica cuya estructura sea la de (4.39); desde luego esto
seria vélido para fy (4.38). La idea para lograr esto es hacer una separacién en una
contribucién singular y una no singular, para ello se define la siguiente funcién:

hir) = L0 (6.41)
r—r.
Con esta definicidn, es posible escribir lo siguiente:
1_ 1
1 1 =5 —TI+r
B SUN—D i (6.42)
[ hi(r—rs) r—ry

donde la funcién & evaluada en el radio exterior define a: hy = h(r = ry) =
lim,_.,, h(r), lo cual de acuerdo a la definicién (6.41) y la regla de L'Hopital, resul-
ta:

_daf

h, = 6.43
" dr ( )

r=rs

1
hy—h
177,[+

Por otro lado, la reescritura h~! = h;l (

) permite un desarrollo en serie de

2
potencias como h™! = h! (1 + h;l—:h + (h;l—:h) + ) Por lo que:

1, (he=h  (hi—h)?
h 1—h+1=h+1( +h+ +( +h+ ) +) (6.44)
Sustituyendo (6.44) en (6.42), se obtiene:
1 1 1 (hi—h (he-h)?
=1+ + ( — ) +...—r+r+) (6.45)
f he(r=ry) r—ri\ K2 n
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f.h
0.5

-0.5

-1.0

-1.5¢

Figura 10: En la figura de arriba puede observarse la grafica de la funcién h(r) vs r (color negro) y
f1(r) vs r (color rojo). Ya que el andlisis es valido para cualquier funcién métrica que cumpla las pro-
piedades anteriormente mencionadas, es conveniente elegir la funcién métrica de un agujero negro tipo
Schwarzschild no conmutativo (4.23) para visualizar. Puede observarse que los valores coinciden en el

horizonte externo, lo cual ilustra la relacion (6.43).

o bien, aplicando la serie de Taylor alrededor del horizonte r:

1 1 1

— k— —_—
PV o= T = k;a’“(r r o) (640

Aqui, se ha logrado obtener lo deseado, una expresion general con una contri-
bucién singular en el horizonte y otra que no lo es. Con esto en mente, es posible
aplicar (6.20) y hallar la coordenada tortoise, aplicando esta expresién e integrando,
se obtiene una férmula para esta coordenada dada una funcién f(r) arbitraria:

_r+

" 1 r
r'=r+ In ‘ + A(r) (6.47)

K+

I+

siendo A(r) := h_1+ rf; (Zk:1 a(r— r+)k —hy(r- r+)) una funcion analitica, la

cual representa la contribucién que no posee singularidades en r,.. Ademads, puede
notarse de (5.20) y (5.43) que hy =2« .

Siguiendo la misma idea del caso clésico, se introduce (6.26) y se despeja u(U)
con vy = 2r4, lo que origina:

-U

I+

1
ul)=U-—In

K+

- ZA(r =ry— g) (6.48)
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En consecuencia, la trayectoria de espejo quedaria como:

fW) = frrun+B@) (6.49)

donde fryyn =v— %ln (%‘ / f—;) es la expresion dada en (6.32), mientras que

B(v):=-2A (r =r;— %) La funcién B(v) hereda las propiedades de la funcién A(v),
por lo que tampoco tendrd singularidades a diferencia de fr,,;, que si es singular en
v=0.

Una vez hecho esto, ya es posible calcular el coeficiente de Bogoliubov (6.12);
para ello dicha expresién se integra por partes ignorando términos de frontera y eli-
giendo vy =0, lo cual resulta:

w! 0 —iwv—iof
=— e dv 6.50
P 27V ww! f_oo (©.50)

Sustituyendo (6.49) en (6.50) y desarrollando, se obtiene:

*iw/Ve*iwarun ezl%r de(h++Zm:0(_1)m+1ﬂm+1(%)m)dv (6.51)

w! 0
o[
27V ww! J-co

El dltimo término de (6.51) es una funcién que oscila demasiado conforme la
variable v toma valores mds grandes, por lo que se considera la regién donde v es
cercana a cero; en consecuencia dicha exponencial puede ser reemplazada por el
valor 1. Esta es la razén por la cual se separé f(v) en las contribuciones singular
y no singular de (6.49), puesto que lo tinico que va a contribuir a tiempos tardios
t — oo serd la parte singular dada por fr,,,. Esto explica porque es vdlido analizar
la fisica asociada al espectro a partir de f7r,, ynada més. De este modo se considera
la siguiente expresion:

0
Trun w! f —iwlv —iwfr
= — e e run dy (6.52)
v 2V oww! J-co

Al integrar (6.52) y calcular su mddulo cuadrado, se replica la estructura obteni-
daen (6.33):

w
|’6wTrun 2 _ wler+ 1

. 6.53)
o 2mK 0% o Ty _ 1
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donde se utilizo la relacién |T(1 + bi)|? = mb__ ademéas de definir b := % .Hay

senhmb’
que tomar en cuenta que a pesar de que (6.52) replica la estructura de (6.33), estano

esigual a (6.33), ya que aqui la temperatura y la gravedad de superficie vienen dadas
por (6.39) y (6.40), respectivamente.

Como ultimo paso, se integra (6.53) de acuerdo a (6.36), lo cual dard el nimero
de particulas emitido, haciendo esto resulta:

N, = ap(w,0) blim ln(@) -1 (6.54)

0—00 w

Tw

ex+ 1

27K + e%rw B
cual en general depende de k. (6.40) y en consecuencia de m, Q,0. Pero, en este
andlisis, s6lo serd tomada en cuenta como funcién de 8, ya que las demds variables
se fijardn. N6tese que en general (6.54) representa una integral divergente; a pesar

de eso, es posible analizar el comportamiento para valores finitos de by.

siendo ap(w,0) := una funcién que no afecta en la integracion, la

108 ¢

1000.00 |-

0.01r

10—7 L

0.2 04 06 0.8 1.0

w

Figura 11: En esta gréfica se tiene el espectro de emision de particulas de Reissner-Nordstrém no con-
mutativo para diferentes valores del pardmetro no conmutativo 6 . En otras palabras, se tiene la grafica
de (6.54), para la cual se usaron los valores: m = 1; Q = 0,8; 6 = 0,15 (azul), 8 = 0,1 (rojo) y 6 = 0,01 (ver-
de). Puede verse que se repite el comportamiento visto en el caso clésico (figura 8), ya que conforme 6

decrece, la emisién aumenta para frecuencias mayores que cero.

En principio se pueden fijar valores arbitrarios para la masa ADM m y la carga
eléctrica Q, siempre y cuando sean tales que se obtengan dos horizontes. Para el
andlisis fue conveniente evitar el caso extremal (pues ahi la temperatura y la emi-
sion son nulas); esto se da cuando los valores de masa y carga son iguales, asi que a
medida que m y Q sean cercanos, la funcién métrica se acerca al caso de un tnico
horizonte y en consecuencia no es posible seleccionar un rango amplio de para-
metros para 6 en los cuales se evite el caso extremal. Esta es la razén por la cual se
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eligieron los valores de los pardmetros arriba mencionados.

Por otro lado, si la contribucién de la no conmutatividad influye disminuyendo
la emisién de particulas, es natural pensar que en consecuencia un agujero negro
no conmutativo se evaporard en un tiempo mayor al de un agujero negro clésico.
Sin embargo, no se puede afirmar esto debido a que la nueva masa m (o mp) no es
la misma que la masa desnuda M, por lo que, en el caso no conmutativo no sélo la
emisién es menor, también lo es la masa y por lo tanto, para saber qué tipo de aguje-
ro negro es mas longevo debe realizarse el cdlculo. Por simplicidad se considerar4 al
agujero negro de Schwarzschild no conmutativo dado por (4.24), al cual se le puede
calcular el radio con ayuda de (6.13); esto da:

2

ry= 4My(3 T, (6.55)
N ) 46
Al integrar (4.20) en r, se puede reescribir ry en términos de la masa my:
ra=2my(ry) (6.56)
De aqui, se encuentra el &rea como A =47 rlzq:
A=16mwmj(ry) (6.57)

La temperatura de Hawking se encuentra con ayuda de (5.43), en este caso es:

fm,%(rHJ
1 1 mz(rH)e g 653
Tam | 2me(ry) 5 (m) (6.58)

Y,

donde se utiliz6 el hecho de que 4Ly (2, x?) = 2xm=1e=x"

Lo que sigue es usar la ley de Stefan Boltzmann, la cual establece que E = o T*,

siendo E la potencia por unidad de area. En este caso la ecuacién a resolver seria

}‘ d;? = —o T*%; integrdndola con ayuda de (6.57) y (6.58) se obtendra el tiempo de

vida del agujero negro (4.24), el cual resulta:

[0 2 2mge
tyida-nc = —Cq f 16my|l- ————

dmyg (6.59)

[\S][e8)
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donde Cj := 16”3

Considerando el caso donde v < ry es posible hallar las primeras contribu-
ciones de la no conmutatividad. Haciendo un desarrollo en serie de Taylor a primer
orden sobre (6.59) y considerando que en este régimen y(x) — I'(x), la integracién
de (6.59), resulta:

3
tyida-Nc = C1 mg + 02 (6.60)

y Cy: _ 2 3r(3)

conCj := Y

Usando (6.56) en (6.60) se puede escribir el tiempo de vida en términos de la ma-
sa desnuda M, lo cual conduce a:

3
2M K s 3
tyida-nc = C1 \/_ 2 49) +C02 +... (6.61)

Como el tiempo de vida clasico viene dado por t,;44-c1as = C1 M3 [88], es posi-
ble escribir el cociente entre los tiempos de evaporacién no conmutativo y clasico;
esto se escribe con ayuda de (6.55) como:

3

tidane | 23 T re e[ 3, -

Lvida-Clas \/_ 240 [‘(%)ﬂ?)/Z r13:1 2’ 460 .
bida-Clas
1.5+
1.0+
0.5F

H
0 20 40 60 80 2 g2

Figura 12: En la grafica se observa como se ve geométricamente el cociente entre los tiempos de vida
(6.62).
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Puede notarse que ;44— NC > tyida—clss, SN embargo este comportamiento es-
taria relacionado més con el hecho de que las aproximaciones realizadas anterior-
mente dejan de ser validas que con el verdadero comportamiento del ¢,;4,-nc- Para
analizar el régimen r; ~ V0 es necesario evaluar (6.59) numéricamente. Como era
de esperarse, se recupera el tiempo de vida clasico bajo el limite en el cual el hori-
zonte es mucho mayor que la raiz del parametro no conmutativo, es decir r > V6.
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7. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

El tratamiento clasico de la Relatividad General es perfectible bajo ciertos limi-
tes en los cuales parece prudente hacer modificaciones. En particular, considerar
los efectos asociados a la cuantizacion del espacio-tiempo fue de ayuda para escri-
bir modelos con un comportamiento més consistente.

El estudio semi-clasico de la radiacién de agujeros negros es un efecto bien co-
nocido dentro de la fisica moderna. En este texto se abordaron algunas de las di-
ferentes formas de demostrar que un agujero negro emite radiacién y que posee
temperatura no nula, esto resulta un hecho impresionante y en contra de la intui-
cion clésica. Analizar el fen6meno de la radiacién Hawking desde perspectivas no
clasicas es un buen comienzo para profundizar en el entendimiento de los agujeros
negros. Una de estas perspectivas es la geometria no conmutativa, la cual postula
una cuantizacién del espacio-tiempo y que trae como consecuencia la eliminacién
de las singularidades presentes en los agujeros negros clésicos.

Como se discuti6 en el capitulo 6, al implementar efectos asociados a la no con-
mutatividad se obtuvieron resultados que permiten afirmar que existen cambios
respecto al caso cldsico; si bien en ambos casos se obtuvo una distribucién tipo
Planck para la emisién de particulas del horizonte externo y se hizo notar que la
trayectoria truncada del espejo codifica la informacion esencial para analizar la na-
turaleza del espectro de emision, pudo verse que dependiendo del valor del para-
metro no conmutativo 6, se tenia una emisién de particulas menor a medida que
este crece y desde luego, se cumpli6 el limite cldsico cuando 8 — 0 . Lo anterior
permiti6 observar un espectro de emisién mediante el cual se puede distinguir en-
tre un agujero negro clasico y uno no conmutativo a partir de estudiar la cantidad
de particulas emitidas por cada uno. Otras consecuencias de considerar la no con-
mutatividad fueron la eliminacién de singularidades, asi como el hecho de que los
agujeros negros cldsicos son mds calientes y bajo ciertas condiciones se evaporan
antes que los no conmutativos.

Bajo el andlisis hecho, la carga eléctrica también se comporta como el pardmetro
no conmutativo, ya que al aumentar la carga, se obtuvo una emisiéon de particulas
menor. Resulta curioso que dicho comportamiento también se replica para aguje-
ros negros con rotacion, en los cuales el pardmetro a := ﬁ asociado al momento
angular J parece imitar el comportamiento de Q respecto a 8 [89] . Entonces, si se
quisiera generalizar este trabajo, por ejemplo para soluciones tipo Kerr-Newman no
conmutativas, seria de esperarse que la dindmica de la emisién en funcién de los
pardmetros no sea muy diferente al caso ya abordado aqui, debido a que ya se co-
noce c6mo se comporta cada pardmetro por separado. Mas alin, como el pardmetro
0 emula el comportamiento de las variables Q y J, las cuales junto con la masa de-
terminan por completo toda la informacién de un agujero negro segtn el teorema
de no pelo [14] y que ademads todas ellas son variables extensivas, esto sugiere que
0 podria ser tratado como variable extensiva. Existen trabajos donde se ha utilizado
como variable para escribir la ecuacién fundamental termodindmica de un aguje-
ro negro de Schwarzschild no conmutativo [85] , lo cual no parece descabellado si

92



se considera que 0 tiene unidades de drea y esta estd relacionada con la entropia,
pero, el correcto tratamiento de 6 en la termodindmica de agujeros negros nece-
sitaria una demostracién matemadtica mds rigurosa. Sin embargo, lo hallado aqui
sugiere que podria ser consistente tratarla como una variable termodindmica ex-
tensiva mds. Ademads, seria interesante encontrar si la relacién hallada entre 0 y la
produccién de particulas con espin permanece al considerar soluciones gravitacio-
nales més complejas que las métricas tipo Einstein-Maxwell no conmutativas y una
vez verificado eso, encontrar la forma de caracterizar e identificar los parametros
asociados a un agujero negro a partir del espectro, esto debido a que como presen-
tan el mismo comportamiento, no es claro identificar qué variables estdn presentes.
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