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P R O L O G.0 

En e l  p r e s e n t e  t r a b a j o  se exponen l a s  p r i n c i p a l e s  r e g u -  

l a r i d a d e s  que r i g e n  e l  f l u j o  s u b t e r r á n e o  d e l  agua y p a r a  su m e j o r  

comprens ión  e s t e  fenómeno es contemplado en e l  c o n t e x t o  de d i v e r s o s  

e j e m p l o s .  En g e n e r a l  d i c h o  p roceso  se aborda cons ide rando  los s i -  

g u i e n t e s  t ó p i c o s :  La e x p o s i c i ó n  de l a s  l e y e s  que r e g u l a n  e l  f l u j o  

d e l  agua en medios po rosos ;  l a  p r e s e n t a c i ó n  de modelos f í s i c o s  que 

d e s c r i b e n  casos  c o n c r e t o s  de a p l i c a c i ó n ;  e l  d e s a r r o l l o  de t é c n i c a s  

que f a c i l i t a n  e l  manejo matemát ico  de los concep tos  i n v o l u c r a d o s  y 

por Ú l t i m o  su i n s t r u m e n t a c i ó n  computaciona1.a e f e c t o  de e v a l u a r  nu- 

mer icamente  l a s  s o l u c i o n e s  de l o s  prob lemas a s í  p l a n t e a d o s .  
. 

A t a l  e f e c t o ,  en ei C a p i t u l o  I se p r e s e n t a  i a  e c u a c i ó n  

de Darcy ,  e x p r e s i ó n  que c a r a c t e r i z a  e l  f l u j o  f r e á t i c o  l a m i n a r ,  se 

c o n s i d e r a n  l o s  l i m i t e s  de su a p l i c a b i l i d a d ,  se examinan a q u e l l o s  

a s p e c t o s  re1evantes'"que se dan en l a s  f r o n t e r a s  de los embalses y 

p o r  Ú l t i m o  se mues t ra  como med ian te  una s i m p l e  m o d i f i c a c i ó n  de las 

coordenadas e s p a c i a l e s  un f l u j o  en un medio a n i s o t r ó p i c o  puede s e r  

c o n s i d e r a d o  como un f l u j o  en una r e g i ó n  i s o t r ó p i c a .  Esenc ia lmen te  

e l  f l u j o  de f i l t r a c i ó n  es es t imado  med ian te  l a  f u n c i ó n  p o t e n c i a l  ~p 

y su a rmón ica  con jugada  J, que d e t e r m i n a  l a s  l í n e a s  de f l u j o .  

Dado que t a n t o  l a  f u n c i ó n  cp como la f u n c i ó n  J, s a t i s f a -  

cen  a l a  e c u a c i ó n  de L a p l a c e ,  o e n  s u  caso a l a  e c u a c i ó n  de Po isson ,  

se p r e s e n t a  l a  n e c e s i d a d  de r e s o l v e r  ecuac iones  en d e r i v a d a s  p a r c i a -  

l e s .  Así pues se propone r e s o l v e r  numéricamente d i c h a s  ecuac iones  

med ian te  e l  Método d e l  E lemento  F i n i t o ,  p r o c e d i m i e n t o  que se adapta  

f á c i l m e n t e  a r e g i o n e s  de c o n f i g u r a c i ó n  g e o m é t r i c a  p r á c t i c a m e n t e  a r -  

b i t r a r i a .  E s t a  t é c n i c a  se expone en e l  C a p í t u l o  11, a h í  se mues t ra  

_I- --- 
_I^ g-&r-l ---7-- -- 
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l a  forma de presentar ba jo  l a  llamada 11formulaci6n débi l t1  a p r o -  

b l e s  con valores  en l a  f r o n t e r a ,  s e  presentan las funciones de in- 

te rpolac ión  para elementos t r iangulares  y rec tangulares ,  s e  indica 

e l  modo de evaluar l a s  matrices de r ig idez  y l a  forma de armarlas. 

Con e l  o b j e t o  de i l u s t r a r  e s t o s  procedijnientos s e  evalúa e l  f l u j o  

de u n  f lu ido  alrededor de un c i l i n d r o .  

E n  e l  Capítulo I11 s e  o f r e c e  u n  programa computacional 

para reso lver  ecuaciones d i f e r e n c i a l e s  mediante e l  Método del  Ele-  

mento F i n i t o .  E l  programa s e  encuentra especialmente adaptado para 

considerar f l u j o s  de f i l t r a c i ó n  e s t a c i o n a r i o s .  También con e l  p r o -  

p ó s i t o  de e s c l a r e c e r  su manejo s e  evaluan los potenciales  en u n  

a c u í f e r o  s u j e t o  a l a  acción de u n  rio y de d o s  pozos. 

En e l  Capítulo IV s e  procede a determinar l a  f rontera  

l i b r e  para e l  caso de f l u j o  de f i l t r a c i ó n  de una presa de t e r r a c e -  

r í a  con dren en su parte  pos ter ior .  E l  problema s e  aborda aplicando 

reiteradamente e l  Método del  Elemento F i n i t o .  Aqui s e  encara l a  

necesidad de modificar en cada i t e r a c i ó n  e l  d o m i n i o  de integración.  

y en consecuencia en cada paso i t e r a t i v o  se modifica también l a  

malla construida sobre dicha región.  E s t o  naturalmente conduce a 

un penoso y arduo manejo de u n  sinnúmero de datos y por añadidura, 

en u n  extremo de l a  frontera l i b r e  s e  presenta una singularidad.  

' k  

En e l  Capítulo V s e  l o c a l i z a  l a  f rontera  l i b r e  para e l  

caso de f l u j o  de f i l t r a c i ó n  en una presa de t e r r a c e r i a  de paredes 

v e r t i c a l e s .  Pero en e s t a  ocasión e l  problema s e  ataca  mediante l a  

transformación de Ba iocchi ,  misma que desemboca en desigualdades 

var iac ionales .  Es te  enfoque del  problema permite t r a b a j a r  en u n  

dominio de integración f i j o ,  y en consecuencia cuando s e  compara 

c o n  el Método del  Elemento F i n i t o  s e  hace evidente l a  d i s m i n u c i ó n  



notable en el volumen de l o s  dafos iniciales que alimentan el pro- 

grama computacional que al respecto se ha instrumentado. Aún más, 

la transformación de Baiocchi permite demostrar l a  unicidad de la 

soS'uciÓn del problema planteado, es decir se garantiza matemática- 

mente la configuración Única de la frontera libre para las condi- 

I 

I /  

- 
cienes fronterizas' estipuladas. 

L o s  programas computacionales así como l o s  respectivos 

ar'chivos de datos y listados de resultados se presentan en l o s  di- 

versos apéndices ubicados en las páginas finales del presente tra- 

bajo. 

P o r  último nos resta comentar que el material corres- 

pondiente a la descripción de.1 flujo freático, a la estructuración 

del Método del Elemento Finito y a l a  instrumentación del programa 

computacional citado, material que se presenta, respectivamente, en 

los capítulos I, I1 y I11 corresponde a técnicas de uso general. 

Escencialmente l o s  fundamentos de éstas fueron tomadas de las 

referencias E l l ] ,  [12] y [151 y éstos principis sirvieron de base 

para la determinación de la frontera libre para el caso del flujo 

de filtración de la presas presentadas en l o s  capítulos IV y V. 

, '  

I 
I 

* 
- - ---_I^ 

- . -------l- 
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1.1 INTRODUCCION 

En este capít'ulo se presentan algunos de los métodos 
El an& empleados para estudiar el flujo del agua.en el subsuelo. 

lisis del problema se aborda atendiendo a la necesidad de predecir 

tanto el gasto del flujo de filtración como el dominio donde el - 
fen6meno se presenta. Ai5n cuando los principios que gobiernan al 

flujo de filtración fueron establecidos hace casi 100 años, no ha 

sido sino hasta tiempos relativamente recientes cuando este tema 

ha sido abordado bajo un enfoque científico, por esta razón no ca2  

sa sorpresa encontrar la literatura al respecto plagada de relacio 

nes empíricas respecto a las cuales soluciones exactas pueden ser 

y han sido teóricamente cimentadas. 

Actualmente se pueden considerar no tan sólo relacio 

nes entre los párametros que aparecen en las fórmulas, sino que - 
ademas se cuenta con la pasibilidad de acotar la incertidumbre en 

las evaluaciones de dichas magnitudes. 

1.2 COEFICIENTE DE POROSIDAD 

E l  agua que se encuentra en los poros del suelo se - 
llama freática y generalmente se halla en movimiento, a este movi 

miento del agua al través de los poros se le llama infiltración. 

Los estratos se consideran medios continuos por cuyos huecos, in- 

tereonectados entre si, circula el agua freática. 
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A efecto de simplificar l a  teoría los suelos se divi- 

Los suelos are- den en dos grandes grupos: arenosos y arcillosos. 

nosos se encuentran constituidos esencialmente por partículas macro2 

cópicas que drenan rápidamente y cuando esto sucede no exhiben di2 

minución sensible en su volumen, además su potencial capilar es prác 

ticamente insignificante. En cambio los'suelos arcillosos ofrecen 

notable resistencia a' l a  infiltración, presentan potenciales capila 

res significativos y a l  ser drenados exhiben disminución sensible 

en su volumen. Así pues, los suelos arenosos asemejan medios poro 

cos ideales y l a  teoría a desarrollar considerará este tipo de ma- 

terial. Y s i  bien es cierto que este enfoque limita l a  citada te2 

ría, por otra parte no es menos cierto que La baja permeabilidad - 
característica de los suelos arcillosos nos permite dar de lado a - 
este tipo de suelos sin padecer notable menoscabo en las aplicacio - 
nes. 

Evide,,ntemente'los granos de arena tienen las más va-- 

riadas formas: angulares, redondeadas, etc., pero dado que en l a  f 

infiltración no se presenta e l  flujo del agua a través de una cieg 

ta trayectoria particular, sino más bien se considera e l  flujo a - 
través de una sección recta donde e l  fenómeno de infiltración se 

da simultáneamente en un gran número de poros, entonces bajo esta 

consideración se asume que los granos de arena son de forma esfé- 

rica y de dimensiones iguales. 

las propiedades del suelo se dan los dos siguientes parámetros: 

A efecto de estimar numéricamente 

Porosidad es l a  relación de vacios Vv a l  volumen to 
tal en cuestión: 



"V n = -  v 

y l a  razón de vacios es 

vV e =  v - V" 

7 

(1.2.1) 

(1.2.2) 

. cuando l o s  granos de arena' presentan un arreglo 

cúbico l a  porosidad es 

= 0.476 II 

6 
n = l -  

Seguidamente se dan algunos valores de l a  porosidad - 
correspondientes a distintos suelos. 

DESCRIPCION 

Arena 
Arena Compacta 
Arcilla 
Arcilla Orgánica 
Bentoni t a 

T A B L A  1.2.1 

POROSIDAD 

46 
34 
55-37 
75 
84 

1.3 VELOCIDAD DE FILTRACION Y GASTO 

En los cálculos prácticos de flujo de filtración 

figuran escencialmente dos magnitudes, a saber: l a  velocidad 

de filtración v Y e l  gasto Q. 
- 

Dado que e l  flujo ocurre en los suelos saturados 

a través de múltiples poros interconectados, no queda mas re- 

medio que considerar a l a  velocidad bajo promedios obtenidos 

de l a  siguiente manera: 
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Sea A el área de la sección recta a través de la 

la cual se estima la velocidad y sea el área ocupada en la 

misma sección recta por los poros, se define a la razón 
cb 

3 
A m =  

y a l  gasto 

Q = m A S  

la magnitud V es llamada velocidad de filtración. . 
A efecto de analizar las particularidades de la 

razón m considérese un cilindro circular recto de altura h y 

base A el cual en la altura z tiene una sección recta cuya -- 
área de poros  es A(z), así pues 

P 
" "! 

m(z) = - AP (1.3.1) A 

y tomando el promedio sobre el cilindro de altura h 

= 

y de aqui' 

(1.3.2) 

(1.3.3) 
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y como V es el volumen total del*cilindro y la integral eva-- 

lua el volumen de vacios, se deduce que.el promedio m es el - 
valor de la porosidad n. 

1.4 FORMULA DE DARC’Y 

La fórmula de Bernoulli establecida para el est2 

dio del flujo estacionario de fluidos incomprensibles no vis- 

cosos establece que 

- 2  

(h  es constante) (1.4.1) x + z + - = h  V 
y, 29 

donde 

p = presión (fuerzaidrea) 

= peso específico del fluido (fuerza/volumen) 
.&! - v = velocidad del flujo de filtración (longitud/tiempo) 

g = aceleración debida a la gravedad (longitud/tiempo) 2 

h = carga total (longitud) 

El primer término de la ecuación se conoce 
YW 

como la altura piezométrica en la sección dada, el segundo tez 

mino z como la altura geométrica de posición de la sección - 
sobre el plano de comparación y por Último 

tura debida a la velocidad o carga debida a la velocidad. Así  

pues la ecuación de Bernoulli establece que la suma de las al 

turas geométrica, piezométrica y la carga debida a la veloci- 

dad e s  una magnitud constante llamada carga total. 

- 2  

se llama a l  
29 

- 



lo 

Para e l  f l u j o  de f i l t r a c i ó n  y en v i r t u d  de l a s  - 
pérdidas de energía ocacionadas p o r  l a  r e s i s t e n c i a  a l  movimieg 

t o  a t ravés  de l o s  p o r o s  del  sue lo ,  l a  ecuación de Bernoul l i  

toma l a  forma 

--- 

-a  

. .  
I 

(1. 4.2) 

Ah representa l a  pérdida de carga del  f luido en cuest ión a l  

recorrer  é s t e  l a  distaoCia 8s 

La razón 
Ah d h  

i = -1im- = - d s  AS+ 0 (1.4.3) 

Q 

s e  llama gradiente hidrául ico  e indica  l a  razón de pérdida de 
I 

tl energía por unidad de peso del  f l u i d o  en l a  unidad de longitud 
.., 

medida según l a  direcc ión de la velocidad. 
b 

Como l a  carga de velocidad en e l  fenómeno de fii 



11 
, 

tración es, obviamente, pequeña será omitida, así pues 

la fórmula (1.4.2) toma la forma 

+ % + , A h  PA PB 
y* + zA= vw - (1.4.4) 

En el año de 1856 Henry Darcy demostró experi-  

mentalmente que la velocidad de un flujo de filtración es pro 

porcional al gradiente hidráulico 

. 
(1.4.5) 

E l  análisis de esta fórmula caracteriza al coe- 

ficiente k ,  llamado coeficiente de filtración, como l a  velo- 

cidad del flujo de”filtraci6n en una pendiente igual a la unj 

dad, así pues k tiene las dimensiones de la velocidad. 

En este punto es pertinente aclarar que la fÓr- 

mula de Darcy es la expresión macroscópica estadisticamente 

equivalente a las ecuaciones de Navier-Stokes para el flujo 

viscoso en suelos. Es precisamente esta equivalencia la que 

hace posible el desarrollo subsecuente de la teoría dentro del 

marco del potencial del flujo. En otras palabras, al quedar 

cuantificados, en la fórmula de Darcy, l o s  efectos debidos a 

la viscosidad, el flujo puede ser considerado como no viscoso. 
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1.5 LIMITES DE  APLICABILIDAD D E * L A  FORMULA DE DARCY 

El movimiento de un flujo subterráneo se produce 

por lo general en las condiciones de corriente laminar. Las 

fórmulas (1.4.4) y (1.4.5) son aplicables en esas condicio-- 

nes. No obstante puede haber casos cuandó-el flujo de filtra 

ción tenga una velocidad considerable y e l  movimiento será tu; 

bulento y casos cuando la velocidad de filtración sea tan in- 

significante que las fuerzas decisivas serán no las fuerzas de 

gravedad, sino las fuerzas debidas a l a  interacción molecular 

de las partículas del líquido con las del suelo. 

El número de Reynolds establece un criterio para 

determinar e l  rango de las velocidades del flujo de filtración 

bajo e l  cual se obtiene un f1uj.o laminar, este número se defi - 
ne por 

(1.5.1) 

donde 

v = Velocidad del flujo de filtración (cms/seg) 

D = Diámetro promedio de las partículas del suelo (ems) 

P = Densidad del fluido (gr/cms3) 

u = Coeficiente de viscosidad (gr-seg/cms2) 

Mediante experimentación se ha encontrado que e l  

valor crítico del número de Reynolds a l  cual e l  flujo en sue- 

los pasa de laminar a turbulento es e l  número 1. Así pues se 

trabajará con l a  fórmula de Darcy considerando 
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(1.5.2) 

A l  s u s t i t u i r  en (1.5.2) l o s  v a l o r e s  c o r r e s p o n d i e n -  

t e s  a l o s  pa rámet ros  p y 1.i d e l  agua y c o n s i d e r a n d o  conservado--  

ramente  e l  v a l o r  v = + cms/seg, se e n c u e n t r a  que D = 0.4 mm,lo 

que co r responde  a l a  d imens ión  promedio  d e l  d i á m e t r o  p romedio  de 

l o s  g ranos  de l a  a rena  gruesa.  A s í  pues, a l  tomarse  d i c h o  l í m i  

t e  s u p e r i o r  p a r a  e l  número de Reyno lds ,  e l  manejo de l a  f ó r m u l a  

de Darcy  c o r r e s p o n d e r á  adecuadamente a s i t u a c i o n e s  r e a l e s  d e l  - 
f l u j o  d e l  agua hn s u e l o s  arenosos .  

1. b 

1’ 

1.6 COEFICIENTE DE PERMEABILIDAD 

Siendo, como se d i j o ,  l a  f ó r m u l a  de Darcy  

dh 
ds 

v = -k- 
v 

(1.6.1) 

donde k es e l  c o e f i c i e n t e  de p e r m e a b i l i d a d ,  f á c i l m e n t e  se e n t i e n  

de que d i c h o  c o e f i c i e n t e  v a r i a  dependiendo de l a  i n f l u e n c i a  con 

l a  c u a l  se m a n i f i e s t a n  t a n t o  l a  dens idad  como l a  v i s c o s i d a d  d e l  

f l u i d o  en l o s  p o r o s  d e l  s u e l o .  Así pues en  un i n t e n t o  de a i s l a r  
f 

p o r  un l a d o  l a  p a r t e  de k que depende de l a s  p r o p i e d a d e s  d e l  sue 

lo y p o r  o t r o  l a  p a r t e  que depende de l a s  p r o p i e d a d e s  d e l  f l u i d o  
- 
* 

- se i n t r o d u c e  e l  pa rámet ro  k,  l l a m a d o  pe rmeab i l i dad  f í s i c a ,  a s í  se 

1 t i e n e  que 

-. 

i 
... , 

(1.6.2) 

--- 
I 
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donde y, 

de viscosidad. Sustituyendo (1.6.2) en (1.6.1) se llega a 

es e l  peso unitario d e l + f l u i d a  y 1 ~ .  es e l  coeficiente 

dh 
P ds 

v = -k (1.6.3) 

, 

donde se muestra que l a  velocidad es inversamente proporcional 

a l a  viscosidad. Esta Última expresión permite manejar l a  fór- 

mula de Oarcy cuando se presentan cambios de temperatura o se - 
tiene más de un tipo de fluido, sin embargo estando en una gran 

parte los problemas de aplicación dirigidos a l  estudio de flujos 

de fluidos de un sólo tipo y sujetos a insignificantes variacig 

nes de temperatura, se concretará a evaluar l a  Ley de Darcy me- 

diante e l  parámetro k. Seguidamente se da una tabla de valores 

del coeficiente de permeabilidad correspondiente a diferentes 

tipos de suelos. 

. 

TIPO DE SUELO 

Grava limpia 

Arena gruesa limpia 

Arena 

Arena fina 

Arena y sedimentos 

Sedimentos 

Arcilla 

TABLA 1.6.1 

COEF. DE PERMEABILIDAD k (cms/seg) 

1.0 ( o  m.ayor) 

, 1.0 a 0.01 

0.01 a 0.005 

0.05 a 0.001 

0.002 a 0.0001 

0.0005 a 0.00001 

0.000001 ( o  menor) 



15 

1.7 ECUACIONES GENERALES DE LA HIDRODINAMICA 

Z 

' *  

'i 
4 / 

2 (  I 

5 1 dx 

7 

dz 

8 
1 

+ x  

Fig. 1.7.1 

- -  
Sean Ü, v, w las componentes de l a  velocidad de filtra- 

ción de un fluido en e l  punto A(x,y,z) en e l  instante t. Así pues, 

durante e l  intervalo 6 t  e l  punto A se habrá trasladado a l a  posi- 

ción (xiÜ6t, y-%&, zat). La razón de cambio respecto a l  tiempo de l a  

componente de l a  velocidad Ü es 6ü/gt, 0 sea 
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i - 

,I 

i 

s i  6t se hace tender a cero, entonces 

y l a  aceleración en l a  dirección del eje X es 

(1.7.1) 

Análogamente se obtienen las aceleraciones en las d i  

recciones Y y Z. 

- - -  d i  a i  + + - a i  v- + -s 
dt - at ax ay az 

d i  a i  - a i  - a i  + 

dt at ax ay az + u- + v- - = -  

(1.7.2) 

(1.7.3) 

Sean p l a  presión y p l a  densidad del fluido en a l  

punto A(x,y,z) en e l  instante t y sean, además X , Y  y Z las fuerzas - 
por  unidad de masa en las direcciones respectivas de los ejes. 

Como en e l  flujo subterráneo l a  Única fuerza actuante 

es l a  debida a l a  gravedad, l a  fuerza presente en e l  lado 1-2-3-4 

de l a  figura 1.7.1 es 

(p-iEdx)dydz - 

y en l a  cara opuesta es 

( p + 4 E d x  1 dy d z 

.- 
"8. __Le- I- -- 
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y de aqui según la segunda ley de'Newton 

mediante (1.7.1) de obtiene , 

Análogamente se obtienen 

a; -a3 -a3 - a v  = y - 1 Q + u= + v- + w- 
at ay az P a y  
- . 

(1.7.4) 

(1.7.5) 

(1.7.6) 

Estasutres Últimas ecuaciones son las ecuaciones de 

Euler para el caso del flujo no viscoso. 

es laminar, entonces tanto las componentes de la velocidad como 

sus derivadas espaciales son pequeñas y de aqui que su producto - 
pueda ser omitido 

Ahora bien, si el flujo 

(1.7.7) 

(1.7.8) 

(1.7.9) 
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Obsérvese que l a s  componentes de la velocidad sin ba- 

rra indican la velocidad de g a s h  Para n y g tomaremos conserva- 

doramente los valores n = 3 y g = 1000 cms/seg . 2 

Si el flujo es independiente del tiempo, entonces se 

tiene 

(1.7.10) 

y al sustituir p por h = + z, se obtiene 
b < L  

(1.7.11) 

donde i es el gradiente hidráulico. Si aplicamos ahora la fórmula 

de Darcy 

análogamente 

(1.7.12) 

(1.7.13) 

(1.7.14) 

Sustituyendo estas tres Últimas fórmulas en (1.7.71, 

(1.7.8) y (1.7.9) respectivamente se tiene que 
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(1.7.15) 

(1.7.16) 

(1.7.17) 

Para e l  caso del flujo estacionario, estas fórmulas 

se reducen, de acuerdo a la expresión vectorial de l a  ley de Darcy 

i (1.7.18) 

Seguidamente se pasa a jutificar l a  simplificación de 

las expresiones (1.7.15)-(1.7.17). 

Estas tres igualdades presentan l a  siguiente forma - 
comilin 

y de aqui, mediante e l  siguiente cambio de variable 

v = V* + k i  (1.7.19) 

se obtiene 
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Con e l  propósito de cuantificar los coeficientes de 

esta expresión se toma k = 0.1 cmsíseg, valor de permeabilidad bas 

tante conservador ya que corresponde a suelos constituidos con are 
- 

na gruesa 

(1.7.20) 

comparando los órdenes de las magnitudes se ve que a menos de pre- 

sentarse una variación excesiva de l a  razón del gradiente hidráuli 

co respecto a l  tiempo, e l  término correspondiente a at ai puede ser - 
omitido sin pérdida sensible en l a  exactitud de los cálculos. Aún 

más, el número de Reynolds el cual limita l a  validez de l a  ley de 

Darcy garantiza que siendo baja l a  velocidad del flujo e l  cambio en 

e l  momentum es pequeño cuando se compara con las resistencias a l  

flujo ocasionadas por l a  viscosidad. As€ pues, (1.7.20) queda re- 

ducido asi 
* >  

4 dv 
dt - =  3*1OV* 

e integrando 

término que tiende rápidamente a cero, así pues a l  tomarse v,=O se 

obtiene (1.7.18). 

La ecuación (1.7.18) muestra cuatro incógnitas, a 
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saber: u,v,w y h, luego a efecto de determinarlas se ha menester 

otra ecuación, esta se puede obtener a partir de considerar al f1g 

ido continuo en el espacio y en el tiempo. 

La cantidad de fluido que pasa a través de la cara -- 
1-2-3-4 del elemento mostrado en la figura 1.7.1 es 

nÜdydz 

y en la cara opuesta 5-6-7-8 es 
4 

y el incremento del fluido por unidad de tiempo en la dirección - 
del eje X es 

A(nÜ)dxdydz ax 

análogamente se obtienen l a s  siguientes ecuaciones según las di-- 

recciones de los ejes Y y Z respectivamente 

Si el fluido es incomprensible, entonces 



o sea 

, 

(1.7.21) 

(1.7.22) 

Esta expresión se conoce como ecuación de continuidad. 

Como e s  bien sabido, en el estudio de campos vectorig 

les ciertas dificultades se pueden soslayar cuando aquellos se prg 

sentan en términos de potenciales, de aquí que se defina el poten- 

cial de velocidad cp por . 
cp(~,y,~) = -k(+ + Z )  + c = -kh + c 

w 

donde c es una constante arbitraria. 
e": 

En otros términos 

(1.7.23) 

(1.7.24) 

Las ecuaciones (1.7.23) y (1.7.24) generalizan la fÓr 

mula de Darcy dentro del esquema dinámico necesario para el estu- 

dio del flujo en el subsuelo. 

Mediante simple sustitución se obtiene a partir de - 
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(1.7.23) y (1.7.24) l a  ecuación de Laplace. 

(1.7.25) 

l a  que a l  ser resuelta bajo condiciones de frontera específicas 

determina e l  flujo estacionario y laminar de filtración. 

I 
1.8 FLUJO BIDIMENSIONAL 

i 6 
En muchas ocaciones e l  flujo de un fluido es sustan- 

cialmente e l  mismo en ciertos pianos paralelos y por esta razón 

e l  flujo se puede considerar bidimensional, simplificándose así 
L notablemente e l  trabajo necesario en esta clase de estudios. 

Las ecuaciones básicas del flujo bidimensional en e l  

plano X-Y son 

5- 
-l 

(1.8.1) 

y s i  se conviene en tomar e l  eje Y dirigido verticalmente hacia 

arriba mientras que e l  eje X permanece horizontal se tiene que 

i 

(1.8.2) 

(1.8.3) 

siendo a s í  que la correspondiente ecuación de Laplg 
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, 

y l a  ecuación de continuidad adquiere'la siguiente forma 

(1.8.4) 

(1.8.5) 

Como es sabido, l a  ecuación de Laplace es satisfecha 

por  funciones armónicas con jugadas cp(x,y> y 

trayectorias cp(x,y> = cte y ~l(x,y) =cte son ortogonales. 
~l(x,y) tales que las 

* 
La función ~l(x,y) es llamada función de corriente y se 

define por 

(1.8.6) ."! 

v =-u 
ax 

cuando se sustituyen estas ecuaciones en l a  ecuación de continui- 

dad se obtiene 

igualando los potenciales y las funciones de corriente se llega a 

b L = a  1 
I a x  ay 

(1.8.7) 
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En o t r a s  p a l a b r a s ,  l a  f u n c i ó n  $(x ,y)sat is face t a n t o  a 

l a  e c u a c i ó n  de c o n t i n u i d a d  como a l a s  c o n d i c i o n e s  de Cauchy-Rie- 

mann,luego tamb ién  s a t i s f a c e  a l a  e c u a c i ó n  de L a p l a c e  

1.9 LINEAS DE CORRIENTE Y LINEAS EQUIPOTENCIALES. . 

(1.8.8) 

Consideremos una p a r t í c u l a  de f l u i d o  l a  c u a l  en e l  

p u n t o  P(x,y) t i e h e  una ' v e l o c i d a d  t a n g e n c i a 1  v=(u,v), l u e g o  

- - -  dx = tanga  
u - dy 

donde 8 es e l  á n g u l o  que forma l a  t a n g e n t e  a la t r a y e c t o r i a  en e l  

p u n t o  P y e l  e j e  X, l u e g o  

VdX-üdy = O (1.9.1) 

a l  s u s t i t u i r  l a s  ecuac iones  (1.8.6)  en e s t a  e c u a c i ó n  se o b t i e n e  

s i e n d o  l a  d i f e r n c i a l  t o t a l  c'$ = O,  y de a q u i  

J, = c o n s t a n t e  (1.9.2) 
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o sea, al tomar las curvasul(x,y) = cte se obtienen las llamada ii- 

neas de flujo. I 

Fig. 1.9.1 

Considérese ahora el flujo entre las líneas de cor- 

riente $i y $2  como se muestra en ia figura.í.9.1. Sea q ei gasto 

p o r  unidad de longitud a través de la recta a b ,  as í  

(1.9.3) 

e s t e  valor se iiam'% flujo de canal y e s  constante. 

te la interpretación física de la magnitud rp puede ser obtenida 

partiendo de consideraciones de tipo matemáticas, así pues la d L  

ferencial total de cp(x,y) = cte está dada par 

P o r  otra par- 

y de aquí se deduce mediante (1.8.1) 
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o sea 

Ax = _- U 
dx V (1.9.4) 

Las líneas 'P(x,y) = cte son llamadas líneas equipoten 

ciales las que, por supuesto, son ortogonales a las líneas de fly 

jo. A l  dibujarse estos dos tipos de líneas se obtiene la malla - 
de flujo. 

Si ahora se atiende a la diferencial total 

se ve que en virtud de las ecuaciones de Cauchy-Riemann se obtie- 

nen las siguientes expresiones 

Y 

El llamado potencial complejo se define por 

w = q + i J i  

(1.9.5) 

(1.9.6) 

(1.9.7) 
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siendo de particular interés l a  expresión 

l a  que verifica a las ecuaciones (1.8.6) 

1.10 CONDICIONES DE FRONTERA 

Para e l  flujo estacionario subterráneo en suelos ho- 

mogéneos se corlsideran cuatro tipos diferentes de frontera: 

I FRONTERA IMPERMEABLE 

Dado que e l  fluido no puede pasar a través de una - 
frontera impermeable, l a  componente normal de l a  velocidad a l a  - 
frontera en cualquier punto se anu1a;'y por otra parte, dado que 

e l  fluido se considera no sujeto a esfuerzos de fricción, no se 

consideran, en consecuencia, restricciones según las componentes 

tangenciales. S i  fi y f denotan respectivamente las direcciones 

normales y tangenciales en un cierto punto de l a  frontera, de -- 
(1.8.7) se deduce 

" = %  = o  $ =  constante 

de aquí que una frontera impermeable pueda ser considerada como e l  

lugar geométrico de una linea de corriente. Generalmente se con- 

sideran dos tipos de fronteras impermeables: l a  primera es l a  pa; 

te superior del manto impermeable donde e l  coeficiente de permea- 

bilidad es insignificante cuando se compara con e l  coeficiente del 



I ' : - I  ' 1 -  - A-30-9 ' 
29 

del suelo ubicado arriba de él, es en esta frontera donde se pre- 

senta l a  línea de corriente inferior; y e l  segundo tipo de fronts 

ra es aquel donde se da l a  línea de corriente superior, correspoc 

diendo generalmente a l a  pArte inferior de una estructura imper-- 

meable tal como una presa de concreto, etc. 

I1 FRONTERAS EN DEPOSITOC 

A l o  largo de l a  frontera de los embalses l a  distribg 

ción de presiones puede considerarse constante, sea por ejemplo - 
e l  punto M sobre l a  frontera AD presartada en la figura 1.10.1, l a  

presión hidrodtática' es 

(1.10.1) 

Fig. 1.10.1 

y de aquí y de (1.8.3) se obtiene 

~p = -khi + c 

c 

(1.10.2) 
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donde k ,  h y c son constantes, luego 

a, = constante . (1.10.3) 

o sea que 

neas equipotenciales. 

I11 SUPERFICIE DE FILTRACION 

' en la frontera del depósito tanto AD como E6 son lí- 

La superficie de filtracion, en la figura 1.10.1 la 

línea GE, es aquella donde el flujo de filtración desemboca en una 

región libre tarfto del'material del suelo como del líquido, siendo 

la presión sobre esta frontera constante e igual a la presión at- 

mosférica y como esta superficie no es ni una línea equipotencial 

ni una linea de corriente, se tiene 

y de aqui 

a, + ky = constante (1.10.4) 

IV LINEAS DE FILTRACION ( SUPERFICIE LIBRE) 

La línea de filtración es la línea de corriente que 

aparece un un dominio del flujo como linea superior, ésta línea'.- 

separa la r.egi6n del suelo saturada de aquella en la cual no ocur- 

re el flujo. En la figura 1.10.1 esta línea esta representada por 

la curva DG. La determinación de esta línea suele ser una de las 

principales metas del estudio de las corrientes subterráneas. Od 
viamente, como en el caso de cualquier otra línea de filtración, 
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el valor de J, debe ser constante, pero ahora, además, se sabe que 

la presión en cualesquiera de sus puntos es constante e igual a la 

presión atmosférica, o sea que a lo largo de esta línea se tiene 

~p + ky = constante (1.10.5) 

y de aquí que el potencial de la velocidad evaluado sobre dicha 

curva varie linealmente con la carga. 
I 

1 . 1 1  ANISOTRdPIA 

Cuando el coeficiente de permeabilidad es indepen-- 

diente de la dirección de la velocidad del flujo de filtración se 

dice que el flujo ocurre en un medio isotrópico. Además, si el 

suelo tiene el mismo coeficiente de permeabilidad en todos los 

puntos, se dice que el medio es homogéneo e isotrópico. Pero si 

el coeficiente de perqeabilidad depende de la dirección de la ve- 

locidad del flujo se se dice que el medio es anisotrópico. En 

un suelo homogéneo y anisotrópico el coeficiente de permeabilidad 

depende de la dirección de la velocidad pero es independiente de 

las coordenadas espaciales. 
, 

En algún grado todos los suelos son anisotrópicos. 

Generalmete en los depósitos naturales el coeficiente de permea- 

bilidad en la dirección horizontal es mayor que el coeficiente en 

la direccidn vertical, pero también existen excepciones donde el 

coeficiente de permeabilidad según la dirección vertical es mayor 

que el horizontal. A efecto de generalizar la Ley de Darcy de I 
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acuerdo a l o  expuesto en este párrafo, ahora se toma 

- 
vn= -kngradnh (1.11.1) 

donde kn es e l  coeficiente de permeabjlidad en l a  dirección n, 

mientras que in y gradnh son las componen'tes, respectivamente, de 

velocidad y del gradiente hidráulico en dicha dirección. 

flujo bidimensional en e l  plano X-Y se tienen 

Para el 

ah 
u = -k,grad,h = -kx%¿ (1.11.2) 

(1.11.3) 

Seguidamente se hacen cuatro consideraciones genera- 

les a efecto de simplificar los cálculos. 

I . -  un suelo constituido por distintos estratos del- 

gados, cada uno de ellos homogéneo e isotrópico, puede ser trans- 

formado en un suelo equivalente e isotrópico. 

Fig. 1.11.1 
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En la figura 1.11.1 se presenta una sección vertical 

de un suelo compuesto por n capas delgadas, de alturas respectivas 

d1, ..,, d n  siendo, correspondientemente, sus coeficientes de per- 
meabilidad kl, ..., k,. 
horizontal es igual a la suma del gasto que aportan cada una de 

las capas en cuestión, así pues 

Evide'ntemente el flujo total en dirección 

donde hi-h2 es f a  pérdidad de carga en la distancia L. 

temente la velocidad del flujo en la dirección X es 

Consecuefi 

L 
I m =  1 

y de aquí se obtiene un coeficiente de permeabilidad en la direc- 

ción X 

(1.11.4) 

Considerando ahora el flujo en dirección vertica1,la 

ecuación de continuidad - - - O muestra q u e - l a  velocidad del flujo 
ay 

en dicha dirección es la misma para todos los estratos, o sea 

v = k i= k l i i =  k2i2= ... =k i 
Y n n  (1.11.5) 

aqui se considera a i como el gradiente hidráulico evaluado al 
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través de l a s  n capas. 

a la suma de las pérdidas de carga en cada uno de los estratos 

Además l a  pérdida total de carga es igual 

+ 

id = ildl + izdz + ... 

y de aquí se obtiene 

k 
Y 

d 
n 

-- (1.11.6) 

k m=l m 

De las ecuaciones (1.11.4) y (1.11.5) se deduce que 

kx> k . En obvio de dificultades se hace la demostración para 
Y 

di 
d i  n=2. Sean - >6 

forma 

Y kx > k y >  luego esta Última desigualdad toma la 

la que se reduce a 

(1.11.7) 

(1.11.8) 

siendo esta Última desigualdad siempre verdadera. 

11. -  En la figura 1.11.2, el vector indica la di- 

rección de la normal a la lines equipotencial. En un medio iso- 

trópico las líneas de flujo y las equipotenciales'forman una red 
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X 

\ 
4 

Fig. 1.11.2 

ortogonal siendo así que los vectores 5 y fi tienen l a  misma direc- 

ción, pero en un medio anisotrópico l a  dirección de las líneas de 

corriente no coinciden con l a  dirección de l a  normal a las líneas 

equipotenciales. 

La componente de l a  velocidad a lo largo de l a  linea 

de corriente es 

(1.11.9) 

siendo así que las componentes en las direcciones X e Y son 

v =  vssena 

(1.11.10) 

(1.11.11) 
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pero como 

de e s t a  Última ecuación y de l a s  ecuaciones (1.11.9) y (1.11.11) se 

obt iene 

. 
- -  1 cos% sen2 a 
kc  X k Y  
-7 

1 
(< 

o sea  

k X k  
kxsenia + cos'&- 

Y 

Sean ahora 

x = r c o s a  

y = r s e n a  

luego (1.11.12) s e  transforma en 

- - -  - x 2  + Y2 
k S  k X  k Y  

r 

(1.11.12) 

(1.11.13) 

(1.11.14) 

l a  cual e s  l a  ecuación de u n a  e l i p s e  cuyos semie jes  mayor y menor 

como en e l  cg * - 
Y k y  - k m i n >  son kk y k!. S i  se  t i e n e  que k x =  kmax 

so de suelos  e s t r a t i f i c a d o s  cuyas capas estan d i r i g i d a s  según e l  
I 
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eje X ,  e l  coeficiente de permeabislidad en una dirección cualquiera 

se puede obtener gráficamente mediante l a  conctruccion llamada elig 

se de direcciones 

. . .  

I 

Fig. 1.11.3 

ResuL4a conveniente hacer notar que aún cuando no se 

ha dado una demostración generalizada de l a  ley de Darcy para flu- 

j o s  en medios anisotrópicos, los resultados experimentales validan 

las fórmulas presentadas. 

111.- Tanto l a  ecuación (1.11.14) como l a  figura 1.11.3 

muestran como mediante l a  transformación X = x ( 2 7  l a  elipse de , 

direcciones puede ser transformada en un circulo, este hecho será 

usado para resolver los problemas que a l  respecto presentan los e s  
tratos homogéneos anisotrópicos. 

de continuidad 

Así pues considerese l a  ecuación 

+ - -  - o  a v  
a x  ay 

--r---- --- . -- - __^--I - . I  _____I - 
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al sustituir u y v de acuerdo a (1.11.10) y (1.11.11) se obtiene 

, 

si se hace 

- a 2 h + & = O  (1.11.15) a x 2  ay2  

. 
obviamente, se puede obtener una transformación análoga para l a  vg 

riable y.  

Estos resultados muestran como mediante una simple e& 

pensión o contración de las coordenadas espaciales, un flujo en un 

medio homogéneo y anisotrópíco puede ser considerado como un flujo 

en una región isotrópica, en la cual siendo válida la ecuación de 

Laplace, los resultados teóricos del estudio del potencial son ae 

licables también. 

formada. 

nea y anisotrópica es 

Este Último dominio se conoce como sección trans 

E l  coeficiente de permeabilidad para una sección homog- 

= Jkmaxkmin (1.11.16) 

el porque de esta fórmula se explica seguidamente. 

En la figura 1.11.4 se presentan los cuadrados curvi 
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meabilidades respectivas k ,  y k, tal y como se muestra en l a  Pigu- 

ra 1.11.6. 

"1 

Fig. 1.11.6 

Los potenciales de las respectivas zonas son 

y en l o s  puntos de la frontera obviamente ocurre que p i =  pp y y, =y, 

estos es 

( 1.11.17) 
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y como según la ecuación de continuidad la componentes normales a 

la frontera A8 deben ser iguales 

(1.11.18) 

Derivando ahora (1.11.18) respecto al pardmetro s, la 

longitud del arco AB, y dividiendo entre (1.11.18) se llega a 

S 
V 

y haciendo = tanga se obtiene 
n 

!L c tanga2 
k 2  - tanga2 

c 

(1.11.19) 

La semejanza entre esta Última fórmula y la ley de i c  

cidencia y refracción de la Óptica es obvia. 

Analizando la ecuación (1.11.17) se observa que la se 
paración relativa de la líneas e,quipotenciales en dos zonas adya-- 

centes varia en razón directa a sus respectivas permeabilidades. 

I v . -  Por  último, suele ocurrir que algunos suelos mueg 

tran una gran diferencia, por zonas, en lo que a su homoge.neidad se 

refiere, de modo tal que la evaluación mediante transformaciones de 

los correspondientes coeficientes de permeabilidad se vuelve poco 

práctica. En tales casos queda el recurso de despreciar algunas de 

las variaciones locales con el propósito de soslayar dicha proble- 
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matica. A l  respecto se establece el siguiente c r l t e m ,  el que con 

las reservas del caso, suele usarse. Si. la razón de las permeabi- 

lidadec de dos tipos de suelos contigüos es mayor que l:lO, el sue 

lo de menor permeabilidad puede ser considerado como impermeable y 

así las contribuciones al flujo de este estrato se consideran nulas. 

También se pueden agrupar los .distintos tipos de sue- 

los en regiones mayores, l a s  que se trabajan de conformidad a las 

transformaciones ya citadas. Desde luego, no pueden darse reglas 

precisas al respecto, y las simplificaciones del caso quedan suje- 

tas al criterio del investigador. 

1.12 FILTRACION EN POZOS 
. 

* 

Como ya se vid, la ecuación que gobierna el flujo es- 

tacionario bidimensional es 

la que en coordenadas cilindricas es 

v2cp = - -(r a ax ) * = o  r ar ar + a9 

donde 

(1.12.1) 

r = ( x 2  + y 2 )  3 

9 = arctang: 
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Si el flujo toma lugar en un plano horizontal variando 

Únicamente en función de r, se tiene el llamado flujo radial bidi- 

mensional. En este supuesto, la variable z=x+iy=rexp(is) no varia 

cuando810 hace, y de aqul que (1.12.1) se reduce a 

También se tiene 

cp * cllnr + CP . 

(1.12.2) 

(1.12.3) 

. 
Considérese ahora el flujo de filtración en ün pozo ubicado en un 

estrato permeable homogéneo de espesor igual a T y sean 

= radio del pozo rW 

R = redio de influencia 

h = pérdida de carga 

con 

r = r, 

r = R  

02 (1.12.3) se deduce 

cuando 9 = O 

cuando tp = kh . 

r kh in- R t p =  
in(,> (1.12.4) 
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siendo la velocidad radial 
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Evidentemente el gasto a lá distancia r del centro del 

pozo es 

2 Ii Tkh 

R 

O w 

Q = T = 
in(+ 

De (1.12.4) y (1.12.5) se obtibne ahora . 

y la función de corriente asociada a este potencial es 

P 
3, = 

o sea 

(1.12.5) 

(1.12.6) 

(1.12.7) 

aquí se dice que el flujo tiene una fuente 'cuando Q > O  y un sumidg 

ro cuando Q<O. El término - con T = l  se llama potencia de l a  fue2 
2nT 

te ( o  sumidero). 
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2.1 CONSIDERACIONES GENERALES * 

Con el propósito de resolver problemas relativos al 

flujo de filtración, y a  sean bidimensionales o simétricos respec -  

to a un cierto eje, en medios anisotrópicos de configuración prac 

ticamente arbitraria, se propone resolver numéricamente las ecua- 

ciones básicas mediante el Método del Elemento Finito. 

te discusión pretende delinear dicho método. 

La siguiec 

Dadas las condiciones de frontera, específicas para 

el problema en consideración, la ecuación básica a resolver es, 

según se v i 6  en la sección anterior, la ecuación (1 .8.4)  Y si esta se  

aplica a un medio de espesor T, entonces toma la siguiente presentación 
. 

Ahora bien, si se tiene bajo consideración una sec- 

ción recta con T ='"'1, entonces la ecuación anterior adquiere l a  

siguiente presentación 

(2.1.2) 

donde ahora W(x,y> da la patencia de l a  fuente o del sumidero por 

unidad de área. 

Si el medio es isotrópico, entonces 
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donde k es l a  constante de permeabilidad. 

Como en l a  práctica frecuentemente se presentan pro- 

blemas donde e l  flujo de filtración es simétrico respecto a un 

cierto eje, entonces resulta conveniente sustituir las coordena- 

das cartesianas (x,y> por coordenadas cilindricas (r,z), bajo este 

supuesto para e l  flujo solenoidal l a  ecuación a resolver es 

( 2  1.4) 

También se hace notar que l a  dirección de los ejes X 

e Y no necesariamente debe ser constante, sino que esta puede va - 
riar conforme varian las coordenadas espaciales, esta libertad pey 

mite e l  manejo adecuado y cómodo de medios anisotrópicos. La l i m i  

tación en este caso consiste en tener dichos eje siempre perpendi 

culares entre si y, además en cada elemento las direcciones deben 

permanecer constantes. 

* 

- 

2.2 FORMULACION DEBIL DE LOS PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA 

Dado que por una parte, e l  planteamiento de problemas 

con valores en l a  frontera, cuando l a  solucion se aproxima median 

te e l  método de Ritz o e l  Método de Galerkin, tienen su fundamen- 

to en las proposiciones variacionales con que l a  física muy fre-- 

cuentemente aborda sus problema, y dado que por otra parte dicha 

formulación variacional presenta bajo una modalidad natural la clg 

sificacion de las condiciones de frontera en condiciones de fron- 

- 
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t e r a  n a t u r a l e s  y c o n d i c i o n e s  de f r o n t e r a  e s c e n c i a l e s ,  en tonces  por 

d i c h o  m o t i v o s  se c o n s i d e r a  l a  c o n v e n i e n c i a  de p r e s e n t a r  en e s t a  

s e c c i ó n  l a  c o n s t r u c c i ó n  v a r i a c i o n a l  de una e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  

con- p a r c i a l  (de dos v a r i a b l e s ) ,  a s í  como l a  c l a s i f i c a c i ó n  de l a s  

d i c i o n e s  de f r o n t e r a  asoc iadas .  

Sean 52 un d o m i n i o  a r b i t r a r i o  con f r o n t e r a  i', rl ir2=r 
y nx y ny l o s  cose- au 

Y - a y  
u - -  au Sean además ux = ax, 

nos d i r e c t o r e s  d e l  v e c t o r  n o r m a l  a la f r o n t e r a .  Las s i g u i e n t e s  

e c u a c i o n e s  d e s c r i b e n  una v a r i a d a  aama de prob lemas de c o n t o r n o  de 

segundo o r d e n  cuando se c o n s i d e r a  F = F(x,Y,u,u ?u 1, 

+ 

X Y  

en Q (2.2.l.a) - -  i3F - a ( a  -) F - A ( L )  = 0 
au ax  auX ay au 

Y 
s u j e t a  a 

en r i  (2.2.1 . b )  

(2.2.l.c) en r2 

En ( 2 . 2 . l . a )  se reconoce  a l a  e c u a c i ó n  de E u l e r ,  e s t a  

e c u a c i ó n  d i f e r e n c i a l  p a r c i a l  de segundo o r d e n  debe s e r  s a t i s f e c h a  

p o r  l a  f u n c i ó n  u(x,y) de dos v a r i a b l e s  i n d e p e n d i e n t e s .  

Si , p o r  e jemp lo ,  se toma a 

se o b t i e n e  que 
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a F  = W(x,y) au 

y l a s  e c u a c i o n e s  (2.2.1) se t r a n s f o r m a n  en 

.I 

s u j e t a  a 

.en h 

La  p r i m e r a  de e s t a s  t r e s  Ú l t i m a s  ecuac iones  es  (1.3.21, 

9 es e l  f l u j o  de f i l t r a c i ó n  a t r a v é s  de rl y @ 

v e l o c i d a d  e s p e c i f i c a d o  en l a  p o r c i ó n  r 2  de l a  f r o n t e r a .  

es  e l  p o t e n c i a l  de 

La f o r m u l a c i ó n  v a r i a c i o n a l  de l a s  ecuac iones  (2.2.1) 

es esbozada en  los t r e s  s i g u i e n t e s  pasos: 

I . -  Pr imeramente  se m u l t i p l i c a  l a  e c u a c i ó n  (2 .2 . l .a )  

p o r  una f u n c i ó n  de p rueba  v , (  l a  v a r i a c i ó n  de u, e s t o  es, v = 6u) y 

e l  p r o d u c t o  se i n t e g r a  sob re  el d o m i n i o  d e l  p rob lema.  

('2.2.2) 

11.- En el segundo paso se t r a n s f i e r e  l a  d i f e r e n c i a -  
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c i ó n  de l a  v a r i a b l e  d e p e n d i e n t e  u a l a  fmd6n de p rueba  v y se i d e n  - 
t i f i c a  además e l  t i p o  de c o n d i c i o n e s  de f r o n t e r a  que la forma v a r i a  

c i o n a l  puede a d m i t i r .  Como l o s  t é r m i n o s  's y * pueden c o n t e -  

au n e r  a l a s  t é r m i n o  ux - - 
aux auY 

y u = -  a' a s í  como sus p r o d u c t o s ,  e n t o l l  - a x  Y ay 

ces  se p r o c u r a  t r a n s f e r i r  l a  d e r i v a c i ó n ,  p a r c i a l  de x o y r e s p e c t o  a 

v. 

dos d e l  i n t e g r a n d o  de (2.2.2)  se o b t i e n e  

A p l i c a n d o  e l  Teorema de l a  D i v e r g e n c i a '  a los dos Ú l t i m o s  suman 

aF aF -n +-n I d s  . 
Y 

%ux x au y 
aF av aF av aF 

ay au au a x  aux - -]dxdy - 
Y 

[v-+- - + 

n 
(2.2.3) 

Aquí es donde a l  o b s e r v a r  l a  i n t e g r a l  s o b r e  l a  f r o n t 2  
* 

r a  se o b t i e n e n  l a s  c o n d i c i o n e s  de f r o n t e r a  n a t u r a l e s ,  e s t o  es 

'n' 

es l a  c o n d i c i ó n  de f r o n t e r a  n a t u r a l  d e l  p rob lema (2.2.1). 

p e c i f i c a c i o n e s  s o b r e  l a  v a r i a b l e  d e p e n d i e n t e  c o n s t i t u y e n  las l l a m a  

das c o n d i c i o n e s  e s c e n c i a l e s  de f r o n t e r a ,  e s t o  es 

O t r a s  e s  

u = u  en r 2  

es l a  c o n d i c i ó n  e s c e n c i a l  de f r o n t e r a  d e l  p rob lema (2.2.1) .  

Las v a r i a b l e s  que f i g u r a n  en l a s  c o n d i c i o n e s  e s c e n c i a  

de f r o n t e r a  se l l a m a n  v a r i a b l e s  p r i m a r i a s  y l a s  que f i g u r a n  en l a s  

c o n d i c i o n e s  n a t u r a l e s  de f r o n t e r a  se l l a m a n  v a r i a b l e s  s e c u n d a r i a s .  

Como se v e r á  más a d e l a n t e  l a s  v a r i a b l e s  p r i m a r i a s  deben se c o n t i n u a s  
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mientras que la variables secundarias pueden ser  discontinuas. 

111.- En el Último y tercer.paso de la formulación va 
riacional, mediante el auxilio de l a s  condiciones de frontera se 

simplifica la integral sobre la frontera y, además de existir se 

identifica la forma cuadrática asociada ,a l a  funcional. 

Al dividir r en r, y r 2 ,  de (2.2.4) se obtiene 

obviamente, como v en r z  se anula, se deduce 

. 
vqds ( 2 . 2 . 5 )  _I- aF - av -)dxdy aF - 

- f (x,y)  y las 

Y au + a x  aux+ ay au 

Suponemos que F es lineal, entonces au - 
*I: 

formas lineales y bilineales asociadas, respectivamente, son 

(2.2.6.a) 

( 2 . 2 . 6 . b )  

De aquí que la funcional cuadrática asociada con la 

forma variacional (2.2.5) sea 
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2.3 ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES 

CONSTANTES. (FORMULACION DEBIL) 

Si bien es ciertaque el planteamineto teórico aqui de- 

sarrollado permite evaluar el gasto parq el flujo de filtración en 

medios isotrópicos y anisotrópicos, como se' verá, esto se puede 10 

grar bajo el simple artificio de considerar, en los elementos fini 

tos, constantes a los parámetros que aparecen en (1.3.11, así pues, 

de acuerdo a esto es suficiente tomar a (1.3.1) como una ecuación 

diferencial parcial de segundo orden con coeficientes constantes. 

Con elpxópósito de examinar, por  el momento, el caso 

general atiéndase la siguiente ecuación donde,se busca a la solu- 

ción u 

(2.3.1) 

*I 

i,j=O,i,2 , la función f y las cofi 
13 

y son dadas las constantes a 

diciones de frontera. 

E l  método en cuestión está basado en sustituir la re- 

gión S¿ por una malla de figuras planas, en nuestro caso, triangulos 

o rect6ngulos, que la aproximen tal y como se muestra e.n la figura 

2.3.1 

Fig.2.3.1 



Tómese ahora @ un elemento arbitrario de la malla en 

cuestión (véase la figura 2.3.2) 

'I 

I, 
t X 1 

Fig. 2.3.2 . 
Tomando ahora 

entonces la forma variacional de (2.3.1) limitada 

(2.3.2.a) 

(2.3.2.b) 

ai elemento f e s  

(2.3.3) 

atendiendo seguidamente a los dos primeros términos del integrando 

(2.3.4.a) 
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Si ahora se toma 

- 
n = nxI + n 3 = cosa1 + seha3 

Y 

entonces de acuerdo a l  Teorema de l a  Divergencia se tiene 

(2.3.4.b) 

(2.3.5) 

(2.3.6.a) 

. 
vF, )dxdy = I vF, nyds 

re 

(2.3.6.b) 

mediante  (2.3.4) y (2.3.6) .la fórmula (2.3.3) adquiere la siguiente 

presentación cuando se evalúa e l  elemento 
*e:, 

ne 

(2.3.7) 

En ésta Última ecuación, a l  observar el término corres 

pondiente a l a  integral sobre l a  frontera, se infiere que la condi 

ción natural de frontera es 

- 
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(2.3.8) 

en o t r a 1  p a l a b r a s ,  u es  la v a r i a b l e  p r i m a r i a  y q es l a  v a r i a b l e  

s e c u n d a r i a .  

a s i  pues, l a  e x p r e s i ó n  v a r k a c i o n a l  c o r r e s p o n d i e n t e  a 

(2.3.1) es 

+ am v u - v f l d x d y  - au -+az ax -$ 

. 
* (2.3.9) 

2.4 APROXIMACION DE LA SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL 

DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES. 
*, 

A e f e c t o  de ap rox imar  l a  v a r i a b l e  u, l a  forma v a r i a -  

c i o n a l  (2.3.4) hace v e r  que p o r  lo menos d i c h a  v a r i a b l e  u debe s e r  

b i l i n e a l  en  x e y.  Sea a s í  

(2.4.1) 

donde u da el v a l o r  de u en el p u n t o  (x ) y $. son funciones l inea- 
j JgYJ J 

l e s  de interpolación ta les  que 
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(2.4.2) 

La forma especif ica de Ji se presentará un poco más .I 
adelante, y en este t r a b a j o  se tomará exclusivamente en concordan 

c i a  con elementos triangulares y rectangulares. 

S i  ahora se sustituye u por  (2.'4.1) y v por Ji, en la 

presentación var iac ional  (2.3.9) se obtiene 

- [aL$idxdy - [ $iqndc , i = 1,2 ,..., n 
re 

(2.4.3) 

a f i n  de compactara.Ja notac'ión, sean 

(2.4.5) 

as€, mediante estas dos Últimas ecuaciones (2.4.3) deviene 
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n . 

' j = l  

(2.4.6)' 

se obse rva  que cuando a12 = a,, , K.. (e) = K,. (e>. 
1.J 31 

2.5 FUCIONES DE INTERPOLACION PARA ELEMENTOS TRIANGULARES 

Como se mencionó en e l  p á r r a f o  a n t e r i o r ,  l a s  f u n c i o -  

nes  J , ~  deben s e r  a l  menos f u n c i o n e s  b i l i n e a l e s  en x e y, a s í  pues 

se tomará  a l  c o n j u n t o  

c i o n e s  u 

{ l , x , y }  como c o n j u n t o  generador  de l a s  f u n  

U(X,Y) *: c 1 + c2x + C 3 Y  (2.5.1) 

e s t a  e c u a c i ó n  t i e n e  t r e s  t é r m i n o s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e s  y es 

l i n e a l  t a n t o  en x como en y . '  Para  e v a l u a r  l o s  a l o s  p a r á m e t r o s  s~ 

requiere un e lemento  con tres nodos, es d e c i r  un t r i a ' n g u l o .  

f i g u r a  2.5.1 se mues t ra  un e lemento  t r i a n g u l a r  a r b i t r a r i o  donde 

l o s  nodos aparecen numerados en s e n t i d o  a r b i t r a r i o  

En la 

3 

F i g .  2.5.1 
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seguidamente a l a  aproximación de u por (3.5.1) se le impone la con 

d i c i ó n  

- 

U ( X i , Y i )  = u i  i=1,2,3 (2.5.2) 

i 

donde l a  p a r e j a  (xi,yi) denota a l a s  coordefiadas g loba l es  de los r e s  

p e c t i v o s  v é r t i c e s  de l o s  tria’ngulos. 

l u a r  a l a s  cons tantes  5 de (3.5.1) en términos de y. 
E s t e  a r t i f i c i o  permite  eva-- 

ahora se hace  

u1 = U(X1 ,y1 1 = c1 + C2X1 + c s y  

U(X2,Y2) = c1 + c*x2 + c3y 

u3 = U(X3,Y3 1 = CI + czx3 + c3y  . , 

u2 = 

En forma m a t r i c i a l  

(2.5.3) 

( 2 . 5 . 4 )  

donde # es e l  á rea  d e l  t r i á n g u l o ,  l o s  v a l o r e s  % e s t á n  dados por 



( 2 . 5 . 5 )  

c3 = -[U1(X3-X2) 1 + u2(x1-x3> + U3(Xz- X J I  
2Ae 

s i  los nodos del triángulo se numeran siguiendo e l  sentido horario, 

e l  determinante invierte su signo. 

Sustituyendo las ecuaciones (2.5.5) en ( 2 . 5 . 1 )  se 

obtiene 

.n 

donde las funciones 

mento triangular 

son las funciones de interpolación del elg 
'U!, 

1 
- -(ai+BiX+y.y) 1 i=l,2,3 

(e) 
*e 

J,i - 

siendo ai, Bi y yi constantes 

( 2 . 5 . 6 )  

( 2 .5 .7 )  

con i # j # k y permutando iyj,k cíclicamente las funciones $ i  pre- 
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sentan las dos siguientes propiedades 

I 

( 2 . 5 . 8 . a )  

( 2 . 5 . 8 . b )  

En síntesis, l a  expresióp (2.5.6) representa un plano 

e l  cual pasa por u,, u2, y u 3  de aquí que l a  aproximación de u me 
diante las funciones lineales de interpolación ~l~ del tríangulo a- 

proximen a l a  superficie  u(x,y) mediante e l  plano 

L 
i=l 

2.6 FUNCIONES DE INTERPOLACXON PARA ELEMENTOS’ RECTANGULARES 

En este caso se aproxima a l a  función u por 

u(x,y) = c, + c2x + c,xy (2.6.1) 

expresión que contiene cuatro términos linealmente independientes 

y que continua siendo lineal tanto en x como en y. Se*decide usar 

un elemento rectangular tal y como se muestra en l a  figure 2.6.1. 

En obvio de dificultades se elige un sistema local de coordenadas 
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( & , q )  a e f e c t o  de deducir  l a s  funciones de i n t e r p o l a c i ó n .  

rl" 

b 

Sea 

T " .  
3 

+ n 
4 5 L a 

Fig. 2.6.1 

. . 

(2.6.1) 

donde se r e q u i e r e  , Y ,  

1 

J E;]=[; 1 

(2.6.2) 

Resolviendo l a s  constantes c 2  (i=1,2,3,4) se o b t i e n e  

o O' 

O 0  

b ab 

b O  
- 

. ab  O 

-a  O 

1 - 1  

-b b 

I 

o 0- 

O 0  

O a  
1 - 1  

- 
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sustituyendo ( 3 . 6 . 3 )  en (3.6.1) se obtiene 

L i=l 

donde 

aquí de nuevo las funciones de interpol 

guientes propiedades 

(2.6.5) 

i6n presentan .as dos si- 

i 

i,j=l,2,3,4 

(2.6.6) 



2 . 7  EVALUACION DE LA MATRICE$ DE RbGIOEZ 

t 

La evaluación mediante integración de los elementos de 

que figuran en las ecuaciones (2.4.6) ge- las matrices [ke)] y 
neralmente no es cómoda de hacer, empero,dado el caso de ser aij, 

y f constantes, el problema se simplifiea cuando se emplean ele 
a W  

mentos triangulares o elementos rectangulares. 

A tal efecto se expresa [Ae)] coma la suma de cinco ma 

trices: cuatro matrices básicas [SOLB] (a ,B=1,2) y la matriz [SI. 

donde 

sea, además 

(2.7.1) 

( 2 . 7 . 2 )  

(2.7.3) 
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I . -  Evaluación de las matrices mediante elementos triangulares. 

Cuando se emplean elementos triangulares, mediante el 

siguiente artificio, se pueden determinar las integrales en cuestión, 

s i  se define 

Imn = [X"y"dxdy 

entonces ocurre ,que 

I,,,, = A (&rea del tríangulo) 

(2.7.4) 

1 
i=l 

( 2 . 7 . 5 )  

i=1 

i=1 



65 

Ahora b i e n ,  al emplear las funciones lineales de inter 
p o l a c i ó n  (2.5.6) en l a s  ecuaciones ( 2 . 7 . 2 )  y (2.7.3) 'y observando 

que I 

se obt ienen  

s" = - 8  1 8 
i j  4A i j 

1 s'* = - fj. y 
4A 1 j 

( 2 . 7 . 6 )  

( 2 . 7 . 7 .  a )  

y ten iendo en cuenta que ai+Bi:+yiy=- - 2A se i n f i e r e  .que 
3 

= $ f q + B i x + Y i y )  = E!! (2 .7 .7 .b )  3 

o sea,  una vez determinadas las coordenadas g l o b a l e s  de los nodos, 
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mediante las ecuaciones (2.5.7) se determinan los valores de los 

parámetros ai, Bi y yi mismos que al ser sustituidos en las P6r- 

mulas (2.7.7.a) y (2.7.7.b) perminten l a  obtención de las matrices 

[ @ I  Y [*)I.  

11.- Evaluación de las matrices mediante elementos rectangulares. 

Bajo e l  supuesto de ser am , aiJ y f constantes y u- 

sando las funciones de interpolación (2.6.5) cuando las variables 5 

yri  han sido sustituidas, respectivamente, por x e y se tiene que 

-2 

2 

1 

-1 

1 

-1 

-1 

1 

-1 

1 

1 

-1 

a 

1 

2 

-2 

-1 

-1 

-2 

2 

1 

1 

-1 -:I 
1 ::i 2 - 

( 2 . 7 . 8 )  
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I S  3 

=." 4 

( 2 . 7 . 8 )  

111.- Evaluacion de las integrales en la frontera. 

Las integrales en la frontera son de la forma 

donde qt) es una cierta función conocida de paremetro s ,  variando 

con la longitud de la frontera fe. Obviamente no es necesario de 

terminar dichas integrales sobre aquellas porciones de re ubicadas 
en el interior del dominio en cuestión. 

Como la frontera del elemento re es una linea, se em- 
plearán al efecto funciones de interpolación lineales, esto es 

determina la contribución de qn sobre el nodo i. Aquí h denota l a  

longitud del lado sujeto al término forzante qn y las funciones Jti 
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son -las funciones lineales de interpolación dadas por 

así 

(2.7.10) 

pues como se dijo, qn se considera constante en re. 

2.8 ARMADO DE  LAS MATRICES 

Sin pérdida de generalidad, el armado de l a s  matrices 

será ilustrado >mediante l a  consideración de la siguiente malla cons 

truida por un elemento triangular y un elemento rectangular (ver 

la figura 2.8.1) 

5 

--& _ _ _  __----.------ ’4 
2’ 

Fig. 2.8.1 

Si I$) (i,j=1,2,3) denotan los términos de la matriz 

en cuestión correspondiente al elemento triangular’y $? (i,j=l , 2 ,  

34) denotan los términos correspondientes al cuadrilátero, enton 

ces se observa la siguiente correspondencia entre los valores glg 
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bales y locales: 

G L O B A L  

K 1  1 

K12 

K22 

K14 

K15 

K23 

u, = u, (1) 

u2 = u2 (1) 0 

u4 = u2 0 

u5 = u3 (2) 

(1) - 0 
u4 u3 = u3 - 

TERMINOS 

(2.8.1) 

L O C A L  

O 

O 

‘23 + K14 
(1) (2) 

Así  pues, las condiciones (2.8.1) permiten ensamblar 

l a  matriz como se muestra seguidamente 



dl' 12 
(1) 

K13 

(1) 0 (1) 0 
K22+K1 1 K23+K 14 

kl) +P K(l) 33 +P 44 32 41  

P 31 K@ 34 

7 0  - 

O 

0 
K13 

e3 

r<o 23 

- 

- -  

u1 

"2 

"3 

"4 

u5 - -  

(2.8.2) 

Se observa que la matriz obtenida en términos globales 

se deduce a partir de las matrices elementales, correspondientes al 

elemento triangular y a l  cuadrilátero, cuando los términos corres- 

pondientes a los nodos compartido por dichos elementos se suman. 

2.9 FLUJO DE UN FLUIDO ALREDEDOR DE UN CILINDRO 

Como un ejemplo de aplicación del Método del Elemento 

Finito seguidamente se considera el caso correspondiente al flujo 

firotacional de un fluido ideal, es decir no viscoso e incomprensible 

alrededor de un cilindro según se muestra en la figura 2.9.1 

v o  - 
f 8 crns - v o =  velocidad 

del fluido T E 0: 
I 

4 cms 

I 

I + 
'1 radio del cllindro=Zcmc. 

Fig. 2.9.1 
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, .  
’c $ =  2 

E D 
U Z O  . ax 

A + =  o 8 

Aun cuando se presenta un caso particular, este mo- 

delo tiene un espectro amplio de aplicaciones tales como la cons- 

trucción de silos y chimeneas, de presas, de canales, etc. 

I . -  Planteamiento del problema según l a  ecuación de flujo. 

La ecuación que describe este fenómeno es la ecuación 

de Laplace 

- v 2  u = o en Sz 
Y 

(2.9.1) 

done u =J, , siendo $ l a  función de flujo cuyas componentes son 

aJ, 
- a x  u 2  = 

(2.9.2) 

Dada l a  simetría 

tal y vertical sólo se considera e l  dominio 

( 2 . 9 . 1 )  por los vértices A,B,C,D, y E. 

muestra dicho dominio en detalle. 

biaxial respecto a los ejes horizoc 

marcado en l a  figura 

En l a  figura (2.92) se 

Fig. 2.9. 2 
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Siendo las condiciones de Dirkhlet $ = O en e l  lado 

AB y ~i = 2 en e l  lado DE, nada mas natural que tomair una variación 

lineal de l a  función JI en e l  lado AE. En cuanto a i  arco B C  no 

existe por supuesto flujo alguno. 

sentido horizontal se considera nula en e l  lado CD. 

' j 

La variación del. flujo en e l  
I 

2.10 EVALUACION DE LA MATRIZ K 

A efecto de proceder a l a  determinac 

netes I&) de l a  matriz [ K ) ,  se pre'senta e l  dominio 

15 elementos triangulares tal y como se ve en l a  

de 18s compo 

dividido en 

A 4 

Fig. 2.10.1' 

,1 7 

Cabe señalar que todos los elementos -%$cn tríangulos 
.*I : 

rectángulos y que sus nodos han sido numerados siqdíendo e l  sentL -, 
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(2.7.1) en l a  cual, para este caso aI2, a= y aoo , toman e l  valor 
de O. A efecto de facilitar l o s  cálculos se toma l a  siguiente sg 

ma de matrices: 

+ 

siendo 

a +  * a $  
- l i d  a x  a x  x d y 

ne u 
(2.10.2) 

. 

(2.10.1) 

Como se verá a continuación, los valores de l a  matriz 

[de) 1, para los triángulos rectángulos, dependen Únicamente de las 

razones de sus lados. Así pues, bajo esta consideración, en l a  

figura 1.5.1., se Rresentah Únicamente tres tipos de triángulos 

los cuales tiene sus hipotenusas, respectivamente, entre los no- 

dos 1 y 3, 1 y 2 y 2 y 3. 

Son triángulos Tipo I l o s  triángulos 1,5,3,7,11,14: 

15. Son triángulos Tipo I1 los triángulos 2,4,6,8,9 13. Son 

triángulos Tipo I11 los triángulos 10,12. 

De conformidad a las fórmulas (2.5.6) y (2.5.7) se 

tiene 

Triángulo Tipo I 

8) = 1 - -  X 
a (2.10.3) 

I 

I 



74 

y de aquí 

siendo 

Jf”) , X , Y  
a b  2 

[ S”] 

O 

b 
a 
b 
a 

O 

-- 
- 

(2.1.0.3) 



y de aqui  

75 

Triángulo T i p o  I1 

X 
$ 2  = - a 

$ 3  = -a x k  + 

(2.1.0.5) 
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- 
-5 
b 
.a 
i- (2.10.6) b 

' a  
- ]+1*CSZ1 = 

b 
-5 a 

-- a 

- 
a b  
b, a -+- 

. -  

Triángulo T i p o  I11 

(2.10.7) 

y de aquí 

b fi -a 



77  . 

1 

- 
a o ‘5 a 

b 
CsZ1 = # O O O 

a a 
-5 O b  

siendo 

a b  
b e  

b 
a 

-+- 

’ 
r~l=1.rs~~l+l.[s22] = 3 -- 

b a 
‘b a 

a 

*- 

- 
l b  o 

O b  
a 

(2.1.0.8) 

1-5 
I 

En consecuencfa, 

p a r a  los t r i ángu los  1,3,5 y 7 
las matrices, r 1 4 9 1 ’ s o n  

o. 0000 

-0.7500 

O. 7500 - 

-O. 3333 

(2.10.9) 1.0833 

L o. O000 -8.7500 

para los trfángulos 2,4,6 Y 8 

O. 7500 

( 2 -  10.10) 
654 CK I = o 0000 O. 3333 -a. 3333 

-0 .730~1  -0.3333 I. 0833 



para e l  triángulo 9 

(0 CK I = 

0.00  -0.24 

1 .o 

- 0 . 5  

k0.25 -1.00 1.2q 

p a r a  los triángulos 10,11,14 y 15 es 

r 0.5 -0.5 0 .0  

1 .o -0.5 

-0 .5  0 . 5  - 

y finalmente para l o s  triángulos 12 y 13 

-0.5 -0.5 

0.5 0.0 

(2.10.11) 

(2.10.12) 

(2.10.13) 

k 0 . 5  0.0 0.5J 

La matriz ensamblada se obtiene directamente de la 

correlación establecida entre los nodoc globales y los nodos ele- 

mentales según la figura 2.10.1. 

a l  observarse que 

P e r o  esta matriz se simplifica 
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u g = 1  , 

A s í  pues, siendo us ,  u8 ,  ,ul1, y U13- l o s  únicos térmi- 

nos a evaluar  l a  matriz [ K ]  s impl i f icada 'es 

K 5 (13) 

K l l  (11) K11 ( 13) 1 K 55 KSB KS ( 11) 

[ K l  = K88 K 8  ( 11) K8 ( 13) 

donde 

s imetr ica  

+ K &  + K &  

(2. I O .  15) 

+ k l33 

y usando l a s  fórmulas (2-10.9)  a (2.10.16) se  obtiene 
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o. O000 

o. O000 

4.0000 - 1 O000 
(2. IO. 17) 

? I  O000 I I o. 0000 o .  O000 - 1 . O000 

4.3333 -0.6666 o. 0000 

-0 6666 4.4166 -0.5000 

O. O000 -0 5000 
[ K l  = 

2.11 EVALUACION DE LAS INCOGNITAS Ui 

A efecto de evaluar l o s  términos ui, i=:1,2, . . . ,  14 se- 

gún la fórmula (3.4.6) se tiene necesidad de resolbter el sistema 

[Kül[uj1 = IFi] i,j=1,2, ..., 14 .11.1) 

pero según las fórmulas (2.10.14), al desconocerse sólo los valo- 

res  de los términos u;, u s ,  ull , y u 1 3 ,  el sistema en cuestión se 

simplifica bastante. Más aun, puesto que segdn 

F ,  = F ,  = F , ,  = F , ,  = O ,  el sistema a resolver es 

la. fórmula (2.4.5) 

* 

- -  

(2. 11.2) 

y de aquí mediante simple manipulación algebraica !-I t i e n e 
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r 1 

(2.11.3) 

donde a l  s e r  u p  = 1, y u 3  = u6 = u9 = u14 = 2 

F'=-K -2(K +K + K  + K  1 
5 52 53 56 59 5 ( 14) 

F'=-K -2(K +K + K  + K . .  1 
89 8 ( 14) (2.11.4) 8 8 2  83 86 

10 (11) 2 (11) 3 (I1 ) 6 (11) 9 (11) (14) 
F '= -K  - 2 ( K  +K +K +K 1 

F ' = - K  -2(K +K +K +K 1 
13 (13) 2 (13) 3 (13) 6 (13) 9 (13) (14) 

* 

Mediante e l  empleo de l a s  fórmulas (2.10.9) a (2.10.13), 

(1.6.3) y (1.6.41, se l l e g a  finalmente a 

- - 
4.333.3 -0.6666 o. O000 o. O000 

-0.6666 4.4166 -0.5000 o. O000 

O. O000 -O. 5000 4.0000 - 1.0000 

o. O000 o. O000 - 1.0000 2.0000 - - 

(2.11.5 

U 
5 

U 
11 

U 13 1. o o o q  

y de aquí 

2363 O.  0363 O.  0052 O. 0026 ] 1: ::5! 
O.  0363 O. 2357 O. 0337 O.  O 168 

O. 0052 O.  0337 O.  2905 O. 1453 3.0000 

0.0026 0.0168 O.  1453 0.5726 1 ,0000 

(2.11.6 
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l o  que equivale a 

- - 1; 
1. 

0864 

0387 

(2.11.7) 

Los valores obtenidos para los parámetros ui son: 

u1 =u4 =u, =u,, = u,, = 0.0 

u3 =u, =u9 =u14 -2.0 

u2- =2 

U, =0.9391 

(2.11.8) 

Especial interés presenta l a  evaluación de l a s  compo- 

nentes del gradiente en e l  interior de cada elemento. Estas se 

evalúan mediante las fórmulas 

‘i= 1 

(2.11.8) 
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au p a r a  e i  y a y  
Por vía de ilustración se calcula - 

ax 

elemento triangular 2 

luego 

Elemento 

= 0.0000 

U‘$’ = 0.9391 
I 

Ut2) = 1.0000 
3 

B =  0.0000 

Bí= 0 . 6 6 6 6  
1 

B =-O. 6666 
3 

yl= -1 .o000 

yT: 0.0000 

y =  1.0000 
3 

au 
ax - = -0.0406 

au - = 1.0000 
a y  

TABLA DE GRADIENTES (cms/s) 

o. O000 

-0 0406 

-0.0406 . 
o. O000 

o. O000 

-0,2232 

-0 2232 

o. 0000 

- a +  
ay  

t 0.9391 

1.0000 

1.0609 

1.0000 

O.  6044 

0.9391 

1.3956 

1.0609 



Elemento 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

z 84 8 
i 

2 -k 
a x  ay 

- 1 2089 O. 6044 

- 1.2089 1.1727 

-0.4317 1.3956 

o. O000 1.8273 

o. O000 2.0863 

-O. 0863 2.0863 

-O. 0863 1.9137 

I 
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3.1 INTRODUCCION 
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I 
ra elaborado con el propósito de resolver problemas de flujo bidi- I 

En este capítulo se presenta un programa de computado 

mensional o problemas de flujo eje-simé,trico estacionarios en un 

medio poroso, heterogéneo, anisotrópico y ‘de configuración geom6’- 

trica prácticamente arbitraria. Aun cuando, virtualmente, el pro-- 

grama se elaboró para el estudio del flujo de filtración, puede 

también ser usado para abordar problemas referentes al flujo poten 

cial, tales como l o s  que aparecen en l o s  fenómenos relativos a la 

conducción del calor o en la distribución del potencial electrico. 

Como se vi6 en el Capitulo I ,  l a  fórmula de Darcy de2 

cribe el flujo de un fluido cuando este se desplaza a bajas velocL 

dades de modo tal que, las fuerzas inerciales pueden ser omitidas, 

sin pérdida sensible en la exactitud de los cálculos. Como en el 

caso del flujo de filtración l o s  potenciales se suelen dar en ter- 

minos de cargas hidráulicas, entonces con el propósito de part&* 

cularizar la notación se hará uso de la siguiente nomenclatura. 

. 

‘44 

z .. = Elevación s o b r e  el nivel de referencia 

Y = Peso unitario del fluido 

h = c p =  e + ,  carga hidráulica Y 

ah = Componente del gradiente hidráulico en la dirección ax 
del eje X 

- = Componente del gradiente hidráulico en la dirección 
a y  

del eje Y 



Kx = Componente principal de la elipse de direcciones 

dirigida según el eje.X 

K- = Componente principal de la elipse de direcciones 
Y 

dirigida según el eje Y 

= Componente de la velocidad del flujo o gasto por 
vX 

unidad de área en la direccioh X 

v = Componente de la velocidad del flujo o gasto por  
Y 

unidad de área en la dirección Y . 

La ecuación a resolver, para ciertas condiones de fron - 
tera dadas, es  la ecuación (1.12.8) 

ahora bien, si el flujo toma lugar en el espacio tridimensional, se 

acostumbra tomar una sección recta tal que T = l  y la ecuación ante- 

rior se transforma en 

'"1 

(3.1.1) 

donde W(x,y) es la potencia de la fuente o del sumidero en unidades 

de gasto por unidad de área por unidad de longitud (espesor). 

Si, además, el medio es isotrópico, entonces 

(3.1.2) 
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donde K es l a  constante de permabilidad. 

En e l  caso de trabajarse problemas que preservan l a  - .  

simetría respecto a un eje central conviene usar coordenadas cilin 

dricas ( r , z )  y l a  ecuación a trabajar será  

- 

(3.1.3) 

Se hace notar que no se requiere mantener constante 

las direcciones de los eje X e Y en e l  dominio donde e l  flujo se 

presenta,lo que si se requiere es que dichas direcciones se man- 

tengan constantes en cada uno de los elementos en los cuales se 

subdividió e l  dominio. I 

i 
.- 

3.2 DESCRIPCION GENERAL DEL PROGRAMA 

E l  programa instrumenta e l  Método del Elemento Finito 

a fin de resolver l a  ec'uación (1.12.8) cuando ciertas condiciones 

de frontera se han dado. 

áreas mediante cuadrilátero, se aclara que e l  programa trabaja en 

realidad en base a elementos triangulares. Se genera un nodo cen- 

tral para cada uno de los elementos rectangulares y cada rectángu- 

lo, a su vez, se subdivide en cuatro triángulos construidos sobre 

los cuatro nodos del rectángulo y e l  nodo central generado. 

La región en estudio se divide en sub- 

El programa evalúa e l  potencial (carga hidráulica) en 

aquello nodos donde éste es desconocido. 

El programa esta constituido por un programa principal 

El prg y dos subrutinas denominadas respectivamente' GEES y RSOLVE. 



grama principal lee e imprime los datos del problema y determina l a  

dimensión de l a  matriz a resolver. Seguidamente la subrutina GEES 

construye.la ecuación matricial ( 3 . 4 . 6 )  misma que es resuelta por 

l a  subrutina RSOLVE. 

E l  programa se instrumento’ en $a Computadora Burroughs 
1 

7700 de l a  U.N.A.M. y puede manejar h a s t a  400 elementos, 400 nodos, 

40 zonas con distintos coeficientes de permeabilidad, 200 elementos 

con fuentes o sumideros, 200 nodos cuyo potencial es dado de ante- 

” mano y 200 lados con flujo conocido. 

3.3 DATOS INICIALES 

La información requerida para describir un determinado 

problema es l a  siguiente: 

a) Opción de lectura de los datos 

b )  Titulo del programa 

c) Determioación de las tareas a realizar 

d) Coordenadas de los nodos 

e )  Características de los elementos 

f )  Propiedades del medio 

g) Condiciones de 

h) Fuentes o sumideros - -- 
i) Condiciones de frontera (flujo) 

j) Opción para modificar l a  matriz de carga 

A.- Opción de lectura de l o s  datos 

Aún cuandosel programa se opeqa inicialmente a través 
i’ 

.- 
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de terminal remota, cuenta con la opción para leer el cuerpo masivo 
de los datos mediante un archivo en disco ,creado de antemano,. En 

caso de ser numerosos los datos se sugie?e emplear la segunda opción. 

8.-  Titulo del programa 

i 

Se proporcionan datos a fin de identificar el problema 

que se trabaja. 

C.- Determinación de las tareas a realizar 

La información correspondiente a este párrafo describe 

la dimesidn del problema así como el uso de opciones elegidas de 

acuerdo a los siguientes datos: 

1 .- 
2.- 

3 . -  

4.- 

5 . -  

6.- 

7 . -  

8 . -  

9 . -  

D.- Coordenadas 

Número total de elementos 

Número total de nodos 

Número total de zonas en las cuales se subdividió 

el medio 

Número de nodos donde es conocida la función pote2 

cia1 

Número de fuentes o sumideros 

Números de los donde es co- 

nocida la magnitud del flujo, pbr-umtdad de longi- 

tud normal al lado en cuestión 

Elección del uso de coordenadas esféricas 

Elección de la impresión de las matrices generadas 

por la subrutina GEES 

Elección del cálculo e ippresión de los valores 

de la carga hidráulica.correspondiente a los nodos i 

de la red 

de l o s  nodos 
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En este rubro se proporcionan las coordenades de todos 

los nodos. 

E . -  Caractéristicas de los elementos 

Esta información consiste en l a  numeración de cada uno 

de los nodos correspndientes a cada elemento de l a  red, se indican, 

además, e l  tipo de zona donde esta ubicado‘ el elemento y el ancho o 

espesor del mismo. 

F.- Propiedades del medio 

Las propiedades del medio caracterizan, en cada una de 

las distintas zonas, los coeficientes de filtración mayor y menos, 

e l  ángulo de rotación de los ejes de filtración respecto a l  siste- 

ma de coordenadas global y su espesor. . 
G.- Condiciones de frontera (potencial) 

En este párrafo se asignan los valores nodales del po- 

tencial así como e l  flujo a través de los elementos ubicados en la 

frontera. 

H.- Fuentes y sumideros 
‘*l. 

Las fuentes y sumideros se asignan a los elementos cor- 

respondie y además se señala su potencia. 

I . -  Condiciones de frontera (flujo) 

Se especifica el gasto normal a l o s  lados de los elemen 

tos correspondientes. 

J.- Opción para modificar l a  matriz de cargas 

Puede suceder que en ocasiones se considere conveniente 

modificar l a  matriz de cargas denominada en e l  programa como 

matriz 6. En este caso, antes de resolverse e l  sistema de ecuacio- 

nes mediante l a  subrutina RSOLVE, se pueda modificar libremente 

l a  
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los valores de dicha matriz,. 9 

. k  

3.4 DESCRIPCION DETALLADA DE LOS DATOS 

Como ya se mencionó, l a  computadora recibe l a  informa- 

ción requeridad, ya sea mediante e l  sistema de tiempo compartido a 

través de terminal remota o a través de archivo creado en disco, 

aclara que todos los formatos de lectura son libres. 

Se 

a.- Opción para le a control 

remoto o en archivo en disco. 

A l  inicio de los datos se requiere indicar, por medio de 

l a  terminal a control remoto, l a  opción elegida, para leer e l  cuerpo 

de fss datos. Para usar l a  terminal remota se teclea e l  número 

para usar e l  archiyo en,disco se teclea e l  número 2. 

( L  

1, 

c /  

b.- Titulo del programa 

En este párrafo se re.quieren ties campos de información, 

cada uno de 72 caracteres alfanuméricos correspondientes a l a  iden- 

tificación del problema. 

- 

. 
Estos datos encabezan e l  listado de salida. 

c.- Determinación de las tareas a realizar 

La especificación de las tareas por realizar controla e l  

núinero subsecuente de datos que han de ser leidos, esto de acuerdo 

a las distintas opciones con que cuenta el programa. 

i, 

CAMPO VARIABLE D E S C R I P C I O N  

I t i  

1 NELS Número de elementos 

2 NNDS Número de nodos 
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CAMPO 

3 

8 

9 

VARIABLE 

NZNS 

NHDS 

NWELS 

NQBND 

IRADL 

IPRGS 

1PRE;S , *  

i 
D E  S C R I P C I O N 

Número de l o s  distintos tipos 

de material que constituyen, 
las zonas J 
Número de nodos donde l a  fun- 

ción potencial es conocida 

Número de elementos con fuen- 

tes o sumideros 

Número de lados con flujo no 

nulo conocido 

E l  número 1 indica e l  uso do 

coordenadas cartesianas.El nfi 

mero 2 indica e l  uso de coo)- 

denadas polares 

E l  n' ero 1 señala lajimpre- 

sión de los elementos'de l a  
Y - -- 

matriz construida por l a  sub- 

rutina GEES.En caso contrario 

se usa e l  número 2 

El número 1 señala ia impre-- 

s i ó q  de l o s  valores de carga 

hidráulica correspondientes a 
I 

los nodos interiores de la Sed. 

En caso contrario se usa e l  

número 2 
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d.- Coordenadas nodales 

La elección del origen de coordenadas del sistema rec 
I - 
1 tangular X-Y es arbitrario. Pero si el medio es anisotrópico las 

direcciones de los eje de coordenadas las darán los ejes de elipse 1 

de direcciones. 

CAMPO 

CAMPO 

1 

2 

6 

VAR'IABLE - 7 h R  I - P --;-i C ._ I O N ,  

I Número del nodo 

XCORD Coordenada X del nodo 

YCORD Cordenada Y del nodo 

Í 

e.- Características de los; elementos 

VARIABLE D E S C R I P'C I O N 

I 

NODO 1 

NODO 2 

NODO 3 

NODO 4 

1 

IZONE 

Número del elemento 

Las variables en los campos 

2-4 corresponden a cada uno , 

de los cuatro números nodales 

del elemto I.La elección del 

nodo 1 es arbitraria, pero 

los subsiguientes nodos debe- 

rán numerarse siguiendo un. 

sentido antihorario alrededor 

del elemento en cuest ión.  

Se señala el número de la zona 

I 

---_ 
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CAMPO VARIABLE D E S C R I P C I O N  

7 

CAMPO 

1 

2 

3 

THICK 

a l  cual corresponde e l  mate.-- 

rial' que constituye a i  eiemefi 

to- I 
I 

Indica e l  espesor del elemento 

Si todos los elementos tienen 

e l  mismo espesor o si se usan 

coordenadas radiales, este da 

to puede ser omitido. 

f.- Propiedades del medio 

VARIABLE D E S C R I P C I O N  

I 

XPERM 

YPERM 

Número de l a  zona. Las zonas 

se numeran secuencialmente cg 

menrando l a  cuenta con e l  nú- 

mero 1 

- y e w  mayor indice de f i l  
- -  

traci6n.Las unidades corres- 

ponden a l a  longitud por uni- 

dad de tiempo 

Señala a l  menor indice de Pi& 

traciÓn.Las unidades correspofi 

den ,b l a  longitud p o r  unidad 

de -tiempo. 
I 
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CAMPO 

4 

VARIABLE 

ALPHA 

D E S C R I P C I O N  

Señala e l  ángulo formado por 

losiejes de l a  elipse de di- 
Í 

recciones y los ejes de coor- 

denadas globales.El ángulo se 
. 

mide en radianes siguiendo un 

sentido antihorario 

9.- Condiciones de frontera 

Esta información se refiere a los valores de l a  fun- 

ción potencial para aquellos nodos donde dichos valores es conocl, 

do de antemano. 

CAMPO 

1 

2 

CAMPO 

1 

VARIABLE 

I 

HEAD 

D E S C R I P C I O N  

Número del nodo 

Se da e l  valor del potencial 

- - T g a  hidráulica) en dicho 

n o d o h  - - __ 

h.- Fuentes y sumideros 

VARIABLE 

IWLEL 

D E S C R I P C I O N  

NÚmejro del elemento donde fi- 

. 



CAMPO 
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VARIABLE D E S C R I P C I O N  

QWECL 

i 
gura l a  fuente o sumidero 

Magnitud del flujo en unidades 

de longitud a l  cubo por uni- 
I de tiempo.los sumideros se 

señalan afectando esta magni- 

tud con un signo negativo 

i.- Condiciones de frontera (flujo) 

Se muestra e l  valor, conocido de antemano, del flujo 

normal a través de l a  frontera. 

CAMPO VARIABLE D E S C R I P C I O N  

1 

2 

3 

NDA Estas variables corresponden 

NDB a l  par de números nodales ad- 

-7a-e identifican e l  1% 
- - _ _  

do del elemento donde e l  flujo 

es conocido.El orden de estos 

números es arbitrario 

QBND Magnitud del flujo por unidad 

de longitud normal a l  lado cg 

yos F'xtremos tiene los números 

nodales NDA y NDB.Un signo pg 

sitivo indica .que e l  fluido 

entra en l a  región y un signo 

t negativo indica que e l  fluido 

i 
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CAMPO 

1 

VARIABLE 

98  

i 
D E S C R I P C I O N  

sale de la región.Las unida- 

des de esta variable son gasto 

por unidad de espesor por un& 

dad de 1ongitud.Si el espesor 

es dado, las unidades son gag 

to por unidad de iongitud.Cua2 

'do se emplean cooredenadas ra - 
diales el valor de QBND debe 

corresponder a un lado paralg 

lo al eje Z. 

j.- Opción para modificar la matriz de carga. 

VARIABLE 

I S 1  

I P C I O N  

Cuando esta variable toma el 

valor i i N i l ,  no se modifica la 

matriz de carga 8,  terminan- 

dose así la lectura de los d a  

tos.Bero si dicha variable to 
ma ei valor I ~ s ~ l ,  entonces se' 

procede a la lectura de los 

siguientes datos correspondien 

tes al renglón y nuevo valor 

respectivo del elemento de la 
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i 

CAMPO 

2 

VARIABLE 

NBS 

i 

t 
D E S C R I P C I O N  

matriz B 

Número de elementos de la ma- 

triz B a modificar 

Número del renglón de la ma- 

triz B por modificar 

Nuevo valor que toma dicho 

renglón 

De esta forma termina la lectura de los datos. 

Ahora bién, si se tiene un gran número de datos re- 

sulta más cómodo leerlos a través de un archivo creado de antemano 

en disco, el file de lectura correspondiente a la versión presente 

tiene el número 55.  Como el programa elaborado para ejecutar 

varios problemas, uno después de otro, para suspefider su ejecución 

basta darle a la variable NELS (número de lementos) el valor O. Al 

\ 
respecto sólo nos resta comentar que cuando la lectura se hace a 

través de terminal remota, en la pantalla de la misma se despliegan 

paso a paso las instrucciones citadas. 

En el Apéndice A se presenta el listado del programa, 
i mismo que se ha denominado "FOBOStt. 

3.5 CONSTRUCCION DE LA RED E IMPRESION DE RESULTADOS 

Como se ha visto, el uso de este programa requiere, 
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I 

entre otros datos, de las coordenadas de los nodos de l a  red,así 

pués, l a  construcción de dicha malla es u n  requisito previo. Esta 

se forma en base a elementos rectangulares cuyos nodos se enume- 

ran secuencialmente, comenzando con e l  número 1. Análogamente, 

a cada elemento se le asigna un nÚmero.empezando también con e l  

número 1. A l  respecto se estipula l a  observancia de las dos si- 

guientes reglas: 

REGLA A .-  LOS nodos para los cuales l a  función pg 

tencial es conocida, se emnumeran en los Últimos lugares. 

R E G L A  B.- Los nodos se deben numerar de modo tal 

que, para cada uno de los elementos, l a  diferencia entre e l  mayor 

y menor número sea tan pequeña como resulte*posible. Los nodos 
. 

cuyo potencial es conocido de antemano no se sujetan a esta regla, 

es decir, l a  secuencia en l a  cual se enúmeran estos nodos es ar- 

b i  trar ia. 

Cuan$o en l a  frontera, o en una parte de l a  misma, 

se conoce e l  potencial en los nodos o e l  flujo a través de los 

lados, estos datos deben ser proporcionados a l a  computadora. 

caso de ser omitidos, l a  frontera, en dicha porción se considera 

impermeable. 

En 

En e l  listado de los resultados, inmediátamente des 

pués de los renglones referentes a los datos iniciales del pro- 

blema se imprime l a  magnitud de l a  variable M A X B W  y e l  número 

del nodo respectivo. Esta variable señala e l  valor máximo del 

ancho de banda en l a  matriz de los coeficientes construida por 

l a  subrutina GEES 

da entre los números nodales, para un determinado elemento. 

y es función de l a  máxima diferencia encontra 

E. ' a  
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variable se evalúa así: 

. 

MAXBW = (máxima diferencia)*2 + 1 (3.5.1) 

e l  valor máximo aceptado por el progrqma es 50. Si en una deter 

minada corrida del programa éste límite es,excedido, se.imprime 

un aviso a l  respectoay l a  ejecución del programa se suspende. A 

fin de superar esta dificultad es necesario, o bien aumentar e l  

dimensionamiento de las matrices en e l  programa, o bien volver a 

enumerar los nodos de modo tal que esta magnitud sea reducida has 

ta un valor admisible. 

DespÚes de l a  impresión del valor de MAXBW y del 

número del nodo donde fué encontrada, de ser requerido, se impri 

men las matrices generadas por l a  subrutina GEES. Generalmente 

se solicitan estos resultados cuando se considera conveniente cog 

probar l a  licitud de los mismos. 
*"I 

Por Último, se imprimen los valores del potencial, ' 

tanto las magnitudes calculadas como las conocidas de antemano. 

Para e l  caso de estar trabajando regiones con superficie libre, 

se puede solicitar l a  impresión de l o s  valores de l a  carga hi- 

dráulica. 

3.6 EJEMPLO DE APLICACION DEL PROGRAMA FOBOS. 

Como un ejemplo de aplicación del programa FOBOS se 

procede a determinar l a  carga piezométrica en un acuífero. 

Considérese e l  acuífero presentado en la figura 3.6.1 
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o 
o, 
w 
cp 
9) 

v 

o 
0) 
w 
a 
o, 
J 
r* 
a 
ct 
o,? 
C 
I- 

' O  
P, 

II 

N 
O 
O 

ra 

& P O  -1000 m- frontera impermeable . .&y  

\ 
\ 

Poz.0 1 '\ (1900,900) 
(1000,'670) 

3 
all = 2 a m =  4Om/día 

\ 

- r J  
VI Id. o á  
D Y  

0). 
3 t  

Y-. 

0.24 mV(dia*m) 

3- 3000 m. 
frontera impermeable = O 

a y  

Fig. 3.,6.1 

el cual tiene forma rectangular y cuyos lidos miden, respectlva- 

mente 3000 metros y 1500 metros. Los lados horizontales estan 

formados por material impermeable, es decir = O, mientras que an 
los lados verticales se encuentran sometidos a una carga pietome , 

trica igual a 200 m., es decir q o =  200 m. Un r í o  cruza al acuL 

f e r o  cediendo agua a razón de 0.24 m3/dia-m, y además el acuifero 

cuenta con dos pozos localizados en los puntos de coordenadas 

(1000,670) y (1900,900) siendo sus potencias respectivas de Q 1 =  

1200m3/dia y Q 2 =  2400m3/día . E l  coeficiente de permeabilidad 

en la dirección horizontal es de 40 m/día y en el sentido verti- 

cal es de 20m/dia. 

La ecuación diferencial que describe al f l u j o  en esta 

región ES: 
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donde a l l y  a =  son los coeficientes de permeabilidad horizontal y 

vertical, (p es la carga piezométrica dada en metros y P denota la 

potencia de las fuentes o sumideros. 

El dominio Cl se modela mediante una malla formada 
i 

por 32 elementos rectangulares y 45 nodoc/tal y como se muestra 

en la figura 3.6.2; aquí también se puede observar como el. río 
- 

queda comprendido entre los lados mutuos de los elementos 13 y 17, 

14 y 18, 15 y 19, y 16 y 20. 

'L -- _ _  
Fig. 3.6.2 

A efecto de evaluar la influencia de los pozos so- 

, 
i 
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b r e  e l  a c u í f e r o  se d i s t r i b u y e ,  p o r  i n t e r p o l a c i ó n ,  l a  i n f l u e n c i a  de 

a q u e l l o s  sobre l o s  t r e s  nodos 

en l a  f i g u r a  3.6.3. 

t 
T 

( a )  

F i g .  

POZO NUMERO 1 

ce rcanos ,  t a l  y como se mues t ra  

9 ,  

23 X 
( b )  

3.6.3 

Como ya se mencionó, e s t e  p o r o  queda u b i c a d o  

p u n t o  de Coordeinadas(1000,670), y dado que se e x t r a e  agua 

de 1200 m e t r o s  c ú b i c o ?  p o r  d í a ,  su p o t e n c i a  queda d e t g m i n  

l a  s i g u i e n t e  e x p r e s i ó n :  

Qi (X,y)  = - 1 2 0 0 6 ( ~ ~ 1 0 0 0 ) 6 ( ~ - 6 7 0 )  

donde es la d e l t a  de D i r a c .  

Luego el t é r m i n o  %@ de l a  fó rmu la  (2.7.3) donde 

i=1 ,2 ,3  y e t 1 1  se c a l c u l a  med ian te  



A efecto de facilitar los cálculos se hace l a  siguiente 

transformación: 

- 
X = x - 750 
- 
y = y - 375 

luego, según la fórmula (2.5.6) 

y mediante las fórmulas (2.5.7) se obtiene que 

2 
al= (375) 

-3750125 

~ 1 3 =  375.125 

B 1 =  0 

B * =  375 

B s =  -375 

y,= -375 

'Y2'= 125 

y3 = 250 
r 

y dado que el área A del triángulo en cuestión es , 

(3.6.4) 

(3.6.5) 

A = +(375)2 

se tiene que 
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y de aquí mediante las ecuaciones (2.4.51, (3.6.31, (3.6.41, (3.6.5), 

Y (3.6.6) se obtiene 

POZO NUMERO 2 

t (3.6.7) 

. 

E l  pozo número 2 queda ubicado en e l  punto de coor- 

denadas (1900,900), y dado que se extrae agua a razón de 2400 me- 

tros c ú b i c o s  por día, su potencia se determina por 

Q~(x,Y) = -24006(~-1900)O(~-900)  ( 3 . 6 . 8 )  

Luego e l  término ff) de l a  fórmula (2.7.3) donde i= 

1,2,3 y e=22 se calcula mediante 

A efecto de‘ se+ar;e l a  siguiec 

te transformación: 
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- 
x = x - 1687.5 

y = y - 750 
- 

-A - -- 
luego, s e g h  l a  Pbrmula (2.3.6) 

I 

I 
y mediante las fórmulas (2.5.7) se obtiene que 

al.= 437.50375 

a 2 =  -187.50375 i 
Í 

- 
c ~ 3 =  187.5.375 

B 2 =  375 

8 3 =  -375 

y i =  -437.5 

y dado que el área del triángulo en cuestión es 

se tiene que 
(22) 

(22) 

(22) 

$i(212.5,150) = 0.60000 

$z(212.5,150) = 0.2 (3.6.12) 

*3(212.5,150) = 0.1714 
- - __ 
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t 

y de aquí mediante las ecuaciones , (2.4.5), (3.5.3), (3.6.10), 

(3.6.11) y (3.6.12) se obtiene 

F = -411.36 

F23= -1440.00 
22' 

(3.6.13) 

Fn= -548.64 , 

Los datos de este ejemplo fueron grabados en un ar- 

chivo en disco denominado llFLUJO1l. El programa FOBOS se corrió 

usando l a  opción para leer los datos en disco y además también se 

us6 l a  opción para modificar a l a  matriz de carga B generada por 

e l  programa; como ya se mencionó, esta opción se maneja desde l a  

terminal remota, donde paso a paso se va guiando a l  usuario en e l  

uso del programa. 

El numero de renglones de l a  matriz de carga B modifl 

cados fueron seis, .,a saber: 

B ( 8 )  = -229.32 I 

B ( 9 )  = -255.96 

(3.6.14) 

En e l  Apéndice B se muestran tanto una copia de los 

datos como e l  listado de resultados generado por e l  programa. 

En l a  figura 3.5.4 se muestran las líneas equipoten- 

ciales encontradas para e l  acuífero. 
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f 

(p= 180 cp= im 

Líneas Equipotenciales 

Fig. 3.6 .4 

A continuación, y con e l  propósito de comprobar par- 

cialmente los cálculos se procede a 
evaluar e l  efecto que l a  filtración del r í o  ejerceCobre l o s  nodos 

16, 17, 18, 19 y 20. 

Dado que e l  río filtra agua a ratón de 0.24ms/(dia*m), se 

tiene de acuerdo a l a  fórmula (2.4.5) 

I 

I 
Nodo 16: = 54.08 - 

= 108.17 (3.6.15) 

O 

Nodo 14: 'r0.24Jlzds 6) + r0.24$($~ = 108.17 

O J I .O 
! 
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1 I O  ' --- .- 

0.24$3b~ + d s  = 108177 

(3.6.15) 

Nodo 19: 

Nodo 20: 0.24Jr41d~ = 54.08 

ir donde, para e s t o s  casos l a s  funciones 9 se adaptaron a l o s  elemen- 

tos l i n e a l e s  conforme s e  muestra en l a  f igura 3 . 6 . 5  
i 

F i g .  3.6.5 

a s í  pues, s e  t i e n e  que 

S $(s3 = 1 - 
1 

S 
$ ( S I  = 6 

2 
(3.6.16) 

donde h s e  c a l c u l ó  mediante l a  s iguiente  expresión 

- ----.- 

(3.6.17) 
-\ 

h = C(1OOOf + (1500fIh 

Se observa que l o s  valores d a d o s  por l a s  fórmulas 

(3.6.15) p a r a  l o s  nodos 16, 1 7 ,  18, 19 y 20 cote jan  con los valores 

obtenidos p o r  e l  programa, en l o s  respect ivos  renglones,  de l a  ma- 

t r i z  de carga B. I 

I I 



I 

. 

C A P I T U L O  I V  

D E T E R M I N A C I O N  D E  L A  F R O N T E R A  L I B R E  

E N  U N A  P R E S A  D E  T E R R A C E R I A  

111 



112 

4.1 INTRODUCCION 

En este capitulo se propone la determinación del nivel 

del agua Preática para el caCo de una presa construida con material 

homogéneo y permeadle cimentada sobre un estrato impermeable y con 

dren en su parte posterior,. tal y como se muestra en la. figufa 4.1.1 

-2m.4 

i 

! 

Kx=l.9m/dia 
K =2ilm/dia 
Y 

a =O 

J 0 

6m. 

- 4m. - 
,,/ " 

,/' 

o o o o g u//' 
f 14m. t 

Fig .  4.1.1 

Pero antes de abordar en detalle este problema se pro - 
cede a establecer algunas consideraciones, las que si bien, dada su 

generalidad evidentemente rebasan el marco requerido por el proble 

me propuesto, en cambio permiten orientar el desarrollo del tema 

en concordancia a urna perspectiva que señala adecuadamente los a l -  

cances y limitaciones del método de solución empleado. 

! 
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F s 
I rl- . I / .  - *  . -... ~ -....-- 

0 
4 

M G A I 

a -/-;$ 1 t? 
I x,  F 

/ /  / / /  / / / / / / / / / / / / /  ........................................ 

Fig. 4.1.2 

En la figura 4.1.2 se ilustra el modelo propio al flg 

jo entre dos emoalses separados por una presa permeable,homoghea, 

cimentada sobre una base impermeable, una p&te de la cara lateral 

también es impermeable. Esto es, los segmentos ,AB y GF señalan a- 

quella parte de la frontera de s1 que se considerada impermeable. 

La frontera F I C I  se llama "Frontera Libre" y el problema que se a- 

borda aquí es el de su determinación. 

En la sección 1.8 se demostró que la ecuación que des- 

cribe el flujo bidimensional en la región $2 es 

v * q =  o 

y de acuerdo a la Ley de Darcy se sabe que en 52 

(4.1.1) 

As i  mismo se ,recuerda que a la funciónr9le corresponde 
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una función armónica conjugada i1, . Las líneas J, = cte. son las 

llamadas líneas de corriente y son tangentes al vector de veloci- 

dad 'v. 

De conformidad a la Sección 1.10, las condiciones de 

frontera asociadas a la ecuación (4.1.1) Para el modelo presenta- 
do son: 

I . -  Dado que en los segmentos imperme<bl'es AB y FC, 

la componente d8 la velocidad del fluido a través de los mismos es 

nula, entonces dichos segmentos forman parte de una linea de co- 

rriente, siendo en consecuencia la condición de frontera en dichos 

puntos 

1 

J, = cte. 
if 

(4.1.2) 

E l  valor de dicha constante no es conocido de antema- 

no. Obviamente, como condición de frontera alternativa en dichos 

puntos también se tiene 

' i  

I * = o  an (4.14.3) 

11.- En los segmentos AG y BC, donde el agua del em- 

balse está en contacto directo con aquellos lados de la presa cons 

truidos con material delpermeabilidad k, las condiciones de fron- 

tera son 

'p = cte. (4.1.3) 
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Si ahora se conviene en asignarle a la presión atmog 

Périca rptt  el valor de cero, y dado que la velocidad del agua en 

el embalse es insignificante, entonces e l  va lor  de l a  constente on 

l a  ecuacidn (4.1.3) es igual al tirante del agua respecto a los 

segmentos AG y BC. 

111.- Bajo consideraciones --*-\as an a - las del punto 

anterior se determina la condición de frontera en el segmento CC, 

siendo esta 

( P ' Y  (4.1.4) 

1V . -  Para la frontera libre F i ,  dado que a la pre--  

sión atmosfárica se le asignó el valor de cero, la correspondiente 

condici6n de frontera deviene 

T ' Y  (4.1.5) 

Pero rl-también es una línea de corriente y de aquí 

$ =  cte. (4.1.6) , 

el valor de esta constante se deconoce. 

Obviamente, como condición de frontera alternativa en 

r i  también se tiene 
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Aún cuando la posición de los puntos F, y C, no es 

conocida de antemano, cuando el fenómeno se contempla desde un pun 

to vista práctico, es de esperarse que lg linea FICl. sea ttsuavett y 

decreciente. 

En la fórmula ( 1 . 9 3 9  que el 

flujo a través de una linea que 

constante, de aquí que el flujo a través del segmento AG sea igual 

al flujo a través del segmento BC.  

Una vez asentadas estas consideraciones se procede a 

formular el problema modelado en la figura 4.1.2. Se observa que 

menos existen dos modos distintos para hacerlo. 
I 
I 

PRIMERA FORMULACION 

'I 

Se busca determinar a los siguientes parámetros . 

La curva r l  
La región 0 

La función potencial cp 

La función de flujo 3, 

Una constante K 

tales que 

I . -  La curva rlda&por y=i'(x) sea una curva stsuave" 

se ubica entre los puntos G y F, y decreciente donde el punto Fi 

quedando C 1  sobre el punto C. 

11.- CI es la región de la presa ubicada bajo la cuy 

va r l  
I 

111.- Las funcione&- en $2 y satisfa- 

-_ 
cen las condiciones de Cauchy, es decir 
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1V.- Las condiciones de frontera 

cp = ii. en AC 

cp = h en í3C 

cp = y en r l  

cp = y en CIC ----\ - 

$ = O en r i  

(4.1.6) 

J, = K en AB 

se satisfacen cuando los valores H e .h corresponden a las altu- 

ras de los depósitos de agua izquierdo y derecho respectivamente. 

SEGUNDA FORMULACION I 
I 

Se busca determinar a los siguientes pa'rámetros 

a) La curva r i  
b )  La región s1 

c )  La Punción potencial cp 

tales que 

I .- La curva I i -  dada por y = f ( x )  sea una curva ttsua- 

ve" y decreciente donde e l  punto F l  se ubica entre los puntos G y 

F ,  quedando C 1  sobre e l  punto C. 

11.- sl es l a  regi6n de l a  presa ubicada bajo l a  cuy 

va 

111.- 

1V.- Las condiciones de frontera 

C+I es una función suave en Q tal que v2rp=o. 

cp = .h. en AG 

cp = h en BC 

--\ 



(p = y en G C  

a = O en AB 
an 

se s a t i s f a c e n  cuando l o s  v a l o r e s  H e h co r responden  a l a s  a l t u -  

r a s  de los d e p ó s i t o s  de agua i z q u i e r d o  y derecho r e s p e c t i v a m e n t e .  

I 
1 

4 . 2  SOLUCION DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE 

En l a  s e c c i ó n  a n t e r i o r ,  p a r a  un c i e r t o  modelo dado, 

se p r e s e n t a r o n  dos f o r m u l a c i o n e s  d i s t i n t a s  r e f e r e n t e s  a l a  d e t e r -  

m i n a c i ó n  de l a  f r o n t e r a  l i b r e  en  una p r e s a .  A c o n t i n u a c i ó n  y con 

v i a s  a p l a n t e a r  y r e s o l v e r  e l  p rob lema de una de te rm inada  p r e s a  

con  f r o n t e r a  l i b r e  c imen tada  s o b r e  un e s t r a t o  impermeab le  y con 

d r e n  en su p a r t e  p o s t e r i o r ,  se p rocede  a 

t a d o .  

s i m p l i f i c a r  e l  mo'deio c i  - 

Y 

H 

A 

F i g .  4.2.1 

n 

E . 

c :  

I 
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En la figura 4.2.1 se presenta un caso parecido al 

de la figura 4.1.2, aquí se ha omitido la superficie impermeable 

F G  y en consecuencia los puntos F y F l  coinciden. 

A efecto de resolver este Último problema aprovechac 

do el programa del Método del Elemento Finito presentado en el 

Capitulo I11 se procede como seguidamente se anota: 

I . -  Se e;lige una curva de prueba r;:y=fi(x) que 

.aproxima la frontera libre ri-, luego la región O s e  aproxima [median 
te n: 

11.- Mediante e l ,  ento Finito se evg 

lda una solución en a' según 1 lación -_ del problema 

dada en la Sección 4.1. 

las siguientes condiciones 

Aquí se debe emplear una y sólo una de 
1 I 

I 

cp = y en r; (4.2.1) 

9 = O en, r; (4.2.2) an 
I 

? 

111.- Haciendoiuso de la so 6n encontrada en el 

punto anterior se ajusta la1 posición de 1 rva r í ,  a una nue- 
va curva rí':y= f d x )  de modo tal que al una de las condi- 

ciones (4.2.1) o (4.2.2) se satisfaga a amente en r1: ' 

, 

1V . -  Se comprueba si las cu s h' y rl'' se encuen 

tran lo suficientemente próximas según un iterio prefijado. En 

caso afirmativo se hace r1 = r;, en caso negativo se repite el 

algoritmo hasta alcanzar la aproximación deseada. , 

Si bien la aplicación de este lgoritmo es relativa- 

mente sencilla, por otra parte puede prese ar ser ios  incovenien 

I 

I - - - - 
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tes tales como que hasta el presente no resulta suficientemente 

claro cuando este problema tiene solución, cuando las aproximacio- 

nes de 

comentar que se ha demostrado que la solución al problema dado en 

la figura 4.2.1  presenta en el punto Cl.una singularidad de tipo 

logaritmico, pues cuando el origen de coordenadas se ubica en el 

punto q, la superficie libre esta dada por 

r i  dadas por y = fi(x) convergen. Al respecto es oportuno 

I 
k=l 

. 
para ciertas constantes Bk. (Para mayores de'talles véase 191 pp 332-333) 

Así pues, una vez apuntadas estas deficiencias, se 

considerará la convergencia numérica del algoritmo en cuestión como 

una demostración constructiva de la existencia de la solución del 

problema abordado..#! 

Cuando se intenta detallar el algoritmo en cuestión 

surgen de inmediato las siguientes interrogantes: 

i).- &Cómo se elige la curva inicial r; ?, 

ii).- ¿Con que grado de aproximación se determina la 

curva r l  ? 

iii).- CÚal de las ecuaciones cp = y o = O en rl 

se ha de tomar, 

iv).- ¿,3Órno se encuentra la nueva aproximación de r i  
tomando en cuenta estas condiciones 

v).- ¿Se debe tomar en cuenta la singularidad en el 

punto c1 ai evaluar la solución,? 
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vi).- ¿La malla requerida --y por e l  étodo del Elemento 

Finito deberá quedar fija en e l  curso de todas 

las iteraciones, o bién deberá modificarse 7 

4.3 DETERMINACION DE LA FRONTERA LIBRE EN PRESA DE TERRACERIA 

I 

Una vez establecidas las anteriores consideraciones se 

procede a determinar l a  posición de l a  fronteqa libre para e l  flujo 

freetico de l a  presa presentada en l a  figura 4.1.1. 

I 

Para tal desig- 

nio se sigue, paso a paso, e l  algoritmo planteado en l a  Sección 4.2 

I . -  Se elige una curva de prueba I " ; :  y = fl ' ,x) que 

aproxime a l a  frontera libre I'l, l a  región Sl  se 

aproxima mediante S2'. 

Antes de proceder a l a  construcción de l a  curva rí se 

debe dar debida respuesta a l a  interrogación i) asentada en l a  

sección anterior 

i).- ¿Cómo se elige l a  curva inicial I";? 

hipótesis aceptables que p e r m i t a  son 

ias siguientes: 

- La curva debe ser suave 'y decreciente 

- Un extremo de dicha curva debe estar situado en e l  

punto donde e l  talud de l a  presa entra en contacto 

directo con e l  fluido 

I 
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- Como' el egua que se filtra debe ser evacuada,me- 

diante el dren ubicado en la parte posterior de la 

presa, el extremo restante de la curva r; debe en- 
c o n t r a r s e  en dicho drenajel. 

- La curva r; se aproxima a una rarna.de una parábola 

de eje vertical y cuyo centro se enbuentra en el 

punto donde el fluido entra en contacto directo con 

el talud de la p r e s a  

Oentro de toda razón cabe suponer la validez invaria- 

Por  otra parte, en cuanto a las ble de las dos primeras premisas. 

dos restantes, aún cuando no resulta suficientemente claro el por- 

qué la curva r; debe semejar a una parábola, se confía en que, CO- 

mo una primera aproximación de la frontera libre, esta hipótesis 

. permita iniciar el funcionamiento del algoritmo. Además es casi 

seguro que el extremo de la curva r; ubicado sobre el dren, en pos- 

teriores iteraciones, deba ser desplazado horizontalmente, pero man- 

teniéndose siempre en contacto con dicho drenaje. 

En la figura 4.3.1 Q -.- atiende a la exhibición de la 
curva r;, aproximación inicial de l a - & h q  r i  , -_ así mismo se 

muestra la región Q' determinada bajo estas condiciones. Este do- 

minio se encuentra acotado p o r  los segmentos AF y AC y por la cur- 

va r-. Las coordenadas,que fijan la posición de la curva r; se 
dan un poco más adelante. 

, 

Continuando con el algoriGm, el punto siguiente del 

del mismo establece que I 

. .  
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‘\. 

\ 
.\ 

‘\ 
’\ 

\ 

4 14m. 

Fig. 4.3.1 

.----- 
11.- Mediante el Método Finito se eva- 

Q‘ según la segunda formulacióñ-del problema lua una solución en 

dada en la Sección 4.1. 

A efecto de estar en condiciones de poder aplicar el 

Método del Elemento Finito previamente se debe 

a).- Construir una malla en La región n’ 

b ) . -  
I / 

Especificar las condiciones en la frontera de 

l a  región 52‘ 

a ) . -  En la figura 4.3.2 se presenta la malla aludida. 

Esta se encuentra compuesta por 130 elementos y 162.nodos, En p r o -  

, 

medio, la norma de la malla es de 50 cms. I 
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b ) . -  En l a  f i g u r a  4.3.1 se puede a p r e c i a r  como l a  

f r o n t e r a  de l a  r e g i ó n  0 '  se e n c u e n t r a  compuesta p o r  l o s  segmentos 

AF, HC, AH y l a  c u r v a  r;. Seguidamente se pasa a c o n s i d e r a r  a 

cada uno de e s t o s  e lementos  en d e t a l l e .  

i).- D e  c o n f o r m i d a d  a l  p u n t o  ZV de l a  segunda formu- 

l a c i ó n  d e l  p rob lema dada en l a  s e c c i ó n  4.1 o c u r r e  que 

cp = 5 en AF ' (4.3.1) 

e i n t e r p r e t a d d o  e s t e  caso de acuerdo a l a  m a l l a  dada en l a  f i g u r a  

4.3.2 se t i e n e  que d e l  nodo 142 a l  nodo 162, l a  f u n c i ó n  p o t e n c i a l  

toma e l  v a l o r  de 5 m. 
----, 

ii).- En consonanc ia  t a m b i  w f e r i d o  p u n t o  LV de 
- 

l a  segunda f o r m u l a c i ó n  se sabe que 

(0 = O en HC (4.3.2) 

en o t r a s  p a l a b r a s ,  en l o s  nodos 136, 140 y 141 l a  f u n c i ó n  p o t e n c i a l  

es n u l a .  
I 

iii).- Dado que l a  p r e s a  en e s t u d i o  se e n c u e n t r a  c i -  

mentada s o b r e  un e s t r a t o  impermeable,  se sabe qbe no: o c u r r e  f l u d o  

a t r a v é s  d e l  segmento AH. Así pues, en r e l a c i ó n  a l o s  segmentos 

aco tados  p o r  l o s  nodos 142 y 1, 1 y 3, 3 y 6, 6 y 10, 10 y 15, 

15 y 21, 21 y 28, 28 y 36, 36 y 45, ,45 y 55, 55 y 66, 66 y 76, 76 

y 86, 86 y 99, 99 y 104, 104, y 112, 112 y 120, 120 y 127, 127 y 

133, 133 y 134, y 134 y 139 se t i e n e  que: 

_.-_-- - - - - - 
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en AH ( 4 . 3 . 3 )  

i v ) . -  En la segunda formulación de l  problema se puede 

apreciar que en 

a saber:  

l a  curva r; inciden dos condiciones de f r o n t e r a ,  

& = O  a n  en r; 

Y 

[ P ' Y  en rl' 

en es te  punto debe darse respuesta a 1 

inc i so  iii) de l a  Sección 4.2, l a  que a l a  letra-dice 

regunta planteada en e l  ---\ 
¿ C u á l  de l as  ecuaciones [P = y o * = O  a n  en r ; s e  

h a  de tomar? 

Contemplando e l  problema desde un  punto de v is ta  inme- 

d iato  resulta ind i ferente  l a  e lección de una o de otra condición de 

frontera, pero resulta pertinente observar que s i  se e l i g e  

* = O  en r; an 

entonces l o s  cálculos deben garantizar que 

y reciprocamente, si se e l i g e  como condición de frontera 
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C p ' Y  en r; 

mediante l a  resolución del  problema s e  debe l l e g a r  a que 

As í  pues, dado que e l  problema puede s e r  r e s u e l t o  toma'n- 

dose una o l a  o t r a  c o n d i c i ó n  y adriá-do a -. consideraciones 

que se  d e t a l l a n  u n  poco más adelante ,  s e  conviene en e l e g i r  como con- 

, d i c i d n  de f r o n t e r a  l a  s iguiente  

- e = O  a n  en rí (4.3.4) 

I 
1 

en otros términos, a t ravés  de los segmentos acotados p o r  los nodos 

162 y 56, 56 y 57, 57 y 67, 67 y 77, 77 y 78, 7'8 y 8.7, 87 y 96, 96 y 

97, 97 y 105, 105 y 113, 113 y 114, 114 y 121, 121 y 122, 122 y 128, 

128 y 129, 129 y 135, 135 y 136, 136 y 138, y finalmente 138 y 141 

e l  f l u j o  e s  n u l o .  

Una vez e s t a b l e c i d a s  t o d a s  l a s  condiciones f r o n t e r i z a s  

s e  procede, mediante e l  Método del  Elemento F i n i t o ,  a evaluar e l  p o -  

t e n c i a l  en aquel los  n o d o s  de l a  malla donde é s t e  e s ,  por p r i n c i p i o ,  

desconocido. Por supuesto, los nodos donde se  va a c e n t r a r  l a  aten- 

c ión con e s p e c i a l  cuidado son aquel los  ubicados sobre l a  f rontera  mo- 

v i l  r ; .  
Con e l  p r o p ó s i t o  de a g i l i z a r  e l  manejo de l o s  datos e l  

programa cornputacional presentado en e l  Capitulo I11 se ha modifica- 
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do, esta nueva versión denominada FOBOS/ITERA se presenta en el 

Apéndice C. 

En este segundo punto del algoritmo es oportuno señalar 

que la lectura de los datos iniciales, y dado que estos son hartos, 

se hace mediante dos archivos creados de antemano en disco. El pri- 

mero de ellos se construye siguiendo fielmente los lineamientos da- 

dos en el Capi’tulo I11 para el manejo del programa FOBOS y describe, 

por supuesto, las características de la red así como las condiciones 

he frontera imperantes. 

cación este primer archivo se ha d:zn-A/n y se presenta e n  

el A p h d i c e  D. 

Para el caso concreto de la presente apli- 

- 

En cuanto al segundo archivo, en esta ocasión denomina 

do FRONT/Ml se exhibe también en el Apendice O. 

Tocante a éste Último grupo de datos es adecuado seña- 

lar que la lista de los datos iniciales asentada en la Sección 3.3 

se extiende mediante los $iguientes incisos; 
I 

I 

k )  Número de nodos en la frontera libre 

1) Número del nodo de la frontera libre y cota mini- 
$ 

1 

ma de desplazamiento vertical 

m )  Números del antepenúltimo y penúltimo nodos de la 

frontera libre 

n) 

o) 

Número ?el Último nodo de la frontera libre 

Cota miqima de desplazamiento horizontal del Últi- 

mo nodo 

! 

I 

K,-  Número de nodos en la frontera libre 
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En este campo se anota l a  cantidad de nodos que figuran 

en l a  frontera libre susceptibles de ser desplazados verticalmente. 

En e l  ejemplo, según l a  malla presentada en l a  figura 4.3.2 son 18 

nodos, a saber, los nodos 56, 57, 67, 77, 78, 87, 96, 97, 105, 113, 

114, 121, 122, 128, 129, 135, 136 y 138. Se advierte que aún cuando 

e l  nodo 141 pertenece a l a  frontera libre, éste sólo puede ser des- 

plazado horizontalmente y en consecuencia no se toma en cuenta para 

el cómputo aludido. 

CAMPO VARIABLE D E S C R I P C I O N  

1 I C  Número de nodos de l a  frontera li- 

LrTL-es de --_ ser desplazados 

verticalmente 

L.- Número del nodo de l a  frontera libre y cota mínima de desplaza- 

miento vertical I 

En este rubro se ,anota e l  número del nodo susceptible 

de ser desplazado verticalmente y l a  cota ipferior de dicho movimien 

to. Esta cota queda delimitada por aquella porción de l a  red ubica- 

da por debajo del nodo en cuestión, es decir, dicho modo no podrá 

desplazarse ilimitadamente hacia abajo pues en este caso l a  malla 

quedaría destruida. 

1 

En l a  figura 4.3.2 se puede apreciar, por ejemplo, que 
I 

e l  nodo 67 debe quedar siempre ubicado sobre e l  nodo 68, así pues, 

la cota minima de desplazamiento vertical para e l  nodo 67 es igual 

a l a  ordenada del nodo 68. 

En l a  misma figura 4.3.2 se observa que e l  nodo 56 debe 

I 

7 -- - -. 
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quedar s i t u a d o  p o r  a r r i b a  d e l  segmento que une l o s  nodos 46 y 57, 

l u e g o  med ian te  una s i m p l e  i n t e r p o l a c i ó n  se e n c u e n t r a  l a  c o t a  mínima 

de d e s p l a z a m i e n t o  v e r t i c a l  c o r r e s p o n d i e n t a  e l  nodo 56, é s t a  es l a  

ordenada p e r t e n e c i e n t e  a l  p u n t o  de i n t e r s e c c i ó n  de l a  r e c t a  que pa- 

sa p o r  l o s  nodos 46 y 57 y l a  l í n e a  v e r t i c a l  que pasa p o r  e l  nodo 56. 

Como es de suponerse, l a  c o t a  mínima p a r a  e l  nodo 138 

es  i g u a l  a 0.0, pues d i c h o  nodo puede m0vers.e l i b r e m e n t e  h a c i a  a r r i -  

ba, p e r o  cuando e l  mov im ien to  es h a c i a  a b a j o  hay que c u i d a r  que e l  

nodo s iempre  quede u b i c a d o  p o r  e n c f  

De manera aná loga  se o t a s m f n i m a s  de 

d e s p l a z a m i e n t o  v e r t i c a l  p a r a  l o s  nodos r e s t a n t e s  de l a  f r o n t e r a  li- 

b r e ,  e x c e p c i ó n  hecha d e l  Ú l t i m o  nodo. E n  e s t e  caso, como e l  nodo 

141 ~ 6 1 0  se puede d e s p l a z a r  h o r i z o n t a l m e n t e ,  no hay n e c e s i d a d  de con- 

s i d e r a r  a d i c h a  r e s t r i c c i ó n .  

CAMPO VARIABLE 

1 L I  

D E S C R I 'P C I O N 

Número d e l  nodo.ub icado en l a  f r o n -  

t e r a  l i b r e  s u s c e p t i b l e  de s e r , d e s p l g  

zado v e r t i c a l m e n t e  

2 CL I Cota  mínima de d e s p l a z a m i e n t o  v e r -  

t i c a l  de d i c h o  nodo 

M.- Números d e l  a n t e p e n ú l t i m o  y p e n ú l t i m o  nodos de l a  f r o n t e r g  l i b r e  

E l  nodo u b i c a d o  en  l a  i n t e r s e c c i ó n  de l a  f r o n t e r a  li- 

b r e  con  e l  d r e n  de l a  p r e s a  es c o n s i d e r a d o  como e l  Ú l t i m o  nodo de l a  

f r o n t e r a  l i b r e .  Luego los dos nodos inmed ia tamen te  a n t e r i o r e s  a é s t e ,  

s i t u a d o s  t a m b i é n  s o b r e  l a  f r o n t e r a  l i b r e ,  se rán ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  e l  
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antepenúltimo y penúltimo inodos. 

ciar que estos son los nodos 136 y 138. 

tos nodos se señalan con objeto de ayudar a dirigir el desplazarnien- 

to horizpntal del Último nodo en las iteracciones que se realizan. 

En la figura 4.3.2 se puede apre- 

Comb se verá adelante, es- 

CAMPO 

1 

2 

VARIABLE D E S C R I P C I O N  

IA i Número del antepenúltimo nodo 

IB Número del penúltimo nodo 

N.- Ndmero del dltirno nodo de la frontera libre 

Este nodo se ubica en la intersección de la frontera 

libre con el eje del drenaje de la presa, en el presente caso el 

Último nodo tiene el número 141. 

CAMPO VARIABLE D E S C R I P C I O N  

1 IX Número del Último nodo 

0.-  Cota inferior de desplazamiento --'-\l horizonta Último nodo 

Dado que el Último nodo sólo se puede desplazar hor i -  

zontalmente, tanto hacia la izquierda como hacia la derecha, entbn- 

ces hay necesidad de evitar la destrucción de la red limitando dicho 

margen de desplazamiento. Este limite lo da la abscisa del nodo u- 

bicado inmediatamente a la izquierda del Último nodo. En la figura 

4.3.2 se puede apreciar que el nodo 141 se pdede desplazar hacia la 

izquierda, pero sin llegar a tocar el nodo 140. +Así pues, l a  absci- 

sa del nodo 140 es la cota inferior de d e s p l a z a m i e n t o ' h o r i z o n t a l  del 

nodo 141. 
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CAMPO 

1 

VARIABLE D E S C R I P C I O N  

CINF Cota mínima de desplazamiento ho- 

rizontal del Último nodo 

Toda vez que se ha construido l a  malla y que se han i m -  

plantado las condiciones de frontera, se está en condiciones de eva- 

‘luar la solución en a ‘ ,  del problema según su segunda formulación. 

En efecto, aún cuando @_programa FOBOS/ITERA, alimen- 

tado mediante los archivos de datos PRESA/A \NT/M1 y - .- puede irftpri- 

mir dichos resultados, se ha incorporado a l  programa una opción l a  

cual permite generar una curva r1”, nueva aproximación de l a  fron- 

tera libre. Es decir, aqui se puede elegir entre suspender l a  eje- 

cución de l  programa e imprimir los resultados, o bien pasar a l  si- 

guiente punto del algoritmo citado en la Sección 4.2 ‘ 

I 

111.- Haciendo uso de la solución encontrada en e l  

punto anterior se ajusta l a  curva c, a una 
nueva eurva r i  ‘ e .  . * y = f 2 ( x )  de modo tal que a l  

menos una de las condiciones 

( P ’ Y  en r; 
O 

= O en r; 

se satisfaga aproximadamente en r;. 

Una vez situados en este tercer paso del algoritmo, y 

a efecto de proceder a su desarrollo, se debe dar cabal respuesta a 

las preguntas ii), iv), v) y vi) de l a  Sección 4.2. Comenzaremos 



133 

c o n t e s t a n d o  l a  s i g u i e n t e  i n t e r r o g a c i ó n  o b t e n i d a  a p a r t i r  de i v )  una 

vez qwe ya se conoce l a  r e s p u e s t a  a l a  p r e g L n t e  iii) 

i v ' )  ¿Cómo se encuetG--roximaci6n de r; 
tomando en c u e n t a  l a  c o n d i c i ó n  &i an = O en  r;;* 

A n t e r i o r m e n t e  se mencionó que si e n t r e  l a s  c o n d i c i o n e s  

de frontera f i g u r a  l a  e c u a c i ó n  

? 

& = O  en r; an 

e n t o n c e s  l o s  c á l c u l o s  deben r e p o r t a r  
1 

cp = y en  r; 

I (4.3.5) 

(4.3.6) 

en  o t r a s  p a l a b r a s ,  e l  v a l o r  de l a  f u n c i ó n  p o t e n c i a l  cp c a l c u l a d a  en 

un p u n t o  de l a  c u r v a  rí debe s e r  i g u a l  a l  v a l o r  de l a  ordenada r e s -  

p e c t i v a ,  O t r a  forma de d e c i r  l o  mismo es l a  s i g u i e n t e  
I 

I 

cp - y = O e n ;  r; (4.3.7) 

Ahora b i é n ,  s i  el c 6 l c u l o  r e p o r t a  que e s t a  e c u a c i ó n  es 

j u s t a  para  un c i e r t o  p u n t o  d e , l a  c u r v a  

sa eiectivamsnte'por dichb pun to .  

l ' í , b e n t o n c e s  l a  f r o n t e r a  pa- 

Supongamos ahora  que e?-Urr.- d e ' l a  c u r v a  r; 
se t i e n e  que 
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e s t o  nos i n d i c a  que l a  f r on te ra  l i b r e  debe quedar s i tuada  p o r  debajo 

de dicho punto. 

Finalmente supongamos que en un c i e r t o  punto de rí se  

t i e n e  

(4.3.9) ---I - 
C p - Y ’ O  

de aquí  s e  concluye que l a  f r on te ra  l i b r e  debe ub i ca r se  por  a r r i b a  

de e s t e  punto. 

Es a s í  como e l  programa FOBOS/ITERA encuentra l a  nueva 

aproximación de r;. En e f e c t o ,  sea e l  nodo número i de coordenadas 

( x ; , y ; >  y sea  
A A  

1 

luego  l a  nueva ordenada del  nodo número i se  c a l c u l a  por 

y; = y; +. A i  (4.3.11 

o sea 

(4.3.12) 

As í  e l  nodo número i s e  l o c a l i z a  ahora en e l  punto de 

coordeneda ( x ; , y i ) .  Una vez hecha e s t a  sus t i tuc ión  e l  programa ve- 



r i f i c a  dos  i m p o r t a n t e s  c a s o s  

I . -  Que l a  r e d  no haya quedado d e s t r u i d a  deb ido  a que e l  nodo 

número i se  e n c u e n t r e  a h o r a  s i t u a d o  I' por  d e b a j o  de 

s u  - c o t a  mínima de d e s p l a z a m i e n t o  v e r t i c a l  

I 

E n  c a s o  a f i r m a t i v o  l a  e j e c u c i ó n  d e l  programa s e  suspen-  

d e  y se  imprime u n  a v i s o  i n d i c a n d o  e l  número de d i c h o l h o d o .  

11.- Que l o s  á n g u l o s  formados e n t r e  d o S , c u a l e s q u i e r a  

de l o s  l a d o s  d e  l o s  e lemen tos  t r i a n g u l a r e s  no s e a n  

menores a l o s  10" 

S i  b i é n  e s  c i e r t o  que e l  programa,FOBOS/ITERA ope ra  

i n i c i a l m e n t e  con e l emen tos  r e c t a n g u l a r e s ,  como se  p u e d e  ve r  en l a  

m a l l a  p r e s e n t a d a  en l a  f i g u r a  4 . 3 . 2 ,  e l  programa,  en s u  func ionamien  - 

t o  i n t e r n o ,  gene ra  urn nuevo nodo a d i c i o n a l  l l amado nodo c e n t r a l ,  q u e  

s e  u b i c a  en e l  i n t e r i o r  d e l  elernento r e c t a n g u l  r t a l  y como se  pre- 

s e n t a  en l a  f i g u r a  4 .3 .3 .  

t 
Mediante  e s t e  nuevo nodo e l  e lemento  r e c -  

t a n g u l a r  s e  descompone en c u a t r o  e l emen tos  t r i a P g u l a r e c ,  y es  en ba- 

s e  a e s t o s  ú l t i m o s  e l emen tos  con l o s l c u a l e s  o p e r a  e l  programa. l .  
P o r  o t r a  p a r t e  s e  s a b e  que e l  e f e c t o  d e  l o s  a s p e c t o s  

g e o m é t r i c o s  s o b r e  e l  g rado  de e x a c t i t u d  d e l  mébodo queda a c o t a d o  por  

l a  c o n s t a n t e  C donde 

c o n s t a n t e  
i c e n  6 ) '  

c s  1 (4 .3 .13 )  

( p a r a  mayores  d e t a l l e s  véase  [I61 p p  138) 
i 

Y 
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N.C. = nodo central 
I .  

Fig. 4 . 3 . 3  

p a r a  s un entero positivo y siendo 6 el menor de los ángulos 

a i >  Bis Yi que figura en la malla. 

De aquí es claro que si 6 es pequeño el valor de la 

expresión 

constante 
(sen6 

puede ser bastante grande. 

El programa FOBOS/ITERA evalúa cada uno de los 

W V J l o s  ai, Bi, Yi 9 i=1,2,3,4. En ca'so de que alguno de ellos 

sea menor a los 103 se imprime un aviso a l  respecto señalandose 

el número del elemento rectangular co .spondiente asi como los --T 
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números de los nodos que conforman al elemento triangular en 

cuestión. Dado que, como se verá, por l o s  general ex i s t e  neco- 

sidad de construir v a r i a  mallas pa ra  resolver e s t e  problema de 

búsqueda de l a  frontera l i b r e ,  no se consideró conveniente, en 

caso de encontrarse ahgulos pequeffos, suspender l a  ejecución 

de l  programa. 

A medida que se vgn,local izando l a s  posiciones de 
7 *- 

l o s  I C  nodos susceptibles de ser d e s p l a z N  verticalmente, - e l  

programa también evalúa l o s  siguientes valores 

h i  = I Y C -  Y;i ; i = 1,2, ..., IC (4.3.14) 

y de a q u í  se obtiene l a  máxima d i ferenc ia  entre los desplaza- 

mientos v e r t i ca l e s  de dichos nodos. t 

A = máx { hi: i=1,2, ..., IC } (4.3.15) m I l  

Como se mencionó, e l  programa FOBOWITERA es i n i -  

cialmente manejado desde una terminal remota y e l  proceso se 

i n i c i a  can l a  instrucción de l e e r  l o s  archivos de datos PRESA/A 

y FtRONT/Ml. & E l  primero describe l a  m a l l a  y l as  condiciones de 

frontera y e l  segundo de ta l la  l as  carac te r í s t i cas  de l a  curva 

r,’. 
Una vez l e i do  estos datos, en l a  p a n t a l l a  de l a  

terminal se despliega e l  siguiente requerimiento , 

DAME EL VALOR RE LA TOLERANCIA 



138 

e s t e  v a l o r  es as ignado  al p a r á m e t r o  llTOL1'. 

Y es en e s t e  p u n t o  donde hay que empezar a abo rda r  

l a  p r e g u n t a  ii) de l a  S e c c i ó n  4.2 que a l a  l e t r a  d i c e  

ii) ¿Con q u e , g r a d o  de a p r o x i m a c i ó n  se d e t e r m i n a  la 

curva ri'? 

p o r  e l  momento apuntamos que e r ? w  'mera e t a p a  se tomó 

TOL = 0.Olmts 

Si e l  programa en sus c á l c u l o s  o b t i e n e  
I 

se i m p r i m e  e l  l i s t a d o ' d e  r e s u l t a d o s  y l a  e j e c u c i ó n  d e l  progra- 

ma se suspende. 

Pe ro  si se o b t i e n e  

A m  2 TOL 

e n t o n c e s -  l a s  coordenadas (xi,yi) de cada uno de l o s  nodos sus- 

c g p t i b l e s  de ser desp lazados v e r t i c a l m e n t e  pasan a ser ahora  ( x ; , Y ~ )  

y seguidamente se d e s p l i e g a  en p a n t a l l a  e l  s i g u i e n t e  a v i s o  

ERROR PERWITIDEf EN LA.FRONTERA LIBRE = TOL 

- A  
- m  .. .:* ERROR ALCANZADO EN ESTA ITERACION 

. - - ---- - -  
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¿SE DESE'* OTRA ITERACION? 

Si se teclea la letra nNn se imprime el listado de 

resultados y la ejecución del programa se suspende. 

Pero si se tecLea la letra « S W ,  entonces aparecen 

en pantalla las presiones caicuiadas en el antepenúltimo y peni51- 

timo nodos así corno los datos auxiliares para facilitar el movi- 

miento horizontal del Última nodo. En el presente caso Prt6 'así  I 

I 

' Nows 
136 

138 

Hi[EQ43 

NQQO 

Dm 
ESTE 

l a s  @srsstaosirs ~tóWifarr en los nodos 136 y I d l  ryu- 

dan EL determinar la dirorccibcr -1 movimiento del nodo 141. Es $e- 

cir, s i  rguleUar $~+rEmwr emn gaaiatvas, entonces los n&m as- 

tan por Baba& bIr La mks&4bn ew8Í9:ta y en este caso hay qoe des- 

pbrar  e i  rwsdo 101 m i a  tr $rt e Y recíprocamente, si les pre- 

si9naás oil~tea.i~t9s en I C S ' ~ ~  í~ y I38 son negativas, entonces 

a l  141 bube cd.ras@iateasa -la ke izquierda. Se hace n o t a  fa 

nre-dái p ~ c o  a poco y esto después #%e 

o seis iteraciones. 

__I_ . 
I 
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Una vez que se ha dado l a  nueva'abscisa del Último 

nodo, en este ejemplo l a  abscisa del nodo 141, e l  programa F O B O W  

ITERA resuelve de nuevo e l  problema, pero ahora considerando las 

nuevas posiciones de los nodos que fueron desplazados vertical y 

horizontalmente. 

Es así como se ha instrumentado e l  Úl'timo paso del 

algoritmo presentado en l a  Sección 4'.2, e l  cual dice 

1V . -  Se comprueba si las curvas l'l' y rí' se en- 

cuentran i o  suficientemente próximas según 

un criterio prefijado. En caso afirmativo 

se hace ri = Fí'. En caso negativo se repi- 

te e l  algoritmo hasta alcanzar l a  aproxima- 

ción deseada. 

1 --1 
En esta primera etapa del problema se- utilizaron 

los archivos de datos PRESA/A y FRONT/Ml. Y en e l  Apéndice E 

se puede ver .que no fué s.ino a l  cabo de diez iteraciones que se 

logró obtener A, <O.Olmts. Sin embargo en el elemento número 

129 se obtuvieron, entre los lados de los elementos triangulares 

generados, ángulos menores a los 10". 
1 

Y es aquí donde se tiene que abordar de lleno a l a  

pregunta i i )  de l a  Sección 2.4 l a  que inquiere a cerca del gra- 

do de aproximación con l a  que se determina l a  curva . 
Este problema. se resolvió en cinco etapas y se to- 

maron en consideración los siguientes criterios 
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1 . -  Los  nodos s u j e t o s  a movimiento,  t a n t o  h o r i z o n t a l  

como v e r t i c a l ,  s e  l o c a l i z a n  con una p r e c i s i ó n  que 

I no e x c e d e .  a l  m i l í m e t r o  

, 

2 . -  Ninguno de l o s  e l e m e n t o s  t r i a n g u l a r e s ,  en l o s  

- c u a l e s  se  s u b d i v i d e n  l o s  e l emen tos  r e c t a n g u l a r e s ,  

p r e s e n t a  u n  á n g u l o  menor 3 l o s  I O "  

Y e s  a s í  como s e  l l e g a  a a b o r d a r . l a  p r e g u n t a  v i )  de l a  

S e c c i ó n  4 .2  

v i ) . -  ¿La ma l l a  r e q u e r i d a  p o r  e l  Método d e l  Elemento 

F i n i t o  d'eberá quedar  f i j a  en  e l  c u r s o  de t o d a s  

l a s  i t e r a c i o n e s ,  o b i é n  d e b e r á  m o d i f i c a r s e ?  

La r e s p u e s t a  que s e  da a e s t a  p r e g u n t a ,  n a t u r a l m e n t e  

d e n t r o  d e l  a l g o r i t m o  i n s t r u m e n t a d o  computac iona lmen te ,  e s  l a  s i - -  
. .  

g u i e n t e  

I 

I 

Mediante  e l  programa FOBOS/ITERA s e  a j u s t a  au tomát i ca -  

mente l a  f r o n t e r a  l i b r e  t a n t a s  v e c e s  c u a n t a s  s e a  nece- ' 

s a r i o  h a s t a  que l a  e j e c u c i ó n  d e l  mismo s e  suspende  de- 

b i d o  a una d e  l a ?  dos  s i g u i e n t e s  p a r t i c u l a r i d a d e s  a 
- ( < ( ?  

a ) . -  La r e d  s e  c k s t r u y ó  por  e f e c t o  d e l  e x c e s i v o  des -  

l i z a m i e n t o  a e  uno d e  l o s  nodos 
Y 

b ) . -  En .  e l  p r o c e s o  i t e r a t i v o  s e  obtuvo A m  < T O L  

En c a s o  de o c u r r i r  a )  s e  recomienda r e p e t i r  de nuevo \ 



e l  p r o c e s o  d e t e n i é n d o l o  una i t e r a c i ó n  a n t e s  de que l a  r e d  se des- 

t r u y a  y aprovechando los r e s u l t a d o s  a s í  o b t e n i d o s  se p rocede  a d i -  

señar  una nueva r e d .  

Pa ra  e l  caso b )  c o n v i e n e  a p u n t a r  que aún cuapdo l a  

f r o n t e r a  l i b r e  se - va a l o c a l i z a r  tomando e l  desplazamientmo v e r t i c a l  

máximo de los nodos menor a l m m ,  é s t e  v a l o r  es  demasiado pequeño 

p a r a  s e r  usado a l  p r i n c i p i o ,  p o r  e s t a  r a z ó n  en  l a s  p r i m e r a s  e tapas  

se ha  tomado e l  v a l o r  d e l  pá ramet ro  TOL i g u a l  a lcm. Así pues  s i  

l a  c o r r i d a  d e l  programa se suspende d e b i d o  a que se a l c a n z ó  l a  con- 

d i c i ó n  A,< lcm, como o c u r r i ó  en  l a  p r i m e r a  e t a p a ,  en tonces  c o n  l o s  

r e s u l t a d o s  generados p o r  e l  programa se  d i s e ñ a  una segunda r e d ,  pa-  

sándose a s í  a la segunda e t a p a  d e l  p r o c e s o  i t e r a t i v o .  E s  p e r t i n e n t e  

a s e n t a r  que una vez que e l  h t i m o  nodo se ha l o c a l i z a d o  c o n  una p r e -  

c i s i ó n  ce rcana  a l  m i l í m e t r o ,  es  h a s t a  en tonces  cuando se recomienda 

c o n s t r u i r  l a  Ú l t i m a  r e d  a s i g n á n d o s e l e  a l  p a r á m e t r o  TOL e l  v a l o r  de 

I m m .  

Pa ra  r e s o l v e r  e s t e  p rob lema hubo neces idad  de d i s e ñ a r  

c i n c o  r e d e s ,  es  d e c i r  se c o n s i d e r a r ó n  c i n c o  etapas. (  O t r o s  a u t o r e s  

han expresado l a  n e c e s i d a d  de emplear  h a s t a  16 m a l l a s  d i s t i n t a s ~ g ] .  

Es pues e v i d e n t e  e l  a h o r r o  de t r a b a j o  humano que s e ' : l o g r a  usando e l  

programa FOBOS/ITERA. ' I  
En c u a n t o  a l a  p r e g u n t a  v )  de 4.2 que d i c e  a s í  

VI.- ¿Se debe tomar en  c u e n t a  l a  s i n g u l a r i d a d  en  e l  

\ '  
C I I  a l  e v a l u a r  l a  s o l u c i ó n ?  

I 

a l  r e s p e c t o  cabe menc ionar  que l a  s i n g u l a r i d a d  p r e s e n t e  en  e l  p u n t o  

de c o n t a c t o  de l a  f r o n t e r a  l i b r e  c o n  e l  d r e n ,  p o r  s j  misma h i z o  
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p a t e n t e  su p r e s e n c i a ,  h a b i d a  c u e n t a  de l a s  d i f i c u l t a d e s  que se 

a b o r d a r o n  p a r a  l o g r a r  d e t e r m i n a r  su p o s i c i ó n .  Y f u é  p r e c i s a m e n t e  

e s t a  l a  r a z ó n  p o r  l a  c u a l  se l o c a l i z ó  d i c h o  p u n t o  s i n g u l a r  con  una 

a p r o x i m a c i ó n  c e r c a n a  a l  m i l í m e t r o .  

En a r a s  de l a  b revedad  se o m i t e n  l o s  d i b u j o s  de l a s  

c u a t r o  r e d e s  r e s t a n t e s ,  s in  embargo en e l  Apénd ice  F se p r e s e n t a n  

l o s  a r c h i v o s  de d a t o s  r e s p e c t i v o s .  En l a  segunda e t a p a  se u l t i l i -  

z a r ó n  l o s  a r c h i v o s  PRESAIB y FRONT/M2, en l a  t e r c e r a  l o s  a r c h i v o s  

PRESA/C y FRONTIM3, en l a  c u a r t a  l o s  a r c h i v o s  PRESA/D y FRONT/M4 y 

f i n a l m e n t e  e n  l a  q u i n t a  e t a p a  las- y FRONT/5. 

En e l  Apénd ice  G se de r e s u l t a d o s  -.. 

o b t e n i d o s  en  l a  segunda e t a p a  y en l a  Apéndice H l o s  r e s u l t a d o s  f i -  

n a l e s  o b t e n i d o s  en  base a +os a r c h i v o s  PRESA/5 y FRONT/5. 

En l a  f i g u r a  4.3.4 se e x h i b e  l a  g r á f i c a  de l a  c u r v a  

T i  , es d e c i r  se mues t ra  l a  u b i c a c i ó n  de l a  f r o n t e r a  l i b r e .  
4 

i 
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C A P I T U L O  V 

D E T E R M I N A C I O N  D E  L A  F R O N T E R A  L I B R E  E N  

U N A  P R E S A  C O N  P A R E D E S  V E R T I C A L E S  
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Y A  

V F 

1 
A 

5.1 INTROOUCCION 

- E 

. .Cl 
R C v . .  

. r l  í ---* 

1. 
h 

B .I. 

En e s t e  c a p i t u l o  se eropone d e t e r m i n a r  e l  n i v e l  d e l  

agua P r e á t i c a  p a r a  e l  caso de una p y z - i d a  con m a t e r i a l  

homogéneo y permeab le  de paredes vert icales c imen tada  sobre  un es- 

t r a t o  impermeable t ' a l  y como se mues t ra  en l a  f i g u r a  5.1.1 

- 

En l a  S e c c i ó n  4.1 se demost ró  que a e s t e  modelo l e  

c o r r e s p o n d e  l a  s i g u i e n t e  f o r m u l a c i ó n  d i f e r e n c i a l  

SEGUNDA FORMULACION 

Se busca d e t e r m i n a r  pa remet ros  
- 

a )  La c u r v a  r l  
b )  La r e g i ó n  8 

c )  La f u n c i ó n  p o t e n c i a l  rp 
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t a l e s  que 

I . -  La c u r v a  r l  dada p o r  y = f(x) sea una c u r v a  "sua- 

ve" y d e c r e c i e n t e  donde e l  p u n t o  C;se ubica s o b r e  

e l  p u n t o  C. 

11.- Q e s  l a  r e g i ó n  de l a  p r e s a  u b i c a d a  b a j o  l a  c u r -  

va rl. 
iü,- es una f u n c i ó n  suave e n  Q tal que V * T =  O .  

N.- Las c o n d i c i o n e s  ----y de f r o n  
- 

q = H  en AF (5.1.1) 

q = h  en BC (5.1.2) 

( P ' Y  en r l  (5.1.3) 

o 
an (5.1.4) 

( $ = Y  z en CC, (5.1.5) 

I en AB (5.1.6) 

d 
f(O)= o 

se s a t i s f a c e n  cuando l o s  v a l o r e s  d e l H  e h -  c o r r e s -  

ponden q l a s  a l t u r a s  de l o s  d e p ó s i t o s  de agua i z -  

q u i e r d o  y derecho r e s p e c t i v a m e n t e  

A e s t a s  r e s t r i c c i o n e s  se l e  puede a ñ a d i r  l a  s i g u i e n t e  

es O en  CC1 (5.1.7) 

La  c u a l  e s t i p u l a  que e l  agua puede f i l t r a r s e  a 

t r a v é s  de l a  s u p e r f i c i e  de e s c u r r i m i e n t o .  

L a  d e t e r m i n a c i ó n  c o m p l e t a  de l a  f r o n t e r a  l i b r e  

y = f ( x )  t a m b i é n  i n c l u y e  l a s  s i g u i e n t e s  c l á u s u l a s  

f ( O )  = H (5.1.8) 

f( a . 1  2 h (5.1.9) 

(5.1.10) 

I 

___I--- - - . -  
I 
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I 

. (5.1.11) 

5.2 OTRA FORMULACION OIFERENCIAL DEL PROBLEMA 

En l a  S e c c i ó n  1.8 se demost ró  que l a s  componentes d e l  

v e c t o r  de v e l o c i d a d  p a r a  e l  f l u j o  de f i l t r a c i ó n ,  en e l  caso b i d i m e n -  

s i o n a l ,  son 

(5.2.1) 

(5.2.2) 

y como po r  o t r a  p a r t e  se sabe que a l a  f u n c i ó n  cp l e  co r responde  una 

P u n c i ó n  a rmón ica  J, l l a m a d a  f u n c i ó n  de c o r r i e n t e  l a  c u a l e s  s a t i s f a -  

c e n  l a s  c o n d i c i o n e s  de qauchy-Riemann, e s t o  es 

(5.2.5) 

A e s t o  cabe a ñ a d i r  que como t a n t o  l a  base impermea- 

b l e  de l a  p r e s a  como l a  f r o n t e r a  l i b r e  son l í n e a s  de c o r r i e n t e , , e l  

f l u j o  a t r a v é s  de c u a l q u i e r  s e c c i ó n  r e c t a  que l a s  i n t e r s e c t e  es cons& 

t a n t e .  En p a r t i c u l a r ,  e l  f l u j o  a t r a v é s  dS una s e c c i ó n  v e r t i c a l  

a r b i t r a r i a  v i e n e  dada p o r  

( 5 . 2 . 6 )  



Es c o n v e n i e n t e  hace r  n o t a r  que e s t e  g a s t o  q puede s e r  

d e t e r m i n a d o  a p a r t i r  de l a  c o n f i g u r a c i ó n  de l a  presa y de l o s  n i v e -  

.les d e l  agua en l o s  e n v a l s e s .  De hecho C h a r n i ( l 9 5 1 )  demostró que 

(5.2.7) 

y b a j o  e s t a s  c o n s i d e r a c i o n e s  e l  p rob lema modelado en l a  f i g u r a  

se puede r e f o r m u l a r  b a j o  l a  siguierct.eq-r - n t a c i Ó n  

TERCERA FORMULACION - -  

Se busca d e t e r m i n a r  a l o s  s i g u i e n t e s  pa rámet ros  

a )  La c u r v a  r l  
b )  La r e g i ó n  52 

c )  La f u n c i ó n  p o t e n c i a l  cp 

d) La f u n c i ó n  de c o r r i e n t e  9 

t a l e s  que 1 

i 

5.1.1 

I . -  La cure'a r r  dada p o r  y = f ( x )  , s e a  una c u r v a  "sua- 

ve" y d e c r e c i e n t e ,  donde e l  p u n t o  C 1  se u b i c a  so- 

b r e  e l  p u n t o  C 

ii.- 52 es l a  r e g i ó n  de l a  p r e s a  u b i c a d a  b a j o  l a  c u r -  

va r l .  

iü . -  cp es una f u n c i ó n  suave en Q t a l  que v2cp = O. 

I V . -  ~t es una f u n c i ó n  suave en Q t a i  que V'J, = O. 

V.- Las c o n d i c i o n e s  de f r o n t e r a  

íp = H  en  AF (5.2.8) 

(9 = h  en  BC ( 5 . 2 . 9 )  

9 = Y  

J, = o  

(B = y  

Jt = q  

en r l  
en r l  
en CCl 

en AB 

(5.2.10) 

(5.2.11) 

( 5 . 2 . 1 2 )  

(5.2.13) 
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5.3 FORMULACION DEEIIL DEL PROBLEMA 

Seguidaaente se procede, part i  do de l a  formulación. 

5.1, a deducir l a  for+ diferencial  del  problema dada en l a  saccidn 

mulacibn débi l  respectiva. 

Sea v(x,y) .una función de prueba continua y con prior 

A l  multiplicar i a  ecuación de L c t p i e c e 9 * ~ - =  O por d i -  

meras derivadas continua$ en eilldomifSo @de  l a  f igura 5.1.1.  

cha función de prueba e integrando sobre e l  doslrinio a se obtiene 

y de aquí 

i 

donde f e5 ha frontera Q y nX y Q sum l o s  cosmos directoser bri 
Y 

- transforma en 



y de a q u í  de acuerdo  a l a s  c o n d i c i o n e s  (5.1.4) y (5.1.6) se o b t i e -  

ne f i n a l m e n t e  

(5.3.4) 

J Q  

As í  pues, se busca d e t e r m i n a r  a los s i g u i e n t e s  pa rámet ros  

La c u r v a  r 1  
ia r e g i ó n  fi 

La f u n c i ó n  cp 

t a l e s  que 

I I . - Q  es l a  r e g i ó n  de l a  p r e s a  u b i c a d a  b a j o  la 

c u r v a  r i  

I . -  La c u r v a  r ,dada p o r  y = f ( x )  sea una c u r v a  @'suave" 

y d e c r e c i e n t e  donde f ( . a  I h  

111.- ~p es  una f u n c i ó n  c o n t i n u a  en 5 , donde e l l a  misma 

y sus p r i m e r a s  d e r i v a d a s  son cuadrado sumables en 

h (en  e s t e  s e n t i d o  se s a t i s a f a c e n  l a s  c o n d i c i o n e s  

(5.1.1),(5.1.2),  (5.1.3) y (5.1.5)) 

- 

i V . -  Donde ---.- 

p a r a  t o d a  f u n c i ó n  de p rueba  v ( x , y )  con  p r i m e r a s  

d e r i v a d a s  c o n t i n u a s  en fi y l a  c u a l  se  a n u l a  en 

I 

Ahora se p rocede  a e x t e n d e r  e l  d o m i n i o  de l a  v a r i a b l e  

d e p e n d i e n t e  cp a l a  r e g i ó n  ABEF de l a  f i g u r a  5.1.1 te1 y como se i n d i -  
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ca.  
i 

Sea e l  rec tángulo  ' 4  

r 

I .  ( 5 . 3 . 5 1  
01 

2 I .  

D = { ( x , Y ) :  O < x < g  

luego se d e f i n e  ! ' I  

, ;it 
o sea ' I I J  

1 , I t 1  
I 

(5.3.6) I ( I  

! ,  = D - ( 0  +I'll 
$ 9  

i 
'e 

b l e s  (PY \cc 

y de aquí  

I 

D =  n + n e + r 1  I 1 , (  ( 5 . 3 . 7 )  

Ahora se conviene e x,tendsr Crgot;' uamente a l a s  v a r i a -  
I I* 

como seguidamente se 
I *  ( I  

,! 

(5.3.8) 

1 ,  

'/ 

I ,  

IC 

- 
q(X,Y)= 

J l (x ,y )  en 92 

I f  (5.3.9) 
* -  

en O- ' O '  I 
I 

I 

I 

I. 

I F ( x , y ) =  

s.e observa que 

1 

= o  en D (5.3.10) 
a x  a y  I 

donde x I  es l a  función- de elección p a r a  e l  conjunto I .  

! 

'i 

$ 4  1,) 

c 

- . __ 
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5.4 LA TRANSFORMACION DE BAIOCCHI 

Mediante la t r a n s f o r  i 6 n  de Baiocchl, la cual permite 

d e f i n i r  una nueva v a r i b l e  d e p e n d i e n t e  w(x,y , es posible e n c o n t r a r  

nuevas f o r m u l a c i o n e s  a l  p rob lema p l a n t e a d o  en e s t e  c a p i t u l o .  Y en e s t e  

p u n t o  r e s u l t a  c o n v e n i e n t e  r e c o r d a r  que como p o t e n c i a l  de l a  v e l o c i d a d  

se toma a l  v a l o r  expresado en l a  fÚ rmu la  (1.8.2), es d e c i r  

Por o t r a  p a r t e  de l a  f ó r m u l a  (5.3.,10) se sabe que l a  

e x p r e s i ó n  -$dx + ( y  -$ )dy  es una d i f e r e n c i a l  e x a c t a  en D. Y de 

a q u í  que se d e f i n a  a l a  f u n c i ó n  

IF 
, 

donde l a  i n t e g r a l  se e v a l ú a  a lo l a r g o  de c u a l q u i e r  c u r v a  r e g u l a r  

que una l o s  p u n t o s  F y P. - 
En p a r t i c u l a r  se t i e n e  p a r a  t o d o  p u n t o  ( x , y )  en O 

(5.4.2.b) 

’Y 
y e s t a  es  l a  t r a n s f o r m a c i ó n  de B a i o c c h i .  ’ 

An tes  de p r o c e d e r  a e s t a b l e c e r  e l  p rob lema abordado en 

t é r m i n o s  de l a  t r a n s f o r m a c i ó n  de c o h v e n i e n t e  funda-  
-_ 

- 
mentar  a l g u n a s  de sus p r o p i e d a d e s  

I . -  Se a f i r m a  que l a  v a r i a b l e  w(x,y)  es c o n t i n u a  en D 
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En efecto," es fácil comprobar que 

O en D -a (5.4.3) 

O en r l  
11 . -  Se afirma que l a  función w(x,y) es positiva en R , 

En efecto, en virtud de l a  fórmula (5.4.11, (5.4.2) 

deviene en 

I" 
: 

(5.4.4) 

Y 
I 

pues tanto p(x,y) como ym son positivas en ~ r .  

En otros términos, se tiene que 

W(x,y) > 0 en R (5.4.5) 

111.- Se afirma que w(x,y) posee primeras derivadas 

continuas. 

Mediante simple derivación de (5.4.2) se obtiene que 

( 5 . 4 . 6 . a )  

I o  en 6-5 (5.4.6.b) 

De l a  ecuación (5.4.2.a) se obtiene también 



155 
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= - $ ( x , y )  (5.4.6) 

De modo análogo se deduce 

- -  
e n D - s l  (5 .4 .7b 

Seguidamente se  procede a obtener l a  formulación 

d i f e r e n c i a l  d e l  problema en términos de, l a  función w(x,y) .  

Por e l  teorema d e  Grearxy= d e  las  c o n d i c i o n e s  

de frontera  est ipuladas  para l a s  v se deduce 

D 

vV2 wdxdy 

D 

Se def ine  ahora a l a  función 

- y de a q u í  se sabe que 

Sea pues 

( 5 . 4 . 0 )  

( 5 . 4 . 9 )  

(5.4.10) 

I 

! 



156 

1 

I 

[ w  @ + w @ I d x d y  (5.4.11) Y xx Y Y Y  

I f ó r m u l a  que se o b t i e n e  med ian te  i n t e g r a c i ó n  p o r  p a r t e s ,  se obse rva  

que la f u n c i ó n  CP se a n u l a  en los segmentos Af, AB y BC y que tamb ién  

w se a n u l a  en i'l. 

S u s t i t u y e n d o  (5.4.7.a), ( 5 . 3 . 8 )  y (5.4.10) en (5.4.11) 

se  obtiene 

y m e d i a n t e  e l  teorema de Green, observando que V2cp= O en bl se 

deduce 

= /\;xn dxdy (5.4.13) 
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. 
donde 

I 

As€ pues d e  l a s  ecuaciones ( 5 . 4 . 8 )  y (5.4-13) se ob- 

t i ene  que 

1 en a (w > 0) 
( 5 . 4 . 1 4 )  

O en D-fi ( w  = O )  I v2w = 

Se procede ahora a establecer  l a s  condic iones  que l a  

función w(x,y) debe sa t i s facer  en l a  frontera d e  l a  región O. 

(5 .4 .15 .a )  
- 

I": 
Ih .-t)dt=3(.h.-y)2 (5 .4 .15 .a )  

' Y  

( 5 .4 .15 . c )  

. (5 .4 .15 .d)  

(5 .4 .15 .e )  

Y puesto que AB es una l i n e a  de corriente se t i e n e  que 



1 5 8  

IH I 

Usando l a s  ecuac iones  ( 5 . 4 . 1 4 . a )  y (5.4.15.b) donde 

se  toma y=O ' s e  o b t i e n e  

y de a q u í  i n t e g r a n d o  r e s p e c t o  a x ,  se r e c u e r d a  que p a r a  x=O, w ( O , O ) =  

= 4 ~ 2 ,  se o b t i e n e  que 

e n  AB, 4 ( x ,O)=O,  w(x,0)=3HZ-h(H2-h2 ) .x /a  
Y 

O t r a  forma de e x p r e s a r  en e l  d o m i n i o  D a l a s  ecuac iones  
-.---\ --, 

(5 .4 .14 )  es l a  s i g u i e n t e  \ 

w ( l  - v 2 w )  = o (5.4.17.a) 

1 - v 2 w ~ x , y )  2 o, w(x,y)zO (5.4.17.b) 

Así pues e l  p rob lema ha quedado p l a n t e a d o  ahora en 

t é r m i n o s  de una e c u a c i ó n  y una d e s i g u a l d a d  d i f e r e n c i a l .  

r e s u e l t o  e s t e  s i s t e m a ,  l a  r e g i ó n  húmeda es a q u e l l a  'donde w(x ,y )>  o ,  

es d e c i r  

Una vez 

z 
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y l a  f r o n t e r a  l i b r e  y = f(%) es dada par 

donde 

f ( 0 )  = l i m  f ( x )  
X -+o+ 

Y 

f( . )= l i m  f ( x )  
x +  a- 

5.5 FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA 

J (5.4.19) 

Sea p ( x , y )  l a s  c o n d i c i o n e s  de D i r i c h l e t  dadas por  las 

e c u a c i o n e s  (5.4.15) ' y sea e l  c o n j u n t o  convexo c e r r a d o  K C H k D ) ,  donde 

se d e f i n e  a l  c o n j u n t o  K pok K = {v : vc :H ' (D) ,  V I P  , v L O  c.d.  en D } 
. a o  

Luego se a f i r m a  que si WEK s a t i s f a c e  a l a s  ecuac iones  

(5.4.14),  (5.4.15) y (5.4.171, l a  s i g u i e n -  

t e  d e s i g u a l d a d  v a r i a c i o n a l  -_ 

a(w,v-u) ~ ( v - w ) ,  p a r a  t o d a  vsK (5.5.1) 

donde 

Y 

a(w,v-w) = ]k v - w 1 dx d y ; 

" D 
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En efecto, sea B= v-w, donde B€Hb(D), luego 

(5.5.4) 

Se define ahora 

luego 

y como tan to  cp como sus derivadas se anulan en FA, AB y BC y w lo 

hace en FE, procediendo como en el caso de la ecuación (5.4.11) se 

obtiene 
- _  

* (5.5.5) 

y de aquí, mediante el empleo de las fórmulas (5.3.8) y (5.4.71, re- 

t 
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p i t i e n d o  e l  d e s a r r o l l o  dado para  l a  deduccibh de l a s  fórmulas 

(5.4.12) y ( 5 . 4  13)  se llega e 

( 5 . 5 . 6 )  

- -  
y como ~ L O  en D-Q, 

( 5 . 5 . 7 )  

entonces a l  s u s t i t u i r  (5 .5 .6 ) .  y ( 5 . 5 . 7 )  en l a  ecuación ( 5 . 5 . 4 )  se 

o b t i e n e  

a(W,,V-W) L ( v - w )  

Recíprocamente, sea WEK t a l  que s a t i s f a c e  la des igua l -  

dad v a r i a c i o n a l  ( 5 . 5 . 1  ) ,  luego medG;G--a de Green se sabe 
- 

y de aquí  

D 

Si se hace Y=w+B donde BcC:(O), B L O ,  l a  ecuación 

I 
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( 5 . 5 . 9 )  se transforma en 

y de aquí  s e  sabe que 

(5.5.10.a) 

(5.5.10.b) 

o sea 

(5.5.10.c) 

y f inalmente se  t i e n e  que 

v2w 2 o (5.5.11) 

Por o t r a  pa r t e  se obse de l a  

v a r i a b l e  wcK según l a  fórmula 

guiente  problema r e l a t i v o  a minimización 

(5.5.12) 

donde 

(5.5.13) 
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En e f e c t o ,  expresando a l a  d e s i g u a l d a d  (5 .5 .1 )  en  l a  

s i g u i e n t e  fo rma 

y usando l a  c o n o c i d a  . e x p r e s i ó n  

2ab 5 a2 + k? (5.5.15) 

d e d u c i d a  a p a r t i r  de ( a - b y  2 O.  . S i  a h o r a  se toma a=w X y b=vx 

se  o ' b t i e n e  

;E 

2w v 2 w 2  + v 2  x x  X X 
I 

(5 .5.16)  

y s i  se toma a=w y b=v se l l e g a  a 
Y Y 

(5.5.17) 

a s í  pues, usando l a s  d e s i g u a l d a d e s  (5.5.16) y ( 5.5.17) en  

(5.5.14) s$  obts'ene (5.5.12) .  
I 

rd 
I 1 

P o r  Ú l t i m o ,  se a f i r m a  que l a  des g u a l d a d  v a r i a c i o n a l  

(5.5.1) t i l ene  cuando más una s o l u c i ó n .  
I 

Supóngase que t a n t o  w 1  como w 2  s s o l u c i o n e s  de (5 .5 .1 ) ,  

l u e g o  p a r a  l o d a  V E K  

1 

(5 .5.18)  

P 
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i 

9 

s i  a h o r a  se hace v=w2 en (5.5.18) y v=wl en (5.5:19) y se 

suman ambas d e s i g u a l d a d e s ,  se o b t i e n e  

a(wi,w2-wi) + a(w2,wi-w2) 2 O (5.5.20) 

es d e c i r  

o sea 

--y 
(5.5.21) 

y como e l  i n t e g r a n d o  es p o s i t i v o ,  e l  v a l o r  de l a  i n t e g r a l  t amb ién  es 

p o s i t i v o .  De a q u í  que y-wi= c o n s t a n t e  en  D. E l  v a l o r  de e s t a  cons- 

t a n t e  es c e r o  pues e l  t é r m i n o  & - &  

f r o n t e r a  de D. Luego w1= w2. 

se a n u l a  en a l g u n a  p a r t e  de l a  

5.6 DISCRETIZACION DEL MODELO 

En l a s  s e c c i o n e s  5.4 y 5.5 se demost ró  que l a  f r o n t e r a  l i b r e  

p a r a  e l  f l u j o  de f i l t r a c i ó n  c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  p r e s a  de pa redes  v e r t i -  

c a l e s  mos t rada  en l a  f i g u r a  5.1.1 se puede e n c o n t r a r  med ian te  l a  s o l u -  
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c i ó n  d e l  s i g u i e n t e  

PROBLEMA I 

Se busca determinar  a l a  función w ( x , y )  e K ,  t a l  que 

p a r a  toda VER se t i e n e  que 

I 

donde 

Y 

D = { ( x , y ) :  O < x t a ,  O<y<H } 

4 

I 

( 5 . 6 . 1 )  I 

(5.6.2) 

I 
r 

v20 c .d .  e n . D  } ( 5 . 6 . 3 )  
'1:D 

K = { V :  v c H ' ( D ) ,  . 
Si se d e f i n e  a 

entonces l a  curva  r l  e s t a  dada por  

donde 

( 5 . 6 . 4 )  

( 5 . 6 . 5 . a )  

( 5 . 6 . 5 . b )  

( 5 . 6 . 5 . c )  
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En e s t e  p u n t o  es c o n v e n i e n t e  r e c o r d a r  que "(0) es e l  

espacio de Sobo lev  dedo p o r  el c o n j u n t o  de las f u n c l o n e s  u talc3 que 

u p  5' ay a ELYO) quedando e l  p r o d u c t o  i n t e r i o r  d e f i n i d o  p o r  

(5.6.6) 

Con e l  p r o p ó s i t o  de f a c i l i t a r  l a  d i s c r e t i t a c i ó n  d e l  
I 

prob lema se procede  a d e f i n i r  l a  s i g u i e n t e  f u n c i ó n  que c o i n c i d e  con I 

l a  f u n c i ó n  w ( x , y >  en sus de l a  r e g i ó n  D. 
- 

2 (1  - ") a s i  OSxSa,hsySH (5.6.7.b) 
( H  - Y ) 2  $ ( ) ( , y )  = 

1 

y en consecuenc ia  e l  c o n j u n t o  K queda t r a n s f o r m a d o  en 

y e l  p rob lema I en e l  

PROBLEMA I1 

Se busca d e t e r m i n a r  a la f u n c i ó n  B ( x , y )  E K *  t a l  que 

p a r a  t o d a  veK*  se t i e n e  que 
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' t  t 

D 

donde 

t 

S i  ahora  s e  i n t r o d u c e  l a  s i g u i e n t e  f u n c i o n a l  

J ( v )  = 4 1 1  (gr .adv)2dxdy + 

D 

( 5 . 6 . 1 0 )  

( 5 . 6 . 1 1 )  

e l  problema I1 s e  puede e x p r e s a r  e q u i v a l e n t e m e n t e  d e l  s i g u i e n t e  modo: 

PROBLEMA I11 I 

Se b u s c a  d e t e r m i n a r  a l a  f u n c i ó n  B(x ,y )sK*  t a l  que 

J ( B )  = i n f  J ( v )  ( 5 . 6 . 1 2 )  ' 

V E  K *  

I 
Con e l  p r o p ó s i t o  de no e x t e n d e r  aún más l a  p r e s e n t e  d i -  

s e r t a c i ó n  s e  o m i t e  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  d e m o s t r a c i ó n .  ( E l  l e c t o r  i n -  / 
, t e r e s a d o  puede c o n s u l t a r  e l  t e x t o  de B a i o c c h i '  y Capeio  C 4 l , p p 1 6 ) .  

Sean ahora  l o s  números 

\ 
( 5 . 6 . 1 3 )  

d o n d e  e l  i n t e r - v a l o  [ O , a ]  s e  d i v i d e  en N, s u b i n t e r v a l o s  y e l  i n t e r v a -  

lo [O,H} en N, s u b i n t e r v a l o s .  A e s t a  p a r t i c i ó n  s e  l e  a s o c i a  e l  \ 
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v e c t o r  

I 

Cons idé rese  ahora  e l  c o n j u n t o  de p u n t o s  en R 2  t a l e s  que 

f 

donde m, y m 2  son números n a t u r a l e s .  

Seguidamente a cada p u n t o  en M sb l e  b s o c i a  l a s  s i g u i e -  

t e s  á reas :  

Y 

La r e g i ó n , D  queda d i s c r e t i z a d a  d e l  s i g u i e n t e  modo 

y e l  e s p a c i o  de l a s  f u n c i o n e s  de p rueba  &n H i ( D )  se aprox ima med ian te  

el c o n j u n t o  de l a s  f u n c i o n e s  esca lonadas  dadas por 

---I 
vh = { vh :  V h  - v h ( M )  x h  , ( x , y ) ,  v h ( M )  es c t ?  y r e a l }  (5.6.19) -E M 8 Dh P 

es  l a  f u n c i ó n  c a r a c t e r í s t i c a  p a r a  e l  á r e a  ',,(MI. 
1 

xt-b M 
donde 

t 
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Cuando z = ( x , y ) ,  e l= ( l ,O)  y e2 = (O,l), e l  operador  

de d i f e r e n c i a c i ó n  se da med ian te  

(5.6.20) 

Y 

Med ian te  l a  a p l i c a c i ó n  r e i t e r a d a  de la e x p r e s i ó n  

(5.6.20) se o b t i e n e  

-_ 
Y 

E l  c o n j u n t o  K* a d q u i e r e  ahora  l a  s i g u i e n t e  p r e s e n t a -  

c i ó n  dada p o r  la a p l i c a c i ó n  rh :V+  vh y s e  deno ta  p o r  Kh. 

(5.6.23) 

(5.6.24) 
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Con e l  propósito de ilustrar e l  sentido de l a  transfor- 

ci6n (5.6.23) se desarrolla e l  
-_ Sea (x,g)cO ( M  1 , luego 

h j  
.I 

(5.6.25) 

Para e l  caso cuando h+O, Comincioli et a l  [ 7 ]  han de- l 

t I 

mostrado que ‘hV9 Girhv’ ‘h9 &iBh convergen respectivamente a 

las funciones v, q, b V  , en L * ( R ) .  

Una vez hechas estas digresiones, el problema 11 queda 

plantEado en los siguientes términos 

PROBLEMA I V  

Sea Jih = rh$ I se busca precisar a l a  Punción Bh€Kh 

tal que 

(4.6.26) 



i 

lo c u a l  i n t e r p r e t a d o  en t é r m i n o s  d e l  p rob lema 111 se t r a d u c e ,  e q u i -  

v a l e n t e m e n t e  en e l  

PROBLEMA V 
I 

Se b u i c a  d e t e r m i n a r  a. l a  f u n c i ó n  B< K h  t a l  que 

(5 .6 .28)  

donde 

(5 .6 .29)  

5.7 RESOLUCION DEL PROBLEMA DISCRETO 
t 

Con e l  p r o p ó s i t o  de o b t e n e r  f ó r m u l a s  e x p l í c i t a s  que 

f a c i l i t e n  l a '  d e t e r m i n a c i ó n  de l a  s o l u c i ó n  numér i ca  d e l  p rob lema V 

se p t o c e d e  a d e s c r i b i r  l a  e c u a c i ó n  (5 .6 .27)  en d e t a l l e ,  p o r  supues- 

t o  de acuerdo  con los concep tos  expresados en l a  s e c c i ó n  a n t e r i o r .  
I 

A t a l  e f e c t o '  med ian te  l a  i n t e g r a c i ó n  p o r  p a r t e s ,  y una vez que s e  

obFerva  que l a  fun iÓn  vh se a n u l a  en l a  f r o n t e r a  de la r e g i ó n  D, 'i 1 
l a  f u n c i o n a l  Jh (vh )  dada en (5.6.28) a d q u i e r e  i(I s i g u i e n t e  p resen-  

I t a c i ó n  

i 

D 

(5 .7 .1 )  

y de a q u í \  t e n i e n d o  p r e s e n t e  l a  d e f i n i c i ó n  (5 .6 .19)  se o b t i e n e  
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( 5 . 7 . 2 )  

Ahora b i e n ,  como 

(5.7.3) 

I 
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usando este resultado en (5.7.2) l a  funcional Jh(vh) queda expresada 

I 

. Asf pues, l a  funcional (5.7.2) se puede compactar de l a  

siguiente manera I 

donde x es un vector del conjunto 

l o  ( e , . )  indica e l  producto interior. 

tos de l a  matriz 

{Vh(M):. M Dh) y donde e l  símbo- 

Aquí por supuesto los elemen- 

A estan dados por --\ 
*hXh ,MbXh, N dxdy (5.7.6) 

= -I! D M,N 
a 

I 

mientras que el vector b está definido por la relación 
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Seguidamente se  procede a evaluar los valores  aM,,,. 

Se consideran s e i s  casos d i s t i n t o s ,  correspondientes a d i s t i n t a s  

posic iones  que pueden guardar entre  s i  l o s  p u n t o s  M y N.  

En e f e c t o ,  de las  expresiones (5.6.20) y ( 5 . 6 . 2 1 )  se 

sabe que 

4 

a s i  pues s e  t i e n e  que --y -.- 

= O si e l  p u n t o  ( x , y ) g  u, , (N) ,  es  d e c i r  se! t i e n e  
M , N  

Caso I a 

se anula  si los p u n t o s  M y N no coinciden o ' 

M,N 
que a 

no son adyacentes. 

Caso I1 Sean ahora l o s  puntos M=(x-hl , y )  y N=(x,y). Los con- 

j u n t o s  U h ( M )  y a h ( N )  se  muestran en l a  f i g u r a  5.6.1 

F i g .  5.6.1 



y como de ( 5 . 7 . 8 )  se deduce que 

dxdy = 

Caso 

1 1 
(X,Y) = F;1 ' [ O  - 2.0 + 13 + j+o - 2.0 +o3 = fl 

'hXh, M 

y de aquí - que 

Sean M=(x+hl,y) y N=O(, 

! 

- 2.0 + O] + l[O - 2.0 + 03 
'hXh,N b,y) = -$I -i% 

1 

y de aquí que. 

d = I  
y--2 j h  x--1 j h  

2 2 

1 1 1 
(:<,y) = -[O - 2.0 + o] + -[O - 2.0 + 1 3  = - 

'hXh,M Vl w* H2 
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y de aqu í  que 

Caso V Sean M=(x,y+h2) y N=(x ,y ) ,  de modo aná logo se o b t i e n e  I 

I 

Caso VI F i n a l m e n t e ,  sean 

( x , y )  =-$o 1 - 2.1 + 03 + 7 1 0  1 - 2.1 + 03 = 'hXh,M 

I 

l u e g o  ? 

Y 'T2 h X - 2 1  h 

Resumiendo se t i e n e  que 

= O si los p u n t o s  M y N no c o i n c i d e n  o no son 
M,N 

a 

adyacentes  ( 5 . 7 . 9 . a )  
h i +  h i )  

aM,N= 2( si M=N 
hih2 

. ( 5 . 7 . 9 . b )  
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( 5 . 7  ., 9 .  c ) 

(5.7.9.c) h2 
a M I h 2  , M  h i  

Así pues, se han c o n s i d e r a d o  l o s  v a l o r e s  c o r r e s p o n d i e n -  

= -- 

t e s  a l  p r i m e r  sumando d e l  l a d o  derecho de l a  i g u a l d a d  (5.7.4) .  Se 
I pasa ahora  a c o n s i d e r a r  a l  segundo y Ú l t i m o  sumando. 

E l  p r i m e r  paso e s t r i b a  en e v a l u a r  a l a  f u n c i ó n  Ji, 
h a c i e n d o  uso de l a s  ecuac iones  (5.6.7)  y d e l  ope rador  (5 .6.23) .  

A t a l  e f e c t o  se c o n s i d e r a n  t r e s  casos mismos que co r responden  a los 

d o m i n i o s  de i n t e g r a c i ó n  donde r i g e  (5 .6 .7 .a ) ,  donde r i g e  (5.6.7.b) 

y a l a  c o y u n t u r a  donde una m i t a d  d e l  d o m i n i o  es a f e c t a d o  por l a  e- 

c u a c i ó n  (5.6.7.a) m i e n t r a s  que l a  m i t a d  r e s t a n t e  es comprendida p o r  

l a  fó rmu la  ( 5 . 6 . 7 . b ) .  ---I _. 

Caso I Sea M=(xi,yi ) un p u n t o  t a l  que O f  xi f a  y hS yiS H, 

l u e g o  según ( 5 . 6 . 2 5 )  se t i e n e  

+ C(yi+h2/2f - ( ~ ~ + h z / 2 ) ~  113 k(xi+hi/2)-(xi-h i/2) J / 2 -  
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luego se tiene que 

t r  $E "r 'r::;2a 1 (t?-k$2(h=Hfi )+(H-y /2}  dxdy= 

I 
'h h hlh? 

Caso I11 Sea M=(xi,yi) donde OSxi5a y Pi=h+H/b!2 luego  

y i + h d 2  x + h $ 2  r-i 
$ h = r # = h 2 1  ] ( H - y ; 2 / 2 ~ i l - x / ~ ) d x d y  + 

y i  x i  -hJ2 
'i, /;+h1/2 

x / (  2a  ) e  (W-t-f-2(y-h)y )+ (H-y  12/2 } d x d y  = 1 
hi h2 

+- 

y i - h d 2  x i - h J 2  
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. 

I '  

(5 .7 .12)  

Una vez que se han o b t e n i d o  los t é r m i n o s  que f i g u r a n  en 

l a  e x p r e s i ó n  (5.7.5)  se procede a m i n i m i z a r  d i c h a  f u n c i o n a l .  A t a l  

e f e c t o  se u t i l i z a  una g e n e r a l i z a c i ó n  d e l  método de r e l a j a c i ó n  p a r a  

l a  r e s o l u c i ó n  de s i s t e m a s  l i n e a l e s .  El a l g o r i t m o  que se da se debe 

a C r y e r [ ü ] .  El p r o c e s o  se i n i c ' i a  tomando un  v e c t o r  a r b i t r a r i o  >e su- * 

j e t o  a x o h z  donde z es un v e c t o r  I d e l  c o n j u n t o  { - $ h ( M ) :  McDh) y e l  

paso de x ('1 a x (n+l)  es dado p o r  

I 

(5 .7.14)  

10s p u n t o s  M v a r í a n  s o b r e  e l  c o n j u n t o  Dh y e l  c o e f i c i e n t e  de 

m i a n t o  se toma, a s í  I 

o < u <  L ,  
1 

i 

( 5 . 7 . 1 5 )  

I' 
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5.8 QESCRIPCION DEL PROGRAMA COMPUTACIONAL 

t e  determinar la frontera l&bre para el caso de la presa  de t 

DATOS INICIALES 

tblll dritoq iaictrEm: 

b.* A%tura del #!a# 

c.- Altura 8el 

1 -  

& 

19.1 cuibta &IgjxillyD 
b 

5.1.3. 

A,-  Espesor $e La presa 

Ud es iguáf al 
a t r e  I. 
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B.- Altura del primer embalse 

El primer embalse es aquél situado aguas arriba. En la 

figura se encuentra s i m a  

tiene una a l t u r a  igual a H .  

izquierda de l a  presa y 

i 
- ”  . 

C.- Altura del segundo embalse 

El segundo embalse es aquél situado aguas abajo. En la 

figura se encuentra situado a la derecha de la presa y 

I 

I 

I 

tiene una altura igual a h. 

0.-  Precisión del algoritmo I 

1 La precisión del algoritmo acota la máxima diferencia, 

tomada en su valor absoluto,’para el-valor de la variable 

w(x,y) cálculado en todos l o s  puntos de la red en dos 

iteraciones sucesivas. 
1 ,  

E.- Número de intervalos horizontales 

Este número N1 determina el número de intervalos en que 

se subdivide la base de l a  presa, de longitud a, para 

formar franjas verticales a efecto de construir la malla 

en la región D. 

F.- Número de intervalos verticales 

Este número N2 determina el número de intervalos en que 

se subdivide la altura H del primer embalse para formar 

franjas horizontales a efecto de construir la malla en la 

región O. 

G.- Número máximo de iteraciones 

Este número acota iteraciones 

permitidas, es proarama se suspen- 

de ya sea porque se determinó a la variables w(x,y) con 

\ 

\ 

la precisión requerida, o ya sea porque el número de ite- 
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r a c i o n e s  a l c a n z a  a e s t a  c o t a .  

Se a c l a r a  que e l  c o e f i c i e n t e  de r e l a j a m i e n t o  quedó 

d e t e r m i n a d o  d e n t r o  d e l  programa tomándose su v a l o r  igual a 1 . 8 .  

CAMPO VARIABLE 

1 xc 

DESCRIPCION 

Espesor d e  l a  p r e s a  
; 

2 Y A  A l t u r a  d e l  p r i l n e r  embalse 

3 YO A l t u r a  d e l  segundo embalse 

4 NX Número de i n t e r v a l o s  h o r i z o n t a l e s  

5 NY Número de i n t e r v a l o s  v e r t i c a l e s  

6 EPSI P r e s i c i ó n  d e l  a l g o r i t m o  

7 NMAX 1 Número máximo de i t e r a c i o n e s  

8 W,J)  Es l a  v a r i v a b l e  w(1,J). El p r o g r a -  

ma i n i c i a  e l  p r o c e s o  a s i g n a n d o l e  e l  

e l  v a l o r  dado p o r  ( 5 . 6 . 7 )  p a r a  

a q u e l l o s  p u n t o  u b i c a d o s  en l a  f r o n -  

t e r a  de l a  r e g i ó n  D, m i e n t r a s  que 

e l  v a l o r  de e s t a  v a r i a b l e  en e l  i n -  

t e r i o r  de la r e g i ó n  se d e t e r m i n a  

med ian te  l a s  ecuac iones  (5.7.101, 

El v a l o r  f i -  

( 5 . 6 . 1 0 ) .  

1 

5.9 EJEMPLO DE APLICACION 

Con e l  p r o p ó s i t o  de i l u s t r a r  el f u n c i o n a m i e n t o  d e l  

a l g o r i t m o  y d e l  programa se p rocede  a d e t e r m i n a r  l a  f r o n t e r a  l i b r e  

p a r a  l a  p r e s a  mos t rada  en  l a  f i g u r a  5.1.1 Cuando se c o n s i d e r a n  l a s  
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* *  

siguientes características: 

Espesor de la presa = 1.62 mt's 

Alture del pr imer  embalee - 3 . 2 2 , m t s  

Altura d e l  segundo embalse = 0.84 mts 

Precisión del algoritmo = 0.00001 

Número de intervalos horizontales = 20 

Número de intervalos verticales = 30 

Número máximo de iteraciones = 40 

En el apéndice J se presenta el listado de resultados. 

En la figura 5.9.1 se muestra l a  región húmeda SI y la frontera li- 

bre r,calculadas. Como se recordará, la región húmeda se determina 

mediante la ecuación (5.6.4) y corresponde a aquellos puntos de la 

región D para los cuales w(x,y)> O, mientras que l a  frontera,libre 

se localiza mediante la ecuación (5.6.5). 

. 3.2 mts 

n 

' / /  / / / / / / / / / / /./ // / 1 

Fig. 5 . 9 . 1  

\ 

? 
P 

' *  t 
0.84 mts 

J 
........................ 
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(C) HEWLETT- 
" 1  __.I* _I 

1 HP32lOZB.01.10 FORTRAN/ 

~ 0 1 0 0 0 0  c * SE LEE DEL ARCHIVO Ef+J DISCO "DATOS" * 
)QII'OOO c *********R********************~******~****R******* 
~ 0 1 2 0 0 0  c 

) O 1 4 0 0 0  C 
)o1sooo PROGRAM CUADRILATEHO 
1016000 CALL CUAORX 1 
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CE 0 0 0 2  HEWLETT-PACKhRO " 1  321028.01.10 FORTRAN/3000 
A-14 

L 

~ 

019000 C 
ozoooo c 
O a l O O O  c ********~*****R***************R****?*~*****~***** 

- 0 2 t 0 0 0  c * PARA L I S T A R  RESULTADOS: * 
a23000 c * :FILE FTNO~~DATOSIOLD * 
O q Y O O O  C * :FILE FTNü2rOEVrLP * 
025000 c * :FILE  LP:DEV:LP ' *  
OZbOOO C 1i : FORTGO FOBOS,*LP * 
'02-7-WT-C * se L T - m m w  * 

* * * * * * * * * * * * * * ~ * * * R ~ * * * * * * * * R * R * * * * * * * * * *  

I 

I 

042000  
04300 O 1 FOR M A T ( 1 H  I 14, SXtFlO.3) 
044000 3 FORMAT(S1 
O$i5000 4 FORMAT(lX,I7r9FB,Ol 



A-15 \G€ 0 0 0 3  C U A D H I  

--- - ..-- --- ----- 
rb76000 2 4  F O R M A T ( S X , I 6 , S I B r 4 X , F l O e ~ )  
)O77000 Z S  F D R M A T ( l X , " E L E M E N T O S  CON  F U E N T E S  O S U M I D E R O S " , /  ) . 
~ O t b 0 0 0  26 f O R b ~ A T ( l X , " A R I S t A S  CON FLUJO DADO"/  
)O79000 1 1 8 X , " E X T R E M O S  O €  L A  A R I S T A " , /  
) 9 8 o o o O  2 1 H I O E S C A'R G A pliaoo A NODO! 6 " )  
1 8 1 0 0 0  27 F O R M A T C I X , I 7 , I 8 , 8 F B . O )  
1 8 8 2 0 0 0  28 f O H M A T ( 1 t i  r 3 X , F 1 0 e 3 , 4 X , 1 4 , 6 X , 1 4 )  I 

) Q 8 3 0 0 0  29  F O R M A T t / / "  V A L O R E S  E S P E C I F I C A D O S  D E  C A R G A  H I O R A U L I C A " /  m r m  f;" Y Dt. PRESION E PI L A  FRONTERA"//6%, "NOOO", 13x1 " C A R G A " ,  
2 1 7 X " PRES I ON I' / ) 

3 1  F O R M A T ( 1 H  , " * * * C O O R D E N A D A S  R A D I A L E S * * * " )  

)O09000 34 F O R M A T ( / / )  
) O 9 0 0 0 0  35 F O H M A T ( l O X , " M A X I M O  ANCHO D B A N O A = " ,  I 3 , /  
) O 9 1 0 0 0  1 4 X ,  " C O I ? R E S P Q N O I E N T E  AL fJOOO NUM=", 13/)  
,'0926~u---- - 

I 
I 

46 FOR RXV-CSX, 2 ( 3X, F 1 O 2 )  ) I I 

)O93000 38 F O R M A T ( S X , " R  k S U L '  T. A D O S " , / / / )  
)O94000  160 F O R M A ' T t I ó )  
)O95000  DISPLAY " ( 1 )  P A R A  L E E R  D A T O S  GN PA ALLA T é C L E E  1 " io9mó ."_-....--. 

1097000 A C C E P T  I K K K  
1098000 lK=3 
,I-o-3-.o o'o-- .-- 
)101000  D I S P L A Y  "DAME TRES R E N G L O N E S  D A T O S  TITULO" 
~ 1 0 2 0 0 0  

O I s P L A Y - ~ ( T P A  H A L t E R D A T O S  t N  D I S C O  TE CLEE 2 

1 0 9 9 0 0 0  I F ( I K K K . E U ~ K = ~  
r ( 7 W r n 2 , 3 4 )  , 

MR I T E  (2,3) T I TUL0 
1506000 W R I T E  (613) T I W L O  
1107000 4 0  C O f J T I N l r E  , , o 8.0 o *.-. - ^I"_._ 

~ 1 1 0 0 0 0  READ ( I K ,  * I  NELS 

[TISf'Lm-"OA%rC t L  Fmm Dt E L m  
rf09000 oIsrLAy V P A H A  SUSPENDER LAS  C O R R I D A  TECLEE o ) "  

' 1 1 1 0 0 0  IF(NELS,EO.O) STOP 

1 1 3 0 0 0  
1 1 4 0 0 0  
11'5000 R E A D ( I r : , * ) N Z N S  llx*o'o'o -1---1-- 

117000 
~ 7 " F ' ~ " ' D ~ S '  CON P ( J m I A L  C O i u O c I O O (  'NHS) 

R E A 0  [ It;,  * )  NHDS 

1 2 1 0 0 0  D I S P L A Y  " O A H E  hUMERO DE L A O O S  CON F L U J O  O A D O ( N Q 8 N D ) "  

1 2 3 0 0 0  OISPLAY " ( I )  P A R A  USAR C O O R D E N A Q A S  C A R T E S I A N A S  T E C L E E  I "  
122000 READ ( I K, * ) NUB NO 

' 1 - 2 ' t F ' O ' U O - ~ ~ V ~ " ~  P A R A  U S A R  COOlK1cknAOAS R:  A D I A L E S  TEC  LEE 2* 
25000 IR A DL =O 

R E A D ( I K , * )  1IRRDL 
I F ( I I H H O L , E Q . ~ ) I R A O L = ~  

4 A T R f Z  DE RIGIDEZ TECLEE 1 "  X 2 T O - O " D w Y T l  P A R A  IMPRIMIR f 
1 2 9 0 0 0  D I S P L A Y  " ( 2 )  P A R A  NO I M P R I M I R  M A T R I Z  DE H I G I O E Z  TECLEE 2" 

k:: 
30000 HEAD(IK, * )  IIPPRR 
f31000 I P R G S = l  
-nam o IF(ILPPRReEB.2)IPRGS=0 



146000 
1$7000 

D f S P L A Y - " S E  R E C U E R O A  QUE EL hUMERO DE NODOS E S = w ~ N N D S  
W R I T E  (6 I 81 
DO 41 J=l,NNOS 1 L 

1B0000 W R I T E ( 6 8 8 )  

oO!-... ... "" ._------" _----__- i 4 9 o o o  DISPLAY " P A R A  C O O R O E N A O A S . N O D A L E S w  4 

lS~000 I ..-"_U--.^.._.- WRITESf>_( .e-), 
, 

1 151000' D I S P L A Y  " ( 1 )  DAME PRIt lEHO EL NUMERO DEL NOOO" 

1.53-O00 D I S P L A Y  "DESPUES DE TECLEAR ESTE DATO" 

?SS000 DISPLAY " ( 2 )  DAME LA COORDPMAOA H O R I Z O N T A L "  
, 56000  _-_-_.--.-I O I S P L A Y  ~ -.------- ' '(3) DAME LA COORDEP4ADA, V E R T I C A L "  

154000 W R I T E ( 6 , 8 )  

,5"7'Ó O 6 R E A D  ( I K I  * I  I 
,saooo 
,59000  

8 6 3 0 0  WRITE (21 8 )  
8 7 0 0 0  h R I T E ( 6 , C ) )  
88000 WRITE ( 2 r 2 1 )  
a'93-m-----1)"o"n= 1 I N z N s 



PAGE 0005 CUADRI 
A - I 7  

c 

Ob190000 W R I T E ( 6 1 8 )  
DB191000 DISPLAY " P A R A  L A  ZONA NUM. " , J  
00192000  WRITE(6,8) - -  
OU193000  
30194000 OISPLAY " ( 2 )  DAME PERMEABILIDAD VERTICAL(YPERM1" 
3019SOOO OISPLAY "(31 E AtJGULO DE, G I R O  EF( RADIANC$(ALPHA) ' 

DISPLAY " ( 1 )  DAME PERMEABILIDAD?HORIZONTAL [ X P R F R M I  n 

)O196000 READ (IK, *)  XP€ J )  , YPEf+Jl(Jl ALPHA (JJ  
D Oil 97 O 90 WRITE (6 ,211  

0 0 0 0  WRITE (13133) J +  XPERM (Jl YPERM( J)  ,ALPHA (J)  
iiJRITE (6,331 Jt XPERM(J1 YPERM(J1 ALPHA (J)  

5 0  CONTINUE 

00202000 IF(NHOS.LE.01 GO T O  65 
50203000  WRITE(Zr5) 
DO204000 WRITE [ 6 , 8 )  
9 02 O 500 O 
0'2 O 6 O O O 

30207000 DO 6 0  I=l,NHQS 
DO208000 WRITE(6,A) 

I 

I 
WRITE (2,221 
WRIfE(2r36I 7 

I 

30209000 DISPLAY "PARA DATO NODAL NUMERO mr1 
~0210000 OISPLAY "(1) DAME NUMERO DEL NODO CON POTENCIAL O A O O ( N D H 0 ) "  
ogr11ooo OISPLAY "(2) OAME EL VALOR DEL POTENCIAL(HEAO1" 
)O212000 REA0 C f K ,  *)NDHD ( I 1  ,HEAD ( I )  



c 

0 0 2 4 7 0 0 0  
O0248000 WRITE(6t81 
00249000 WRITE(6,261 
00250000  
0 0 E 5 1 0 0 0  WRITE (2828)QdIqD(II  tNOA(II , N D B ( I )  
00252000 WRITf(6,S) 
00253000  80  CONTINUE 
00254000 C QRND P A R A  SIMETRIA R A D I A L  
00255000 81 IF~IRAUL.LE.O.OH.NQQN0.LE.O) GO TO 8s 

Q0257000  

R E A D  ( 1 6 8  *)  NOA ( I )  8 NOB (I), QBND ( I )  

WRITE ( 6 ,  Z 8 1 Q8 rJ D t I ) ,  Id0 A ( I I , NDB C I I 

Q0256000 DO 8 3  I = ~ ~ N Q B N O  ? 

QBND ( I  )=QBNO ( I )  /b.Z831053 
83 CONTINUE 
85 CONTINUE 

I 

I 
Q0268000 

60270000 GO TO 160 I 

00271000 120 DO 150 K=lr4 
, -i 

,,@0272OQO -NUDE=NOOE (J K ) 
0 0 2 7 3 0 0 0  IF(NUDE.GT.~REO)*~GO TO i s 0  
O0274000 IF(NUDfoGToMAXN0) MAXNOSNUDE 
O0275 O00 IF(NUDEeLT.MINND) MINNO~NUOE 

I .._I ,I 

CALL G f t S  



.O0309000 WRITE (611  l)NROW,NCQL,G (11 J) 
0 0 ~ 1 0 0 0 0  210 CONTINUE 

0 0 3 1 7 0 0 0  260 CONTINUE I 

0 0 3 1 8 0 0 0  C SE RESUELVE' LA ECiJACION MATHICIAL 
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10 265 CONTINUE 
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O0362000 
OOS63000  
00364000 P R E S S 4 3  (11 -YCORD ( I )  
O0365000 
0 0 3 6 6 0 0 0  

WRITE (2,13) 118 ( I )  I PRESS 
WRITE (6113) I t 6  ( 1 )  ,PRESS 

00367000 300 CONTINUE 
0 0 3 6 8 0 0 0  IF(NHDS.LE.0) GO TO 37 
O0369000 WRITE (2,291 
00370000  
O0371000 
O 0 3 7 2 0 0 0  J=NDHDCI)  
0 0 3 7 3 0 0 0  PRESS=HEAO (1)-YCORO (J) 
00374000 
0037 SO00 

WRITE ( 2 , 1 3 1  NOHO ( I )  ,HEAD ( I ) ,  PRESS 
WRITE (6 ,131 NOHO (I), HEAD ( I ) ,  PRES3 

00376000 

PROGRAM UNIT CUAORI COMPILED 
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O0379000 C 
0 0 3 8 0 0 0 0  C 

, O 0 3 8 1 0 0 0  C 
0 0 3 6 2 0 0 0  S U B R O l ~ T I N E  GEES 
0 0 3 8 3 0 0 0  C CALCULA LOS €LEMENTOS DE LA M A T I H Z  

-I " - _I- ~ 

00432000 D O  10 II=1,4  

0 0 4 3 4 0 0 0  . 
O 04333 O O 

09433000  

KAtNODE ( I  ;I I )  
ND ( I  I l = K A  
XXCII) - .I XCOR O í K A )  



AGE 6 Ó l O  GEES 

L 

0 4 3 6 0 0 0  Y Y  (IJ)=YCORO(KA) 
O 4 3 7 0 0 0  1 0  CONTIFJUE 
0 4 3 8 0 0 0  A N G = A O S  (ANGLE) ' I  - -  
0 4 3 9 0 0 0  IF(ANG,LE.O.) GO TO 12 
0 4 4 0 0 0 0  SNALP=SIN(ANGLE) 
D 4 4 1 0 0 0  CSALP=CÚS(ANGLE) 

0 4 4 3 0 0 0  T E M P = X X [ I I )  
0 4 4 4 0 0 0  TMP=YY[ I I 1, 
D 4 4 5 0 0 0  X X  ( 1 1 )  = T E ~ ~ x C S A L P t T M P * S N A L P  
D446000 Y Y  (II)=-T~MP~SNALP+TMP*CSALP 

3 4 4 2 0 0 0  D O  1 1  I I = 1 , 4  

0 4 4 7 0 0 0  1 1  C O N T I N U E  
o 4 4 a o o3 12 x x ( s l = x x ( l ~  

1 4 6 1 0 0 0  NBZNO ( I  I t11  
1 4 6 2 0 0 0  X I J A Z X X  ( I  I )  

Y N A = Y Y ( I l )  4 6 3 O O O )ramin 
)q65000 
)4b6000 

Tu686 
i4690 
14700 
14710 

'473Q 
rYth-6 
'47 SQ 
'K"lS0 
14770 g 
1 4 Q 1 0  4 20 
14830 
;rFBrFo 
4850 
4860 
4870  m 

4910  
2o"So 
mar 
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a a -a 
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'11 
O 
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O 
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c 

G ( NO ,  LR)=G (NB, LR)  + X K T * B K * B K + Y K T * C K * C K  
00504000 , G O  TO 100 
oDsosooo 35 G f ~ I I ) = G f ( I I ~ + T P X J * B C + T e V J * C L  
01S06000 G ( N A , L R ) = G ( N A , L R ) + T P X J * B J I T P Y J r C J  
Oip 5 07 O O O IFtNBoLEoNREO) GO TO 36 
Otd508000 B ( N A  1 =B (NA) - ( T P X  J*BK+TPY J * C K )  *HD (I It 1) 

509000 GO T O  31 
. . ”  ~“ - . I  

~ 3 5 1 0 0 0 0  36 NAf=NA-NBtLR 
00511000 NBTZNB-NA+LR 
o9í12ooo GfNA,NBT)=G(NA,NBT)+TPXJ*~KtTPYJ*CK :: Y 

00513000 G (Nf3 , EJA T 1 =G (NA I N 8 T  1 - -  

00514000 GO TO 33 . .  ooslsQoo loo” CONTINUE 
............... ............................ ? ............ .....-. 

09522000 
~ 0 0 5 2 3 0 0 0  
00529000 

B C K A ) = 6 ( K A ) + l M P  
O10528000 6 (ñ8)=¡3 (KO) t5MP 
OD529 O O O 40 BCN=BCN+TMP 

GO T O  SO 
4s CONTINUE:  

................... .I-̂ .* ......................... *.<_._.-LI*.__l ............ ....<................- ...................................... .L- 

..... . . . .  .. . . . . .  .... ,.... ”. .........- ~ - . ~ , ~  .. . . . . . . .  “__“l__ 
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3 
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80ÓO END 
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40549000  C 
~ O ~ S O O O O  C 
OOS51000 C 
0055ZOOO C SUURUTINA RSULVE 
00953000 C SE RESULEVE LA M A T R I Z  MEDIANTE E L I M I N A C I O N  GAUSSIANA 
OVSS4000 C 
00555000 C 
ooss 
00'55 
ooss 
4055 m 
0056 
O056 
0056 
O056 w?% 

056 
056 

a" g. 

$g 
4057 

0057 
0057 

ooft 
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*doSS 
O058 
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0058 
0058 
mrsB 
0059 
0059 
0059  m 
OOS9 

7 

6 O's 9 
0060 m 
0060 
6060 
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4 
5 
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1 
9 
1 
1 
e 
3 
4 
S 
6 
7 
a 
Q 
o 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
3 
O 
1 
L 
3 
4 
5 
6 
I 
B 
9 
O 
1 
2 
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O00 c 
O00 
O00 OIMENSION C ( i ? O O , S O ) , V ( 2 0 0 )  
1000 LR=(M-1)/2 I 

I000 DO 20 L=lrLR 
O00 IM=LR-L+i 
'O00 D O  20 I = l I I M  
I000 O 0  10 J=Z,M 

SUBROUT IN€ R S O L V E  ( C ,  VI N', MI 

" .. ., ." * . 

io00 C C 1 ,  J ) =C t NP IV J 1 
O00 40 C(t4PIV,J)=TEMP 

io00 v c 1 )  =v CNPI VI 
too0 V C N P I V P T E M P  

1 

\ 

!O00 TEMP=V(I) ~ I _I___v^ -_^_-. " " X  I ~ " _ _ "  ~ . ~ ~ .  .. 

3 0 0  so V(I)=V(I)/C(I,l) 

I000 DO 100 JZ2rJM 
O00 KM=L+J 
O00 100 V ( L l = V ( L l a C  ( C ,  J )  * V ( K M O l )  ~" 

O00 
O00 1 1 0  CONTINiIiE I 

IO00 R E T U R N ,  

I f ( J M . LT .Kj J M: JM+ 1 
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A P E N D I C E  I 



3 CLS 

35 PRINT "nombre del wraurama:PVl. BAf3" 
50 PRINTt PRINT: PRINT 1-2 

00 PRINT:PRINTIPRINT:~KIÑT 
:+S PRINT 8~ü&i. jet i~a : DE'I'ERMINkk L A  FRDNTERk LIBRE EN PRE6A DE TERRACERIA" 
SO PRINT 
SS PRINT I' CON SUS DOS TAL-LJDES VERT I CALEG. LA FRONTERA L 1 BRE" 
57 PRINT 
50 PRIN'T 'I y=f ( x )  ESTA DADA POR LR MINIMA COTN SUPERIOR" 
65 PRINT 
!>€3 PK XNT I' DE LUS VAL.OHES TALE6 QUE t "  
5 9  PRINT 
710 PRINT w ( x , y )  ES MHYOH O IGUAL A CERO." 
7 5  PRINT 
$0 PKIN'ir PRINT PAR4 CON'fINUhH TECLEE CLINT ( TECLA FS l o  
S J  STOP 
bo CLS 

90 INPUT "DfiFlE EL NOMBRE DEL RHCHIUO DE RESULTADOS"jAó 
4 5  PRINTEPRINT 

30 OPEN "O",#11C9 
30 DIM U(!50,60) ,V(5O,L+O) 
1 0  PRINTt PRTNT"DAME* EL Ví4L.üR DEL ESPEBOR DE 1.h PHESA"IPRINT 
20 INPUT XC 
25 P W  I tJT : PR I N7 UBI NU "ESPESOR BE Lh PKESH =##. ##'I 8 X C  
30 PR1NT:PRINT "I)AME EL VALüR DE LA ALTURA DEL PRIMER Y SEQlJNDO EMBALSES" 
40 PH 1N-f: INPlI'f Y&, Y ü  
44 PkINloPRIN7 USINC3"ALTUHA DEL PRIMER EMBALBE #U.##"IYA 
30 PRINTS PRINT USING8'ALTURR OEL SEGUNDO EMBALSE =Yl.##ls#YD 
60 UMP-18 8 
70 PKINTtPHINT "DAME EL VALOR DE L A  PRECISION" rPRIN'í' 
BO INPUT EPSI 
E34 PRINTrPRXNT UB1NO"VALOH UE LA PRECIBIUN = ##.#####"IEPBI 
YO PRINTiPRINT I8UAME EL NUMEHU U€ INTERVALOS HOHIZONTALES Y PRINT 
O0 INPIJr NX NY 
O1 PRINT: P R I N I  USINC?"NUMhRü DE. INTERVfiLOS HORIZON7'ALESrnlff"gNX 
Q6 Pi3 I NT : F'H X NI US I NG"NUPiERC3 DE I NTERVALQS VERT I CALES f NY 
10 PRINT zPHINT "DAME EL NlJMERü IIHXIMO DE ITERACIONEG" 
20 PRINTsINPUT NMCIXl 
24 PRINT: PRINT iJS1NG"NUMEXO MNXIMO BE ITEHACIONES =###"#NMfiXl 
25 BOSUB 3000 s 

YO NXl=NXi-1 
40 NYl=NY+l 
50 HX=XC/NX 
60 HY=.YA/NY 
79 REM HX, HY, SON LA NORM& DE L A  i W k I - # I  
E30 JJ=Y ü/HY 

$0 JD2= J3+2 
76 AO-2 ! X ( 1 /HXA2+1 /HY*"2) 
30 A l = l !  1 ( I . i X * t i X )  
1 0  A2=l ! 1 ( H Y t H Y )  
30 AS=CII 
4 6  R4=A2 
-30 HEPI CQNGTRUCCYON DE L A  MA,THIZ V 
f0 FUR J=1 TO NY1 

30 N E X T  J 
?O FOR T=Z TU NXl 
30 V (  1 
tO  U(I,NYl)=O 

:)o DEFDBL A-ki,a-z 

50 cx=ww . Dfi-r $1 

31 J J z F ' I X  ( J J )  

i 

>Ei V ( I J 1 za ( YA- ( J-  I SHY ' * 2 /  2 ! 

, 

I )-YA^2/2! + (YD*"*%-YC+^2) * ( 1 - 1 )  S H X /  ( 2 !  S X C )  



N E X T  T 
Jt)=YD/HY+l  1-3 
YDSFXX (JD) 
JDi=JD+i 
FOR Y f~ 1 10 3B 
V I N X  1, J 1 5 (VD- (J- 1 1 S H Y  1 ̂2/% ! 
N&XT Y 
FOR J-YU1 TO N Y  
v ( N X  1 ,  Y) "C) 
NEXT J 
FOR 1-2 TU NX 
x 1 = ( 1-1.5) SHX 
x2= (I--. 5 )  tHX 
FOR J=2 SO 53 
Y l ~ ( J - I . S ) t H Y  
Y Z = ( J - . S ) k H Y  





3-1 

A P E N D I C E  J 



J-Z 
0% VFILGIR DE Le PRECISIQN~0~00001 

NLtMERfl DE INTERVFILOS HORIZONTALES= 20 

WMERO DE IbITERVRLOS VERTICALE9= 3Q 

V ( 6 ,  00: O. 32) = '3,992548917487 
V (  (3,QC, 0 . 4 3 ) ~  3,698754037567 
V (  0.00, 0 . S Q ) a  3.416873988972 
V (  O.Oi3, 0,64)= 3.145902655918 
V (  (3.0c3, 0.73)= 2.886126861946 
Vi 0.08, O.RS)= 2.637761792394 
V( 0.68, 0 * 9 7 ) =  2.400833218411 

V (  O.Of3, l , l B ) =  1,9+1078931409 

Ut Q.Of3, l .ñO)= 1.3$35088431035 
V (  0.bf3, 1 . 6 1 ) ~  1.215494588373 

V (  O.bF3J i r O 7 ) ~  2.175364245714 

v( 0.08,  1.29)= ia79eoo94s12s4 
V ( 0.08, 1 a 40)  1 S~6008967056 

V (  O.OBí 1.72)- 
V i  0.08, 1 . 8 2 ) ~  

I .  

' J *  



O,On, 2.041% 0.646320411934 
O (  o. os, 2.15) = o. 532053037055 3-3 
‘)( Ci.OR, Z,Zf3f)=i 0.428619876712 

2,r;b)  = O. 336620209203 
2.47) 7: O. 2!367%3O3783 
2 I 513) “- 0. 18!5869423720 
2.hí3)= O.127132365995 
3.79) O. 079543395690 
2.90)=: 0,043071345416 
3.01 1 = 0. 0176976?6729 
3 . 1 1 ) ~  Os003356381184 
3.22) 0 OabOOOOOOOOO 
0.00)m 4.701060247421 
O. 11.) = 3.384465659438 
6.21)= 4.080113220279 
O. 32) 3.78669082M56 

0.S4)- 3.23324797464s 
Q. 64) a: 2.974 159 105018 
O. 75 1 m 2 . 72505 1 B82QS9 
O. 86) = 2,488021768929 
I). 97)  = 3.2618781O1044 
l,O?)=a 2. O47136OO1793 
1 y I€?) “2 1 A 84Z4993S4642 
1.29) = 1 650i99207892 

1.50) 1.29!594Q9SQ814 
1.61 i 1 . 134453721628 
1.72) = 0. 9837969701 18 

1 . 9 3 ) ~  0.714675304233 

2. it 5 1 ** 0. 488060235721 
2.25) = O. 390924421027 
2.36)s 0,3Q46532&S731 

0.43)  ~1 3. 503939805314 

lv40)- 1.467018431513 

1 82) O.. 8438S4473279 

2 a 04 ) 0 WS888365656 

2.47) * Q.  229321443127 
2.58) ~1 On 164409496421 
2* C18)e3 0. 110352546980 
2.79) = Q. 067074Q57191 
2.90)= 0.Q34512827354 

3.1 1) = Q. OOl?627!!iS872 
3.22) = 0. 0QQOOQOOOOQO 
O.  00 )  =f 4 4!596902038!57 
b . l l ) =  4.154702542333 
0.!?l)= 3.861701680911 
0.32) = 3. S8O684825888 
0 . 4 3 ) ~  3,01O6O2816839 
O. 54)  r ~ l  3,0s0381O04Q93 
O. la41 * 2.802d45831726 

3.01 1 * 6.01261~765661 

Q .  75) 2.!S63424O73633 
O * 86 1 2 339OS6289OO9 
O, 97) n 2.123675367344 
1.07) = 1. C719554 100072 
1.1811 1.726026632995 
I .  29) = 1.54292€?309!592 

1 .ESO)= 1.X~7138291169 
1 e 6 1 )  3 I .  0542115426204 

1 . 4 O ) m  1.3700091l>9710 

J 

I 



V t  0.24,. 1 . 8 2 ) ~  0,779401628830 3-4 
V i  0.24, 1 .93)~:  0.657230224044 
V (  0.24, 2.04)f: 0,54566F469833 

'V( (3.24, 2 . 2 5 ) ~  0.3S3425561085 . 
V í  0.24, 3 . 3 6 ) ~  0,273107924427 
V ( O, 24, 2.47) = 0. 2031 173219EiQ 
V (  0.24, 2 . 5 8 ) ~  0.143244707069 
V ( O'. 2'1, 2.68) - Q. 0939570036!38 

V (  0 - 2 4 ,  2.90)= 0.026438S16325 

V ( O 24 3.22)  = O. 000000000000 

U( rr.77, O. 1 1 ) ~  3.925207268165 

0 P I  X?, O, 32) = 3.3743552641l32 
U( 0.32, 0 . 4 3 ) =  3.116112425487 
V ( O. 33, O. 3 4 )  = 2.868062677965 
V (  I?. 32, 0.64) 2,631(3S1176581 
V i  0.33, O,7!3)& 2.10548$1270362 
V (  O .  32, (3.86) 2. 190673102205 
V (  0.32, 0 . 9 7 ) ~  1.9863d3421B4 
V (  (3.32, 1.07)= 1.792818768212 
V (  O. 32, 1.18) sz 1.60956p7t32668 

V (  0.33, 1.40)= 1.2725 

V( O.??# 1 . 5 1 ) ~  0.974031497034 , 

tJ( 0.32, 1.132)= 0,714949473216 
V (  (7.32, 1.9S)a 0.606266210374 
V (  0.32, ?, .04)=  0.495692163469 

'!( O,%?, .í.2!3)= 0.31658280f3405 
V (  0.32, 2 . 5 6 1 ~  0.242118481756 
U4 0.32, 3 . 4 7 ) ~  0. 177542920276 
V( O. 33, ?.!33)= O. 1228392S5260 
V t  0.32, ?.áR)= 0,078268425858 

U( 0.52, 2.90)= 0,01910$429543 
V (  0.32, 3.01)= 0.004504541458 
V (  0.32, 3.11)= 0.00000Q000000 

V (  0.24 ,  2 . 1 5 ) ~  0.444335256929 

V (  0.24g 2.79)m O,QS5038B25106 

U( nu243 3 , 0 1 ) ~  0.008144810598 
V (  6.24, 3.11)s 0.00000QOOOO00 

V( W32, C ) i O O ) a  4,217920207977 

V( O ' Z S J  0 . 2 1 ) ~  3.64378251&040 

v( 0.32, 1.29)*' 1.4362 

U( 0-32, 1,SQ)- 1.1185 

V( 0.32, 1.7Lz)tf 0.839346297177 

V( 0.52, 2 m 1 5 ) m  0.4Q1005642760 

V (  073'2, 2.79)= 0.645681330463 

V i  0.32, 3.22)s 0.00000b000QQQ . 
V i  0.41, O.OO)= 3.976350212087 

V i  O. 41, O. 21 1 J 3.4264S6647965 
V (  0.41, 0 . 3 2 ) ~  3,168544478937 

V (  O S 4 ! ,  0.54)= 2.68éX92848842 
V (  0.41,  O . h 4 ) e  2.460891323847 

V (  0.41 , 0.€36)= 2,042843329108 
V i  0.41, 0 . 9 7 ) ~  1.049697441441 
V (  0,41, 1.07)= 1.666796400013 

V ( O. 41, 1.29) = 1.329848079146 
V (  0,41, 1.40)= 1.175269SVlQ66 

V (  0.41, O . l i ) e  3.695820694488 

V (  óe41, 0.45)a 2.922126921240 

V i  Ow419 0.73101 2.2464026S0321 

V (  0.41, 1.18)m 1.495564655593 

, ' .  . > . .  

I 



U( 0 . 4 . 1 ,  $. .93 )~*1  0.344086600578~ 

V (  0.31 3 2 . 1 5 ) ~  0.358681326944 
V Z O. 41, 2.041 = 0. 446S6Q648226,. 

V (  0 . 4 1 ,  S,ZS)= 0.280731585424 
V (  0 .41 ,  2 . 3 b ) a  0.212102764708 
V (  0.41, 2.47)= 0.152909048782 
V (  O. 41 I 2 . 5 8 ) ~  0. 103367655434 
V ( (3.41 , 2.6B) = 0.  O63483941208 
V (  0.419 2.79)- 0.033254508122 
V (  0.41, 2.90)s 0-0  
U( 0 .41 ,  3.Ql)l= 0.0 

V (  0.31, 3.22)= O.Q00000000000 
V (  0 .41 ,  3.11)- 0 - 0  

V (  Q.49, Q.OO)=  3,734780120850 

V i  0. 49, 0. 21 1 = 3.209265846951 

V( O ,  49, O. 43) = 2.728696861944 
V (  O, 40, 0.4!54)= 2.504779342600 

' J f  0,49, 0.75)- 2.088152330377 
V (  0 .49,  0 . 8 6 ) ~  1.893532755076 
V t  0 .49,  0.97)= 1.713204872229 , 
V (  0.49, 1.07)= 1.510904154260 
O (  0.49, 1.18)= 1.377786221927 
' J  ( O. 49, 1.29) =a 1.223585443422 
V( (3.49, 1.40)=' 1 ,  078401h91246 ' 

V (  0 . 4 9 ,  1.30)- 0.94215S592401' 
V( 0.49, 1.61)s 0.815051985088 

V ( O. 49, 1 I 93) = 0 ,  489127603181 

V (  0 . 4 9 ,  0mll)a 3.466361109590 

V (  0.49, 0.32)s 2.943392221638 

\ r t  6.19# (3.641= 2.291261991962 

V ( 0.49, 1 72) Q o  697419SbO644 
Vi 0.49, 1 . 8 2 ) ~  0.5-725767494. 

'I( 6.499 2.041.. 0.3 
ut 0.49, 2.1!3)= 003 
V (  0.49, 2*25)= 0.2 
V i  0.49, 2.361% 0.1 095226782 
V (  0.49, 2r47 )=  0.1 R 392121627 
V (  0.49, 2.3e)= 6.083936446789 
V (  0 .  49, ?.&€I)= 0.049695791660 

O , W ,  2.9Q)m 6.003286100324 
' J  0.49, 2.79) O.Oq3859325827 

v t  0.49, 7;,0l)= 0.0000Q0000000 - 
U( 0.49, 3.11)= 0.000000000000 
V (  0.49 ,  3.22)= 0.00000000OO00 
V( 0.Pj7j 0.OO)r- 2.493210220337 
O (  0 .57 ,  O. 111.. 3.237109329978 
V (  0.572 0.21b 20992246062938 
V (  0.57, Ow32)m 2.758498411894 
V( 0.571 (3,43)= 2.533790535601 

'I( 0.!57$ 0 . 6 4 ) ~  201216302S1932 
V (  (3mS71 0 , 7 5 ) ~  1.929928092879 

V ( 6-57, 00 9'9) FS 1 577Q07576711 
tJ(  0.57, 1007)* 1~41,5491851385 

V ( 0. 57, O. 34)  2.323608797985 

V (  0.57, 0.86>= 1.748403532000 

V (  8.37, 1.18)- 1.262789087292 
, I  

1 

r 



V i  0.57, 1.40)n: 0.983095757575 
U( 0.57, lm!50)= 0,8S&Q97038!559 
U ( 0. 57, 1 61) = O. 738128267655 , 
V (  0.57, 1.72)= 0.620974486055 
U( (3.57, f .E?)= 0.528503231091 

O. 57 ,  1 . 9 3 ) ~  0. 436290236914 
I,’( 0.57, 2.04) -3 0. 335559949617 

0,57, 2.15) = 0. 278941817821 
U( 0.57, 2.2S)= 0.213032072273 
V (  0. 57, 2.36) O. lS5947930635 
V( 0.57, 2.47)a 0.107627428350 
V (  0.57, 2.SR)- 0.068061047904 ’ 

V ( (3.57, 2.68) = 0. O37527438486 
V (  0.57, 2.79)s 0.015950692451 
V ( O. 557 2 90 1 = 0. 003354748487 
V (  0.157, 3.01)= 0,00000000OQ00 
V (  0.57, 3 .11 )=  0.0000000Q0000 

\ 
\J ( O. 57, 3.22 1 * 0.600000000000 
V (  0.65, 0 . 0 0 ) ~  J.231640129089 
V( O.bi5, O. 1 1 ) ~  3,047959043634 
V t O. bT,  0.21 1 = 2.775469698634 1 

O (  O 65, Oi32)= 2.553633951421 
V i  0.65, 0 . 4 3 ) ~  2.342714462725 

0.65, O.S4)= 2.142376365916 
V (  0.65, 0.64)= 1.952i591564Q6 
V ( O. 65, 0. 75) L= 1.772449945962 

V (  0.65, O . 9 7 ) =  1.442448291266 
V (  0.65, l.Q7)= 1.292244306994 
V (  0.65, 1,18)= 1,150025905236 * ’  

V (  0.6S, 1 , 2 9 1 ~  1.0lSP74152909 

V (  0.65, 1.61)= 0,663332358456 
V i  6.45, ls72)fm 0.562404138441 

5-6 

\ 
1 

1 

1 

V (  O o L S ,  Q . B L ) m  1.602427158696 

U( 0.65, 1 e 4 0 )  0.89004W376748 
V (  Q. b5, 1 m $0) 0, 772407654942 

1 
V (  0.653 1.821- 0.469440306730 
V( 6.65, lw93la 0.385189838458 
V (  0. hS3 2. 04) R 0.309046538983 
VC O.bS, 2.15):= 0.240742096943 
V I  0.Cn!5z, 2i2!5)= 0.180948295308 
V (  O.&S, 2 . 3 4 ) ~  O, 329637109076 
U( 0.65, 2.47)s Q.086587523075 1 

V (  0.65,  2 . 5 8 ) ~  0.0521601188Sl 

0 4  0.63, 2.79)aa O.OQ9394543740 
V ( O. 63, 2.90) ra O. 000635669542 

V (  O.hS,  3.22 )=  6.000000O0Q000 \ 

V (  0.73, O).OO)= 3.010~70037842 

V (  0-73,  0.22)= 2,388524765802 
U( 6,73, Q.S2 )=  2,348778215766 
Vf 0.73, 0 . 4 3 ) ~  2.149809099872 
if f (3 73, O LI 54 1 = 1 (I 961 894+0SSZO8 

~ C ’ f  0.65, 2. 68) a 0.026387994582 * 

U( 0.63, 3 . 0 1 ) ~ .  0u0Q0900000000 
V (  O.h!!5, 3*1¶. )% 0.0009Q0000OQQ 

V t  0.73,  0 .1 1 ) : ~  2.778632144889 

‘!( O. 73,  O. 64)  = 1.7€34389659434 1 , 
V (  0.73, 0*?5 ) *  1.616745121679 
V (  0.73, 0.86)= 1.458878000307 
V ( O. 73, 0.97)  = 1 310452983417 



V (  ai7311 1 - 1 8 ) m  1.058731386630 
3-7 V( 0.75, 1 . 3 9 ) ~  0.914550886380 

V (  0.73, 1 . 4 0 ) ~  0.798237281735 
V (  0.73, lmS0)- 0.689955084733 . 
{I(  0.73, 1.61)= 0.S89758249470, 
V (  0.73, 1.72)= 0.496903333506 
V (  0.73, 1.82)= 0.412559483032 
V (  0.73, 1*93)= 0.335440300697 

0.72, 2 . 0 4 ) ~  0.266168362401 
V (  O. 73, 2.15) = O. 204724717121 
V( 0.73, 2 . 2 5 ) ~  0. 151194956416 
V (  0.73, 2.36)= O. 105531164368 
O (  6.73, 2.47)- 0.067886576113 
?I(  Ci,73$ 2 . 5 8 ) ~  0.038367101397 

0.73, 2,683.. 0,017145989264 
'If 0.73, a . 7 9 ) ~ -  0.004284690Rll 
V I  0.73, 2.9Oj-r: 0.0000000000QO 

V( 0.73, 3 . 1 ? ) =  ~.QO~0OOOQOQQO 
V ( O 73 I 7,2=2)  = O. OQ@QOOO00000 
V (  C ) ,P l ,  0.00)= 2.768500137329 
U( O , Q t ,  0.91)= 2,539372540716 

O.nt, 0.21)-  2.34f660328842 
0.E31, O.X!i=x 2.14&E39902470 

V (  O. i3X 0.43) = 1.9S8756841847 
V (  0,  R 1 ,  0 .54)= 1.7835785871!54 
V (  c),O1, Q . 6 4 ) =  1.618230484324 

U( 0.73, 3.01)= 0.0a@o000o0000 

V (  0.81. * 0,73) R 3 362510675654 
U( 0.81, 0 . 8 h ) ~  lm316079955348 
V (  O + R I y  Q~97)~'1.1787903515936 ' .  

V (  0.81, 1.07)= 1.05á019763433' 
V ( O .  B l  l . , lS l=  0. 928694844347 

U( (3.82, 1 . 3 0 ) ~  0.610100332463 
Vi O. R l ,  1 ,, hi  1- 0. Sm7O7223234 
V t 0. 82, 1.72) = O. mq849967803 
V( 0.í31, l . R 2 i =  0.35 857239081 
V (  O . B t ,  1,93)= 0.28 137474702 
V (  O . R f ,  Z .Q4)=  0,2!2$895722724 ' 

V (  Q.81, 2.1511 Q . l i h  37838370 

V (  0.81, 2.36)= 0.0€3$Q908!52816 I 

' J (  6-81, 1 . 2 9 ) ~  0,814862582910 
V ( 0 .  €31 1 30) O. 708408074024 

8: 
V (  0.81, 2.25)s Q.12,077263844 r 

2,!S0)= 0.02 182512232 
2.68) Q. OO%64I624iQQS 
2.79) = O. OQ$Q31!39OOS2 
2.90) 3 o. OOQOOOOOQOO0 
S,O l )=  0.00Q0O00QQ000 
3.11)= 0,0Q0000000000 
3.22) = O. OOO00OOQQ0QO 
0.00)  = 2,!326930ü4SO82 
0. 11 ) = 2.320365453864 
O.Zl )=  2.12S767487184 
0. 321 1.942614S99943 
O ,  47;) = 1.76Q44SO44147 
O.Li4)=  1.bOSQ80577420 
05.A3q)= 1,452078022484 
0 .75 ) =  l.JOBR82704812 

1 

1 

, 



1 .  €!?) = O.  ~OS38461098!3 
I. .Y? 1 = O. 243m2128874. 
2.04)  O.,  lh7860697180 
?.lY!5)= 6,139Q749~18!!53 
7.23) = 0.0975 1 6802092 
3.3h) = O, O63O6?833742 
2.47) = O. 035872482803 
2. ISR) * O. 0 161 50744 180 
2.6R) = Q. 604138946222 
2.79)  = 0 ,  OOOOOQ00000O 
2.90)= Q*OQ000000O000 
3.01 1 = 0. Q0000OOOOO00 
3.1 1 )  - 0, OOOQOOOOO0QQ 
3,22)= 0.á0bQQQ000000 
Q . 0 O ) m  2.285359954834 r 

O. 1 1 1 = 2.O?20794?2!%7 
0.21)= 1.709921483899 
O. 32) * 1 738787503456 

O. 54 1 = 1 . 4 056357783 
o I 43) = 1 a 3~Q270553459 

O n  64) 1 a 2 r 7910737725 
0v75)m l a 1  7242923025 
0. 86) a 1 n 0 5266169712 
0.97)s  0.9 1379015500 
1 a 67) On 8 t 3130883201 

9 
1 .  in)  = 0. 7156997OO836 
1.29) DJ 0. 623006137963 
1.40) = Ci. 5371 17478365 
1.50)- 0,457700211999 
l , b t ) =  0.384218017856 
1 . 7 2 ) ~  0.327005230280 
1.82) = O. 2ZW?6697849 
1 . 93)  =J O. ZOO?29616243 
?.04 )=  0, 152297762127 
S- 113) = O. 109908479832 
2.2!5)= Q.O7424&6!57Q72 
2.36) = 0.043295655008 
2.47)- 0.023275070390 
2.Jf31r 0.008~317Q7Qi4 

2.771 2- O. OQOOOóóO0QOO 
3. ¿>O)= O. QQO7~33S177Q 

5.22) = (3. ogaaa0oooc)00 
0 .  Or)) = Z,O4l37900!54321 
O.lt)= 1.8 3478324247‘ 
0.21 i = 1.4 4477719026 

O. 43) = 1 .-Sf39462896460 
t7.54)=. 1.252117478131 

0. 32) a 1 !L671087S297 a 



. 
0 i 1 .  US, O. 97) E 0. 79573249S133 
V( 1.05, 1.07)- 0.7012757932F38 
' J  ( 1.63, l.lC3) = O. b13Q994JSl362 
V( 1.03, 1 . 2 9 ) ~  0.531247165530 

V! l,O?i, í . 5 0 ) ~  0.385563El4043~ 
'I! 1.05, i . 0 l ) -  Q.3213469805b7 
V( 1. .  03, 1. I 72) = O. 262555706038 
V t  f ,O?, i.F32)= 6.209324245465 

V (  !. ,075, 2,041 = O. 119798235186 
V t  L.Opi, ?,I? ¡)= 0.083718859933 

1.05, 2,2!!5)= 0.0?37544!31179 
VC 1.05, 2.3h)m 0,030204531032' 
V (  1,0!5, 2,4711 0.013149948490 
V (  1.05, 3.35R)= 0.003937073836 

O (  l.OS,, 1 . 4 0 ) -  0,455643504069 

O (  l"05, i.,931= O.S,61750375655 

V t  1.07, 2.&€3)= 0,0q0000000000 
v ( 1 05, ~ 7 9 )  = o. ooncmoooomo 
V (  1.03, 2.9U)m Q.OQ000OQOOOOQ J 

(1 I * 05, 3 .'ox ) = o. 0bQ000000000 
V (  1,m, 3. I l l =  0.000Q00000000 
\I( I *05, 3.22)* 0.0u0000000000 
V (  1.13, 0.00)s 1,~8622201!53809 
V i  1.13, 0. 1 1  16 1.635345217042 
V i  1.13, Q.21)= 1.479615670484 
V (  l.iS, 0.3210 1.334825432600 
V (  1.13, 0.415). 1,200769533258 , 

V i  l.13g 0,53)= 1.07699677031!5 
V i  1.13, 0.43)- 0.962?53064102 
V (  1,13, 6.7!!5)= 0.858004969A73 
V (  1.13, 6 . 8 6 ) ~ ~  0.761378072903 
V i  1,13, 0.97)= 0.672243177214 
V (  1.13, 1 . 0 7 ) ~  0,5898f2342339 
V (  1.13, 1.18)= 0,513326t73889 
V (  1.13, 1.29)= Q.442606750053 
V i  1.13, l . W > =  0.377365676709 
V (  1-18, l.SQ)= 0,3,17181039$23 , 

U( 1.13, l . b l ) =  Oe2+190!!í2279164 
V i  t .  lS,  1.7211 0.211502426927 
V (  1.13, í .82 )=  0. lib6183113S83 
V i  l . l S ,  1.93)s 0.1 
U( 1.13. 2 . 0 4 ) ~  0.0 
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\I ( 1 , ??; O, 34 1 = O, 903053383798 
lvX?, 0.64)s  Q.€302348015851 

V t  1.22, Q . 7 5 1 ~  0.71QBJ3762451 

U( 1.22, 0 ,97 i *  0.!!551543136161 

U( 1.22, i . tS) t=  0,416980435570 
Y (  3.22, 1.291= 0.357159248736 
i t (  ?..32, 1 . 4 0 ) ~  6.302659299710 
‘1 ( 1 , 32 1 .SO) * O. 2!52352067856 
\I ( 1 a 2?, 1 I hl = O. 206295868659 
1.) f 1. u 72, 1.72) O 16444833b683 

O (  1.22, lw9 3 i =  0.093464738320 
V ( 1 . 22, 2-04) 0 .  064643729084 
V (  1.22, 2 . 1 5 ) ~  0.040635668723 
V (  1.22, 2.223)= 0.021862666720 
V (  1.22, 3.36)s  0.008673282761 

U( 1.22, 2.58)s 0.000000O00000 
V 1.22, 2.68) - 0, 00000d00Q000 
V (  1.32, 2 . 7 9 ) ~  0.000000000000 
V (  1.22, 2,9Q)= 0,00000000000Ó 
V (  1.22, 3.0111 0.000000000000 
V ( I .  22, Z. 11 )  = 0. QQüQ0QQO~Q00 
V ( 1 22, 3.22) = 0, O00000000000 
V (  L.30, 0.00)= 1.319079971315 
V (  1,3Q, Q . l l ) =  1.179285076033 
V (  1.30, 0 . 2 1 ) ~ *  1.050671774576 
\ I (  1.30, Q.32)= Q.933Q00074164’ 
V( 1.30, 0.4?)= 0.026279991910 
V( 1.30, 0 . 5 4 ) ~  0.730036357142 
V í  1 . 3 3 ,  0.64)= 0.643474829894 
V t 1 30, O. 75) = O. S65832623359 
V i  1.30, O. 86) = O. 496242744833 

(J ( 1.30, 1,07) = O. 37b645235735 
V( ¶ w 3 C ) 3  1 .  I f?)= 0.324271600714 
‘1 ( 1 .YO, 1 .29) z: 0. 27A222063072 
‘ J (  l.30, 1 ,401=  0,232121750215 

1. , T O ,  1.61)= 0. 1548S3631058 
V (  1,30, 1.72)- O .  121419808245 

Vi la33+ ! - 9 3 ) =  0,053138156233 
fJ( f.30, 2.04)t= 0,042646131442 
‘It 1 , Y O ,  2.15)- 0.Q24426526046 
‘I(  l.,70, ?.1;15)= 0,010945216160 
U( 1.30, 3.36)- 0.002657156425 
V ( 1 . 7 0 ,  2.47 1 =- O. 000000000000 
V (  1.30, 3#5f3)0- Q.000000000000 
V (  l . ?O ,  Zm6F3)= 0.000000000000 
0 f I .I 30, 2.79) = O. QO0OOOQOQOQO 
‘I f I. .  30, 2.90) = 0. 0000000OQ000 
t . p t  1.30, 3.01)- 0 .~0~0000QQ000 

1.80, 3 . 1 1 ) =  0.800000000000 
V ( 1 30, 3.27!) = (3, QQQO0OQO0000 
V (  1.38, C).OO)= 1.077510070801 

l,33f?s Q , I I ) =  0.951373040082 

‘!( 1.222, Q.f3153= 0,627610539898 

i I (  I . ? ? ,  1 . 0 7 ) m  0.4R¶t‘2!53238€39S 

V I  1.22, 1.82)m 0.126797236542 

V ( l. w 22, 2.47) e 0.001327949487 

‘ I  ( 1 s 30 O 97 1 0 433884332534 

V( 1.30, 1m5c7)O 0.191769961839 

V (  ¶. .5O,  1.82)= 0.081494935425 
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V f ? ,38, 0.  32) = O. 732949267789 

V f  1,38 ,  0.54)- 0,557940939347 
' V t  1,3R, 0.43?= 0.h40199496196 J-11 

0 < 1.3P O ,  64 1 E O. 4856525288L7 
V ( 1 .38, O. 75) = 0.  422600631799 
"( J e X 3 ,  O. 8b)  = O.Th7615210Qt53 
i t (  1.58, 0.97 )=  0.319079999778 
t!( l , ? R >  1.07ir 0.275467692220 
V (  1.3Els 1 .  in )=  0.235619643319 
V ( 1 e ?;P, 1.29) ~1 0. 199257734551 
V ( 1 . .  3 3 ,  1 40) = 0. 366083296747 
V( 1 "?Z3, 1..SO)= 0.135737770448 
V( 1.38, 1.62!= 0.108067837355 
V t  1.33, 1,72:1?~1 0.083065215771 
'?I l13R,  1 .€?2)= 0.660706536803 
V (  lw3í3, i .93!= 0.041172894094 
V (  1.38, 2.04)31 0.024791106273 
V (  I .JFI,  2.1 .5)~ 6,012041924241 
V 1 .3R, 2.25) = O. 003546742463 

V ( 1 y 38, 2.47) = O. 00OOQ0OQ0600 
V (  1.9RI 2.?8,= 0.000000000000 
V t 1.38, 2,681 = 0 ,  OOQ~000000000 
V ( 1 .  J R c  2.79) = O. OOOOOQQOOOOO 
V (  1,m, 2.90133 0.d0060000000O 
V (  ¶..3f3, J.t ) l l=  O.QOOO0O00O000 
v c 1 " 3€3, 3.11 ,l= 0. oo000000oooo 
'/ f 1 . J 9 ,  3.32 1 = 0, oo~00oaooooo 
' I (  1.45, 0.001= 0.835939788818 

1 ,4h ,  O,  ¶ I ) =  .0,723706974996 
V (  1 . 4 5 ,  0.21i= O,h22819187143 
V t  1 4h, 0"321= 0,537044237444 
V 1 a 46, 0.49) = O. 4S4456751417 

V (  ! . ' l b ,  0.64)s  0.329372499133 
Vi 1 , 4 h ,  0,,7!3-5)= 0.281387882577 
U( 1 . 4 5 ,  C).B6)= 0.241714619816 
( i f  1 . 4 h ,  0.97i= 0.208134S46954 
V (  1.443, ! .O?>= 0.17B520815787 
Vi I m 4 & ,  ¶ . l B ) =  0.15162954019Fi 
V (  i .46,  1.2?i= 0.127252335740 
V !  1.46, lw4 0 j -  0.105052344186 
V I  1.46, la!!50)= 0.084781340856 
!I( 1.45, i .  61 1 = O. 066339539368 
V (  1 - 4 6 ,  1 . 7 2 ) ~  0.0496822!7003 
\I f 1 ,445, 1.82) = 0. O34"857967084 
V ( 1.46, 1.93) = 0. 022016185193 

i . 4 & 1 ~  2 .04 )s  0.011452097997 
1.46, 2 . 1 3 ) ~  0.003f3iR029458 

V (  1.38, 2,361 = 0. O00000c~O0000 

U ( 1. 4h,  0.54 1 0.586800400326 

'1 1 I 447 $ 2.2s I = O, C)OO0000000c)0 
v ( t II 46, 2. J h )  -f o. 0000QO000Q00 
V ( 1. * 4 h  I 2.47 1 = O, 00Q000000000 
'1 4 1 ,4&,  2.53) = o. 0000000000O0 
V (  1.46, 2.68)= 0,000O00600O00 
V (  1.46, 2.79115 0.O00000O00000 
I/( l + M 8  2.90)= O.000000000000 
'I( .1.4%$ 3.01)= 0.~00OQ0000000 
v( 1 . ~ 6 ,  3 . i i ) =  o.ocmoooáOooa 
v ( 1 .46, 3.22) 0. 000000000000 
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