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PROLOGEO

En el presente trabajo se exponen las principales regu-
laridades que rigen el flujo subterrdneo del agua y para su mejor
comprensidén este fendmeno es contempladé en el contexto de diversos
ejemplos. En general dicho proceso se abordé considerando los si-
guientes tépicos: La exposicidén de las leyes que regulan el flujo
del agua en medios porosos; la presentacidén de modelos fisicos que
describen casos concretos de aplicacién; el desarrollo de técnicas
que facilitan el manejo matematico de los conceptos involucrados vy
por GUltimo su instrumentacidén computacional .a efecto de evaluar nu-
méricamente las soluciones de los problemas agi planteados.

A tal efecto, en el Capftulo I se presenta la ecuacién
de Darcy, expresién gue caracteriza el flujo fredtico laminar, se
consideran los limites de su aplicabilidad, se examinan aquellos
aspectos relevanteswque se dan en las f:onteras de los embalses y
por Gltimo se muestra como mediante una simple modificacién de 1las
coordenadas_espaciales un flujo en un medio anisotrépico puede ser
considerado como un flujo en una regién isotrépica. Esencialmente
el flujo de filtracidn es estimado mediante la funcién potencial o
y su arménica conjugada y que determina las lineas de flujo.

Dado que tanto la funcién ¢ como la funcién y satisfa-
cen a la ecuacién de Laplace, o en su caso a la ecuacién de Poisson,
se presenta la necesidad de resolver ecuaciones en derivadas parcia-
les. Asi pues se propone resolver numéricamente dichas ecuaciones
mediante el Método del Elemento Finito, procedimiento que se adapta
fdcilmente a regiones de configuracidén geométrica pricticamente ar-

bitraria. Esta técnica se expone en el Capitulo I1, ahi se muestra

. _,,4,‘_,_;5‘,,_,_.“,“_;‘,,““ e rmiatte v s ,M,._....,.‘“-_T._a.,.. ,,,,,
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la forma de presentar bajo la llamada "%ormulaciéh débil" a pro-

bles con valores en la frontera, se presantan las funciones de in-
terpolacién para elementos triangulares y rectangulares, se indica
el modo de evaluar las matrices de rigidez y la forma de armarlas.
Con el objeto de ilustrar estos procedimientos se evalda el flujo

de un fluido alrededor de un cilindro.

En el Capitulo III se ofrece un programa computacional
para resolver ecuaciones diferenciales mediante el Método del Ele-
mento Finito. El programa se encuentra especialmente adaptado para
considerar flujos de filtracién estacionarios. También con el pro-
pédsito de esclarecer su manejo se evaluan los potenciales en un
acuifero sujeto a la accidén de un rio y de Hos pozos.

En el Capitulo IV se procede a determiqar la frontera
libre para el caso de flujo de filtracidén de una presa de terrace-
ria con dren en su parte posterior. El problema se aborda aplicando
reiteradamente el Método del Elemento Finito. Aqui se encara la
necesidad de modifibar en cada iteracidén el dominio de integracidnm:
y en consecuencia en cada paso iterativo se modifica también la
malla construida sobre dicha regidén. Esto naturalmente conduce a
un penoso y arduo manejo de un sinndmero de datos y por afadidura,
en un extremo de la frontera libre se presenta una singularidad.

En el Capitulo V se localiza la frontera libre para el
caso de flujo de filtracidn en una presa de terraceria de paredes
vérticales. Pero en esta ocasidén el problema se ataca mediante la
transformacidén de Baiocchi, misma que desemboca en desigualdades
variécionales. Este enfoque del problema permite trabajar en un

dominio de integracién fijo, y en consecuencia cuando se compara

con el Método del Elemento Finito se hace evidente la disminucidn
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notable en el volumen de los datos iniclales gque alimentan el pro-

grama computacional qu al respecto se ha instrumentado. Aln mas,

la.%ransformacién de Baiocchi permite demostrar la unicidad de la

soyucién del problema planteado, es decir se garantiza matemética-
v

mente la configuracién Gnica de la frontera libre para las condi-

-

ciones fronterizas estipuladas.

- Los programas computacionales asi como los respectivos
aféﬁivos de datos y listados de resultados se presentan en ;os di-
versos apéndices ubicados en las paginas finales del presente tra-
bajq. |

- Por Gltimo nos resta comentar que el material corres-
pondiente a la descripcién del flujo fredtico, a la estructuraci@n
del Método del Elemento Finito y a la instrumentacién del programa
computacional citado, material que se presenta, respectivamente, en
los capitulos I, II y III corresponde a técnicas de uso general.
Escencialmente los fundamentos de éstas fueron tomadas de las
referencias (11], [12] vy [15] y éstos principic sirvieron de base
para la determinacidén de la frontera libre para el caso del flujo

de filtracidn de la presas presentadas en los capitulos IV y V.
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1.1 INTRODUCCION

En este capitulo se presentan algunos de los métodos
empleados para estUdiar el flujo del agua en el subsuelo. El .ang
lisis del problema se aborda atendiendo a la necesidad de predecir
tanto el gasto del flujd de filtracién como el domiﬁio donde el -
fenémeno se presenta. AUn cuando los principios que gobiernan al .
flujo de filtracién fueron_estabiecidos hace casi 100 aﬁos,‘no ha
sido sino hasta tieﬁpos relativamente recientes cuando este tema
ha sido abordado bajo un enfoque cientificb, pbr esta razéh'ho-cag
'sa sorpresa encontrar la literatura al respecto plagada de relacio
nes empiricas respecto a las cuales soluciones exactas pueden ser
y han sido tedricamente cimentadas. |

Actualmente se pueden considerar no tan séloc relacig
nes entre los pidrametros que aparecen en las férmulas,ksino que -
ademds se cuenta con la posibilidad de acotar la incertidumbre en

las evaluaciones de dichas magnitudes.

1.2 COEFICIENTE DE POROSIDAD -

El’agua que se encuentra en los poros del suelo sé -
llama'freética y.generalmente se halla en movimiento, a este movi
mientd del agua al través de los poros se le llama infiltracién.
Los estratos se consideran medios continuos por cuyos'huecos; iﬁ_

terconectados entre si, circula el agué’freética.




..

A efecto de simplificar la teorfa los suelos se divi-
den en dos grandes grupos: arenosos y arcillosos. Los suelos a;e—
nosos se encuentran constituidos esencialmente por particulas macros
cépicas que drenan rédpidamente y cuando esto sucede no exhiben dis
minucién sensible en su volumen, ademds su potencial capilar es préac
ticamente insignificante. En cambio los ‘suelos arcillosos ofrecen
notable resistencia a la infiltracién, presentan potenciales capila
res significativos y al ser drenados exhiben disminucidn sensible
en su volumen. Asi pues, los suelos arenosos asémejan medios poro
sos ideales y la teoria a desarrollar considerard este tipo de ma-
terial. Y si bien es cierto que este enfoque limita la citada teo
ria, por otra parte no es menos cierto que'La baja permeabilidad -
caracteristica de los suelos arcillosos nos pemite dar de lado a -
este tipo de suelos sin padecer notable menoscabo en las aplicacig
nes. |

Evidqgtemente'los granos de arena tienen las mas va--
riadas formas: angulares, redondeadas, etc., pero dado que en la =
infiltracidén no se presenta el flujo del agua a través de una cier
ta trayectoria particular, sino mis bien se considera el flujo a -
través de una seccidén recta donde el fenémeno de infiltracidn se
da simulténeamente en un gran nimero de poros, entonces bajo esta
consideracién se asume que los granos de arena son de forma esfé-
rica y de dimensiones iguales. A efecto de estimar numéricamente
las propiedades del suelo se dan los dos siguientes parédmetros:

Porosidad es la relacién de vacios vV, al volumen to

tal en cuestién:




n = —~ : - (1.2.1)

v (1.2.2)

cuando los granos de arena presentan un arreglo

clbico la porosidad es

n=1- = 0.476

Seguidamente se dan algunos valores de la porosidad -

correspondientes a distintos suelos.

TABLA 1.2.1
DESCRIPCION POROSIDAD
Arena ) 46
Arena Compacta 34
Arcilla 55-37
Arcilla Orgénica 75
Bentonita " 84

1.3 VELOCIDAD DE FILTRACION Y GASTO

En los cdlculos practicos de flujo de filtracién
figuran escencialmente dos magnitudes, a saber: la velocidad
de filtracién y Y el gasto Q.

Dado que el flujo ocurre en los suelos saturados
a través de miltiples poros interconectados, no queda mas re-
medio que considerar a la velocidad bajo promedios obtenidos

de la siguiente manera:




A\ ]
[}

Sea A el 4drea de la seccidén recta a través de la
la cual se estima la velocidad y sea ﬁ)el 4drea ocupada en la

misma seccidén recta por los poros, se define a la razén

n = -2

A

y al gasto

la magnitud v es llamada velocidad de filtracién.

A efecto de analizar las partfﬁularidades de la
razén m considérese un cilindro circular recto de altura h y
base A el cual en la altura z tiene una seccién recta cuya --
drea de poros es ﬁ#z% asi pues

i

m(z)=# (1.3.1)

y tomando el promedioc sobre el cilindro de altura h

h _
m = ——%:f%zhz (1.3.2)
0 | |
h h
- —1 - —1 |A(2d 1.3.3
Apr(z)dz " p(Z) z ( )
0

y de aqui’

3
1

B
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y como V es el volumen total del'cilindro y la integral eva--
lua el volumen de vacios, se deduce que. el promedio m es el -

valor de la porosidad n.
1.4 FORMULA DE DARCY .

La férmula de Bernoulli establecida para el estu
dio del flujo estacionario de fluidos incomprensibles no vis-

cosos establece que

—B iz LA (h es‘constante) (1.4.1)

donde
p = presién (fuerza/érea)
y. = peso especifico del fluido (fuerza/volumen)
Vo= Célocidad del flujo de filtracién (longitud/tiempo)
g = aceleracidn debida a la gravedad (longitud/tiempé)
h = carga total (longitud)
'El primer término de la ecuacién -2~ se conoce
como la altura piezométrica en la seccidén dada, efwsegundo ter

mino z como la altura geométrica de posicién de la seccién -
2

v
2g
tura debida a la velocidad o carga debida a la velocidad. Asi

sobre el plano de comparacién y por Gltimo

se llama al

pues la ecuacidén de Bernoulli establece que la suma de las al
turas geométrica, piezométrica y la carga debida a la veloci-

dad es una magnitud constante llamada carga total.

s am st ]
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Para el flujo de filtracidén y en virtud de las -
pérdidas de‘energia ocacionadas por la resistencia al movimien
to a través de los poros del suelo, la ecuacién de Bernoulli

toma la forma'

2 _2
Pa YA Ps ‘B
+ Zn + = + + +Ah ( 1. 4.2)
Yo A g Y | §: 2g
|
Y p "
W 6A ‘ == { ah
Yw : A )\\\ E + +
t & = E.B__
hA \Q\ — ‘? Iu)
zA Z\E BA— T Tb
} I 3
¥ l ¥
Fig, 1.4.1

Ah representa la pérdida de carga del fluido en cuestién al

recorrer éste la distaoctia gs

La razdn
. Ah _ dh »
1= Ai_i’moAS, - ds : E (1.4.3)

se llama gradiente hidrédulico e indica la razén de pérdida de
energia por unidad de peso dél fluido en la unidad de longitud

medida seglin la direccién de la velocidad.

Como la carga de velocidad en el fendmeno de fil
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tracién es, obviamente, pequefia serd omitida, asi pues

la férmula (1.4.2) toma la forma

p

A + Z, = pB + ZB +,Ah (1.4-4)
Y A Y

w w

En el afioc de 1856 Henry Darcy demostrdé experi-
mentalmente que la velocidad de un flujo de filtracién es pro

porcional al gradiente hidrédulico

dh ’ (1.4.5)

El andlisis de esta férmula caracteriza al coe-
ficiente k, llamado coeficiente de filtracidén, como la velo-
cidad del flujo de’ filtracién en una pendiente igual a la uni
dad, asi pues k tiene las dimensiones de la velocidad.

En este bunto es pertinente aclarar que la fér-
mula de Darcy es la expresién macroscépica estadisticamente
equivalente a las ecuaciones de Navier-Stokes para el flujo
viscoso en suelos. Es precisamente esta equivalencia la que
hace posible el desarrollo subsecuente de la teoria dentro del
marco del potencial del flujo. En otras palabras, al quedar
cuantificados, en la férmula de -Darcy, los efectos debidos a

la viscosidad, el flujo puede ser considerado como no viscoso.
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1.5 LIMITES DE APLICABILIDAD DE'LA FORMULA DE DARCY

El movimiento de un flujo subterrdneo se produce
por lo general en las condiciones de corriente laminar. Las
férmulas (1.4.4) vy (1.4.5) son aplicables en esas condicio--
nes. No obstante puede haber casos cuando-el flujo de filtra
cién tenga una velocidad considerable y el movimiento seréd tur
bulento y casos cuando la velocidad de filtracién sea tan‘in—
significante que las fuerzas decisivas serdn no las fuerzas de
gravedad, sino las fuerzas debidas a la interaccién molecular
de las particulas del liquido con las del suelo.

El ndimercv de Reynolds establehe un criterio para
determinar el rango de las velocidades del flujo de filtracidn

bajo el cual se obtiene un flujo laminar, este nimero se defi

ne por
R = —YDe_ (1.5.1)
donde
v = Velocidad del flujo de filtracidén (cms/seg)

D = Diametro promedio de las particulas del suelp (cms)

pe)
]

Densidad del fluido (gr/cms?)

Coeficiente de viscosidad (gr-seg/cms?)

=
"

Mediante experimentacién se ha encontrado que el
valor critico del nimero de Reynolds al cual el flujo en sue-
los pasa de laminar a turbulento es el nimero 1. Asi pues se

trabajard con la férmula de Darcy considerando
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vD_ (1.5.2)

s
" 1

Al sustituir'en:(1.5.2) los valores correspondien-
tes a los barémetros py g del agua y considerando conservado--
ramente el valor v = ¥+ ~cms/seg, se encuentra que D = 0.4 mm,lo
que corresponde a la dimensidn promedio del diémeffo promedio de
los granos de la arena quesa. Asi pues, al tomarse dicho limi
te superior para el nimero de Reynolds, el manejo‘de la férmula
.de Darcy corresponderé’adecuadamente a situaciones reales del -

flujo del agua €en suelos arenosos.
1.6 COEFICIENTE DE PERMEABILIDAD

Siendo, como se dijo, la fdérmula de Darcy

. igh » '
vV = -kds (1ﬂ6.1).'

donde k es el coeficiente de permeabilidad, fécilmente se entien
de que dicho coeficiente varia dependiendo de la influencia con
la cual se manifiestan tanto la densidad como la viscosidad del
fluido en los poros del suelo. Asi pues en un intento de aislar

por un lade la parte de k que depende de las propiedades del suge
lo y por otro la parte que depende de las propiedades:del fluido

se introduce el parémetro k, l11lamado permeabilidad fisica, asi se

tiene que

k =  ko—2 ' | (1.6.2)
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donde vy, es el peso unitario del -fluido y u es el coeficiente

de viscosidad. Sustituyendo (1.6.2) en (1.6.1) se llega a

Yy dh (1.6.3)

v=-kp ds

¢

donde se muestra que la velocidad es inversamente proporcional

a la viscosidad. Esta Gltima expresién pé:mite mane jar la fér-
mula de Darcy cuando se presentan cambios de temperatura o se -
tiene mds de un tipo de fluido, sin embargo estando en una gran
parte los problemas de aplicacidn dirigidos al estudio de flujos
de fluidos de un sélo tipo y sujetos a insignificantes variacio
nes de temperatura, se concretara a evaluar la Ley de Darcy me-
diante el pardmetro k. Seguidamente se da una tabla de valores

del coeficiente de permeabilidad correspondiente a diferentes

tipos de suelos.

TABLA 1.6.1

TIPO DE SUELO ' COEF. DE PERMEABILIDAD k  (cms/seg)
Grava limpia 1.0 (o mayor)
Arena gruesa limpia 1.0 a 0.01

Arena 0.01 a 0.005
Arena fina 0.05 a 0.001
Arena y sedimentos 0.002 a 0.0001
Sedimentos 0.0005 a 0.00001
Arcilla 0.000001 (o menor)
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1.7 ECUACIONES GENERALES DE LA HIDRODINAMICA

Z
1
3 7
/’} ) ’
. 4 ,
2 t 4
, W |
' l ’ dz
H ¢ Al G |
el Tl - _
v ' ',Z 8
1 " 5 Y
> X
-
Y
Fig. 1.7.1.

Sean U, v, W las componentes de la velocidad de filtra-

- cién de un fluido en el punto Abgmz) en el instante t. Asi pues,
durante el intervalo §t el punto A se habré trasladado a la posi-
cibn - (x06t, yivét, z+St). La razén de cambio respecto al tiempo de la

componente de 1la velocidad U es 8G/6t, o sea

3u

- 8U _ 30 _ dUdx U By . 3z
St 3ttt oxat Taydt thz §t
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- si &t se hace tender a cero, entonces

= _dx - _dy = _ gz
U=gt: VY =dt » YW= 4t

y la aceleracién en la direccién del eje X es

%f =,%— Ny -

S3X o, ay 3z (1‘7'1)

Andlogamente se obtienen laS*acele:aCiones en las di

recciones Y y z2. ¢

d¥ _ V. -3V . -3V -3V
dwWw _ 3w - W - W ~ W : ;
dat = 5t * UEY + vsy + WBE (1.7.3)

Sean p la presién y p la densidad del fluido en al

punto Abgmz)en el instante t y sean, ademés X,Y y Z las fuerzas -

por unidad de masa en las direcciones respectivas de los ejes.
Como en el flujo subterrdneo la Gnica fuerza actuante
es la debida a la gravedad, la fuerza presente en el lado 1-2-3-4

de la figura 1.7.1 es
-33B
(p iaxdx)dygz
y en la cara opuesta es

aP
(p+iaxdx)dydz

A-B0.2
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y de aqui segln la segunda ley de’ Newton

pdxdydz%% = (p-i—%dx)dydz - (p+§—%dx)dydz + pXdxdydz

mediante (1.7.1) de obtiene .
a0 , 30 , ;a0 , :20 L, _ 12 -
5T+ Ugx ¢+ vay + Wy = X > 3 (1.7.4)

Andlogamente se obtienen

Q
1

Q

<1

cov  gav  -dv _ . _ 13p
at * Yax * Yay * "az T Y T o by : (1.7.5)
W _ -3w -3w . -oW _ ,_ 123D
5t * Ugx *Vay t W3 = z > 8z - 9 (1.7.6)

Estas«tres Glfimas ecuaciones son las ecuaciones de
Euler para el caso del flujo no viscoso. Ahora bien, si el flujo.
es laminar, entonces tanto las componentes de la velocidad como
sus derivadas espaciales son pequefias y de aqui que su proaucto -

pueda ser omitido

QL
[y

1au _ ., _13p
n at = X o} ax (1.7.7)
lav_, _128p
nat - ¥ T3 et (1.7.8)
law _ 5, _13p
nat =2 - 5%z "9 (1.7.9)




18

Obsérvese que las componentes de la velocidad sin ba-
rra indican la velocidad de gasto. Para ny g tomaremos conserva-
doramenfe los valores n = $+ y g = 1000 cms/se; .

Si el Flujo}gs independiente delvtiempo, entohces se
tiene

X = %}% | (1.7.10)

o 3 PN

y al sustituir p pof h = ji + z, se obtiene

x =0 - g1 (7011

~donde i es el gradiente hidrédulico. Si aplicamos ahora la férmula

de Darcy
X = % | | ‘ (1.7.12)
énélogamente
Y = _le | (1.7.‘13)
z = -84 (1.»7.14)

Sustituyendo estas tres Ultimas férmulas en (1.7.7),

(1.7.8) y (1.7.9) respectivamente se tiene que
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lau_ _13p _ gu | 5
AT ” | (1.7.15)
lav _ _13p _gv . .
i 3y K (1.7.16)
1aw _ _123p  aw o 1
n a3t = 5 9z 7 . (1.7.17)

Para el caSo del flujo estacionario, estas férmulas

se reducen, de acuerdo a la expresidn vectorial de la ley de Darcy
V = - kegrad h | (1.7.18)
¢
Seguidamente se pasa a jutificar la simplificacién de

las expresiones (1.7.15)-(1.7.17).

_ Estas’tres igualdades presentan la siguiente forma -

comdn

lav _ 5 _ av
n a3t = gl h

y de aqui, mediante el siguiente cambio de variable
v = vy, + ki (1.7.19)

se obtiene
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Con el propésito de cuantificar los coeficientes de
esta expresién se toma k = 0.1 cms/seg, valor de permeabilidad bag
tante conservador ya que corresponde a suelos constituidos con arge

na gruesa

QL

P

0

o+

= -1-10'131— - «}-muv o (1.7.20)
= st e .7.

comparando los O6rdenes de las magnitudes se ve que a menos de pre-
sentarse una variacidén exceslva de la razén del gradiente hidréduli
co respecto al tiempo, el término correspondiente a %% puede ser -
omitido sin pérdida sensible en la exactitud de los cédlculos. Adn
mds, el nimero de Reynolds el cual limita la.validez de la ley de

Darcy garantiza que siendo baja la velocidad del flujo el cambio en
el momenfum es pequefio cuando se compara con las resistencias al

‘flujo ocesionadas por la viscosidad. Asi pues, (1.7.20) queda re-

ducido asi

4
= i"'lOV*

alja
i<

e integrando
Ve = Y exp(-4+10 t)
término que tiende rédpidamente a cero, asi pues al tomarse v, =0 se

optiene (1.7.18).

La ecuacién (1.7.18) muestra cuatro incégnitas, a
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séber: u,v,w y h, ergo a efecto de determinarlas se ha menester
otra ecuacién, esta se puede obtener a partir de considerar al flu
ido continuo en ‘el espacio y en el tiempo.

La cantidad de fluido que pasava'través de la cara --

1-2-3-4 del elemento mostrado en la figura 1.7.1 es
nadydz
y en la cara opuesta 5-6-7-8 es

¢

[nu + é&(nﬁ)dx]dydz

y el incremento del fluido por unidad de tiémpo en la direccién -

del eje X es
._6.. a
ax(nu)dxdydz

andlogamente se obtienen las siguientes ecuaciones segin las di--

recciones de los ejes Y y Z respectivamente

-a_ -
ay(nv)dxdydz_

P
az(nw)dxdydz

'Si el fluido es incomprensible, entonces

As0.8




—g;ma) + —aa;(nV) + Saz(nv'u) =0 (1.7.21)

C sea
.aE.*_-a—V-_'.a-—v-:O L (1-7-22)

Esta expresién se conoce como ecuacién de continuidad.
Como es bien sabido, en el estudio de campos vectoria
les clertas dificultades se pueden soslayar cuando aquellos se pre
sentan en términos de potenciales, de aqul que se defina el poten-

cial de velocidad ¢ por
0 (Xy,2) = -k(wﬁ-ﬂ +2) +¢c = -kh + ¢ (1.7.23)

donde ¢ es una constante arbitraria.

En otros términos

u=l§§g
v =g§c} - (1.7.24)
W = 3z

J

Las ecuaciones (1.7.23) y (1.7.24) generalizan la fér
mula de Darcy dentro del esquema dindmico necesario para el estu-

dio del flujo en el subsuelo.

Mediante simple sustitucidén se obtiene a partir de -
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(1.7.23) y (1.7.24) la ecuacién de Laplace.

2 ‘ _ '
V(P = ‘ézx'?-{- %2; %2: 0 . n (1.7025)
la que al ser resuelta bajo condiciones de frontera especificas

determina el flujo estacionario y laminar de filtracién.
1.8 FLUJO BIDIMENSIONAL

én much;s ocaciones el flujo de un fluido‘eé suétan—,
‘cialmente el mismo en clertos planos paralelos y por esta razén
el flujo se puede considerar bidimensional,,simplifﬁcéndose ési
notablemente el trabajo necesario en esta clase de estudibs.

vLas ecuaciones bésicas del flujo bidimensional en el

plano X-Y son

u = %% = —k%ﬂ ] _
\ (1.8.1)
= 90 _ _,3h . -
vV = ay - ka

y s1 se conviene en tomar el eje Y dirigido verticalmente hacia

arriba mientras que el eje X permanece horizontal se tiene que

1-803

siendo asi que la correspondiente ecuacién de Lapla
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ce es

V2(p= 3X2+§§2= (1.8.4)
y la ecuacidén de continuidad adquiere‘la siguiente forma

U, av _ 0 1.8.5
ax "y ( )
Como es sabido, la ecuacidén de Laplace es satisfecha
por funciones arménicas conjugadas e(%y) vy ylxy) tales que las
trayectorias g(xy) =cte y y(xy) =cte son ortogonales.

La funcién y(x,y) es llamada funcién de corriente y se

define por
=M
) . (1.8.6)
Ay .8.
9X

cuando se sustituyen estas ecuaciones en la ecuacién de continui-

dad se obtiene

_33111___3.2&:0

aXay 9y oX

igualando los potenciales y las funciones de corriente se llega a

Q _ 9V

3 X ay

a9 __ 3y (1.8.7)
ay 9 X J
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En otras palabras, la funcidn y(x,y)satisface tanto a
la ecuacién de continuidad como a las condiciones de Cauchy-Rie-

manh,luego también satisface a la ecuacidn de Laplace

Vzlp = gz—‘» +a‘;‘!yp'2 0 » (1.8.8)
1.9 LINEAS DE CORRIENTE Y LINEAS EQUIPOTENCIALES."

Consideremos una particula de fluido la cual en él

punto P(x,y) tiehe unafvelocidad tangencial v=(uv), luego

v — -
Tl = tang$

Qo
< {x

donde .§ es el 4dnguloc que forma'la‘tangente a la trayectoria en el

punto P y el eje x,'luego
vdx-udy = O | o (1.9.1)
al sustituir las ecuaciones (1.8.6) en esta ecuacidén se obtiene

Ay, L, by,
axdx * aydy - Q

siendo la diferncial total ¢y = 0, y de aqui

" ¢ = constante O (1.9.2)

YT
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o sea, al tomar las curvas ¥x,y) = cte se obtienen las llamada 1li-

neas de flujo.

Considérese ahora el flujo entre las lineas de cor-
riente ¢; y ¢, como se muestra en la figura.1.9.1. Sea g el gasto

por unidad de longitud a través de la recta Eb, asi

V) '3}
q = [udy = [dw = P — Y2 (1.9.3)
¥ o2 Y2

este valor se llami flujo de canal y es constante. Por otra par-
te la interpretacidén fisica de la magnitud ¢ puede ser obtenida
partiendo de consideraciones de tipo matemdticas, asi pues la di

ferencial total de ¢(x,y) = cte estd dada por

- 994,.99,, _
de = axdx+aydy =0

y de aqui se deduce mediante (1.8.1)

udx + vdy = 0
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0 sea
dy _ -% (1.9.4)

Las lineas ¥(x,y) = cte son llamadas lineas equipoten
ciales las que, por supuesto, son ortogoﬁéles a las lineas de flu
jo. Al dibujarse estos dos tipos de .1ineas se obtiene la malla -
de flujo.

Si ahora se atiende a la diferencial total

dy = Lax + %dy

se ve que en virtud de las ecuaciones de Cauchy-Riemann se obtie-

nen las siguientes expresiones

v = ”(%%dx - %%dy) (1.9.5)
y
3P ]
¢ = (§$dx - E%dy) (1.9.6)

El llamado potencial complejo se define por

w=0¢ + iy (1.9.7)
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siendo de particular interés la-expresién
Viw =92 g+ W2y =0

la que verifica a las ecuacionés (1.8.6)

1.10‘CONDICIONE$.DE FRONT?RA

Para el flujo estacionario subterrédnec en suelos ho-

mogéneos se corntsideran cuatro tipos diferentes de frontera:
I FRONTERA IMPERMEABLE

- Dado que el fluido ho puede pasar a través de una =
frontera impermeable, la componente normal de la velocidad a la -
frontera en cualquier punto se anUla;'y por otra parte, dédo que-
el fluido se considera no‘sujeto a esfuerzos de friccidn, no se
consideran, en consecuencia, reStriccioneS segin las componentes
‘tangenciales. Si n y T denotan respectivamente las direcciones
normales y tangenciales en un cierto punto de la frontera, dé -

(1.8.7) se deduce

%% = %% =}0 . Y= constante

de aqui que una frontera impermeable pueda ser cohsidergda‘como el
lugar geométrico de una linea de corriente. 'Geheralmente“se con-
sideran dos tipos de fronteras impermeables: la prihera es la par
te superior del manto impermgable donde el coeficiente de permea-

bilidad es insignificante cuando se compara con el coeficiente del
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del suelo ubicadd arriba de él1, es en esta frontera donde Se’pre—
Senta la linea de corriente inferior; y el segundo tipo de fronte
ra es aquél donde se da la ;inéa de corriente superior, corfespbg
diendo generalmente a la parte inferior de una}estructuré imper--
meable tal como una presa de concfeto, etc. |
II FRONTERAS EN DEPOSITOS |

A lo largo dé la frontera de los embalses la distribu
cién de presiones puede considerarse constante, sea por ejemplo -~
el punto M sobre la frontera AD presrtada en la figura'1.10.1, la

presién hidrostética’es

p = 'Ym(hl" y) | | _ | (1.10.1)»

+

| Y
S S S/ 7/ // // %

v I -
R

Fig. 1.10.1
y de aqui{ y de (1.8.3) se obtiene
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donde k, h y c son constantes, luego
¢ = constante . = ' - (1.10.3)

o sea que  en la fronteré del depésito tanto AD como EB son 11-
' neas equipotenciales.
III SUPERFICIE DE FILTRAC?ON

La superficie de filtracion, en lé figura 1.10.1 la
'linea GE, es aquella donde el flujo de filtrabién desemboca en una
regién libre tarfto del material del suelo como del liquido, siendo
la presién sobre esta frontera constante e igual a la presién at-

mosférica y como esta superficie noves ni una linea equipotencial

ni una linea de corriente, se tiene

(p=--|'5-9-ky+c
' w

"y de aqui

¢ + ky = constante | | (1.10.4)
IV LINEAS DE FILTRACION ( SUPERFICIE LIBRE) |
| La linea de filtracién es la linea de corriente que
aparece un un dominio del flujo como linea superior; ésta linea'-
separa la fegién del suelo saturada de aquella en la cual no ocur-
re- el flujo. En la figura 1.10.1 eéta linea'esta_représentada por
la curva DG. La determinacién de esta linea suele sef una de las
principales_metas del estudio de}las corrientes subterréneas. O0b

viamente, como en el caso de cualquier otra linea de filtracién,
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el valor de y debe ser constante, pero ahora, ademis, se sabe que

la presién en cualesquiera de sus puntos es constante e igual a la

'preSién atmosférica, o sea gue a lovlargo de esta linea se tiene
¢ + ky = constante . o (1.10.5)

y de aqui que el potencial de la‘Velocidad‘evaluado‘sobré dicha

curva varie linealmente con la carga.
1.11 ANISOTRGPIA

Cuando el coef1¢iehte de permeabilidad es indepen--
diente de la direccién de la velocidad del flujo de filtracién se
dice que el flujo ocurre en'un‘medio isotrépico. Ademés, éi el
‘suelo tiene el mismo coeficiente de permeabilidad en todos los
puntos, se diée-que el medio es homogéneo e isotrépico. Pero si
el coeficiente de permgabilidad depende de la diieccién‘de la ve-~
locidad del flujo se se dice que'el~medio_es anisotrépico. En
un suelo homogéneo y anisotrépico el coeficiente de permeabilidad
»dependea‘de la direccién de la velocidad pero es independiente de
las coordenadas espaciales.

En algln grado todos los suelos son anisotrépicos.
Generalmate en los depdsitos naturaiesAel-coeficiente de petmea-
bilidad en la direccién horizontal es mayor que el coeficiente en
la direccién vertical, .pero témbién existen excepciones donde el
‘coeficiente de permeabilidad segln la direccién vertical es mayor

‘que el horizontal. . A efecto de generalizar la Ley de Darcy de
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acuerdo a lo expuesto en este pdrrafo, ahora se toma

V.= -k,grad_h (1.11.1)
donde kn es el coeficiente de permeabjlidad en la direccién n,

mientras que Vn Yy gradnh son las componentes, respectivamente, de
velocidad y del gradiente hidrdulico en dicha direccién. Para el

flujo bidimensional en el plano X-Y se tienen

u = -k, grad h = -k == (1.11.2)
: ah
= -k = -k 20

v ygradyh y 3y (1.11.3)

Seguidamente se hacen cuatro consideraciones genera-

les a efecto de simplificar los célculos.

I.- Un suelo constituido por distintos estratos del-
gados, cada uno de ellos homogéneo e isotrépico, puede ser trans-

formado en un suelo equivalente e isotrépico.

Fig. 1.11.1

' X
- 4 a3 +
[ i‘,\; .// // o d ' " ’ // /l ,J ’ ’ /
Py Vi 4 . .
Z - /// / g s
kL i . dl,»
v y . P
7 .
//,/ /S
) e T T S P O B
d kz e ’ ’ v c dz
v ~ v 'y “« o Y Y ‘

/

;>§>\:\\:\§>\:\\ \dd?

YY

DR
¥ \:Q>\ \\\\ \&
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En la figura 1.11.1 ée presenta una seccidn vertical
de un suelo compuesto por n capas delgadas; de alturas respectivas
Digeeey dn siendo,_corresponqientemente, sus coeficientes de pet-
meabilidad kx,...,kn. Evidentemente el flujo total en direccidn
horizontal es igual a la suma del gésto que aportan cada una de

las capas en cuestién, asi pues

n

_ ; hy=-h
q = kmdm L

donde h,-h; es ia pérdidad de carga en la distancia L. Consecuen

temente lé velocidad del flujo én la direccidn X es

n
u = kmdm h;-h,
C T d L

m=1

y de aquil se obtiene un coeficiente de permeabilidad en la direc-

. ' .n‘I d : )
kx=2 “‘d’“ (1.11.4)

Considerando ahora el flujo en direccidn vertical,la

cién X

ecuacidn de continuidad %% = 0 muestra que-la velocidad del fiujo

en dicha direccién es la misma para todos los estratos, 0 sea

vV = kyi= kil,= kaiz= ... =knin (1.11.5)

aqui se considera a i como el gradiente hidrdulico evaluado al
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A
(]

través de las n capas. Ademéds la pérdida total de carga es igual

a la suma de las pérdidas de carga en cada uno de los estratos

id = ildl + igdg + s + indn

y de aqui se obtiene

d
ky = — ) (1.11.6)
>
= km

m=1

De las ecuaciones (1.11.4) y (1.11.5) se deduce que

kx> k.. En obvio de dificultades se hace la demostracién para

Y
n=2, Sean %% >8 y kx> ky, luego esta Gltima desigualdad toma la

forma

8 +ky | (§+1)k;k,

1 + 8§ 6k2 + k1 (1'11.7)

la que se reduce a
2
k- kz) > O 0 (1.11.8)
siendo esta Gltima desigualdad siempré verdadera.
II.- En la figura 1.11.2, el vector s indica la di-

reccidédn de la normal a la lines equipotencial. En un medio iso-

trépico las lineas de flujo y las equipotenciales forman una red




Fig. 1.11.2

ortogdnal“siendo asivque los ve¢tores S y n tienen 1la misma direc-
ci6n, pero en un medio anisotrépico la direccién de las lineas deA
corriente no coinciden con la direccién de la normal a las lineas
equipotenciales.

La cémponente de la velocidad a lb largo de lé linea

de corriente es

v = -k -0 | - | O (1.11.9)

siendo asi que las componehtes en las direcciones X e Y son

_ gh _ - '

u = 'kx3§ = vsco§q (1.11.10)
- sh _

vV = -kyay = v sena (1.11.11)
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pero como

+ 82 %ﬁ'

3
Il.
2
S

de esta Ultima ecuacién y de las ecuaciones (1.11.9) y (1.11.11) se

obtiene
_1 _ cosh ser’ o
ks kx ky
‘ ‘
0 sea
k = v 4 kay r4
s kxsena +-kycosu

Sean ahora

x
"

Ircos o

rsena -

<
n

luego (1.11.12) se transforma en

2 _x2 Lyt
kg I

(1.11.12)

(1.11{13)-

(1.11.14)

‘la cual es la ecuacién de una elipse cuyos semiejes mayor y menor

son kﬁ y kg. Si se tiene que kx= k

max ¥ ky

= kmin’ como en el ca

so de suelos estratificados cuyas capas estan'dirigidas seglin el

AS0-B
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eje X, el coeficiente de permeabilidad en una direccidn cualquiera
se puede obtener grédficamente mediante la construccion llamada elip

se de direcciones

—
,,,~‘Kmin
vk o
% \ kmax .

Fig. 1.11.3

Resulka conveniente hacer notar que aln cuando no se
ha dado una demostracidn generalizada de la ley de Darcy para flu-
Jos en medios anisotrdpicos, los resultados experimentales validan
las férmulas presentadas.

III1.- Tanto la ecuacidén (1.11.14) como la figura 1.11.3
muestran como mediante la transformacién X = x|¥ la elipse de
direcciones puede ser transformada en un circulo, este hecho serd
usado para resolver los problemas que al respecto presentan los es
tratos homogéneos anisotrépicos. Asi pues considerese la ecuacidn

de continuidad
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al sustituir u y v de acuerdo a (1.11.10) y (1.11.11) se obtiene

. 3
a[(ﬁ)ﬁ

e\
si se hace ahgra X = k(Fl se llega a
Zh | 2h g (1.11.15)

ocbviamente, se puede'obtener una transformacién andloga para la va
riable y.

. Estos resultados muestran como mediante una simple ex
pansifn o contracidén. de las coordenadas espaciales, un fiujo en un
medio homogéneo y ahisotrépico puede ser considerado como un flujo
en una regién isotrépica, en la cual siendo vélida la ecuacién de
Laplace, los resultados tedricos del estudio del potencial son ap
licables también. Este Gltimo dominio se conoce como seccidn trahg
formada. El coeficiente de permeabilidad para una seccidén homogé

nea y anisotrdpica es

k = /kmaikmin (1.11.16)
el porquée de esta fdérmula se explica seguidamente.

En la figura 1.11.4 se presentan los cuadrados curvi
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meabilidades respectivas k, y k, tal y como se muestra en la figu-

ra 1.11.6.

Fig. 1.11.6

Los potenciales de las respectivas zonas son

P = 'K($;+ Yl)
P2 = ‘%($;+ YZ)

y en los puntos de )a frontera obviamente ocurre que p,= pz_y'y1'=y2

estos es

P _ Q2 (1.11.17)
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y como segin la ecuacién de continuidad la cdmponentes normales a

1é frontera AB deben ser iguales
Vin = Von ’ v o (1.11.18)

Derivando ahora (1.11.18) respectb al parémetro,s, la

longitud del arco AB, y dividiendo entre (1.11.18) se llega a

Vis - V2s i
VinK1 Vank2

<

> _ tanga:

y haciendo V§ = tanga se obtiene
o n
ky . tango, (1.11.19)

La semejanza entre esta Gltima férmula y la ley de in
cidencia y refraccién de la 6ptica es obvia.
Analizando la ecuacién (1.11.17) se observa que la sg
paracién relativa de la lineas equipotenciales en dos zonas adya--
centes varia en razén directa a sus respectivas permeabiiidades. v ;
IV.- Por Gltimo, suele ocurrir que algunos suelos mues |
tran-una gran diferencia, por zonas, en lo‘que a su homogeneidad se
refiere, dé modo tal que la evaluacién mediante transformaciones de
los correspondientes coeficientes de permeabilidad se vuelve poco
prdctica. En tales casos queda el recurso de despreciar algunas de

las variaciones locales con el propésito de soslayar dicha proble-
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matica. Al respecto se establece el sigulente criterp, el que con
las reservas del caso, suele usarse. Si la razén de las permeabi-
lidades de dos tipos de suelos contiglios es mayor que 1:10, el sue
lo de menor permeabilidad puede ser considerado comoc impermeable y
asi las contribuciones al flujo de este estrato se consideran nulas.
También se pueden agrupar los distintos tipos de sue-
los en regiones mayores, las que se tfabajan de conformidad a las
transformaciones ya citadas. Desde luego, no pueden darse reglas
precisas al respecto, y las simplificaciones del caso quedan suje-

tas al criterioc del investigador.
1.12 FILTRACION EN POZOS .

Como ya se vié, la ecuacién que gobierna el flujo es-

tacionario bidimensional es

y"82 82
Vo = 3% gy? =0

1 1
2, . _ 93 (39 Jﬁi -
donde
r = (xz + yz)i

e
i

= arctang%
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Si el flujo toma lugar en un plano horizontal variando
Gnicamente en funcién de r, se tiene el llamado flujo radial bidi-
mensional. En este supuesto, la variable z=x+iy=rexp(i%) no varia

cuando ¢ lo hace, y de aqui que (1.12.1) se reduce a

%—a—g(rg—(%) -0, e (1.12.2)

También se tiene

¢ £« cylnr + cp2 . . (1.12.3)

.

Considérese ahora el flujo de filtracién en Un pozo ubicado en un

estrato permeable homogéneo de espesor igual a T y sean

T, = radio del pozo

R = radio de influencia

h = pérdida de carga
con

r =1, cuando 8 =0

T =R cuando ¢ = kh ,
D= (1.12.3) se deduce

kh T
¢ = ln—
1. .
ln(r—R') T, | (1.12.4)




44
siendo la velocidad radial

S e _ __kh
v =
r 9T I‘lr('l‘B')
w

Evidentemente el gasto a la distancia r del centro del

pozo es
2m
21 Tkh
Q =T rvrds = — R (1.12.5)
In(=—
r
0 w

= <8 _1n(-L
¢ = ZﬂTln( ) , (1.12.6)

y la funcién de corriente asociada a este potencial es

_ _Q
¥ = 7n7d
0 sea
w =9+ iy =ﬁ%hn+-c (1.12.7)

aqui se dice que el flujo tiene una fuente cuando Q>0 y un sumide

o

ro cuando Q<0. E1 término con T=1 se llama potencia de la fuen

N

nT

te (o sumidero).
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2.1 CONSIDERACIONES GENERALES

Con el prop6$ito de resolver problemas relativos al
flujo de filtracidn, ya sean bidimensionales o simétricos respec-
to a un cierto eje, en medios anisotrépicos de configuracién praé
ticamente arbitraria, se propone resolver numéricamente las ecua-

‘ciones bdsicas mediante el Método del Elemento Finito. La siguien
te discusidn pretende delinear dicho método.

Dadas las condiciones de frontera, especificas para
el problema en consideracidén, la ecuacidén bidsica a resolver es,
segin se vié en la seccidén anterior, la ecuacidn (1.8.4) y si esta se

aplica a un medio de espesor T, entonces toma la siguiente presentacién

3 2 2 2
e T ap) + agtk, T 3E) = H(x,y) (2.1.1)

Rhora bien, si se tiene bajo consideracién una sec-
cién recta con T ="1, entonces la ecuacién anterior adquiere la

siguiente presentacién

3, 8 3, 9
I Ka) + g kaD) = Wix,y) (2.1.2)

donde ahora W(x,y) da la potencia de la fuente o del sumidero por
unidad de 4rea. |

Si el medio es isotrdpico, entonces

gzxcp2+ | aa;cfz W(x’:y) - (2..1.3)
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donde k es la constante de permeabilidad.

Como en la préctica frecuentemente se presentan pro-
blemas donde el flujo de filtracién es simétrico respecto a un
cierto eje, entonces resulta conveniente sustituir las coordena-
das cartesianas (x,y) por coordenadas cjlindricas (r,z), bajo este

supuesto para el flujo solenoidal la ecuacidm a resolver es

39y - ¢ (2 1.4)

1 8 a9 _3
T 3r Kefar) * 3z (K57

AT

También se hace notar que la direccidn de los ejes X

e Y no necesariamente debe ser constante, sino que esta puede va
riar conforme varian las coordenadas espacialés, esta libertad per
mite el ﬁanejo adecuado y cémodo de medios anisotrdépicos. La limi
tacidén en este caso consiste en tener dichos eje siempre perpendi

culares entre si y, ademds en cada elementoc las direcciones deben

permanecer constantés.
2.2 FORMULACION DEBIL DE LOS PROBLEMAS CON VALORES EN LA FRONTERA

Dado que por una parte, el planteamiento de problemas
con valores en la frontera, cuando la solucion se aproxima median
te el método de Ritz o el Método de Galerkin, tienen su fundamen-
to en las proposiciones variacionales con que la fisica muy fre--
cuentemente aborda sus problema, y dado que por otra parte dicha
formulacién variacional presenta bajo una modalidad natural la cla

sificacion de las condiciones de frontera en condiciones de fron-
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 teré naturales y condiciones de frontera escenciales, entonces por
dicho motivos se considera la‘conveniencia de presentar én esta
seccifén la construccidén variacional de una ecuacién diferencial
parcial (de dos variables), asi como la clasificacién de las con-
diciones de frontera asociadas. | |
Sean  un dominio arbitrario con frontera T, nUT2=F.

au _ gu

Sean ademas Uy = 30 uy = 3y y n,y ny los cose-

nos directores del vector normal a la frontera. Las siguientes

ecuaciones describen una variada gama de problemas de contorno de

segundo orden cuando se considera F = F(x,yﬂhux,uy), E
3F _ BBF,  DOF |
= - ax(aux) 5y 3 = 0 en Q | (2.2.1.a)
sujeta a
5 F 3F = |
auxnx + auyny = q en I'; (2.2.1.b)
u =4 en T, (2.2.1.¢c)

En (2.2.1.a) se reconoce a la ecuacién de Euler, esta
ecuacién diferencial parcial de segundo orden debe ser satisfecha
~por la funcidén u(x,y) de dos variables independientes.

. Si , por ejemplo, se toma a

Foe 4k, (527 + Kk BZF1 + Wy

i

se obtiene que
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y las ecuaciones (2.2.1) se transforman en

3 d a 9
W(kx;,{}) + gy (kg = Wixy)

sujeta a

=9 en T,

La primera de estas tres Gltimas ecuaciones es (1.3.2),
'g es el flujo de filtracién a través de I'' y & es el potencial de
velocidad especificado en la porcidn T2 de la frontera.

La formulacidn variacional de las ecuacibnes (2.2.1)
es esbozada en los trés siguientes pasos:

’I.; Primeramente se multiplica la ecuacién (2.2.1.a)
por una funcién de prueba v,( la variacidén de u, esto es, v = 8u) y

el producto se integra sobre el dominio del problema.

0= v.[-é - ) - —"'g—y(—aa-y ) 1dxdy (2.2.2)

I1.- En el sggundo paso se transfiere la diferencia-
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cién de la variable dependiente u a la funddn de prueba v y se iden

tifica ademds el tipo de condiciones de frontera que la forma varia

cional puede admitir. Como los términos g:' y gf- pueden conte-
X y
- oy - 3y
ner a los término,ux = 0% y uy 3y asi como sus productos, entaon

ces se procura transferir la derivacidn parcial de x o y respecto a
v. Aplicando el Teorema de la Divergencia a los dos Gltimos suman

dos del integrando de (2.2.2) se obtiene

- oF av _9oF , ov _oF R N - L |
O= [vau+ax Y y au]dxdy ( v[mJnx+mJny]ds . (2.2.3)
Q X y r X Y

Aqui es donde al observar la integral sobre la fronte

ra se obtienen las condiciones de frontera naturales, esto es

aF aF . _ 5
m;& *aufy q en I

es la condicidn de frontera natural del problema (2.2.1). Otras es
pecificaciones sobre la variable dependiente constituyen las llama

das condiciones escenciales de frontera, esto es
u=a en T,

es la condicidn escencial de frontera del problema (2.2.1).

Las variables que figuran en las condiciones escencia
de frontera se llaman variables primarias y las gue figuran en las
condiciones naturales de frontera se llaman variables secundarias.

Como se verd mds adelante las variables primarias deben se continuas
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mientras que la variables secundarias pu;den ser discontinuas.

III.- En el dltimo vy tercer.pasb de la formulacidén va
riacional, mediante el auxilio de las condiciones de frontera se
simplifica la integral sobre la frontera y, ademds de existir se
identifica la forma cuadrdtica asociada a la funcional.

Al dividir T en T, y I';, de (2.2.4) se obtiene

- oF av _dF av _oF - |vads - _aF  ,8F
0 = (V3U+3X au;'y au)dxdy vqds v ( 30" x* 30 ny)ds (2.2.4)
y X y
JEY) ' 4P
obviamente, como v en r, se anula, se deduce
- oF av _8F  av _3F Gds
0 = (vaU + 3x U+ 3y aquXdy - vqds (2.2.5)
i r

Suponemos que F es lineal, entonces %g = f(x,y) vy las

formas lineales y bilineales asociadas, respectivamente, son

1(v) = -] vf(x,y) dxdy + vqds (2.2.6.a)
Q 'y
_ | (av 8F ,av _aF |
B(v,u) = (ax 7 u, * 3y auy)dxdy | (2.2.6.b)
Q

De aqui que la funcional cuadrética asociada con la

forma variacional (2.2.5) sea

I(u) = 4B(u,u) - 1(u) - (2.2.7)
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2.3 ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES

CONSTANTES. (FORMULACION DEBIL)

Si bien es cierto que el planteamiheto tedrico aqui de-
sarrollado permite evaluar el gasto parg el flujo de filtracidn en
medios isotrdpicos y anisotrépicos, como se. verd, esto se puede lo
grar bajo el simple artificio de considerar, en los elementos finji
tos, constantes a los pardmetros que aparecen en (1.3.1), asi pues,
de acuerdo a esto‘es suficiente tomar a (1.3.1) como una ecuacidn
diferencial parcial de segundo orden con coeficientes constantes.

Con el pmwip6sito de examinar, por el momento, el caso -

general atiéndase la siguiente ecuacién don&e.se busca a la solu-

cién u
-'8—3'(811 %ﬁwalz ‘g_;-] "'5'3(821 '3'%4’822 %) + g U - f =20 (2.3.1)

y son dadas las constantes aij’ i,j=0,1,2 , la funcién f y las cog'
diciones de frontera.

El método en cuestidn estd basado en sustituir la re-
gién 2 por una malla de figuras planas, en nuestra caso, triangulos
o rectdngulos, que la aproximen tal y como se muestra en la figura

2.3.1
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Témese ahora ¢¢ un elemento arbitrario de la malla en

cuestidn (véase la figura 2.3.2)

vt
n
N
ré h ¥
£\
i1 < ds -
r X

=4

Fig. 2.3.2

Tomando ahora

Fi = an _g_;(l-l + a2 'g—":;' k (2.3.2.3)
- ardu 3y
FZ - &1 ax + 822 '57 (2.3-2.b).

entonces la forma variacional de (2.3.1) limitads al elemento Fes

: 3
0 = V[—g%(Fl)—gy(F2)+am u - fldxdy (2.3.3)
Q€ '

atendiendo seguidamente a los dos primeros términos del imtegrando

P v
oh _ __9..r v,
~VE = —ax(vﬁ ) o+ axe (2.3.4.a)
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_Vagy - '7%‘VF2) " %%Fg o (2.3.4.b)
S1 ahora se toma
A = an + nyj = cosol + seha]' (2.3.5)

entonces de acuerdo al Teorema de la Divergencia se tiene

( 1
gg(vFl)dxdy = vFlnde (2.3.6.a)
ja® jrt
( ( )
g%(sz)dxdy = | vFan as (2.3.6.b)
Jﬂe JPe

mediante (2.3.4) y (2.3.6) .1a férmula (2.3.3) adquiere la siguiente

presentacién cuando se evalla el elemento °

vV du au av au Ju
0= | [55(au H+an 3;) + ?g(an 7&+ap.3§) + ag vu-vfldxdy - |
Qe |
|
- V[nx(au %"'8125%";) + ny(azl "%;J'+azz —%—)]ds (2.3.7) ‘
re

En ésta Gltima ecuacidn, al observar el término corres
pondiente a la integral sobre la frontera, se infiere que la condi

cidén natural de frontera es
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B o ‘;) (2.3.8)

3y aetal au)+n (az By

an = nelan 3y
en otral palabras, u es la variable primaria y q es la variable

secundaria.

as{ pues, la expresidén variacional correspondiente a

(2.3.1) es

0= [ (a N u)+3V(a Mg, Yy 4oy vu- vfldxdy -

- 11 ax 12 a 21 ax 22 ay 00
9e

- ands _ . (2.3.9)
re

2.4 APROXIMACION DE LA SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL PARCIAL

DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES.

:,3‘

A efecto de aproximar la variable u, la forma varia-
cional (2.3.4) hace ver que por lo menos dicha variable u debe ser

bilineal en x e y. Sea asi

u = | (2.4.1)

donde U da el valor de u en el punto (xj,yj) y \pj son funciones linea-

les de interpolacién tales que
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wi(xJ’yJ) = 61J ) (2.4.2)

La forma especifica de wj se presentara un poco més
adelante, y en este trabajo se tomard exclusivamente en concordan
cia con elementos triangulares y rectanéulares.

Si ahora se sustituye u por (2.4.1) y v por ¢, en la

presentacién variacional (2.3.9) se obtiene

n .
Y Y, oy, 9 Y Y,
0 = {J e[‘a—;'l(au T;Lc’:hz '37‘])+ 3y a 3-)?i+azz Ty'l)"'aoo \pi ‘”j }Uj -
_JjQ
J=1
- | féydxdy - bya.ds , 1= 1,2,...,n (2.4.3)
Q¢ ' re

a fin de compactar-la notacidén, sean

[—3;(&;\“§%+&2 3y oy (2a Tgxraa —gy)+am biv ldxdy

éf? _ J 3y Y AN 3y, By,
e
@ (2.4.4)

Fi(e).—.'J fy;dxdy + I qp, Y ds (2.4.5)
¢ re

asi, mediante estas dos (ltimas ecuaciones (2.4.3) deviene
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n

2 (e) () (e) _ (e : .
Kij uj = F70 s Fy i=21,2,.¢.,0 (2.4.6)

(e) (e)
se observa que cuando 8;, = 8 , &U ='%i'

2.5 FUCIONES DE INTERPOLACION PARA ELEMENTOS TRIANGULARES

Como se menciond en el parrafo anterior, las funcio-
nes y 4 deben ser al menos funciones bilineales en x e y, asi pues
se tomard al conjunto {1,x,y} como conjunto generador de las fun

ciones u
ulx,y) = €, + Czx + Cyy (2.5.1)

esta ecuacidén tiene tres términos linealmente independientes y es
lineal tanto en x como en y. Para evaluar los a los parémetros se
requiere un elemento con tres nodos, es decir un trléﬁgulo. En la
figura 2.5.1 se muestra un elemento triangular arbitra:io donde

los nodos aparecen numerados en sentido arbitrario

3

sy

Fig. 2.5.1

1
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seguidamente a la aproximacién de u por (3.5.1) se le impone la con

dicién

u(xi,yi) = Uy 1=1,2,3 (2.5.2)
donde la pareja (xi,yi) denota a las coordenadas globales de los res
pectivos vértices de los triangulos. Este artificio permite eva--

luar a las constantes G de (3.5.1) en términos de Y .

u = u(xl,yl) =C, +CX +CY,

o
1]

C,+CX, +Cy, (2.5.3)

u(xz,yz) 1

C,+CXx +Cy . .

C
i

u(xs,% )

En forma matricial

™ T — B
u, “ L XYy ¢,
u, | = 1 X, ¥, c, (2.5.4) -
I I P Y B
ahora se hace
1 X, Y,
2&3 = ! X2 Y,
! X5 Y5

donde % es el area del triéngulo, los valores g estdn dados por
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c, = 5%—[u1(x2% “X3¥ )+, (xgy =X,y ) +u, (X y,=x,y)
e ,

C, = f%_[u1(Yz‘Ys) * U (ys-y,) + uyly,- y;)] (2.5.5)
. _

(p]
w
1]

5%;[u1(x3-x2) U (X =Xg) + uy(X,- x,)]

si los nodos del tridngulo se numeran siguiendo el sentido horario,

el determinante invierte su signo.

Sustituyendo las ecuaciones (2.5.5) en (2.5.1)_se

obtiene

u(x,y) = upp, (x,y) + U (X,y) + Usps{x,y) = : %'w;e) (2.5.6)

donde las funciones.yga son las funciones de interpolacién del ele

mento triangular

1 R
q; SLE) = ?A;'(ai+BiX+Yiy) l=1,2,3 (2.5.6)

siendo a., B constantes

i* Py Y vy

gi = Y5 - Yk ' | (2.5.7)

con iz j#k y permutando i,j,k ciclicamente las funciones ‘pi pre-
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sentan las dos siguientes propiedades

wi(xj,yj) = 61j i, j=1,2,3 (2.5.8.a)

> , '
2 o | 2.5.8.b
i=1 ‘

En sintesis, 1a expresidép (2.5.6) representa un plano
el cual pasa por u,, u,, y U, de aqui que la aproximacién de u me
diante las funciones lineales de interpolacién y; del triangulo a-

proximen a la superficie wu(x,y) mediante el plano

2.6 FUNC;ONES Dé'INTERPOLACION PARA ELEMENTOS RECTANGULARES

En este casoc se aproxima a la funcidn u ﬁor

ulx,y) = c, + c,x + Caxy (2.6.1)
expfesién que contiene cuat;o términos_linealmente independientes
y que continua siendb lineal tanto en x como en y. Se'decide usgr

un elemento rectangular tal y como se muestra en la figura 2.6.1.

En obvio de dificultades se elige un sistema local de coordenadas
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(£,n) a efecto de deducir las funciones de interpolacién.

nt

R 3

b

Fig. 2.6.1
Sea ..
u(g,n) = c + & + cs3n + cuwkn ‘ | (2.6.1)
donde se requiere

u, = u(0,0) = c;
u, = u(a,0) =

C; + Caa
‘ (2.6.2)
us = u(a,b) =c, + c;a + c3b + cuab

u, = u(0,b) C, + C3b

Resolviendo las constantes ci (i=1,2,3,4) se obtiene

fc,] [+ 0 0 0fup rab 0 0 0 [u,T
c, 1 a 0 O u,l 1 -b b 0 O u,
C, 11 a b ab{|u, “ab | g 0 0 a U
C, 1 0 b O U, T -1 1 -1 Uy
A JL _ JL
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sustituyendo (3.6.3) en (3.6.1) se obtiene

c, ['uld
' | c, | Y,
u(é,n) = (1&n &n) =(¥1 V2 VY3 bu) =
3 3
_C“l u,
4
= > ugvig,n) . o (2.6.4)
i=1
donde
Chlgn) = (-BHaD
va(g,m) = 2(1-D) -
; | . (2.6.5)
‘Pa(Eyn) = g.t!)l : . '
vo(g,n) = (1-5)2

aqui de nuevo las funciones de interpolacién presentan las dos.si-

guientes propiedades

wi(Ej,lh) =&. - i,j=1,2,3,4

]l O S 400 A bbb+
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2.7 EVALUACION DE LA MATRICES DE RIGIDEZ

La evaluacién mediante integracidn de los elementos de
las matrices [“Q] y [H@] que figuran en las ecuaciones (2.4.6) ge-
neralmente no es cémoda de hacer, empero, dado el caso de ser aij’

a v f constantes, el problema se simplifita cuando se emplean ele

mentos triangulares o elementos rectangulares.

A tal efecto se expresa [%Q] coma la suma de cinco ma

trices: cuatro matrices bésicas [SaB] @,B=1,2) y la matriz [s].

(KO - a [s" l+a, [s® l+a, [S‘2]++a22 [s’2]+aOo [S] (2.7.1)
donde
3y, Ay
i
?ﬂ = | Tax Tax9xay
e
o, e
51‘3 = ;Txi_a"jd"dy
(2.7.2)

1]
S——
(o)
<
Q|
<
Q
x
a
~<

|
= %
o

<
.

a

XX

Q

<<

sea, ademas

|
-5 .
e
Q.
x
Q
<

(2.7.3)

of (J[; a,¥;ds
I,e
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I.- Evaluacién de las matrices mediante elementoes triangulares.

Cuando se emplean elementos triangulares; mediante el

siguiente artificio, se pueden determinar las integréles en cuestidn,

si se define

_ft.mon ' ’
I, = |xy dxdy : : (2.7.4)

-entonces ocurre que

A  (4rea del triangulo)

Lo}
"

3
I, =AsX ; X-= -;- ;: Xy
i=1
3.,
I = Ae y o= =
i=1 1
(2.7.5) |
3 |
A g bod !
In = Té'( Xiyl + 9Xy) ‘

02 12

[ ]
]
=
7~
~
e
+
\O
<1
~
s
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Ahora blen, al emplear las funciones lineales de inter

polacién (2.5.6) en las ecuaciones (2.7.2) y (2.7.3) y observando

que

AF RN

ax ~— 2A

(2.7.6)

Wi vy

dy ~ 2A
'se obtienen - _ -

s, = 18 B

1 7 4RLT]

sz - _lg o

13 5 3R

2z _ _1 . :

Sij = 4A'ﬁ'ﬁ v | (2.7.7.a)

1 - -

Sij = IR o 1“3*‘1 1E3J+01J Bi)x+(aiyj+ aJ »Yi)y]”*
y teniendo en cuenta que ai+f%§+'&9=%£- se infiere qué

fi(e) - _;_( o +B XY, §) = _t}f\_ (2.7.7.b)

0 sea, una vez determinadas las coordenadas globales de los nodos,
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- mediante las ecuaclones (2,5.7) se determinan los valores de los
parémetros,ai,‘Bi y Y; » mismos que '‘al ser sustituidos en las fér-

mulas (2.7.7.a) y (2.7.7.b) perminten la obtencién de las matrices i

[QE] y [H@].

II.- Evaluacién de las matrices mediante elementos rectangulares.

Bajo el supuesto de ser aw , ayjyy f constantes y u-
sando las funciones de interpolacién (2.6.5) cuando las variables £

yn han sido sustituidas, respectivamente, por x e y se tiene que

2 -2 -1 1
-2 2 1 -1
, 117 _ b
[s .] = ZA
-1 1 2 -2
1. =1 =2 2
1 1 -1 -1T
- -1 =1 1 1
12 1
(S™°) =2 1.1 _4 1 1 (2.7.8)
1 1 -1 -1
2 1 -1 =2
22 - __a_ . ’ ) \




(sl =

u‘m'
oo

(2.7.8)

- III.- Evaluacion de las integrales en la frontera.

Las integrales en la frontera son de la forma

’

(.f) = | qr(]e)q;f')(s)ds
- Fe

donde é? es una ciertakfunci6n conocida de pardmetro s, variando
con la longitud de la frontera T°. Obviamente no es necesario de
terminar dichas integrales sobre aquellas porciones de r® ubicadas
en el interior del dominio en cuestidn.

Como la frontéra del elemento TI'® es una linea, se em- i

plearan al efecto funciones de interpolacién lineales, esto es

h | |
9, @¥; @ds = q | (2.7.9)
0 ' |

determina la contribucién de q, sobre el nodo 1i. Aqui.h denota la

longitud del lado sujeto al término forzante a, Y las funciones by
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son -las funciones lineales de interpolacidén dadas por

s
pr =1 - R
-
Y2 T h
asi
q,h
Qi = =5 (2.7.10)

pues como se dijo, Q, se considera constante en re.

2.8 ARMADO DE LAS MATRICES

Sin pérdida de generalidad, el armado de las matrices
serd ilustrado mediante la consideracién de la siguiente malla cong
truida por un elemento triangular y un elemento rectangular (ver

la figura 2.8.1)

5
e}
3 L
. \ (\
100 ] 2 \
L A
Lo e 4
2
Fig. 2.8.1

Si D (i,j=1,2,3) denotan los términos de la matriz
en cuestidn correspondiente al elemento triangular'y Kéa (i,j=1,2,
34) denotan 1los términos correspondientes al cuadrilédtero, enton

ces se observa la siguiente correspondencia entre los valores glo

e R R R S s




bales y locales:

GLOBAL

K11

Ki2

Koo

K14

Kis

Koz

m
Uq

@
usz

(2)
Us
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TERMINOS

la matriz como se muestra seguidamente

(2.8.1)

LOCAL

4]
K1

4))
K2
D

Asi pues, las condiciones (2.8.1) permiten ensamblar




)
I<(12

m @

Ka2tK1g

-

m 0
23

o

8

x
—
N

5o 5o

W
N
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xgo

§ﬁ§ §§§

A
N

(2.8.2)

Se observa que la matriz obtenida en términos globales

se deduce a partir de las matrices elementales, correspondientes al

elemento triangular y al cuadrildtero, cuando los términos corres-

pondientes a los nodos compartido por dichos elementos se suman.

2.9 FLUJO DE UN FLUIDO ALREDEDOR DE UN CILINDRO

Como un ejemplo de aplicacién del Método del Elemento

Finito seguidamente se considera el caso correspondiente al flujo

irotacional de un fluido ideal, es decir no viscoso e incomprensible

alrededor de un cilindro segin se muestra en la figura 2.9.1

Vo""

i 3RS S b s o B b

Fig. 2.

9.1

Vo= velocidad

del fluido

radio del cilindro=2cms.
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Aun cuando se presenta un caso particular, este mo-
delo tiene un espectro amplio de aplicaciones tales como la cons-

truccién de silos y chimeneas, de presas, de canales, etc.

I.- Planteamiento del problema segin la ecuacién de flujo.
La ecuaciém que describe este fendmeno es la ecuacidn

de Laplace
-¥2u =0 en Q (2.9.1)

done. u =y , siendo ¥ la funcién de flujo cuyas componentes son

U1=‘—g§‘p
(2.9.2)
Uz-—-"g—xﬂ)

Dada la simetria biaxial respecto a los ejes horizon
tal y vertical s6lo se considera el dominio ® marcado en la figura
(2.9.1) por los vértices A,B,C,D, y E. En la figura (2.92) se

muestra dicho dominio en detalle.




Siendo las condiciones de Dirighlet §== 0 en el lado
AB y y = 2 en el lado DE, nada mas natural que tom&? una variacién
lineal de la funcién y en el lado AE. En cuanto éi_arco BC no
existe por supuesto flujo alguno. La variacidn de#f?lujo en el

sentido horizontal se considera nula en el lado CDﬁ}

R

2.10 EVALUACION DE LA MATRIZ K
A efecto de proceder a la determinacifn de las compo
netes Q@ de la matriz {K], se presenta el dominio‘@l dividido en

15 elementos triangulares tal y como se ve en la fﬁgura (2.10.1)

E_ 6
3 3 2'3' 3
&
7 | 3
L 2]
o 2{
215 213
s
sl
1 vl“ 1 2 1 1
A 4

Fig. 2.10.1

Cabe sefialar que todos los elementosﬁéén triangulos

rectédngulos y que sus nodos han sido numerados sig&iendo el senti

i
i

do antihorario. : ,ﬂ

Los valores Kf? se calculan mediante;ga férmula

e
L

5
'

¥

=
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(2.7.1) en la cual, para este caso a;, , a» Y 2w , toman el valor
de 0. A efecto de facilitar los cdlculos se toma la siguiente su

ma de matrices:

(KO = a, [S" ] + ap [S2] (2.10.1)
siendo
[y oY .
7| e dxay
ja® (2.10.2)

(

Y , 3y
- —31 " Jaxay .
9ea y 2oy

L]

Como se verd a continuacidén, los valores de la matriz
[%93, para los tridngulos rectdngulos, dependen Gnicamente de las
razones de sus lados. Asi pues, bajo esta cdnsideracién, en la
figura 1.5.1., se Eresentan unicamente tres tipos de tridngulos
los cuales tiene sus hipotenusas, respectivamente, entre los no- -
dos 1y 3, 1y 2y 2y 3.

Son triangulos Tipo I los tridngulos 1,5,3,7,11, 14,
15. Son tridngulos Tipo II los triadngulos 2,4,6,8,9 13. Son
tridngulos Tipo III los tridngulos 10,12.

De conformidad a las fdrmulas (2.5.6) y (2.5.7) se

tiene

Triadngulo Tipo I

© .- % (2.10.3)
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®
]

o |x
[}

= o3

%
I
<

] (xs,y4)=(a,b)

4 a  2f(x,,y,)=(a,q)
(x,,Yl)=(o,o) ‘ _— -

y de aqui

ool

[SY] = &

ool

o
o
o

(%]

H
oy
o

T Tl ©

siendo

—
'
wlo
o
i

(o}

+
i
1
i

[K@]=10[§2]*1.[§2] = §}-

o oo olo

I
]
ol

(2.10.3)

(2.10.4)
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Tridngulo Tipo II

"
i
Ok

L3

b2

X ; R T R . .
a PR S (2.10.5)

-— 4+
s = -3

T e T T (= (a,)

(x{.y‘,):(o,m

y de aqui

Rl ©

[(s¥] = %{0

oo n-'ta',:a 4

o
[}
wior

orim
o
t
o e

[s# = 0 o

o
(o}
i

siendo
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Fa l”a—w
: % o - -E .
(K J=1e[sHT410[52] = R - (2.10.6)
a b ab. ' 1
b "a Db'a
o R

Boores-g
®

X
a
£t

(2.ié!7)

i a 2

(x1,y1)=(0,00  (x,y,)=(a,0)
y de aqui :
b b |
a. a9
Y _ __b. b
("1 =142 2 o
0 0 0
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b % 5
(s =%l 0 0 o
a a
> 9 5
siendo G
' b”a -a b B
[@]=10[Sll]+1o[5n] = 4 --g' -g' [ (2._:.1‘_0.8)
a P -
L
En consecuencia, l§§ Matrices5[ﬁﬁ]‘son ,
para los tridngules 1,3,5y 7 . ' '
— o s
0.3333 -0.3333 0.0_2000
(«®1 = -0.3333  1.0833  -0.7500 (2:10.9)
0.0000  -0.7500  0.7500
para los triéngulos 2,4,6 y 8-
ro.noo 00000  -0.7500
(x®71 -} 0.0000 0.3333 -0.3333 (2.10.10)
707500 03333 1.0833] o




para el triéngulo 9

W -

para los tridngulos 10,11,14 y 15 es

(ke -

k®y -

0.25 0.00
0.00  1.00
-0-25 —1-00

0.5 -0.5
-0.5 1.0
0.0 -005

1.0 -0.5
-0.5 0.5
-0.5 0.0
L
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-
-0.25
-1.00

1.25

(2.10.11)

(2.10.12)

(2.10.13)

La matriz ensamblada se obtiene directamente de la

cofrelacién establecida entre los nodos globales y los nodos ele-

-mentales segln la figura 2.10.1.

al observarse que

Perc esta matriz se simplifica




c
]
[
£
|
C
~
1]
[od
a
]
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U = 0
Uy = 2.
U2=1

(2.10.14)

Asi pues, siendo us, ug, Uy, Y U3 los dnicos térmi-

nos a evaluar la matriz [K] simplificada es

[K] =
donde

K 2K
Kse = K
Ks(i3)= 0
K gg = K
Kg(u)= K
Kn)= K
Kn @)= K

y usando las fdérmulas (2.10.9) a (2.10.16) se obtiene

Kss Keg

Kgs

s imetrica

7

Ks(u) Ks (13;
Ks(u) Ka()
Kn () Ku ()

ku(ln

+K?1 +K§2 + K

—
—

(2.10.15)

(2.10.16)
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4.3333 -0.6666  0.0000 0.0000
-0.6666 4.4166 -0.5000 0.0000
[K] ' , (2.10.17)
0.0000 -0.5000 4,0000 -1.0000
| 0.0000 0.0000 -1.0000 2.0000]
2.11 EVALUACION DE LAS INCOGNITAS Uy
A efecto de evaluar los términos Ujs i=1,2,...,14 se-

gin la férmula (3.4.6) se tiene necesidad de resolver el sistema

[Kﬁ][Uj] = [Fi]

1,521,2,...,14

NEPRD)

pero seguin las férmulas (2.10.14), al desconocerse sélo los valo-

res de los términos Ugy Ugy, U, , ¥ U, , €l sistema en cuestidn se

simplifica bastante.

Fg = Fg =F,, =F,=0, el sistema a resolver es
Ksz Kss Kss K K e Kso K (1)
Ke Kes Kes Kes Kes \Kes Ka(u)
K(n) 2 K(u) 3 ‘Yu )s K(n) 6 'Yn) 8 K(u) 9 K(u)(u)
I"(13) 6 K(13) ] k(xa) 9 K(13)(11)

K(13) " DR ‘Yxs) 5

y de aqui mediante simple manipulacién algebraics

1St S s 8t o R A 0 18 o R 50

Mds aun, puesto que segln la. férmula (2.4.5)

4

Ky (13) K 5(14) [:UJ 2

Ke (13) K 8(1v) :' :

K(n) (13) K(11)(1u) 3:

9

K(la)( 12) K(1:«3)(1u) Yn

(Y

Uy,

(2.11.2)
chtiene
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. E
K% Qa ﬁ ¢1)) ﬁ(lﬂ Us 5
Kes Ko (1) K (13) Us Fe
. 2.11.3
Kum)n) KX un Fn ( )
simétrica K (13) (13 Uis Fu
donde al ser u,; = 1, y Uy = Ug = Ug = Uy = 2
F ==K -2(K +K + K + K )
5 52 53 5 59 s(w)
F ==K -2(K +K + K + K
8 82 83 86 89 8 (w) (2.11.4)
‘==K ~2(K K K K
1 () 2 ( () 3 ¥ (n)e ¥ (1) 9 ¥ (11) ()
F’=-K -2(K K K K
13 (13) 2 ( (13) 3 * (13) 6 ¥ (13) 9 ¥ (13) (1v)
Mediante el empleo de las férmulas (2.10.9) a (2.10.13),

(1.6.3) y (1.6.4), se
4.33%3
-0.6666
0.0000

0.0000

L

y de aqui

llega finalmente a

-0.6666  0.0000  0.0000| [u

4.4166 -0.5000 0.0000 Us

-0.5000 4.0000 -1.0000 u

11

0.0000 -1.0000

2.0000 u.
4 L3

@.2363

0.0363

0.0052
0.0026

0.0363

0.2357

0.0337
0.0168

0.0052

0.0337

0.2905
0.1453

0.0026

0.0168

0.1453
0.5726

—

3.6666
1.5000
3.0000

1.0000

[’3.5666‘

1.5000

3.0000
1.0000

(2.11.5,

(2.11.6




lo que equivale a

Q)
cC

[+
~<<

0.6045
1.0864

valores obtenidos

nentes del gradiente en el interior de cada elemento.

evallan mediante las fdrmulas

0.9391 |

1.0387

(2.11.7)

para los parametros u; son:

(2.11.8)

Especial interés presenta la evaluacidn de las compo-

Estas se

(2.11.8)




elemento triangular 2

luego

Elemento

o N O W N
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. au au
Por via de ilustracién se calcula X y 3y para el
' |
i
{
u‘? = 0.0000 B = 0.0000 Y= -1.0000
u? = 0.9391 B= 0.6666 y= 0.0000
u‘? = 1.0000 B =-0.6666 ¥,= 1.0000
ou
3y = -0.0406
au i ‘
5y = 1.0000
TABLA DE GRADIENTES (cms/s)
v 3y
d X Jy
0.0000 0.9391 '
~-0.0406 1.0000
-0.0406 1.0609
0.0000 1.0000
0.0000 0.6044
-0,2232 0.9391
-0.2232 1.3956
0.0000

1.0609
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{

Elemento X 3y i
9 -1.2089 0.6044
10 -1.2089 1.1727
11 ~0.4317 1.3956

12 0.0000 1.8273 |

13 0.0000 2.0863 :
14 -0.0863 2.0863
15 -0.0863 1.9137
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3.1 INTRODUCCIOGN

En este capitulo se presenta un programa de computado
ra elaborado con el propésito de resolver problemas de flujo bidi-
mensional o problemas de flujo eje-simétrico estacionarios en un
medio poroso, heterogéneo, anisotrdpico y de configuracién geomé’ -
trica prédcticamente arbitraria. Aun cuando, virtualmente, el pro--
grama se elabor$ para el estudio del flujo de filtracién, puede
también ser usado para abordar problemas referentes al flujo poten
cial, tales como los que aparecen en los fendmenos relativos a la
conduccidn del calor o en la distribucién del potencial electrico.

Como se vid en el Capitulo I, la férmula de Darcy des
cribe el flujo de un fluido cuando este se desplaza a bajas veloci
dades de modo tal que, las fuerzas inerciales pueden ser omitidas,
sin pérdida sensible en la exactitud de los cdlculos. Como en el
caso del flujo de Eiltracién los potenciales se suelen dar en tér-
minos de cargas hidiéulicas, entonces con el propdsito de parti -

cularizar la notacién se hard uso de la siguiente nomenclatura.

z = Elevacidén sobre el nivel de referencia

Y = Peso unitario del fluido

h = ¢ = % + 2z carga hidraulica

%% = Componente del gradiente hidrdulico en la direccién
del eje X

%% = Componente del gradiente hidr4ulico en la direccién

del eje Y
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K., = Componente principal de la elipse de direcciones

dirigida segun el eje. X

=
1

Componente principal de la elipse de direcciones

' dirigida segin el eje Y

Vo = Componente de la velocidad dei flujo o gasto por
unidad de 4rea en la direcciof X

vy = Componente de la velocidad del flujo o gasto por

unidad de 4rea en la direccidén Y

La ecuacidén a resolver, para ciertas condiones de fron

tera dadas, es la ecuacidn (1.12.8)

Bk t8hy . Bk 720y
K TED « R TE) < uixy)

ahora bien, si el flujo toma lugar en el espacio tridimensional, se
acostumbra tomar una seccién recta tal que T=1 y la ecuacidén antg-

rior se transforma en

Ay , (k2D wix,y) (3.1.1)

2
BX(KXBX ay Y ay

donde W(x,y) es la potencia de la fuente o del sumidero en unidades
de gasto por unidad de drea por unidad de longitud (espesor).

Si, ademéds, el medio es isotrépico, entonces

22:2+ 32;‘2= “(ka) | (3.1.2)
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donde K es la constante de permabilidad.

En el caso de trabajarse problemas que preserVan la
simétria»respecto a un eje central conviene usar coordenadas cilin
dricas (r,z) y la ecuacién a trabajar seré

- .8h QgD (3.1.3)
3%(Krr ) + 32( N

i

or 2z7 .
- ——
Se hace nbtar,que no se requiere mantener constgnte
las direcciones de los eje X e Y en el dominio donde el flujo se
presenta,lo que si se requiere es que dichas direcciones se man-

tengan constantes en cada uno de los elementos en los cuales se

subdividié el dominio. /
t

o

3.2 DESCRIPCION GENERAL DEL PROGRAMA

El programa instrumenta el Método del Elemento Finito
a fin de resolver la e&uacién‘(1.12.8) cuando ciertas condiciones
de fronféra se han dado. La regidn eh estudio sé divide en sub-
.éreas mediante cuadrildtero, se aclara que el programa;trabaja en
realidad en base a elementos triangulares. Se génera un nodo cen-
tral para cada uno de los elementos rectangulares y cada recténgu-
lo, a su vez, se subdivide en cuatro tridngulos construidos sobre
los cuatro nodos del rectdngulo y el nodo central geneiado.

El»prbgrama evalda el potencial (carga hidréulica) en
aquello nodos donde éste es desconocido. |

El programa esta constituido por un programa principal
y'dos subrutinas denominadas respectivamente GEES y RSOLVE. El pro

=

= T




grama principal lee e imprime los datos del problema y determina la
dimensién de la matriz a resolver. Seguidamente la subrutina GEES

“construye la ecuacién matricial (3.4.6) misma que es resuelta por

la subrutina RSOLVE.

El programa se instrumento en la Computédora Burroughsv
_ ! '

7700 de la U.N.A.M. y puede manejar hasta 400 elementos, 400 nodos,

40 zonas con distintos coeficientes de permeabilidad, 200 elementos

con fuentes o sumideros, 200 nodos cuyo potencial es;dado de ante-

mano y 200 lados con flujo conocido.

3.3 DATOS INICIALES

La
problema es la

a)

b)

c)

d)

e)
f)
g)
h)
i)

J)

informacidén requerida para describir un determinado

siguiente;

Opcidn de lectura de los datos

Titulo del programa

'Determinaciéngde las tareas a realizar

Coordenadas de los nodos
Caracteristicas de los elementos

Propiedades del medio

Condiciones de f;EFTEFENTpQESZi;al)

- S

Fuentes o sumideros —
Condiciones de frontera (flujo)

Opcidén para modificar la matriz de carga

A.- Opcién de lectura de los datos

Adn cuando el programa se opera inicialmente a través

!

~
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de terminal remota, cuenta con la opcién para leer el cuerpo masivo
de los datos mediante un archivo en diScb greado de antemano. En |
caso de sér numerosos los datos se sugierg emplear la segunda opcién.
B.- Titulo del programa |
Se proporcionan datos a fin de identificér el problema

que se trabaja. |
C.- Determinacién de las tareés a realizar

| La informacién correspondiente a este pdrrafo describe
ia dimesi6n del problema asi como el uso de opciones elegidas de
acuerdo a los siguientes datos:

1. Nimeroc total de elementos

2.- Namero total de nodos
3= Némefo:total de zonas en las cuéles se subdividid
: el medio
4. - Nﬂmerd‘de nodos donde es conocida la funcién poteﬁ
| cial | |

5.- NGmero de fuentes o sumideros

6.~ ‘Nﬁméro§ de los’ladds a~los elementos donde es co-
nocidatla magnitud del flujo, pbr‘un&dad de longi-
fud normal al iado en cuestidn

7.- Eleccién del uso de coordenadas esféricas

8.~ Elecciédn de»la impresién'dé las matrices generadas
por la subrdtina GEES

9.~ kEléccién del cdlculo e impresién de lbs valores
de la carga hidréulica~cqérespond1ehte a los nodos
de la red | '

D.- Coordenadas de los nodos
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En este rubro se proporcionan las coordenades de todos
los nodos.

E.- Caractéristicas de los elementos

Esta informacién consiste en la numeracién de cada uno
de los nodos correspndientes a cada elgmento de la red, se indican,
ademds, el tipo de zona donde esta ubicado el elemento y el ancho o
espesor del mismo.

F.- Propiedades del medio

Las propiedades del medio caracterizan, en cada una de
las distintas zonas, los coeficientes de filtracién mayor y menos,
el dngulo de rotacién de los ejes de filtracién respecto al siste-
ma de coordenadas global y su espesor. ..

G.- Condiciones de frontera (potencial)

En este pdrrafo se asignan los valores nodales del po-
tencial asi como el flujo a través de los elementos ubicados en la
frontera. "

H.- Fuentes y sumideros

Las fuentes y sumideros se asignan a los elementos cor-
respondie  y ademds se sefiala su potencia.
I.- Condiciones de frontera (flujo)

Se especifica el gasto normal a los lados de los elemep
tos correspondientes.

J.- Opcién para modificar la matriz de cargas

Puede suceder que en ocasiones se considere conveniente
modificar la matriz de cargas denominada en el programa como la
matriz B. En este caso, antes de resolverse el sistema de ecuacio-

nes mediante la subrutina RSOLVE, se pueden modificar libremente
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los valores de dicha matriz. s
ot

3.4 DESCRIPCION DETALLADA DE LOS DATOS

Como ya se menciond, la computadora recibe la informa-
cién requeridad, ya sea mediante el sistema de tiempo compartido a
través de terminal remota o a través de archivo creado en disco, Se

aclara que todos los formatos de lectura son libres.

a.- Opcildén para 1eer»éos.daggi;ii\terminal a control
remoto o en archivo en disco. ‘ ~ . -

———

Al inicio de los détoé se requiere indicar, por medio de
la terminal a control remoto, la opcidn elegida, para leer el cuerpo
de los datos. Para usar la terminal remota se teclea el nﬁmero 1,
para usar el archiyo en,disco se ﬁéclea el ndmero 2;

b.- Titulo del programa

"En este pérréfo se requieren tées campos de informacién,
cada uno de 72 caracteres alfanuméricds éorrespondientes.a la iden-
tificacidn del prbblema.' Estos datos encabezan el 1istado de salidé.

c.- Determinacién de las tareas a realizar

La especificacién de las tareas por realizar controla él
ndmero subsecuente de dgtos que han de ser leidos, esto de acuerdo
a laS distintas opciones con que cuenta el programa.

CAMPO VARIABLE DESCRIPCTION

1 NELS ) NGmero de elementos

2 NNDS. ‘ Nimero de nodos




CAMPO
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VARIABLE

NZNS

NHDS

NWELS

NQBND

IRADL

"DESCRIPCION

Nimero de los distintos tipos
de material que const}tuyen;‘
las zonas  §

Nimero de nodos donde la fun-
cidon potencial eé conoclida
NGmero de elementos con fuen-
tes o sdmiderOS

Nﬁmerb de lados con flujo no
nulo conocido

El hﬁmero 1 indica el uso de
coordenadas cartesianas.El nd

mero 2 indica el uso de coor-

denadas polares

IPRGS | A-v~“~EI\ﬁﬁmg£? 1 sefiala la'impre-

IPRES

——

si6én de los elementos de la
matriz construida por la sub-
rutina GEES.En'caso'contrar;o
se usa el nimero 2

El ndmero 1 seﬁala la impre--
siéq de los Valores de carga

hidrdulica cofrespondientes a

- los nodos interiores de la red.

En caso contrario se usa el

nimero 2
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d.- Coordenadas nodales

La eleccién del origen de coordenadas del sistema rec

tangular X-Y es arbitrario. Pero si el medio es anisotrépico las

direcciones de los eje de coordenadas las dardn los ejes de elipse

de direcciones.

CAMPO  VARIABLE
1 | I
2 XCORD
3 YCORD

e.- Caracteristicas de losfelementos

CAMPO VARIABLE
1 I
2 NGDO 1
NODO 2
NODO 3
NODC 4
6 IZONE

DES RIPCION

NUumero del nodo
Coordenada X del nodo

Cordenada Y del nodo

DESCRIPCION

Ndmero del eleménto

Las variables en los campos
2-4 corresponden a cada uno
de los cuatro ndmeros nodales
del elemto I.La eleccién del
nodo 1 es arbitraria, pero
los subsiguientes nodos debe-
rdn numerarse siguiendo un
sentido antihorario alrededor
del elemento en cuestién.

Se sefiala el nimero de la zona




CAMPO

CAMPO
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VARIABLE DESCRIPCION

al cual corresponde el mate--

fiay que constituye al.eiemeg

Tt |
THICK _ Indica el espesor del elemento
Si todos los elementos tienen

el mismo eépesof o si se usan

coordenadas radiales, este da

to puede ser aomitido.

f.- Propiedades del medio

- VARIABLE DESCRIPCION

I ‘ NGmero de la zona. Las zonas
se numeran secuencialmente cg
menzando la cuenta con el nd-

' mero 1

XPERM : - Sefi al mayor indice de fil
tracién.Las unidades corres-
ponden a la‘longitud por uni-
dad de tiempo

YPERM . Sefiala al menor indice de fil
tracidn.Las upidades'correspog
den & la longitud por unidad
de"t;empo.
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CAMPO VARIABLE | DESCRIPCION
4 ALPHA o Sefiala el éngulo formado por

lp§;eje$ de la elipse de di-

recéiones'y los ejes de coor-
denadas globéles.El dngulo se
mide en'radiahés siguiendo un

sentido antihorario

g.- Condiciones de frontera
Esta informacién se refiere a Los'valores de la fun-
cién potencial para aquellos nodos donde dichos valores es conoci

do de antemano.

CAMPO | VARIABLE DESCRIPCIGON
1 I ' Nimero del nodo
2 HEAD Se da el valor del potencial

,.nu..isgigj\ifdréulica) en dicho
nodo. ) :

—

h.- Fden§es y sumideros
CAMPO VARIABLE . DESCRIPCION

1 IWLEL NGmero del elemento donde fi-
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CAMPO VARIABLE DESCRIPCION

t
'gufh»la fuente o sumidero
2 v QWELL ‘Magnitud del flujo en unidades
de longitud al cubo por uni-
de tiempo.Lbs sdmiderbs se
sefialan afectando esta magni-~

tud con un signo negativo

i.- Condiciones de frontera (flujo)
Se muestra el valor, conocido de antemano, del flujo

normal a través de la frontera.

CAMPO VARIABLE DESCRIPCION
1 NDA Estas variables corresponden
2 NDB al par de ndmeros nodales ad-

f-——“;;€3hﬁe\33e identifican el la

do del elemento donde el flujo
es conocido.El orden de estos
nimeros es arbitrario

3 QBND | - Magnifud-del flujo por unidad
de longitud normal al lado cu
yos extremos tiene los ndmeros
nodafes NDA y NDB.Un signo po
sitivo indica.ﬁue el fluido

, . entra en la regién y un sighd

| negativo indica que el fluido

!




CAMPO VARIABLE
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v
i

f
DESCRIPCION

sale de la regién.Las unida-

des de esta variable son gasto
por unidad de espesor por uni
dad de longitud.Si el espesor
es dado, las unidades son gas
to por unidad de longitud.Cuapn
do se emplean cooredenadas ra
diales el valor de QBND debe

corresponder a un lado parale

lo al eje Z.

j.- Opcidén para modificar la matriz de carga.

CAMPO VARIABLE

1 ISI

M‘
NIPCION

———

Cuando esta variable toma el
valor "N", no se modificé la'
matriz de carga B, terminan-

dose asi la lectura de los dg

tos.Pero si dicha variable to

ma eﬁ valor "S", entonces se

procede a la lectura de los
siguientes datos correspondien
tes al renglén y nuevo valor

respectivo del elemento de la
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CAMPO VARIABLE .DESCRIPCTION
matriz B
2 NBS , ' | Nimero de elementos’de la ma-
| i triz B a modificar
3 L Nimero del rengldén de la ma-
triz B por modificar
4 B Nuevo valor‘que'toma dicho

renglén
De esta forma termina la lectura de los datos.

Ahora bién, si se tiene un gran nimero de datos re-‘
sulta més cémodo leerlos a través de un archivo creado de antemanc
en disco, el file de lectura correspondiente a la versién.presente
tiene el nOmero_SS.v Como el programa elaborado para eje¢utar
- varios problemas, uno después de otro, para suspender su ejecuéién
basta darle a la variable NELS (nimero de lementos) el valor 0. Al
respecto sélo nos resta comentar que cuando la lectura se hacé a
través de terminal remeta, en la-pantalla'devla misma se despliegan.
paso a paso las instrucciones citadas.

En el Apéndice A se presenta el listado del programa,
mismo que se ha denominado "FOBOS". __’

Dt

3.5 ,CONSTRUCCION‘DE LA RED E IMPRESION DE RESULTADOS

Como se ha visto, el uso de este programa requiere,
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entre otros datos, de las coordenadas de los nodos de la red,as{
pués, la construccién de dicha malla es -un requisito previo. Esta
se forma en base a elementos rectangulares cuyos nodos se enume-
ran secuencialmente, comenzando con el ndmero 1. Anélogamente,

a cada elemento se le asigna un ndmero. empezando también con el
nimero 1. Al respecto se estipula la observancia de las dos si-
guientes reglas:

REGLA A.- Los nodos para los cuales la funcién po
tencial es conocida, se enumeran en los GUltimos lugares.

REGLA B.- Los nodos se deben numerar de modo tal
que, para cada uno de los elementos, la diferemcia entre el mayor
y menor nlmero sea tan pequefia como result;.posible. Los nodos
cuyo potencial es conocido de antemano no se sujetan a esta reglsa,
es decir, la secuencia en la cual se en(meran estos nodos es ar-
bitraria.

Cuando en la frontera, o en una parte de la misma,
se conoce el potencial en los nodos o el flujo a través de los
lados, estos datos deben ser proporcionados a la computadora. En
caso de ser omitidos, la frontera, en dicha porcién se considera
impermeable.

En el listado de los resultados, inmedidtamente des
pués de los renglones referentes a los datos iniciales del pro-
blema se imprime la magnitud de la variable MAXBW y el nuUmero
del nodo respectivo. Esta variable sefiala el valor maximo del
ancho de banda en la matriz de los coeficientes construida por
la subrutina GEES y es funcién de la mdxima diferencia encontra

da entre los nimeros nodales, para un determinado elemento. E:ia
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variable se evalaé asi:
MAXBW = (mdxima diferencia)e+*2 + 1 (3.5.1)

el valor maximo aceptado por el progrgma es 50. Si en una deter
minada corrida del programa éste limite es.excedido, se imprime
un aviso al respecto -y la ejecucidén del programa se suspende. A
fin de superar esta dificultad es necesario, o bien aumentar el
dimensionamiento de las matrices en el programa, o bien volver a
enumerar los nodos de modo tal que esta magnitud sea reducida has
ta un valor admisible. |

Desples de la impresidn del.valor de MAXBW y del
nimero del nodo donde fué encontrada, de ser requerido, se impri
men las matrices generadas por la subrutina GEES. Generalmente
se solicitan estos resultados cuando se considera conveniente com
probar la licitudwpe los mismos.

Por ﬁltimo, se imprimen los valores del potencial, °
tanto las magnitudes calculadas como las conocidas de antemano.
Para el caso de estar trabajando regiones con superficie libre,
se puede solicitar la impresidén de los valores de la carga hi-

drédulica.

3.6 EJEMPLO DE APLICACION DEL PROGRAMA FOBOS.

Como un ejemplo de aplicacidén del programa FOBUS se
procede a determinar la carga piezométrica en un acuifero.

Considérese el acuifero presentado en la figura 3.6.1
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Fig. 3.6.1

el cual tiene forma rectangular y cuyos lédos miden, respectiva-

mente 3000 metros y 1500 metros. Los lados horizontales estan

formados por material impermeable, es decir 29 - 0, mientras‘quef'

los lados verticales se encuentran sometidos a una carga piezomg j

ahn

3000 m. m— %

frontera impermeable %%

trica igual a 200 m., es decir ¢,= 200 m. Un rio cruza al acui '

fero cediendo agua a razdn de 0.24 m®/dia.-m, y ademéds el acuifero

cuenta con dos pozos localizados en los puntos de coordenadas

(1000,670) y (1900,900) siendo sus potencias respectivas de Q=

1200m® /dia y Q,= 2400m®/dia . El coeficiente de pérmeabilidad

en la direccién horizontal es de 40 m/dia y en el sentido verti-

tal es de 20m/dia.

La ecuacidn diferencial que describe al flujo en esta-

regi6n es:
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-(au%sruau %z_}_.) + f=0 n g (3.6.1)

~donde ay y ax son los coeficientes de permeabilidad honzontal y
vertical, ¢ es la carga plezométrica dada en metros y f denota la
potencia de las fuentes o sumideros.

El dominio £ se modela mediante una malla formada
por 32 elementos rectangulares y 45 hodos{tal y}como se muestra

en la figura 3.6.2; aqui también se puede obsérvar como el rio

queda comprendidofentre los lados mutuos de los elementos 13 y 17,

14y 18, 15y 19, y 16 y 20.

w2

43

45,

u0

A efecto de evaluar la influencia de los pozos so-
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bre el acuifero se distribuye, por interpolacién, la influencia de
aquellos sobre los tres nodos mas cercanos, tal y como se muestra

en la figura 3.6.3.

A - _ .
8 kog75)(315,375{3. : 22(4,375) (437.5,375)
QL””———»Q 3 ‘ 7; : D”=
T EUE '+¥@§;q,
ER I -
L 10 ,5
125.0)" - Lo Vens,0)
(a) o ~(b)

Fig. 3.6.3

POZ0 NUMERO 1

Como ya se mencioné, este pozo queda ublcado en el
punto de coorenadas (1000 670), y dado que . se extrae agua a razén
de 1200 metros cubico§ por dia, su potencia queda deurcminada por

la siguiente expresién:
21(x,y) = -120068(x~1000) 6(y-670) (3.6.2)
donde 6(e¢) es la delta de Dirac. ,
L.uego el término feﬂ de la férmula (2.7. }) donde

1=1,2,3 y e=11 se calcula mediante

#® = | @i(x,y)¥axdy = -12009{") (1000, 670)
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A efecto de facilitar los cdlculos se hace la siguiente

transformacidn:

x - 750

x
it

y - 375

~<
[}

luego, segln la férmula (2.5.6)
VGGT) = aplay + BiX +v;) | (3.6.4)
y mediante las férmulas (2.5.7) se obtiene que

)
o= (375)

Qz= =375+125

a3= 375125 A.‘"-“~\\\\\\\

Bi= O o » o T
Ba= =375

Y= -375

Y,= 125

Y3 = 250

;

y dado que el drea A del tridngulo en cuestidén es
A = 3(375)

se tiene que
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()
¥, (250,295) = 0.2133

& (250, 295) 0.59ss--m._\\\\\\\\ (3.6.6)
o) (250,295) = 0.1911 ~ .

y de aqui mediante las ecuaciones (2.4.5), (3.6.3), (3.6.4), (3.6.5),

'y (3.6.6) se obtiene

Fe = -229.32

Fo =-255.96 . \ i (3.6.7)

Fis=-714.60

POZ0O NUMERO 2

El pozo nﬁmpro 2 queda ubicado en el punto de coor-
denadas (1900,900), y dado que se extrae agua a razén de 2400 me-

tros cdbicos por dia, su potencia se determina por
Q,(x,y) = -24008(x-1900)8(y-900) (3.6.8)

Luego el término fgﬂ de la férmula (2.7.3) donde i=

1,2,3 y e=22 se calcula mediante

ﬂ? - JQz(x,y)widxdy = -2a00$?(1900,570) (3.6.9)

area .
A efecto de:! facilitar los célculds se-hace la siguien

te transformacién:




x - 1687.5

X1
]

<1
"

y - 750

luego, segln la

i

VU (%,§) = gp(e; + B.X

107

férmula (2.5.6).~_”_,*_‘\\\\\\\

+ Yiy)

y mediante las férmulas (2.5.7) se obtiene que

a,= 437.5¢375
a,= -187.5+375
as= 187.5¢375
Bi1= O‘A

By= 375

By= -375

yi1= -437.5
y2= 187.5

y3= 250

——

y dado que el 4rea del tridngulo en cuestién es

R = $(437.5375)

se tiene que
(22)
¥:(212.5,150)
(22)
¥v2(212.5,150)

(2)
¥3(212.5,150)

0.60000

0-2 86 ' .
0.1714 )

——

(3.6.10)

(3.6.11)

(3.6.12)
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.
]

y de aqui mediante las ecuaciones'(2.4.5), (3.5.3), (3.6.10),
(3.6.11) y (3.6.12) se obtiene

F = -411.36

”

Fps= =-1440.00 . (3.6.13)
Fp= -548.64

Los datos de este ejemplo fueron grabados en un ar-
chivo en disco denominado "FLUJO". El1 programa FOBOS se corrié
usando la opcidn para leer los datos en disco y ademds también se
usé la opcidén para modificar a la matriz de carga B generada por
el programa; como ya se menciond, esta opcihn se maneja desde la
terminal remota, donde paso a paso se va guiando al usuario en el
uso del programa.

El numero de renglones de la matrii de carga B modifi
cados fueron seis, a saber:

B(8) -229.32

B(9) -255.96

B(13) = -714.60 (3.6.14)
B(22) = -411.36
B(23) = -1440.00

B(27) = -548.64

En el Apéndice B se muestran tanto una copia de los
datos como el listado de resultados generado por el programa.

En la figura 3.5.4 se muestran las lineas equipoten-

ciales encontradas para el acuifero.




/. / . ) '. o -. (/, Q= 188 :
// -/ //“E - d '
K VAR A > i |
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Lineas EqUipotenciales

Fig. 3.6 .4

A continuacién, y con el propésito de comprobar par-

cialmente los cdlculsos efectUad5;~;3?"ET\p§ggi?ma se procede a

‘evaluar el efecto que la filtracién del rio ejerce sobre los nodos

16, 17, 18, 19 y 20.

Dado que el rio filtra agua a razén de 0.24m¥(dfaem), se

tiene de acuerdo a la fdormula (2.4.5)

h .
, .
Nodo 16: 0.24¢§%s = 54.08 -
J0, i _
(0 B -
Nodo 17: 0.2a¢%ﬁs + 0.24¢y%ds = 108.17 (3.6.15)
JO 40
N A LA
Nodo 18: |0.24y%ds + 0.24¥% ds = 108.17
J J

O 0




h h
.Nodo 19: 0‘.24¢(:)ds + 0.2a¢(':)‘ds = 108:17
'JU 0 ' .
(h
Nodo 20: 0.24y%"s = 54.08
‘o

:
{

. / ‘
donde, para estos casos las funciones % se_adaptaron a los elemen-

tos lineales conforme se muestra en la figura 3.6.5

'q =0.24

tiiiiiii:tiiiif*??*ifffff++f?if**¢f+
13: h :1':7 h ' :LB h Lg: h - go

Fig. 3.6.5

as{ pues, se tiene que

\pgs) = 1 -

T

- | |
¥(s) =} (3.6.16)

donde h se calculé mediante la siguiente expresiédn

2 2 l
h = [(1000) + (1500)7 (3.6.17)
Se observa que los valores dados por las fdrmulas
(3.6.15) para los nodos 16, 17, 18, 19 y 20 cotejan con los valores
obtenidos por el programa, en los respectivos rengldnes, de la ma-

triz de carga B.

{
3
¥




CAPITULO Iv

DE__TERM‘INACION DE LA FRONTERA LIBRE

EN UNA PRESA DE TERRACERTIA
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4.1 INTRODUCCION

En este capitulo se propone la determinacidén del nivel

del agua fredtica para el casoc de una presa‘construida con material

‘homogéneo Yy permeable cimentada sobre un estrato impermeable y con

dren en su parte posterior, tal y como se muestra en la figura 4.1.1

«—2m —
VR
v s .
- ;
T o
5m. ém. )
s - K =1.9n/dia
e S . Ky =2{1m/dia
L a =0

///////////////////////////////////////////////7[0 gooocooq//// .

— 4m., —

— 14m.
Fig. 4.1.1
Pero antes de abordar en detalle este problema se pro

cede a establecer algunas consideraciones, las que si bien, dada su

generalidad evidentemente rebasan el marco requerido por el proble

~ma propuesto, en cambio permiten orientar el desarrollo del tema

en concordancia a uma perspectiva que sefiala adecuadamente los al-

cances y 1imitaciones del método de solucién empleado.




113

v
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. W v ]
Y | ;
» v XA A o . ‘ ‘ Q l i
TTTTTT7777777777777777777777777777177777 [77777777777777777777
| ESTRATO~IMPERMEABLE

Fig. 4.1.2

En la figura 4.1.2 se ilustra el modelo bropio al flu
Jo entre dos empbalses separados por una presa permeable,homogéneas,
cimentada sobre una base impermeable, una pértelde la cara lateral
también es impermeable. Esto es, los segmentos AB y GF sefialan a-
quella parte de la'frontera de € que se considerada.impermeable.
La frontera ﬂcl se llama "Frontera Libre" y el.probleMa gue se a-
borda aqui es el deléu determinacién.

En la seccién 1.8 se demostrd que lavecuacién que des-

cribe‘el flujo bidimensional en la regiéh 2 es
V2¢= 0
y de acuerdo a la Ley de Darcy se sabe que en Q
divv = V’¢ =0 - (4.1.1)

As{ mismo se recuerda que a la funcién ¢ le corresponde
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una funcién arménica conjugada ¢ . Las lineas y = cte. son las
'llamadas lineaé de corriente y son tangentes al vector de veloci-
dad v.

De conformidad a la Seccién 1.10, las condiciones de

frontera asociadas a la ecuacién (4.1.1) para el modelo presenta- 1

~—~—\ 1
: ‘ !

I.- Dado que en los segmentos impermeables AB y FG,

do son:

la componente de la velocidad del fluido a través de los mismos es
hula, entonces dichos segmentos forman parte de una lfnea de co-
~rriente, siendo en consecuencia la. condicidén de frontera en dichos

puntos
Y = cte. : (4.1.2)

El valor de dicha constante no es conocido de antema-
no. Obviamente, comd,cOndicidn de frontera alternativa en dichos

puntos también se tiene
2.9 | (4.1.3)

II.- En los segmentos AG y BC, donde el agua del em-
balse estd en contacto directo con aquellos iados de la presa cons
'truidos con material de.bermeabilidad k, las condiciones de fron-

tera son

¢ = cte. ' (4.1.3)

B
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Si ahora se.conviene en asignarle a la bresién atmos
férica "p" el vaior de cero, y dado que la veloclidad del agua.en
el embalse es'insignificante, entonces el valor de la constente en
ia.ecuacidn (4.1.3) es 1igual al tirante dél agua respecto a los
segmentos AG y BC. —

I1I1.- Bajo considerac:;;;;\gaéiqgas a las del punto l
énterior'se determina la condicién de frontéra en el ségmento cc, ‘

siendo esta

(4.1.4)

8]
il
<

IV.- Para la frontera libre ﬁl, dado que a la pre--
sién atmosférica se le asigndé el valor de cero; la correspondiente

condi@ién de frontera deviene
0 =y | i )
Pero [}-también es una linea de corriente y de aﬁui

¢ = cte. | (4.1.6)

el valor de esta constante se deconoce.

vaiamente, como condicién de frontera alternativa en .

r, también se tiene

(4.1.7)
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Adn cuando la posicién de los puntos F, y C, no es

conocidé de antemano, cuando el fendmeno se contempla desde un pun

- to vista préctico, es de esperarse que la linea FC, sea "suave" y
decrecliente. ‘ | .

En la férmula (1. 9“3& dujo considerando que el
_flujo a través de una linea que u;:ezwjjg\zfﬁeas de corriente es
constante, de aqui que el flujo a través del segmento AG sea igua;
al flujo a través del segmento BC.

Una vez asentadas estas consideraciones se procede a

formular el problema modelado en la figura 4.1.2. Se observa que

al menos existen dos modos distintos para hacerlo.

i
!

PRIMERA FORMULACION
L | | ‘

Se busca determinar a los siguientes parédmetros
a) La curva r, |
b) La regién g
.c) .La funcién potencial ¢
d) La funcién de flujo
e) Una consténte K
tales que

I.- La curva I dadapor y=f(x) sea una ‘curva "suave"
y decreciente donde el punto F; se ubica entre los puntos GyF,

quedando C, sobre el punto C.

I1I.- R es la regidén de la presa ubicada bajo la cur

va T,

III.- Las funciones.q y. son suaves en Q y satisfa-

cen las condiciones de Cauchy, es decir




Vzm = Vzw =0 en (4.1.8)

IV.- Las condiciones de frontera

¢ = H en AG

P = hi en BC

¢ =y en T, —

¢ =y enCC "-“~\\\“\\\ o
v =0enT, |

y = K en AB

se satisfacen cuando los valores H e h corresponden a las altu-

ras de los depdsitos de agua izquierdo y derecho respectivamente.
SEGUNDA FORMULACION ;

Se busca determinar a los siguientes parédmetros
a) La curva T,
b) La regién @
c) La funcién potencial ¢
tales que

I.- La cur&a I'-dada por y = f(x) sea una curva "sua-
ve" y decreciente donde el punto F, se ubica entre los puntos Gy
F, quedando C, sobre el punto C. |

I1I.- Q es la regién de la presa ubicada bajo 1a cur

| va
III.- ¢ es una funcidén suave en @ tal que V2p=0.

IV.- Las condiciones de frontera

n

(") h en AG

h en BC

?

—




,;48~;m,_;\\\%\\\

q,-.-yenrl N
¢ =y en GC

%ﬁ =0enT

e _

an = 0 en AB

se satisfacen cuando los valores H e h corresponden a las altu-

L
ras de los dep6sitos de agua izquierdo y derecho respectivamente.
4.2 SOLUCION DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE

En la seccidn antérior, para un cierto modelo dado,
se presenfaron dos formulaciones distintas referehtes a la deter-
minacién de'la ffontera-libre en una presa.' A confinuacién y con
vias a plantear y résolver el problema de una detérminada presa
con frontera libre cimentada sobre un estraﬁo impermeable y con
dren en su parte posterior, se procede a siﬁplificar el modelo ci

.tado.

Y
v
¥ F
H -
+ .
A

Fig. 4.2.1 7 | :
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En la figura 4.2.1 se presenta un caso}parecido al
de la figﬁré 4;1.2, aqui se ha omitido 13 §up¢rf1c1e impermeable
FG y eh consecuencia los puntos F y F, coidCiden.
| | A efecto de resolver este (ltimo problema aprdvechag
do el programa del Método del Elemento Finito preSentado en el
Capituio III se procedé como seguidamente §e anota:

| I.- Se edige,una curva de prueba TIj:y=f Kx} qu

"aproxima la frontera libre I}, luego la regiénszse aproximafmediag

te Q.
II.- Mediante el M&tgdo del Elemento Finito se eva
'lda una solucién en @° segin la segunda fOraulacién del problema

dada en la Seccién 4.1. Aqui se debe emplﬁar una y s6lo una de

las siguientes condiciones

4.

¢=y en T{ o O (4.2.1)
%% =0 en: Ty K (4.2.2)

i
LI
N

III.- Haciendoruso de la soluéién encontrada en el
punto anterior se ajusta la posicién de lé curva F}; a una nue-
va curva I'{:y= fA{x) de. modo. tal que al mgﬁos una de las condi-
ciones (4.2.1) o (4.2.2) se satisfaga apr&xidamenté en N7
| IV.- Se comprueba si las cut&és Iy 'y T,” se encuen
.tran lo suficientemente préximas segin un{Eriterio prefijado. En
caso afirmativo se hace I, = f?, en caso négativo se repite el
algoritmo hasta alcanzar la aproximacidn deéeada.
| Si bien la aplicacidén de este algoritmo es relativa-

mente sencilla, por otra parte puede presehtar serios incovenien
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tes tales como que hasta el presente no resulta suficientemente
claro cuando este problema tiene solucién, cuando las aproximacio-
nes de T, dadas por y = fi(x) convergen. Al respecto es oportuno
comentar que se ha demostrado que la solucidén al problema dado en
la figura 4.2.1 presenta en el punto C,una singularidad de tipo
logarftmico, pues cuando el origen de coordenadas se ubica en el

punto G, la superficie libre esta dada por

y = %ln(-x) + Bk-xk

k=1

para ciertas constantes B, . (Para mayores detalles véase [9] pp 332-333)
As{ pues, una vez apuntadas estas deficiencias,‘se
considerard la convergencia numérica del algoritmo en cuestidn como
una demostracidn constructiva de la existencia de la solucidn del
problema abordado..
Cuando se intenta detallar el algoritmo en cuestiédn
surgen de inmediato las siguientes interrogantes:
i).- ¢Cémo se elige la curva inicial T, ?
ii).- ¢Lon que grado de aproximacidén se determina la
curva T; 7

iii).

- Cbal de las ecuacionesgp=y o 39 _ 0Oen T,

se ha de tomar,

iv).- ¢76mo se encuentra la nueva aproximacidén de T,
tomando en cuenta estas condiciones

v).- ¢Se debe tomar en cuenta la singularidad en el

punto C, al evaluar la solucién,?
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vi).Q ¢ La malla requerida por el™Método del Elemento

- Finito deber4 qhedar fija en el curso de todas

las iteraciones, o bién deberé modificarse 7
4.3 DETERMINACION DE LA FRDNTERA'LIBRE EN PRESA DE TERRACERIA

Una vez establecidas las anteriores consideracliones se
procede a determinar la posicién de la frontera libre para el flujo
freético de la presa presentada en la figura 4.1. 1 - Para tal desig-

nio se sigue, paso a paso, el algoritmo planteado en 1la Seccidn 4.2

I.- Se elige una curva de prueba rv: y = fi{x) que
aproxime a la frontera libre T, la regién Q se

aproxima mediante Q°.

Antes de proceder a la construccién de la curva Ii se
debe dar debida respuesta a la interrogacidén i) asentada en la

seccidn anterior

i).- ;Cébmo se elige la curva inicial W%

hipétesis aceptables que permiten _responder a esta pregunta son
las siguientes: ‘ : *"~Jl~\\\\\\\ ~ _

- La curva I debe ser suave 'y decreciente

- Un extremo de dicha curva debe estar situado en el

punto donde el talud de la presa entra en contacto,

directo con el fluido
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Cdmoiel‘agué qué se filtra debe ser evacuada me-
AIante él dren ubicado en la barte hosterior de la
presa, el extremo restante de la curva ‘T, debe en-
contrarse en dicho drenajei

- La curva T; se aproxima a una;rama.de una.parébola
de:éje vertical y cuyo centro se enéuentfa en el
punto donde el fluido entra en contaéto directo con

el talud de la presa

Dentro de toda razén cabe suponer la validez invaria-
ble de las doé primeras preﬁisas. Por otra parte, en cuanto a las
dos restantes, adn cuando no resulta suficientémente cléro el por-
qué la curva rj déﬁe semejar a una parébola, se conffa en que, co-
mo una primera'aproximacién de la frontera libre, esta hipétesis
permita iniciar el funcionamiento del algoritmo. Adémés es casi
seguroc que el exfremo dé la curva r; ubicado sobre el dren, eh pos-
teriores iteraciones, deba ser desplazado horizontalmente,.pgro man-
feniéndose siempre en cohtacto con dicho érenaje.

En la figufa 4.3.1 se_atiende a la exhibicién de 1la
curva Ty, aproximaciéh inicial de la fronteza rl,\asi mismo se
huestra la regidén . @ determinada bajo estas condicionés. Este do-
minio se encuent;a acotado por los segmentos AF y AC y por la cur-
va T;. Las coordenadas que fijan la posiciﬁn de la curva r; sé

.dan un poco més adelante}

ContinUando con el algoritm, el punto §iguiente‘del

del mismo establece que . | {
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Fig. 4.3.1

"1I.- Mediante el Métsagwagi\glgﬂinto Finito se eva-

lua una solucién en Q° segln la segunda formulacién del problem
dada en la Seccidn 4.1.
A efecto de estar en cendiciones de poder aplicar el

' Método del Elemento Finito previamente se debe

a).- Construir una malla en la regi6n Q°

b).- Espeéifiéar'las condiciones en la frontera de

. la regiéh Q°

a).- En la figura 4.3.2 se presenta la malla aludida.
Esta se enmcuentra compuesta por 130 elementos y 162 nodos, En pro-

-medio, la norma de la malla es de 50 cms.
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b).- En la figura 4.3.1 se puede apreciar como la
frontera de la regién Q° se encuentra compuesta por‘lbs segmentos
AF, HC, AH y la curva ;. Seguidamente se pasa a_considerar a

cada uno de estos elementos en detalle.

i).- De conformidad al punto LV de la segumda formu-

laciém del problema dada en la secciém 4.1 ocurre que

2 =]
L}

e interpretaldo este caso de acuerdo a la malla dada en la figura
4.3.2 se tiene que del nodo 142 al modo 162, la funcidm potencial

toma el valor de 5 m.
ii).- En consonancia~¥;EBIZH\QQ\£?ferido punto LV de

la segunda formulacién se sabe que.
o =0 en HC ' (4.3?2)

en otras palabras, en los nodos 136, 140 y 141 la funcién potencial
es nula. : | |

iii).- Dado que la presa en é;tudio se encuentra ci-
'mentada sobre un estrato impérmeable, se sabe que nq ocufre1f1ujo'
a través del segmento AH. Asi pues, en relacién a los segmentos
acotados por los nodos. 142 vy 1, 1y 3, 3y 6, 6y 10, 10 y 15,
15y 21, 21y 28, 28 y 36, 36 y 45, 45 y 55, 55 y 66, 66 y 76, 76
y 86, 86 y 99, 99 y 104, 104, y 112, 112 y 120, 120 y 127, 127 y
133, 133 y 134, y 134 y 139 se tiene que:
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st =0 en AH (4.3.3)

.1v).- En la segunda formulacidén del problema se puede

apreciar que en la curva T, inciden dos condiciones de frontera,

" a saber:
9@ _
n = o en r
y
o =Y en Ty

S~

en este punto debe darse respuesta ;NTE\Qgsgunta planteada en e}
inciso 1ii) de la Seccidn 4.2, la que a la letra dice

¢Cudl de las ecuaciones ¢ =y o %% =0 en T se

ha de tomar?
Contemplando el prbblema desde un pdnto de vista inme-
diato resulta indiferente la eleccién.de una o de otra condicién de

frontera, pero resulta pertinente obserﬁar que si se elige

y reciprocamente, si se elige como condicién de frontera
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-’

mediante la resolucidén del problema se debe llegar a.que‘

%%\: 0 en Ty

Asi pues, dﬁdo que'el problema puede ser resuelto toman-

dose una o la otra condicién y adem;;T“;;\Ebqugo a consideraciones

que se detallan un poco més adelante, se conviene en elegir como con-

dicién de frontera la siguiente

e _ . | 8 |
5n = O en Ti | (4.3.4)

i
4

en otros términos, a través de los segmentds acotados por los nodos:
162 y 56, 56 y 57, 57 y 67, 67 y 77, 77 y 78, 78 y 87, 87 y 96, 96 y
97, 97 y 105, 105 y 113, 113 y 114, 114 y 121, 121 y 122, 122 y 128,
128 y 129, 129 'y 135, 135 y 136, 136 y 138, y finalmente 138 y 141
el flujo es nulo. . | |

| Una vez establecidas todas las condiciones fronterizas
sé procede, mediante el Método del Elemento Fimito, a evaluar el po-
tencial en aquellos nodos de la malla donde éste és, por principio,
desconocido. Por supuesto, los nodos donde se va a centrar la aten-
cién con especial cuidade son aquellos ubicados sobre la frontera mo-
vil r,. |

Con el propésito de agilizar el manejo de los datos el

programa computacional presentado en el Capitulo III se ha modifica-
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do, esta nueVa versién déaominéda FOBOS/ITERA se presenta en el
Apéndice C. |

v En este segundo punto del algoritmo es oportuno seﬁalar
que la lectura de los datos 1nicia1es, y dado que estos son hartos,
se hace mediante dos archivos creados de antemano en disco. El pri-
mero dé ellos se éonstruye siguiendo fielmente los lineamientos da- .
dos en el Capitulo III para el manejo del programa.FOBOS y describe,
por supuesto, las caracteristicas de la re&,asi como las condiciones
de frontera imperantes. Para el caso concreto de la presente apli-

cacién este primer archivo se ha'denomi;;EE\Pﬂgéﬁ/A y se presenta en
el Apéndice D. -

| En cuanto al seguqdo archivo, en esta ocasién depoming
do FRONT/M1 se exhibe tamhién en el Apendice D.
| Tocante a é;te Gltimo grupo dé datos es adecuado sefia-

lar que la lista de los datos iniciales asentada en la Seccién 3.3

se extiende mediante los siguientes incisos{

k) Ndamero de nodos en la frontera 11bre

1) Ndmero del nodo de la frontera libre y cota mini-
‘ma de desplazamlento vertical

m) Numerosldel antepeniltimo y pendltimo nodos de la
frontera‘libre

n) Nﬂwero‘qel QI;imo nodo de la frontera libre

o) Cota minima:de desplazamiento horizontal'del.ﬁlti-

mo nodo

K.~ NuUimero de nodos en la frontera libre
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En este camﬁo se anota la cantidad de.nodos que filguran
eh'la frontera libre susceptibles de ser desplazados verticalmente.
En el ejemplo; segin la malla preéentada en la figura 4.3.2 son 18
nodos, a saber, los nodos 56, 57, 67, 77, 78, 87, 96, 97, 105, 113,
11&, 121, 122, 128, 129, 135, 136 y 138. Se advierte que aln cuando
el nodo 141 pertenece a la frontera libre,‘éste s6lo puede ser des-
plazado horizontalmente y en consecuencia no se toma'en cuenta para

el cédmputo aludido.

CAMPO VARIABLE DESC R.I PCION
1 | iC -HEEE£9 de nodos de la frontera li-
| bre sJ;;;Bf$Qigs de ser desplazadqs
verticalmente a

L.- Ndmero del nodo de la frontera libre y cota minima de desplaza-
mien£0 vertical |
En este rubro se anota el ndmero del nodo susceptible
de ser desp;azado Yertiéglmehte y la cota inferior de dicho movimiep
to. Esta cota queda delimitada.por aqqella porcién_de la realubicé-
da por debajo del nodo en cuestidn, es decir, dich0°nodo no podré
désplazarse ilimitadamente hacia ébajo pues en este caso la malla
' quedaria destruida. | | |
En la figura 4.3.2 se puede apreciar, por ejemplo, que
el nodo 67 debe quedar siempre ubicado sobre el nodo 68, asi pues,‘
la cota minima de desplazamiento vertical para el nodo 67 esiigual

a la ordenada del nodo 68.

En la misma figura 4.3.2 se observa que el nodoc 56 debe
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quedar situado por arriba del segmento que une los nodos 46 y 57,
-luego mediante una simple interpolacién se encuentra la cota minima
de desplazamiento vertical correspondienta el nodo 56, ésta eslla
ordenada perteneéiente al punto de interseccidén de la recta que pa- 4
sa por los nodos 46 y 57 y la linea vertical que pasa por e; nodo 56.
'Como es de suponerse, la cota minima para el nodo 138
es igual a 0.0, pues dicho nodo puede moverse libremente hacia_arri-

-ba, pero cuandp,el‘movimiento es haclia abajo hay que cuidar que el

nodo siempre quede ubicado por encimawﬂei-dxgg;\\e
. : ' : ’ |
, De manera andloga se encuentran las™cotas minimas de - !

desplazamiento vertical para los nodos restantes de la frontera l;-
bre, excepcién hecha del Gltimo nodo. En este caso, como el nodo
141 sbélo se puede deéplazar horizontalmente, no hay necesidad dg con-

siderar a dicha restriccién.

CAMPD VARIABLE DESCR IiP CION
1 LI ~~ Numero del nodo ubicado en la fron-
| tera libre 5usceptibfea de ser,desplg'
zado verticalmehte,
2 ' CLI | Cota minima de desplazamiento ver-

tical de dicho nodo

M.- Ndmeros dei antependltimo y pendltimo nodos de la fronterg libre
El nodo ubicado en la interseccidén de la frontera li-

bre éon el dren de la presa es considerado como el Glt}md nodo de la

frpntera libre. Luego los dos nodos immediatamente anteriores a éste,

situados también sobre la frontera libre, seran, respectivamente, el
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antependltimo y penGltimo :.nodos. En la figura 4.3.2 se puede apre-
ciar que estos son los nodos 136 y 138. Comd sevveré adelante, es-
tos nodos se sefalan con objeto de ayudar a dirigir el desplazamien-

to horizontal del Gltimo nodo en las iteracciones que se realizan.

CAMPO VARIABLE . DESCRIPCION

1 IA i Nimero del antepenUltimo nodo
2 18 , Nimerc del pendltimo nodo

- N.- NUmero del Gltimo nodo de la frontera libre

Este nodo se ubica en la interseccién de la frontera
libre con el eje del drenaje Qe la presa, en el presente casco el

dltimo nodo tiene el ndmero 141.

CAMPO VARIABLE " DESCR IPCION

1 - IX Nadmero del Gltimo nodo

O.f' Cota inferior de desplazamiento hor;:;::;T\del élgimo nodo

Dado que el Gltiﬁo nodo sélo se puede desplazar hori-
zontalmente, tanto hacia la izquierda como hacia la derecha, entoﬁ-
ces hay necesidad de evitar la destruccién de la red limitando dicho
margen de desplazamiento. Este limite lo da la ébscisé del nodo u-
bicado inmediatamente a la izquierda del Gltimo nodo. En la figura
- 4,3.2 se puedg apreciar que el nodo 141 se p&ede desplazar hacia la
izquierda, pero sin llegar a tocar el nodo 140. ;Asi pues, la absci-

sa del nodo 140 es la cota inferior de desplazamiento.horizontal del

nodo 141.
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DESCRIPCTION
Cota minima de desplazamientc ho-

rizontal del Gltimo nodo

- Toda Qez que se ha construidqvla malla y que se han im-

plantado las condiciones de frontera, se estd en condiciones de eva-

“luar la solucidn en

Q°, del problema segin su segunda formulacién.

En'efecto, aun cuando.gl.grogréma FOBOS/ITERA, alimen-
tado mediante los archivos de datos PRESA/A y NT/M1 puede impri-

mif dichos resultados, se ha incorporado al programa una opcién la

cual permite generar una curva [,'°, nueva aproximacién de la fron-

tera libre. Es decif, aqul se puede elegir enfre suspender la eje-

cucién del programa e imprimir los resultados, o bién pasar al si-

guiehte punto del algoritmo citado en la Seccidén 4.2

III.- Haclendo uso de la solucién encantrada en el

-punto anterior se ajusta la curva‘’ Ij, a una

nueva curva I'y; iy = f,(x) de modo tal que al

menos una de las condiciones

’

r

ri

se satisfaga aproximadamente en Tj.

Una vei.situahps en este tercer paso del'algoritmo, y

a efecto de proceder a su desarrollo, se debe dar cabal respuesta a

las preguntas ii), iv), v) y vi) de la Seccién 4.2. Comenzaremos

S v w—————
| \ . i
i
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cohtestando la siguiente interrogacién obtenida a partir de iv) una

vez que ya se conoce la respuesta a la preghnta 1i1)

—— , '
iv’) ¢Cémo se encuetra'I;m;:;Véxagfoximacién de T

"‘

‘tomando en cuenta la condicidn %% =0 en r,%

Anteriormente se mencioné que si entre las condiciones
de frontera figura la ecuacién | |

3
i

% . g en 1§ » A (4.3.5)

‘entonces los célculos deben reportar que
' t

9=y enTi | | (4.3.6)

en otras palabras, el valor dé la funcidn potencial ¢ calculada en
un punto de la curva T, debe ser igual al valor de la ordenada res-

pectiva., Otra forma de decir lo mismo es la siguiente
®-y=0en T O (4.3.7)

Ahora bién, si el célculo reporta que esta ecuacién es
Justa para un cierto buntp de la curva ri, .entonces la frontera pa-
' sa-ofactivamente‘por‘dichb punta.

Supongamos ahora que éﬁ‘ﬁh“UUﬁ(g\giio de la curva ry

se tiene que
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(p - y < 0 ‘ (40308)

esto nos indica que la frontera libre debe quedar situada por debajo
" de dicho punto.
Finalmente supongamos que en un clerto punto de T, se

tiene

p -y >0 ' } ~h\\\\\\\ (4.3.9)

de aqui se concluye‘que la frontera libre debe ubicarse por arr;ba
" de este punto. |

Es asi como el prograMa.FOBOS/ITERA encuentra la nueva
aproximacién de T;. En_efectd, sea el nodo ndmeroc i de coordenadés

(x{,y;) y sea
by = olx{syi) - ¥§ - . | (4.3.10) -
luegé la nueva ordenada del'nodd‘nﬁmero i se calcula por
‘_yi'= Yy + 84 | | (4.3.11)
o sea

Yi= o (x{,y{) (4.3.12)

~. Asi el nodo nimero i se localiza ahora en el punto‘de

cqordenada (xi,yf). Una vez hecha esta sustitucién el programa ve-

S v
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rifica dos importantes casos

I.- Que la red no haya quedado destruida debido a que el nodo
ndmero i se encuentre ahora situaddkpor debajo de
su cota minima de desplazamiento vértical

En caso afirmativo la ejecucidn del programa se suspen-

de y se imprime un aviso indicando el nimero de dicho.nodo.

II.- Que los angulos formados entre dosicualesduiera
de los lados de los glementos triangulares no sean

menores a los 10°

Si bién es cierto que el p:ogramafFOBOS/ITERA opera
inicialmente con elementos rectangulares, como se puede.ver en la
malla presentada en la figura 4.3.2, el programa, en su fumcionamien
to interno, genera un nuevo nodo adicional llamado nodo central, que
se ubica en el interior del elemento rectangul*r tal y como se pre-
senta en la figura 4.3.3. Mediante este nuevo nodo el elehento rec-
tangular se descompone en cuatro glementos trianguiares, y es en ba-

se a estos Gltimos elementos con los cuales opera el

programa.
Por otra parte se sabe que el efecto de los aspectos
geométricos sobre el grado de exactitud del método queda acotado por

la constante C donde

\

C <

Eonstz:ge j (4.3.13)
sen ¢

(para mayores detalles véase [16] pp 138)
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N.C. = nodo central

Fig. 4.3.3

para s un entero positivo y siendo £ el menor de lds dngulos
Q4 Bi; Y; Que figura en la malla.
De aqui es claro gque si £ es pequefio el valor de la

expresién

constante
(seng )S

puede ser bastante grande.

El programa FOBOS/ITERA eval(a cada uno de los
~éngulos a, 81, Yy o i=1,2,3,4. En caso de que alguno de ellos
sea menor a los 10% se imprime un aviso al respecto sefalandose

e e —

el ndmero del elemento rectangulaf"Eaiﬁaigg?diente asi como 1los
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nGmeros de los nodos dUe conforman al elemento triangular‘en
cuestién. Dado que, como se verd, por los general existe nece-
sidad de construir vafia mallas para resclver esté probleﬁa de
bﬁéqueda de 1& frontera libre, no se consideré conveniente,'en
caso de encohtrarse afigulos pequefios, suspender la ejecdcién
del programa. | |

A medida gque se ygg;lggalizando las posiciones de
los IC nodos susceptibles dé ser desplaza verticalmente, el

programa también evalla los siguientes valores
hy = Iy - yil 5 L=1,2,...,IC (4.3.14)

y de aqui se obtiene la méxima diferencia entre los desplaza-

mientos verticales de dichos nodos. |

A m = méx‘

{hy: i=1,2,...,1C } ' " (4.3.15)
Como se mehcibné, el programa FOBOS/ITERA es ini-

cialmente manejado desde uné terminal remota y el proceso se
inicia con la instruccién de leer los archivos de datos PRESA/A
y HRONT/M1; - El primero describe la malla y las condiciones de
frontera y el segundo detalla las caracterisficas de la curva
.

 Una vez leido estos datos, en la pantalla de la

terminal se despliega el siguiente requerimiento ,

- DAME EL VALOR DE LA TOLERANCIA

- 1 e ey sy
\
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este valor es asignado al parémetro "TOL".
| Y es en este punto donde hay que empezar a abordar

la pregunta ii) de la Seccién 4.2 que a la letra dice

ii) ¢Con que grado de aproximacidén se determina la

curva NI'?

por el momento apuntamos que eﬂfes%&~a;igsii\étapa se tomé

TOL = 0.01mts
Si el programa en sus cédlculos obtiene
) . i . . :

Am < TOL

se imprime: el listado'de resultados y la ejécucién del progra-
ma se suspende.

Pero si se obtiéne

A, 2 ToL

entonces. las coordenadas (xi,yi) de cada uno de los nodos sus-

ceptibles de ser despiazados verticalmente.pasan a ser ahora (xi,yz)

y seguidamente se despliega en pantalla el siguiente aviso

ERROR PERMITIDO EN LA. FRONTERA LIBRE TOL

A
m

. ERROR ALCANZADO EN ESTA ITERACION

T
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LSE DESE4 OTRA ITERACION?

Si se teclea la 1etf§.“ﬁ* sé‘imprime el ;istadc de
resultados y la ejecucién del pfogfin; se suspende. |

Pero si se teclea ié\ieira wgw, entonces aparecen ;
en pantalla las presiones'calculadés,en elfantepenéltiao’y’penﬁl-
timo nodos as{ como los datos augillares p;ra facilitar el movi-

miento horizontal del Gltimo hodd,; En el presente caso}fuéfasi

' NODO PRESION

136 0.35806
138 0.33120

NODG SUJETO A DESPLAZAMIENTO HORIZONTAL
NOBO NUM. 41

DAME LA NUEVA ABSCISA DEL NODO 141
ESTE VALOR DEBE SER MAYOR A-10.10

Las 93.51&»&:«@&&051&@: &0 lbs nodos 136}y'13§{§yuv '
dan & determinar la direccién de1 mnv1m1en£o del nodo 1&1,\ 53 de-
cir, si aquellas presiones son ﬁéqgfivgs, ghtbnces los nodes es-
tan por debajo de la pesieidn ca:?tgté y-ehﬁeste caso hay qué'das-
plazar el nodo 141 uaeia is dcxceka. Y'reciprocamente, si las pre-
siones obtenidas en los nndas 136 ¥ 138 son negativas, entonces
el nodo 141 debe dcsplazarsa hacis la 1zQU1erda. ‘Se hace nctaz le
conveniencia de mover el Gltimo audu poco a poco y esto después de

que se han efectuado unas cince q,sgis iteraciones.
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Una -vez que se ha dado la nueva absclsa del Gltimo
nodo, en este ejemplo la abscisa del nodo 141, el hrograma FOBOS/
ITERA resuelve de nuevo el pfoblema, pero ahora considerando las
nuevas posiciones de los nodos que fueron desplazados vertical y
~horizontalmente.

Es asi como se ha instrumentado el Gltimo paso del .

algoritmo presentado en la Seccién 4.2, el cual dice

IV.- Se comprueba si las curvas P;f y T7 se en-
cuentran lo suficientemente préximas segﬁn
un criterio prefijado. En caso afirmativo
se‘hace 'y = TY'. En caso negativo se repi-
te el algoritmo hasta alcanzar la aproxima-

cién deseada.

- o ey

1

En esta primera etapa del problema sé utilizaron
los archivos de'datos’PRESA/A y FRONT/M1. Y en el Apéndice E.
se puede ver que no fué sino al cabo de diez iteraciones que‘se
logré obtener A <0.01mts. Sin embargo en el elemento ndmero
129 se obtuvieron, entre los lados de los elementos triangulares
generados, angulcs menores a los 10°. |

Y es aqui donde se tiene qué abordar de lleno a la
pregunta ii) de la Seccién 2.4 la que ingquiere a cerca del gra-
do de aproximacién con la que se defermina la curva

Este problemg. se resolvié en cinco etapas y se to-

maron en consideracién'loé siguientes criterios
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1.- Los nodos sujetos a movimiento, tanto horizontal
como vertical, se localizan con una precisién que
no excede al milimetro

2.- Ninguno de los elementos triangulares, en los
cuales se subdividen los elementos rectangulares,

-

-presenta un &ngulo menor a los 10°
Y es asi como se llega a abordar .la pregunta vi) de la
vi).- ¢La malla requerida por el Método del Elemento
Finito deberd quedar fija en el curso de todas

las iteraciones, o bién deberd modificarse?

La respuesta gue se da a esta pregunta, naturalmente

dentro del algoritmo instrumentado computacionalmente, es la si--

guiente

Mediante el programa FOBOS/ITERA se ajusta automética-
mente la frontera libre tantas'veces cuantas sea nece-
sario hasta que la ejecucidn del mismo se suspende de-

bido a una de lag{ dos siguientes particularidades

a).- La red se ckstruyé por efecto del excesivo des-
lizamiento de uno de los nodos

4 .
b).- En el proceso iterativo se obtuvo A <TOL

En caso de ocurrir a) se recomienda repetir de nuevo

=)

FIE Lo/




el proceso deteniéndolo una iteracidén antes de gque la red se des-
truya y aprovechando los resultados asi obtenidos se proche a di-
sefiar una nueva red. - . :
|

Para el casc b) conviene apuntar que aun cuahdo la
frontera libre se va a localizar tomando el desplazamientb vertical
méaximo de los nodbs menor a 1mm, éste valor es demasiado pequefio
para ser usado al primcipio, por esta raz6n en las primeras etapas
se ha tomado el valor del parametro TOL igual a 1cm. Asi pues si
la corrida del programa se suspende debido a que se alcanzd la con-
dicién Dp < icm, como ocurrié en la primera etapa, entonces. con los
"resultados generados ‘por el programa se disefia una ségunda red, pa-
sdndose asi a la segunda etapa del procesoc iterativo. Es pertimente
asentar que una vez que el Ltimo nodo se ha localizado con una pre-
cisién cercana al milimetro, es hasta entonces cuando se recomienda
construir la GUltima red asignadndosele al parémetro TOL el valor de
Tmm. |

Para resolver este problema hubo neceéidad de disefiar
cinco redes, es decir se considerarén cinco‘etapas.l Otros autores
han expresado la necesidad de emplear hasta 16 mallas distintasbg]_

Es pues evidente el ahorro de trabajo humano gue se logra usando el

programa FOBOS/ITERA. '
En cuanto a la pregunta v) de 4.2 que dice asi
|
v).- ¢Se debe tomar en buenta la simgularidad en el
", - €, al evaluar la solucidn? \
i
al respecto cabe mencionar que la singularidad presénte‘en €l punto

de contacto de la frontera libre con el dren, por s% misma hizo
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.paténte su presencia, habida cuenta de las dificultades que se
abordaron pafa lograr determinar su posicién.  Y fué precisamente
eSta la razén por la cual se localizd dicho punto singular con una
éproximacién cercana ai milimetro.

En aras de la brevedad se omiten los dibujos de las
cuatro redeS»restantes,.sih embargo en el Apéndice F se presentan
los archivos de datos respectivos. En la segunda etapa se ultili-
zarén los archivos PRESA/B y FRONT/M2, en la tercera los archivos
PRESA/C y FRONT/MB,}en la cuarta los archivos PRESA/D y FRONT/M4 y
finélmente en la quinta etapa les.archivos PRESA/S y ?RONT/S.

' ' En el Apéndice G se pj:;;;:;\ET\listagg Qe resultados
.obtenidos en la sggunda etapa‘y en la Apéndice H los resultados fi-
nales obtenidos en base a los archivos PRESA/5 y FRONT/S. |

En la figura 4.3.4 se exhibe la gréafica de:'la curva

r'y , es decir se muestra la ubicacién de la‘fronteta libre.
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CAPITULDPO v

DETERMINACION D E LA FRONTERA LIBRE EN

UNA PRESA CON PAREDES VERTICALES
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5.1 INTRODUCCION

En este capitulo se propone determinar el nivel del

agua fredtica para el caso de una'p;;;:wzsa§${géda con material

Homogéneo y permeable de paredes verticales cimentada sobre un es-

trato impermeable fal y como se muestra en la figura 5.1.1

T Fl ,
. \Cl

A B_

TTT7TTTTTT7TT 77777777 ITTTTITITTT 77777777777/ 777777T%
. ¢ a ” : .

«T 3l

Fig. 5.1.1

La zona donde ocurre el flujo de filtracién se en-
cuentra acotada en las caras laterales de la présa‘por los seg-
mentos AF y BC , en la base de la misma por el'segmento AB y por
Gltimo por la frontera libre T, cuya forma y posicidén se van a de-
terminar. Los extremos de la curva I'; se enéuentran en los puntos
FyCi. Al segmento CC, se le conoce comovsuperficié de escurri-
miento. |

En la Secci6n 4.1 se demostr6 gue a este modelo le
corresponde la siguiente formulacién diferencial

SEGUNDA FORMULACION o
Se busca determinar a loéwgfbuinges parémetros

a) La curva I,
b) La regién Q

c) La funcién potencial ¢




tales que
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La curva 1, dada por y = fF(x) sea una curva "sua-
ve" y decreciente donde el punto C, se ubica sobre
'él punto C. |

Q es la regién de la presa ubicada bajo la cur-

Va rlo

II.- ¢ es una funcidén suave en g tal que V2¢= O.

No—

v o ———.
Las condiciones de ffaﬁfhig\\\

@ = H, en AF (5.1.1)
p = h en BC , (5.1.2)
® =Y en T, - (5.1.3)
%ﬁ= 0 en ri ' ‘ (5.1.4)
o =y ' en cc, - (5.1.5)
220 en AB | (5.1.6)

se.satisfacen cuando los valorés de;H e h correé—.
ponden a las alturas de los depésitos de agua iz-
quierdoky derecho respectivamente

A estas restricciones se le puede afMadir la siguiente

2250 en CC, (5.1.7)
La cual estipula que el agua puede filtrarse a
través de la superficie de eséurrimiento.

La determinacién completa de la frontera libre

y = f(x) también incluye las siguientes cléiusulas

£(0) = n © o (5.1.8)
fla)z | (5.1.9)
-a-%f(o)=0 | ‘ (5.1.10)

paad, S22 SOV
\ {
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d
5 f(8) == _(5-1_-‘11)

5;2 OTRA FORMULACION DIFERENCIAL DEL PROBLEMA

En la Seccién 1.8 se demostréd que las componentes del
vector de velocidad para el flujo de filtracidén, en el caso bidimenQ

sional, son

- _QQ
U= -3y | (5.2.1)
v= g | (5.2.2)

y como por otra parte se sabe que a la funcién ¢ le corresponde una
funcidén arménica ¢ llamada funcién de corriente la cuales satisfa-

cen las condiciones de Cauchy-Riemann, esto es

VZyp= 0 en @ "N\\\\\\\ (5.2.3)

v = _%% - (5.2.4).
v o= (5.2.5)

A esto cabe afadir que como tanto la base impermea-
ble de la presa como la frontera libre son lihéas_de.corriente,,el
.flujo a través de cualquier seccidén recta que las intersecte es conss

tante. En particuiar, el flujo a través dé una seccidén vertical

arbitraria viene dada por

fx) E
- ggqix,y)dy = constante = q ' ' (5.2.6)

0
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Es conveniente hacer notar que este gasto q puede ser
determinado a partir de la configuracién de la presa y de los nive-

'les del agua en los envalses. De hecho Charni(1951) demostré que

q = H h 4 (5.2.7)

y bajo estas consideraciones el problema modelado en la figura 5.1.1
se puedevrefo:mular bajo la siguiemte-presentacidn
TERCERA FORMULACION o —
Se busca determinaf a'los siguientes parédmetros
a) La curva T,
b) La regién @ | ;
'c) ~ La funcién potenéial ® R | |
d). La funcidén de corriente ¢
tales que ;
I.- La curva T'; dada por -y=f(x) . sea una curva “sua-
VE" y decreciente, donde el punto bl se ubica so-

bre el punto C

O.- Q@ es la regién de la presa ubicada bajo la cur-

vaTl,.
II.- ¢ es una funcidén suave en @ tal que. V¢ = 0.
Iv.- y es una funcién suave en  tal que V2y = 0.
V.- Las condiciones de frontera | .
® =H en AF | (5.2.8)
¢ =h en BC . (5.2.9)
¢ =Y | en T, | (5.2.10)
v =0 en T, (5.2.11)
® =y en CC (5;2.12)
v =q en AB - (5.2.13)

S <o
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5.3 FCRMULACION DEBIL DEL PROBLEMA .

| Seguidamente se prbcéﬂe;ipartiaﬁdd de,la formulg#ién.
ddiferencial del problema déda eﬁ laisabcién 5,1, a deducir iunforh
mulacién débil respectiva. . o |

Sea v(x,y) una funcién de prueba continua y con pri-r
meras derivadas continuas en elc donido ade la figura 5.1. 1.

Al multiplicar 1a ecuacién de Laplace Vip= 0 por di-

cha funcién de prueba e 1nt¢grando-soprejel dominio Q se obtipne

]

0 = | -3 - 5;} g-;) ldxdv -3
o |
y de aqui
0 = [%% %f + ; §§@¢xév Vtax x f'§§ﬁdes" (5.3;;}
o)

donde ' es la frontera d? Qv G' y ng:sqn los cosenos directores del

.vector unitario normal niln frontera. .

Se divide a la freatc:a r en los siguientes seglanxna

I, = AF, Ty = BC,, Te = R8 y Ty = rl‘

a
Como le variaclén de 1a funeién de prueba en vecinda-
dades de los segmentos ra Y Ty os_nula, la gcuacién (5.3,2)_se

transforma en

0= [%;{ §2 b §%10xey- ,{g@,.g%m- V'fgiﬂx*%g,‘nylds ”‘5,5f3_.,)'
a Jp |
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y de aqui de acuerdo a las condiciones (5.1.4) y (5.1.6) se obtie-

‘ne finalmente

3v 3¢ . 3V 39 = o
[ax 3% * 3y ay]dxdy 0 j (5.3.4)
Q

Asi ers, se busca determinar a los siduientés parémetrbs
La curva I, |
La regién Q
La funcidén ¢
téles que
i.- La curva T,dada por y = f(x) sea una curva “suave"
y decreciente donde f(.a ) 2h
II.-¢q es la regién de la presa ubicada bajo 1la
curva T,
III.- ¢ es Qna funcién continua en @ , donde ella misma
y sus primefas derivadas son cuadrado sumables en
 (en este sentido se sqtisafacen' las cohdiciones

(5.1.1),(5.1.2), (5.1.3) y (5.1.5))

Iv.- Donde .“-”~m~N\\\\\\\
[AY 39 3V g4 4 .
[5% 3% * 3x ax19xdy =0
Q

paré toda funcidn: de prueba v(x,y) con primeras
derivadas continuas en § y la cual se‘anuia en
Tag Y &N Ty o

Ahora se procede a extender el dominio § de la variable

dependiente ¢ a la regidén ABEF de la figura 5.1.1 tal y como se indi-

----u-—-dm-nn‘ﬂnnu-nt::::--#--f'— : '. P ———




ca.

Sea el rectéingulo’

O<x< g

= {(x,y):
luego se define

Q. =D - (9 +T,)

e
0 sea

D= Q+Q +I‘;

Ahora se conviene en’ thender doﬂtfnuamente

“bles ¢y ¥

Q}(X,Y)

e(x,y)=
y

wix,y)
P(x,y)=

y de aqui se observa que

Q2
oY
1
Q
~

Q
<E
-+

donde X1

como seguidamente se in¢icai; : ﬁ Zﬁ~y7

en’

en

en

®

en

* - - : L,
woR S [
mﬂﬂ L T )

T : . . R
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e

Im-n ’n.v

'(5.3.5)

(5.3.6)

_(5.3.7)

a las varia-

5. 3"*.‘-8 )

'(‘5,.3»;9)v

(5.3.10)

(5.3.11)

es la funcién- de d‘ecc;iivdﬂt' para }31 'cffo'njunto I.
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5.4 LA TRANSFORMACION DE BAIOCCHI

Mediante la transformacién dé Baiocchi, la cual permite
definir una nueva varible dependie::;";::7;7}\§s pq;ible encontrar
.nuevas‘formulaciones al problema planteado en este capitulo. Y en este

punto resulta conveniente recordar que como potencial de la veldcidad

se toma al valor expresado en la férmula (1.8.2), es decir

o =y + =2 . (5.4.1)

1

Por otra parte de la férmula (5.3.10) se sabe que la
expresién -Pdx 4’(y -9)dy es una diferencial exaéta en D. Y de
aqui que se defina a la funcién

P
w(P) = |-%dx + (y -p)dy  para PeD (5.4.2.a)

JF

t
b

donde la imtegral se evalla a lo largo de cualquier curva regular
que una los puntos F y P.

En particular se tiene para todo punto (x,y) en D

H
Wix,y) = [[®(x,t) - yldt (5.4.2.b)

, y
y esta es la transformacién de Baiocchi.

‘Antes de proceder a establecer el problema abordado en
términos de la transformacién de E%iocEFT\SQEEiFa conveniente funda-

mentar algunas de sus propiedades

I.- Se afirma que la variable w(x,y) es continua en D




154

En efecto,fes facil cdmprobai que

[a(x,t)-t];:n“*:;:\%l\~ _____
| y - |
wix,y) ={ O en D -0 (5.4.3)
0 en I';

II1.- Se afirma que la funcidén w(x,y) es positiva en g
En efecto, en virtud de la férmula (5.4.1); (5.4.2)

deviene en

fx)

wix,y) = [Rablge  (5.4.4)

y

pues tanto p(x,y) como v

o Son positivas en Q.

En otros términos, se tiene que
W(x,y) >0 en _ (5.4.5)

III.- Se afirma que w(x,y) posee primeras derivadas
continuas.

Mediante simple derivacién de (5.4.2) se obtiene que

. fx)
W = FLOOER0G PO -POO T (B (x, t)dt
y como en la frontera libre T, &(x,f(x))‘z f(x)
QZZX,t)dt —.en Is) (5.4.6.a)
,wx _ jy | "“\\\\\\\ :
|0 o len D-9 (5.4.6.b)

De la ecua¢ién (5.4.2.a) se obtiene también
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W (P) = -ﬁ(g,y) (5.4.6)

De modo anélogo se deduce

-[ p(x,y) -yl enT® (5.4.7.a)

wy(X,Y) = . .
o ' en D - Q (5.4.7b)

Seguidamente se procede a obtener la formulacidn
diferencial del problema en términos de la funcién w(x,y).

Por el teorema de Grean.y .en virtud de las condiciones

de'frohtera estipuiadas'para las eXpresibnes ax y _v se deduce
Vviwdxdy = vi%4s - ||veZwdxdy = - ||v2wdxdy (5.4.8)
D 3D D o
Se define ahora a la funcidn
y . . ; |
¢ =} vix,t)dt _ . . (5.4.9)
o |
y de aquil se sabe que
- ovix,y) = ¢y(x,y): (5.4.10)

Sea pues




VvVwdxdy

D
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(¢
[vxyx - vywy]dgdy
j;D
[wx¢xy + wy¢yy]dxdy
J)p
5.4.11
[wa&x+ wyéyy]dxdy (5.4.11)
JJQ

férmula que se obtiene mediante integrécién por partes, se observa

que la funcién ¢ se anula en los segmentos AF, AB y BC y que también

w se anula en TI,.

Sustituyendo (5.4.7.a), (5.3.8) y (5.4.10) en (5.4.11)

se obtiene

|| Vv Vwdxdy

D

y mediénte

deduce

V vVwdxdy
D

’"@XQx

- [(p-y)

- loV?2 SHRBy ¥

f

t ey 0y
Q

[

-vdxdy
Q

([
-VXq dxdy

D

xx * ﬁ¢-y)®yy]dxdy

W24 dxdy (5.4.12)

Q

el teorema de Green, observando que V2¢= 0 ben 2 se’

-¢y)dxdy

1

(5.4.13)
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donde
1 en Q
Xn“
Q en D - @
Asi pues de las ecuaciones (5.4.8) y (5.4.13) se ob-
tiene que

1 en (w>0) _
V2w = . (5.4.14)
0 en D-g (w =0)

Se procede ahora a establecer las condiciones que la

funcién w(x,y) debe satisfacer en la frontera de la regién D.

H
en AF, 8(0,y) =H,  w(0,y)= (H'T?)"EEN  (5.5.15.a)
J}' A .
rh: ‘
en BC, o(ay) =h , w(d,y)= |h .-t)dt=#(h-y)? (5.4.15.a)
My
en CCi ;(a,y) =y, w(a,y)= 0 (5.4.15.c)
en CiE, ¢(a,y) =y, w(a,y)=0 ' . © (5.4.15.d)
en FE, o(x,H) =y, w(x,h)= 0  (5.4.15.¢)

Y puesto que AB es una linea de corriente se tiene que




H
wx(x.O) = Sx(x,t)dt = - q

o
Usando las ecuaciones (5.4.14.a) y (5.4.15.b) donde

se toma y=0 "se obtiene
W, = ‘—i(Hz-h?)/ a

y de aqui integrando respecto a x, se recuerda que para x=0, w(0,0)=

= 442, se obtiene que
en AB, ¢y(x,0)=0, w(x,O)éin-i(Hz—h2)°x/a
=¢H2 - (H2- h2)ex/(2'a) (5.4.16)

Otra forma de expresar en el dominio D a las ecuaciones

(5.4.14) es la siguiente ' "‘\\\\\\\

- w(l - VZw)'= 0 . v. (5.4.17;3)

1 -vzw(x,y)z 0, w(x,y);o - | ' (5.4.,17.b)

Asi pues el problema ha quedado planteado ahora en
términos de una ecuacién y una desigualdad dﬁferencial. Una vez
resuelto este sistema, la regién himeda § es aquella donde w(x,y)> 0,

es decir

Q = {(x,y): (x,y)eD, w(x,y)>0} :  (5.4.18)
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y la frontera libre y = f(x) es dada por

f(x) = sup{y:(x,y)eQ , 0<x<a.} ; « (5.4.19) 1
donde e
f(0) = lim f(x)
x 0%
y
f( D)= 1lim f(x)
' x‘ba_‘

5.5 FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA

Sea E(x,y) las condiciones de Dirichlet dadas por las
ecuaciones (5.4.15)”y sea el conjunto convexo cerrado K<H(D), donde .

se define al conjunto K por K = {v:veH' (D), vlﬁ , v20c.d. en D}
. ' 9 , 19D

Luego se afirma que si weK satisface a las ecuaciones

(5.4.14), (5.4.15) y (5.4.17), entcrrces--tamb:lé\s,atisface la siguien-

te desigualdad variacional -

a(w,v-u) 2(v-w), para toda veK o (5.5.1)

dohde

(

a(w,v-w) = J (v-w)dxdy
+> | : o
J Aw, (v -w ) + Wy (v -W )}dxdy © (5.5.2)

D
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(vew) = - || (v-w)dxdy (5.5.3).
| 0 , ‘

En efecto, sea ;6=Av-w;'donde BeH (D), luego

{VBevw]}dxdy + gdxdy = ;
1Jp : D

=|| {vBevw]dxdy + Bxgdxdy + | |vaxdy (5.5.4)

’D D D- Q

puesto que w=0 en D - Q.

Se define ahora

y
o(x,y) = [Bg(x,t)dt
0
iuego
B(X,y> = @Y(X,Y)J

y como tanto ¢ como sus dérivadas se anulan en FA, AB y BC ¥y w lo

hace en FE, procediendo como en el caso de 1la ecuacién (5.4.11) se

P ———

obtiene ' ' ““\\\\\\\

gevw}ldxdy = {uy¢xx+wy¢¥y}dxdy o - (5.5.5)

0 D

y de aqui, mediante el empleo de las férmulas (5.3.8) y (5.4.7), re-
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pitiendo el desarrollo dado para la deduccidn de las férmulas

(5.46.12) y (5.4.13) se llega a

{vBevw}dxdy = - Bxgdxdy ‘ (5.5.6)
D v ' D

y como v20 en D-Q,

|vdxdy 2 0O ' (5.5.7)

D-Q

entonces al sustituir (5.5.6) y (5.5.7) en la ecuacién (5.5.4) se

cbtiene
a(w,v-w) 2 (v-w)

Reciprocamente, sea weK tal que satisface la desigual-

B

dad variacional (5.5.1), luego mediante ;I\?Euagga de Green se sabe

qué
- ||(v-w) V?wdxdy 2 - ||(v-w)dxdy (5.5.8)
D JJo | |
y de aqui |
[V?w - 1](v-w)dxdy O ' . (5.5.9)
0 | .

Si se hace v=w+B8 donde BeCo (D), BZO, la ecuécién
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(5.5.9) se transforma en

[[[V‘w-1] dxdy < O
A ,

y de aqui se sabe que
viwsg 1

0 sea

vWw(-g)dxdy g O
D -

y finalmente se tiene que

vZw2 0

(5.5.10.a)

(5.5.10.b)

(5.5.10.¢)

(5.5.11)

Por otra parte se obser#a;qua\ls\fi:frminacién de la
variable weK segﬁh la férmula (5.5.1) equivale-a resolver el si-

guiente problema relativo a minimizacidn

J(w) s53(v) (5.5.12)
donde
J(v)=% ” [V, + vzy]dxdy + | vdxdy (5.5.13)

D : D




En efecto, expresando a la desigualdad (5.5.1) en la

siguiente forma

- i M§+w§}dkdy - lwdxdy > - {wxvx+wyvy}dxdy -1 | vdxdy (5.5.14)
D 4D D D

-

y -usando la conocida expresién
2abg @ + (5.5.15)

deducida a partiride (a-b® 2 0. "Si ahora se toma a=w_ y b=v

X X

se obtiene

2wxvxg wi + vi (5.5.16)

'y si se toma a:wy y b=vy se llega a
2w v s w; + v; (5.5.17)

asi pues, usando las desigualdades (5.5.16) y ( 5.5.17) en

(5.5.14) s¢ 0bt1ene (5.5.12).
!
Por Gltimo, se afirma que la desdgualdad variacional
(5;5.1) tJene cuando m4s una solucién. L
' Supdngase que tanto w, como w, sgé;soluciones de (5.5.1),
luego para Fodé ‘VeK
i

a(wl,v-wl)z (v-w,;) . b : _(5.5.18)
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a(wz,v-wz) 2 (v-wj) (5.5.19)

-

si ahora se hace v=w, en: (5.5.18) y v=w, en (5.5.19) y se

suman ambas desigualdades, se obtiene

a(Wl,Wz-Wl) +: a(wz,wl-wz) 2 0 v (5.5.20)

es decir _ ,f-'"-“““\\\;\\\
- WNz “w )eV(w -w )dxdy e O ‘ (5.5.21)
. 0 |
0 sea
AT -w ) T s [ -m ) dxidy 2 0 (5.5.22)
b ‘

y como el integrando es positivo, el valor de la integral también es
positivo. De aQui que w, -w, = constante en D. E1l valor de esta cons-
tante es céro pues el término wz-wl se anula en alguna pérte de la

frontera de D. Luego wi= w».
5.6 DISCRETIZACION DEL MODELO

En las secciones 5.4 y 5.5 se demostrd que la frontera libre
para el flujo de filtracidén correspondiente a la presa .de paredes verti-

cales mostrada en la figura 5.1.1 se puede encontrar mediante la solu-




cién del siguiente

PROBLEMA I
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Se busca determinar a la funcidén w(x,y) ¢ K, tal que

para toda veK se tiene que

4

donde

entonces la curva

donde

Vwey(v-w)dxdy 2 -

D

Q

O
n

P
It

Si se define a

(v-w)dxdy

o N

{(x,y): O<x<a, Ocy<H }

{v: veH (D), v|p , sz‘c.d. en D }

{
¥
i

a0

= {(x,y)eD: w(x,y)>0 }

f(x)

f(0)

f(a)

T, ésta dada por

"

sup {(x,y)ef , O<x<a }

limf(x)
x+0*

limf(x)
X+a

———_

(5.6.1) 1

(5.6.2)

" (5.6.3)

(5.6.4)

(5.6.5.a)

(5.6.5.b)

(5.6.5.c)
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En este punto es convenlente recordar que H!(D) es el

espacio de Sobolev dado por el conjunto de las funciones u tales que

u, %%, %%LeUKQ) quedando el producto intefior defihido por
Cu,v> = |jvdxdy + || & Laxdy + %% %%dxdy (5.6.6)
| D D D

Con el propésito de facilitar la discretizacidn del

problema se procede a definir la siguiente funcién que coincide con

L

la funcién w(x,y) en sus valores en T§\$£ngfra de la regién D.

. : 2 .
vix,y) = 5%(;h2- H2-2(h-H)y)+iﬁ—%-ll— si Ogxsa,0sysh . (5.6.7.a)
. 2 . ‘
vix,y) = iﬂ—g—ll (1 - g) si Osxsa,hsysH (5.6.7.b)

:

y en consecuencia el conjunto K queda transformado en

K* = {viveH} (D), v 2-y(x,y) c.d. en D} - (5.6.8)
y el problema I en el
 PROBLEMA 11
 Se busca determinar a la funcién B(X,y)czK* tal que

para toda veK* se tiene que




{38.3x _ 28,),383% _ 28) Jaxdyz ||-(1- sy(x,y))(v -B)dxdy (5.6.9)

D D

B(x,y) = wix,y) - Wx,y) : (5.6.10)

Si ahora se introduce la siguiente funcional

.

J(v) = % (gradv)2?dxdy + ‘ (1 - Ay)vdxdy (5.6.11)

D | D

el problema II se puede expresar equivalentemente del siguiente modo:

PROBLEMA III

Se busca determinar a la funcidén B(x,y)eK* tal que

J(s) = inf J(v) _ (5.6.12)

veK¥*

——

Con el propdsito de no extender adn méds la presente di-

sertacidén se omite la correspondiente demostracidn. (E1 lector in-

4

‘teresado puede consultar el texto de Baiocchi' y Capelo [a}gpp16).

4.
b %,, Sean ahora los nUmeros

" .
h, = -N;al , h,= P (5.6.13)

|

|

dénde el intervalo [0,a] se divide en N, subintervalos y el interva-

lo [0,H)} en N, subimtervalos. A esta particién se le asocia el




. vector

| e

h = (hi,hy) o - (5.6.14)

Considérese ahora el conjunto-de'puntos en R2? tales que

M= (myh,,mzh;) ' (5.6.15)
donde m, y m, son numeros naturales.
Sequidamente a cada punto en M sé le asocia las siguie-

tes é4reas:

g (M) = [m;-%%, mi+%%)x[m2—%f,mz+%f) (5.6.16)
y
p (M) = o, (MI}h,)Uo, (M2}h,) | (5.6.17)

La regién. D queda discretizadé del siguiente modo

D, = {M: p (M) <D } (5.6.18‘)

'y el espacio de las funciones de prueba e&n H}(D) se aproxima mediante

el conjunto de las funciones escalonadas dadas por

S sy

Vo= {vpr vy = .% Va (M) x p m(xsy)s v (M) es cte y real} (5.6.19)

MeDh

donde XﬁM‘ es la funcidn caracteristica para el 4rea oh(M);
? i




!
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Cuando z'=(x,y), e,=(1,0) y e, = (0,1), el operador

de diferenciacién se da mediante

61cp(2) = ﬁ—i-[.tp(z+-§—ei) - q;(z--z—ei] | (5.6.20)

Ap = §1819+ 82829 | (5.6.21)

Mediante la aplicacién reiterada de la expresidn

(5.6.20) se obtiene

§.6:19(2) = 7%[ e (x+hy,y)-2¢(x,y)+p(x-h1,y)]  (5.6.22.a)
. |
§28:0(z) = jég w(x,y+hz)-2¢(X,y)+¢(x,y-h2)]_ (5.6.22.b)

El conjunto K* adquiere ahora la siguiente presenta-

cidén dada por la aplicacidn ‘rh:V-rvh y se denota por Kh’

R vxh’dedy}Xh’M- . (5.6.23)

Kn = {Vht VReVR» V2 T en D |} ' (5.6.24)
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Con el propésito de ilustraf el sentido de la transfor-
cién (5.6.23) se desarrolla el'EYbu1en > jemplo.

Sea (i,y)eoh(Mj) ,» luego

L vix,y) = Y vdxdy - - (5.6.25).

Para el caso cuando h»0, Comincioli et al [7] han de-

14

mostrado que ryv,  §;IpVs Whs 838 convergen respectivamente a

<
i

las funciones v, =~ , en LZ(R).

Qi
L

Una vez hechas estas digresiones, el problema II queda
plantezado en los siguientes términos

'PROBLEMA 1V

 Sea lph = rhxp, se busca precisar a la funcién BheKh

tal que

518h( GV, - GBL)+ Gzﬁh( 62V -Gzﬁh) dxdy 2
0 .

2 =(1 =8, %)y, -8, )dxdy | (5.6.26)

para toda vheth o oo
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lo cual interpretado en términos del problema III se fraduce, equi-

valentemente en el

PROBLEMA V
Se buéca determinar a la funcidn 8§ Kb tal que
Jh(sh)'=v12§ I (vy) (5.6.28)
h™"h
donde
‘ 2
3, (vp) = & | [{C8av T+ (6av, )} dxdys (1-8 by, ) vy, dxdy (5.6.29)
D D

5.7 RESOLUCION DEL PROBLEMA DISCRETO

Con el propdsito de obtener fdérmulas explicitas que
faciliten la' determinacién de la solucién humérica del problema V
se procede a‘deScribir la ecuacién (5.6.27) en detalle, por supues-
to de acuerdo con los cohceptos expresados en la seccidn anterior.
A ﬁal efecto;imediante la integracidén por partes, y una yez que se
0b§erva que la fuﬁ#ién Vi se anula en la frontera de la regidn D,
la‘: funcional Jh(vh) dada en (5.6.28) adquiel“e * siguiente presen-
tacién ’ | ' ,

t?

Jh(vh) = -3 ijhfvhdxdy + (1;Ah¢h)vhdxdy A (5.7.1)
i 0 . 0

.y de aqui¥ teniendo presente la definicidn (5.6.19) se obtiene

-
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IENONESSInG i by X, M(X,Y)vh(M))(k\\ th, M(x,y)vh(N))dxdy ‘
(> NeD |

D h h

4+ (1-4, )(\\ (x,y)v,_(P))dxdy . (5.7.2)
h ¥h ) th,p ht? ‘ |
D Peby ' '~""~"“N\\\\\\\

Ahora bien, como

Ahvh.vh = Ah( ; Xh M(x Y)V (M)) ( Xh N(X,Y)Vh(N)) =

A p

MeDh NeD

e

‘
I

Ah[xh,M(x'y)Vh(“-)+ eetXp, M, Vi MN D1 % Xn, NETI2LN M)+
' | NeD '

\

[VR(M 8, (X,Y)+...+vh(MNh)Ahxh,MNh(x’y)].(\\ K WOy )vp (N))=

NeDh-

= i (M)Ahxh (x,y))e (\\ Xh,N(x’y)Vh(N)) =

NeDh

; (Ahxh MEXY) Xy eV (M)evp (N) (5.7.3)

NN*‘\
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usando este resultado en (5.7.2) la funcional‘dh(vh) queda expresada

por |
(v,) = -4 3 “ | My ev. (N)
ItV = - 7 U] Gk, ) Xn, nGxEY) SV (M ey (N) 4
~"MeD NeD
h h D
. “? Cl] O = Bpbx, poxdydev, () (5.7.4)
P D D \ |

Asi pues, la funcional (5.7.2) se puede compactar de la

siguiente manera ’ ‘ '
Inlvy) = #(Ax,x)-(b,x) (5.7.5)

donde x es un vector del conjunto {vh(M); M D} vy donde el simbo-

lo (e,*) indica el producto interior. Aquil por supuesto los elemen-
tos de la matriz A estan dados pof ““"‘\\\\\\\

BN = | |BhXn, Mt Xp, NOXAY | (5.7.6)

D

mientras que el vector b estd definido por la relacifn

{
!
b

bp = - (1 -Ahwh)-xh,dedy ’ _ - (5.7.7)




174

Seguidamente se procede a evaluar los valores ay N
o *
Se consideran seis casos distintos, correspondientes a distintas
posiciones que pueden guardar entre si los puntos My N;

En efecto, de las expresiones (5.6.20) y (5.6.21) se

sabe que
1 :
Ahxh,M(x’y) = Tﬁtxh,M(x*hl,y) - zoxh’M(x,y) + xh’M(x-hl,y)] +

. 1 *
+_E?[xh,M(x,y+hz) - 2'xh,M(x,y) + xh,M(x,y—hz) (5.7.8)

as{ pues se tiene.que “f"“N\\\\\\\

Caso I 8y g =0 si el punto (x,y)ich(N), es decir se: tiene
y .
que ay, \ se anula si los puntos M y N no coinciden o
’ e :
no son adyacentes.
Caso II Sean ahora los puntos M=(x-hi,y) y N=(x,y). Los con-

juntos Oh(M) y ch(N) se muéstran en la figura'5.6.1

Fig. 5.6.1




y como de (5.7.8) se deduce que

- . 1 - e -
Ahxh,M(x’y) =7 [0 - 20 + 1] + W;[O 2¢0 +0] = A

y de agui que

3y,N= || BhXn,M-Xn,NOXTY =
.
YT 5 xpg
1 h
dxdy =-—-2
J Y T
_he hy
y=73" 2

Caso III Sean M=(x+h,,y) y N=(x,y), luego

+O]+—t?1_2[0_2.0+0]

- 1 L 4

y de aqui que

ay,N = | |8hXh, M Xp,NOXDY =
D
A
= 1dxdy = -2
) 2 h,
. )
i g
Caso IV Sean M={x,y-h,) y N=(x,y), luego

. 1 . g - 2 .
Ahxh,M("(’y) = h21[0 - 20 + 01 + hzz[O 20 + 1] =

B:0G6:¥.

TR

X

1

! ;
%, z




Caso V

Caso VI

176
y de aqui QUe

_|la . -
8M,N F h¥h,m %R, NOXAY = -
. D

Sean M=(x,y+h;) y N=(x,y), de modo andlogo se obtiene

Finalmente, sean M=N=£:T;;T\I33§e\

| . 1 . -
Ahxh’M(x,y) = W;O - 21 + 0] +._ﬁ40 - 291 + 0] =

{1
)
N
- .
+

luego ‘ f

a,N = || BhXh, M Xp,NaXdY =

_ha T, _hy
Y2 2

: 2
-2¢L ¥L)}dxdy = 2(—91-1;—1%

1 Ha hih2
y__%z x__%l

Resumiendo se tiene que

ay N = 0 si los puntos My N no coinciden o no son
’

adyacentes ‘ (5.7.9.a)
hf+ hi . '
ay N= 2(——) si M=N . (5.7.9.b)
’ hiha
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I TR 0 (5.7.9.¢)

th, ,M T "Th,
_ __hs ' o
aM:hz,M - - hl ‘ (5070900)

ARsi pues, se han considerado los valores correspondien-
tes al primer sumando del lado derecho‘de la igualdad (5.7.4). Se
pasa ahora a considerar al segundo y Ultimo sumando.

. El primer paso estriba en evaluar a la funcidn wh
haciendo uso de las ecuaciones (5.6.7) y del operador (5.6.23).

A tal efecto se consideran tres casos mismos que corresponden a los

dominios de integraci6én donde rige (5.6.7.a), donde rige (5.6.7.b)
y a la coyuntura donde una mitad del dominio es afectado por la e-

cuacién (5.6.7.a) mientras que la mitad restante es comprendida por

mm;\\S\\\\

Caso L Sea M=(x,,y.) un.puﬁto tal que 0s x;,sa y hsy,sH,
i i i

la férmula (5.6.7.b).

- . 3 e

1
luego segﬁh (5.6.25) se tiene
i+ /2 % h,/2
_ | (H=y %, _ _
‘ph = rh‘l’ = ‘hlhz —§L(1-X/8)d)(dy =

Y =ho2 % -h/2 ;

= FJEaf*%&1+“f/é)'(yi‘“’/2)'H[W1+“2/ZFf‘(yi‘“z’ZF I+

+ [y +h2/2) -(y;+h2/2) 173 b {l(x phi /2) - (x4 -h 1/2) 1/ 2-

~[(xy+h 1/2) =(xg-h v2) 1/(4a)] C (5.7.10)

Caso II | Sea M=(xi’y1) un punto tal que O0Sx;Sa y O0Sy,sSh,
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luego se tiene que

| yi+‘ 2 X +ﬁl/2
wharhq)-ﬁl—g—;r | {x/(2a)-(H—Hl2(h-H)'y)+(H-y)l/2}dxdya,

yi-h/2 x;-h/2
| =—F-3—ﬁz{1/(4a)°[(xi+h_/_2)2.-(x-1-'-h /2F1o [ (F -HD [ (y, +h/2)-

-(y;-h2/2)]-(h-H) e [ (y  +ho/2F-(y -ha/2)* T} +-
+i {(x‘i+h1/2)-(xi-h1/2) . Hz-[(yi+h2/2)-(yi-h2/2)]-

“Ho[(y; +ha/2F -(y;-ha/2)? 1+[ (y; +ha/2)% ~(y-hp/2)® 1/3}

(5.7.11)

;
1
/

Caso III Sea‘Mz(xi,yi) donde OSXiSa y yi=h+B/Nz luégd

yiths/2 xrl¥h,/2

‘ph:rﬂ,:-ﬁ.ﬁz' (H-y)2/2¢(1-x/a)dxdy +

yi xi-h/2
Y _ xi+h‘/2

+

h11'h'2 { x/(2a) ¢ (R-H-2(y-h)y)+(H-y)?/2} dxdy =

yi—h2/2 xi-h,/2

- _Elﬁz{nz[(yimz-/z)-y_i]-rl[(yi+hz/2)2 ¥4 1+
+[(yi+h2/2)>3-y; 1/3}e [(xi+_hx/2)f(xl-h1/2.)]/2-

=L0xgan /20 =(xyoh/2) T(aad}e
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h}%;.“/(aa)'[(xi+h/2)2'(Xi'h/z)zj'[(hY?HZ)'(Yi'(Yi-m/Z))—

-(h-H)ely;-(y;-h/2) ]}L%{(xi+m/2)-(xi-h/2)}-{HY-

*ly;-(y;-h/2)I-Hely; —fyi—h/Z)z]+[y§-(yi-m/2)33/3}

(5.7.12)

Una vez que se han obtenido los términos gque figuran en
la expresién (5.7.5) se procede a hinimizar dicha funcional. A tal
efecto se utiliza una generalizaciéﬁ del método de felajacién para
la resolucidén de sisfemas lineales. El algoritmo que se da se debe
a Cryer[D]. El proceso se inicia tomando un vector arbitrario ¥ su- -~
jeto a x°2z -donde z es un vector del conjunto {—wh(M5: MgD# y el

(M) 4 (1)

paso de x es dado por

(n+4)__ h;h (n+%) _ (n) (n+3) (n)
W sy R Xy, IR ens yan, ] Py (5:7.13)

(1), ,lnrd) L (m)y

S

los puntos M varian sobre el conjunto Dh y el coeficiente de r¥laja-
§ . \/
miento « se toma, asi !’c

(5.7.14)

0 << . - (5.7.15)

»




180

5.8 DESCRIPCION DEL PROGRAMA COMPUTACIONAL

A .
Y

descrito en el presente capitulo. Para tal efecto se empleé u
microcomputadora Brintaform PC 5207 El programa en cuestién p

te determinar la frontera ltbre para el caso de la presa de te'

ceria de paredes vertical@s\nostrada en la figura 5.1. 1.

DATOS INICIALES R

tes datos lnlcitles.

2o~ 8- Esposer de la presa ;;5
'b.~ Altura del prianr inﬁ;lse
C.- Altura del scqundp a.balge;‘f
d.- P"czsun dsl aiwum .

- Nimere de znﬁcsvtima§G%f&E§1€f{:§ ?
g.« uéuorc mdxino dt l; t&eiiﬁes o

5.1, 4
A.- Espesor de la piesa ' LD

setro a.
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Altura del primer embalse

El primér embalse es aquél situadd aguas arriba. En la
figura se encuentra situadt~a—4q\iijiierda de la presa y
tiene una altura igual a H, ’ .

Altura del segundo ehbalse

El segundo émbalse es aquél situado aguas abajo.» En la
figura Se encuentra situado a la derecha de la presa y
tiene una altura igual a‘h.

Precisién del algoritmo

La precisién del algoritmo acotaila méxima diférencia,
tomada en su valor absoluto, para el.valor de la variable
wix,y) éélculado en todos los puntos de l;'red en dos
iteraciones sucesivas. |

Nimero de inteérvalos horizontales

Este nimero N, determina el ndmero de intervalos en que

1
se subdivide La'base de la presa, de longitud a, para
formar'franjaé verticales a efecto de construir la malla
en la regién D.

Nimero de intervalos verticales

Este ndmero Né‘determina el ndmero de inte;valos en que

se subdivide la altura H del primer embalse para formar
franjaé horizontales a efecto de construir la malla en la
regién D. '

Nimero méximo:de iteraciones

Este nimero aqgta sqper' e el nimero de iteraciones
permitidas, e§ decir,>;:O:jzit:IE;$Ual programa se suspen-

de ya sea porque se‘détetminé a la variables w(x,y) con

la precisidn ﬁequerida, 0 ya sea porgque el nimero de ite-
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raciones alcanzd a esta cota.

Se aclara que el coeficiente de relajamiento quedé

determinado dentro del programa tomdndose su valor igual a 1.8.

CAMPO VARIABLE DESCRIPCION

7 XC - Espesor de?la presa
2 YA ; Altura del primer embalse
3 YD _ Altura del segundo embalse
4 NX - Numero de intervalos horizontales
5 NY ’ NGmero de intervalos verticales

.6 EPSI Presicién del algoritmo

‘7 NMAX 1 | Nimero maximo de iteraciones

8 v(I1,J) Es la varivable w(I,J). El progra-

ma inicia el proceso asignandole el
el valor dado por (5.6.7) para
aquellos punto ubibados'en la fron-
tera de la regidn D, mientras que
el valor de esta variable en el in-
terior de la regidén se determina

mediante las ecuaciones (5.7.105,
'T?nﬁrr++4\x\£f;;.12). El valor fi-
nal se evalUa mediante (5.6.10).
5.9 EJEMPLO DE APLICACION
Con el propdsito de ilustrar el fungionamiento del

algoritmo y del programa se procede a dete:minar la frontera libre

para la presa mostrada en la figura 5.1.1 cuando se consideran las
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siguientes caracteristiéas:

Espesor de la presa = 1.62 més

Altura del primer embalse =« 3,22 mts

Altufa del segundo embalse = 0.84 mts.

Precisién del algoritmo = 0.0000i

Ndmero de intervalos horizontales = 20

Nimero de intervalos verticales = 30

Ndmero médximo de iteraciones = 40

bEn el apéndice J se presenta el listado de resultados.
En la figura 5.9.1 se muestra la regidn hdmeda Q y la ffontera 1i-
bre r,calculadas. Comolse recordard, la regién hdmeda se determina
mediante la ecgacién (5;6.4) y corresponde a aquellos puntos de la
regién D para los cualeé w(x,y)> 0, mientras que lakfrontera.libre

se localiza mediante la ecuacién (5.6.5).

- 3,22 mts

) 0.84 mts

77777777777/ 77777777777 77777 7777777777777/ TTTTT 7T 7777777 7777777777
Fig. 5.9.1
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i o D - - g EA Y D “

'o‘.|(001|o'o.ltu.-u-'ototnao.o‘otg!ﬂ.u'.'.o..ﬂn'.o"'.nuun..'n.,g

§GE<0Q91‘ ‘H9321028,01,$p FQRTB&N!EQRP (C) HEWLETT PACKARD CO.
.ﬁfm':) o : AP , A'13
VIR , . -

¥ _t**tt***t***t**t****t****‘k****ttt***t*t****

ARA IMPRIMR: RESULTADOS EN: DISCO::f“A@*

0070007 tFILE FTNOSEDATOS, OLDL.

008000 C. :FORTGO FOBOS | N :
YOUI000—C————F———SE—C _ v ‘
1010000 *x  SE LEE DEL ARCHIVO EN DISCO "DATOS" -
YO11000 AR R AR KRR AR KA ER AR AR ARNTEARRANRANRCAARK AR N AKX A
3012000
JOTIV0D
3014000
015000 ~ PROGRAM CUADRILATERD ™~ —
7016000 CALL CUADRI . | | . |
JOTT000 STOP , r

1018000 END . . | | -

O
»

:-zat“zo * 2t » W)

ogqoaon

t
N

s . 4

0GRAM UNIT CUADRILATERO COMPILED .=

A
i =4
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R N ' 4
GELOQQE‘" HEWLETT=PACKARD 321028,01,10 FDRTRAN/SOQQ;‘ ”FRI:“FEB ao, 1957. i

A-14

019000 C
020000 C e
031000 C *****t***t****************t************t*********
022000 C - PARA LISTAR RESULTADOS: x
0230600 C * tFILE FINO3S=DATOS,0LD x
024000 C » SFILE FTNO2)DEV=ELP .
025000 C * IFILE LP;DEVELP , *w
026000 C * $FORTGO FOBOS,#LP *
027000 C % SE LEE DEL ARCHIVUO EN DISCU, "DATOS™ *
028000 C k**********t***********t***t*t*k****t#t********** o
629000 C ool A ; ' e
030000 C , ‘ " . . -
031000 C j T
032000 ) -SUBROUTINE CUAﬁRI : ) )
033000 C . SOLUCION “POR ELEMENTO FINITO DE POTENCIALES PARA A
034000 C . PROBLEMAS DE FLUJO ESTACIONARIO o
035000 oxMEN§TUN'YEUEETEFUTT?EUEUTEUUT‘NUUETEOo e ‘v*,
Q}bOQO;UM‘_;WI IZONE(100),XPERM(20), YPERM(20) ,ALPHA(20), NDHD(aOO) '
037000 2,HEAD(200),6(200,50),8(200),GWELL(100), IWLEL(IOO) ~,
038000 3,QABND(100) ,NDA(100),NDB(100) THICK(EOO) -
039000 COMMON B,G,NRED,NELS,NNDS,NHDS, XCORD, YCORD, NODE,IZDNE
040000  1,XPERM, YPERM ALPHA, HEAD NDHD ,MAXBW, QWELL, IWLEL,QBND
041000 2,NDA,NDB, THICK, NWELS, NOBND IRADL,LR
042000 CHARACTER*?E TITULO
043000 I FORMAT(1H ,T14,5X,F10.3)
044000 3 FORMAT(S) o N o .
045000 . 4 FORMAT(IX,17,9F8,0) o
046000 6 FORMAT(IH "D ATOS DEL PROBLE M A".///J

000 7 FORMAT(IH ,14, 2(3x F10.2)) | P
048000 8 FORMAT(/) 0
049000 9 FORMAT(" T M P RE ST ON 0E R E s U L T“
050000 10 FORMAT(1H .ax,"RENGLON*.sx."COLuMNA".15x.1ns)

IS X, 1, ' ) R
12  FORMAT (1H .3x.v ENGLON",zax.xﬂs) S N

4“3M?Uﬁﬂ§TTTHW

% PSX, I3, 2 (TN, ETT.4Y)
FDRMAT(!

-ALoaés CALCULADOS OE- caaéa\“
1A, "CARGA"7)
5. DECARGA' HIDRAULIG
P1aX; "CARGA®Y:

T

60000~ 24X,"(ERROR'TIPO' 1 O TIPO 2)",7) N R
61000717 FORMAT (32X7"NOL DE ELEMENTOS "(NELSY ", I3/ "7 7 =
620000 . 136X,"NO. DE NODOS (NNDS) =", I3/ R PR
Y63000 235X, "NU, UE ZUNAS (NZNST =", 137

}64000 39%,"NO, DE CARGAS DE FRONTERA ESPECIFICADAS (NHDS) =", 13/
165000 g2y Xy YN0, DE” FUENTES O "SUMIDEROS "(NWELS) "&",13/" ;
)66000 517x,"NUMERO DE ‘ARISTAS CON GASTO DADO(NGBD) “'aISp///)
7000 1
)68000 : 16X1”NODO",18X,"CARGA". 13X,”PRESION"/) oo
)Q9000”“””Ml9 "FORMAT(SH 'NODD,B8X,SHXCORD,8X,SHXCORD)
)?0000- 20 FORMAT(10H ELEMENTO 2%, 6HNODO 1,2%X,6HNODO a.ax
:11000‘ 1 bHNUUﬁ—3“?X_5HNUUU'ﬂ‘ﬂ?‘ﬂHZUNT_ﬂX“THESPESUR)
)72000 21 FORMAT(SH ZONA,8X,SHXPERM,8X, SHYPERM, 8X, SHALPHA)
)73000 a2 FORMAT(IXW"POTENCIALES "DADOS EN~ ‘NODOS"™, /)" '
74000 36 FORMAT(IX."NOD?”.BX."POTENCIAL )
YT8000" 4] YR IL] 0) o , REEIE : RN
iél'. T R T T Ao coeBove vBan o e BovwodroveBooneodoesdPotnesbsslevgoisen

Lo PR i . B F PR RN
3 SRR : ER T




'0""V""U""V""U"’"""0""‘""'1'-0"“'l""ﬂ‘"’V'"‘D','-."""‘0""\

- 2

\GE 0003  CUADRI A,js, '
Y076000 24 FORMAT(2X,16,518,4X,F10, %) C
3077000 2sS FORMAT(lX,“ELEMENTOS CON FUENTES O SUMIDEROS",/ PR
2078000 26 FORMAT(1Xx,"ARISTAS CON FLUJO DAOO"/
1079000 118%,"EXTREMOS DE LA ARISTA",/
y9800600 oiH L DESCARGA, NODO A NOOO.B”)
)§61ooo 27 FORMAT(i1X,I7,18,8F8.0) .
)082000 28 FORMAT(1H ,3X, F10 3,4X,14,6X%, Ia) X
)083000 29 FORMAT(//" VALORES ESPECIFICADOS DE CARGA HIDRAULICA"/
J0BG000 1.""-”UE-FFE§TUW—EH_EX"FﬁﬁﬁTfﬁ?'773777N53577T3X.'CARGA“
)285000_ 217X, "PRESION"/)
)086000 31 FORMAT(1H ,"t**COORDENADAS RADIALES***")
1087000 32 FORMAT (14X, "ELEMENTO", 4%, "POTENCIA DE LA FUENTE")
1088000 33 FORMAT(IH ,14,5X,2(F11.4,2X),F8.2)
Y089000 34 FORMAT(/7)
090000 35 FORMAT(10X,"MAXIMO ANCHO - DE BANDA- ' 13,7/
)691000 14X, "CORRESPONDIENTE AL NODO NUM=",13/)
1092000 66 FORMAT(SX,2(3X,F10.2)) -
1093000 38 FORMAT(SX,“R E 85 U L t“_A D 0 s".///)v‘_ .
1094000 160 FORMAT(16) :
1095000 DISPLAY "(1) PARA LEER DATOS EN PANTALLA TECLEE 1 *:
1098000 DISPFCAY " (2) PARA LEER DAYOS EN ODISCO TECLEE 2 *
1097000 ACCEPT IKKK \ ‘
1098000 Ik=3
1099000 IF (IKKK. Eu.l)IK 5
100000 ST WRITE(?,34)
1101000 DISPLAY "DAME TRES RENGLONES DATDS TITULO"
1302000 WRITE(6,8) - ‘ . ,
>;03000 DO 40 I=1,3 "‘: - - s
F$03000 READ(IK.S)TITULO RN i
1105000 WRITE(2,3)TITULO
1406000 WRITE(C6,3)TITULD =
1107000 40 CONTINUE
IIUBOOO“””””“““UISPEWY""0Iﬁ"Et“NUﬂEFU’UE_EEEWENTUS‘EN‘ET"VEﬂTNECKT‘
1$09000 DISPLAY "“(PARA suspfuoen LAS CORRIDA TECLEE 0)* -
14106000 READ(IK, *)NELS ‘ "’“f o ' '
1111000 IF(NELS5.EQ.0) STOP : -
1412000 OISPLAY “DAME EL NUMERO DE Noaos ENCA RED(NND?ITw v
‘113000 READ (IK,*x)NNDS .
114000 DISPLAY "DAME EL NUMERO DE ZONAS(NZNS)" g
‘115000 READ(IK,*x)NZNS ' 4 C :
116000 ~ DISPCKY“*UTME“NUMT‘UE'NUEU3“UUN"FUTENtTTt‘fﬁﬁﬁﬁTﬁUTNH§TT"‘—‘""_-
117000 READ (IK,*x)NHDS o ' o
118000 DISPLAY "DAME NUMERO DE ELEMENTOS CON"'“”

119000 DISPLAY "FUENTES O SUMIDEROS(NNELS)"'
120000  READ(IF, *)NWELS

121000 DISPLAY "DAME . NUMERO DE LADOS CON FLUJO DADO(NDBND)"
122000  READ(IR,*)NGBND ~

123000 DISPLAY "(1) PARA USAR COORDENADAS CAPTESIANAS TECLEE 1"
124000 " UTSPLAV "{2) PARA USAR COURDENADAS RADIALES TVECLEE 2" .

25000 IRADL=0 : - .
{aaooo "~ READ(IK,*)IIRROL

27000 IF(IIRRDOL.EQ.2) IRADLSY :
128000 DISPLAY (D) DE RIGIDEZ TECLEE 1"
129000 DISPLAY "(2) PARA NO- IMPRIMIR MATRIZ DE RIGIDEZ TECLEE L
tsoooo -~ READ(IK,*x)IIPPRR

31000 IPRGS=1

lmo'r‘———“rmmwrf‘—z‘rrﬁo T - .
- g 1 -0 - A -Q-. AuAn;g.o
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3E 0004 CUA
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DISPLAY "(1) PARA IMPRIMIR CARGAS HIDRAULICAS TECLEE 1°

133000
134000 DISPLAY "(2) PARA NO IMPRIMIR CARGAS HIDRAULICAS TECLEE 2"
135000 IPRES=0
136000 WRITE(2.8)
137000 WRITE(b,8)
138000 READ(IK,*)I1IPGSS
139000 IF(IIPGSS,EQ,1) IPRES=]
140000 WRITE(2,6)
141000 WRITE(6,6)
142000 WRITE(2,17)NELS,NNDS, NZNS NHDS NWELS NRBND
143000 WRITE(6,17)NELS, NNDo,NZNS NHD S, NWELS NQBND
144000 C LECTURA DE COORDENADAS NODALES .
14%000 WRITE(2,19) A
146000 DISPLAY "SE RECUERDA QUE EL NUMERO DE NGDOS ES=",NNDS :
L47000 WRITE(6,8) _ | ; -
L48000 DO 41 J=1,NNOS »'_ =
149000 DISPLAY "PARA COORDENADAS NODALES' L D ¢
150000 WRITE(6,8) o A — , ‘
151000 DISPLAY "(1) DAME PRIMERO EL NUMERO DEL Nuoo" .
152000 WRITE(6,8) | '
153000 DISPLAY "DESPUES DE TECLEAR ESTE DATD“
154000 WRITE(6,8)
55000 DISPLAY "(2) DAME LA COORDENADA HORIZONTAL"
56000 DISPLAY "(3) DAME LA COORDENADA VERTICAL"
57000 READ(IK,*) I
,S8000 READ (IK, -)xcuno(x),vconotl) _ :
159000 WRITE (6,19) 1 o
60000 WRITE(2,7)1,XCORDC(I), YCORD(IJ ' i
610090 WRITE(6,7)I,XCORD(I), YCORO(I)
62000 41 CONTINUE S
63000 C LECTURA DATOS DE LOS ELEMENYDa '
64000 WRITE(2,8)
65000 WRITE(6,8)
66000 WRITE(2,20) N
67000 DO 45 K=1,NELS
68000 WRITE (6,8) : o e
9000 DISPLAY "PARA DETERMINAR NODOS LOCALES " G
0000 WRITE(6,8) -
?1000 DISPLAY " (1) DAME EL NUMERO DEL NODO:EN CUESTION®
72000 READ(IK,*)I
'73660‘““““"“‘UI§ﬁtKT“W*IE‘TENﬁv‘U“‘gtﬂTTUU“TﬂTTHoﬁAﬁIU“ L
74000 DISPLAY “(1) DAME EL MNUMERD GLOBAL DEL PRIMER NODO" NI
75000 DISPLAY "(2) DAME EL NUMERO GLOBAL DEL SEGUNDO NODO™
76000 ‘ DISPLAY "(3) DAME EL NUMERO GLOBAL DEL TYERCER NODO™ '
77000 T DISPLAY ™ (4) DAME EL NUNERD GLOBAL DEL CUARTO NODO®
78000 DISPLAY "(5) DAME EL NUMERO DE LA ZONA(IZONE)"
79000 DISPLAY "(b) DAME EL ESPESOR DEL ELEMENTO"
80000 READ(IK, ) (NODE(L,ISI), st 1,4),1Z0NE(]), THICK(I)
81000 WRITE(®,20) ik
82000 WRITE(2,23)1I,NODEC(I,1), NooE(I.e).NODE(I 3, NODE(I a)
83000 1,IZONECI), THICK(I)
84000 WRITE (&, 23)1 (NODE(I,J), J 1 4) IZONE(I) THICK(I)
85000 45 CONTYINUE
86000 WRITE(2,8)
87000 WRITE(6,8)
88000 WRITE(2,21)
D0 S0 JET,NZNS

897000

R AR

N R T R R R I I I I I
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06190000 WRITE(6,8)

06191000 DISPLAY "PARA LA ZONA NuM. ",J

00192000 WRITE(6,8)

00193000 DISPLAY "(1) DAME PERMEABILIDADfHORIZUNTAL(xPRERMJ"

20194000 DISPLAY "(2) DAME PERMEABILIDAD VERTICAL(YPERM)"

70195000  DISPLAY "(3) DAME ANGULO DE GIRO EN RADIANES(ALPHA)“

ggiggogo RE?D({g ;)XPERM(J) »YPERM(J) ALPHA(J] »
197000 WRITE 1) ‘

ﬁTTE(afiijJ.xPERM(J) YPERM(J) s ALPHA (J) L

] ... WRITE(6,33)J,XPERM(J), YPERM(J), ALPHA(J) R ST

50200000 = 50 CONTINUE 3 o R

00201000 C -~ LECTURA DE CONDICIONES DE FRONTERA

90202000 ' IF (NHDS.LE.O0) GO TO 65

30203000 WRITE(R2,8)

00204000 WRITE(6,8)

20205000 WRITE(2,22) ~ ‘ | :

¥0206000 WRITE(2,36) ' , !

00207000 DO 60 I=1,NHDS , ' '

00208000 " WRITE(6, '8) .

90209000 DISPLAY "PARA DATO NODAL NUMERO ", I

y0210000 DISPLAY "(1) DAME NUMERO DEL NODO CON POTENCIAL. DADO(NDHD)“

00211000 DISPLAY "(2) DAME EL VALOR DEL POTENCIAL (HEAD)"

0212000 READ (IK,*)NOHD (1), HEAD(I)

)8213000 WRITE(6,22)

yO#E14000 WRITE (64 56)

20215000 WRITE(2,7)NDHD (I),HEAD(I)

~ WRITE (6, 7)NDHD (1) HEAD(I) - - j{;w#w

)0216000

10225000

26000 ' , HID
10227000 . DISPLAY ™ (ag DAME LA POTENCIA CORRESPONDIENTE (.
Y02280007 DISPUAY " (LAS FUENTES SE SENALAN CON EL SIGNO +): ,
10229000 DISPLAY * (LOS SUMIDEROS SE SENALAN cou EL. s:suo -) .
TOZ3V000 READ (IR, ) IWCEL(I), GWELL () 4 R , T
0231000 WRITE(6,25) *mas.z-‘“ ‘~»~*"
10232000 T TUWRITE(6,32) ““W”_ R DR
10233000 WRITE(6,46)INLEL(I), OWELLLT) N A
r%?SWUUU““‘“‘“‘WRTTETETu6)IwLEL(IJ OWELLTT) - ' - ,
10235000 . WRITE(68) - Lt
18536000 70 CONTINUE . i | e et e
18237000 75 IF(NGBND.LE.0) GO TO 81 ; Coe
TOg38000 WRITE(Z,8) ! L
10239000 WRITE(6,8) A A
IZA0600 —WRITELZ B&Y— e
10241000 =~ DO 80 I=i, NQBND .. - ST

WRITE(bl.B) P : R
DISPLﬁY Yy ﬁTﬂE NUﬂEﬁO DEL PRI“ER“NGGﬁTNDA) ”f’f
DISPLAYl*(ZJ DAME NUMERQ DEL SEGUNDO: NODO(NDB) »
DI ‘ D, | VALUE‘ﬂtL (WINT) SPONI _CGBND)
O R, .......;;A... 0. A.-..l....A--..vl..‘.'..f‘.'..4..}.'.‘.1.-‘...|..
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00247000 READ (IK,*)NDA(I),NDB(I),GBND(I)

00248000 _WRITE(6,8)

00249000 WRITE (6,26) .
00250000 ~ WRITE(6,28)QBNOCI),NDACI),NDB(I)

00251000 WRITE (2, aa)osmocx) NDA(I),NDB(I)

00252000 WRITE(6,8)

00253000 80 CONTINUE

00254000 € @BND PARA SIMETRIA RADIAL

00255000 81 IF(IRADL.LE.0.OR.NGBND.LE.O) GO T0 85

100256000 DO 83 I1=1,NOBND s

00257000 OBND (1) =GBND (1) /6.,2831853

Q0258000 83 CONTINUE

80259000 85 CONTINUE T
00260000 C . DETERMINACION MAXIMO “aNcHO. DE. BANDA(MAXBW) SRR e O
60261000 = NRED=NNDS=NHDS . | R T S R
00262000 MAXBW=0 | : L e |
00263000 00 200 I=1,NRED ' A R S *
100264000 MINND=NRED - e e |
00265000 MAXND=0 : | ‘

00266000 . . DO 180 J=1,NELS N

00267000 D0 110 K=1,4 :

00268000 . IF(NODE(J,K).E@,I) GO TO 120 -

00269000 110 CONTINUE . i

00270000 GO 1O 180 '

60271000 120 DO 150 K=1,4

00272000 . NUDEs NODE (J,K)

00273000 IF (NUDE.GT. NRED) GO TO 150

00274000 IF (NUDE.GT,MAXND) MAXND=NUDE

00275000 I?TNUEETITT%TNNBJ MINND=NUDE '
00276000 150 CONTINUE
00277000° 7 180 CONTINUE =

00278000 NTEMP I-MINND
00 1 , MP=
100280000 A \IF(NTEMP LE, HAXBH) GO TO 200

:MAXBW-NTEMP

*HRITE(Z 38)

;UU2BTo00; —WRITE(6, %8) ' ——=

100288000  MAXBWSMAXBW*2+ "

700289000 T TF(MAXBN“EE”SO “ND.MAXBw LECNREDY

002900060° WRITECZ , 16)MAXBW, KEYND .

S ¥y TND

00292000 GO TO 37

§0293000° 205 WRITE(2,8)"

00294000 WRITE(2,9) !

YU295000 , WRI'E(b:V) ;

00296000 ‘WRITE(2,35) MAXBW,KEYND o R

00297000 WRITE (6. 35)  WAXBH KEYND ~ -

00298000 C SE LLAMA SUBRUTINA GEES PARA CONSTRUIR LA MATRIZ'"

V0299000 ' CALL GEES

00300000  IF(IPRGS.LE,0) GO TO 265 ; . e
301000 WRITE(2,10)" . e e

WRITE(6,10) I R i e S Ry

PO 250 I={,NRED

co Ao e ..-.an-o‘.-...--Oc‘-cv-'o--.l-lvi‘..tlvn "u'l.i.lLi'o'o““."V""'
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00304000, oo 210 J=1:MAXBN | e el e
00306000 NCDL=J LR+I . o
3 .
00308000 WRITE(2,11)NROW,NCOL,G(I,J)
00309000 WRITE(6,11)INROW, NCOL,G(I J)
)0310000 210 CONTINUE ,
10311000 250 CONTINUE
312000 WRITE(Z,12)
00313000  WRITE(e,12)
- 00314000 DO 260 1=1,NRED
00315000 WRITE(2,13)1,B(1)
00316000 WRITE (6, 13)1:8(1)
00317000 260 CONTINUE -
700318000 C  SE RESUELVE LA ECUACTON MATRICIAL
0319000 265 CONTINUE

00321000 DISPLAY “(2) PARA NO MDDIFICAR:LA MATRIZ B TECLEE 2" -
00322000 " ACCEPT MODB ‘ R
00323000 IF(MODB.EQ.2) 60 TO 267 - , -

“gU3IZE000 oISFtKY"‘HUUTFTCIETUgE!‘I‘ET‘ﬂTTFTI‘E‘
00325000 DISPLAY "CUANTOS VALo ES DE LA MATRIZ B ss DESEAN MODIFICAR"
700326000 ACCEPT 'NBS" ' o R
00327000 WRITE(2,390) ’ B A »»ucvM 2
AEELLALE wRTTET?‘Iva) ' T
00329000 00 266 K=1,NBS ‘
'WQOSBOOOOW“"””“*“DISPtAY WU DAME ELTRENGLON DE (23 MATRIZ B PDR MODIFICAR”
00331000 . ACCEPT L
0332 DISPLAY ™ DAME EL NUEVO VALOR DE B T
0333000  ACCEPT B(L) o
Ho334000 390 FORMAT (/" MODIFICACIONES KL MATRIZ” B"/) ’ -
00335000 391 FORMAT(1X," B(",I3,")=",612.4) _ '
77
. 00337000 - WRITE(6,390)
00338000 T TTWRITE(6,392)
00339000 WRITE (2, 391) L.etL)
m
80341000 266 CONTINUE . _ -, BRI BTt |
0342000 26T CONTINUé“”“ —— ™ DR S A A
bosazooo CALL RS LVE(G B, NRED MAXBNW) B I T
—quw#vuu - U BIEN
100345000 CARGAS HIDRAULICAS Y DE PRESION SRR
*00346000 TIF(IPRES.GT, 0) G0TT0 290"
00347000 RITE(a 14)..
=1, §RED i
- BB 41:1Q0)
RITE(balB)HiB(I)

90355000

00353000
H0354000

"IF(NHDS,.LE.0) 60 TO 37 "N\\\\\\\ b
CRRITEC2TIS) Y~

WRITE(6,15)

DO EEU‘T“T“NHUS

80357000 WRITE (2, 13)NDHD.C1) , HEAD (1)
00358000 " WRITE (6, 13YNDAD (LY, HEAD (1)
00359000 280 CONTINUE .
UvooU000 LU TO 57 o
N BN X [ ]

R

Aevoa .-
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00361000

290

WRITE(2,18)

00362000 WRITE(6,18) "f\\\\<;,
00363000 DO 300 I=1,NRED ;
00364000 PRESS=B(1)=YCORD(I)

00365000 WRITE (2,13)1,B(1), PRESS

00366000  WRITE(6,13)1,8(1),PRESS

00367000 300'CONTINUE "

00368000 IF(NHDS.LELO) GO TO L34

00369000 WRITE(2,29)

00370000 WRITE (6,29)

00371000 DO 310 I=y, NHDS

00372000 JENDHD (1)

00373000 PRESST=HEAD (1) =YCORD (J)

00374000 WRITE (2, 13)NDHD (1) , HEAD (1) ,PRESS
'00375000 WRITE (6, 13)NDHD(I) HEAD(I) PRESB
00376000 310 CONTINUE

TOITT000 0 T0 37 , .
00378000 ENO - . - I

PROGRAM UNIT CUADRI COMPILED
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. 00380000

. 00381000
00382000 SUBROUTINE GEES

00383000 C CALCULA LOS ELEMENTOS DE LA MATIRZ

00384000  DIMENSION XCORD(200),YCORD(200),NODE(200,4) )
00385000 1,120NE(100),XPERM(20), YPERM(20), ALPHA(EO) NDHD (200)
00386000 2,HEAD (200), G(aoo 50),8(200),QWELL(100), IWLEL (100)

00387000 3, A8ND(T00),NDATTI00), NDB(IOO) THICK(&OO)

00388000 DIMENSION XX(5),YY(5),HD(5),GT(5),ND(S),ATRI(4)
700389000 B COMMON B,6,NRED,NELS, NNDS NHDo,XCORD YCORD,NODE, IZONE
00390000 1 XPERM, YPERM, ALPHA,HEAD, NDHD ,MAXBW, QWELL , IWLEL GBND

00331000 , NDA, NDB TAICK, NWE_3 NOBND IRADL LR
00392000 LR (MAXBW+1)/2 o
00393000 DO 2 I=1,NNDS - " T
00394000 B(1)=0, , .
TUU39s5000 DO 2 JET,MAXBW . S {
00396000  6(I,J)=0, - ‘ ~ G
00397000 - @ CONTINUE I
00398000 C SE DAN CARGAS FRONTERIZAS AL VECTOR B
00399000 TF(NGBND.LE.O) GO 10 4
00400000 DO 3 Is1,NGBND
00401000 KSNDACIY , e TR
00402000 . 'NDB(I) 1 - S R T e
TO0UD 300t -
00404000 -_GTEMP oawocx)*oxsrla. oy
00405000 T BCKYSBAKY+ATEMP T T B o o
00406000 B(L)=B(L)+QTEMP
00407000 ~ 3 CONTINUE , NOT
00408000 4 KOUNT=0 : BRI
700409000 C T INICIA LOOP ELEMENTOS™ CUADRANGULARES T
00410000 = . 00 200 I=1,NELS
TOUEIT000 GC=0., - '
00412000 BCN=0, | IR
—G0413000 " DO 5 KEITS S— e -
00414000 S 6T(K)=0, e
— 00415000 JSTZONE(T)

_ANGLE=ALPHp (J)

---——_...

remé:nonotxx) ' .

IF (ITEMP. Ng CUTEMPY 60 TO 8T T
HD(JJYSHEAD(KK), ' N T R
TUUAZTO00 TOT0 T ’ -

. 00428000 8 CONTINVE @, v ey

GO458000" 9 CONFIRE R e -
00430000 HD (S5)=HD (1)

- _ . _ ADAS LOGCALES :
00432000 D0 10 II=1,4 - s

00433000 " " KAZNODE (I, 1T
00434000 - ND(II)=KA
V0435000 ; XX(II) XCORD(KI)

-,A--.-.n.-..‘.-.-u « A “o---‘ -..'ot.ll‘-ll"‘.';nn--‘l_uao'ulvv‘o\o'!'i‘lOon""""\
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0436000 YY(I1)=YCORD(KA)

0437000 10 CONTINUE

0438000 ANG=ABS (ANGLE) ¥
0439000 IF (ANG,LE,Q0,) 6O TO 12

0440000 SNALP=SIN(ANGLE)

0441000 CSALP=COS (ANGLE)

2442000 DO 11 II=1,4

0443000 TEMP=XX(I1)

0444600 THPEYY (11D,

0445000 XX(IT)STEMPxCSALP+TMP*SNALP

0446000 YY(II)--TEMP*SNALP*TMP*CSALP ;

0447000 11 CONTINUE '

0448000 12 XX(5)=XX(1) o _
0449000 YY(S)=YY (1) . e
0450000 ND(5)=nND (1) ' :
0451000 XCN= (XX (1) +XX(2)+XX(3)+XX(4)) /4,

1452000 YONS(YY (D) +YY () +YY(3) +YY(4)) /4,

0453000 C_ LOS DOS SIGUIENTES RENGLONES SIRVEN
1454000 € COMO AUXILTARES PARA DETECTAR ERRORES
2455000 C EN LA LECTURA DE LOS DATOS

JU56000 C WRITE(2,145),1,XCN,YCN, TEMP T
)457000 C WRITE(6,145),1,XCN,YCN,TEMP .~
)4$8000 C INICIA  LOOP TRIANGULAR |
459000 . 0O 100 II=1,4 °

LIYILL) NA=ND(TIT)

1461000 NB=ND(II+1)

)462000 XNA=XX(I1)

)463000. YNASYY(11)

JA64000- XNB=XX(TT+1)

1465000 YNB=YY(II+t)

V466000 CXKT=XK : T ——

1467000 YKT=YK i

1469000

. L !
IF(IRADL.LE,0)GO TO 19

1470000

1471000

. TMPs (XNA+XNB*XCN)/3.
.. B0 70 20 ;

oL 20,

H
WPETHICK (15 -

KYSXKTHTMP
KT=YKTATHP

485000.

BJ=YNB=YCN

e JEXCNSXNE

BLZYNA®YNB'

CK= XNA XCN

-ANA

TEMP 2.*(xNA*BJ+XNB*BK+XCN*BL) .

486000 CATRICII)STEMP . ‘

487000 C WRITE(Z, 144)1 11, TEMP

: : )I:II TEMP

89000 XKT XKT/TE
480000 XK man
491000 TPXL=XKT*B 7
792000 TPYLZYRTACL , , '

N B TN F T T REEEE IR TR T Yy i arars T
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5059sooo;k>" “TPRIEXKT+B] | —
004940000 - " . TPYJEYKT*CJ - o e
09498 © . GCEGCHTPAL#BLYTRPYLACL R
004960 - IF(NALLESNRED) GO TO 35 R :
004920 ';ﬂCN»BCN'(TPXLtBJ+TPYL*CJ)*HD(IIJ

00498000 ‘JFANB.LEL.NRED) GO TO 32

“BCN=BCN'(TPXL*BK+TPYL*CK)*HD(II*I)

00499000 i

oosooooo< GO TO 100" L

V0501000 32 B(NB)=B(NB) = (TPXJ*BR+TPYJ*CKI*HBIT) . -~ <
-00%502000: 33 GT(II+1)-GT(II+1)+TPXL*BK+TPYL*CK e
00503000 G(NB,LRY=G(NB, LR)+XKT*BK*BK+YKT*CK*CK_

0050400 - .60 70 100

00505000 “33‘6???1)-31(11)¢TPxJaBL+TPvJ-CL

00506000 G(NA,LR)=G(NA,LR) +TPXJXBJ+TPYJ*CJ

00507000 IF(NB.LE. ,NRED) GO TO 36

00508000 B(NA)=B(NA)= (TPXJ*BK+TPYJ*CK)*HD(II+1) | '
§5030600 GO 10 31 ‘ | : : » -

00510000 36 NAT=NA=NB+LR e 3 : .
00511000 NBT=NB~NA+LR o T
0 sxaooo G(NA,NBT)= G(NA;NBT)+TPXJ*BK+TPYJ*CK o R

3000 G(NB,NAT)SG(NA,NBT) ,
00514000WWWMWMwWGO 10 33 e
00515000 300 CONTINUE

GT(1)=6T(1)+6T(S)

09516000
0517000
09518000

C SE ANABEN“FUENTES'O suﬁtoedﬁ? AL VECTOR £w~

IF(NWELS,LE,D

.OR.KOUNT.GE. NWELS) 60 TO 50
00 45 JJ#t.NME .
IF(INLEL(JJ).NE 1) 6O T0 45

09519000
09520000
21000

00522000

00524000

KOUNT=KOUNT+1 TR

TEMP= QWELL(JU)/((ATRI(1)+ATRI(2)#ATRI(3)*ATRI(4))*3
D0 40 KK=1,4

_KA=ND (KK)

J ,

0052350600

00526000

00837000
00528000

KB=ND(KK+1)}
TMP=ATRI(KK)*xTEMP

BCKAY=B (KA) +THP ' B T e
B(KB)=B(KB)+TMP . . .

o’ssaooo ¢

00534000
00535000
00536000

45 CONTINUE

40 BCN=BCN+TMP °
60 TO S0 4.

SE ELIMINA PUNTO NODOQ CENTRAL PARA CADA ELEMENTO : .
L LA ECUACION DE LA MATRIZ L
50 DO 61 JJ=q,4 o RS i S SRR
TKAEND(JIY T ‘ T —— A
IF(KA,GT.NRED) GO TO 61

GTEMP=GTUIN76C
'~:ﬁ(KA)-B(KA)-BCN*GTEMP

00760 KK»I a
KBSND(KKa

, caxa: ASLRL (LS i
G (KA, KC) =G (KA s K )~GT(KK}*GTEMP
CONTINUE |

CONTINUE -
90346001 CONTINUE S | N
00547000 RETURN ‘ v : : T
00548000 END ' g ' ‘ :
Li...u.... ] A 0 .{.. ] v 4 . ... PO | AeoriBoasen (]
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00549000
40550000
60551000
00552000
00553000
00554000
00555000
00556000

SUBRUTINA RSOLVE
SE RESULEVE LA MATRIZ MEDIANTE ELIMINACION GAUSSIANA

oo0o0njooaon

00557000 SUBROUTINE RSOLVE(C,V,N,M)
00558000 ~ DIMENSION C(200,50),Vv(200)
00555000 LR=(M=1)/2 |

00560000 PO 20 L=1,LR

00561000 IMSLR=L+1
00562000 . DO 20 I=1,IMm ,
00563000 00 10 J=2,m - ST
00564000 10 C(L,J=1)2CLL, ) R

00565000 KNEN=L , B - — T
00566000 C KMzMel | I
oossvoooﬁ- TTTTECL, MY =0,

" 20 C(KN+1,KM+1)s o.

.. LRSLR+1 - : Pl
1M=N*l’~¥~' ‘ L
0090 I=1, IM
NPIVSI .

. CS=T1+1 -
057.4000.. 00 30 LELS,LR o
0575000 IF (ABS(C(L,1)).GT. ABS(C(NPIV'IJD) NPIVEL
00576000 30 CONTINUE
}0577000 IF(NPIV.LE.I) GO TO 50 | .
00578000 DO 40 J=1,M o R
00579000 TEMP=C(1,d) o T
00580000 - C(I,J)SCINPIV,J)

X'
3

0
.

)0581000 40 C(NPIV,JYSTEMP v " - —
Q0582000  TEMPEV(L) ST 5
80583000 VCI)=V(NPIV)

00584000 V(NPIV)STEMP

00585000 50 V(I)=vV(I)/C(I,1)
00586000 D0 60 J=2,M,
00587000 60 CC1,dI=C(L, 137€CT,1)
00588000 DO 80 LSLS,LR

T vew

V0589000 TEMP=C(L,1) s -
00590000  v(L)=V(L)=TEMPav(I) ° SRR A i
00591000 D0 70 J=2,M T TR
00592000 . 70 C(L,J=1)=C(L, J) =TEMP*C (1, )

0 80 C(L,M)=0, . ‘
00594000 = IF(LRL,LT.N) LRSLR+1 ) o
00595000 90 CONTINUE '

596000 | V(N%:V(N)/C(N ) ' S T
§E3§753 . TN= ' o
00598000 0O 110 I=g,IM - e ' e

00599000 L=N=-1

00600000 DO 100 J=2,JM

80601000 KM=L+J

00602000 100 V(L)=V(L)=C(L,J)*V(KM=1)
00603000 IF(JM,LT.M) JM=JM+1
00604000 110 CONTINUE

90605000 RETURN, | ' -
YEEEE IR R R .;..n..f YR IEEY T PR P e YRR RN E SRR I
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FLUJO EN ACUIFERO
SUJETO A LA ACCION DE UN RIO Y DOS POZOS
METODO DE CALCULQ: ELEMENTO FINITO ‘

DATOS DEL PROBLEMA

NO. DE ELEMENTOS (NELS)

s 32 .
. . NO. OE NODOS (NNDS) = 4S
NO, DE “ZONAS (NZNS) = 1
NO. DE CARGAS DE FRONTERA ESPECIFICADAS (NMDS) = 10
NO, DE FUENTES O SUMIDEROS (NWELS) = 0
= 20

__MUMERO DE ARISTAS coN GA8T0 DADO(NQ%g)

s e

NODO XCORD XCORD
1 250,00 1500.,00
2 312,50 1125,00
3 375.00 750.00
4 437,50 375,00
Ty 500,00 00
6 500,00 1500,00
7 625,00 1125,00
- 150,00 750,00
e 875,00 375.00
10 1000,00 «00
11 750,00 1500.00
12 937,50 1125,00
i3 112%5,.00 750.00
14 1312.50 375,00 ’ ST e
15 1500.00 g e
16 1000,.00 1500,00
17 1250,00 1125.00
18 1500.00 750,00
19 1750,00 375.00
290 000,00 .00
<21 1500.00 1500.00
ee 1687.50 1125,00
23 1875,00 750,00
24 2062,50 375,00
-4-] deés0,00 «00
26 2000,00 1500.00
‘27 2125.00  1125.00
. 28 2250,00 750,00
e T R3TS 00 375,00
30 2%00,00 «00
21 2500,00 1500.00
. 32 2562.50 1125.00
33 625,07 720,00
34 2687,50 375.00 ‘ o
3s 2750,00 ~«00 S o
36 3000,00 1500.,00 i L
TTTEFO00,00 T I1Es. 00 - -
: 0..cdouo .8 CAL

B T U




38

39

40
41
4e
43
44
45

ELEMENTO

OnA

0N O Y e

-

3006,00 790,00
3000,00 375,00
3000,00 SO0
« U0 1500,00
.00 11¢5.00
.00 T79G,00
« 00 315,00
.00 .00
NODQ 1 nobd 2 wnoou 3
42 2 1
43 3 2
49 4 3
a5 5 4
2 7 )
3. a 7
4 9 8
3 10 9
7 12 11
8 13 12
9 14 13
10 15 14
12 17?7 )
13 13 17
14 - 13 14
15 29 19
17 22 el
18 23 22
19 24 23
20 2% P’
22 2T 26
el 28 27
24 2% 28
25 ip 29
27 32 3
28 33 e
e9 54 53
30 35 44
32 37 36
33 38 37
- 349 39 58
35 4§ 49
XPER" Y PEFA
40,0000 20,0000

OTENCTIALES DADOS EN WDODS

POTENCTAL
200,00
200.00
200,00
200,00
200,00
200,00
200,00
200.00

MO0 4

41
42
4%
44
1

e

N

HM.—.&-%M“”.—.’-..—-pahnHM)—.Hh..—hp.-a.—.l—bhl.—h.—l.—‘““.‘j—.

-~

Eil o
E WY D00~

U N e et ot
v O B~

n s
w

n
&

LY
-~3

ALPHA

« 00

ZONA

L]

* o ¢ s & & S8 B e & 8 & @

ESPESOR

b god Bmh fmd Bt fd Gk ot PuD ok Pub b Jmd G b b b

s & 8% @ ® & ® & & g & @ & o o .9

i




44
45

c00,00
c00,00

ARISTAS CON FLUJO DAODU
EXTREMUS DE LA ARISTA

DESCARGA

«240
.240
. 240
'2“0
DRY
L0000
000
.000
000
000
.000
<000
000
000
.000
.000
.000
<000
.000
000

NODOD A
lo
17
18
19
41

1

6

11

16

el

2h

31
45
-

10

15

e

29

)

35

IMPRESTON OE
MAXIMO ANCRO DE BANDAS
CORRESPONDIENTE AL wIDU NUMS

RENGLON

EELDUVLHNWWWINANNNLIV LD - e e -

COLUMNA

FTUVBNDINEBEWLWVD P NN TN -

5

"B-4

HOLO E

17

18-

19
290
1
o
11
16
el
cH
1
in
5
i0
15
20
25
30
.35
40

PESULT ADOS

13,
1

]
«T43E+02
e COHE+0]

-,207E+Q2

| -V6U5E+01

«296E+01
«P82E+02
-.240€+01

o Tsas . S
-.328E+02
~,563E+01

-, 24QE+01

«90RE+(2
"of’bOE*Ol
~.106E+02
-, 296E+02
-.5319E+01
-.660E+01
- +BT10E+02
-,103E+02
-~ 102E+02

4
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e

160

[
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e

— i e pn r
PN WER WL OV LWV IWIN NG W e O D o

B-5
-, 203E+02
-, H493E+01
~.103F+0e
LJA2EE+DC
-, 998E+01
~.,014E+01
v, 207E+02
-, 114€E+02
< SH5E+0C
e 396E+01
-, 215E+02
. 5U%E+01
“ ,6Ud5E+0
-, 3288402 : !
“,106E+02 : o
¢ 396E+01 o
«100E+03
»J1U4dE+Q]
.138E+02
«JU41E+02
4595401
~.5b3E+D1
«2B6E+02
«,102E+02
-, 1U44E+0]
O2ZE+(E
e, 568E+01
~,129E+02
“ ,2b6E*02 .
- 413E+01. ‘
~.519E+01 '
v, c03E+02
-, 99BE+01
~D66E+0Q)
L381E+02
'oqa‘)E*O‘l
v 125E+02
~.211E+02
-.390E+01
-~ HY9BE+01
- 514€E+01
-, I4nE+)1
«433E+02
- 122E+02. T
-, B347E+01 :
“~ 219E+02
~.138E+02

1t 8 2

4 ettt e e s ok 4 e da s b e e v s bt

«S18E+01
-.228E+02
~.473E+01

-.. 5 a ‘SE + 0 1 . - L e e e ke s+ e 512 8 bt e ot o S e _ e s

-, 341€E+02
=, 129E+02
+518E+01

-.1eae+oém~\‘\\\\\g
-.363E+02 TS

~.383€E+01




15
13
13
13
13

13

13
15
13
14
14
14
14
14
14
14
14
14
15
15
15
15
15
15
ib

16

16
16
16
1b
17
17
17
17
17
17
17
17
17
18
18
18
18
18
18
18
18
18
19
19

19

19

19
19
19
19
20
20
20

&

12

13

14 -

17
18
14

§5°E+01
bt +02
129E+402
Q14E=-01

~.420E+01
-, 155E+92

- 2BRE+02
- 333E+01
- 4136401
‘QEIIE*OQ
-~ 1226402
- B2NE+01
#3999 +02 :
503 +01 - | ’
~ 1S0E+02 v
-, 222E+02 :
- 307F+01
-.3906+01 T
-.B47E+01
- B03E+01
JAGTEHD2 ' ‘
-.147€+02 '
-08‘;86"01
- 228E+0Q
- 164E+02
CS1BE+02
-.5326400
- B96E+01
- 307E+01
- AT3E+01
-, 363E+02
- 1956402
-.532E+00
CORGE+QR
. 117E+01
-~ 14TE+02
-, 02PE+QQ
- 333E+01
- 3836401
-, 2BRE+02
- 150E+02
- 117E+01
LO6UESDR
- 117E+01
«,150E+02
-, 282E+02
-.283E+01
’olééE*OI
- 220FF
-, 147E+02
- 117E+01 ST =
QQESE*OR |
-, 3326400
“ 155402
~.363E402 L
- 4T3E+01 | -
-.307€E+01
,“-898E+01
- B32E400

B




2
20

20

e

21
21

S a2l

21
2

2e
a2l
2e
a2e
ee
e
2e
2é

23
23
23
23
23

.23

23
23
23
24
o4
24
24
24
24
24

-4

c4
e
25
25
2%
ed
29
eb

c6

2o
26
20

26

217
e7
27
e
el
el
27
27
27
28
28
26

B-7
LOLRE+OL
-, 1o4E+0?
-, C2BE+O2
-, 898E+01
-, 147€E¢02
LAULESGL
~B03E+01
- BUTE+O]L
- 3G0E+01
- 30TE+01
-, 222E+02
-, 150E+02
- B803E+01
«H99E+02
“AS0E+0]
-, 122E+02

‘08116"'02 .

-, 413E+01
-, 33%7E+01
-, c82E+0¢
~.159%€+02
-, 420e+01

« THEE
«21dE-01 ’
~.125E+02

-, 20bE+0
- 499€+01
-, 383E+01
-t§°3t+.32
- 160E+0Q

e F1UE=Q]

«1OUESQ3

«1RE+D
-, 129E+02
-, 341E+02
-, S45E+01
- 473€+01
-, f2BE*OC

JHLAREFOQL

DTTE+D2
-, 138E+02
-, 210FE+0UC
- 847E+01
°0122E+0f2

LA33E+0L
-, 346L+01
c,314€£+01
-~ UGBE+CL
~.390E+01
~.,211E+02
-, 125€+0¢2
-, QURKRE+D]

«BBLE+02
-, 963C+01
“,I98E+01
-, 203E+(2
-e519€+0}
~413E+(G]
-, 26H6E+0C
-.129€E+0°

o,

'




B-8
28 P - ShHE+0]
28 o LO23E402
26 29 - lu4E+01
28 22 - 102E402
28 33 - I5GE+02
28 34 , -.563E+01
29 23 -, 4%9E+01
a9 | 2d - 3ULE+02
29 : 25 - 13BE+02
29 28 -, 144E+0]
29 29 L100E+03
.29 30 C3S6E+01
29 33 - 106E+02
29 3y -.328E402
29 35 -, 6U45F+01
30 24 - GHE
30 25 -;21§§:g§"‘\‘\\\\\
30 29 CISEE+0 ]
39 30 HHGE+02
30 g -~ 114E+02
20 35 | - 207E+00
31 S 26 - B14E+01
31 27 -, C95E+01
31 3 JUZBE+OD
11 32 -, 103E+02
2e 26 - 4O9RE+01]
32 o7 -, 203E402
32 25 -, 102E+02
32 31 - 103E+02 ,
32 3 JBTOE+0R '
3z 33 -, H660E+01
33 217 -.519€+01 .
33 26 - 256E+02
,33 R -, 106E+02
33 32  =.660E+01
33 33 .H90BE+02
33 34 ) -, 240E+01
34 ' 28 _ -,563E+01
24 29 -, 328E+02
34 £ - 114E+02
34 33 - PUOE+O01
24 34 LOBRE402
24 35 C256E+01]
75 29 - 64SE+01
35 30 -, 207E402
35 34 C2S56E+01
25 35 LSAZE+02
RENGLOM B
1 SIUSE+04
P <699 E+04
3 LBO7T0E+04
4 L6911E+04
5 L2867E+0U
6 L0000E+00
7 L0000E+00
B L0000E+00
9 L0000C+00
10 .0000E+00
11 LOU00VE+00
12 +0000E+00




13

14
15
16
17
16
19
20
21
e
e
24
29
26
27
28
°9
30
31
3e
33
24
35

«000UE *0U
JHGOBE DY
«JUCOE+QO
U033 F G2
el0BCL 0}
L1UB2FE 04
«1UB2E+0S
LAUOBE+O2
20000F+QU
LO0DDETQU
W 0U00E+00
LUD0UE+Q0
«O000E«00
LO0000E+Q0C
LDO0VE+DL
L0000E+00
«O00QUE+QD
«OOQUR+0G0
e RPHOTE 4N
of)ql lt*O"
«3070F+04
e ILUYE (Y
e 993K+ D4

ODIFICACIONES A LA MATK]IZ B

o

1
2
e
e
R

MWW o
N Nt Nt N
LTI O [ O L 14

NODO

OO ~NT JF W

HUEVO VALOR DE o

-299,2
-255.6
'71“07
’QIOQQ
-1440,
"5"9'6

CARGA

.lﬁaoE*OB
«1924E+03
«1B94FE+(3
~18BTE+03
«1882E+03
L1894€+0358
«1768E+05
«1774E+0%3
«lB0dE+0Q3
L1BU4TFE+03
e 1792E+03
lobUE+OX
« 175564054
«1783€E+03
+180%9E+03
1739408
+1679€+05
«1760E+03

1631E+03

«1734FE+03%
«1BOLSE+DR
«1972E+03

S CALCULADOS DE CARGA HIDRAULICA

—

o,




24 L1A0LIESDS
29 b108IE+0 8
26 C17%TE+B
21 SI6R3IE+03
28 w1759 ¢08
29 BELELEN K
30 <1900E+0s
31 C1841E+03
32 «18556+03
33 L183484+405%
34 ' JlY9P4ELD S
35 C1948E+03

ALORES DE CARGA HIDRAULICA En

NODO ‘ CANGA
36 c2000E+03
37 S L2000E+03
38 L2000F+03
39 ' L 2000F+03
40 L 2000E+03
41 d20GUF+03
42 LONDUE+(QD
43 SRUONEDS
44 LP2000FE+03
45 «200VE+03

MBRE DEL PROGRAMAZ
UJO FREATICO,
TOO0 DEL ELEMENTO FINITO

B-10

LAS FRONTERAS
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FLUJO EN ACHIFEROC ”"“*\\\\\\
SUJETO A LA ACCION DE Uil RIO Y 0US POZOS

METODD DE CALCULO: ELEMENTO FINITO

o

[l A VA il A V=
oD

50,1509 | ‘
2

3 .
375,750

4
437.5,375
5

500,0

b

500,1500

7
625,1125
4

750,750

9

875,375

10

- 1000,0

il
750,1500
12
937,595,115
13
1125,750
14
1312.5,375
15

1500,0

16
1000,1500

1250,1125 | "-h~\\\x&\\
18 |

1500,759

19

1750,375 ' .
20 '

1500,1500
22

1687.5,1125
23




58
59
60
61

63
64
65
66
ol
&8
69
70
71
72
73
74
79
76
77
78
79

81
82
a3
3y
35
a6
37
88
89
90
91

92
932
94
55
S6
97
98
99

100

101

102

103
104
103

106 -

107
108

109

i10
111
itz
113
114

2

HEWLETT=PACKARD

1875,750

. 24

2002.5,375%
e '
2ano,n,
26
2000,1500
e?
2125,1125
23
2250,750
29
2375,375
30
2500,0,
31
2500,1500

32

2562.5,1125

33
2625,7590
34

2687 .%,375

. 35

2750,0,
36
3000,1500
37
3000,1123
38 _
3000,750
39
3000,375
40
‘QOOIO.
41
0071500
a4
O.01125
43

0er 750

a4q

00'375

45

) 0‘0000

1

42,2,1,481,1,1

2

43,3,2,42,1,1

3

44,4,3,43,1,1

4

QS'Sv'q'aqllyll

5

2,746,141,1

6

3,8,7,2,1,1

322V01A,7,13 EDIT/3000 FRI,
B-13 '
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GE 3 MEVWLETT=PACKARD 3¢201A,.7.13 FOIT/Z3000 FRI, FER 20, 1987, 8303 PM (L)
B-14 ' '

115 7

116 4,9,8,3,1,1

117 & ;

113 5, 10,9, 4,11 ‘ '

$19 9

120 7,12,11,6,1,1 : .

121 10 : S .

122 8,13,102,7,1,1 -

123 11

124 S 9,14,13,8,1,1

12% 12 ' L

126 10,15,14,9, 1,1 o

127 13 f

128 12'17115'110101

129 14

130 ’ 13!1811711811'1

131 15 '

122 14,19,13,13,1,1 '

133 1o

134 15,20,19,14,1,1

135 .17

136 17,22,21,16,1,1

137 18 :

138 18,23,22,17,1,1

139 19 -

140 19,24,23%,18,1,1

141 20 :

}42 EO,&S)EQ,lQ,l,l

£43 el

Iqa 22'27,26,21,1(1

145 22

146 C23,28,27,22,1.,1

147 23 :

148 24,29,28,2%,1,1

149 24 T

150 25,30,29,24,1,1 "““mm\\\‘ﬁx\\

151 29 ' . - e

152 e7:32,31,26,1,1 '

153 26

154 28,33,32,27,1,1

155 27 ‘

156 29,34,33,28,1,1

157 28

158 30,39,34,29,1,1

159 29

100 32’37'3{2131(1’1

161 30

le.l 330380.37,32.171. {

{63 31 : T

164 34,39,38,33,1,1 . .

{65 32 ' : . ‘

1606 35,40,39,34,1,1

1567 40,20,0

168 36,200,

169 37,200,

170 338,200,

171 39,200,




\GE 4 HEWLETT=PACKAKD 3eCia,7.13 FDIT/;BBb\{&&: FEB 20, 1987, &:03 P11 (C)
B-15 . - ’

172 40,200,

173 41,2900,

i74 42,200,

175 43,200,

176 44,200,

177 49,200,

178 16,17,0,24

179 17,18, 0,24

80 18,19,0,24

131 19,20,0,24 ;

182 41,1,0, ‘ i ’

i82 llhlon ’ .

134 be11,0, : . -

18% il,16,0, :

1de 16,21,0.

187 21,¢6,0.

188 26,31,0,

189 51,36,0,

19¢ 45,5,0.

191 5010000

ia9e 10,15,0.

193 . 15,20,0.

194 20,25,0,

195 e5,30,0,

1% 30,35,40,

197 35.,40,0,

198 FLUJO €8 ACUTFERD

199 . SUJETO A LA ACCLOW OE UnN RIU Y DOS POZES

2ee FIIN DE w03 DATUS
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2 CLS
PRINT: FRINT: FRINT 1I-2
PRINT "nombre del programa:fFVi.BAS"
PRINT:PRINT: PRINT: FRINT

50
x5
40
15
50
535
57
4O
63
L8
h¢
70
7’5
50
k]
50
20
40
35
50
00
20
10
20
25
30
40
44
30
&0
70
80
B4
20
Q0
01
0é
10
20
24
25
X0
40
50
60
70
80
31
70
76
30
10
30
40
50
50
55
30
70
20
to

PRINT "Objet
PRINT

PRINT *
PRINT

PRINT *
PRINT

PRINT ©
PRINT

PRINT "
PRINT

ivo : DETERMINAR LA FRUNTERA LIBRE EN FREBA DE TERRACERIA"
COoMN 8U8 DOS THLLUDES VERTICALES.L.A FRONTERA LIBRE"
y=f (%) ESTA DADA FPOR LA MINIMA COTA SUFPERIOR"
DE LOUS VALORES TALES QUE :"

wix,y) E8 MAYOR O I68UAL A CERO."

FRINT: PRINT " PARA CONTINUAR TECLEE CONT ¢ TECLA F% )%

8TOF
CL.8

DEFDBL A-H,0-Z

INFUT "DAME
PRINTs PRINT
Ce=A%+".DAT"
OFEN "0",#1,
DIM U(50,40)
FRINT: PRINT"
INPUT XC
FRINTIFRINT
PRINY:PRINT
FRINT: INFUT
FRINTs PRINT
PRINT:PRINT
DM=1.8
PRINT: PRINT
INPUT EPSI
PRINT: PRINT
PRINT: PRINT
INFUT NX,NY
PRINT: PRINT

PRINT: PRINT

FRINT: FRINT
PRINT: INPUT

EL NOMBRE DEL ARCHIVO DE RESULTADOS";A$

C#
LV (50, 60)
DAME+ EL. VALOR DEL ESPESBOR DE LA PREBA":PRINT

USING "ESPEBOR DE LA PRESA =##.##";XC

"DAME EL VALOR DE LA ALTURA DEL FRIMER Y SEBGUNDO EMBALSES"
YA, YD ,

USING"ALTURA DEL PRIMER EMBALBE = ##.#8#") YA

USING"ALTURA DEL SEGUNDO EMBALSE =##.##";YD

"DAME EL VALOR DE LA PRECISION" :PRINT

UBING"VALOR DE LA FRECIBIUN = ##.#8#48" EPSI]
"DAME EL NUMERO DE INTERVALOS HORIZONTALES Y VERTICALES": PRINT

USING"NUMERD DE INTERVALOS HORIZONTALES=###"; NX
USING"NUMERG DE INTERVALOS VERTICALES =###"3NY
"DAME EL. NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES"

NHMAX L

FRINT: FRINT USING"NUMERO MAXIMO DE ITERACIONES =###"3NMAX1

GOSUB 3000
NX1=NX+1
NY1=NY+i
HA=XC/NX
HY=YA/NY
REM HX, HY,
JI=YD/HY
JI=FIX (Jd)
JD2= JJ+2

SON LA NORMA DE LA Malin

AO=2!1 kX (1 /HX"R2+1/HY"2)
Al=1"!/ (HX¥HX)
AZ=1"!7 (HYXHY)

A3=Al
A4=A2

1

REM CONSTRUCCION DE LA MATRIZ V

FOR J=1 TO NY1

V1, d)=(YA-(I~1) XHY) ~2/21

NEXT J

FOR 1=2 TGO NX1

i

VI, 1)=YAT2/21+ (YD 2-YARZ) ¥ (X -1 ) XHX/ (21 kX0

VI, NY1)=0




20 NEXT 1

30 JD=YD/HY+L I-3
5 JID=FIXCID)

10 ID1=JD+1

30 FOR J = 2 TO Jb

50 VINX1,d)=(YD=(J=1) $HY) ~2/2!
10 NEXT J

30 FOR J=JD1 TO NY

70 VINX1,d) =0

0 NEXT J

10 FOR 1=2 TO NX

0 Xi=(I-1.5) KHX

WO X (I—. 5) RHX

10 FOR J=2 TO JJ

30 Yi=(I-1.5) KHY

50 Y2 (J~. 5) KHY | .
IS0 VL, ) =C17 (A RXC) K (X2 2=X1"2) R( (YD 2=YA™2) X (YZ=Y1) = (YD~YA) K(Y2*2-Y1°2) ) + (X2
(1) /2P RCYAN2E(Y2=Y 1) —YAX (Y2 2-Y1°2) 4 (Y2°3-Y1-3) /31)) 7 (HXXHY)

16O NEXT J

170 J=JJ+ 1

MO Yi=(J~1.%5) kHY

PO Y2=(J-1) XHY

L0 YE=(J~.5) KHY

0 VI, 3 =012 A RXE) X (X2 2=X172) X ( (YD™2=YA"2) K(Y2~Y1) = (YD-YA) K (YA~2-Y1~2) ) + (X2
1) /72 UK (YA Y2V 1) ~YAK (Y22=Y 172) + (Y2Z=Y173) /X1) + (YA 2% (YI=-Y2) ~YA% (VI 2-Y2+2
OYIAI-Y27E) /310 K CX2=X1) /21 =1/ (ATRXC) K (X272-X1"2) ) ) / (HXEHY)

180 FOR J=JD2 TO NY

(90 Yi=(I-1.5) KHY

200 Y2 (J-. %) XHY

210 VI, )= (YA™2K(Y2~Y1) ~YAK (Y2 2-Y1~2) + (Y2 3=Y1~3) /B R ((X2~X1) /2 =1/ (41 RXE) &
(2°2-X1~2))) 7 {HXXHY)

220 NEXT J

230 NEXT !

240 REM VALORES DE L& FUNCION EN LA FRONTERA

2%0 FOR J=1 TO NYi

260 U(1,J)=0

270 U(NX1,J)=0

280 NEXT J

290 FOR I=2 TO NX

300 U(I,1)=0

$10 UCI,NY1)=0

320 NEXT 1 :

30 REM CALCULO DE U(¢I,J) FOR EL METODO DEL RELAJAMIENTO

140 REM LOS VALORES INICIALES DE LAS PRESIONES = 0

50 FOR 1=2 TO NX

60 FOR J=2 TO NY

70 U(T,3)=0

W80 NEXT J

90 NEXT 1

195 LS

00 NU=0

1O BMAX=0

20 NU=NU+1

2% PRINT " ITERACION NUM. »jNU

130 FOR 1=2 TO NX

50 FOR J=2 TO NY |

&0 F=—R0XV (1, J) +A1XV (I+1,3) +AZKV T, J+1) +ASKV(I—1,3) +A4KV (T, J-1) -1

P70 Z=(ALRUCIHL,J) +AZKUCT , J+1) +ASKUCI-1, ) +A4XU (T, I-1) +F) /A0

80 2=DMKZ+ (1~DM) XU, )

90 IF Z = -Y(I,d) GOTO 1510

00 2=V, d)

1O DU= ABS(Z-UCI,d))




20
%0
0
50

70
30
70
20
LG
12
(3
1+
L7
20
50

a5

10
50

7O
30
vo
J0
20
30
10
20
30
}0
50

70
0

I-4
IF DU <= 8MAX GOTO 1540 g
SMAX=DU

UL, J)=

NEXT J

NEXT 1

IF 8MAX <=EFBI B80TO 1590
IF NUCNMAXL 8070 1410
FOR I=1 TO NXI

FOR J=1 TO NY!

LA T REAAS PR PR IUES SVD )
XTY=(I-1) XHX
Y3d=(J-1)XHY _
FRINT USING"V (##. #i, #8. #8) =8, BHERRSBURBBER " 3 XT3 YIIFVI, D)
PRINT #1, USING"V (#4884, i, #11) =88 . S RANRKUA00NN XTI YOIV (T, J)
NEXT I ‘

NEXT I

CLOSE 41

cLs

PRINT:PRINT: PRINT:FRINT: FRINT

PRINT "LOS DATOS Y RESULTADOS GUEDARON GRABADOS EN EL ARCHIVO®
PRINT3FRINT ‘

PRINT " ' "3 CH

BAVE"VAL, BAS"

END

REM RUTINA DE GRABADO DE LOB REBULTADOS

PRINT #1,: PRINT #1, USING" EBPESOR DE LA FRESA =##.##")XC
FRINT #1,3PRINT #1," ALTURA DEL FRIMER EMBALBE=";YA

PRINT #1,:FRINT #1," ALTURA DEL. SESBUNDO EMBALSE=";YD

PRINT #1,: PRINT #1, USING" VALOR DE LA PRECISION=#.##8##"EPS]

PRINT #1,:PRINT #1,USING " NUMERO DE INTERVALOS HORIZONTALES=###"}3NX
FRINT 81, «PRINT #1,USING * NUMERD DE INTERVALDS VERTICALES=#38#"} NY
PRINT #1,:PRINT #i,USING " NUMERC MAXIMO DE ITERACIONES =i 3 NMAX 1

PRINT #1,:PRINT #1,
RETURN
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UNDO EMBﬂLSEﬂ,.B4

VALOR DE Lﬂ PRECIBIONHO 00001

NUMERN DE INTERVALOS HORIZONTALES=

NUMERO DE INTERVALOS

NUMERD MAXIMO DE ITERACIONES

oy
AN

V¢
Vit
V¢
Ve
¢
WYY
A
l_!(
V<
vy
V¢
W
Yy
Ve
VA
Vi
VI
Vit
V¢
¢
V¢
V¢
Ve
vy
¢
LN
V(¢
Yy
Ve
Wi
V¢
V¢
V(¢
Vi
V¢
VA
V¢
V¢
v
V¢
A
V¢
v
Ve
V¢
e
V¢
V¢
V¢

0.00,
0, 00,
0.00,
0.00,
0.00,
Q. 00,
0.00,
.00,
Q.00,
0.00,
0.00,
0,00,
0.00,
0. 00,
0.00,
0.00,
0.00,
0.00,
0.00,
0.00,
0.00,
0.00,
OM 00,
0,00,
0.00,
0. 00,
0.00,
0. 00,
n.00,
0.00,
0.00,
.08,
0.08,
0,08,
0,00,
Oh OB’
0.08,
0.08,
Q.08,
0,08,
0,08,
0.08,
0.08,
0.08,
0.08,
0.08,
0.08,
0.08,

0.08,

0.00) =
0.11)=
0.21)=
0.32)=
0.43)=
0.54)=
0.64)=
0.7%) =
0.86)=
0,97)=

1.07)=.

1,18):=
1.29)=
1.40) =
1.50)=
1.61)»
1.72) =
1.82)=
1.9%)=
2,00)s

R 1)

20 -&-5) =

2.36) ="

2.47)=

2.5 =

2,60)m™
2.79) =
2.90)=
.01 =
Xeli)m
F3.22) =
Q,00)=

0.!1)=
0.21)=
Q,I2)=
0.4%)=
0,.%54)=
0.64)=
Q.7 =

0.85)= 2.,

0.97) =
1.07)m

1.18)=

1.29) =
1.40)=
1.850)=
1.61)=
1.72) =
1.82)=

5. 184200286865

4,844346523285

4,%16014575958

4. 199202060699

X. 893909931183

X, 600129141083

X.3%1788802144%.
2.047157287598
2.787947&54724
2.5402579307586

2.3040890469366

2.079440116882

1.8646312026978

1.664704084396
1.47461688518%
1.295050071716
1.129003643990
0. 973477482796
0.829472005367
0. 596986913681 |

0.576022267342

0. 4466578006744

0.T4B6S4221296
0. 282250910997

0.207368001342.

0. 144005565835
0. 09216’5553"4
0.0%184200033%
0, 022040888831

0. 005740222208
0. 000000000000

4.9425630267143
4,614562288805

4,298137215098

'%. 992548917487

3, 698754037367

3.414&873988972

3. 145982555918
2.886126861945
637761792396
2.400831218411
2.17%364245714
1.961078951409
1.758009431284
1.5646088967056
1. 385088431035
1.21%5094588373
1.0563IBIT0028
0.908602053488

VERTICALES=




W
¢
Ve
Ve
V¢
Ve
Wy
Ve
Vi
V¢
12¢
A
Yy
VA
Vo
V¢
WL
V¢
Wi
Ve
V¢
Vv
Ve
V¢
Y (
vt
Y(
V¢
Ve
V¢
Ve
vt
Vi
vt
e
V¢
¢
Vi
A
Ve
U
V¢
U(
A
AL
V¢
Yt
Ve
V¢
Y (
Wy
Wy
w(
¢
i
v
Vi
Vi

0,08,
a.0n,
0. 08,
0,08,
0.08,
0.08,
0,08,
0.08,
0,08,

0.08,

0.08,
0.Q8,
0,00,
0. 16,
0.16,
0.16,
0.16,
0.16,
0,14,
0.16,
0.16,
0,14,
0. 16,
0. 16,
0.16,
0.14,
0.16,
0,16,
0. 16,
0.16,
0,14,
0.16,
O.16b,
0.16,
0.16,
0.16,
0.16,
0.16,
0,16,
0.15,
0,14,
0.16,
0.16,
0.16,
0,24,
Q.24
0,24,
0.24,
0,24,
0.24,
0. 24,
0.24,
0.24,
0.24,

0.24,

0.24,
0.24,
0.24,
0,24,

0.24,

H

Mo AY=O 3

T el e A
#8n

1 i

ONCUAUDL L

i

NN NN NN

b
R.79)m
2.90) =
F.01)=
Y. 11)=
X.22) o
0.00)m=
0.11)=
0.21)=
0.32)=

2
r

0. 4X) =

0.54)=
0,464)=
0.79)=
0.84) =
0,97)=
1,07 =
1.18)=
1.29)=
1.40)=
1.50)=
1.61)=
1.72) =
1.82)=
1.9%)=
2.04)m
2.18)=
2.28)=
2.36)m
2.A7)m
2,.%8)
?.58) .
2.79) =
2.90)=
J.01)=
X.11)=
T.22)=
0.00)=
D,.11)=
0.,.21)=
0,32)=
0.4%)=
0.%4) =
0.64)m
0. 7%=
0.86)=
0,97)s
1.07)=
1.18)=
1.29)=
1.40) =
1.50)=
1.461)=

0.7720205650075

0. 646328411934
0. 532053037055
0.428619876712
0, 3F662B209200
0. 285679003783
0.1858469423720
0.127132365995
0. 079543595690
0.043071345416
0.0174697896729
0.00335463B1 184
0., 000000000000
4.701060247421
4,3B44565659438
4.08011322027%
X. 7846670824656

X BOXIIBOBIE14

3. 233247974645

2.974139105018

2.72%£51882059

2.48802174B929

?.261878101044
2.0471346001793
1.843199334642
1.46%0199207892
1.467818431513
1.293940950814

1.1344537215628
0.983796970118
0.843854473279

0.718675304235
0,5958883654636

0.488080235721

0.390924421027
0.304653263731
0.229321643127

0.164409496421
0. 110382546980
0.067074057191
0,034512827354

0.012615765661
0. 001262755872
0. 000000000000
4. 459490203857
4.184702542333
3.8617014680911
X, 5804684825888
3.72100028146839
3.050181004093
2,8027458%1726
2.565424073033
2. 339056289009
2. 123675367544
1.9195%4100072

1.726028632995
1.5429283093592

1.370009149710
1.207138291169
1.054216426204

J-3




v
V<
V¢
V¢
VX
Ve
v
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Ve
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V¢
v
VX
V¢
v
Ve
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V¢
V¢
Ve
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V¢
v
v
VX
v
VX
v
©ie
v
Ve
Ve
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Ve
LI
v
Ve
Ve
Ve
V¢
e
v
Ve
VX
Vv
v
v
v
vt

v

Y
A
V(
V¢
V(
Ve
Vi
VI

0.24,

Ol 24’
0.24,
0.24,
0.?4,
0. 24,
0.24,
0.24,
0. 24,
OI 24’
0.24,
0. 24,
0.24,
0,24,
0. %2,
N7,
0.72,
0.2,
0.32,
0,32,
0.32,
0.%2,
n.%2,
0.32,
0.32,
0.7%2,
0.32,
0.32,
n.32,
0.%2,
0.32,
0.3%2,
0.32,
0.%2,
0.32,
0.%2,
0.32,
0.%2,
0,32,
0.%2,
0.%2,
0.%2,
0.32,
0.32,
0.32,
0.41,
0.41,
0. 41,
0.41,
0.41,
0.41,
0.41,
0.41,
0.41,
0.41,
0.41,
0.41,
0.41,
0.41,

0.24,

1.72)=
1.82)=
1.93)=
2.04) =
2.15)=
2.2%)=
Z2.%6)=
2.47)="
2.58)=
2.68)=
2,79)=
2.90)=
X.01)=
Y. 1)=
X.22)=
0,00) =
0. 11)=
0.21)=
0,32)=
0.4%)=
Q0.5%4)=
0.468)=
0.75)%
0.846) =
0.97)=
1.07)=
1.18)=
1.29)=
1.40)=
1.950)=
1.51)=
1.72)=
1.82)=
1.9%) =
2.04)=
2.185)=
2.28)=
2.34) =
2.47)=
2,.%0)=
?2.6B8)=
2.79)=
2.90)=
X.01)==
J.11)m
Te22) =
Q.00)=
0.11)=
0.21)=
0.32)=
0.4%)=
0.%4)m
0.68)=
0.78) =
0.86)=
0.97)=
1.07)=
1.18)=
1.29)=
1.40) =

0.911496B07918
0.779401 628830
0. 657230226044
0.545665463833
0. 444335256929
0. 3ITI425561085

0.273107924427 -

0.2031175219350

0.143244707069 .

0. 093957003458
0, 0B50S8B25106
0.02643851 56325
0.008144B10598
0. 000000000000
0. 000000000000
4.217920207977
X, 925287268165
3.54T782314040

. 374355264182
X. 116112425487
2.B6BOLRL77965
2.4631051176581
2. 405480270362
2. 190672102205
1.986387341184
1.792814768212
1.609563782648
1.436253723247
1.272577312130
1.11855175789%
0.974031497034
0.839546297177
0.714949473216
0.500266210374
0, 4956921634469
0.401005642760
0. 314582808405
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