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RESUMEN 

Se obtienen los espintensores de Lanczos de tipo O, N, Y III 

en clasificación Petrov. Al encontrarse el resultado en for 

rna general para tres tipos Petrov se proponen métodos para -

encontrar todos los demás tipos y se rescata la idea de uti

lizar el superpotencial de Lanczos corno una herramienta mate 

mática práctica, en particular para los problemas de la elec 

trodinárnica clásica. El superpotencial de Weert para la par 

te acatada del campo de Liénard - Wiechert es deducido. Se

deja abierta la posibilidad de estudiar el problema de la -

ecuación de movimiento de una partícula cargada utilizando -

los resultados anteriores. 



INTRODUCCION 

El problema de la ecuación de movimiento de una partí-

cula cargada no ha sido aún resuelto. Aunque muchísi-

mos intentos llevan a deducir la ecuación de Lorentz

Dirac (LD) ninguno de ellos es contundente; es decir, 

existen renormalizaciones, potenciales avanzados o cam 

bias en el tensor de esfuerzos en la deducción de ell~ 

lo cual hace dudar de su veracidad. Posiblemente el -

artículo más serio se debe a Synge (1970), en éste se 

obtiene la ecuación de LD por una modificación del ten 

sor de Maxwell. Este cambio es necesario pues al cal-

cular la ecuación por un método similar que el que uti 

lizó Dirac 31 , no se obtiene en primera instancia la 

ecuación de Lorentz-Dirac, Una diferencia es la elec-

ción de la 3-superficie, que es distinta. Sin embargo 

por el proceso a límite uno debiera pensar en obtener 

el mismo resultado. Todo parece que el problema estri 

ba en el desarrollo por aproximaciones que hace Dirac. 

Todo esto conduce a un análisis de los campos y tenso

res generados a partir de la solución de Liénard y 

Wiechert. Debemos recurrir a nuevos métodos matemáti-

cosque posiblemente den respuesta a las interrogantes. 

Lanczos estuvo siempre interesado en geometrizar la 

Electrodinámica al igual que la gravitación. En el 

proceso 

Weyl. 

descubrió un superpotencial para el tensor de 

Este último ha sido tratado por Newman y Penrose, 

con un método que es equivalente a tratar la relativi-

dad tensorialmente. En esta tesis trataremos de invo-

lucrar estas ideas en el estudio del campo de Liénard-



Wiechert. 

.. , 

Encontraremos en el camino los espintensores de Lanczos de tipo o, N y III 
(G. Ares de Parga et al, J. Math Phys 30,1294 (1989). Resultado muy inte-
resante pues se rompe con la idea de que encontrar el superpotencial de -
Lanczos es un trabajo muy dificil. Además el último resultado sugiere la
posibilidad de resolver el problema para todos los demás ·tipos Petrov. To 
do esto muestra que el espintensor de Lanczos puede llegar a convertirse~ 
en una herramienta matemática de gran utilidad. Como veremos no sólo en -
la ~teoría de la gravitaci6n estas técnicas pueden ser usadas sino en el -
problema de la ecuaci6n de movimiento de una partícula cargada. A simple
vista es difícil conectar este último problema con el espintensor de Lanc
zos pero los resultados que mencionaremos mostrarán la relaci6n. Se demos 
trará que aunque algunos autores consideraban comb satisfactorias una se-
rie de ecuaciones para descubrir el movimiento de una carga, todavía no es 
conocida ninguna que no lleve a las paradojas típicas del problema (prea
celeraciones o autoaceleraciones etc.) (G. Ares de Parga et al, Am J. Ph'ys 
57, 5, May (1989)). Al tratar de entender la paradoja Dirac-Synge se en-
contr6 la interpretación física de superpotencial de Weert como una densi~ 
dad para el momento angular intrínseco del campo de Liénard y Wiechert. 
Esto nos hizo pensar en utilizar un superpotencial con las propiedades del 
espintensor de Lanczos y así tratar de encontrar una densidad para el ten
sor de esfuerzos. La no la calidad del problema hace muy difícil la solu
ci6n del mismo, llegando finalmente a la conclusi6n que un tensor de Weyl
debe encontrarse para la Electrodinámica clásica y seguir todo el mismo -
procedimiento. El problema queda abierto. Por otro lado por un comenta-
ria de Rorhlich al artículo que trata las ecuaciones de movimiento (G. - -
Ares de Parga et al, Am J. Phys 57, 5, May (1989)) nos invita a tratar el
problema con nuestra técnica desde un punto de vista cuántico, esto debe - -
realizarse todavía. 



CAPITULO I 
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1.- INTRODUCCION. 

El superpotencial de Lanczos 4 es de suma importancia en 

cualquier teoría geométrica. Sin embargo la dificultad 

para encontrarlo, ha producido su olvido pues sólo se -

conocían superpotenciales para casos particulares. El 

objetivo de este primer capítulo es encontrarlo en for

ma general mediante un método sistemático. Se recurre 

entonces al formalismo de Newrnan-Penrose1 que es una he

rramienta matemática alternativa al cálculo tensorial. 

Esto último lo desarrollarnos en la segunda sección. La 

Clasificación Petrov (CP) será presentada en la tercera 

sección con el formalismo de Newrnan-Penrose lo que per

mitirá sentar las bases para la deducción del superpo-

tencial de Lanczos según la CP. En la cuarta sección -

encontraremos los superpotenciales para los tipos Petrov 

(O, N, III). Daremos muchos ejemplos al respecto . Sin 

embargo los ejemplos utilizados de casos particulares -

de tipos (D, II, I) nos permitirán intuir cuál es el ti 

pode solución general para toda la clasificación Petrg¼ 

Se darán las bases para poder utilizar el método en el 

estudio de los campos y tensores que aparecen cuando se 

estudia en Electrodinámica el caso de Liénard-Wiechert . 

La clasificación de este último será discutida en la ( ~ . 

conclusión del segundo capítulo . 
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2,- FORMALISMO DE NEWMAN-PENROSE, 

En esta sección nos ocuparemos de la t~cnica de tétra--r ' 

das nulas desarrollada por Newman-Penrose 1 ' 2 (NP), la - r 

cual es, como ya dijimos, una herramienta matemática al 

ternativa al cálculo tensorial usualmente empleado en 

relatividad general; describiremos en forma breve sus - 1 

principales caracter1sticas que serán de gran utilidad 

en las demás secciones de nuestro trabajo. 

En todo evento del espacio-tiempo (R4, signatura +2) 

constru1mos el cuarteto de vectores (~na barra sobre - 1 

cualquier cantidad denotara conju gación complej a ) : 

( .r 
m ., ..e,r r) , n 

' a = 1 ,' ••• , 4 ( 1. ; a ) 

cumpliendo las condiciones de ortonormalidad (~ceptamos 

la convención de suma de Einstein): 

( z'r e a:) 

es decir: 

..e. ,e_ª = 
a 

o 1 o o 

) = 1 o o o 
z(h)r 

o o o -11 

o o -1' '. o 

a a -a· '!'!"" 
m m 

a 
= n n = m m 

a a 

( t . ·b ) 

= o 



a m m 
a 

a 
n 

= 1 ' 

m 
a 
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, l 

m 
a 

a 
a n 

= o 

= - d. ' 

' 

.,. ºª a recuerdese que ~ y n son vectores reales. 

( 1.·c) 

En t'érminos de la tetrada de NP, el tensor métrico - ' 

adquiere una expresión muy simple: 

= m 
a 

m 
c 

+ m 
c 

m 
a 

n 
a 

l 
c 

..,. n 
c 

l , 
a 

( 2· ) 

de hecho, cualquier tensor puede escribirse en función 

de (1·. "a), por ejemplo, ver (5.b). 

La t'étrada ( 1· . ·a) evoluciona ( r ·ot ·a) de un punto a otro 

del espacio-tiempo, y dicha evoluci~n está gobernada -

por l o s 12' coeficientes de espín 1 ' 2 ' 3 (que serán de re 

levancia en las secciones 4 y 5 de este capítulo por que 

ellos generarAn al espÍntensor de Lanczos 3 ~4 , 5 ,s, 12 ,1 3 

definidos como: 

K = °Y414 , T = y413 
, " = y 

2 32 

p = \12 , \) = y TI = y , 
23 3 234 es.a) 

(J = y411 
, µ = y E = ~~- + y ) 

231 ' 2 434 214 

1 
) 

1 ' 1 ' 
y = ~y. + y a = ~y · + y ) 8 = ~y ·. + y ) 

433 213 
, 

2 432 212 
, 2 431 211 
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las cuales son funciones de los coeficientes de rota--' 

cien (de uso muy com6n en geometr1a diferencial) 

y 
abe = - ybac = - z ( . ) a: r;t . 

donde ; denota derivada covariante. En general, las - , 

cantidades en (g) son complejas debido al carácter ~om 

plejo de mr. 

El tensor de Riemann tiene la siguiente expresion en - t 

términos de los símbolos de Christoffel rª = rª cb be 
(;a . significa~) : 

axª 

a 
R jkm = r1. k Jm, 

rª + rª re. 
jk,m ck Jm 

a e 
F cm r jk ( 4·• a) 

y el tensor de Ricci y la curvatura escalar están defi 

n idas como: 

a 
= R jka , 

El tensor de Weyl (asociado a la gravedad pura porque 

localmente ~ste tensor no es influenciado por el 

de Ricci el cual esta encadenado a las fuentes f1sicas 

v1a las ecuaciones de camp6) nos queda en 4 dimensiones 

como: 

C • k 
ªJ m 

1 ' 
= R . k + -2 (Rak g. + R. gak - , aJ m Jm Jm 

,RJ.k g am R 
am 
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+ R ( . g - ·g g . ) 6 gam jk ak jm 

de .donde es simple obtener las s imetr1as algebraicas 

C .k 
ªJ m 

:C 
jakm 

,e 
ajmk 

, j e . 
a Jm 

e ., . + e k . + e .k = o aJ~m a mJ amJ 

= o 

(d'e aqu'Í se infiere la propiedad C .k = Ck . ) • 
aJ m maJ 

En virtud de (~.d) el tensor conformal tiene 10 campo- , 

ne nt es re al es independientes, es decir, 5 cantidades - 1 

com~lejas, a saber 1 ' 2 ' 7 : 

V1 o C b. 
a b nj r 

i/!1 C b. 
a ~ nj r = n m m = n m 

a Jr 
, 

a Jr 

1/J2 e ,e_ª -4:) ' j r 
1/J 3 C b. ,e_ª b ,e_j ~ -

< s:. a) --- m n m = n m abj .r- , 
a Jr 

. 1/J4 C bº 
,e_ª ~ ,e_j -r = m 

a Jr 
, 

las cuales permiten ~~pribir al tensor de Weyl median-, 
1 ' 

te la expresiOn (i~ = ✓ -1,)': Wabcd = 2(cabcd + i~':cabcd). 

( s·. b) 



- b -

donde 

~·~ e 1 ,. Cjk rl-g, = - ·n n = - E abjk abcd 2 abjk cd , abjk 

it - lb V = n m · - nb m u = mb + m 
ab a b a 

, ab a a 

( s· .-c) 

M = m m · '!Ilb m '11 lb + nb l 
ab a b a a a 

En la pr8xima ~ecci8n nos apoyaremos en las cantidades 

(s·.a) para explicar la clasificación Petrov 7 ' 8 , tema - 1 

de gran importancia en la obtenci8n de los espíntenso- r 

res de Lanczds. 12 

La derivada c0variante ;a= V es un operador tensorial 
a 

que al proyectarse sobre la t~trada nula da origen a 4 

operadores diferenciales lineales: 

, 8 = iñ6-v 
a 

, , nn· 

que nos :rer1T1iten estudiar cómo cambian diversas canti- , 

dades (--r, i:::,wo,1/J i , et c~ . -.) : el e un evento a otro. 

Toda la informac i8n con·cerni en te a . la curva tura ( grav~ 

dad) de R4 estA contenida en (4~a), que al proyectarse 

sobre la t~trada de NP conduce a las 1g ecuaciones com 

plejas siguientes!liZ,9,1~ 



- 7 -

ECUACIONES DE NEWMAN-PENROSE 

(a) Dp-6K=p 2+cra+(E+s)p-K,-K(3atS-n) - ~ºº ' 

( e ) D8-0E=(a+n)cr+(p-s)8-(µ+y)K-(a--:;)E+1/J1 , 

- - - - R 
(h) Dµ-on=pµ+crAtTITI-(E+E)p-n(a-8)-VK+ijJ2- 12 ' 

( 7 ) 

(j) óA-6v=-(µ+µ)A-(3y-y)A+(3a+S+n-T)V-1jJ4 , 

(k) op -6cr=p(a+ S)-cr( 3a-S )+(p-p),+(µ-µ) K-1/J1-~01 ' 

- - - - - R (l) oa- oS =µ p-A cr+aa+ 88-2aS+y( p-p)+E(µ-µ)-1/J 2- ~11- 24 , 

(m) o X-8µ:: (p-p )v ¡-(µ-µ)n+µ(a+B)+A(a-38)-1/J3-i12 ' 

(r) 6a-6y=(p+E)v-(,+8)A+(y-µ)a+(S-T)y-1/J3 , 
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donde hemos utilizado las componentes NP del tensor de 

traza cero: 

E E = R - R ~ 
ab = ba ab 4 ºab 

( 8 . a) 

a saber: 

too 
1 

E 
a b 

t 1 1 
1 

E 
a -b = n n = m m - 2 ab 2 ab 

to1 
1 

E 
a b 

t12 
1 

E 
a lb = - m n = m 

2 ab 2 ab ( 8 . b) 

to2 
1 

E 
a b 

t22 
1 

E ,eª lb = m m = 2 ab 2 ab 

Esto significa que toda la información contenida en 

Rijkm está inmersa en las cantidades ~a' tab y R equi

valentes a la s 20 componentes reales independientes 

del tensor de Riemann. Además, la dinámica ( evolución-) 

de la curvatura está gobernada por las Identidades de 

Bianchi: 

R "k + R . k + R . k = O aJ m;r aJmr; aJr ;m 
( 9 ) 

que en el formalismo de NP implican 11 ecuaóiones com

plejas:1,2,9,10 
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IDENTIDADES DE BIANCHI 

:2 (E+p)tu1-2°to1+2 K t11+Kto2 , 

(b) 6wo-ów1-Dtu2+óto1=(4y-µ)wu-2(2T +B)w1+30~2-(2 E-2§ +p) to2 -

-2(n-B)to1-20 t 11~2K t 12+1" too 

(e) 8w3-DW4-8i12+6io2=(4E-p)w4-2(2TI+a)w3+3AW2-(2y-2y+µ)-;p-02 -

-2(-=r--a)i1 2-2\t11+2 vio 1+ot L2 

(d) 6w3-ÓW4-6t22+6i12=(4S-T)W4-2(2µ+y)w3+3vw2-(T-2S-2a)t22 -

-2(y+¡1)i12- 2A t12+2v t11+viol , 

(e) - - 1 -
Dw2- 0w1-6~00+ 0to1- 12 DR=-AWu+2(TI-a)w1+3PW2-2KW3+2(T+a)to1 -

-( 2y+2y-µ)to o+2T iu 1- 2P</i1 1-0 t02 , 

H) - 1 - -6w2-ÓW3-DtL2+6él>i2- 12 6R=OW4+2( B-T)W 3- 3µwL +2 vw1 -2( TI+BH12 -

-(p-2 E-2E)t22-2 Tit 1L+2µt11+"IT0 2 , (10) 

- - - 1- - -
(g) Dw3-ÓW2+Dt12-óto2+ 12 ÓR=-KW4+2(p-E)W3+3TIW2-2AW¡+2(P-E)t12 -

-(2a- 2S-1r)Tu 2+2Tit11-2µ4>01-Kt22 

' -Oi) - 1 -
6w1-ÓWL+6tu1- 0to2+ 12 ÓR=vwu+2(y-µ~w1-3TW2+2ow3-2(µ-y)to1 -

-(T-2S+2a)o/02-2Tt1 1+2 Pt 12+vtoo 

(i) Dt11- 04>01-8tu1+6too+ ½ DR=(2y-µ+2y-µ)tou+(TI-2a-2T)to1+0 tu2+ 

+(n-2a-2T )4>o 1 +2( p+p)t 11 +04>02-Kh rK4>12 

(j) Dt 12-ot 11 -8to ~+6tu1 + ~ óR=(- 2a+2S+TI-T)to l +(P+2P-2E) t 1L+2(1r-T)t11+ 

+(2y-2µ-µ)to1+vtoo-"IT01+ 0T12-Kt22 , 

(k) DtL2-óT12-8t1L+6t11+ ½ 6R=(P+P-2E-2E)t2L+(2S+2TI-;)t12-2(µ+µ)t11 + 

+(2 S+2-;-T)i1l+Vto1+Viu1-""iio 2-Ato2, 
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La herramienta de NP es un tema muy amplio, 2 aquí s6lo 

hemos dado los resultados esenciales para nuestros fi

nes: Potencial de Lanczos (capítulo uno) y Campo de 

Liénard-Wiechert (capítulo dos). 

3,- CLASIFICACIÓN DE PETROV, 

Aqúí mostraremos los seis tipos de campos gravitacion~ 

les que resultan en virtud de las simetrías (4.d) del 

tensor de Weyl , con independencia de ecuaciones de cam 

po (por ejemplo , ecuaciones de Einstein de la relativi 

dad general). Este tema es crucial para nosotros por-

que en la pr6xima secci6n será claro que los potencia

les de Lanczos son fácilmente calculables con respecto 

a las tétradas nulas can6nicas de cada tipo Petrov, lo 

cual constituye una contribuci6n original, en efecto: 

las componentes NP del espíntensor de Lanczos serán 

proporcionales a los coeficientes de espín definidos -

en (3.a) para dichas tétradas can6nicas . 

Para una tétrada nula arbitraria (pero cumpliendo (1.c)D 

pueden calcularse las 1/J , r = O, ... ,4 mediante (3-.a,6,7) 
r 

y construir las cantidades : 

Go = 2(1/Ju I/J2 - i/J1 2 ) G1 = 1/Jo 1)!3 ijJ l i/J2 

G2 = 1/!/ + 1/Jo i/J4 - 21/Ji 1/;3 G3 = 1/J 1 ~J4 1/;¿ 1/;3 

G4 = 2(i/J2 1/;4 - 1/;3?-) G5 = 2(1)!1 1/;3 - iJ!22) 'cii) 
1 

1)!4 Go) I = GL - G5 J = - 1)!3 G1 + 2(iJ!2 G5 + 
A 2 I A3 = - J = 3 

y entonces usar nuestrotj algoritmo para determinar así 

el tipo Petrov del espacio-tiempo en un evento dado: 
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MÉTODO TENSORIAL-TÉTRADAS NULAS 

1/Jr, =O, r =O, . • • ,!+ 

Ne I 3 27 J 2 = 

SI 

. 
G + >.. 1jJ = 

r r 
o 

' 
r = 

G2 + 2 Gt + 3>.. 1/Jz = 

NO 

' 

[O 

Gr = o , r = o, ... ,s 

NO 

0,1,3,4 

o 

,SI 

I = J = O 

SI 

s i 

( 12) 

SI 
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obteniéndose el diagrama de Penrose 7 ' 11 

DIAGRAMA DE PENROSE 

r 

/ l 
II -------D 

'l j 

- 3 valqres propios 
distintos 

- - 2 eigenva:J:oJ'.'e:s qi 
ferentes 

III--------+ ~~ 
t 1 

O - - ·1 valor prr>p io 

1 eigenvector 
lineaim. indep. (f.i) 

2 vect. 
propios l. i . 

1 distinto 

3 eigenvectores 
.e.. i. 

(13) 

el cual nos indica cómo el tensor Cijkr posee el tipo 

general I y se va especializando (como lo muestran las 

flechas ) hasta 11 e g ar al t i p o O donde C .. k · = O ( R 4 con 
l] r 

formalmente plano). 

La conclusión (13) es válida para toda tétrada (1.a), 

sin embargo, existen 7 ' 9 ' 1 º en cada punto de R 4 tétr.a:das 

privilegiadas o canónicas que simplifican (5.b) en el 

sentido de que diversas~ logran anularse sin causar 
r 

pérdida de generalidad, así tenemos que: 
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"En todo evento, la tétrada de NP siempre puede elegí.!:_ 

se tal que 

o 1/J = o r ·- o' ... 1 4 r = 
N I/J4 = 1 1/J = o r "f 4 

r 

III I/J3 
i 

1/Jr o "f 3 = = r 
li (14.a) 

D 1/!:¿ = A1 1/J = o r "f 2 
r 

II 1/!2 = Al 1/!4 = 1 1/J = o r "f 2 ,4 
r 

\/Ju 1/!4 
1 

A1) ~2 
1 

A3 1/Jr I = = -(A2 - ., = = o r = 1,3 2 2 

donde los A (A1 + A2 + A3 = O) son los eigenvalores -
r 

complejos (no necesariamente constantes) de la matriz 

simétrica 3 x 3 con traza nula: 8 

1 
2 ( 21/!2 - \/Ju - 1/!4) 

i 
2(1/!4 - 1J!o) 

p = i.< I/J4 - \/Jo) 
2 

1 
2 (21/J2 +\/Jo+ 1/!4) i(l/!1 + 

(14.b) 

En los tipos II y Del eigenvalor Al es distinto de ce 

ro; el esquema (14.a) es compatible con (12). Es valio 

so el empleo de la tétrada canónica ( 14. a) porque enton 

ces (7,10) adquieren gran simplificación al cancelarse 

algunos de los 1/J., así corno el ser constantes I/J3 y 1/! 4 
J 

para los tipos III y N respectivamente. 

Dada una métrica, no es tr±vial determinar la corres -

pondiente tétrada canónica, de hecho, puede ser muy di 
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fícil. Así que la simplio&dad (14.a) se obtiene median 

te un buen esfuerzo en el cálculo de la tétrada canóni 

ca; además, ésta genera sencillez en las~ pero no im 
r -

plica simpl icidad en los coeficientes de espín ( a .a). 

En la siguiente sección mostraremos que la dificultad 

al encontrar el potencial de Lanczos (para el tensor -

de Weyl) es equivalente a la dificultad para construir 

la tétrada canónica del tensor conformal . 

. . 

4,- SUPERPOTENCIAL DE LANCZOS, 

Buscando geometrizar el campo electromagnético, Lanczos 

demostró que en todo 4-espacio de Riemann existe un 

tensor, no necesariamente único, denotado por K .. que 
lJr 

se conoce ahora como el espintensor o superpotencial -

de Lanczos84•85, Es int eresante ' hacer n~tar _que éste 

Último existe para oualquier métrica de R4 ; y por lo -

tanto será útil tanto en grav itación como en electrodi 

námica clásica (de hecho en cualquier modelo geométri-

co en 4 dimensiones con una métrica). Las apli cacianes 

en electrodinámica se verán en el segundo capítulo de 

esta tesis. 

En realidad, ya desde 1949 en un artículo, Lanczosl4 -

manejaba tal superpotencial pero hasta 1962 fue defini 

do con toda precisión 4 • 

En suma, al tratar de deducir las ecuaciones de campo 

según un principio variacional tipo Hllbert 

ó ( 

J 
Lo ✓-g dx = o (15) 
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con Lo= 
-:: ,'.:abcd 

R Rabcd, ver ref .8 2' 8 3) y variando con -

respecto a la métrica gab' 

quierda de (15) es igual a 

se obtiene que la parte iz-

cero. Es decir no apareci~ 

r o n ecuaciones de campo pues la identidad (15) es váli 

da para todo R4 Cver Buchdall 15 y Kohler-Goenner 16]. 

Lanczos sugiri6 considerar en la variaci6n a gab y 

*R* como independientes. Sin embargo, como en rea abcd 
lidad existe una relaci6n entre estas dos últimas can-

tidades los multiplicadores de Lagrange aparecen. Uno 

de estos multiplicadores resulta ser el potencial de -

Lanczos con las siguientes propiedades: 

K.. = 
lJa 

K •• 
Jla 

K r = O 
a r 

K .. + K.. + K .. = O 
alJ lJa Jªl 

(16.a) 

generando a su vez el tensor de Weyl (o conformal) de 

acuerdo a: 

C .b = K . b - K b . + K.b pqJ pqJ; pq ; J J p; q K.b + 
J q;p 

- 7 + g . ( K b + Kb g b ( K . + K . )j 
qJ P P q PJ JP 

donde 

K. = K. a (16,c) 
Jr J r;a 

y por ello al tensor K .. se le llama superpotencial -
lJa 

para el tensor de Weyl. La existencia del superpoten-

cial ha sido demostrada en forma rigurosa por 

Caviglia. 5 
Bampi-
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Mientras que C. . se determina a partir de la métrica 
lJra 

gab' K .. no puede ser determinado tan fácilmente pues 
Jla 

para ello es necesario integrar (16 . b). Esto hace pe~ 

sar que el potencial de Lanczos dependerá de la geome 

tría global de R4 y por lo tanto una tarea formidable 

aparentemente. En esta sección veremos que no es así 

para ciertos tipos Petrov. 6 • 13 

Sin embargo hay que hacer notar que para algunas métri 

cas se han obtenido el potencial de Lanczos. 13 • 27 Aun 

que las técnicas utilizadas son tensoriales y por lo -

tanto no aparece una guía para la construcción del te~ 

sor K b . Siguiendo el formalismo de NP 1 se obtiene -
a c 

una gran simplificación en la búsqueda del espfntensor.-. 

Esta última se mostrará más adelante en esta sección. 

Por otro lado, es interesante notar que en todas las -

K •• 
lJr 

conocidas no aparece la estructura global del 

4-espacio considerado . Lo cual coincide con los resul 

tados que exporldremos en esta sección con relación al 

tipo Petrov . 6 ' 13 

Antes de describir los resultados obtenidos apartir de 

NP, valdría la p e na señalar la importancia del superp~ 

tencial de Lanczos . 

Uno de los resultados más interesantes fue obtenido 

por Lanczos 14 en el caso de campos gravitacionales dé-

biles . Pues al construir el espíntensor , finalmente -

obtuvo la ecuación de Dirac ; lo cual lo condujo a bau 

tizar el tensor como un espíntensor y a subrayar la im 

portancia de este mismo con la unificación de la mecá -

nica cuántica y la gravitación . Sin embargo muchos au 
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tores, entre ellos Taub, 17 señalaban que es una simple 

coincidencia pues en la deducción del potencial no se 

utiliza ningún concepto 

Zund, 18 Taub 19 y Zünd 2 D 

cuántico. P0r otrei lado Maher-

obtuvieron en forma espinorfal 

una ecuación para una partícula de masa cero y espín~ 

que podría ser el grav itón. Posiblemente lo más rele-

vante sea que Ashtekar 28 obtuvo la versión espinorial 

de (16.b) por medio de la cuantización canónica de la 

gravedad. Novello-Rodriguez ha utilizado K b para 
a c 

ccnstruir un modelo unificado de la gravedad con inte-

racciones débiles. Cuando Lanczos llamó espÍntensor a 

K b , sembró la idea de que con dicho tensor se puede 
a c 

describir el espín de ciertas partículas, esta idea ha 

sido adaptada por aquellos que intentan explicar la ro 

tación de las partículas mediante una to~sión del 4-es 

pacio, así: consideran a K .. como una contorsión en -
l]r 

teorías de Einstein-Cartan, ver Davis-At kins -Baker, 29 

estos autores generalizan también (16.b) a este tipo -

de teorías. ~ l . , Tamb ien hay que re ca car que si a un espin 

tensor de Lanczos se le suma otro espintensor de un e~ 

pacio conformalmente plano, el nuevo tensor sigue sien 

do un espíntensor para el primer espacio (teorías de -

norma no-Abelianas en relatividad general sugeridas 

por Zund). 2 º 

Regresemos ahora al estudio directo del Superpotencial 

de Lanczos. Como ya hemos mencionado, el formalismo -

de NP nos permitirá obtener una simplificación en la -

búsqueda del espfntensor. 

Sea 

K b + a c 
donde = .!_ n Kpq 

2 abpq c (17.a) 
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Claramente se ve que Q b sigue conservando las mismas 
a e 

propiedades (16.a) de K b ; es decir: 
a e 

Q e = O 
a e 

(17.b) 

Al igual que a partir de Cabpq se construyó Wabcd en -

(5.b) para poder expresar este Último en función de 

los tensores Uab' Vab y Mab en (5.c), a sugerencia de 

Zund 2 0 Q se expondrá se
0
~ún: 

' abe 

o = 2 [ílo uab 
,e_ + íl1(M l U b m ) + íl2(V b ,e_ M b m ) 'abe e ac e a e a e a e 

- íl 3 V m - íl4 U b m + íl 5(u b n - Mab m ) (18.a) 
ab e a e a e e 

+ íl5(Mab n - V m ) + íl ¡ V ab ne ] e ab e 

donde los íl , a= O, ... ,7 son ocho cantidades comple-
a 

jas que representan las dieciSeis componentes reales in 

dependientes de K .. , siendo 
lJr 

íl o = K(!)(4)(4) íl4 = K(1)(4)(1) 

íl l = K(l)(4)(2) íl 5 = K(l)(4)(3) 

(18.b) 

íl 2 = K(3)(2)(4) íl 6 = K(3)(2)(1) 

íl 3 = K(3)(2)(2) íl 7 = K(3)(2)(3) 

Si contraemos (16.b) con la tétrada nula, obtenemos::l 
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ECUACIONES DE WEYL- LANCZOS 

{SIN PEDIR ~abº·c = o) 
' 

(19) 

Si al espíntensor le pidieramos K be = O (lo cual no 
a ; e 

es pirdida de generalidad segan la ref. ~}J entonces -

obtendríamos las siguientes ecuaciones de NP: 
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( 20 ) 

Combina n do ( 19 ) y ( 20 ) se puede o bt en er u n s i stema de 

ecuaciones má s s i mple y equ i va l e n te a l as re l ac i o n es a n 

ter i ores , q u e hemos in t i tu l ado Ecuaciones de Weyl-Lanczos : 

iJ!o = 

iJ!1 = 

iJ! 2 = 

ijl3 = 

¡/J4 = 

ijJ l = 

( c - O) ECUACIONES DE WEYL-LANCZOS Kab ·c -
' 

2 [- oíl 0+D íl 4 +( a.+3S- ""ñ") íl 0 - 3aíl1+(- 3 e:+E - p ) íl4 + 3Kíls] 

T [- oíl 1 +Díl 5+µíl 0+( a.+ S--;) íl 1 - 2aíl2- níl4+(E - i:: - p ) íl!) + 2 Kíl b] 

2 [- oíl2+D ílb +2µ íl 1 +(a - S--;) íl2 - <Jílr2TTíl5 +(E + E: - p ) íl5 + Kíl7] 

f [- t.íl2+óíl5 +2\!íl l +(-µ+y - y ) íl2 - Tílr2Aíl5+ ( a.+8 - -;) ílb + píl 7 J 
2 [-t.íl3+6íl7+3\!íl2+(-µ - 3y+~ ) íl::¡ - 3>..ílb +( 3a.+B- ~ ) íl7] ( 2 o ' ) 

2 [ - t.íl 0+6íl4+(-µ +3y+y ) íl u - 3Tíl 1 +(- 3a.+B--;) íl4 + 3píl 5] 

ijJ ;¿ = 2 [-t.íl1+6íls+\!ílo+< y+y -µ ) íl 1 - 2Tíl2- >..íl 4+(- a.+B--;) íl!) + 2píl6] 

ijl3 = 2tºíl3+Díl-¡ +3µíl;¿ +(; - 313- -;) íl3 - 31Tíl5+( 31::+E -p ) íl7] 
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La ecuación (16.c) puede tnanscribirse de la misma for 

ma y será muy útil en el segundo capítulo, cuando se -

analicen los campos de Liénard-Wiechert, 

Una vez obtenidas las ecuaciones (19) solo basta encon 

trar una solución a las incógnitas íl para obtener el 
r 

superpotencial de Lanczos para una métrica dada. Obvia 

mente esto dependerá de qué tétrada nula escojamos y -

por lo tanto echemos mano de la tétrada canónica pues 

como hemos descrito en (14.a) según el tipo Petrov se 

pueden hacer simplificaciones en los lo _ que re-

duce muchísimo (19). Hay que notar que una vez obteni 

da la tétrada, se determinan los coeficientes de espín 

a,s, ... ,TT y los operadores ó , 5 , t:., D. 

TIPOS O y N, 

Como hemos mencionado anteriormente en (14.a), podemos 

elegir a la tétrada canónica y en tal caso para estos 

dos tipos Petrov, el tensor de Weyl tiene la forma: 

(21.a) 

Para el tipo N, i/J4 t O· 
' 

en cambio, para el tipo o' i/J4 = 
o • Ahora bien, si en ( 19) sustituimos los valores de 

íl por: 6 
r 

Jli ..e_ 'IT A 
ílo = íl l = - íl2 = - íl3 = 2 6 6 ' 2 

(21.b) 
(J 

íl5 
T 

íl5 .H. íl7 
\) 

íl4 = - = = = 2 6 6 2 
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y utilizamos las ecuaciones de N-P (7), obtenemos (21.al 

Por lo tanto hemos encontrado el superpotencial de 

Lanczos para los tipos O y N. 

TIPOS O y III. 

Utilizando de nuevo la tétrada canónica, de (14.a) lle

gamos a que: 

(22.a) 

Para el tipo III, ~ 3 ~ O; en cambio, para el tipo O, 

~ 3 = O. Si en (19) empleamos los valores: 6 

íl o íl1 E.. 1f 
íl3 \ = - K = Q z = - = 3 3 

(22.b) 

'r( 
~ íl4 = - (J íl !:> = íl5 = íl7 = \) 

3 3 

y utilizamos de nuevo (7), obtenemos (22.a). Encontran 

do el superpotencial de Lanczos para los tipos III y O. 

Hay que hacer notar que para el tipo O se pudo seleccio 

nar el caso trivial íl = O· r ' 
sin embargo, es interesante 

la existencia de soluciones no triviales para este tLpo. 

Como ya hemos mencionado, en la literatura da la impre

sión que encontrar el espíntensor de Lanczos, es un tra 

bajo te~r i b le. Sin embargo hemos encontrado, con ayuda 

del formalismo de N-P y C-P, el superpotencial de 

Lanczos para los tipos O, N y III con gran facilidad. 
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Desgraciadamente para los tipos I, II y D no hemos podl 

do encontrar una solución. Para poder intuir una solu 

ción g eneral para estos tipos, damos una serie de re-

sultados para métricas particulares. 3 ' 13 Estos espínten 

sores que encontramos nos darán una pauta sobre el ti

po posible de solución general 3 ' 6 ' 13 (Aquí en algunos 

casos pedimos K be = O, es decir, se resolverán las 
a ;e 

e es. ( 2 O' ) ) : 

TIPO O. 

Métrica de Kramer-Stephani-MacCallum. 9 

El elemento de línea es: 

2 2 
ds z = - 2 dx 1 dx4 + senL(x4 ) (dx1 ~+ dx 3 ) (23.a) 

ele g imos entonces la tétrada nula: 

a - 1 / ~ 4 (m ) = 2 cs(x) (O, 1, -i, O) 

(23.b) 

(nª) = (1, O, O, O) 

que satisface (21.a) con ~ 4 = O, o bien (22.a) con~¡= 

O (esto se obtiene por medio de (7)). Las correspon-

dientes coeficientes de espín se anulan salvo: 

µ = cot(x 4 ) ( 2 3 • e ) 



- 24 -

Así, (22.b) conduce al espÍntensor con : 

TIPO N. 

íl = o 
r 

r 'f. 6 

Métrica de Petrov. 22 

El elemento de línea es: 

ds 2 2 2 
= - 2 dx 1 dx4 + sen2 (x4 ) dx 2 + senh 2 (x4 ) dx 3 

empleamos la tétrada de NP: 

(m ?. ) = 2- 1
/

2 (O, cs(x 4 ) , -i csch(x 4 ), O) 

(nª) = (1, O, O, O) 

(23.d) 

(24.a) 

(24.b) 

cumpliéndose así (21.a) con ~4 = 1. 

los coeficientes de espín excepto: 

Se anulan todos -

1 
coth(x 4 )) A = -(cot(x 4 ) - y 2 

( 24 .c) 
1 

coth(x 4 )) µ = -(cot(x 4 ) + 2 

Obtenemos entonces de (22.b), el espíntensor donde: 13 



Q = o 
a 

TIPO III. 

a'/ 3,6 
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1 
íl3 = 4 (cot(x4 ) - coth(x4 )) 

Métrica de Kaigorodov. 2 3 

Tenemos: 

ds 2 = 2(kx)-
2 

(dx2+dy 2 ) - 2 du(dv+2v x-+ dx + .'.±. k-l xdy + 2x 4 du) 
3 

k = cte (25.a) 

Etiquetamos las coordenadas según : 

X l = X x2 = y x 3 = V x 4 = u 

Utilizamos entonces: 

1 

(mª) (1k 15 . ¡;:;- 1 ºk ~1· ✓-2 = 2 X - 1+ lv'2 , - 2 l X -
4 

k 9 . 2 O) - V + - lX 
6 ' 

, 

(uª) = (Q, O, - ✓~ x 2 , O) (25.b) 

-ria.. ( 15 ✓-2 k J . = O, 
4 

kx, -



- 26 -

Cumpliéndose (22.a) con ~ 3 = 2-
3

/
2 

ik2. 

tes de espín nos quedan como: 

o L- n 
X = p = (J = E: = y = = 98 - 45 

t 8 
8 k = = - 1f = \) = 153 2 

y usando (22.b) obtenemos que: 

ílo íl1 íl4 o íl2 íl5 
k 

íl3 = = = = = 6 

ik -
4 

= 

íl5 el:. ik) ✓2 íl7 
153k = = 9 6 ' 16 

Los coeficien 

12 'C25 r. c) 

(45ik) 
8 

¡;¡ 

(25.d) 

En estos últimos tres ejemplos sólo hemos aplicado los 

resultados desarrollados para los tipos Petrov O, N y 

III, sin embargo buscaremos el espíntensor de Lanczos 

para algunos tipos D, II y I, para poder visualizar la 

solución general. 

TIPO D. 

Métrica de Schwarzschild. 

(26.a) 

empleamos la tétrada 3 (hay que hacer notar que en la -

referencia,3 se cometió el error tipográfico de poner 
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2r en vez de fir). 

(mª) 1 
( o ' 1' 

i o ) = -- -
/2r sene' 

(-~ (lª) 1 
1 

2m 
o' o' 

1 ) = r ' /2 
~1 

2m 
r 

(26.b) 

(nª) 1 (~i- 2m o' o' 
1 ) = 

/2 r ' 

~ 1 - 2rm 

Calculando los coeficientes de espín, se obtienen: 

JJ = p = 
1 

/ir 

\r-;;-
~ l - -;-- ' 

y 

a = - 8 = 

= E: = 

2/2 

~ 
2 fir 

los demás coeficientes de espín son cero. 

m 

r2\FT 
(26.c) 

Ahora, si utilizamos (7) encontraremos que: 

1jJ = o 
a 

a -/- 2 i/J2 = 
m 

y ~ = O al igual que R = O 't'ab 

(tipo D y la tétrada es canónica) 

(26.d) 
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Si nos vamos ahora a las ecuaciones de Weyl-Lanczos 

(20') resulta que los valores 

íl = 0 , a 1- 1:16 , ílf :: ílb = 
a 

m 

2m 
r 

, r > 2m (26.e) 

las satisfacen. Y por lo tanto ob ,:1.1vimos un espíntensor 

de Lanczos en el caso de la métrica de Schwarzchild 

que es tipo D. 

TIPO II. 

Métrica de Robinson-Trautman 

esféricas). 

(ondas gravitacionales 

ds2 = 
r2 

48 3 

etiquetando 

(d 82 + d~Z) - 2 du dr + ( 68 + 2m) 
r 

du 2 

( x 1 , x 2 , x 3 , x 4 ) = ( 8 , ~ . r, u) 

utilizamos la tétrada que no es ~ . 3 canonica 

(m ª ) = i2 0 31 2 (1, i, O, O) 
r 

(O, O, 38 + m , 1 ) 
r 

(nª) = (O, O, 1, O) 

(27.a) 

( 27 .b) 
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de donde los coeficientes de espín son: 3 

1 3/2 81/2 38 M p = a = - 8 = ]J = + r 4r r r2 
(27 . c) 

los demás coeficientes se anulan. 

Calculando los~ se encuentra que la tétrada no es e~ 
a 

nónica, sin embargo si después de utilizar las ecuacio 

nes de NP (7), utilizamos las de Weyl-Lanczos (20 ' )lle 

gamos a la conclusión que 

íl o íl 7 o íl 4 - 3 íl 1 
1 

= = = = - p 
2 

(27 . d) 

íl 2 - íl 5 
2 

íl 3 3 íl 6 
1 

= = a = - = ]J 3 2 

satisfacen a (20 ' ). Y por lo tanto se tiene el espín-

tensor para este caso . 

TI PO I. 

Métrica de Me Lenaghan 2 5 y Tupper . 26 

ds 2 (28 . a) 

con a= const. 

siguiendo el mismo procedimiento que en los dos casos 

anteriores, utilizando la tétrada 3 



( m r ) 

r 
( l ) = (o . 

( n r ) = 

se llega a : 

k = - v = 

- 3 0 -

X 
( 1 ' - i , o ' o) = --

ha 

1 1 fiy ) o . - --
l"ix /2 X 

( o ' 
1 1 ✓2y ) 

o ' ' 
- + 

/2x 12 X 

1 - i 1 +2i 

2 ✓2a 
a = - 13 = 

2/2a 

( 28 . b ) 

( 28 . c ) 

los aemás se anulan . 

medio de ( 20 1 ): 

El esp í ntensor se describe por -

íl = o 
c 

c i 0 , 7 = 2 
( 2k - a) 

5 
( 28 . d ) 

más ejemplos pueden e n contrarse en las refs . [3] y [30] . 

Nota : El esp í ntensor para la Métrica de Kerr se deduce en una 

carta comunicación a la Revista Mexicana de Física , envía

da en junio de 1990 por el Dr . José L. López Bonilla . 
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5,- . CONCLUSIÓN Y COMENTARIOS, 

En la literatura es común encontrar la idea de que la 

construcción de K b es un trabajo terrible, sin embar 
a c 

go en este capítulo se demostró cómo hacerlo en forma 

relativamente fácil para los tipos O, N y III. Es tamos 

buscando la solución general para los tipos D, II y I, 

sin embargo, los resultados de (26), (27) y (28) sugi~ 

ren que los íl serán también combinaciones lineales de 
r 

los coeficientes de espín. 

Podríamos hacer ahora una serie de comentarios y pro--

blemas abiertos interesantes. Cuando se intenta encon 

trar el superpotencial de Lanczos para el tipo D, si -

pretendemos que la solución sea una combinación lineal 

de los coeficientes de espín , como indicamos anterior

mente, resulta que algunas de las preguntas que hicimcs 

aunque no conducen al resultado, sugieren una especie 

de renormalización escalar. Veamos la idea para los -

Si, por ejemplo, casos resueltos . C b es tipo N, e~ 
a rp 1 

tonces 

tanto, 

B abrp 
¿cúal 

c 
= f(x ) C b a rp 

también es tipo N, por lo -

es el espintensor para este tensor B b ?. a rp 
Algo semejante para el tipo III . Una vez que se tenga 

el resultado podría aplicarsele a cualquier R4 vacio -

Tipo D, por ejemplo métrica de Kerr, y entonces buscar 

la solución general de este tipo. 

Otra pregunta muy relacionada con el concepto del supe~ 

potencial es la siguiente : Lanczos 14 obtuvo la existen 

cia de K. . mediante el hecho de que /-g Ld es una diver-
lJ r 

gencia exacta, es decir : 
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~ L = Ar ~K 
º o ,r abe 

( 2 9) 

En este proceso partic i pan las propiedades algebraicas 

y d i ferenc i ales de C b ; sin embargo, F . Bampi 5 et al 
a pq 

dicen que la existenc i a del espfntensor sólo depende -

de las propiedades algebraicas de C b (4 . d ). Enton 
a pq 

ces la pregunta ser í a ¿podr í amos probar que la fórmula 

C = K - .. . con las propiedades de las Ecs . (4 . d) -
ab p q abp ; q 

i mplican la Ec . ( 2 9 ) ? . (Sin propiedades dif erenc iale s). 

Todo esto puede llevarnos a contestar qué significado 

físico p osee (si lo t i ene) el esp ! ntensor . 



·-

CAPITULO II 
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l. INTRODUCCION ; 

Desde que en 1938 Dirac 31 publicó su artículo clásico 

sobre electrones y los efectos de la radiación electro 

magnética, han aparecido muchas críticas y diferentes 

formas de obtener la ecuación de Lorentz-Dirac (L-D) -

Sobre la ecuación en sí, existe una extensa literatura 

al respecto, que explica ampliamente las dificultades r 

físicas que acarrea esta última. Para fam iliarizarse 

con el problema se podría recomendar recYrrir al libro 

de Jackson3 2. Para una mejor comprensión del mismo, -

se podrían analizar los artículos de Jiménez y Campos33• 

34 , 35 que exponen en forma extensiva las principales -

paradojas que trae consigo la ecuación de Lorentz-Dirac. 

Por otra parte, existen muchos métodos distintos para 

deducir las ecuaciones de L-D y Lorentz-Abraham (L-A) 

(o sea, la ecuación de L-D en el límite no relativista}, 

pero fundamentalmente son de dos tipos: los que prete~ 

den ser "formales" y los heurísticos. El primer méto-

-:=;i do formal fue propuesto por Diracl31: . Sin embargo, apa.!:_ 

te de las dificultades de la ecuación en sí (divergen 

cias o singularidades, y preaceleraciones), se llega a 

ella por un método de renormalización que resulta un -

poco dudoso (el uso de potenciales avanzados parece 

evitar la renormalización, sin embargo esto puede <lis-

cutirse ampliamente como veremos después). Otra forma 

de ver las cosas fue pnopuesta por Infeld-Wallace, 36 -

basárldose en modificar la función Delta que representa 

la partícula puntual. Aparecieron luego un buen - nfime-

ro de artículos tratando de esclarecer el método. De 

todos ellos, se puede seleccionar el muy elegante artícu 
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lo de Synge 3', que de manera formal elimina el proble

ma de la renormalización, pero deja ciertas dificulta

des3e (no unicidad del tensor electromagnético). Los 

métodos se han perfeccionado mucho como se aprecia, 

por ejemplo, en el artículo de Tabensky y Villarroel 39 , 

o en el de Evans 40 ; que en unas cuantas cuartillas ob--: 

tienen el resultado. Sin embargo, todos los métodos -

tienen dificultades, ya sea relacionados con la renor

malización o con la no unicidad del tensor electromag 

nético38. 

Por esto último, y por los problemas de la ecuación en 

sí, han aparecido un sinnúmero de nuevas propuestas 

que van desde representaciones en serie 4 1 o integra

les42, 3hasta nuevas ,ecuac iones de Mmovimiento4j•44• 4 5. Es

to ha sido tan importante que se han puesto en duda 

conceptos muy clásicos como el de campo, y las teorías 

como la deacción a distancia han tomado fuerza 4 6 •4 7• 4 s. 

Presentar una deducción formal de la ecuación de L-D, 

aparte de ser muy laborioso como dicen Infeld y Ple:bañs

ki~ .9, éstaria fuera de lugar en esta introducción y muy -

difíc~l de superar el trabajo de Synge.3 7 

La primera deducción en forma heurística fue debido a 

Planc~iO; la deducción en el libro de Jacksonj 2 está 

basada en esta última y poseen el inconveniente de no 

ser relativistas y funcionan sólo para sistemas perió-

dicos. Otra deducción muy simple en forma relativista 

es debida a Infeld y Plebaa;ski 40 , basada en una expan-

sión de Taylor muy interesante. La más simple de las 

deducciones se debe a Landau y LifshitzSl y consiste -
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de realizar una contracción de la ecuación de movimien 

to con la 4-velocidad, utilizando la fórmula de Larmor 

y la conservación de la masa obtiene la fuerza de fre

nado por radiación. 

Sin embargo estas últimas deducciones no presentan las 

principales dificultades en la obtención formal de la 

ecuación . Existen ciertos trabajos heurísticos que de 

alguna forma señalan las renormalizaciones que se deben 

de hacer sin recurrir a una exposición muy laboriosa5b 
52•53 

En la última de estas deducciones 5
j , además de mostrar 

el problema de la renormalización, se muestra la impor 

tancia de los campos de Liénard y Wiechert (L-W). En 

particular se muestra cómo el retraso que llevan implí 

citos estos campos, influye en la ecuación de movimie~ 

to. Algo muy interesante es que en forma heurística, 

sin hacer un cálculo de los campos de L-W, se nota que 

el retraso podría no solo generar una ecuación de L-D, 

sino un sinnúmero, que tienen la forma siguiente: 53 

(ver (33.c)). 

+ 

donde 
2e 2 

3cL 

I 
( 2 9 ) 

los coeficientes An deben elegirse s~ 

gún la nueva propuesta de ecuación y los puntos suspe~ 

sivos se refieren a los siguientes términos obtenidos 

de combinaciones similares a: 



V 
a 

··a 
V = - "2 
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y 
··•a 

V V 
a 

= 2v ·• a 
V (30) 

a 

1 
al contraer con la ec. (29) con v , se obtiene la con

a 
servación de la masa. 

Hay que hacer notar qu~ en la deducción de Dira~ 31 , él 

obtiene la ecuación pues propone la solución más senci 

lla pero deja abierta otras posibilidades y estas son 

1 as con te m p 1 ad as en 1 a e c . ( 2 91
) • 

La ec. (21) no debe confundirse con la aproximación 

por series perturbadas 54 '55 

m a (T) = 
µ 

00 

r 
n=O 

que se obtiene de la representación integral 

roo 

( T) j o 
kµ(T aT 0 ) -a 

da m a = + e µ 

donde 
( T t T) 

k m(a a = y = - TQ a 
TQ µ µ 11 

(31) 

( 3 2) 

) 

Algunos autores 54 ' 55 pretenden que (31) es una ecuación 

distinta a la de L-D; sin embargo, por argumentos físi 

coses fácil descartar esta posibilidad 55 . Más aun, -

se puede llegar a demostrar matemáticamente la equiva

lencia para los casos físicos56. 

También cabe notar que la ec. ( 31) es, como hemos dicho 
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la ecuación de 1-D, que es un caso particular de la 

ec. ( 2 9) , con A 1 = 1 y A = O para n 1 1 y no una serie 
n 

infinita del tipo de la ec. (29). 

Por otro lado en la deducción de Synge 3~ la ecuación 

de 1-D no es encontrada directamente. El tensor de 

energía-esfuerzo es corregido para obtenerla. Este úl 

timo resultado y la sugerencia de que la ecuación de -

1-D no es única, sino que la ec. (29) es compatible 

con los campso de 1-W, nos lleva a la necesidad de un 

estudio más profundo de los campos de 1-W. Para poder 

entender su comportamiento en las distintas superficies 

que se proponen en la obtención de la ecuación de 1-D, 

desarrollaremos en la segunda sección el formalismo 

utilizado por Synge. Esto nos permitirá exponer las - 0 

descomposiciones de los tensores electromagnéticos que 

permitan evaluar la importancia y comportamiento de ca 

da parte permitiendo una interpretación física. Si 

uno es capaz de encontrar superpotenciales para estos 

tensores, entonces las integrales son inmediatas. En 

la tercera sección damos una interpretación física de 

los superpotenciales encontrados. Debido a la no-loca 

lidad de une de los superpotenciales recurrimos a las 

coordenadas de Newman-Unti que al poseer ellas mismas 

la historia de la partícula "formalmente" desaparecen 

la no-localidad. Esto último se desarrolla en la cuar 

ta y quinta sección. 
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2, FORMALISMO DE SYNGE EN LA ELECTRODINÁMICA DE CAR 
GAS PUNTUALES, 

Debido a que el valor de los campos electromagnéticos 

depende de los efectos de retraso, la descripción de -

éstas últimas es muy complicada. Cuando uno intenta -

calcular integrales relacionadas con estos campos, los 

problemas que surgen son aún más difíciles. Sin embar 

go Synge 57 ' 37 a desarrollado una técnica que permite -

simplificar muchísimo ciertos cálculos sin tener que -

recurrir a aproximaciones, como en algunos artículos 

clásicos se hacen. Para ello hay que empezar por los 

siguientes comentarios y definiciones. 

Es muy importante hacer notar que dada una línea de 

universo C, se definen una serie de cam~os A(xª) en ca 

da punto del espacio de Minkowski que pueden ser esca

lares, vectoriales o tensoriales, etc ... ; por ejemplo: 

Sea, el valor del tiempo retardado del evento que re

presenta la intersección de C con la hoja del pasado -

del cono de luz con vértice en (xª). Es claro que, -

está unívocamente determinado apartir de (xª) y C, sal 

vo una constante de iniciación; , es un campo escalar. 

Las coordenadas de tal intersección (xª) representa un 

campo vect0rial; de la misma forma se tiene el vector 

nulo: 

a 
X 

que es también un campo vectorial. 

la cuatro velocidad 

(3 3 .a) 

Otros campos son -
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a 
V : (33,b) 

la cuatro-aceleración 

( 3 3 . c ) 

o la cuatro-hiperaceleración (4-superaceleración) 

( 33 .d) 

Podemos definir otros campos tensoriales de utilidad -

apartir de combinaciones de estos últimos 

V V 
a 

í3 etc .... 

Para calcular el tensor electromagnético necesitamos -

conocer derivadas parciales de los campos arriba seña

lados, por ello tenemos que introducir la noción de 

distancia retardada o distancia de Bhabha} 7 : 

formalicemos nuestra notación. 

La velocidad de la luz en el vacío c = 1. 

a b 
gab dx dx 

con ( gab) = diag(1, 1, 1, -1). 

Para ello 

( 34 .a) 
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Recordemos ciertas propiedades 

por lo tanto 

e 
a V = Ü y 

e 

v ve= - 1 
e 

e 
\) V = 

e 
a ac = - ª2 < O 

e 

(34.b) 

( 34. e) 

a 
Sea el evento (x ) y la línea de universo C . A partir 

a a 
de (X ) se escoge un evento (y ) tal que 

a 
y a 

V (35.a) 

con r >Oque llamaremos distancia retardada, tal que 

Tenemos pues que : 

Se sigue que : 

a 
r v (r V 

a 
k ) = O 

a 

r(vª k + r ) = O 
a 

(35.b) 

(35,c) 

(35.d) 



- 41 -

Como un vector nulo no puede ser ortogonal a uno temp~ 

ral, a menos 

ces r = O si 

que las componentes k sean cero, enton-
a 

(xª) pertenece a C. Si (xª) no pertenece 

a C entonces r ! O y tenemos : 

r = (35 . e) 

Es claro que cerca de la cargar+ O, y lejos r ~ oo 

\ 

<h a y \ /X 
/ 

\ / 
Vo. / 

Figu.na II - 1. 

Una vez desarrollada esta notación debemos dar una pe 

queña exposición de la teoría electromagnética , para -

poder ver la utilidad de este formalismo . 

De las definiciones clásicas de potencial escalar~ y 

potencial vectorial A, podemos construir en nuestra no 

tación el cuadripotencial como : 

➔ 
= (A , ~ ) (36 . a) 
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El tensor de Faraday viene dado por: 

Fab 

El tensor dual es: 

= A 
b,a 

A 
a,b = - F ba 

*Fªb 1 abcd ___ *Fba 
= 2 e: Fcd 

(36.b) 

(36.c) 

. ~ . ~ . . d ab En esta notacion, la representacion matricial e F y 
*E'ab 
~ L . es: 

o B -B -E 
z y X 

-B o B -E 

[rªbJ 
z X y 

= (36.d) 

B -B o - E 
y X z 

E E E o 
X y z 

o E -E B 

l z y X 

[1:pªb] 
-E o E B 

z X y (36.e) = 

E -E o B 
y X z 

-B -B OB o 
X y z 
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De la ec. (36,b), es claro que para conocer el tensor 

de Faraday debemos derivar parcialmente el cuadripoten 

cial. Calculemos primero las derivadas involucradas -

en esta derivación y es aquí donde el formalismo de 

Synge 37 ' 57 resulta necesario. La más importante, por 

su reiterada aplicación, es r b' 
' 

Sabemo~ que k kª = O, de donde variando: 
a 

(37.a) 

a a b 
pero óX = v ó,, y restringiendo la variación a óX , 

se tiene: 

Luego 

kb + r, b = O 
' 

T b = 
' 

r 

(37.b) 

( 3 7 1,1 c) 

Una vez obtenido este resultado los demás se siguen de 

inmediato. Por ejemplo para kª se tiene: 
'b' 

: §e :concluye que 

a 
ÓX 

= 

a 
V 

a 
o b + 

a 
V 

r 

(37.d) 

(37.e) 
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De la misma forma considerando óv 
a 

que = a 
a 

ÓT llega = \) se a: 

a a a a 
kb 

a \) 

kb V = y a = 
,b r ,b r 

Será necesario conocer también r,b 

r,b (- kª) a kª = V = V b k v 
a ,b a, a ,b 

a a 
a kª a + :!__ k) = kb - va ( ó b ·r-r r b 

a kb a 
= r 

Definiendo W = 

kª - vb 

a 
a 

se tiene finalmente 

+ 
kb 

= r 

y 

kb 
kª + - vb + - (a 

r a 

B = 1 
(- W + 1) 

r 

a 
ó '[ óa 

a 
y = 

(37.f) 

( 37 .g) 

1) 

( 37.h) 

( 37.i) 

y ahora ya estamos en condiciones de deducir los caro-

pos o _, potenciales generados por una carga puntual en -

movimiento. 

Sabemos59, que las ecuaciones de Maxwell se pueden escri 

bir de la siguiente forma 

F
ab 

ªª 
(3 8 .a) 
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Jb( ª)= r 
X -e J 
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(38,b) 

b (4) a a 
d, v (,) ó (x - X(,)) (38.c) 

Debido a la ec. (36.b) se llega a que las ecuaciones -

inhomo géneas de Maxwell, se transforman en términos de 

los potenciales en: 

= Ab,a 
,a 

Utilizando la norma de Lorentz 

se llega a 

b 
= - 4TT J ( 38 .d) 

(38.e) 

( 38 .f) 

Esto es un , sistema de ecuaciones inhomogéneas que se 

resuelve por el método de Green (hay que hacer notar -

que existen dos tipos de soluciones las llamadas retar 

dadas y avanzadas, esto ha sido objeto de muchas discu 

siones en particular se puede citar los trabajos de 

Wheeler y Feynman 46 donde se utilizan ambas soluciones. 

Nosotros sólo consideraremos la solución retardada). 
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Sea la función de Green 60 retardada 

D ( x - y) = 
r 

(39.a) 

donde O representa la función de Heaviside o función -

escalera. Por lo tanto 

se tiene que 

( 4) 
ó ( y - X(-r ))} 

Finalmente, 

Aª(xb) = - 2e f dT{O(x 0 - xº (T)) ol(; - X(T)) 21 vª(T)} 

o, realizando la integral, se obtiene: 

a 
e V 

r 

(39.b) 

(39.c) 

(39.d) 

( 39 .e) 

lo cual constituye el potencial de Liénard-Wiechert 

( L- W) • 
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Calculemos ahora el tensor electromagnético. 

Aa,b 
__ a' b a 

,b ev ev = "' r 
r -l-

e[- a kb a 
b kb)] a V , 

= -(- V + B 
r r2 

luego 

rªb Ab,a _ Aa,b era kb ak kª a .... tv 
(-= = + 

y por lo tanto 

donde 

r z r2 r2 

b 

kª)] V 
( - a 

B V + 
2 r 

rªb = e (uª kb - ub kª) 
r2 

a a 
= a + B v 

que es la expresión de Synge3 7 (1970). 

b 
V 

(40.a) 

+ B kb) 

(40.b) 

(40.c) 

(40.d) 

Si uno considera la ecuación de movimiento de una par

tícula cargada como la ecuación de Lorentz, entonces -

se puede analizar el tensor de Faraday para ver que ' ti 

pode trayectoria se efectúa. Si los campos son cons-

tantes, se puede hacer una clasificación algebráica s~ 
ah gún los eigenvectores de F para determinar el tipo -

de trayectoria 38 . 
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Definamos ahora el tensor de Maxwell Tab que tanta im

portancia tiene con respecto a la transmisión de ener

gía-momento y la obtención de la ecuación de movimien

to de una partícula cargada. 

1-(r F c 
= 2 ac b + 

que satisface 

,'; F 
ac 

1:r c) 
b 

(41.a) 

Este tensor es fundamental a la hora de deducir la ecua 

ción de movimiento, pues satisface la ecuación 

Normalmente lo que se debe calcular 

superficie de Tab y por ello es muy 

d . . d Tab ba escompos1c1ones tanto e o F 

(41.b) 

es una integral de 

importante lograr 

que además de faci 

litar los cálculos, permiten interpretaciones físicas 

de cada término como veremos en la sección 3. Veamos 

en particular la descomposición de estos últimos venso 

res debido a Teitelboim 61 para el caso de L-W. 

Del formalismo de Synge, se puede obtener una descomp~ 

sición del vector nulo: 

d d 
= r(p + V ) 

a 
p V 

a 
a 

= o y p k 
a 

= r (42.a) 
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d d d . . on e p es un vector unitario. Si sustituímos este -

resultado en la ec . (40.c), se tiene 

utilizando la ec. (40.d), se llega a: 

donde 

E:ab 
(-1) 

c 
p 

F 
'l ah 

( -1) 

V 
a 

+ :'.:' Fab 

( - 2) 

a 
a 

' ' F = e r- 2 (v 
ab a 

(-2) 

y se ha utilizado la notación de Lowry 62 

(42.b) 

(42.c) 

(42.e) 

(42.f) 

Lo interesante de esta descomposición es que un térmi-
-l -2 no es proporcional ar y el otro ar , lo cual des-

cribe muy bien la importancia de cada ung cerca y lejos 

de la carga. 

Si. h a a ora reemplazamos v en la ec. (39.b) con la ayuda 

de (42 . a) se llega a 



donde 

-1 
- e r 

- 5 O -

a 
p y 

(43.a) 

(43.b) 

ab 
Al calcular F a partir de la descomposición de la ea. 

(43.a) se tiene que: 

Fab 
(-i) 

= ¾,a - ~a,b 
l l 

i = 1, 2 (44) 

La descomposición de Fab corresponde a la descomposi-

ción de Aª. De la misma forma se obtiene para el ten

sor de energía 

T = T 
a'b + T + T (45.a) ab ab ab 

(-2) (-3) ( -4) 

donde 

T = e2 r-4[a2 r - 2 (k c a ) 2] k "k-
ab c a .. b 

(- 2 ) ( 4 5 ;b) 

e2 -4 [ 2 - ¿ 
w2J k kb = r a r 

a 

Tab 
¿ -4 o a - 2r- 2 kc k kb + = e r ka ab + kb a 

a c a 
(-3) (45,c) 

- 1 kc (k vb + kb V ) J r a c a a 
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2 -4 [1 -1, = e r ........ ~ + r lv kb + vb k) 2 ºab a a 

Es claroqueTab domina lejos de la carga y es responsa

( - 2) 
ble de la f6rmula de Larmor. Uno podría preguntarse 

porqué si la f6rmula de Larmor puede ser obtenida en -
• 5 3 el sistema de referencia de la partícula en reposo, 

el término importante sigue siendo Tab· La razón es 

(-2) 
a 

muy simple pues Tat> no depende de v , y por tanto Tab 
e _,_ 2) e - 3 r , 

T ,,. . . 1 a como ~b son -en al g unos terminas proporciona es a v , 
(-4) ,,. ,,. . 

los cuáles se anulan; los demas terminas son responsa-

bles de las singularidades . Por lo tanto podernos pro-

poner la siguiente descomposición, más física: 

donde 

T 
, ab 
(- 2) 

y Tab + 

(-3) 

1' 
- ab 

(-4) 

(45.e) 

(45.f) 

Se puede demostrar también que fuera de la línea uníver 

so C (independencia dinámica) Weert, 63 debido a la ec. 

(45,g), sugirió la existencia de superpotenciales para 

Tab y Tªb. Sin embargo sólo obtuvo para la parte aco-
R B 

_tada 

= K e 
Bº· a, e 

(46.a) 
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donde 

2 _4 
[r-

1 
(3 + 4-kb ) K = (+-) r (v es: k ) k + sac 4- ab s a e 

B 
(4-6.b) 

+ 4-(a X k ) k + p- k - g kJ s a e ºes a a s 

que se conoce como el superpotencial de Weert63. ~ueda 

abierto el problema de encontrar un superpotencial local 

como el anterior para la parte radiativa. 

Sin embargo en una carta comunicación privada con el 

Dr. José L. López Bonilla, Danilo Villarroel demuestra 

que es posible probar el carácter no-local de K b sin 
Rª e 

necesidad de conocer la expresión explícita para K~b . 
Rª e 

Veamos un bosquejo de la demostración : 

Supongamos que K sea local , es decir que dependa so 
Rsar 

lo de cantidades retardadas asociadas al punto X, enton 

ces aplicando Stokes sobre una superficie t i po espacio , 
r 

se llega a que p es local lo cual es falso. 
µ 

Las secciones 4- y 5 de este capítulo desarrollarán técn! 

cas posibles para encontrar tal potencial. Aunque de -

antemano sabemos que no es posible, la idea es utilizar 

coordenadas no-locales , a saber: coordenadas de Newman -

Unti. Posiblemente se encuentre un superpotencial que 

explícitamente sea local aunque implícitamente sea Pno

local; es decir , las propias coordenadas contengan la -

no localidad. En la siguiente sección daremos una in--
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terpretación física del potencial de Weert 63 además de 

presentar un potencial para la parte radiativa pero no

local. 
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3,- INTERPRETACIÓN FÍSICA DEL SUPERPOTENCIAL 
DE \4/EERT, 

Nuestra carga puntu~l en movimiento arbitrario genera 

un campo electromagnético el cual posee un momento an

gular intrínseco (MAI), aqui probaremos que K. b se 
BJ c 

comporta como una dens i dad para este MAI cuando los co 

rrespondientes flujos son calcu l ados a través de un tu 

bode Bhabha 58 - Synge 37 : 

El superpotencia! K . b tiene las mismas propiedades 
BJ c 

del espfnte n sor de Lanczos ( ver 16.a )). En nuestro~ 

caso , K.b estará as6 c iado con e l MAI del campo de LW . 
BJ c 

En efecto , consideremos e l tubo de Bhabha-Synge ( ver -

figura II-2 ), el cual está compuesto de los conos de -

l uz con vffert i ces en T = T 1 y T = T2 y de u n a s u perficie 

con distancia retardada constante. 

"t, 

F,i.gu.1ta. I I - 2 

(Tubo de Bha.bha.-Synge ) 
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~rimero calculemos el flujo de K.b ~ través de un ca
BJ c 

so de luz cuya expresión está dada por (ver Synge 37
}~ 

( 
1 

J 
T=cte T=cte 

r dr 1 díl k
c 

~jbc 

(47) 

donde díl es un elemento de ángulo s6lido (ver figura -

II-3). 
·c 

El vector p , definido anteriormente en (42.a), 

puede ser descrito en términos de una triada de Fermi 

e(_y)c' y = 1,2,3 

y entonces 

c 
sen0' cos <I> p = 

c 
= P(a) e(a) 

= a , 
(y) 

c 

c 
V 

e (.1) + sen0 

r 
= (p e(a)r) 

sen _qi e( 2) 

e 
e( a) 

díl = sen0 d0 d</> 

'- 1 
Figu.Jta II-3 

T1¡_,[ada de.. Fe..Jtmi 

c 

c 
V 

+ cosq> e ( 3) 

(48.a) 

e 

(48.b) 
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De la ec. C46,b) es claro q_ue : 

(_4 9) 

así las ecs. 
'\, 

(47, 49) implica que Mjb = O, es decir 

K.b carece de flujo a través de un cono de luz. 
BJ c -

Ahora calculemos el flujo de K . b a través del 3-espacio 
BJ c 

r = r 0 = cte . , la expresión correspondiente se encuen-

tra en Synge 37 : 

M.b f = 
IJ 

r=r 

De donde: 

K.b 
BJ c 

d(/ 

= ~ e2 
3 

r2 
f' 1 

d, f K.b 
c 

= 

J '2 J BJ 

(v . 
J 

lo cual coincide con el momento angular 

campo de LW, ver López - Villarroe1 64 , 6 S . 

r díl (50.a) 
,c 

(50 . b) 

intrínseco del 

comporta como una densidad para dicho momento angular . 

El superpotencial de la ec. (46.b) acepta también el -

rompimiento 

(_51 . a) 
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donde 

C..51.b) 

= 

(51.c) 

y los potenciales en las ecs. (5~.b, 51.c) cumplen to

das las propiedades en la ec. (16.a) como los espinte~ 

sores de Lanczos . 

f 
,=cte 

y entonces 

( 

j 
r =cte 

Es simple probar que : 

I 
r=cte 

K. b da c = O· 
BJ c 

(51.d) 

(51.e) 

es decir, K.b no 0 o ntribuye al MAI del campo electro
BJ c 

magnético, esto sign i f i ca que ~ - b es la parte activa 
BJ c 

Los cálculos en las ecs. (51 . d) pueden hace~ 

se directamente , o bien, puede emplear se 

de Stokes y la identidad de Rowe66: 

e 2 -4 = (- r 
4 

r) 
D. b J c ,r 

el teorema -

C..51. f) 
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donde D , b es un tensor utilizado por Synge 37 en otro 
J cr 

contexto; 

D sarb 
b-
ºar 

Por último, al colocar la ec, (51.a) en (46.a) se ob-

tiene la descomposición 

'\, 

T = Tb + T 
Bbc B c Bbc 

(52.a) 

'\, '\, j j con Tb = Kb y T = Kb B c B c,j Bbc B c , j 
(52 . b) 

La ec. (52.a) es importante en relación al momento an 

gular emitido por la carga, ver López 57
• 

Hasta ahora solo hemos tratado con el superpotencial -

para la parte acotada, pero no la radiativa. Aquí mo~ 

traremos que la parte radiativa de Tab puede escribir 

se como la suma de dos porciones , una de las cuales no 

participa en los flujos de energía y momento angular a 

través del tubo deBhabha-Synge. 

potencial no-local para Tb • 
R c 

Además escribimos un 

Las expresiones en (46,b,f) pueden escribirse en la 

forma: 

'\, 

= T + T 
ibc Rbc 

(53.a) 
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donde 

T q2 r-4(a2 3 - 2 W2 ) k = - r 
. be 
l 

Tbc 2e 2 ~6 
W2 k k = r 

R 
b e 

Es simple demostrar que: 

f 
T=cte 

e 
Tb do . e 
l 

o r=cte 

k 
b e 

T e = o (53,b) 
.b e 
l 

"' e (53.c) T = o 
Rb ,e 

= o (53.d) 

es decir, la ec. (53.b) no contribuye al flujo de ene~ 

gía a través del tubo de Bhabha-Synge. Similarmente: 

( 
( x 

j Tbc b Tj e) do o X = 

J i i e 
( 54 ) 

r=cte o T =cte 

Así que Tb tampoco · participa en los flujos de momen-
. e 
l 

to angular para dicho tubo. Debido a las ecs. ( 53 .d, 

54 ) decimos que el término en la ec. (5 3 .b) es la par-

te inactiva de respecto a la región de Bhabha-Synge. 

La ley de conservación Te = O es inmediata de la - -
. b , e 
l 

existencia del superpotencial: 

K.b • J e 
l 

e 2 -2 ~r -2 1 -2 = -
4 

r r w2 (~ . kb - ~ k.)+r- W(v.xkb)(a -3r W k) 
ºcJ ºcb J J e e 

( 55 .a) 
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T .be 
l 

= K j 
.b c,j 
l 

(_5 5 • b) 

Además, 
'v e 

la identidad T = O es consecuencia de: 
Rb ,e 

'u j 
= ~b c,j 

(55.c) 

en donde 

'u 
p Ca) p(y) rr a(a) a(y) Kb. = - 2e Fbj V dT + 

R Je e 

o (55.d) 
(T 

P ( B) j o 
a ( d) a(y) e ( B) e dT] 

en la ec. (55.a) existe suma sobre a' y' B = 1,2,3. Al 

verificar la ec. (55.c) deben recordarse las relaciones 

T • = 
k 
r 

Derivada retardada (37.c) 
'J 

j 
Fb . = O ,J 

Fl5 
j k . 

J 

e 
::; 

r2 

F 
j 

P(a) ,j b 

Ecs. de Maxwell (38,a) 

(_5 5 . e) 

kb Eigenveator nulo 

= o Triada de Fer.mi 
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W = - r p(o) a(o) 

c c 
= r ( v t p ) (__4 2 • a) 

L á presencia de integrales en la ec. (55 , d) nuestra el 
'\, 

carácter no~local de Kb . es decir, depende de la his 
, R J c ~ 

toria pasada de la carga , 

Entonces las ec. (45,e , 46.a, 53 . a, 55.b, 55.c) impli

can: 

Tk c = ( K j + K j + ~ j ) 
Bb c ib c Rb c ;j 

(56) 

así el tensor de Maxwell asociado al campo de L-W es -

una divergencia exacta. 

Sin embargo el hecho de que la parte radiativa sea no 

local nos implica mucho el manejo del superpotencial. 

En las próximas secciones trataremos este problema con 

los métodos del primer cap í tulo , ayudándonos de las 

coordenadas de Newman-Unti 69 para tratar de inte grar -

la no-localicad a las coordenadas y no al superpoten-

cial. 
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4.- COORDENADAS DE NEWMAN-UNTI Y POTENCIALES PARA 
EL CAMPO ·DE LIÉNARD-WIECHERT. 

Newrnan -y Unti 69 construyeron un sistema de coordenadas 

que se adapta notablemente al estudio de situaciones -

físicas donde los campos correspondientes dependen de 

efectos retardados y de la trayectoria xª(T) de una 

partícula; es decir, el estado de movimiento de una ma 

sa puntual participa explícitamente en la construcción 

de este sistema de coordenadas. Estas coordenadas de 

NU pueden adaptarse a espacio-tiempos, curvos asintóti 

camente planos, a partir de lo cual Newrnan et a1 7 0 • 7 1• 

72• 7 3 han propuesto un nuevo método de análisis delpr~ , 

blerna del movimiento en relatividad general. 

La idea básica de NU 69 consiste en construir 

sistema coordenado, que denotaremos por (x 1 , 

un nuevo 

x2 X 3 = ' . 

r, x 4 = T), de manera que se simplifique la expresión 

para el 4-potencial de Liénard-Wiechert aunque se sa-

crifique la simplicidad de la métrica de Minkowski . 

También calcularemos los tensores de Faraday y Maxwell 

y sus superpotenciales, con el objeto de mostrar la 

utilidad de las coordenadas y preparar el cálculo de -

K.j con ayuda del formalismo de N-P. 
Rl c 

Tornemos una curva arbitraria t i po-tiempo qª(T) en el 

espacio de Minkowski (que después haremos coincidir 

con la trayectoria de una carga puntual). Las coorde-

nadas (x, y, z, t) y (x 1 , x 2 , r, T) se relacionan entre 
. . 

sí por las expresiones: 5 9•74 
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ql(,} r en +n) q2(,: ) i r Ct1 :n ) 
X = + y = + 

2312 p l2 3 / 2 p 
( 57 ,a ) 

z = q3 (,) + 
r(n~-1) t = q4(,:) + 

r(i:in+1) 
23 /2 p 23/2 p 

con 

donde T.l = x 1 + i x 2 , un punto sobre una cantidad deno

ta · su derivada respecto a,: y una bar~a su conjugada -

compleja. Nótese que en la función P está involucrada 

la 4-velocidad qª; es decir, las coordenadas NU ya paseen 

intrínsecamente información sobre el movimiento de la 

partícula. 

Al sustituir (57.a) en la métrica, se obtiene: 

ds 2 = rZ dn dn - 2 dr d, - (1 - .?.E_ r) d, 2 
2p2 p 

(57.b) 

que matricialmente se representa por: 

r :p 2 
o o o l 

o r o o --
(_ p- b) = 2p 2 (_5 7 . c ) 
ºa 

l 
o o o -1 . 
o o -1 -(1 - 212. r) 

p 
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Ha.y que hacer notar que p no es sólo función de T l sino 

que también depende de n_ y ñ, por lo cual p en realidad 

es la derivada parcial con respecto a T· sin embargo -
.. a 
q aparece, lo que significa que la aceleración inter-

viene en la construcción de la métrica del espacio-tiem 

po. 

Evidentemente la ec, l57,b) es más complicada que la -

métrica de Minkowski, sin embargo veremos que las ex-

presiones del campo electromagnético radiado por una -

carga puntual se simplifican. 

Como en las ecuaciones que gobiernan a los superpoten

ciales aparecen derivadas covariantes entonces es nec~ 

sario conocer los símbolos de Christoffel diferentes -

de cero) estos resultan ser:75 

rJ rl r2 1 _j_E_ rl r2 1 = = = - = = 
I l 2z 1 2 p ax 1 1 3 23 r 

rl r2 r2 1 -ª-E_ r4 r4 r = = - - - = = 
1 2 11 22 p ax 2 1 1 22 2p2 

r2 = rl = r4 = r3 = .E. 
L. 4 14 44 34 p 

~ a 
. 

~ a (.E.) rl ( .12:) r2 = - (.57.d) 
44 r 

ax 1 p 44 r 
ax 2 p 

a c_E.) a . 
r3 = - r r3 = - r (..E.) 

1 4 axl p 24 ax 2 p 

r3 = r3 = - -2'..:__( 1 r 12.) 
1 1 22 2p 2 p 

•• E. r: 3 = 3r(l2.) 2 - r .E. 
44 p p p 
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• 3 •• • 
Es importante notar que r 44 depende de p, es decir, 

aparece la superaceleración 37 qb(,) de gran relevancia 

en la ecuación de Lorentz-Dirac 31 que describe el moví 

miento de partículas clásicas cargadas que toma en 

cuenta la reacción de radiación. 

Por otra parte, como el tensor de curvatura correspon

diente debe anularse puesto que el espacio de Minkowski 

es plano, entonces obtenemos las siguientes identida-

des:75 

an an 

a 
a n 

(l?..) + l?.. = o 
p p 

= 
1 

8p2 
(57.e) 

que serán de gran utilidad cuando construyamos el su--

perpotencial para el tensor de Faraday. Si se usan las 

coordenadas de NU (x 1 , x 2 , r, ,) se obtienen las expr~ 

siones simples para los correspondientes 4-potencial 

Ac y tensor de Paraday rªb_69,75 

(A c) ( .E. !) = e o, O, p' r 

que satisface la condición de Lorentz, y 

rl3 = 

excepto por: 

2e 

r2 
p L a 

ax 1 

( 5 8 ) 

( 5 9 ) 
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r2 3 = 

r3 4 = e 

r2 

que satisfacen las ecuaciones de Maxwell en el vacío 

rªb = O 
;b 

(60) 

Para obtener este resultado, se debe excluir la línea 

de universo, sin embargo utilizando coordenadas natura 

les se puede incluir la línea de universo apareciendo 

el 4-vector de corriente (38.c). 

Uno podría pensar simplemente en transformar este últi 

moa coordenadas de NU y por lo tanto obtene r las ecua-

ciones de Maxwell en coordenadas ~e NU en todo el 4-es 

pacio. El inconveniente es . que l as coordenadas de NU 

no están definidas sobre la línea de universo. 

Construyamos ahora el superpotencial para el 4-vo~en~ial 
· e 
A en ~la ec. (5 8) ; es decir, buscamos un tensor antisi 

~ . be 
metrico W tal que: 

be 
= w (61.a) 

; e 

de esta manera la condición de Lorentz se satisface ob 

viamente . Utilizando el valor de l os símbolos de 

Christof~e l y l a expresión de Ac en la ec. ( 88 ), se 

puede proponer una solución (no-única) para la ec. 

(61 • a ) • 
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excepto w34 = _ w43 - ~ 

e 
2 

(61,b) 

Por otro lado, sabemos que en coordenadas de NU 

(kc) = (O o, r , O) 

(61.c) 

be 
Entonces W puede ser escrito como 

e 
V (61.d) 

y esta expresión es válida en cualquier sistema de coor 

denadas, 

ab 
El superpotenc i al para F se encuentra resolviendo : 

(62,a) 

y si exijimos además K . . = - K .. , 
FlJr FJlr 

las ecuaciones de 

Maxwell en el vacío se satisfacen. Aparte de utilizar 
ab 

los símbolos de Christoffel y los valores de F en 

coordenadas de NU, hay que utilizar la ec . ( 59) para~ 

resolver la ec. ( 62. a); y entonces tenemos que Kabc = O 

excepto 
F 

K341 = K 134 = Kl43 = 2 ~ ~ 
F F F r2 ax 1 

(62.b) 

K342 = K234 = K2 43 = 2 ep -ª-.E_ 

F F F r2 ax 2 
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es soluci6n (no-Gnical de 1~ ec, (62,a), 

De la misma forma que anteriormente introducim os un 

co njunto de vectores, una tétrada nula de NP 

( me )= .l2.(i· 1 O O) r ' - , , U'.,c ) = ( O , o , -·½ + ! F , 1 ) 

e 
(n )=(o, o, 1, o) 

a 
n 

b 
m 

ab a -b 
M = m m 

b a 
n m 

b 
m 

-a 
m 

a = 

-a 
m 

a 
n 

(62.c) 

y por lo tanto podemos expresar al superpotencial: 

= - e (M + M )(a m + a m) + 2(a V + a V ) n 
1 

ab -:-ab e - ~ - ab -ab e 

(62.d) 

Siempre ~edremos agregar a la ec. (62.d) otro superpo

tencial ~ b tal que genera un tensor de Faraday idéna e 
. tF ticamen e cero; o sea: 

'v 
~abe = 0 
F ;b 

( 62,e ) 

Resolviendo la ec. (62.e) de la misma forma, se obtie

ne: 
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~abe= 0 

F 
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excepto 
~ n3 
K343 = .¡;__ 

F r 2 

· utilizando la ec, (62,c)~ se tiene: 

'\, 

'\,abe 
K · = 
F 

e 
n 

(_5 2 , f) 

(62.g) 

'\, 

'\,abe 
K puede agragársele a Kabc y 

F 
sigue satisfaciendo 

{62.a). 

Estos últimos resultados son originales y puede ser 

que arrojen nueva luz sobre la estructura del poterrcial 

electromagnético y de las ecuaciones de Maxwell para -

el caso de Liénard-Wiechert. 

Construyamos, de la misma forma , el superpotencial 

K b de Weert. A.' diferencia de Weert que sólo 0onstru-
Bª e . 

yó el superpotencial sin indicar el procedimiento, el 

método anterior permite obtener el superpotencial en -

forma natural. Las componentes en coordenadas de NU -

de T están dadas por61,65,35,75 
Bac 

Tll T22 e2 p2 Tl 3 2 e2 p2 el (E.) = = = 
B B r6 B r4 a~l p 

T23 2 e2 p2 el (E.) T34 
e2 

(63.a) = = 
B r4 ax 2 p B 2r 4 

T3 3 e2 
(1 2r .E.) = -

B 2r 4 p 
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Queremos resolver 

= Kajb . 
B ·J 

(..6 3, b) 

Utilizando de nuevo (57.d), se tiene la solución 

Kl31 K232 e2 
p2 K343 e2 

= = - = 
2r 5 ") 

2r 3 B B B 

Kl33 2 e2 !22 a ch 'KZ 3 3 2 e2 p2 a ci) (63.c) = ' = 
B r3 é'lx 1 '"'P B r3 ax 2 p 

o, en forma tensorial 

(V m + V m) + - V V + v V - -(r?1 + Mª) ne ab -e --ab e e 2 [ ab - -:-:ab 1 b b ] 
r2 4r 

donde 

V = 2 i a 
P a n c,t) 

p 

lo que coincide con el resultado de Weert. 

Por otro lado si queremos hacer lo mismo para T 
Rab 

tene 

mos solo como referencia para superpotencial, uno no-lo 

cal 3 [ver (55,d)]. Sin embargo e.l hecho de que las 

coordenadas de NU llevan consigo el pasado de la partí 

cula puede ser que en estas coordenadas la expresión -

para K sea muy simple; es decir que las propiedades 
Rabc 
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no locales queden inmersas en el propio sistema de c0or 

denadas. Proponemos entonces darl e el mismo tratamien 

to a T que el que se le di6 a T bº 
Rab Bª 

Las ecuaciones -

no son tan simples y el problema queda abierto. 

Debemos pues tratar de simplificar el problema, Posi-

blemente utilizando el método de NP con coordenadas de 

NU, aparezca algún avance , 
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5,- FORMALISMO DE NEWMAN PENROSE APLICADO AL TENSOR 
DE MAXWELL EN COORDENADAS DE NEWMAN-UNTI, 

En el primer capítulo se desarrolló el formalismo de 

Newman-Penrose, sin embargo solo se expusieron las 

ecuaciones de NP y de Weyl-Lanczos. Si queremos ahora 

utilizar las técnicas de NP para resolver la ec. {63,b) 

debemos escribir en este formalismo. A diferencia del 

primer capítulo, donde el método de N-P fue utilizado 

con coordenadas naturales, se usan ahora las coordena

das de N-U. 

La e c , (6 3 , b ) se escribe entonce s 3 ~ 

T(1)(2) = - Óíl5 - óíl5 + D(íl6 + íl5) + µíl1 + 1Tíl2 - TTíl2 + ;\íl4 + ;\ íl4 

+µíll + (a - 6 - 2,r)íl5 + e-;;: - 6 - 2-;) íl5 + (€ + € - 2p) ílb + 

+ (€ + € - 2p) íl5 + K íl7 + k íl 7 
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- cnt 4 + kíls + kíl5 (~ 4 ) 

Utilizando la tétrada (62.c), tenemos que los coeficien 

tes de espín son: 

k " o 2 )J 
1 

T = = (J = 1T = E = = p = = r 

(65) 

J2:... 2 i 
a (l?_) B i -ª.E. y = - V = p a. = - = 2p a n p r an 

Consideremos al tensor de Maxwell acotado en coordena-

das de NU (ver ec. (63.q) y proyectemoslo sobre la tetra 

da; tenemos: 
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T (a) (b) = o excepto para 

(_5 6) 

T(l)( z ) = ..!L. 
~(1)(_3) = ~ \) 

B 2r 4 r3 

Sustituyendo los resultados de las ecs. (65) y (66) en 

las ecs. (64), la ec, (63.b) se reduce mucho, siendo 

una solución la siguiente 

= O , a# 6,7 , n6 
B 

= ~ \) 
r 2 

(67) 

Sus t i tu y en do e s t o s va 1 ore s d e íla en 1 a e e . ( 1 8 . a ) s e o b -

tiene el superpotencial de Weert (ver ec. (63.d)). 

Si queremos hacer lo mismo para T b nos encontrarnos con 
Rª 

un sistema de ecuaciones que no hemos podido resolver. 

Cabe aclarar que la expresión en coordenadas de Ntj p~ 

ra K b no se puede obtener a partir de la correspon ~ -
Rª e -

diente expresión Minkowskiana debido a la presencia de 

las integrales ya mencionadas. Sin embar g o cuando se 

resuelva el sistema de ecuaciones tendremos una expre-

sión formalmente local, en coordenadas de NU; aunque 

sepamos que la no-localidad de 1 s up erpot ene ial va es-tan 

contenida en las propias coordenadas, habremos elimina 

do las integrales. Esto último posiblemente sea muy -

útil, sobre todo a la hora de hacer integraciones subre 

superficies, etc .... 
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6,- CONCLUSIONES Y COMENTARIOS, 

Aparentemente el utilizar coordenadas de _NU nos puede 

llevar como hemos dicho anteriormente, a encontrar, con 

la ayuda del formalismo de NP; el superpotencial de 

Lanczos para el tensor de esfuerzos radiativos. La pr~ 

gunta sería sí contradice esto al Besultado de D. Villa 

rroel citado anteriormente, es decir: La respuesta es -

no. 

Una vez encontrado el superpotencial de Lanczos para t~ 

do el tensor de esfuerzos, qué utilidad podríamos encon 

trarle directamente con la ecuación de Lorentz-Dirac. 

Todo esto nos llevaría a tener que escribir la ecuación 

de L-D en coordenadas de Nu . con el formalismo de N-P. 

Surje entonces ~el problema de si se puede esciibir la 

ecuación o no en estas coordenadas con este formalismo. 

Queda pues abierto el problema. 

Por otro lado, una vez encontrado el superpotencial de 

Lanczos para el tensor de esfuerzos total, podríamos ob 

tener un tensor de Weyl de la misma forma de la ec. 

y por lo tanto obtener una Clasificación Petrov. Algo 

parecido se hace en el artículo de J.L. López B. 76 y D. 

M. Tun. Pero aún no tenemos el superpotencial; sin em-

bargo el problema puede plantearse a la inversa, es de

cir: a partir del tensor de esfuerzos construir el ten

sor de Weyl y por lo tanto obtener el tipo Petrov que -

pueda darnos el superpotencial. 
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CONCLUSION -

Hemos mostrado lo poderoso que es el formalismo de NP; 

CP y las coordenadas de NU . 

han quedado pendientes. 

Aunque varios tópicos 

1) Debe encont~arse el superpotencial de Lanczos para 

los tipos D, II y I. 

2) Debe encontrarse el superpotencial de Lanczos para -

el tensor de esfuerzos de una carga puntual. 

3) Todo lo que se ha hecho en espacio plano para el cam 

pode L-W, debe ser generalizado para espacio curvo. 

4) El dar un significado físico o geométrico al superp~ 

tencial de Lanczos, puede traer ciertas consecuencias: 

4,a) Una interpretación podría servir para un nu~ 

vo método para la búsqueda de la ecuación de 

movimiento de una partícula cargada. 

4.b) Es posible que clasifique porque Synge 37 no 

obtiene la ecuación de L-D, directamente y -

tenga que modificar el tensor de esfuerzos -

(sin embargo, otra línea de ataque 77 sería -

simplemente considerar los términos debido a 

la contorsión de las superficies de integra

ción). 

5) El problema de dos cargas, tan relacionada a veces -

con la ecuación de movimiento de una partícula carg~ 
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da, puede ser analizada desde el punto de vista de 

las coordenadas de N-U. (Un trabajo realizado por -

G. Ares de Parga 79 , O. Chavoya y L.J. López B., ob 

tiene la solución para ciertos casos, sin embargo 

para otros casos la solución es oscilante y absurd& 

Un método a mejor orden parece desaparecer los pr~ 

blemas; sin embargo .todo está basado en cuadric'.11.ar 

el espacio en forma parecida a lo que se hace con 

las coordenadas de N-U. 

Por último quisiera hacer notar que sobre el problema 

de la ecuación de movimiento de una partícula clásica 

d d . l . fl . ~ . 80,81 no se pue e eJ ar aparte as in uencias cuanticas . 

Esta línea de ataque debe ser considerada. 

Nota: El Dr. Fritz Rohrlich me hizo notar que el cami 

a seguir para entender la ecuación de · movimien

to de una carga puntual, debe ser a partir de -

la Electrodinámica Cuántica a la manera de E.J. 

Moniz y D.H. Sharp (Phys. Rev. D10, 2850 (1977), 

o como lo expone él mismo en un artículo aún no 

publicado: "There is Good Physics in Theory 

Reduction". Este comentario lo hizo por la se-

mejanza de las series que aparecen en estos úl

timos artículos con nuestro artículo referencia 
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