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1.~INTRODUCCION,

Un punto de partida conuenienté en Ja discusién de las
propiedades de los fluidos es la relacién que existe entre
la presion P, 1la densidad o ¥ la temperatura T en sus
distintas fases, informacibn que se encuentra resumfda en
la ecuacidén de estado f(P, 5 ,T)=0. En fisica |
estadistica <se quiere entender por qué tas fases fluidas
son estables en ciertos intervains de densidad y temperatura
) 4 relacionar la estabilidad, estructura propiedades

termodindmicas de 1l1os fluidos con 1a naturaleza de la

interaccibn de las partfculas que constituyen al

sistema. QDebido -a que no se tiene conocimiento de las,
fuerzas intermoleculares reales'-para 1a mgroria de las
substancias, y dada la necesidad de conocer las propiedades
de - los fluidas, es necesario proponer modelos los cuales
estan ba;ados en las_ideas pioneras de Van der Waals, uno
de esfos modelos es el potencial de pozos cuadrados.,

Un +luido de peozos cuadrados es aquel cuyas particulas

'interactaan con el potencial

w g Lg P
uird)=<~-% , € Cpr R j 1)
0, r >R . |
Este es uno de los sistemas mas leentillos que
incorﬁonan rambas fuerzas afractivas y repulsivas,si se toman
coordenadas reducidas por 5 , ¥y se define x=r/0 y * =R/7

donde . es el alcance del! potencial, C el didmetro de la

coraza rfgida » € es la profundidad . del poteTciat, se



tiene

w 4, x ¢ § 3
0, x> L .

Una representacion del potencial se muestra en la

figura {.

QLCI)_‘

FIGURA 1

Esté sistema se ha utilizado como modelo en diversas

tecrfas » para obtener una visién-més amplia acerca del

comﬁortamiento de los fluidos reales. La mayorfa de los

estudios acerca del fluido de pozos cuadrados se. han

realizado para el wvalor particular del alcance de ) ={,35,

porque las propiedades termodinimicas de este sistema son

aproximadas a jas de los fluidos reales. La importancia de

investigar el sistema de pozos cuadrados para distintos

valores del alcance ha sido reconocida recientemente. Asi,
es interesante investigar la dependentia de las pﬁopledades

~

termodinamicas en funcidén del alrance % , es decir, la
ecuacion de estado. En.esta direcc:é6n se han realizado
algunos trabajos entre los que d2stacan: La teorfa de
perturbaciones para fluiaos de de Loenngi y del Rio (1],

quienes wutilizan al fluido de pozos cuadrados como sistema

de referencia »y el alcance aparece <como una variable en

RO
L



RS X1

i T enak wvidath

dicho sistema, Collings y Mc.Laughlin [2) wutilizan tal
f1u3d§ para calcular coeficientes de transporte,
Férnéndez y del Rio [3), wutilizan dicho fluido para
desarrollar una teorfa de sistemas correspondientes de
tres pardmetros para fluidos reales. Henderson ¥y cols,
(41, han pubticado resul tados extensos wutilizando el
método Monte Carlo para valores de) alcance entre 1.125 y-
2.0, Las simulaciones de computadora, as{ como 1la
necesidad de poseer una ecuacién de estado han motivado
obtener predicclones. tedbricas de las propledades de dicho
sigstema.

Por_ lo fanto se necesitan mejores predicciones de ", T"
y P* ¢ omo funcién de ) , donde of = 903,1"=RT/€ y p¥
=pc’ /¢ ’ eapeciathente en la regidn de corto alcance )
~1=0, en donde las simulaciones por computadora muestran

grandes fluctuaciones. Por ejemplo Henderson ¥y cols. [4)

reportarédn resultados hasta segundo orden de la teorfa

de perturbaciones para 1a energfa interna y 1ibre,
calcutados | por el mé todo de Monte Carlo a Caltas
temperaturas, para el sistema de pozos cuadrados para

alcances desde 1,125.hasta 2.0. Dichos resul tados son mas
precisos para ) grandes » tienden a]'lfmite He*van der
Waals AN ==>« , donde el factor de compresibilidad en.el
punte crftico zg =P: /.b: T7 -->0.34 [5). Para A =1.5, la
teopfa de perturbaciones hasta segundo orden predice z¢
=0.34 ¥ en los c4&lculos de Dindmica Molécular de Alder

(4] se obtiens z,=0.30. Se puede esperar que la prediccién

a segundo orden en la tecria de perturbaciones de Z. para
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ilcances menores que | 1.5, tengan . al menog Ya miema
incertidumbre, |

Con esté motivo en mente en el Eapftﬁlo 1] s¢ presents
yn desarrollo de ltas propiedades del sistema de pozos
cuadrados‘ ern  términos de ( A-1), el pardmetro ( )\ -1) se
supohe peguefo, . cuando se realiza a primer orden presenf’a
pobre convergencia a bajas temperaturas y éltas_densiQadew.
Con objeto de cubrir 1a region de interés y lacalizar al
punto critico el.desarro\¥o se ré§1, a4 hasta tercer orden.
Hasta este orden el desarroilo puede ser exprqsa&o casi
cunpletamente en forma énalftica, excepto por un par de
cuadraturés simples,' debido al uso de la aproximacién de
éuperposicién de Kirkwood.

El aqalisis de) de#arEo\to‘ muestra que la energfa
tibre dé Heimhol tz puedé ser expresada como una doble serie
de potencias en <()\—1) ¥ (exp{gsd~1), esto se realiza en el
&apftulo 111, donde tambien se presenta ia conexlién con
la teorfa de perturbaciones conocida.

Finalmente en el capftulo IV se presenta una manera de
calcular las propiedades a bajas densidades, mediante un
desarrollo de Ja funcién radial de distribucién del
sistema de esferas duras. o

En el .capftulo V <e presentan los resultados hasts
tercer orden. y se comparan con los Eesultados del metodo de
Mante Carlo de Henderson y cols. [41 y se intenta determinar

la regién de validez de los desarrollos.
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11.-DESARROLLO DE LAS PROPIEDADES TERMODINAMICAS.

En este capltule se presentan los desarrollos para la
enérgfa libre ¥y l1a presitn de un fluido de pozos
cuadrados en términos del alcance, el parametro ()-1)
se supone pequeffo para asegurar la conﬁergencia del

desarrollo y se ‘calculan 1los términos hasta tercer orden

de dichos desarrollos en forma explicita.
f!.l.-DESARROLLO A CORTO ALCANCE PARA LA ENERGIA LIBRE.

Para estudiar el compdrtamieﬁto del fluido de pozos
cuadrados a corto alcance )%{, se desarroclla ia energfa
libre de Helmhoitz A, en serie de Taylor alrededor de A*i.
Si se considera un fluido uniforme e‘isotrépico formado
por M molécuias en un volumen V que inter;ctaaﬁ con un-
‘potencial  esféricamente .simétrico vy aaitioo por p#re;
utrd, la energfa potencial del sistema es |

UCNY = U™ = c)’ét;‘ Uy s |
donde {N}at?"f} representan las coordenadas de posicibq'de
lxs M partfculas » Ny ©s la distancia relativa entre las
partfculas @ ¥y J.
La funcion de pahticiOn en ¢! ensamble candnlco es
2, = <1/Nsh3")fexp<-;:1+(r~’“,§‘“>d?"d6‘“ .

donde 25 la constante de Planck,g = 1/KT donde K es la
constanté de Bol tzman y T 1la temperatufa. H es ¢l
hamiltonianc del sistema, el cual se puede separar en una

parte cinética, que depende de los momentos de las
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part,cg1as ;3 Y una parte potencial, la cual depende de las
posiciones de las partfculas T.
5i se integra sobre los mbmentos se encuentra
Zu = CING A [expe-gUuNdIgRs |
donde } =(2f7h/mkf% es la longitud de onda férmica de
Broglie »y la funcién de particién éonfiguracional Q,
normalizada es H
=" [ afexp(-gUN3I=U™ fdeNsexpc-aunD>

La' relacién . fundamental entre la mecénica
estadistica y la termodinam;ca en ¢ ensamble candnico
es la energfa libre de Helmholtz

A= -1n2, ,

de donde s

B(A-AL) = -Ln Q,

" donde A 4 es la energfa libre del gas ideal

Para desarrollar la energfa Jibre, 1a energfa
potencial para el sistema de . pozos cuadrados se puede

escribir como el producto de las interacciones por pares, el

factor de Boltzman B(x)=exp(~Lu(x)) con x=r/0 » €S

0, x <1 3
Alx,A) = Aexplic), 1 & x A5

1, x > X,

La representacién'del factor de Boltzman se muestra en

la figura Z.
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FIGURA .2

Esté factor se puede escribir en términés de funciones
de Heaviside H{x-x, ) para el [ itencial de pozos"duadrados
como ,

B(x,x>_=‘exp(g€)H(x?1) - exp(BeIH(x-X) ; H(x=X),
si se define t = exp(Re? - 1, se tiene

Blx,3) = ({+4)H(x=1) ~ tH{x-x> _ (2)

en partfcﬂlar para A=}, B(x,1) = H{x=1) = Bg , es e)

factor de Boltzman del sistema de esferaﬁ duras,

La energfa Tibre es entonces

F(A"ﬁ‘_d_) = "‘LﬂOu, ‘ . . (3

y Q4 es la integral configuracional normalizada:

-M o

: 4
tal que para el gﬁs ideal @ = 1. Si se escribe la energfa
libre por partfcula & = { A/N, si se desarrolla ta

ecuacién (3) alrededor de X *1=0, se tiene
a - ag= g f0 -0, - (5)
donde los coeficientes del desarrollo son

NE™ = —i/miI2™ Lne/ 1) -

(6>
=4

‘De la ecuacién (4>, el término a orden cero en !a

“ecuacién (3), ec simplemente la energia libre de esferas
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o .
duras f'= a, - a,. Asf,

{m)

" o )

a = ag *+ 2; f (A1), ' (7
El término a primer orden en 1a ecuaciébn (7)

proviene de la ecuacion (&:

S I
f 1/N[?Lnﬂ/'a)\]|v":k1,
y si se usa la ecuacién (4), se tiene
1/NCALAQ/DN) = 12njdxx?aﬂ<x,x>az<x,x>/ax 9ulx,0) , i3
. u -
donde g, (x,1 ) = (N-1/CN*2 8y ) f diN-2) Bex;,0) es 1a

Lay
funcién radial de distribucién de pozos cuadrados y n =mpg?

/4 es la fraccién de ipaquetamiento. Puesto que 1la

derivada de 2¢(x, ) ) con reépecto a i, es,dé ta ecuacién

(2>

/95 =t SAx=A) -y (9
aqnde §{x=1) es la funcién delta de Dirac, la ecuacign

(8) se puede integrar, para dar

1/N BLAG/RX = 12nEY(x= ), ) )2, €10)
con Yi{x} = -g(x)/ﬂ(x). Por 1o tanto el térmiﬁo a primer
orden es:

fW= —120bY0() (11)

donde Y ( n) Yoo (X=1,A=1) = Y, (x=1) = g (x=1), es la

funcidbn radial de distribucién de esferas duras en
contacto. Ademis, _se‘ puede usar la ecuacién (10), para
escribir el término general £ (ecuacion (6)), como
funcidn de Y(x,\), Asf, se obtiene |

#0820 tm g™

(Yix=x,00 ¥/t - <12)
Puesto que las propiedades termodinadmicas para un

sistema de esferas duras son bien conocidas ¥y estan

representadas por expresiones cerradas de forma precisa




=1y

"

Carnaham-Starling (7], el primer orden del desarrollo a
corto alcance tiene wuna forma analftica simple. Sin
embargo, esta aproximacidn a primer orden tiene serios
defectds; ‘la fuerza atractiva esta sobreestimada por £ a
altas densidades a causa de que Y'(1) crece con " ,mas
répido que. ag, (n), ¥ as! esta aproximacién no da una
fase lfquida estable. Ademas puesto que el segundd
coeficiente wvirial del sistema de pozos <tuadrados 2/376°
Lexp( ge )él—A3) + )31, es de orden (A—l)3.y la ecuaciédn (11)
cohtribuye solo a priﬁer _ofden, las propiedades del gas
diluide no se obtienen exactamente. Ambos defectos se pueden
correQir por una aproximacibébn a Grdenes superiores,.

Los términos. de oraen superior £ para m > 2, se
expresan en términos de derivadas de Y(x,A). Si se'dénota
Y) = aAY/d) ,Yx = YS9, Yn = IY/%1 ¥ similarmente para las

der ivadas de orden superior Yxx =2°Y/ax’, .. .., la ecuacion

(12) da:

£ = —120tY0 - dntlYx + YD , A
0 ]

£O) = —anty- Sntlyx + Y - 2ntcydx + 2+ Y3 €14)

donde el superfndice *“°", significa el wvalor de la

funciébn en x = i= 1, tas derivadas Yx, Yy,etc., aparecen

debido a que .;ngla funcioén Y(x,K)'debe tomarse en cuenta
que depende de x =1 y A,por lo tanto 7
PYCx, AIADA = Y (x, )/ 9x + ilY:(x,‘)/‘a\ .

El primer términ# del lado derecho de las ecuaciones

(13) ¥y (14Y, junto con el término } primer orden dado por

la ecuacion (11>, corducen al segundo coeficiente virial

exacto del fluido de poros cuadrados.,

C et e
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En la siguiente seccién se realiza un desarrcllo

equivalente para lta presiébn y se presenta la conexidén

entre ambos deczarrollos.,

11.2.-DESARROLLO A CORTO ALCANCII FARA LA PRESION,

Antes de calcular explfcifamente'las derivadas #ﬁ 1as
ecuaciones (13> » <(14), s=e calcula el desarrollo a cérto
alcance para la presion, Este se puede obtener por dos
caminos diferentes pero equivalentes: por diferenciacién
de - 1a energfa libre, Aecuacibn.(é), o desarrollando la
expr;sién del teorema virial de‘Clausfus,

P/ =t - (218/3>0 [g(ryr’ usar dr .

Si se aplica al sistema de pozos cuadrados ¢} Oltimo

IQEsarrollo, se tiene

z =GP/ = 1 4+ 4nd1+vtdYix=1) - 4ant)? Y(x=n , (15)
donde z es el factor de compresibilidad y su desarrolle

alrededor de A=1; est

8

2 = zgy 4+ L2 O, (18D
donde laos coeficientes del desarrollo son

2™ = mia™ 22N G

-

De las ecuaciones ({35) y (17) se encuentra para los dos

primerase términos

= 4r-,Y§ - Ant(3y’® + v, | ' ¥}
Y . .

2% = 20 ) - g20t0y” 4 Yd 4 YD) - 2ntiYRx ¢ 2YX 0. (19)

Por otra parte, i se comparan 'os desarrolles para la
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energfa libre vy la presion, ecuaciones (5) y (14), se

encuentra

2™ = n 24" san

La equivalencia de ambos desarrollos para todos los

drdenes implica -una serie de identidades, para m=1 se
obtiene}
3 2 - -
CACYx + Y- 3ni Yo, © (+1/70Y,(x=1) (zZ0)
esta ecuacién es explicitamente verificada en el
apéndice C. La ecuacioén (20) evaluada en x = A= |, da
5,0 = vl 0 ,
Y/t = Yx 31’1‘1’n (21) .
y diferenciando la ecuacioén (20) con respecto a . y si se
hace x = A= | conduce a
0 = - 0 . 0 : - ¢
Y7t 6r|Yn + 3(YR Y+ YXx + 2YX 3n(Y>?n+ Y (22)

las ecuaciohes (21) y (22) son de importancia préctica

parque  los . términos YR, Y®x, etc. son mucho mas ficiles

Lia 0 0
de evaluar que YA’ YAA’ etc.

Finalmente- en la siguiente seccién se calcula de forma

explicita los términos del desarrollo hasta tercer

orden.

I1.3,.~-FORMA EXPL]CITA DE LOS TERMINOS DE SEGUNDO Y TERCER

ORDEN.
Para calcular la energfa libre del! sistema a tercer
orden en )>-1, se necesita evaluar las distintas derivadas

que aparecen eon las ecuyaciones (13) » (14). La funcién Yx

se puede obtener directamente de la definicién de g(x) en




- i”

el ensamble «candnico, o eguivalentemente de Ta segunda
ecuacion de la jerarqufa YGB [8), La funcién Yx-

involucra la funcidén de distribucién de tres cuerpos g”'
(x,x",x"7">. Para el potencial de pozos cuadrados y x = A= |

ge ancuyentra

b s .
Yx = &n¥° B (n)

(23)
donde
% _ '
B, () = J;dx’x’(E—x’z)GED(x=l,x’,x”=1) Qefx’) (24)
donde '

Gag (X,x",x’7) = g;?(x,x’,x’}))ggha:)gea(x”)ggo(x’) . (25)
los detalle% de la derivacién se< enéuenéran en el
apéndice A,

La  funcién de distribucidon ternaria se puede
simplificar 'si se .usa la aproximaciédn de superposicién
de Kirkwood (AS) [?l1. La AS ha sido probada para esferas
duras por Alder [10]1 vy mue;tré gran acuerdo con la g'¥

exacta, &n casos similares a los de la ecuacién (24), es

decir, en contacto x = l, ¥ cercanas a la configuracibn
equildtera x = x’ = x’‘. En la AS g} = g, (x)g., (x*)0.
(x’’> ¥y la funcién Ge en la ecuacidn (2%), es entonces

iéual a 1|, tal que IQ ecuaéién (24> se reduce s la simple

cuadratura

B.(n) = S;lx’x’(i—x’z )@y (X7

En el apéﬁdice 8, se muestra que Y, se puede obtener
en el ensamble gran candénico en forma sfmilar a la usada
para el término de segundo orden en la teorfa de
perturbaciones del estado ifquido rt1l1. La funcién Y;

involucra funciones de digtribucién de cuatro cuerpos. Sin
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embargo -Y\ esta relacionada a Yx vy Yq por la ecuacién
(21>, Esta ecuacibn se deriva en el apéndice C, donde se
prueba la consistencia entre el desarrollo de la energfa
libre » 1la presiobn, ¥ se evita l; necesidad de manejar la
funcion de distribucidén de cuatro cuerpos
explficitamente.
Finalmente, 1as derivadas de segundo orden Yxx y Yx5. se

calculan en el apéndice D, ¥y son:

0 2 9 0 32 :

Yxx = Yx /Y = 2Yx + 12nY7 (B, - 2 Y, (x=2)), - (26)
4

o . 0o 0 0 . 0 g 2t .

Yx\/t = -6ani}/Y + Yxx = 2¥x - 18n°Y) B’ (N> (27)
‘donde 87, ¢~) = 3B (n)/3n ,

)}

B.,(n) zrdx'_xfs..,<x=1,x*,x“=1)g@<x'> .
donde Geg, estd definida por la ecuacién (25). La
integral B, también se simpl;iica en la AS para ser: |

B,(n) = lex"X"g”(x’) . (28)
- Las ecuacioﬁes (21) a (28), si s¢ usan junto con las
ecuaciones (13 b (lﬂ) resultan en una forma explfcita
hasta tercer orden del,desarfollo a corto alcance.

En el préximo capftulo se realiza la conexién de

ezta teorfa con la teorfa de perturbaciones.
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IIl.~ DESARROLLO A CORTU ALCANCE E INVERSO DE (A

TEMPERATURA.

En este capitulo se muestra que el desarrcllo de la

energfia Jlibre de Helmholtz se Ppuede expresar como una

doble serie de potencias en (X —1) y t, se realizx la

conexidn con las propiedades que se calculan con teorfa

de perturbaciones.

Los tres primeros términos =n el desarrollc a corto

alcance se calculan exp1fcitamente en el capftulo II,

muestran que f(m) es un polinomio de orden m en t. Ecsto

también es cierto para m > 3, a causa de que la

diferenciacién repetida de @ con respecto a > intfoduce un

factor extra aﬁ/aha: t <(ver ecuacion ®). Asf Ya forma
generai del término de orden m es:
m
(nl]m - 9 o
£ {‘g__.‘fm T ‘ , (29)

Los coeficientes del desarrollo en t, fml son funciones

de 1a densidad Gnicamente.

Se quiere ecscribir Jos términos del desarrolio como:

#9 = £ ot

’
1l

£19 = § t o+ t?
21 P

£ = ¢ e £ ot o+ F oY,
33

31 a2
Se- sabe que W = -12ntY?, de aquil se ve que

; = -l 2"] Y 0 .
11 o
N A N
También se sabe que £ = =12:4Y 7 - &t{¥x + Y2y, puesto
. .o
que los términos Y®,Y% son independientes de t ¥y Y) es

proporcional a t, se tiene




r
b

FUV = —1208Y0 - 4tYR - 61tl(Yist)

= t(-12nY" - éHYQ) + tz(*éﬂYi/t)

| ]
por lo tanto
4 b}
f = ={2nY 7 - 41Yx
21
0
: y £ = —&pYi/t = =&nlYx - 3nY’ >, de donde
A LN

)

§ = -&nYx + 18n2Y"
) Q2 ' N

Finalmente ' = -dnty’- 8nt(yd + Y1) = 2n¢ydx + 2vk 1+ Y,
: ‘de donde los términos Y°, Y&, Y&x, Yiw' Y; s0n
independientes de t, ios términaos Y;, Y;n; Yfkbon

- ; ~ proporcionales a t ¥ finalmente el término Y, es

Y/t = =any? avd + Yidx - 3NY; ¢ [3Y, + 2Yx 31
] por lo tanto
1 1= t(-any? - gnyf - 2nvdx) + tP(-BNY/t - 4NYX /)
| ; —2nt2¢-ay? + 3vd + YAx = 3nYR_+ [3Y) + 2vx - 37Y 4 1),
.l H Ay : '

B \ = t(-4nY’ - 8ny? - 2nvdx) + tic12nY]) - 8Y st - ANyt
~6rYR = 20YRx + 4nPYE )+ t=6TY I/t - AR st 4 6nTYR /),
de donde
fn = -4ny’® - grvd - 27vix
fo = 3607 - xanff ~ 2nvdx + sniyx - avyx vt o,

§n = <6nvd + &n’vR - 1en’y] - anvx, /st .

En resumen hasta m=3, los coeficientes son 1

f= -12w"
£ o= 12077 - &nY

foo= -&nYx +18nfvg, (3

f = =4:¥" = 8nY¥ - 2n¥xx

n

! fp= 386n7Y2 ~ 147X - 2TYRx ¢ VYN, - 4“Y;\/t '

fu= ~4nY 2+ sn’yd - 18rN ] - 4y, St

E Si =ze sustituye la ecuacidn (2Z2%) en ta ecuacién (7), se




aobtiene!

almty ) = ap (m + ET g, et G- | (31>

Esta ecuacion muestra que truncando el desarrollo a

corto alcance, para valores pequefios pero finitos, diverge
a temperaturas pgqgeﬁas donde t --> %, Este comportamiento
reduce - la aplicabi!id&d del desarrollo a corto alcance 2n la
forma expresada por la ecuacitdn (31), aun mads debido a
que t crecé eiponencia!mente con  una disminucibn en ia
temperatura. Puesto que la températura critica T:‘ decrece
con Ja disminucién del alcance ¢x-1), 1a regitn de
interés flsico se mueve a temperaturas bajas. De‘aqui
que es" importante teﬁer_ un desarrollo gque sea mas
goﬁvehgente paré ‘T pequeflas. Esto se buede realizar si se
regresa al ‘esquema convencional de inueréo d; 1;
temperatura, donde el pardmetro del desarrolilo es 1/T =3¢

y  en lugar;de t = exp(pc) - | ¥ se obtiene de 1a ecuaciodn
(31) si se desarrolla t en potencias de :: ykréagrupando las
seﬁies. Por 1o tanto se puede escribir:

3, 8oy)) = agy * :a; a-L-( Ty AD (EAE)L ’ (32>
donde & (,3), son Jjos términos comunes de 1a teorfa de
pérturbaciones de altas temperaturas. De las ecuaciones (31)
¥ (22) =e obtiene para Yos trec primeros términos:

a, 40,0 = F¢00=1) + Fald=10%+ FCi-1>%4, .., (33)
A Gy o= /200 =1 +¢hfz+£a<k~1ﬂ+ (F/24€ 0 =12y (34)
a. V) m £ /60 1) +(F/brF ) (M= T4 (Fu/bfrtfn ) (=1 1(35)
E<presion?s similafes se eﬁcuentran para cualquier a:(n, ")
2n téfminoﬁ de (Ai=1),

La enerqfa interna U = [U/N, e puede obtener




facilmente de las ecuaciones (31) y (32) como:

* X 5 an 9-1 m oL \ g
Utn,t,2) = bi(nﬁi‘l Lot f p Crid ™ O =1y 5 ¢34)
o

UCiyze, 0y = 5 0 ag <n,d) (Bedt (37>

En el siguiente capftulo se realiza un desarrollo’
valido a bajas densidades en el cua' se utilizan Jlos

resul tados que se obtienen aquf y en el capftulo I .
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[V.-DESARROLLO A CORTO ALCANCE Y BAJAS DEMSIDADES,

Con base en los rest)tados gque se obtuvierédn en ioe
capltulos anteriores se ve que se puede tener yna
scuacion  de estado analftica, si se¢ tiene una forma
analftica de evaluar ciertas inﬁegraleﬁ para el éistema
esféras duras.‘ Con eata idea en mente se obtieno un
desarrollo mis restringido, vya que s6lo es valido a
bajas densidades. Pero nos proporcionari una ecuacién de
estado de facil manipulacién par# -calcular las
propiedades termodindmicas del sistema.

IV.1.-DESARRGLLG VIRIAL
Como se ha demostrado por YVON, KIRKWOOD,J, DE BOER

[121, 1la 4funcién radial de distribucién de wun gas

compresibie se puede desarrollar en potencias de 1a

densidad:

glr) = exp=u(r)IlL + £g (r) 40 §:(r) +0° g (p) +...1 <38)
1a distancia entre las moléculas se denota por r, el
potencial intermolécutar por u(ﬁ)‘y por 0 ¢l ndmero de
motéculas por unidad de volumen. La funcion gir) esﬁa
normalizada al valor unitario para distancias grandes; como
2@ ¢coOngce gl(r), g:(r), gl(PDF etc.,, se pueden expresar como
integrales de cdmulo en las cuales la posicion de dds
particulas se mantiene fija.
En mecanica estadistica cl&sica ¥ con la

suposiciédn, de aditividad por pares se encuentra (131 :

fecr 2fcr o of | ' (39)
13 22

fecr

g (r)

3 () DFCr D#Cr DOR df ¢ 2[FCr DECn 3 n, 2 D AR dof

1
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$¢r dgr drf . (40)
w 3N »

Similarmente para 9, (r) se encuentra que esta formada

por 20 términos del mismo tipo de ¢39) » (40), donde d\_es

ta distancia iy - ry 1 entre las hartfculas iy K ¥y la
funciodn f(r) es la funci6n de Mayer que est4
relacionada al potencial intermolécular por #(r) = exp(~ 8
u - 1. |

Para (39 ¥ . (40) se puede encontrar el valor exacto de
las integrales en forma analftica Nijboer [14], para g (r)
se encuentra un valor preciso si se calculan las integrales

numéricamente Ree [15), los resultados que se obtienen son

los siguientes :

g (r) = (21/3)[2 - (3r/2) - (r°/8)] para r < 2.
i .

g (r) = (1/2)(g (PP +4(r) + 2V (r) + (1/2) X(ry

donde,

(g (r)22C41/9) Ca~6r+(Ir? 780+ (r /2)=73r" /B)+(r° /44) para r<2.
1

= 0 para r> 2.

I

2
BCr) = TICC-r /12600 + (r/20) - (rU/8) - (r s8> + (/D)

~(®/74) + (27/70r)2 para 14{r<3.

= 0 para r>3.
Py = TR T/1260) - (rt/20) + (P8 + (rP/4) = (97r/60)

+(1&/9) = (9/35r)) para 1¢r¢2,
= 0 para r >2,.
' ) L
Xo(e) = ~{g (r)} =+ {=(3r"/280) + (41r1/420))2(3-r2)
il

e .
+ T(=(23r/135) + (3&/35~)%arc cos{r/(12-3r2) )+n'((3r5/560)‘
—Cr IS (R 2/2) - (OrA13)+(9/35r) dare cosl(rtr=-3)/C12-3r2 3]

+ n{(3r /5400 = (P /i%) + (Pr272) = (2r/15) + ($/350))
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arc cos [¢-r2+ r + /(12 - 3r2) ), para 1<r¢f3.

= —={q (r))? - para /3 (r<2,
1

= 0 para r > 2.

¥y @ (F) se encuentra tabulado en Ree [1i35),
3

Usaremcs estos resultados para evaluar los términos

necesarlios para el célculo de propiedades deflsistema de

pozos cuadrados. Se necesita encontrar g(r=2), su derivada,

las integrales B ¥ B y sus derivadas. La funcién radeI
1 2

de distribucién en pr = 2 s¢ obtiene directamen%e por

sustitucidn, as{ como su derijvada, los resul tados son!

9(x=2) = § - p20,40732 + 0°0.310

g’ (x=2) = - 50.,814434 + 520.930,
Para las integrales se obtienen los siguientes'resultados H
B,= -0.75 + 5 0.17204 + 520.484448 + o°0.1285?

B,= 1.5 + p0.,575957 ~ 020.404096 - p’0.333724
B."
1

0.17204 + 0 1.368936 + 0% -0,385705
B’

iy

0.575957 - o 0.808B192 - o 1.01172
Si se uUsan estos résultados ‘se¢ puede obtenér Ta
energfa {ibre del sistema en una forma sencilla.
. JU,E.;DESARROLLO VIRIAL EMPIRICO.
Los resultados'lque se obtieneh con el dgsarrollo virial
cubren un interqalo en densidades pequefio , para extender

sy intervalo de val idez se cohstru}e un desarrollo

empirico para cada uno de los términos necesarios para

obtener la energfa libre.

El desarrotllo virial.émpirico'es una representacién

potinomial de wuna funcién F de la cual por una parte solo
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se conocen sus primeros cueficientes de su desarrcllo en
serie y por otra se conoce su valar numérico.

En nuestro caso se conocen |los primeros coeficientes de

ciértas.funciones qQue se rebresentan por F, , es decir,
Fv‘= F,* oF1¥ 0'F_+ 0°F,,

Si . se calcula 1la diferencia' entre el wvalor de la
funcion F ¥ el valor del decarrsllo F, ,y si se considera
que esta diferencia se debe & la contribucién dollas
siguientes potencias en un desarrollo a orden superior, se
puede realizar una grafica de (F=Fy)/p" V8. 0, ¥ si Qe
pqede trazar wuna recta, fa ordenada al origen representa
el Eu#&to coeficiente, ]ar-pendiente representaréd e
coéficiente a qufnto or&gn. La recta trazada se selecciona
de tal forma que & bajas densidades estos coeficientes no
sobreéstimen_ el wvalor de la funcién » a altgs densid#dés
répresen&en ;mejor ta curva aunqherno se cubra el interua]o
completo.

Los resultados se obtienen con este. procedimiento soni
g(x=2) = 1.0'—.020.4073i7:+ 0’0.310 + 0'1.025 - 0°0.375 ,

g’ (x=2) = -p0,814634 + p20.930 + 0°4.100 - p"{.875
B = -0.75+p 0.17204+p° 0.484448+ 0°0.12857-p" 0.625- 0°0.103
B =1.5+ 00.57595%- 020,404094- »’0.333724+ 00,2785+ 0£°0.175
B = 0.17204 + 01.368936 + 070.385705 - 0'2.5 ~ p"0.515 ,
B = 0.575957 ~0 0.808192 - 0°1.01172 + £°1.114 +0" 0.875 .,

| En ‘ellproximo capftulo se usaran estos resul tados para
obterner las propiedades del ‘sistema Y se comparan con los

resul tados numéricos, estno se encuentra en las figuras 8 ¥

? en el proximo capitulo.
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V.~RESULTADOS

Para encontrar 1as propiedades termodindmicas del

sistema, se necesita calcular la funcidétn radial de -

distribucién bara ¢) sistema de esferas duras, lo cual se
realiza vtilizando el programa. de Verlet »y Weis que

representd  1los resultiados precisbs para dicho sistema

comparados con 10s que se obtienen de las simulaciones de

~Dinamica Molecular ¥y de Monte Carlo. En el ¢cAlculo de las

integrales se utiliza un programa de integQracién por el
mé todo de Simpsoh que utilizé 1001 punfos.y para las

derivadas se utilizé un programa de derivacién pdh

‘interpolacion de Lagrange con 5 puntos.

La energfa interna del sistema de pozos cuadrados se
calculé de la ecuaciébn (37) a ‘tercer orden en ambas
variables ( 2-1) ¥y RBe . La dnica aproxfmacibn que se@

introdujé fue la AS como se discutic en la seccién II.,

El menor valor de X para el cual existeh'resultados del

método de Monte Carlo reportados por Henderson y cols, (4]
es de i = 1.125. Para este sistema 1a energfa interna se
grafica en la figura (1) como una funcion délSE y en la
figura (2) como una.funcion de o*. Ambas figuras contienen

también los resultados de Monte Carlo. Como ya se

menciono, una regién importante del espacio p - T es

aquelia que contiene al punto critico. De la teorfa de

perturbaciones .a segundo orden, Henderson y cols. (41
encontraron T: = 0,599 y c: = 0.46 paral = 1.125, La figura
(1) muestra qUe para {’ﬂ 0.4 el desarrollo i corto alcance




da buenos resul tados abajo de'la menor temperatura (TV =0.5)
que se considera en tos calculos de Monte Carlo. Para o=

0.6, el desarrollio a corto alcance da resultados demasiado

- negativos. Este efecto es evidente en la figura (2), donde

los resultados del desarrcllo a corto alcance estdn de

acuerdo con los datos de Monte Carlo para densidades p*i<

‘0.4. La desviacidn se incrementa mas lentamente a bajas

X

temperaturas pero bastante fuepte a densidades mayores. Por
lo tanto 1a ecuacitn de estado a corto alcance sibuar#
precisamente al punto criticto si éste ocurre a
densidades p*‘; 0.4 o menores..PueStQ_que 1a ecuacioén de
esfado a corto alcance es eip}fcita en todas las uariébles p*
, TT oy o, ésta se- presta para realizar calculos
econémicos ¥ pneciéoé de 2z, come Tuncién de X . El
desarrollo que involucra t = exp( Bl —.1 como bar&metro de
la temperatu;a es, como se esperaba, ménos convergente que
la wversién en términos del inverso de ta teﬁperatura, -Bc
. Esto también se manifigsta ea la figura (1),

Para valores grandes de ), la ecﬁacién de estado a
corto . atcance tiene las misﬁas :aractenistﬁcas gegeraies,
& pesar de su cnngergencia reducida., La figura f3) muestra
UCn , fc 0> para, A= 1.125, 1.250 y 1.375, como fincibén de &t
en ¥ =0.4. Para A =1.,250, la energfa interna predicha
estd de acuerdo s6lo cualitativamente con jos datos de
tfonte Carlo. En este c#so, la tecria de Dertufbaciones a
seg_und&: or;:ien da P: = $.,34 v» TI = 0.913 (41, Otra.uez, el
comportamiento de la ecvacitdn de estado a.corto alcance

‘ .

con se.muestra en la figura (4) para ' = 1.250, conduce




a esperar predicciones precis.s a esas densidades y menores.

Los primeros términos de' desarrollo de 1a energfa

libre en ei inverso de la temperatura ecuaciones (33) »

(34), también se pueden comparar con los wvalores

calculados por Henderson y cols, d* simulaciones de Monte

Carlo del sistema esferas duras [4). La G)tima como un

ajuste en su dependencia con X por ‘unciones descritas por
Barker y Henderson f14). Esta 'comparacion ﬁormlte
establecer . sobre bases firmes l§ regién de conuergenciarde
la :ecuacién ae estade a corto alcance, a ﬁE3A1/N se
muestra como una funcién de p* en las figuras (354 y 5B)

para diversos valores de 2. Para A< {,230 el decarrollo a

corto alcance da excelentes resultados en un amplio

. . + ’ . .
intervalo de densidades hastan ~ 0.8. Para valores mayores
de A , el .desarrollo a corto alcance, ecuacién (33), se

desvia de los célculos de Monte Carlo a densidades

menores.

Los resyl tados para azn 8A2/N,-se grafican en la figura

(), son menos convergentes gque los que se obtienen para a .

Para el menor alcance, A = 1.125, la ecuacidn a corto

alcance -(34), esta de acuerdao con los ualﬁres numéricaos
Eara p*<0.6. pero para A =;.250 esta empieza & diverger
atrededor ae H’ﬂ 0.3. Las prediccicnes de a = Bﬁa /N,
ecyactdn  (348) se gré*ican en -a figura (7). Aunque no
existen cilculos independientes dv 33 con que_comparar, el
comportamiénfo de ‘éjcon Jkugiefe una fobre convergencia con

respecto de a .
2

Antes de intentar ablicar ia ecuacidn de estado a



corto alcance del sistema gz pozos cuadrados, es importante
investigar el posible origen de sus deficiencias; el
desarrollo a corto alcance pro&uce uha ecuaclioéon de estado
en potencias de A-1 y Be, Asf, es natura! que su Qalidez
esté limitada a corto alcance y altas temperaturas, Los
resul tados que se cbtienen muestran que ‘la primera
limitacion no excluyen el intervalo de valores que son de
interés fisico, la segunda limitacién no es muy
restfictiua, temper§turas tan bajas como f* = 0,3 se cubren
adecuédamente._ La principal limitacién estid en e)
intervalo »de‘ ta tercera wvariable: a altas densidades, e
desarrgllo a ‘corto alcance no solo . se desvia

considerablemente 'de los valores de Monte Carlo, sino que

"muestra un comportamiento divergente, Este efecto.sé‘debe al

menos parcialmente a la dependéncfa en n de los términeos
individuales £, (n), todos los cuales son proporcionales a Y°
(n?) » sus derivadas a alguna potencia. Otra posibfe caqsa'
del error es el; uso de 1la AS de Kirkwood. Los primgros
cuatro términos en el desarrolilo a corto alcance en
potencias de t ¥y <( A-~i) tienen signos glternantes por lo
tanto es posible que e?te comportamiento‘con la densidad se
mejore si se incluy;n términos superiores. en .\ -1. Sin
embargo, un andlisis del desarrollo a corto é!can&e en
términos del inverso de la temperatura apunta hacia la AS
como la c¢aysa principal dej errarj como se muestra en la
figura (1) las contribuciones a.U+ de primer ¥y segundo orden
*.

en f. & p = 0.4. Para esta dencsidad la contribucidn a

tercer orden (fc ) produce un valor demasiado negativo » la
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inclusién del término (¢ 3¢ )  hace U agn mas

negativa., Esto indica un error en el célculo de a

. 3
producido por la AS., Esta conclusiodn es reforzada por la

forma de a, con Cfcomo se muestra en la figura (7) y de a

2
en la figura (&), ambas recuercan Ja forma de a, en ﬁa AS
para > = 1.5 como fue calculado por Alder [17), donde la
forma descendente de la curva es un comportamiento errineo
causado por la AS, De donde ¢s neces#rib producir un

desarrollo ~ a corto alcance sin  introducir  de la
Aprofimackén de Superpu-icibn. |

Los rgsultados que se obtienen con el desarrollo virial
empirico para la energfa libre para alcanées de ) =
1.125 »y 1.230 sé mﬁestran'en.las figuras 8 y ¢ las cuales
estan de acuerdo con los rgsulfados numéricos hasta
densidades 5*= c.7 dentro. de un error ‘del SlZ ' estbs

resul tados muestran que se pueden utilizar para calcular las

propiedaces del sistema en una forma sencitla .y cxpifcita.
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U, -CONCLIJSIONES

LA FUNCION DE PARTICION CLASICA DEL SISTEMA DE POZ0S
CUADRADDS SE DESARRbLLA_EN TERMINOS DE ) -1. PARA OBTENER UNA
ECUACION DE ESTADO, LA cual PUEDE SER  EXPRESADA
EXPLICITAMENTE COMO UNA FUNCION DE ,, T Y ). LA UNICA
APROX IMACTON INTRODUCI DA FUE LA  APROXIMACION  DE
SUPERPOSICION DE KIRKWOOD. | _

LOS -RESULTQDOS DEL DESARROLO SE COMPARAN CON  LOS

CALCULADDOS POR EL METODO OE MONTE CARLO, DE DONDE SE

- COMCLUYE 3

{.-QUE EL DESARROLLO ES VALIDO A ALTAS TEMPERATURAS,
AUNGQUE CUBRE TEMPERATURAS TAN BAJAS COMO T' = 0.3

2.-GUE: EL DESARROLLO ES UALIDO & ALCANCES PEQUEMOS Y
PUEDE . DBSERVARSE QUE EL COMPORTAMIENTO PARA ALCANCES MA.ORES
QUE 1,125 ES CUALITATIVAMENTE CORRECTO,

3.-QUE EL DESARROLLO ES VALIDO A DENSIDADES MODERADAS o*
~0.4, LAS CUALES SE ENCUENTRAN EN EL LIMITE DE INTERES
FISICO.

4.-DE LA COMPARACION DE LOS RESULTADOS PARA LA ENERGIA
LIBRE SE OBSERUA QUE LAS PREDICCIONES PARA A= 1.125 DE ay a
CUBREM LA REGION DE INTERES FISICQ Y PARA ALCANCES MAYORES
ESTAS PRESENTAN UN COMPORTAMIENTO DIVERGENTE, LOS RESULTADOS
PARA a, CONF I RMAN ESTE COf1PURTQﬂIEP4TO. LA CAUSA APARENTE DE

OICHD COMPORTAMIENTQ ES EL USO 0E LA APROXIMACION DE
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SUPERPOSICION, CONCLUSION Qu:  SE REFUERZA

POR  EL
COMPORTAMIENTO QUE PRESENTA a, CALCULADO EN LA APROXIMACION

DE SUPERPOSION POR ALDER.

S5.-PARA MEJORAR LOS RESULTADOS Y QUE ESTOS CUBRAN UN
AMPLIC INTERVALO SE REQUIERE APARENTEMENTE EVITAR EL USO DE
LA APROXIMACION DE SUPERPOSICION.

6.-EL DESARROLLO SE REALIZ0O PARA ALCANCES PEQUEMOS, POR
L0 CUAL LOS TERMINOS DEL DESARROLLO SE EXPRESARON COMO
“1>, PERGC EL DESARROLLO PUEDE EXTENDERSE FACILMENTE PARA
ALCANCES UARIABLES REALIZANOOLO EN TERMINOS DE EL PARAMETRO
¢A=X), LO CUAL PERMITIRIA PODER CONOCER LAS PROPIEDADES EN
AMPLIOS INTERVALOS DE ALCANCES CON'LA UNICA RESTRICCION DE
QUE LAS PROPIEDADES DEL SISTEMA DE REFERENCIA DEBEN SER BIEN
CONOCIDAS.

7.-L0S RESULTADOS PUEDEN OBTENERSE A PARTIR DE OTRA
APROXIMACION QUE EVITE LA AS, UNA FORMA DE EVITARLO ES; SI

SE USA LA APROXIMACION DE PERCUS-YEVICK COMO UNA EXTENSION A
ESTA TEORIA. '
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APENDICE *A".

Cidlculo de Yx.

En Mecanica Estadistica Clésica, en ‘el ensamble

canénico se encuentra que 1a funciédn de distribucién

genérica o reducida, de Boer [12] es:

{m}

oF (R = IN'/CN-m)> 1Qa] J dCN-m> expC- BUND)Y )
donde Q% = J diNdexp(- BUINII=U™ G, , el nimero total de
particulas es N y m es la‘configuraciOn de un conjunto
cualquiera de m ¢ N particulas.

Por 1o tanto las funciones de distribucion reducida de 2,

3 ¥ 4 particulas son:

0% (1,2) = IN(N-130" Qul JdiN-22exp(- BUNDD
o™ (1,2,3) = INCN~1)(N-2) " 8,1 JdiN-3)exp(- BUNY)
pUC1,2,3,4) = IN(N=1)(N-2)(N=-3>AM @] [ diN-4dexp - BUNI)

ademis para un fluido homogéneo p = NNV ,.g:qu,._ o™ g:ﬂ

(F™ ¥ se puede escribir: |
gl (1,2 = o1, 007,
'gﬁ"(:,'z,aﬁ = P1,2,3)3/0°,
9. (1,2,3,4) = p M1,2,3,0/0",
con los resultados anteriores, se puede escribir :
g{f‘(i',z) = [(N-1)/NV'Q 0 Jch-z}expc— BULNIY

y la funcién Y(1,2) = g‘u?‘cx.zvbu,z), donde B¢1{,2) =
exp{- Eu(xlz)ﬁ, ahora se elige x;;=r;,/ 0 , donde rpes la
distancia entre las particulas 1 y 2 ; de aqui, si se
fija 1a partfcula 1 en el origen una variacion de x,,
involucra un cambio en la posicidén de la particula 2,

Por lo‘tanto

Yx=BY (x )/ Dx= [(N—n/w""‘a,,JJdm—zn Cexp (=L UINI4FuCx ) 23/ Dxy
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con ta suposicidn de aditividad por pares

UEND = uix, ) =5 uCi gD - ut1,2)

¥
L)

tal gque ,

B{exp(-”U(N)+Bu(x ))}/ﬂxu=iiexpcﬂu(2 iY)slexp—pu(2, J)]/gXua

LT

exp{—QU{N}+ Fudxy,) ,

o -3 ‘
=5 (B77€2,j) 98¢2,>/dx,, Jexpl- JUNI+ [ulx,,))

42 ’

si se sustituye, se tiene
Yx = [(N-1)explgulx,) /N, j.d{N-z} £98¢2, i)/ 9xy
. o4 ’
BT1¢2,j)exp{~ RUINY>Y , -

dado que las partfculas son indistinguibles se puede sacar

~ta sumatoria e integrar sobre las partfculas distintas a

las que se estan estudiando, por 1o tanto

Yx = [(N-1)expCgulx, ) /N7 ]lfd(.i) W2 J)/axuzrl(z,n
Jd(N~3}expttBU{N}) .
Yx = [(N=1)CN=2)exp (pulx ) I/N2Q, ] Jd<3>az<2 3>/
802,23 [ diN-2)exp (-~ pUMNDD
si se introduce la funcién de distribucion de tres
partfculas,'s; tiene | |
Yx = D‘zexpCEu(xn)}Id<3)ﬂq<2,3>iﬁ(2,3)/?x A1,2,3)
= exp(fucx,))[d(3)87(2,3)98(2,3)/x:0" (1,2,3),

si se define la funcioﬁ |

6(1,2,3) = g <2 3>/¢1 1,2 o®' (2,3 9% 1,3 ,
Yy se sustituye, se tiene

Yx o= 2 Y(x.) Jd<3>Y<2,3>aa<2 3/ 6¢1,2,3)0" (1,3,
si se ‘hace r,= x30<cawbto de escala)

Yx =;2? Y<xu>Jd§3Y(xn>aa<z,3>/axns<1,2,3)92'(1,3) ,

y si se introduce la densidad de 4.=mp.au:;ue'tamierltc::‘ﬂ==?’.’JC-3 Ve-




e

N .
[

Yx = énY(x ) ’d_)?} Yx,)98¢2,3)/3x,6¢1,2,3) 911, 3)

-

Ahora se elige un sistema de coordenadas bipolares, y se

mantiene la particula | en el origen.

Cuando se calcula 38(2,3)/9xu en el'intégrando, se
maﬁtiene“Pa partfcula 3 fija, es decir
BBCxp)/Bru | = BB, ) /By, Ly By Xy, Dy
pero se sabe que:
BCx,0 ) = (1+)H(x=-1) = tH(x-\) ,
W(xI/Fx = (1+t) S (x-1) - ¢t &(x=2) ,

de la figura,'por ley de los cosenos se encuentra.z

xi = (xZ + x2 - 2xugncos-8) ,‘
y o B/ WXy = (xpm Xpc08 B0/x,
ademas cos 8 = (xi¢ xl- x})/2xx,
entonces Ox, /W= (xDe w2 x23/2x%, %, ]
también - d<cos B) = -sen 8 d8 = —(x_/x,x,)dx, ,

si se sustituye, se encuentra
ve 1y

(¢4} 5 .
Yx = (6nYlx, )/x%, >de13 X, Y (XD Ixn = xb + xz 16C1,2,3)

1xn.xal

g i1,3) Tirt) S0t = t SUx ~A0)

si ahora se define x,.= x' y x,= x

L

: 1
jj dx,x,dx‘ia Y(X73){sz = KI 4 }«3]6(1,?,3)9:3(‘,3) 6(X‘23—E) [}

. w _
= Y(-')LdX’x’(x2+£_?-- <’2)G(><,><’,")g:”(x’) si- Ix’=xI1<¢E {x"+x,
si se introduce la restriccién en los limites, se puede
escribir x+1

Ty = dx’x’(x?% +7%72- x’Z)G(x,x},E)g?,(x') .

I{x, ]
ls~§i




e

. wo oo ”
S o - .

Asl, se encuentra finalmente

Yx = (SnYOO/x DICHHOYE=1T(x,6=1) = tYCE=M)I(x,f=)))

‘en particular para x=) =1 , se tiene

Yx = (/x| = dnvYo? [({x=1,r=1,)=])

]
expl(citéménte

2
T(x=1,r=1,i=1) = Jodx’x’(z-'x"" )G, (x,%x,£)g (x*)

en la aproximaciodn de superposicién

Geo (1,1,x7) =t ,
¥ «i se denota por
_ 1
B,¢(n) F_de'x'(z—x’z)gE°(x’) )
finalmente se puede escribir

. 2
vx' =40 B () .
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APENDICE *&*,
Célculo de Y, . |

Ahora se calcut§

Y= #(x,3 0/ % ,con Y(x,3) = a¢x, 108 x, )

]

Y, o= P99 (x /X + 9. (x)9Ux) /3 ) ]

—

= BT D9 <x2/3 ) - BHxIg, (x>W(xI/D Y,

BOXYy = 39, (x)/3° = B x)g,(x)3B(x)/3 A

3
el primer término es 1

30, O0/8) = FN-1r /NG, » J aen- ~2)exp C-BUND 1/

= AN=DZ NV 2 720 [ dIN-2)exp (~BUND )

+ <N—1>/<Nv”’uu>5 dCN-2) exp (=3 UINI I /%3 A

;
= ~(N=-1)/ ¢ X)) 3¢a, /2 ) Sch-z)expc-BucN;3

+ (N—l)/(NU“JQu)J-dCN -2)Pexp{(-BUINII/2 )

en el segundo término de la Gl1tima ecuacién,' qe

necosifa evaluar 1la derivada Pexp(-BUNII/B A y 25t0 se hace

de la siguiente forma

UNY =

» [1E

uCiy i) = utt,2) ¢+ 28 ul,j) + 15 u(i,i)

(XY ] ) 13} [T LY )

as{, la derivada es | .
aekpC—SU(N)}/QX ='3[exp(-‘8u(l,2))oxp€- 28T uil,idy
exp{-BIZuCi, 331/ ar,
= 30(1,2)/d% B ,2Yexp(~FUINI) + ziiaacx,J>/aA
P71, idexpC(-3UINI> f~;Eﬁi(l,J)/?‘ B¢, i) exp(-BUINY 3,
asf, el segundo término e
= B801,2)/8) BN, 20e,¢1.2¢ + 20 Jacram¢1,3> /9
BH1,30d01,2,3) + (572> d 3,4>38¢3,4) /) 83,4
| ¢401.,2,3,4), -
en el primef férmino S2? neces ta zalcular 2Q,/9)\, estx

derivada es:




‘4

i
(|

Qs = U ]ch}exp{-BU(Nn}/m,

= U™ [daIBlexp(-BUNII1/a),

pero

EN g B

Fexp(-GUINIII/IN = gf 38C1,50/3) B s Jdexp -pUINY 3,
as{, la derivada esta dada por
= <N<N-1>u‘">/2fch-2}fd<3,4>ae<3.4)/a,\ (3,9
exp(~cUNYY ,
yrellprimef término es _
- -¢p?/2) f—d<3,4>aa<a,4>/a;\ £1¢3,4)9,¢3,4)9,(1,2>,
pbf o tanto,
BCxOY, = AHx) g, (x)W(xI/DN + 2p]¢(3>a‘1<1.3>
01,3727 ¢t1,2,3) + (02/2)-Id<3',418'1(3,4)éﬂ(3,4'}/‘3J\
[g™1,2,3,4) - g,,u‘,z)g,,(a,mi - B9, (x)IBCxI/BN
‘=_prd(S)B'l(l,3)39(1,3)/3A Flci,2,3 + <'92/2>fd<'3,4)
B81(3,4>38(3,4)/9) tgl1,2,3,4) - 9,¢1,2)g,¢3,4)1.
El lfmfte_termodinamico en la expresidn anterior se

debe tomar con' cuidado, puesto que. cuando los pares de

. particulas 1-2 b4 3-4 estan bastante separados, e!

integrando en el Gltimo término no es exactamente nuto,
para tener el 1fmite termodindmico -correcto se debe
pasar al ensamble gran candnico,

Se esta .interesado en la derivada a densidad constante,
la cual esta relacionada a la derivada é pbtencial qu?micd
constante por: |

(g, 721, = (3g, 791, + (g, /Bu)y (dursd o,

el primer término es el que se calculd en en ensambe

~candnico y el segundo término no aparece en dicho

ensamble, por lo que se debe agregar, asf se encuentra




¥

e

que:

(3@, 7312 = (38/2 1), (g, /3 0y

= (3 RL/7IPY (3g, %)

A N

(/3 /\)g= --(BU)-' 9 02/2)fd-(l ,20870(1,2)388(1,2)/3)
g‘H(l,z)}/?‘p,
la expresion correcta es

BOOY = 2 dh<3>zﬂ<1.3)33(1,3>/hngkx,2,3>¥(&/2J1d<3,4>
21(3,4)20(2,4)/9) (g1%1,2,3,4) - ¢ (1,2)g,(3,4)) ~ (20/8)"
(Po/API (BP9, (1,2)1/20090 Ffdc1,2>87%1,2)80¢1,2) /8 )
9¢1,2)1/3p ,
peroc puesto que IB(xI)/PX = t (1A ¥y si se escalan las
varjables x30 = pr;, se obtiene: _
BLx)Y,/t = 2po3jdiu g (1,3 Sixua-Mgl1,2,3)
+¢0%cp2) | d%ﬂdihﬂd(3,4)5(§:btg?(l,2,3,4)-9;(1,2)9N(3,4)]
—(2p By (D0/APA(DP g, (1,2>1/0 ) Blpz§fd%?6(ﬁ3fk »Y(x,31/30,
ahora se evaluan las integrales ' ,
Jdi g¢1,3 s¢x -gic1,2,3) = 2J¢f“dx x% gl (x )
1 ! RSt Gutiasy °eJde 1 n 13
" 8(x,~\>d8 sen 8 g'(1,2,3)
o : n
= 2vj;dxux; Yx ;0 G(xB~A)£pe sen 8 g¥(4,2,3)/g,.(1,3),
si se define G(1,2,3) = g '7(1,2,3)/9,¢1,22g,¢1,3g,¢(2,3),
W
= 2 *Tg(xu) deﬁszY(xu) é‘_(xn-'\) dB sen B8 G6¢1,2,3)9.(2,3),
otra vez sen B dB = xXxn dxn /xXp X1 4 asf
i w©
= 27 2 ¥4 -X ‘
= 2 ?cxu)J;dﬁaan(ﬁg 5 X >I§3dxa/§3ﬁ2 6C1,2,3)9,(2,3),
= 27 gix, /%) Y, = M f dx x 6¢1,2,3)9.(2,3),
= 27 g(x D/x ) Y(x = \) S dx/x’B¢x,E =X ,x720,(2,3),
asf, el primer término de B(k)‘(x/t, es

= 4rag’ g(xk)/xu X Yix = A>11<x,E=A),




1
|
1

-y

g A

s~

= 24 nglxpd/xpr YOu= A)11(x,§ =\),

: x+g
deonde I,(x,i=1) =_[
1%-E)

'si en el segundo término se define G(i,2,3,4) = g

dx’ x’G(x,t,x")g (x’),

9
(1,2,3,4>79,,¢(1,2)9,,(3,4), se tiene

if ax dx  B7(3,4> §(x -Adi(1,2,3,4)-9,(1,270,(3,4)] =

deiu d%  87¢3,4)8(x_-1)g,(1,2)g,(3,4) (6¢1,2,3,4) - 1] =
| Yix = Arg i, | d% d% 16¢1,2,3,4) - 1),

de aquf, este término se puede'escribir cOomo

F4 = = > . -
(0?0f2)g, ¢1,2)Y¢x =) ,deuc.lxlg (6¢1,2,3,4) - 111,
— 2 - vy vy d y N -
18 n®gutt,2vx =0l df df (6c1,x.3,4 - 11 .,
= 18 nzgufl,Z)_‘l‘(x% =mz (x),
donde I (x) = 72{{ d% dx  [G¢1,2,3,4) - 11
2 ' pr} L3 . :

szx' finalhente
el Gltimo término

(2p6)ﬂ(30/3P)}{Qtng“(l,E)]A/ﬂp} 3[02¢3Jd§m (ﬁ;k)?(xn>l/im.
i se hacen las sustituciones siguientes

(208> (Be/BPY = (e D12 nLINz/n I

'
ol gu1, 1 /R0 = (4’ )Mn?g('gn = s,

at ozo-3jdin §(x AOYix Y1/B 0= 24X BT YCx = X)1/D0, ess

(12 ¥/m [anz/@a n1t B ﬁg(xu = 5\)]/‘3”. amz'vcxn = A)l/an ,

as{, se puede escribir

Y /E=2400/x YOOYCx =1 (x£2)) ¢ 18NIYOOYx = DT, (%, %=

—(12 AYm 13M2/8 NI Y(x = Ay1/8n) A vix, =219,

en particular para x =' = 1, gse tiene

o . 2 - 2
Yo/t = 24 YT Iidx = 1A= A= 1) + 180°Y" I, (x =1,x, =} =D

“C12M 00072, 72T (AT Y 1an Y




. | APENDICE "C*.
o Rel§c§6n entre Yn 1Yy e Yx .
" Para'obtener el 1imite termodin&mico correcto se
; .calculan las relaciones en el ensamble gran canénico.
Yix>= 0o Flexrsaexy 0%y,
- si se mantiene fijo el ndmero §romedio de partfculas
| BOO YOO/ = 3¢ 00 0330 =cts0T 0 0P s,
+ 20%0m0%y
el primer término se puéde eschbir como ‘
3 p“'/wa;) = (209 1@ usA, ¢ (a0 s LN
donde | ' )
(dusvy = = —v‘i<apxap">1 ,

el segundo término es:

(@ 0%/a0), =2/ D TP NDZ W, D

donde I= I (z*/N1Z, (U, T) , z = expl B}, asi ,
. @ VA, e - AT AW+ (15 Tzt NDR2Z, (VT

+C1/5) 2P /NDZL 0, T3 2w

'

ahora selcal;uTén cada uno de los términos o
(3 T/, =a<_(N<N—1>/z,,.<v,T>>fch-2}ex_pc-BU(N})/w .

= - s2r <az;/w> + <N(N-1')/z.,,)a't_fd(N-z)expp-BUcN'nJ/ab .

si se sustituye el valor del término que se calcu!d, se

tiene

ot

320 = =i, /B T (N (B2, /eyt
P 5 G NDZL R /ZE > (RZuswd ¢ (NCN-1/2)
BMd(N-2rexp {~BUNII I V) ,
== p2BIAT A +(1/D) DE(:“/(N-—Z)!)QE{d{N—-Z}exp(—BU(N})J/‘QU,
i se hace e) cambio.de‘variabié r’=nﬂfﬁ, se tiene

P 2)
acfdm—z}expc—:um}}}/w = ((N=2) ! (N~2)/NIWES 20




3

Fr——

r ro—
T -

+ (22, (N~ 2)‘/3UN')Jd(3)r 97i(1,3)84¢1, 3/ 63%1'2 3
13

+ ((N- 2)'/6UN')Jd(3 4)r B“(B 4)38(3, 4)/9P O ki 1243,4)

S

b 4

(?n: /W) = (N>/V + (1/6u>$d<3 4)5“(3 4)
aacs 4 /3 r ,Rfk3'4’ ,

asf, se puede escribir

u<aé2’/QU) = (N~ 2>qﬂ‘> - 04N>+ (20%g /3)jdx3x Bt )

aﬂ<x >/9x gm (1,2,3) + (o“d?6>5dx dx X, z (x "3

aacx >/ax :g‘“(i 2,3,4)-¢2' 1, 2>g‘“(3 4>]

m(N-2) ﬂ‘>— 2(N>+4p Dde X B x ) Qﬁ(x RS djkl 2,3
i 13 13 13

+60 D.jdxndx“x“ﬂ (ﬁh>aa<xﬁ)/ax%:gwkl 2 3,4)
- 90K1,2)9@ 3,41,
Si se recuerda que (i, d/Bx = (141 Slxg=1) = t 6Cx;-1),

s tiene

L]

VR 0%y = (N2> o> - Ny 4+ 4<1+t>p2nj? dx ¥ B7(x )
i . 13 13
& tx —1>gF“c1,2,3> - 4t pznﬁ{%x X a”<x 2 d(xB—A)gG’(I,2,3)

+{&C1+t) nz'zdx dx X a Rx Y G (x ~1> -&tp?n?

*‘dx dx X2 X x L) Sx -A)}{g “¢1,2,3,4>-g %(¢1,2)g 2 <3 4y}

si se de§|ne

6¢1,2,3=9""(1,2,3/9%1,2>9 %' (1,3)9*'(2,3)

las integraies se pueden expresar. como,

mlax % Bx > 80x Lm980%t, 2,3 =[ffox B7(x ) B(x ~£)
13 13 .13 T 11 13
* 6 (1,2, 3rgP1,2)9%y, 3)9‘“(2 3,

=glx >w{ﬂjdx ¥y TEX,) S (x =06€1,2,3>g (2,3)8en Bdadﬁ,

=2 gtx )&’ Y(xB=£)jusen B d8 G(1,2,3g (2,1, ., ,
pero sen B d8 = x dx /x x -
: 23 ox) Z 13

= (x )/x £ £y \d 1,2 3) €2)¢ <}
2 gtx )/x ¢ Y(xu f x X G 13977 K2, D) €

= 2 g(x )/ x F Y(x =F) I (x,5)




o v

" los primeros dos términos son:

A+F
donde Iﬂ(x,E) —5 dx x G¢1,2 3)9“’(2,3)!
- Ei *13
para las otras integrales se define. 6(1,2,3,4) = "

(1,2,3, /9% ¢1,2)¢% (3,4,

si se sustituye se tiene

w*” 9f_d% % ERE §¢x ~820g" ¢1,2,38,0)-9% (1,209 (3,4 1=

12 1b

dx dx % a (x ) §¢x =) g1, 2>9% ¢3,4)(6¢1,2,3,4)-1)

13 in !

=glx Y(x =£)¢ n’Jd ,dx (6¢1,2,8,4)- 1}1% g )

=g(x )Y(x -E)EI (x, )

!

donde I (x, &)= de dx [G(l 2,3,4)-1} '%u=€’

si se evalda en 1 ¥y A, se obtiene:
u<ap‘2‘/w> = C(N-2) 02> ~0?Ny> + 8np g(x )/x (e IY (x =1)
*1 (x,s; 1) - tAzY(x =£=A)I <x,£=An+6n Dg(xn)((Ht_)‘_{(xafl)
*1 (x,£=1) - tAY(xBfA)I (x,Em=Ay) |
CN-2) 625 = N> ePR ey = o o 202!
pero (1/® (30" /a1 ) = <N -~ <N>o‘“
por lo tanto, .
@l = (@02 samcau sa ¢ (ad? L,
= —20% VW, ¢ (1/8)3¢a 0D sy, 4, L,
Wawaw), + (/B = (1/8)[1-28P/30) =.(i/i3){l-‘3nz/iml
s

= 1/ BIKz-1>1/90

ademds der'ibéndice *B"

(3B /2w_= o(20 /9P) (909 /80

asf

VP saw, = 26 (/B atnz-1 1720 3 evapy a0 a0,
2 e - Ay A2 = A

+ 8¢ ng(xu)/xu[(l'rt)‘r'(x;lﬂl(x,E_==1) tY(x=2) Iz(x,"; )]

+6Qzl‘lzg(xu){(l+t)Y(x=l)l"<x,€=l) - tYCx=h A1 e, B= M)

asf, se puede escribir
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P

s

r —r " ' _
i " LA

AV, = =20%00/ QB +€1/ 0B (B D /0y,
V@YD), = 2097028 = 200 2B =(1/3,80 80 n(z-1)1/3n
| *(30 /PSP /000 +8 1 Y(x)/x O (=T (x,e=1)
T RED AT O ERID T 4 bt Ux )t(1+t>Y<§1=x>1?(x,g=x>
- tY(xU=A>\‘12<x,E=A)} ‘ '

En todo el desarroilo anterior se ha supuesto que x

12
=constante cuando V varia, para incluir esta variacién e

calcula:

(ﬁ&@&@n=(ad%1x)Wx/mo+(36%W»L .
12 12 w
pero '

Lbr

(ax 73Uy = 3x UM 0 = e < /3N,
. . 12

por lo tanto, el término que se tiene que adicionar es
(1/p22)3 p2/9x (x /3V) =

12 12
asf, finalmente se obtiene

Y (x)/Ix (x/3V)

3U(3Y(x)/392b3= =3n{IY(xI/? n) = (378028 nlz=1)2/In(@p /3P

%D p2Y(x)/30) +-24ﬁY(x)/x[(l+t)Y(x=l)ﬂ (x,E=1) ~ tY(x=))
¥I (X,E=000 + 180 YD1+ (x=1)] (x,E=1)
1 ' . 2
—tY(x=)) g (x,£=X31 - x Yx

?
en et casoa particﬁlar X = i=1, se obtiene

-3nv? = 24nY%] <x=g=1)+1an27“g (x=E=1) =~ (12/8n) (Do /DP)
1

LY /2 ndi- Y3

4

i se compara con el apéndice "B", ze tiene la siguiente

relacion

Y; = ty? -3y’
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APENDICE “D*.
CALCULO DE DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Ahora se catcula Yxx,

Yxx=3Y¥Yx/dx ,

del apéndice "A"
Yx = 6“Y(x)/x2[(1+t)Y(x=l)I(x,E=i) - YD) IO, =021
por lo tanto

Yxx = IYx/x = LY IxI/x2 (CE+t)Y(x=1)1(x,E=m1)

- tY(k)l(x,?=A)]}/3x ,

~Yx YCx) - 2Yx/x + AV (x)I/x: {C1+tIY(x=1) ﬁl(x,gal)/ax

- tY(A) QI(X,E A)/?x} ’

tambien del apéndcce A se sabe,

@
l(x,F) &x dx* x’(x2+gz-x’2)G(x,x’,g)g(x’),

con la aproximacién de %;perposician G(x,x",£)= 1, asi
ICx,£) =] dx’ x/(x*+?2-x"?)g(x’) ,
. |1-'g| .

13)

BI(x,g)/ax = ZxS3

, dx’x7gex’) + (X+LILxZ4E2~CE+x)2)

QEXHE D BCXHE /X = Ix=€ 1Ex? 42 =(x=£)2 1gCIx=E 1) T x=E | /Bx

}

pero (x+£ )X+ I/3x = (x+£) y Ax—{ 19Ix=g 1/x = (x=¢)

¥y se obtiene (ver apéndice 8) ,

Ix = 2x1 (x,2) + (x4 )[-2x7)gix+5) = (x~£)[2x£1@lx~5)
1

en particular para x=)=i ,

2 a

3 nooa e n
Yxx = YxYx/Y - 2¥x + &rY? Ix

donde 1% = Ix(x=\=1) = 21 (x=i=m{) - 4g‘h(x=2) ’
, N
y i =p define,
,Bz<t) =S‘dx’x’grh(x’) = 1 (x=i= 1={).

gsa tiene
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LY

Ll = mER....TN

-

A
I I ENTEE N SN R ML a2 )

n 9 1 i} 7
Yxx = (YxZY -2)¥x + 12 Y [8 (4) - QQE (x=2)1
_ 2 b !

. N il .
i ze sustiture Yx = én3Y E (ns, se obtiene
1 .

Yxx = 12,77 ((3rY°B () - DB () + B (n) ~ 29, (x=2)] .
i , ‘ .
Aho~a se calcula Yx)\.

Yxi= IYx/FA= BLENYIXI/X (14 DY x=1)](x E=l)
= YO I(x,E=0)]1)/9 2
= YXYX/Y +76nY(x)/x2{(1+t){YA(x=1)1(x,€=!) ; Y{x=1)
BLOGESD/ZANT = LY, (x=h) + Yx(x=A))I(x,E=h)
- YOOBI(x,E=00/01), |
se analiza eI cas0 particular de interes x=i=|

A

0 6 0 0 0o . 0 o .
Y= YXY, /Y 4 4nY DAY, Ix=t=i=1) + Y 31k, E=1)/3M 0,
0 i G a

= LY YO Tx=Em =) 4+ Y DLk, E=0) /ANy

Jd

o 0 0 o) ) 2 0 2

Yxx=‘YxY)/Y t4nY (Y, B () -tYxB (n)) + ény ®
' 1 1

L+ Cx,e=10/R ), = € ALCx,E=0)1/B0) 3,

e
.0 3 0 0 -0 S : o 0o o 2
Yx)= YxYA/Y = 6ntY YxB; (n) + YxY, /Y 4 ény °
{(1+t)ﬂl(x,g=l)(9xi=k: t B1(x,E=0)/) 3,

0 0.3 _ 0 0 0 2
YXA= ZYXYX/Y —th /Y + énYy !

((1+ )l (x,z=1) /) | Ao tal(x,§=k)/3kL=

X7 Azrq

At1) !

ahora se nececitan evaluar las integrales

(e X121}

@H(x,r=1)/3d) = Qd
(1ev)

=jum dx’x’(x>+14x72)3g9(x")/8\ ,

ey OX XX TR 2y gl /BN,

en particular para x=|

Blx 5= /W =jidx’x’<2—x'2) ag<x'>/aklu','
pero 9g(x’)/3 = B(x’)IV(x’D 3% + Y (n)30(x’>/3) ,
y R(xI2/3 = t f{x"=3),asl se tiene

FLCx, 5= d/9n = tY° + Jidx x7(2-x" 1B AU I,




2%

1L ;
= tY? +, dx’x’ (2=x’ DI/,
AN

del apéndice "C", se sabe que (ift)YA(x)l“=-3nBY/3n
+xYX(X)Eq s asl, se tiene , |
A1(x, 2= 2/2 = L0 YO 4 dx x72¢2-x" ) Yx(x,am1)
-3n 5dx’x’(2~x’2) Yn(x’,k=l>,
¢i en la primera integral, se integra por partés
| S:dx’x’z(Z—x’z)Yx = —8Yzp (x=2) - Yoy (x=1)
- 4 didx (xx P Yes (x7) :
perc para x < 1, Y(x) = gi{x’, se.puode escribir
B x,=1)/3) = t{Y® = 3njdx'x'<2—x'2>f1<x’> - Bg(x=2) -Y°
- af Xt -k DY) 1, |
= t[-8g(x=2) - 3naslcn5/an -4 Aléﬁ> .
donde Bl(n) se definio en el ap?ndice A" ¥
Al(n) =_fbx’x’(1-x*2$g(x’) '
ahora se evalua la segunda integral

o

Bx,g=22/30 = B, Ax’'x (x?+A7=x"2)gl(x’)1/3) ,
b M LARN

=£kmdx’x’(x2;kzvx’2)39(x’)/9l + ZAhayx’x’g(x’) + (x+ Dgix+ M)
fx2+12—(x+x)219(x+l)/al;fx-l!§<lx—ki)[x2+k2—(x—h)ZJﬁlx—ll/al
si se recuerda que (x+M)P(x+)1)/3) = (x+l); Ix=Altx=Xl1/) =
(x=)) ¥ s} se toma el caso paﬁtlcular x¥A=l

dx,e=02/3) = 282(q} ~ 4g(x=2) +£fax‘x’(2*x’z)ag(ﬁ’)/ik&:ﬂ
donde ef uitimo terméno es iqual a la integral que se -acaba

de evaluar ¥y B () se definid en este apéndice, si se
, _

sustituyen los valores encontrados, se obtiene

X g 0 - 0 2 4 2 .
Yx, = 2YxY /Y - tYk /Y o+ snY? C(1+t)tl -8g(x=2) - 4 A1<n)

~3.88 (q)}anl'—ttzs () - 4g(x=2) + t(-8Bg(x=2) - 4 A (0D
1 2
-3 8B (r)/En 1},
1

9 0 0 2 0 D)
vy = 2Y§Y\/Y - tYx /Y + &Y (t[-Bg(x=2) ~ 4 A (n)
. ) 1




Ty, N 3 Saas m anl & SRS H et

—-3“\.381 (n)/an - 2 BZ (n) - 4gi{x=2)11,

2 0 0 ¢ o
si se sustituyve que 12nY? (8 (n) - 29(x=2) = Yxx - Yx (Yx/Y

" -2), la expresidn se reduce a

0 0 o 0
Yx'\ = EYXY)\/Y

~24nt YT (A () + 2g(x=2)].
2

v} 0 n
~- tY¥xx - 2tY¥x ~ 18n%ty asl(n>/an

Si se escribe la integral A (n), en terminos de las
1

integrales Blin) ¥ Bz(n)-y se sustituye Y; ) Se.encuentra
finalmente

0 0 0 0 0 a .,
Yx,/t = ~6anYn /Y + Yxx - 2¥x - 18n%Y? Bl(n).
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