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Un punto de 

prop i edades de 

la presibn P, 

distintas fases 

I , - I M K O D U C C  I ON, 

partida conveniente en la discusibn de l a s  

o6 fluidos es la relacibn que existe entre 

la densidad 0 y l a  temperatura T en sus 

informaci6n que se encuentra resumida en 

l a  ecuaci6n de estado f(P, p ,T)==O. En física 

estadistica se quiere entender por que las fases fluidas 

son estables en ciertos interva'os de densidad y temperatura 

y relacionar la estabilidad, estructura y propiedades 

termodindmicas de los fluidos con l a  naturaleza de la 

interaccibn de las particulas que constituyen a1 

sistema. Debido a que no se tiene conocimiento de las .  

fuerzas intermoleculares reales para la mayoria de las 

substancias, y dada la necesidad de conocer las propiedades 

de los fluidos, es necesario proponer modelos los cuales 

están basados en las ideas pioneras de Van der Waals, uno 

de estos modelos e s  e1 potencial de pozos cuadrados. 

Un fluido de pozos cuadrados es aquel cuyas particulas 

in terac t6an con el potencial 

Este e s  uno de l o s  sistetr~as más sericillos que 

incorporan amhas fuerzas atractivas y repulsivas,si se toman 

coordenadas reducidao por fi , Y se def ¡roe x=r/n Y h =R/- , 
donde l. e s el alcance del potencial, C el diámetro de l a  

coraza rígida y E es la profundidad del pote c i a l ,  Se T 



tiene 

Una representacih del potencial se muestra en l a  

figura 1. 

I FIGURA 1 

Este- sistema se ha utilizado como modelo en diversas 

teorfas y para obtener una visión mas amplia acerca del 

comportamiento de l o s  fluidos reales. La mayoria do los 

estudios acerca del fluido de pozos cuadrados se han 

realizado para el valor particular del alcance de X a1.5,  

porque las propiedades termodinAmicas de este sistema son 

aproximadas a las de los fluidos reales. La importancia de 

investigar el sistema de pozos cuadrados para distintos 

valores del alcance ha sido reconocida recientemente. A s l ,  

es interesante investigar l a  depecdrntia de las propiedades 

termodinámicas en funci6n del alrance X , es decir, l a  
ecuacibn de estado. En esta direccrbn se han realizado 

algunos trabajos entre los quc destacan: La teoría de 

perturbaciones para fluidos dv de Lonngi y del R f o  (11, 

, 

izan al fluido de i ~ o z o s  cbadrados como sistema 

a y el alcance a , > a - e c e  como una variable en 

quienes uti 

de referenc 



dicho sistema, Collings Y Mc.Laughlln t21 utilizan tal 

fluido para 

Ferndndez Y de 

desarrol 1 ar una 

tres parámetros 

1 4 1 ,  han pub 

calcular coef icienter de transporte, 

Rio 133, utilizan dicho fluido para 

teoria de sistemas correspondientes de 

para fluidos reales. Henderson y cols. 

icado resultados extensos utilizando el 

método Monte Carlo para va 

2.0. Las simulaciones 

necesidad de poseer una 

obtener predicciones te6r 

si st  ema. 

ores del alcance entre 1.125 y 

de cmputadora, asi como la 

ecuacidn de estado han motivado 

cas de las propledades de dicho 

For l o  tanto se necesitan mejores predicciones de o' ,  T C  

, T =KT/E Y P *  Y P *  como funci6n de , donde p = ocr3 

=P Q / E , especialmente en l a  regibn de corto alcance A 

- 1 " O ,  en donde l a s  simulaciones por computadora muestran 

grandes fluctuaciones. Por ejemplo Henderson y cols. C 4 3  

reportardn resultados hasta segundo orden de l a  teoría 

de perturbaciones para l a  energía interna y libre, 

calculados por el m6todo de Monte Carlo a altas 

temperaturas, para el sistema de pozos cuadrados para 

alcances desde 1.125 hasta 2.0. Dichos resultados son mas 

precisos para A grandes y tienden al limite üe'uan der 

Waals \ --> c- , donde el factor de compresibilidad en el 

punto 

teoría de perturbaciones hasta segundo orden predice z c  

=0.35 y en los c&.lculos de Dinámica Mol6cular de Alder 

C 6 1  se obtiene z,=0.30. Se puede esperar que l a  predicci6n 

a zrgundo orden en l a  teoria de perturbaciones de zc para 

+ 

3 

c 
c r l t i c o  z c  =P, / r r  T,' - - > ü . 3 6  (51 .  Para \ i 1 . 5 ,  l a  



, !I 
,*a,, 

i l c a n c e s  m e n o r e s  que 1.5,  t e n g a n  a l  menos l a  misma .!A 
J 

e n  el c a p f t u l o  I 1  se p r e s e n t a  

~ n c e r t i d u m b r e .  

Con e s t e  m o t i v o  en mente  

un d e s a r r o l l o  de l a s  p r o p  

c u a d r a d o s  e n  t C r m i n o s  de ( 

edades  d e l  s i s t e m a  d e  p o z o s  

- l ) ,  e l  p a r A m e t r o  < l , - l )  se  

supone pequeño,  c u a n d o  se r e a l  i r a  a p r i m e r  o r d e n  p r e s e n t a  

p o b r e  c o n v e r g e n c i a  a b a j a s  t e m p e r a t u r a s  Y a l t a s  denslda.de,;. 

Con o b j e t o  d e .  c u b r ' i r  la r e g i b n  de i n t e r t s  Y l o c a l i z a r  a l  

p u n t o  ' c r f t i c o  e l  d e s a r r o l l o  se r e a l .  ,A h a s t a  t e r c e r :  o r d e n .  

H a S t a  e s t e  o r d e n  e l  d e s a r r o l l o  puede s e r  e x p r e s a d o  cas i  

i u n p l e t a m e n t e  e n  f o r m a  a n a l i t i c a ,  e x c e p t o  por un p a r .  de . 

c u a d r a t u r a s  s i m p l e s , '  d e b i d o  a l  uso de l a  aprox imac i ,bn  de 

s u p e r p o s i c i 6 n  d e  K i r k w o o d .  

El  a n d l i s i s  d e l  d e s e r v o l l o '  m u e s t r a  que la e n e r g í i  

l i b r e  de H e l m h o l t z  puede s e r  e x p r e s a d a  como u n a  d o b l e  s e r i e  

de p o t e n c i ' a s  e n  ( h - 1 )  y ( e x p < B ~ : > - l ) ,  e s t o  sr r e a l i z a  e n  e l  

c a p f t u l o  111, donde t a m b i e n  se  p r e s e n t a  l a  c o n r x i b n  c o n  

1 a t r o r  I a de p e r  t u r b a c  i o n e s  conoc  i da. 

F i n a l m e n t e  e n  e l  c a p f t u l o  XU se p r e s e n t a  una manera  de 

c a l c u l a r  las p r o p i e d a d e s  a b a j a s  d e n s i d a d e s ,  m e d i a n t e  un 

d e s a r r o l l o  de l a  f u n c i ó n  r a d i a l  de d i s t r l b u c i 6 n  d e l  

s i s t e m a  de e s f e r a s  d u r a 6 .  

En e l  c a p f t u l o  U s e  p r e s e n t a n  l os  r e s u l t a d o s  h a r t a  

t e r c e r  o r d e n  y se comparan c o n  los r e s u l t a d o s  d e l  m e t o d o  dc 

Mon te  C a r l o  de H e n d e r s o n  y c o l s .  C41 Y se i n t e n t a  d e t e r m i n a r  

la r e g i 6 n  d e  v a l i d e z  d e  los d e s a r r o l l o s .  

, 



11.-DESARROLLO DE LAS PROPIEDADES TER1IODINAMICAS. 

En e s t e  c a p i t u l o  se  p r e s e n t a n  los  d e s a r r o l l o s  p a r a  l a  

e n e r g í a  I i b r e  Y l a  p r e s  

c u a d r a d o s  e n  t é r m i n o s  de 

s e  supone p e q u e ñ o  p a r a  

d e s a r r o l l o  y s e  c a l c u l a n  
I 

6n de tin f l u i d o  de pozos 

a l c a n c e ,  e l  p a r á m e t r o  (A-1) 

a s e g u r a r  l a  c o n v e r g e n c i a  d e l  

l os  t 4 r m i n o s  h a s t a  t e r c e r  03rden 

de d i c h o s  d e s a r r o l l o s  e n  f o r m a  e x p l  i c i  t a .  

fi.i.-DESARROLLO A CORTO ALCANCE PARA LA ENERGIA LIBRE. 

P a r a  e s t u d i a r  e l  c o m p o r t a m i e n t o  d e l  f l u i d o  d e  p o z o s  

c u a d r a d o s  a c o r t o  a l c a n c e  X " 1 ,  s e  d e s a r r o l l a  la e n e r g í a  

l i b r e  de H e l m h o l t z  A, e n  s e r i e  d e  T a y l o r  a l r e d e d o r  d e  X=1 .  

c o n s i d e r a  un f l u i d o  u n i f o r m e  e i r o t r ó p i c o  f o r m a d o  

m o l é c u l a s  e n  un vo lumen  V que i n t e r a c t 6 a n  con un p o r  F1 

. p o t e r i c  

ui:r .) ,  

d m d e  

al e s f d r i c a m e n t e  s i m 6 t r i c o  y a d i t i v o  p o r  pares 

a e n e r g l a  p o t e n c i a l  d e l  s i s t e m a  e s  

CN>=CrN 1 r e p r e s e n t a n  l a s  c o o r d e n a d a s  do p o s i c i 6 n ' d o  

la; PI  p a r t l c u l a s  y rLi e s  l a  d i s t a n c i a  r e l a t i v a  e n t r e  l a s  

' p 3 . r t l c u l a s  i y j. 

L a  f u n c i b n  de p a r t i c i 6 n  e n  el ensamble  c a n 6 n l c o  e s  

2 ,  = (l/N!h 3 N  ) o x p (  - ,%k(~ ' ,p 'Y)d?rd~Y , 
do.ride tt e s  la c o n s t a n . t e  de P l a n c k ,  3 = 1/kT donde K e 5  l a  

c o n s t a n t e  de Bol t z m a n  Y T l a  t e m p e r a t u r a .  ?-I e s  E l .  

h a m i l t u n i a n o  d e l  s i s t e m a ,  e l  c u a l  s e  puede s e p a r a r  e n  u n a  

p a r t e  c i n é t i c a ,  que depende de los  momentos d e  l a s  



B r o g l i e  Y l a  

normal  i ’zada e s  
-n 

O, =V 

L a  r e  1 dc 

e s t a d í s t i c a  Y 

f u n c i 6 n  d a  p a r t i c , i b n  c o n f i g u r a c i o n a l  Q ,  

d~*exp(-~U(N))=Ü*jd(N?~xp<-eU(N)) , 

6n f u n d a m e n t a l  e n t r e  l a  m e c a n i c a  

a t e r m o d i n á m i c a  en et  e n r a m b l a  c a n b n i c o  

e s  l a  e n e r g i a  1 i b r e  d e  He lmho i  t z  

E A  = -InZ,  , 
de donde 

8 (A-Aid) = -Ln a,, , 
donde A , ¿  e s  l a  e n e r g í a  l i b r e  d e l  pas i d e a l  . 

P a r a  d e s a r r o l l a r  l a  e n e r g í a  1 i b r e ,  l a  e n e r p l a  

p o t e n c i a r  p a r a  e l  s i s t e m a  de pozos c u a d r a d o s  se  puede 

e s c r i b i r  como e l  p r o d u c t o  de l a s  i n t r r a c c i o n e s  p o r  p a r e s ,  el 

f a c t o r  de B o l  t rmrn B ( x ) = e x p < - C u ( x ) >  c o n  x - r / u  , e s  

L a  r e p r e s e n t a c i b n  del f a c t o r  de B o l  tzman se m u e s t r a  e n  

l a  f i g u r a  2. 



FIGURA 2 

E s t e  f a c t o r  se  puede e s c r i b i r  en t é r m i n o s  de f u n c i o n e s  

de H e a u t s i d e  H<x-Y,  ) p a r a  e l  [ t e n c i a l  de p o z o s  c u a d r a d o s  

como 

0 ( x , x )  = e x p ( B c ? H < x - l )  - e x p ( B ~ ) H ( x - X )  t H(x-X) ,  

si se  d e f i n e  t = exp(bE)  - 1, se t i e n e  

13(~, ) , )  = ( l t t ) H ( x - l )  - tH(x -X)  , 
e n  p a r t i c u l a r  p a r a  x = l ,  0 ( x , l )  =I H(x -1)  = B r o ,  es  al 

f a c t o r  de B o l t z m a n  d e l  s i s t e m a  de e s f e r a s  d u r a s .  

L a  e n e r g i d  1 i b r e  e s  e n t o n c e s  

7(fi-Aid) = -LnQy,  

y Q ,  es l a  i n t e g r a l  c o n f i g u r a c i o n a l  n o r m a l i z a d a r  

t a l  que p a r a  e l  g a s  

l i h r e  p o r  p a r t í c u l a  

ecuac  i 6n (3) a l  r e d e d o r  

d e a l  Q = 1. S i  se  e s c r i b e  l a  e n c r g f a  

a =  C A/N, si s e  d e s a r r o l l a  la 

de i = l = O ,  se t i e n e  

I ( 5 )  

donde I os c o e f  I c i e n  t e s  d e l  d e s a r r o l  1 o son 

Nfrm' = -í/m! la" LnQ/31m I I i - i  í 6) I 
De la e c u a c i 6 n  ( 4 ) ,  e l  t e r m i n o  a o r d e n  c e r o  en l a  

e c u a c i 6 n  ( 5 ) ,  e s  s i m p l e m e n t e  l a  e n e r g í a  l i b r e  de e s f e r a s  - I 



d u r a s  f o =  a,, - a,c A s l ,  

t z f<"' ( A - 1  )" . a = n;, 

E l  t é r m i n o  a p r i m e r  o r d e n  en l a  

p r o v i e n e  d e  l a  e c u a c i 6 n  ( 6 ) :  

' f = -i/NCi)LnQ/@).l lv,TA%L, 

y si se u s a  l a  e c u a c i 6 n  ( 4 ) ,  se  t i e n e  

lRJ(íILnQ/íIh) = 1 a j d x x 2 0 - 1 ( x , ?  )10(x,A),'i)x g 

e c u a c i ó n  ( 7 )  

#I 

L.J 

donde Q,, ( x , X  ) = (N- l / (NUY-LQ~ )~d (N-Z ) . I IE l<x : ; , x>  eo la 

f u n c i 6 n  r a d i a l  de d i s t r i h i J c i 6 n  de p o z o s  c u a d r a d o s  y 0 = n p c 3  

/ 6  e s  l a  f r a c c i 6 n  de i b a q u e t a m i e n t o .  P u e s t o  que l a  

d e r i v a d a  de 0 ( x ,  X ) c o n  r e s p e c t o  a A ,  e s  de l a  e c u a c i 6 n  

(2 )  : 

a w a j  = t 6 C X - A )  ., (9) 

donde O(x-X) e s  la f u n c i b n  d e l t a  de  D i r a c ,  Ir e c u a c i q n  

( 8 )  se  puede i n t e g r a r ,  p a r a  d a r  

1 / ~  aLnQ/ai = 1 2 n t Y ( x =  A, x )  x2, t 10)  

con Y ( x >  = Q ( x ) / ~ ( x ) .  P o r  lo t a n t o  e l  t e r m i n o  a p r i m e r  

o r d e n  es :  

f< l i=  -12ntYO(I7) , (11) 

donde Y o  ( rl) = Yp, ( x = I , X = l )  = Y,, ( x = l )  = g , , < x = l ) ,  e s  l a  

f u n c i 6 n  r a d i a l  de d i s t r i b u c i 6 n  de e s f e r a s  d u r a s  e n  

c o n t a c t o .  Además, se  puede usa r  la e c u a c i 6 n  ( l o ) ,  p a r a  

( e c u a c i 6 n  ( 6 ) ) ,  como c m )  g e n e r a l  

, s e  o b t i e n e  

( 1 2 )  >m-$ 
X = X , A )  ?,:>/a I ¡ , - ~ .  

e s c r i b i r  el t é r m i n o  

f u n c i ó n  de Y ( x , \ ) .  A s  

+(a = - i 2 l t / m !  ti)m-' ( Y  

P u e s t o  que l a s  p r o p  ¡ e d a d e s  t e r m o d i  ndmi cas  p a r a  u n  

s i s t e m a  de e s f e r a s  d u r a s  son b i e n  c o n o c i d a s  y e s t a n  

r e p r e s e n t a d a s  p o r  e x p r e s i o n e s  c e r r a d i s  d e  f o r m a  p r e c i s a  



-,, I .  

1 

Carnaham-Ctarl in9 C71, el primer orden del desarrollo a 

1 corto alcance tiene una forma analltica simple. Sin 

, embargo, esta aproximaci6n a primer orden tiene serios 
I 
1 

( 1 )  a defectos; l a  fuerza atractiua esta sobreestimada por f 

1 altas densidades a causa de que Yo(ll) crece con n ,más 

rápido que a,, ( q ) ,  Y asf esta aproximaci6n no da una 

fase liquida estable. Además puesto que el sequ,;r?o 

coeficiente virial del sistema de pozos cuadrados 21’3na’ 

texp( ) < l - X 3 )  + A ’ ] ,  e s  de orden < X - l > 3  y la ecuacidn (11) 

1 

1 
1 contribuye so lo  a primer . orden, l a s  propiedades del gas 

diluido no se obtienen exactamente. Ambos defectos se pueden 

corregir p o r  una aproximación a 6rdenes superiores. 
‘1 

para m > 2, se 
expresan en tPrminos de derivadas de Y(x,X). S i  se’denota 

Y = UY/Ux ,Yx = UY/ax, Y n  = UY/3ri Y similarmente para las 

de.r ivadas 

(12) da: 

cm) Los t4rmi nos de orden super i or 

1 
J. 

iJ 

1 de orden superior Yxx =3’Y/i)x2,. . . . , 1 a ecuac i 6n 
j 

(13) 

(14 )  

O O 
f‘2’ = - 1 2 q t Y O  - 6nt(Yx + Y A )  , 
f(3’ = -4ntY’- 8nt(Yx + Y A )  - 2qt<Yix + 2Yx\+ Y ~ A )  , O 1 

donde el superrndice “ O ‘ ,  significa el ualor de l a  

función en x = A =  1 ,  las derivadas Y x ,  Y, ,etc., aparecen 

debido a que en l a  funci6n Y(x,i) debe tomarse a n  cuenta 

q u e  depende de x = A y A,por lo tanto 

L *  

ay(x,h)/;)4 = í)L(X,!.)./;)X 4 í)Y(x,’)/?l . 
E l  primer termino del lado derecho de las ecuaciones 

(13) y (14), junto cori el término a primer orden dado p o r  

la ecuacion (11), cordbcen al segundo coeficiente uirial 

exacto del fluido de poros cuadradas. 

i 

. ._ .. . .  
. . , . ..,... 



En l a  siguiente secci6ii 49 realiza un desarrollo 

equivalente para l a  presibn Y se presenta la conexión 

entre ambos desarrollos. 

I1.'2.-DECARROLLO A CORTO ALCANCE FA& LA PRESIW.  

Antes de calcular explfcitamente las  derivadas en las 

ecuaciones (13) Y (14), se calcula el desarrollo a corto 

alcance para la presión. Este se puede obtener por dos 

caminos diferentes pero equiualentesr por diferenciación 

de la energía libre, ecuacibn (6) '  o desarrollando la 

expresi6n del teorema uirial de Clausius, 

B P/D = 1 - ' ( 2 n E / 3 )  0 Ig(r)r3 '3u/3r dr . 
Si se aplica al sistema de pozos cuadrados el último ' 

desarrol I o, se tiene 

= EP/.- = I t 4 q ( l + t ) ~ ( x = ~ )  - 4i7ta3 Y ( ~ = A )  , (15)  

donde z es el factor de compresibilidad y su desarrollo 

alrededor de X " 1 ,  est 

Z = t m.1 y z-1 ( A-1 )m , (16) 

donde los coeficientes del desarrollo son 

= í / m ! < 3 m ~ / u A m ' j ~ A = i .  (17) 

[Se l a s  ecuaciones ( 1 5 )  Y (17 )  se encuentra para l o s  dos 

<mi 
2 

. -  

pr imerns tOrminos 

Z'l' = 4.:Y3 - 4i;t(3Y0 t Yi) í 18) 

Y 

zrf) = ~ 7 y : ~ , -  j2:lt:~" + Y# t rh) - 2 q t : ~ i ' x  + -2~;:). ( 1 9 )  

Por o t r a  parte, si se comparan ! o s  desarrollos para la 



energfa libre Y la presiór,, ecuaciones ( 5 )  y (16), se 

encuentra 

P' = n 2f'"' /an , 

L a  equ i val enc i a de ambos desarroll os para todos 1 os 

órdenes imp1 ica - u n a  serie de ident.idades, para m=l se 

obt i ene : 

tX'(YX t Y A )  - 3nxzY,71~xx Q Cl+l/t)YA(x=l) , ( 2 9 )  

esta ecuaci6n es explícitamente vedficada en el 

aperidice C. La ecuaci6n (20) evaluada en x = A =  1, da 

(21) 
O O YO/t,= A Y x  - 3nyn 

# y diferenciando la ecuacidn (20) con respecto a ;*. y S I  se 

ha.ce x = A =  1 conduce a 

. .  

Y o  / t  = -6nY0 t 3(Y8 *Y:) t Y ~ x  t 2Y>p - 3n(Y>pq+ Y ; ) ,  (22) x x  n 
las ecuaciohes (21) Y (22) son de importancia práctica 

porque los .' terminos Y#, Y ~ x ,  etc. son mucho mas f á c i l e s  

de evaluar q u e  Y!, YiX, etc. 

Finalmente. en l a  siguiente secci6n se calcula de forma 

explfcita l o s '  términos del desarrollo hasta tercer 

orden. 

II.3.-FORMA EXPLlCITA DE LOS TERMINOS DE SEGLNDO Y TERCER 

ORDEN. 

P a r a  calcular l a  energla libre de sistema a tercer 

orden en i -1, se necesita evaluar l a s  distintas derivadas 

que aparecen en las e c u a c ~ o n e s  (13) y (14). La funcidn YX 

se puede obtener directamente de l a  definici6n de g ( x )  en 



e l  ensamble  c a n 6 n i c 0 ,  o e ~ . ~ u i v a l e n t e m e n t e  de l a  segunda 

e c u a c i 6 n  de la j e r a r q u í a  YGB t81.  La f u n c i 6 n  Y x .  

i n v o l u c r a  la f u n c i 6 n  d e  d i s t r i b u c i 6 n  de t r e s  c u e r p o s  9‘’’ 

( x , x ’ , x ‘ ‘ ) .  Para  e1 p o t e n c i a l  de p o z o s  c u a d r a d o s  y x = X =  1 

s e  e n c u e n t r a  
5 

YX = 6:;Y0 ’ B , ( n )  , í 23) 

donde 
1 

B,(,-,) = f I dx’x’(Z-x’2>G,, < x = l  , x ‘ , x ” = l )  g,,(x’) , ( 2 4 )  

donde 

G,, ( x , x ’ , x ” )  g ~ ~ ( x , x ’ , x ” ) / g , .  :)ges ( x ” ) g s 0  ( x ’ )  , (25) 

105 d e t a l l e s  de la d e r i v a c i ó n  se e n c u e n t r a n  e n  e l  

a p é n d i c e  A. 

La f u n c i b n  de d i s t r i b u c i 6 n  t e r n a r i a  se puede 

s i m p l i f i c a r  ‘ s i  se  usa la a p r o x i m a c i b n  de s u p e r p o s i c i O n  

de K i r K w o o d  (AS)  CP1. L a  AS ha s ido p r o b a d a  p a r a  e s f e r a s  

d u r a s  p o r  A l d e r  C101 Y m u e s t r i  g r a n  a c u e r d o  c o n  la 913) 

e x a c t a ,  +n  c a s o s  s i m i l a r e s  a los de l a  e c u a c i 6 n  ( 2 4 ) ,  e s  

d e c i r ,  e n  c o n t a c t o  x = I ,  y c e r c a n a s  a la c o n f i g u r a c i 6 n  

e q u i l á t e r a  x = x ’  = x ” .  En la A S  g‘i: = gLb (x)g,, ( x ’ ) g C 3  

( x ” )  y l a  f u n c i 6 n  G t o  en la e c u a c i 6 n . t 2 5 ) ,  e s  e n t o n c e s  

i gua l  a 1, t a l  que la e c u s c i 6 n  (24) se r e d u c e  a l a  s . imp le  

c u  adr ,a t u r  a . .  

En e l  a p é n d i c e  8, s e  m u e á t r a  quo Y, s e  puede 

en el e i isamble  g r a n  c 8 n b n i c o  en f o r m a  s i m i l a r  a 

p a r a  e l  t é r m i n o  de segundo o r d e n  e n  l a  t e o r  

p e r t u r b a c i o n e s  d e l  e s t a d o  I f q u i d o  [ I l l .  La f u n  

o b t e n e r  

a u s a d a  

a d e  

i 6 n  Y; 

i n v o l u c r a  f u n c i o n e s  de d i S t r i b u c i 6 n  d e  c u a t r o  c u e r p o s .  S i n  



-, , -,, r .~ 

rs: 
embargo . Y  esta relacionada a Y X  Y YQ por la ecuación 

(21). Esta ecuación se der-iva en el apéndice C, donde se 

prueba l a  consistencia entre el desarrollo de la energla 

libre >' la presibn, Y se evita la necesidad de manejar l a  

fun'c i 6n de di s tr i buc i 4n de cuatro cuerpos 

exp 1 I c i t amen te. 

I 
.I 1 '.> 

i 

, 

1 
! 

! 
Finalmente, las der'iuadas de segundo orden Yxx y YXX.SC 

calculan en el apéndice O, Y son: 
O 

Ytx = ?:/Yo - 2Yx + í2nY32 <B,(n) - 2 Y,, (~=2)),' .. (26) 

1 .  

i 

Y 
n o  o . o  o 2 

Yx" / t  -6nYxY /Y + YXX - 2Yx - 18ri2Y.o B ' , ( n )  , í 27) 
1 17 

donde B', ) = iaS,<n )/an , 
Y 

I ,  - B2(n) =j,dx'x'G.. (x=l ,x',x"=í>g,, (x') I 

donde G E D  está definida por la ecuación ( 2 5 ) .  La 

integral B, también se simplifica en la AS para ser: 
1 

B 2 ( n )  = I, dx'x'g., (x') . (28)  

Las ecuaciones (21) a ( 2 8 ) ,  si se usan junto con las 

ecuaciones (13) Y (14) resultan en una forma explicita 

hasta tercer orden del desarrollo a corto alcance. 

En el pr6ximo capítulo s e  realiza la conexibn de 

esta teoría con la teoría de perturbaciones. 

.=- 



111.- DESARROLLO A CORTO ALCANCE E I W E R C O  DE 1-6 

TEMPERATURA. 

En este capltulo se muestra que el desarrollo de l a  

"1 
? 

? 

! 
' 1  

energid 1 ibre de Helmholtz se puede expresar c o m o  una 

doble serie de potencias en ( A  -1) y t, se rcallza la 

conexión con l a s  propiedades que se calculan con teorla 

de perturbaciones. 

Los tres primeros términos - 1  el desarrollo a corto 

alcance se calculan explicitamente en el capftulo 11, 

muestran que f ( n )  e s  un polincmio de orden m en t .  Esto 

también e s  ciecto para m > 3, a causa dQ que l a  

diferenciación repetida de Q con respecto a )\ introdlJce un 

factor extra UO/aXa t (ver ecuaclon 9 ) .  A s i  l a  forma 

general del termino de orden m es: 

Los coeficientes del desarrollo en t, fmP 

de l a  densidad Inicarnente. 

Se quiere escribir i o s  tcrminos del desarrol 

f"' = f t , 
11 

f(3' = f t t f t '  t f t 3  , 
3 1  3, 3 1  

i 1) Se sabe que f = -l20tYg, de aqul se ve que 

í 29) 

son funciones 

o ccmo: 

f = -121.1 Y . 
4n se sabe que f ' "  = -12 t Y ;  - 6 * t ( Y ;  + ~f;>, puesto 

os términos Yc,Yi son independientes de t y Y '  es 

1 1  

r 

proporcional a t ,  se tiene 

.- 
I 

:. . . . . . ~  . .~ - -  
___- 



7 
y 

f [ ' )  = -12?,tY0 - 6 ,tYX - 6::t2(Y:3,./t) , 
= t(-12riY0 - dV;Y!::) + t ' (-ónYi/t )  , 1 C .I 

por i o  tan to  

7 
f = -12riY ' - 67Yx . , 

2 1  
0 @ 

I y f = -óriYi/t = -6rCYx - 3nY7 '., de donde 

f = -6nY'i t 18ri'Y@ . 
2 2  71 

I 2 '  ' ,  

I 

F ina lmente  f I3' = -4qtY'- 8r?t(Y4 t Y:) - 2ri<Y$x t 2 Y i A t  

de donde l o s  términos  Y' ,  Yg, Y g x ,  Y 4 ,  Y:, son 

i nd ipend ien tes  de t ,  los  términos Y A ,  C YA,,, YXO i son 

p roporc iona l es  a t y f ina lmente  e l  término YxA e s  

O 

1 
j 

I por i o  t a n t o  

O O 
YXA/t = -6riY' + 3Y8 t YJx - 3nYin  + C3Yc t 2 Y 4  - 311Yhri1 , 

r( 

f'"= t(-4riYc - 8riY8 - 2riYix) t tZ(-ElriYi/t - 4r iY i~/ t )  

-2'it2(-6:iYC t 3Y>p t Y8x - 3 r i Y i q t  t 3 Y )  t 2Yxl- 3';Y,,l), 

-i t (-4qY@ - 8riYj - 2riYJx) t tZ(12ri2Y: - 8riYi/t - 4'!YXl/t 

3 
1 

., ri I* 
~ , .  

-6rlY2 - 2nY2x t 6p2Y>p,,) t t3f-6riYi/t - 4 W i A / t  t 6'l2Y;,,/t), 
1 

de donde 

f 31 = -4riYO - 8nYX - 2nYXx , 
f,= 3611'Y: - i4nY>P - 2riY>Px t 6ri%GrI - 4rIY;~/t , 

f u -6?Y>E t 6r iZY2 - 18'7'Y:, - 4W?h,/t 

En  resumen h a s t a  m=3, l os  c o e f i c i e n t e s  son : 

f,l= -12iiYQ , 
f ,., =1 -121jl ' - 6:i~>p 

f : = -6,;YX t 18:~I-Y *' 
, 

11 ' 
f :, = -4 :Y " - 8yY2 - 21;Y;x 

f 1 2 =  367'Y,'> - 147Y; - 2 ~ Y r ' x  4 6t~'Y;., - 4'Yx\/t 

f - 6 r Y I  t 6r,'Yx"!, - 18r%,',,, - 4'Y;,,/t . 

, 
o , !. 

1 S i  so s u s t i t u y e  l a  ecuac idn (27) on  la ecuaci6n ( 7 1 ,  %.e i 

( 3 0 )  



* ,  a $ 
ob t i ene : 

,. 

a ( n , t , > \ )  = at ,  ( 0 )  + nit :: \. f,q ( l l ) t i  ( i - 1 ) "  . ( 3 1 )  

E s t a  e c u a c i ó n  m u e s t r a  que t r u n c a n d o  e l  d e s a r r o l l o  a 

cc i r ' to  a l c a n c e ,  p a r a  v a l o r e s  pequeños p e r o  f i n ¡  tos, d i v e r g e  

a , t e m p e r a t u r a s  pequeñas  donde t --> "'. E s t e  c o m p o r t a m i e n t o  

r e d u c e  l a  a p l  i c a b i  1 i d a 6  d e l  d e s a r r o l l o  a c o r t o  a l c a n c e  en la 

f o r m a  e x p r e s a d a  p o r  la e c u a c i ó n  ( 3 1 ) ,  aun m á s  d e b i d o  a 

que t c r e c e  e x p o n e n c i a l m e n t e  c o n  una d i s m i n u c i 6 n  e n  \ a  

t e m p e r a t u r a .  P u e s t o  que l a  t e m p e r a t u r a  c r f  t i c a  TZ d e c r e c e  

con . l a  d i = m i n u c i 6 n  d e l  a l c a n c e  ( l - l ) ,  I a  r e g i o n  de 

i n t e r é s  f í s i c o  se  mueve a t e m p e r a t u r a s  ba j a s .  De a q u l  

que e s  i m p o r t a n t e  t e n e r ,  un d e s a r r o l l o  que s e a  mAs 

57 i : c o n v e r g e n t e  p a r a  'T pequeñas .  E s t o  se puede r e a l i z a r  s i  se 

1 ,  

1 
~ 

l .  
! j  

. .  

'1 

r e g r e s a  al esquema c o n v e n c i o n a l  d e l  i n v e r s o  d e  ) a  

t e m p e r a t u r a ,  donde e l  p a r á m e t r o  d e l  d e s a r r o l l o  Q S  l/T = 3 ~  
1 

-* i , en l u q a r , d e  t = e x p ( f , c )  - 1 Y s e  o b t l e n e  d e  l a  e c u a c i 6 n  

(31)  s i  se d e s a r r o l l a  t 0n. p o t e n c i a s  de ' ;c Y r e a g r u p a n d o  l a s  

s e r i e s .  P o r  lo t a n t o  se puede e s c r i b i r :  
, 

c n  

acr,, ' : : . , t )  = aeo 't .L a ; ( n , i )  ( LE)' , í 32) 
L., 

4 

donde a; < r , , > i , ) ,  son l o s  t é r m i n o s  comunes d e  a t e o r í a  de 

p e r t u r b a c i o n e s  de a l t a s  t e m p e r a t u r a s .  De l a s  e c u a c i o n e s  ( 3 1 )  

2' . ( 3 2 )  s e  o b t i e n e  p a r a  los t r e s  p r i m e r o s  t é r m  n o s ;  

a : ( ! - , , ' \ )  = + l l ( i - l )  t +:1(,I-i)'!+ f21( ! , - i )3t  ..., ( 3 3 )  

a ( '  , ' )  = +!,'2(.,-1) t ( f i i / Z t f : ? ) ( : . - l ) ' t  ( f ? 1 / 2 4 f i ? ) ( ' - 1 ) 3 > .  (34) 

! a i  ¿ !., , I ,  ) .= f2/5( ? - I )  t ( f  1;/6+f 2 )  ( ' -1  ) + ( f  ?/6+fy+fy) ( '-1 ) f <  35) 

E i p r e s i o n e s  c.irni l a r e s  5e e n c u e n t r a n  p a r a  c u a l q u i e r  a : ( ? , > )  

en t e r m i n o s  de.  ( A - 1 ) .  

? 
L a  e n e r g l a  i n t e r n a  U = f I J íN ,  %.e puede o b t e n e r  



En el siguiente capltulo se realiza un desarrollo 

uáiido a b a j a s  densidades en el cua’ se utilizan los 

resultados que se obtienen aquf Y en el capftulo I 1  . 



Con base en los rescltados que se obtuvierbn e n  l o s  

capf tulos anteriores s e  v e  que se puede tener una 
:I : 

, I  

1 ecuacion de estado analitica, s i  s. tiene una forma 

analftica de evaluar ciertas integrales para el sistema 
.I 

, I  I esferas duras. Con esta idea en mente se obtiene u n  

?l. 4 desarrollo má.s restringido, ya que s61o es uálido a 
,/ .' 

bajas densidades. P e r o  nos proporcionará una rcuaci6n de 

'B ! estado de fácil manipulaci6n para .calcular las 

, 

i - prop i edades t ermod i nbm i c as de 1 s i sterna. . .  
! i! IV.1.-DESARROLLO UZRIAL 

i 

"I, Como se ha demostrado por .WON, KIRKWOOD,J. DE BOER 
i 
i ,I 

< I  

t 1 2 1 , .  la función radial de distribucidn de un gas 

compresibie se puede desarrollar en potencias de ir 

,den 5 i dad : 

q 

I 

rv'i 

g ( r )  '= exp(-Eu(r))ti + cgl(r) + O '  g ~ ( r )  + p 3  g (r) t... I (38)  - 3 

ls'distancia entre l a s  moléculas se denota por r, el .<< 

! potencial interrnolécular p o r  u(r) Y por O e1 número de 

moleculas por unidad de volumen. La funcibn g(r) esta 

normal izada al valor unitario para distancias grandes, cano 

3 e  conoce g (r), g (r), g ( r ) ,  etc., se pueden expresar como 
1 3 

integrales de cQmulo en las cuales l a  posici6n de dos 

partículas se mantiene f i j a .  

E n  mecánica estadfstica c l á s i c a  Y con la 

h suposici6n, de aditividad por pares se encuentra C131 : 



'., 

f(r )dF dF , 
YI 3 4  

( r )  se 

p o r  20 t é r m i n o s  d e l  m i m o  t i p o  de 

9, I 1  S i m i  I armen t e  p a r a  
I 

I 

1 l a  d i s t a n c i a  11,; - r k  1 e n t r e  

f u n c i ó n  f ( r )  e s  l a  f u n c i 6 n  
I 

i1 

( 4 0 )  

e n c u e n t r a  que e s t a  f o r m a d a  

(39) Y ( G O ) ,  donde rLk e s  

as p a r t f c u l a s  i y I< y ir. 

de M w e r  que e s t &  

r e l a c i o n a d a  a l  p o t e n c i a l  i n t e r m o l 6 c u i a r  p o r  f(r> = c x p ( -  6 

u)  - 1. 

P a r a  (39)  Y (40)  r e  puede e n c o n t r a r  e l  v a l o r  e x a c t o  de 

l a s  i n t e g r a l e s  e n  f o r m a  a n a l í t i c a  N i j b o e r  1141, para  ( r )  

se e n c u e n t r a  u n  v a l o r  p r e c i s o  si se  c a l c u l a n  las i n t e Q r a l e s  

n u m é r i c a m e n t e  Ree i 1 5 1 ,  l o s  r e s u l t a d o s  que se  o b t i e n e n  son  

loo s i g u i e n t e s  : 

g ( r )  = (2n/>>C2 - (3r/2) - ( r 3 / 8 ) l  p a r a  r < 2. 
I. 



-i)r 
arc C O S  C ( - r 2 +  r + 3)/(12 - J r 2 )  I , para i<r<CT, 

= -(Q (I-)): para Q <r<2. 

= o  para r > 2. 
1 

y g (I-) se encuentra abulado en Reo C151. 
3 

USdremcS estos resultados para eualuar los  términos 

necesarios para el cálculo de propiedades del sistema de 

pozos cuadrados. Se necesita encontrar y(r=2), su deriuada, 

las integrales B Y B y sus derivadas. La funci6n radial 

de distribuci6n en r = 2 se obtiene directamente por 

sustituci6n, asi como su derivada, los  resultados son: 

1 2 

9(x=2) = 1 - ~ ~ 0 . 4 0 7 3 2  + ~~0.310 

Y 

9'<x=2> - ~0.814634 + ~'0.930. 

Para las integrales se obtienen los siguientes resultados I 

B,= -0.75 + 0 0.17204 + ~ ~ 0 . 6 8 4 4 6 8  + p'O.12857 

E2= 1.5 + ~0.575957 - P20.404096 - P'0.333724 
8 '  = 0.17204 + o 1.368936 + P2-0.385T05 

E' = 0.575957 - P 0.808192 - P 2  1.01172 
1 

si se usan estos resultados se puede obtener l a  

energla libre d e l  sistema en una forma sencilla.. 

JV,2.-DECARROLLO UIRIAL EMPIRICO. 

Los resultados que se obtienen con el desarrollo virial 

cubren un intervalo en densidadea pequeño , para extender 
su intervalo de val idez se Construye un desarrollo 

emplrico para cada u n o  de los términos necesarios pari 

obtener 1 a energía 1 i bre. 

'- 

El desarrollo virial empírico e s  una rrpresentrci6n 

polinomial de uqa funci6n F de l a  cual por una parte solo 



1 

59 conocen sus primeros cueficienter de su desarrollo en 

serie y por otra se conoce su valar num6rico. 

En nuestro caso se conocen los primeros coeficientes de 

ciertas funciones que se representan por F,, e s  decir, 

F, = Fo+ o F l k  0 2 F 2 +  p 3 F 3 ,  

SI se calcula la diferencia entre el valor  de la 

funci6ri F Y el valor del decarrsllo F, , y  si se  co~>sijer.a 

que esta diferencia se debe a la contribuci6n le ras  

siguientes potencias en un desarrollo a orden superior, se 

puede realizar una gráfica de (F-Fv)/p4 Us. o,  y si re - 

puede trazar una recta, la ordenada al origen representa 

el cuar.to coeficiente, la pendiente representar& e l  

coeficiente a quinto orden. La recta trazada se selecciona 

de tal forma que a bajas densidades estos coeficientes no 

sobreestimen el valor de la funci6n y a altas densidades 

representen .mejor la curva aunque n o  se cubra el interua’lo 

comp 1 e to. 

Los resultados se obtienen con e s t e  procedimiento son: 

g(x-2) c 1.0 - ,P20.407317 + 

g’(x=2) -pO.814634 + P20.930 + p34.100 - p41.875 , 
E = - @ . 7 5 t p  0.17204+p2 0.684468t p30.12857-P4 0.625- Ps0.103 

B sf .5+ 00,575959- 020.404096- t?30.333724+ P40.2785+ P ’ 0 . 1 7 5  

E’ = 0.17204 + 01.36ü936 + d‘0.385705 - 0’2.5 - P40.!51S , 
E‘ = 0.575957 -0 0.8@8192 - z 1.01172 + C 1.114 t @ 4  0.875 . 

En el proximo capitulo se usaran estos resultados para 

P’0.310 + P*1.025 - P50.375 , 

1 

2 

1 

2 3 

obtener las propiedades del sistema Y se comparan con los 

resultados num0ricos, esto se encuentra en las figuras 8 Y 

9 en el proximo capitulo. 



U -RESYLTRDOS * 

Para encontrar las propiedades termodinámicas del 

sistema, se necesita :alcular l a  funcibn radial de 

distribuci6n para e1 sistema de esferas duras, lo cual s e  

realiza utilizando el programa. de Verlet Y Weis que 

representa los resuliadas precisos para dicho sistema 

comparador con los que re obtienen de las simulaciones de 

Dinamica Molecular y de Monte Carlo. En el cálculo de las 

integrales se utiliza un programa de intepraci6n por el 

método de Simpson que utilizó 1001 puntos y para las 

derivadas se utiliz6 un programa de derivaci6n por 

interpolaci6n de Lagrange con 5 puntos. 

La energía interna del sistema de pozos cuadrados se 

calcul6 de la ecuaci6n (37) a tercer orden en ambas 

variables ( > - 1 )  y BE . La dnica aproximrci6n que se 

introduJ6 fue l a  AS como se discutit en la seccl6n 1 1 .  

El menor valor de X para el cual existen resultados del 

método de Monte Carlo reportados por Henderson y cols. E41 

es de X = 1.125. Para este sistema l a  energía interna se 

grafica en l a  figura (1) como una funci6n de BE Y en l a  

figura ( 2 )  como una funcibn de D , Ambas figuras contienen 

también los resultados de Monte Carlo. Cano Ya se 

menciono, una regi6n importante del espacio I, - T  e s  

aquella que contiene al punto critico. De l a  teoria de 

perturbaciones a segundo orden, Henderson Y cols. t 4 1  

encontraron = 0.594 y c: = 0.46 para\ = 1.125. La figura 

( 1 )  muestra que para <*:= 0.4 el desarrollo a corto a1CSiiCC 

f 

+ 
T, 



da buenos resultados abajo de la menor temperatura ( T + = 0 . 5 )  
1 

I que se considera en los cdlculos de Monte Carlo. Para 0'3 

I 0.6, el desarrollo a corto alcance da rrsultados demaaiado 

negativos. Este efecto es evidente en l a  figura < 2 ) ,  donde 

l o c  resultados del desarrollo a corto alcance est6.n de 

acuerdo con los datos de Monte Carlo para densidades p < 
0.4. La desviaci6n se incrementa más lentamente a bajas 

temperaturas pero bastante fuerte a densidades mayores. Por 

1 

c 

I 

lo tanto l a  ecuaci4n de estado a corto alcance situará 

precisamente al punto cri:ico s i  6ste ocurre P 

densi dades pt 0.4 o menores. PuestQ que la ecuaci6n de 

estado a corto alcance es explfcita en todas las uariablcs 
1 

%. 1 , T y A , ésta se presta para realizar cálculos 

econ6micos y precisos de z c  como :unci4n de A .  El 

desarrol lo que involucra t = oxp( (3s) - 1 como parametro de 

la temperatura es, como se esperaba, menos convergente que 

la vers:6n en términos del inverso de la temperatura, BE 

. Esto también se manifiesta en la figura (1). 

i 

Para valores grandes de X , l a  ecuaci6n de estado a 

corto alcance tiene las mismas caracterfsticas generales, 

a pesar de su convergencia reducida. La figura ( 3 )  muestra 
s 
U( p , ~  , A )  para, A =  1.125, 1.250 y 1.375, como fYnci¿n de B E  

en .: =0.4 .  Para A -1.250, la energfa interna predicha 

est6 de acuerdo s6io cuali tatiuamente con los datos de 

Flnnte Carlo. En este caso, la teorfa de perturbaciones a 

segundo orden da cc = 0.34 y Tc = 0.913 t 4 1 .  O t r a  v e z ,  e l  

t 

L. 

+ * 

canportamiento de l a  ccuacibn de estado a corto alcance 

con C , se muestra en la figura ( 4 )  para 1 = 1.250, conduce + 



P a r k e r  y H e n d e r s o n  C163. E s t a  

e s t a b l e c e r  s o b r e  b a s e s  f i r m e s  l a  r e g  

i a  e c u a c i 6 n  de e s t a d t .  a c o r t o  a 

m u e s t r a  como una f u n c i ó n  de P e n  i= 

a e s p e r a r  p r e d i c c i o n e s  p r e c i s - s  a e s a s  d e n s i d a d e s  y m e n o r e s .  

Los p r i m e r o s  t b r m i n o s  d e l  d e s a r r o l . 1 0  de l a  e n e r g f a  

l i b r e  e n  e i  i n v e r s o  de l a  t e m p e r a t u r a  e c u a c i o n e s  (33) y 

( 3 4 ) ,  también se  pueden compara r  c o n  l o s  v a l o r e s  

c a l c u l a d o s  p o r  Henderson  Y c o l s .  d.1 s i m u l a c i o n e s  de M o n t e  

C a r l o  d e l  s i s t e m a  e s f e r a s  d u r a s  C41.  L a  61,t ima c a o  un 

a j u s t e  e n  su d e p e n d e n c i a  c o n  1 p o r  . f u n c i o n e s  d e s c r i t a . s  por. 

c a p a r a c  ibn  pcr rn l  t e  

6n de c o n v e r g e n c i a  de 

cance.  a -BA1/N s e  

l a s  f i g u r a s  ( 5 A  y 5R)  

1 

p a r a  d i v e r s o s  v a l o r e s  de 1 .  P a r a  1 ( 1.250 e1 U e s a r r o l l o  a 

c o r t o  a l c a n c e  da e x c e l e n t e s  r e w l t a d o s  e n  un a m p l i o  

i n ' t e r v a l o  de d e n s i d a d e s  h a s t a  o*" 0 . 8 .  P a r a  v a l o r e s  m a y o r e s  

de X , e l  d e s a r r o l l o  a c o r t o  a l c a n c e ,  e c u a c i 6 n  ( 3 3 ) ,  se 

d e s v í a  de l o s  c & l c u l o s  de Mon te  C a r l o  a d e n s i d a d o s  

menores .  . 

Los r e s u l  trdos p a r a  a = 4 A  /N, se g r a f i c a n  en l a  f i g u r a  

( 6 ) ,  son menos c o n v e r g e n t e s  qua los qUQ se  o b t i e n e n  p a r o  a . 
P a r a  e l  menor  a l c a n c e ,  X = 1.125, la e c u a c i ó n  a c o r t o  

a l c a n c e  ( 3 4 ) ,  e s t a  de a c u e r d o  con l os  v a l o r e s  n u m O r i c o s  

p a r a  r: (0 .6 ,  p e r o  p a r a  ~ 1 . 2 5 0  e s l a  empieza a d i v e r g e r  

2 2 

1 

t 

a l rededor  de p + =  0.3. L a s  p r e d i c c i c . n e s  de a 3 = €361, /N , 
e c u a c i ó n  (3.5) se g r a f i c a n  e n  a f i g u r a  ( 7 ) .  Aunque no 

e x i s t e n  c d l c u l o s  i n d e p e n d i e n t e s  d r  i cor) que compara r ,  e l  

c o m p o r t a r n i é n t o  de a c o n  psug i . e r e  m a  ~ o h r c  c o n v e r g e n c i a  c o n  

r e s p e c t o  d e  a . 

3 

+ 
3 

2 

A n t e 5  de i n t e n t a r  a p l i c a r  ' a  e t u a c i b n  d e  e s t a d o  a 



corto alcance del sistema a? pozos cuadrados, es importante 

I investigar el posible origen de PUS deficiencias; el 

I desarrollo a corto alcance produce una ecuaci6n de estado 

en potencias de 1-1 Y R E .  Así, es natural que su validez 

esté 1 imitada a corto alcance Y altas temperaturas. Los  

resultados que se obtienen muestran que l a  primera 

iimitaci6n n o  excluyen el intervalo de valores que son de 

interés físico, l a  segunda limitacibn no es muy 

I 

I 

* 
tan bajas cano T = 0.5 s e  cubren 

pal iimitaci6n está  en el 

variable1 a altas densidades, el 

cance no solo se desvia 

restrictiva, temperaturas 

adecuadamente. La pr i nc 

intervalo de l a  tPrcera 

desarrol 1 o a 'corto a 

1 considerablemente 'de los 
j valores de Monte Carlo, sino que 

d 

' muestra un comportamiento divergente. Este efecto. se debe al 

menos parckalmente a la dependencia en q de los términos 

individuales f,p (q), todos los cuales son proporcionales a Y. 

( n )  Y sus derivadas a alguna potencia. Otra posible causa' ' 

del error e5 el. uso de ¡a AS .de Kirkwood. Los primeros 

cuatro tbrminos en el desarrollo a corto alcance en 

potencias de t Y ( A - 1 )  tienen signos alternantes por lo 

tanto es posible que este comportamiento con l a  densidad se 

mejore si se incluyen términos s u p e r i o r e s .  en .1-1 .  Sin 

emhargo, un análisis del desarrollo a corto alcance en 

términos del inverso de l a  temperatura apunta hacia la AS 

como l a  caus.a principal del error; como se muestra en l a  

figuca C . 1 )  las contribuciones a U de p r i m e r  Y %egIJndo orden 

en - 5 ~  a r t  = 0.4. Par?. esta densidad l a  contribución a 

tercer orden C IE )' produce un v a l o r  demasiado negativo Y l a  

! 
,I 
! 

t -  
! 

+ 



t 
i n c l u s i 6 n  d e l  t é r m i n o  ( 3t. hace  U a6n más 

n e g a t i v a .  E s t o  i n d i c a  un e r r o r  e n  e l  c á l c u l o  de a 
3 

I p r o d u c i d o  p o r  l a  A S .  E s t a  c o n c l u s i ó n  e s  r e f o r z a d a  p o r  l a  

c f o r m a  de  a 3  c o n  c a n o  s e  m u e s t r a  e n  l a  f i . g u r a  ( 7 )  Y de a 

en l a  f i g u r a  ( 6 ) ,  ambas r e c u e r c a n  la f o r m a  de  4 e n  l a  AS 

p a r a  A = 1 . 5  c a n o  f u e  c a l c u l a d o ,  p o r  A l d e r  ( 1 7 3 ,  donde l a  

2 

I f o r m a  d e s c e n d e n t e  de l a  c u r v a  e s  u n  c o m p o r t a m i e n t o  e r r o n e o  

/I 
I! 

c a u s a d o  p o r  l a  AS. De don'dc e s  n e c e s a r i o  p r o d u c i r  un 

d e s a r r o l l o  ' a c o r t o  a l c a n c e  s i n  i n t r o d u c i r  de l a  

A p r o x  imac i6n de Superpc,:.; c i 6n. 
; I  

Los r e s u l  t a d o s  que se o b t i e n e n  c o n  e l  d e s a r r o l l o  v i r i a l  

e m p í r i c o  p a r a  l a  e n e r g í a  l i b r e  p a r a  a l c a n c e s  d e  A = 

1.125 y 1.250 s e  m u e s t r a n  en l a s  f i g u r a s  8 y 9 l a s  c u a l e s  

e s t a n  de a c u e r d o  c o n  l o s  r e s u l t a d o s  n u m é r i c o s  h a s t a  

I 
I 

0. 

as 

* 
d e n s i d a d e s  p = 0 . 7  d e n t r o  de  u n  e r r o r  d e l  5 X , e s  :1 
r e s u 1  t a d o s  m u e s t r a n  que se pueden u t i 1  i z a r .  p a r a  c a l c u l a r  

p r o p i e d a d e s  d e l .  s i s t e m a  e n  una  f o r m a  s e n c i l l a  y e x p l í c i t a .  I 

! 
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1 'I 
V ,  -CONCL'ISI ONES 

I L A  FCWCION DE PARTICION CLASIrA DEL SISTEMA DE POZOS 

CUADRADOS SE DESARRULLA EN TERMINOS DE h - l .  PARA OBTENER UNA 

ECUACICN DE ESTADO, L A  C W L  PUEDE SER EXPRESADA I 
EXPLICITAMENTE COMO UNA FUNCION DE p ,  T Y \. L A  UNICA 

APROXIMACION INTRODUCIDA FUE LA APROXIMACION DE 

SUPERPOSI C i  ON DE KI RKWOOD. 

LOS RESULTADOS DEL DESARROLO SE COMPAW CON LOS 

CALCULADOS POR EL METODO DE MONTE CARLO, DE DONDE SE 
I 

CWCLUYE I 

' !  

1.-QUE EL DE-WRROLLO E S  VAL100 A ALTAS TEMPERATURAS, 

AUNQUE CUBRE TEMPERATURAS TAN EAJ& COMO T *  = o .s  

 QUE* EL DESARROLLO ES VALIDO a ALCANCES PEQUENOS Y 

PllLCE OBSERVARSE QUE EL COMPORTAMIENTO PARA ALCANCES fin íWFr; 

UUE 1.125 ES CUALITATIVAMENTE CORRECTO. 

3.-QUE EL DESARROLLO ES VALIDO A DENSIDADES MODERADAS p* 

"0.4, LAS  CUALES S E  ENCUENTRAN EN EL LIMITE DE INTERES 

FI SI CO . 
4.-DE L A  COMPARACIOIJ DE LOS RESULTADOS PARA L A  ENERQIA 

LIBRE SE DBSERVA QUE LAS  PREDICCIONES PARA h = 1.125 DE a, y 3 

I CUBREbl LA R E G I O N  DE INTERES FISICO Y PARA ALCANCES MYCIRES 
I 

ESTAS PPESENTAN UN COPIPORTAMI ENTO DIVERGENTE, LOS RESULTADOS < 

PARA .a3 C D E . I F I M N  ESTE  COMPORTAMIEt4TO. L A  CAUSA APARENTE DE 

d DICHO COMPORTtllMIEFlTO ES  EL USO D E  LA APROXIMACIW DE 



SUPERPOSICION, CONCLUSION Q U I  SE  REFUERZA POR EL  

COMPORTAMIENTO QUE PRE3Ei47 A a2 XLCULADO EN LA APROXIMACION 

DE SUPERPOSION POR ALDER. 

5.-PARA MEJORAR LOS RESULTADOS Y QUE ESTOS CUBRAN M 

AMPLIO INTERVALO SE REQUIERE APARENTEMENTE N I T A R  EL USO DE 

LA APROXIMACION DE SUPERPOGICIOb!. 

¿.-EL DESARROLLO SE REALIZO PARA ALCANCES PEQUENOS, POR 

LO CUAL LOS TERMINOS DEL DESARROLLO SE EXPRESARON COMO ( X 

- I ) ,  PERO E L  DESARROLLO PUEDE EXTENDERSE FACILMWTE PARA 

ALCANCES VARIABLES REALIZANDOLO EN TERMINOS DE EL  P A M E T R O  

( A - i o ) ,  L O  CUAL PERMITIRIA PODER CONOCER LAS PROPIEDADES EN 

AMPLIOS INTERVALOS DE ALCANCES CON LA UNICA RESTRICCXON DE 

QUE LAS PROPIEDADES DEL S I S T W  DE REFERENCIA DEBEN SER BIEN 

CONOC I DAS. 

7.-LOS RESULTADOS PUEDEN OBTENERSE A PARTIR DE OTRA 

APROXIMACION QUE E V I T E  LA A S ,  M A  FORMA DE EVITARLO E S ;  Si 

SE USA LA APROXIWCI@4 DE PERCUS-YEVICK CM.IO UNA EXTENSION A 

ESTA TEORIA. 

I 



APENDI CE 'A'. 

C6lculo de Yx. 

En Mecánica Estadistica Cl&sica, en e 1  ensamble 

canónico se encuentra que l a  funci6n de distribución 

genérica o reducida, de Boer ti21 es:  
t 6;' (7" ) = [N!/(NVI)!QNI dCN-m) expC- BU(N>) , 

donde QN = d<N)expC- OUCN))=VN Q ,  , el número total dt 
partículas es N Y m e s  la configuración de un conJunto 

cualquiera de rn ( N particulae. 

Por lo tanto las funciones de distribución reducida de 2, 

3 Y 4 partlculas soni 

<Lb 
P, (1,2) = tN(N-l)/V' QUI  jdCN-2>exp(- BU(N)) , 

p:' (1,2,3) = tN(N-1)(N-2)/UU Q,.l JdCN-3)expC- BUCN)) , 
p':'(l ,2,3,4) = tN(N-l)(N-2)(N-3)AJH 

además para un fluido homogOneo P = NíU y o;<Frn) = 0"' 9:' 

(F") Y se puede escribir: 

jd(N-4)ewp(- BU<N)) , 

9 N  'U(1,2) = C1(2)(1,2)/P*, Y 

g$'(1,2,3> j ~:~'(1,2,3)/0~, 

gL4i1,2,3,4) = py"(1,2,3,4)/04, 

con los resultados anteriores, se puede escribir I 

gU'(1 ,2)  t(N-i)/b&J'-'Q~l jd(N-2)expC- CUCN?? , 
y l a  función Y(1,2) = gY'(l,2)/0(1,2), donde 0(1,2) 

c x p C -  : U ( X ~ ~ ) > ,  ahora se elige xIZ= r l 2 /  U , donde m e s  l a  

distancia entre las part Culas 1 Y 2 i de aquf, si s e  

flja l a  partfcula 1 en el origen una uariación de xIz 

involucra un cambio en a po9ición de l a  particula 2. 

Por lo tanto 

YX=ZIY ( x >/ax= 1 (N- 1 ~ A W ' ' ~ ~ O ,  1 d<N-2) 3 (exp C -6 U (NI+? U ( xu)  I ?/axy , 

- 



con la suposici6n de a('¡  tividad por pares 
Y 

UCN) - u(x,,) = :: u(i,j) - u(1,2) , 
i d j  

tal que , 

dado que las particulas son Indistinguibles se puede sacar 

la sumatoria e integrar sobro l a s  particulas distinta6 a 

las que se estan estudiando, por i o  tanto 

Yx = C (N-1) (N-2) exp (cu (x, *) >NU"Q, 3 .Id( 3) ' J0<2,3)/i lx~ 

. 8"<2,3)9dCN-33erp(-eU(N,> , 
si  se introduce la función de distribucibn do tres 



Yx = 6 n Y ( x i z )  d r  Y(x, , )U0(2,3)/1~Go(1,2,3)~(2i ( l  , 3 )  . 
N 

A h o r a  se e l i g e  u n  s i s t e m a  de  c o o r d e n a d a s  b i p o l a r e s ,  y s e  

m a n t i e n e  l a  p a r t i c u l a  I e-) e l  o r i g e n .  

Cuando s e  c a l c u l a  90(2,3)/3xu en e l  i n t e g r a n d o ,  s e  

m a n t i e n e  l a  p a r t í c u l a  3 f i j a ,  ,es d e c i r  

d e  l a  f i g u r a ,  p o r  l e y  de  l o s  c o s e n o s  se e n c u e n t r a  : 

x’, = (x; t X; - ~X,~,COS e) , 
Y axdaxui,,= (xu- X ~ C O S  e)/x23 

? 
2 2 2 

COS e = (xu+ xu- x,)/~x,x, 
Y 

además 

e n t o n c e s  

tambi  On d ( c o s  8 )  = -sen ü dü = - ( ~ , / ~ 3 ~ z ) d ~ 3  , 
i ) x p x u I x , =  ( X 2 , t  xu- x,)/2x,xu 2 

J 

si se s u s t i t u y e ,  se e n c u e n t r a  

9, C+l ,3 )  t . l t t >  l : s<%3-l )  - t : v x , - x > 3  , 
s i  a h o r a  se d e f i n e  xl?= x ’  Y x D =  x 

1 2 I 

.1 - , 

I 

.* s i  s e  i n t r o d u c e  l a  r e s t r i c c i ’ b n  en l os  I I m i t e s ,  se puede 

JJ d x ’ x ‘ d x ,  Y < x , ~ ~ ) c x  - X “ 4  ~ , l G < 1 , ~ , 3 ) ~ ~ ~ < 1 , 3 )  6(x23-5) , 
e 

= Y ( r ) j  c d x ’ ~ ’ ( x ~ t C . ~ . -  < ‘ 2 > G ( x , x ’ , ‘  ) g ~ ” ( x ’ )  si.  I x ‘ - x I < ~  <x’+x,  

! 

e s c r i b i r  

d A ’ x ’ ( >  +:’- x ” ) G ( x , x ’ , F  >$,” ( x ’ )  . - 1  

-1 



A s f ,  s e  encuentra  f lnalmente  

Y si s e  denota  por 
z 

B , ( ~ )  E J ~ C I X # X I ( ~ - X / ~  ) g F O ( ~ ' )  , 
f inalmente  s e  puede e 6 c r  i bi r 

2 
Yx' = 6 7 9  B,(q)  . 



I . ’  

I 



' !  
1 ,  

pero i 
* Y  

,:I .. ' 1 
í)[exp<-GU(N)31/3h = í)E(i , j )/ i )A 0-4 

a s í ,  la derivada esta dada por 

(N(N- 1 ÜH)/2 (d C N - 2  > Id( 3 4 ) í)8( 3,4 

exp(-f,UCN)) , 
; I y el primer término e s  - -( p2/2) ld(3,4)38(3,4)/í)X 81<3,4)9,<3,4)~,, í 1,2), 

por lo tanto, 

0(X)Yx E fl(X)Q,(X>a0(X)/~i t 2P I d<3>0-'<1 (3) 

a0(1,3)/ax g?(i ,213) + (~~/2)1d(3,4)8'<3,4)a~(3,4)/ax 

[g':(l 92,354) - Q u ( l  ,2)QN(3t4)1 - 8'(X)Q1\(X)a0(X)/3A , 
= 2,?(d(3)13-'(1,3)30(1,3)/3i $'<I ,2,3) t ( p2/2)/d(3,<0 

01(3,4>18(3,4)/3X tgy(l,2,3,4) - ~~(1,2>4~(3,4)3. 
El límite termodinámico en l a  expreslbn anterior (IC 

debe tunar con cuidado, puesto que cuando los pares de 

partlculas 1-2 Y 3-4 cstan bastante separados, e i  

integrando en el último tCrmino no e 5  exactamente nulo, 

para tener el llmite termodinámico correcto se debe 

pasar al ensamble gran canbnico. 

Se esta interesado en l a  derivada a densidad constante, 

l a  cual esta relacionada a l a  derivada a potencial quimico 

constante por: 

( í l g . / a x ) p  = (3g,,/ai ),, t (ag,,/au), (~II/?I) , 
el primer término es el que S Q  calculb en en Qnsambe 

canbnico y el segundo término no aparece en dicho 

ensamble, por lo que se debe agregar, as1 se encuentra 



1 que : 

! 

/ <  
J 

! 
o t r a  uez sen 0 d0 = X n  dxu / X u  X U  I así 
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si  en el segundo termino se define G(1,2,3,4) = 



APENDICE "C. .  

R e l a c i 6 n  e n t r e  Y, ,Yx e Yx , 

. ,  P a r a  o b t e n e r  e l  l f m i t e  t e r m o d i n h i c o  c o r r e c t o  se 
I 

c a l c u l a n  l a s  r e l a c i o n e s  en e l  ensamble  g r a n  c a n 6 n i c o .  

Y ( x ) =  P ' 2 ' ( x ) / ( 0 ( x )  P 2  ) ,  
si se  m a n t i e n e  f i j o  e l  número  p r o m e d i o  de p a r t f c u l a s  

B(X) ( '3Y(X) /W)" ,  = a< PC2tX )/  P S / W  = ( 1 / P 2 > < 3  P C 2 ~ ( X ) / W > & , ~  

< a  P(2>íW)<",  = (UPL2'/ i  V>V(U u/w)Iy>t (í)(5~2>puw) 

(í) U/W) = -u-l(ílP/í)P )7 , 

+ 2PL2tX) /P2V , , '  

e l  p r i m e r  t é r m i n o  se  puede e s c r i b i r  como 
. .  

L i '  
i 

. ,  donde 

cu b 

e l  segundo  t e r m i n o  e s :  
m 

( U  P"'/@v)u = 3 C ( 1 / 3  u .1 E (i?"'! )Zu(U,T)&2">/W , 
C G  

'donde f = & v ( z U / N ! ) Z ,  (U,T) , z = expC B p i > ,  a i r  , 
u> 

( 3  O'~'AV),, = - p"'(í)in>/iW)l, t u ~ l ( z ~ ~ ! ) ( ~ z ,  (u,T>/w)*,, 
u? 

+ ( l / Z )  ~~,(zU/N!>Z,(V,T)(3 P ' ' / u V )  , " 8  

a h o r a  se c a l c u l a n  c a d a  uno de los t e r m i n o s  

( 3  @>~IU)~ =aC(N(N-l )/Z,.,(V,T) )(dCN-2>exp(-BU<N>)/'JV , 
= -o(,'' /Z, I (2Z,/ íw)  + ( N (N - l j /Z~ ) jC ld (N -2>axp [ -OUo )/X I  , 

Y 

s i  se s u s t i t u y e  e l  v a l o r  d e l  término que se  c a l c u l 6 ,  se  









APENDJ CE ' D ' .  ,,! 
CALCULO DE DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

A h o r a  se c a l c u l a  Yxx, 

Yxx=UYx/i)x , 
del apendice "A"  

- - 

t amb 

con 

Y 

on del apéndice A se sabe, 
S W I  



’1 

Aho-a 5e calcula YxX. 

O O 0  o O 0  o 2 
YX = Y x Y  /Y + 6nY (Y B (n ) -tYxB (n ) )  t 6nY o x 1 1  1 

o o ,I o O O 2 
YX = 2YxY /Y -tY /Y t 6 n Y 0  x .i X 

I 



a h o r a  se  e u a l u a  l a  segunda  i n t e g r a l  
fit" 

t x  2ta,z- (x+ x )  2 i a ( x t  x ) / ' 3~ -1 .x -h  I 9( I X - x  I ) í x  2 t  x * - ( x -  x )  2 ~ u ~  X -  x i/ax 
s i  5 e  r e c u e r d a  que (x+X)i)(x+h)/5lX = (x t .A) ,  I x - X l i l x - X l / i ) X  = 

(x-J,) Y s i  se  toma ei c a s o  p a r t i c u l a r  X=X=I 

t 
@ I < x , ~ = x ) / @ l  = 28 (n? - 4g(x=2)  + S U d x ' x ' ( 2 - x ' 2 ) i ) g ( x ' ) / 3 X 1  ,\=,' 

2 

donde e l  u l t i m o  t e r m i n o  e s  i gua l  a l a  i n t e g r a l  que s e , a c a b a  

de e v a l u a r  y 8 ( 1 1 )  5e d e f l n l ó  en e s t e  a 'phndice,  S I  se  

s u s t i t u y e n  los v a l o r e s  e n c o n t r a d o s ,  se obtiene 
2 

O 0  o 2 0  2 
i- 

Y x  = 2YxYi/Y - tY% /Y t 6n\r < ( l + t ) t C  -8gCx5-2) - 4 A ( q )  
i. . .  1 

-3::aB ( . ? ) / a n 1 ' - t t 2 B  ( q )  - 4 ~ ( ~ = 2 )  + t ( - 8 9 ( x = 2 )  - . 4  A ( n )  
1 2 1 

-3 ( F ) / a c ) ~ > ,  



-3728 ( ~ ) / 2 l i  - 2 B (ri) - 4g(x=2)1), 
1 2 

2 O O O 0  
S I  se susti ture que 12r1YO CB ( R )  - 29(x=2) = YXX - Yx (Yx/Y 
-2), la cxpresi6n se reduce a 

2 

0 O 0  o O o rl 
= 2YxY,/Y - tYxx - 2tYx - 18q2tY 'JB ( n ) / U q  

yx x 1 

-24nt Y' [ A  (r;) t 2g(x=2)3. 
2 

S i  se escribe la integral A ( q ) ,  en terminos dQ l a s  

integrales B (n) Y B (r,) y se sustituye Y! , se encuentra 
finalmente 

1 

1 2 

O O 0  o O 0 2 
YxX/t -6nYxY /Y + YXX - 2Yx - 18rizYo B'(r1). 

q 1 



.. 
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