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: INTRODUCCION

Motivados por ciertos aspectos del formalismo de la dindmica cuantica y
la teoria de representaciones de grupos unitarios en los afios 30’s comenzo el
desarrollo de la teoria de dlgebras de operadores sobre espacios de Hilbert con
una serie de trabajos sobre el tema de John Von Neumann y F. J. Murray.
En el presente trabajo se describen dos lgebras de operadores relacionadas
con la dindmica del oscilador arménico cuantico.

Las ideas principales se encuentran en las lecciones 3 y 4 de la monografia
de William Arveson sobre una serie de conferencias dictadas en Texas Tech
University: ”Ten Lectures on Operator Algebras” AMS (Regional Confer-
ence Series on Mathematics, No. 55; 1984). Sin embargo en esta monografia
no se dan demostraciones detalladas ni es autocontenida, por lo cual hemos
desarrollado estas ideas proporcionando pruebas detalladas y completindola,
para obtener una introduccién autocontenida a dos algebras de operadores
relacionadas con la dindmica del oscilador arménico cuéntico.

Nuestro interés en desarrollar estas ideas surgié por la aplicacion de una de

i estas dlgebras de operadores para dar una versién de la férmula de Feynman-
Kac para el oscilador arménico, en el contexto de la teorfa de dlgebras de
. ' operadores sobre un espacio de Hilbert; llama la atencién que esta clase de

dlgebras han sido poco estudiadas desde el punto de vista matematico, no
obstante su estrecha relacién con la estructura algebraica de la férmula de
Feynman-Kac.

Los aspectos mds relevantes de nuestro trabajo se encuentran en:

(a) Una reformulacién del principio de Ehrenfest en términos de *-automorfismos
utilizando formas sesquilineales no necesariamente acotadas pero densamente
definidas. ‘

(b) Una deduccién de la ecuacién de Schrédinger partiendo del principio de
Ehrenfest reformulado en términos de x-automorfismos. Para esto fué nece-
sario demostrar que todo grupo de x-automorfismos es implementado via un
grupo unitario de operadores, lo cual hicimos de una manera elemental sigu-
iendo un trabajo de V. Bargmann [Barg.].

(¢) Una aplicacién de la versién del teorema espectral en términos de algebras
de operadores para relacionar el semigrupo de contracciones generado por el

Hamiltoniano H del oscilador arménico con el grupo unitario generado por
iH.




(d) Demostramos la propiedad de preservar positividad del grupo del os-
cilador arménico via una deduccién del niicleo de Mehler siguiendo a Barry
Simon [Ba.]. Y damos una una demostracién del Teorema 4.1.2 que W. Arve-
son sélo enuncia, siguiendo también a Barry Simon [Ba.].

El trabajo principia con una breve descripcién de la dindmica de un sistema
cudntico unidimensional, en el segundo capitulo reformulamos el principio
de Ehrenfest en términos de *-automorfismos del *-dlgebra de todos los op-
eradores acotados en el espacio de Hilbert L?(R), y demostramos que es
aceptable como principio bésico de la dindmica de un sistema cuéntico, de-
duciendo a partir de éi la ecuacién de Schrédinger para el mismo sistema.
En el tercer capitulo describimos el oscilador arménico cudntico y un lgebra
conmutativa estrechamente relacionada con su dindmica, obteniendo de esta
manera una forma alternativa de pasar al grupo unitario del oscilador arménico
a partir del semigrupo de contracciones de este mismo oscilador; la manera
usual de relacionar estos dos objetos es el llamado método de continuacién
analitica.

En el cuarto capitulo introducimos el proceso del oscilador arménico que
en probabilidad se conoce con el nombre del proceso de Ornstein-Uhlenbeck
y demostramos que la esperanza matematica de ciertas funcionales de este
proceso coincide con el valor esperado de ciertas observables en el estado fun-
damental "vacuum ezpectation”. Ademdas se consideran perturbaciones del
Hamiltoniano del oscilador arménico y se obtiene una versién de la féormula
de Feynman-Kac como una dilatacién generada por una perturbacién de un
grupo unitario de traslaciones por un cociclo.

La propiedad de preservar positividad del semigrupo de contracciones del
oscilador armdnico se demuestra en un apéndice.
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CAPITULO 1

LA DINAMICA DE UN SISTEMA
CUANTICO.

INTRODUCCION.

La Mecdnica Cudntica como herramienta en la prediccién del espectro
" de atomos y moléculas se considera como uno de los mayores triunfos de
la Fisica del siglo XX. En este capitulo hacemos una breve introduccién a
la Mecdnica Cudntica estableciendo una analogia con la Mecdnica Cldsica.
Ademas, estableceremos la dindmica de un sistema cuantico siguiendo tanto
el esquema de Heisenberg como el de Schrodinger; en el primero, la dinamica
se basa en la variacién temporal de las obsevables; mientras que en el segundo,
la dindmica estd basada en la variacién temporal de los vectores de estado.




1.1 ECUACIONES DE LA DINAMICA CUANTICA.

En Mecdnica Clasica los objetos bésicos son el espacio fase, un espacio
topolégico, las observabiles, funciones real-valuadas continuas sobre el es-
pacio fase y las simetrias, un grupo de homeomorfismos del espacio fase.
En Mecdnica Cudntica siguiendo la representacién de Heisenberg, el espacio

fase es reemplazado por un espacio de Hilbert separable H, las obsevables
son operadores autoadjuntos no necesariamente acotados sobre H y las
simetrias son automorfismos de la estructura de C*- algebra' del espacio
de operadores lineales sobre H.

Los operadores autoadjuntos se pueden considerar de tres maneras equiva-
lentes:

1. Operadores definidos sobre un subespacio denso de ‘H y autoadjuntos.
2. Medidas espectrales definidas sobre R.

3. Grupos unitarios (grupos de operadores unitarios) 1-paramétricos fuerte-
mente continuos.

La equivalencia entre 1 y 2 se obtiene de la versién de Von Neumann del

teorema espectral y la equivalencia entre’ 1 y 3 se obtiene del Teorema de
Stone.
Las observables en la dindmica fisica (cudntica) aparecen frecuentemente
como operadores diferenciales formales, los cuales son autoadjuntos sobre
algiin subespacio de H. En lo que sigue llamaremos estado, a un vector
unitario en el espacio de Hilbert H.

1Un *-élgebra es un algebra 4 sobre C con una involucién, es decir, una aplicacién
a+~+a*en Atalque parag,b€ Ay A e C(i}a* =a, (i) (a+b)* = a* +b*, (iii) (da)" =
Aa*, y (iv) (ab)* = b*a*. Un -dlgebra cuya involucién satisface (v) |la*a| = [ia||?, para
cada a € A es llamada C*-4lgebra.
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En la representacién de Schrédinger la evolucién temporal de un sistema
cuantico queda especificada diciendo c¢6mo cambian los estados al transcurrir
el tiempo. Esta es la contraparte cuantica de las ecuaciones de movimiento
clasicas.

Un postulado bésico de la teoria cuédntica es el siguiente; que establece una
relacién entre la evolucién temporal de un sistema cudntico con su energia
total.

POSTULADO 1.1.1

Sea 1(t) un estado de un sistema cudntico al tiempo t. Entonces, cuando
el sistema no sufre alteraciones, ¥(t) satisface la ecuacion

W) = H() (1)
con $(0) = o, - )

donde 1 es la constante de Plank normalizada,h =
Hamiltoniano que describe la energia total del sistem

% y H es el operador
a.

El problema de valor inicial (1) y (2) del postulado anterior se llama
ecuacién de Schrodinger. El operador H es llamado Hamiltoniano del sis-
tema y es la contraparte cudntica de la energia total del correspondiente
sistema cldsico. '

De aqui en adelante el desarrollo de los principios basicos se hara con-
siderando un sistema cuantico unidimensional, en el cual el Hamiltoniano
esta dado por

H = %P2+V(Q) 3)

donde V es un potencial, es decir,




con F localmente integrable sobre R en el sentido de Riemann y P, Q son los
operadores lineales sobre el espacio B (#) que definimos més adelante.

De aqui en adelante el espacio de Hilbert  serd L? (R), P y Q son los op-
eraderes de posicién y momento respectivamente en £ (L? (R)) definidos per:

Q:=multiplicacién por z;
con dominio:

Do ={y € L*(R) : z¢(z) € L* (R)} (4)

N I
P--—-—-—’L'&;,

con dominio:
Dp = {¢ € L2(R) : ¢ es absolutamente continua en Ry’ € L2 (R)} (5)

P y Q no son operadores muy singulares, pues es facil ver que C° (R) es
subespacio de Dy v & (R)? es subespacio de Dp, ambos subespacios densos
de L2 (R).

Ademés los operadores P y Q satisfacen®

[P’ P] = [Q» Ql = 0= [P: Q] = _-th! (6)

 donde [.,.] es el conmutador que actia como [A,B] = AB — BA, para
elementos en su dominio: Dy, 5 = (D4p) N (Dpy). Las ecuaciones (6) se
llaman ecuaciones ( o relaciones ) candnicas de conmutacién. Ademds para
Y € CF(R), pues se tiene que CF(R) C S(R) es un subespacio denso,
tenemos v

[H, Pl (z) = [~ 5 + V(@) i ()

Z8(R) = {f € C(R)/Vo, B e N, sup, |2*DP f(z)] < oo}
3De aqui en adelante para simplificar tomaremos A = 1.

9.
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= iV'(2)y(z) = {{(F)y().
Es decir [H, P} = i(F), de igual manera [H,Q] = —iP.

El conmutador es el andlogo al corchete de Poisson definidos en Mecénica
Cldsica. Este "nuevo corchete” nos proporciona una nueva estructura de
algebra de Lie no conmutativa sobre las observables de un sistema cudntico.

Otro concepto basico de la Mecdnica Cudntica introducido por Max Born
en 1926 es el valor esperado de una observable A en un estado ¢, el cual estd
dado por

(W, Ap).

El siguiente comentario nos permitird expresar de una manera cuantitativa
cémo evolucionan las observables en un sistema cuantico.

Sea. A una observable de un sistema cuantico que esta descrito por el
operador autoadjunto H y 4, la solucién del problema de valor inicial del
Postulado 1.1.1. Entonces el valor esperado de A, en el estado ¥, cambia
de acuerdo con

3t Av) = (w1, [, AL,
para ¥; € Dya N Dag.

Aplicando lo anterior a las observables P y Q obtenemos.

4Véase seccién 8.4 de [H. G.]

10




PRINCIPIO 1.1.2 (Principio de Ehrenfest)

La dindmica de los observables P y () de un sistema cudntico con un
. Hamiltoniano H, estd descrita por las ecuaciones

2 s PY) = (us i, Pl

= — (%, Fify) (7)
& {40, Q) = {3 i1H, Q)
~ (e, Pby) ®

con ¥{(0) = ¢y € S(R).

11
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CAPITULO 2

EL PRINCIPIO DE EHRENFEST.

INTRODUCCION.

En este capitulo, tomando el Principio de Ehrenfest 1.1.2 como funda-
mento basico de la dindmica de observables; v usando resultados basicos de
la teoria de 4lgebras de operadores (C*-dlgebras), obtendremos la ecuacién

y de Schrodinger para cualquier sistema cuantico unidimensional descrito por
un Hamiltoniano H.
Primero mostraremos que el Principio de Ehrenfest se puede formular en

. términos de x-automorfismos®, y después veremos que efectivamente el Prin-
cipio de Ehrenfest es aceptable como principio basico de la dinamica cuédntica.
x 5Sean A y B dos C*-dlgebras. Un *-motfismo de A en B es una funcién 9 de A en B

tal que ¥(z +y) = ¥(z) + ¥(v), ¥(Ax) = A(z), Y{zy) = Y(z)b(y) y ¥(z") = ¢(2)" para

z,¥ € A, A € C. Un »-automorfismo es un *-morfismo de A en s{ misma.

12




‘2.1 EL PRINCIPIO DE EHRENFEST EN TERMINOS DE
+»- AUTOMORFISMOS.

- Sea ou(T) = UTU;, T € B(L*(R)); donde {U,}cr es el grupo unitario
cuyo generador infinitesimal es-iH. Probaremos que {o;}icr €8 un grupo de
x-automorfismos de B(L?(R)).

En efecto,

1. o, es x-automorfismo para cada t € R
e Sean T y G operadores cualesquiera en B(L?(R)), entonces
a(TG) = U;TGU, = U; TUU; GU,
= (U TUYUFGUy) = u(T)as(G).
» Sea T € B(L%(R)) cualquier operador, entonces
a(T*y =U;T*U, = (UTU) = 4(T)* VteR.
¢ Supongamos que T' y G son operadores en B(L*(R)) tales que
a(T) = u(G) =F.  F € B(L*R))
es decir,
UfTU, = UGU; lo cual implica UU!TU; = UU;GV,
es decir,
TU, = GU, lo cual impl_iqa TUHU! = GUUS, de donde

T=aG.

Por lo tanto a; es inyectivo para cadat € R. Asi oy es x-automorfismo
inyectivo para cadat € R.

2. {o;}ier forma grupo:
En efecto, sea T € B(L*(R)) un operador cualguiera, entonces

e (T)=U3TUy=T; esdecir, ap eslaidentidad.

13




e Paratodo T € R y para t y s en R se tiene
atas(T) = at(U:TU ) U*(U*TU )Ut U;+3TUt+s = at-{-s(T)

por lo tanto {a;}ier es un grupo de x-automorfismos.

&

Las ecuaciones (7) y (8) se pueden escribir en la forma:
9 (o, Uz PUSpo) = (o, i(U; [H, YUtk )
2 (o, U QUitho) = (9o, i(UL [H, QIUL)o) (10

donde %, = Uty es solucion del problema de valor inicial dado por las ecua-
ciones (1) y (2) con ¢y € S(R).

Ahora sean oy(P) v :(Q) las formas sesquilineales definidas para @, €
S(R) por
at(P)[%”ﬁb] = (‘P? U:PUtd))s Y

a(Q)[w, Y] = (p, UL QUp).

Es decir, o;(P) y (@) son las formas sesquilineales asociadas a los oper-
adores U} PUy, U QU, respectivamente.

La derivada de una forma sesquilineal es otra forma sesquilineal, tenemos
entonces para @o € S(R) :

B (P 0] = (0, U PUso) = (o, iU 1H, PIUc)o)

dt )
= (o, ~¢(U; F(Q)U4)w),
)

2 0 @linr ol = S0, U QUIp) = (0, (UL TH, QIUoN)
= {0, iUy PU o).

Luego, resumiendo, las ecuaciones anteriores son:

14




%%(P)'[Soo,%] = —ia:(F(Q))lpo, o],

%%(Q)[‘Po, o) = ias(P)[po, o).

teR, p e SAR).

Las igualdades anteriores se tienen como igualdades de formas sesquilin-
eales densamente definidas en L?(R).

Entonces una manera equivalente de enunciar el Principio de Fhrenfest
es la siguiente:

La evolucion de las observables de un sistema cudntico con Hamiltoniano
H estd dada por un grupo de x-automorfismos {oy : t € R} de la *-dlgebra
B(L2(R)), gue satisface:

£ a(Q) = iou(P) 1)
d

aat('P) = —ia(F(Q)), (12)
en el sentido antes descrito. Ahora, tomando esta Gltima forma del Prin-
cipio de Ehrenfest como la base de nuestra dinamica de observables, de-
mostraremos que {¢; : ¢ € R} es implementado por un operador autoad-
junto H, de la siguiente manera:

oy(A) = e A A € B(L*(R)).
El grupo unitario e*¥ se puede usar para mover los estados de manera que
¥y, = etHay es la solucién de la ecuacién de Schrodinger.

Esto demostrarsd que el principio de Ehrenfest es aceptable como principio
bésico de la dinamica cudntica.

15




ot s

R L

2.2 MULTIPLICADORES Y EXPONENTES

En la presente seccion Ay serd alguna vecindad del cero en R y U, un
operador unitario para cada r € R. Ademsds demostraremos que se cumple
UU, = c(s,t)Us4r, para cada par de nimeros reales s y ¢, y ¢(s,t) un nimero
complejo de médulo uno.

DEFINICION 2.2.1

Un multiplicador local, es un par (¢, Np), donde ¢ : Np x Ny — C es una
funcién continua en cada variable tal que para r, s y t € N para los cuales
r+s, s+1tyr+(s+t) pertenecen también a Ny se cumple la igualdad:

¢(r, 8)e(r + s,t) = c(s,t)e(r, s + t). (13)

El siguiente teorema serd muy 1til para nuestros propésitos:

TEOREMA 2.2.2

Sea H un espacio de Hilbert, cada x-automorfismo o de B(H) es imple-
mentado por un operador unitario U, es decir, o{T) = U*TU, T € B(H)
para algin operador unitario U sobre H.

Demostracién: Véase pagina 20 de [Arv. 2].

Usando el Teorema 2.2.2 cada t € R, el x-automorfismo o; es imple-
mentado por un operador unitario Uy, 4.¢., para cada A € B(L?*(R)) tenemos:

No es evidente que la familia (U,);cr €s un grupo aiin cuando o lo es.
Para demostrar esto necesitaremos varios resultados auxiliares.

16
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PROPOSICION 2.2.3

Si {ay : t € R} es un grupo, entonces U,U, = c(s,t)U,44, Vs, t € R.
Donde c(.,.) es una funcidn que cumple la condicion dada por la ecuacion

(13).
Demostracién: Sea A € B(L*(R)), la condicién a,0; = oy, implica
que para s,t € R,
UsUtAU:U: == Us+tAU:+t (14)

Ahora sean Uy = UU;, Uz = Uy, por lo tanto Uy = UpU; yUs = UZ,,,
por la igualdad (14) se tiene

U,AUT = U, AU; VA € B(L*(R)) (15)

luego para A = U, usando la igualdad (15) obtenemos

LU, = U,U0UsUs;  implica que U U, = ULU;.
Ahora para A = U, usando de nuevo la igualdad (15) se obtiene
UrU\UhUy = UiUpUU;  entonces UpUj = UiU; por tanto, U,UZ = UU,.
Nuevamente usando (15) y estas identidades,

ULWU; A =UsUWA = U U AU,
= U, AU Uy = AUS U,
Entonces VA € B(L?(R)), U, U3 A = AU, U;.
Es decir; hemos encontrado que

UUUY, A = AUUU?Y,, YA€ B(L}(R))

entonces U,UUs , = cs,t)] con ¢ nimero complejo tal que c(s, )] = 1,
Vs,t € R; obien U,U; = c(s,1)U,41, Vs, t€R.
Que c satisface la ecuacién (13) se tiene porque si r,s y ¢ pertenecen a Ny

17




y son tales que r + s, s + ¢ y r + (s + t) pertenecen también a Ay por la
propiedad asociativa
(UT‘US)Ut = Ur(UgUt)

se tiene, usando el lado izquierdo de la 1ltima igualdad
c(r, 8}UrtsUr = €(r, 8)c{r.+ 8, ) Upyste
y, usando el lado derecho,
Urc(8,8)Usy = s, t)c{r, s + E)Up 1t

por lo tanto
c(r, 8)e(r + s,t) = c(s,t)e(r, s + ).

&

Bajo la suposicién de que la funcién t — U; es debilmente medible
(continua), se obtiene que el multiplicador ¢{.,.) es medible (continuo) en
cada variable. En efecto, Sea v € H y s fija en R, por la Proposicién 2.2.3
tenemos

(u, U.Usu) = cfr, s){u, Upysus).

Si en la igualdad anterior denotamos por fs, ¥ gs. a las funciones complejo-
valuadas

fS,u(T) = (u, Ur+su> ga,u(r) = (qurUau)

tenemos que f,u ¥ gs, son medibles (continuas) y como |c(r, s}| = 1, se tiene
que |fsu(r)} = |gs,u(r)|; luego en representacién polar,

1.,93!“(7')

Fou = Psulr)e Gau(r) = pau(r)e o)

v de ésto se tiene que

C(T, S) = .-QL(T) - ei(%.u(r)—ﬂa,u(r))

JoulT)

asi ¢(r, s) es medible (continuo) en la variable r; de igual manera se puede
ver que ¢ es medible (continuo) en la variable s.

L]

18




En este trabajo supondremos que la funcién ¢t — U, es debilmente continua y,
por lo tanto, ¢(r, s) es continua en cada variable, y asi ¢ es un multiplicador.
Més adelante se demuestra, siguiendo a Bargmann [Barg. 1], que cada mul-
tiplicador sobre R es necesariamente de la forma

_d(s+1)
1) = Ty

donde d: R — {2z € C: |z| = 1} es una funcién continua.

Sid:R — C es una funcién continua tal que |d(r)| = 1, Vr € AG,
entonces U/ = d(r)U, es también un operador unitario para cada r € Aj.
Ahora, como U] = d(r)U, y aplicando el resultado de la Proposicién 2.2.3
a U] obtenemos c/(r, s) tal que, ULU; = c(r, s)U], ,, entonces se tiene que

(T)U d(s)U, = d(r, s)d(r + 8)U,4s 0 bien

(r—i—s)

U.;s de donde se sigue la igualdad:
d(rd(s) gue a 1gn

C(TaS)Uﬂ-s: (T )

d(r)d(s)
T (o)

d(r,s) = ¢c(r, 3) = 1). (16)

Esto motiva la siguiente definicién.
DEFINICION 2.2.4

Dos multiplicadores locales (¢, Ng) v (¢, Aj) son equivalentes si cumplen
una relacién como la de la igualdad (16) sobre alguna vecindad de cero
M CNyN AN, con d : Ny — C funcién continua de médulo uno.

Para nuestros propositos sera més itil trabajar con exponentes en lugar
de multiplicadores, esto serd posible via la siguiente definicién:

19
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DEFINICION 2.2.5

Un exponente local es un par (£, Np), donde £ es una funcién continua en
cada variable £ : Ny x Ny — R que satisface

£(0,0) =0, (17)
E(r,s) +&(r+35,8) =E&(s,t) + &(r,s+1t), T+sEN,, s+teN,. (18)

Si A es todo R, € serd llamado exponente sobre R.

Si en (18) hacemos s = ¢t = 0 y luego r = s = 0 obtenemos

£(r,0) =0, £(0,¢) =0, (19)
y si en (18) hacemos s = —r, t = r y aplicamos (19) obtenemos:
§r,—r) =&(—rr), patareNy y -rE€MN. (20)

DEFINICION 2.2.6

Dos exponentes locales (§,\p) (£, V) son eguivalentes si satisfacen una
relacién de la forma

§(r,8) =&(r,8) + A, k], Arslhl = h(r) + h(s) — h(r + s) (21)

sobre Ni C Ny NN, donde h : A; — R es una funcién continua y como
£(0,0) =0, £(0,0) = 0 entonces h(0) = 0.

Cada exponente (£, Np) define de manera tinica un factor (¢, Mp), c(r, 8) =
e’(m*) y dos exponentes equivalentes definen dos factores equivalentes { cf.
(16) y (21)). Inversamente, si se tiene un multiplicador (¢, ) y la vecindad
N donde se define es tomada de tal forma que |¢ — 1| es suficientemente
pequenio, entonces £(7, 3) = i log ¢(r, 8) es un exponente en N.

Ademais dos multiplicadores ¢ y ¢’ equivalentes dan lugar a dos exponentes
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equivalentes; la relacién (21) se tiene en una vecindad donde también |d(r)—1|
sea suficientemente pequenio, con A(r) = —ilogd(r).

A continuacién mostraremos que cada exponente es equivalente a uno
diferenciable, donde el término diferenciable, significa una funcién £ que en
alguna vecindad N7 C R, tiene derivadas parciales continuas en todos los
ordenes con respecto a r y s.

LEMA 2.2.7

Cada exponente local que sea una funcion localmente integrable sobre R
es equivalente a un exponente diferenciable.

Demostracion: Sea (£,M;) un exponente el cual es integrable en la
vecindad N’ C M, C R, escojamos dos vecindades N y Ns tales que N C N
y M2 C M;. Introduzcamos ahora una funcién real de variable real v(r) sobre
todo R con las siguientes propiedades:

1. v es una funcién C*(R).

~ 2. v se anula fuera de una bola abierta de radio r, N3, contenida en N,
donde A es una bola en R de radio u.

3. Jgv(r)dr = 1-(la integral es solamente sobre Nj.)

Una posible eleccién es v(r) = y¢,(r), donde

_ e[—-(.uz*lflz)”],r €N
=0 N
la constante -y se elige de manera que (3) se cumpla. Notemos ademds que
v € CPR).
Difinamos ahora
gl(r’ 3) = E(T! S) + A‘?‘,S[h’]) ) ’r) & e M (22)
h(r) = — Jg £(r, t)p(t)dt, reM
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{ 1(9) = €0, + ArulK], 5 €N, (23)

K(r)=—Jp8,rv(u)dy, reN,

Podemos ver facilmente que h(0) = A’(0) = 0.
De (22) y la definicién de v tenemos, para r, s € M, usando (21)

£(r,8) = [ {6(r,) = E(ry1) — (s, 1) + £(r + 5, ) u(B)d

siempre que 7+ s € N, s+t € N;. Podemos usar la igualdad (18) y escribir
la dltima ecuacién como

€(r,9) = [ {elrs+8) — € Ov(t)at
Ahora,

[ €05+ttt = [ € twiz - et

Por tanto
£'(r, s) = /R Elr vt —s) —p(D)}dt, 1,5EN,. (24)

Por un célculo anlogo

&'(r,s) = [ € o) {vu—r) -~ v(wldu rseN;. (25)
Insertando (24) en (25), finalmente obtenemos

€(r,5) =€, 8) + D[], 15 €N
W(r) =h{r) + (), reEN;
&'(r,s) = [ [ & ){u(t - s) - vOHy(u — 7) - v(w)}dtdu

En la ultima integral v depende solamente de r y s. Asi la diferenciabilidad
de £” con respecto ar y s se sigue de la diferenciabilidad de v sobre Ajp; luego
£ es equivalente al exponente diferenciable £”. &

Para finalizar este estudio sobre multiplicadores y exponentes establecer-
emos el siguiente Lema.
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LEMA 2.2.8

Cada exponente sobre R es equivalente a cero.

Demostracién: Sea (£, Vo) un exponente definido para p y o tales que
—v < p, 0 < v enR, es decir, Ny = (—v,7); por el lema anterior podemos
suponer &, diferenciable.

Haciendo ¢(7,0) = 9—‘5%}'—’1, derivando la igualdad (18) con respecto a t y
evaluando en t = 0 obtenemos

Y(r+5,0) = ¥(s,0) +®(r,s), —v<rs r+s<7.

Definamos ahora

ho(r) = [ (o, 00do = [ r(ur, O)du, Il <o

Entonces Ao(0) = 0, y tenemos que para |s| < £ y |r| < £,
48 ]
~Arolho] = ho(r + 8) — ho(r) — ho(s) = / ¥(0,0)do — /0 (o, 0)do

= [ +0,0) = 90,010 = [ p(r, 0)do = f:(?-g%%”—))do

= &o(r, 8) — &o(r, 0) = &(r, 8).

Asi que &(r, s) + A, s[hg] = 0; es decir, & es equivalente a cero.
&

Como hemos visto cada exponente local es equivalente a cero, ademis
cada multiplicador local determina a un exponente y viceversa, tenemos asi
que cada multiplicador local es equivalente a uno. Por (16) obtenemos que
cada multiplicador ¢ sobre R es de la forma

d{r + s)

W - ¥r,s € R.

e(r,s) =
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2.3 EL PRINCIPIO DE EHRENFEST Y LA ECUACION DE
SCHRODINGER.

Por el Teorema 2.2.2, cada x-automorfismo &, en el principio de Ehren-
fest de las ecuaciones (9) y (10) es implementado por un operador unitario
U,, es decir, para cada A € B(L?(R)) y cada ¢t € R tenemos:

s 7} (A) = UtAUt* .

Por la Proposicién 2.2.3, si {a; : ¢ € R} es un grupo entonces U;U; =
c(t, 8)Us, donde c(.,.) es un multiplicador sobre R. Ademés en la anterior
seccién se probé bajo la hipétesis de que r — U, es debilmente continua
que cada multiplicador sobre R es de la forma:

_d(r +5s)
) = UGy

vr,s € R.

. Como para cada t € R y para cada A € B(L?(R)) se tiene que a,(A) =
U, AU} entonces, podemos reemplazar U, por W, = d(t)U; para obtener

’ at(A) = MAW;.

Es facil verificar que {W; }1er s un grupo unitario 1-paramétrico debilmente
continuo.

Siendo {W;}icr un grupo debilmente continuo, es fuertemente continuo.
Asi podemos aplicar el Teorema de Stone, véase pagina 222 de [Wei 1], para
obtener un operador autoadjunto H tal que

W,=¢*#  tecR.
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PROPOSICION 2.3.1

Sea H el generador del grupo {W;}ier, entonces H es igual a H =
1P? +V(Q) salvo traslacion por escalares.

Demostracion: Haciendo uso de la representacién de Heisenberg v ha-
ciendo ¢ = 0 en las ecuaciones (7) y (8) obtenemos, para i =1,

i[H,Q]-= P, Z.[}LP] =—F(Q).

Consideremos el operador

H = %PZ + V(Q).

Mostraremos que H — H' es un escalar:

Como el conjunto {Q, P} genera la estructura no conmutativa (dlgebra de
~ Lie) bajo la operacién dada por el conmutador, entonces bastard mostrar
que,

| [H-H,Q}=|H-H,P|=0.

Calculando [H', Q] obtenemos:

P
5G] = 1P Q)= LPPQI+ SPQP= L+ D~ ip

La primera igualdad se obtiene debido a que H' = P>+ V(Q) y V(Q)
conmuta con Q, la segunda porque A — [A, ()] es una derivacién y la
tercera igualdad se sigue de las relaciones candénicas de conmutacion. Asi
obtenemos,

[H-H.Q|=H Q|- [H,Q =—iP+iP =0.
Para ver que H — H' también conmuta con P, hagamos
V(Q), Pl = ~[P,V(Q)] = V'(Q) = iF(@)
y por lo tanto
[~ H', P = [H,P| - [P + V(Q), P| = iF(Q) - V(@), P} =0,
o cual prueba que H = H'+escalar. &
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Es decir, el principto de Ehrenfest es aceptable como principio basico de

la dindmica cudntica, pues a partir de él hemos obtenido un grupo unitario de
operadores en H cuyo generador infinitesimal es el Hamiltoniano %Pz +V(Q),
salvo traslacion por escalares. La solucién de la correspondiente ecuacion de
Schrédinger con condicién inicial ¥ es ¥ = Wity salvo un factor constante
de médulo 1.
El grupo de *x-automorfismos o, pertenece a una clase de familias de trans-
formaciones llamadas completamente positivas® del dlgebra B(L*(R)) en si
misma, cuyos miembros mas generales tienen un papel prinicipal en cier-
tos modelos de fisica cudntica donde el estudio de dindmicas no-unitarias
o disipativas es importante. En este trabajo no abordaremos el estudio de
transformaciones completamente positivas.

8Una transformacién lineal o del algebra B(#) de operadores acotados sobre un espacio
de Hilbert H en si misma se llama completamente positiva si para todo par de sucesiones
{zi}, € By {u})—1 € H se tiene que 3., (ui,a(z}z;)u;) > 0. Cada oy es una
transformacién completamente positiva pues

n

n
D (woe(maxihug) = > (wi, Wiz Weus)

i,4=1 i,=1

= z (w:iWous, z;Whuy) = | kaWtule >0.

i,i=1 k=1
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CAPITULO 3

'EL OSCILADOR ARMONICO
CUANTICO.

INTRODUCCION.

En este capitulo se analizara el Hamiltoniano H del oscilador arménico
cudntico visto como un operador densamente definido; esto se hard con el
fin de encontrar una relacién (usando slgebras de operadores y teoria espec-
tral) entre el grupo unitario generado por el operador iH y el semigrupo
fuertemente continuo-generado por —H los cuales caracterizan la dinamica
del oscilador armdnico cudntico.
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3.1 EL HAMILTONIANO DEL OSCILADOR ARMONICO.

Consideraremos ahora el Hamiltoniano del oscilador arménico simple uni-
dimensional, el cual es dado por;

1
H= §(P2 +@?), (26)
y para el cual se cumple la relacién [P, Q] = ~i/1.

P y Q son, en la representacién de Schrodinger, los operadores sobre el espacio
de Hilbert L?(R) inducidos por

d s
P= --z'a, () = multiplicacion por z.

Tomaremos como dominio de los operadores H, Q y P el subespacio denso
de L2(R),

S(R)={f € C*(R)/Vo,B3 €N, sup |z*D? f(z)| < oo}

Es facil ver que el espacio S(R) es invariante bajo los operadores Q, P, y
por lo tanto también es invariante bajo el Hamiltoniano H.

Estudiaremos dos propiedades fundamentales de H:
(1}.- H tiene un conjunto completo de funciones propias en L*(R).
(2).- El operador e *f preserva positividad, en el sentido de que si f > 0
entonces e*H f > 0, f € L%(R).

Tenemos el siguiente Teorema, cuya segunda parte se probara en el resto
de la presente seccién.

TEOREMA 3.1.1

El operador H es esencialmente autoadjunto y sus valores propios son
fn+3: n=0123.}
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Demostracién. Definimos los operadores de creacién y aniquilacién
respectivamente por

1 :
Al = —55(Q~iP) (27)
1 )
Asi
[A, AT =1 y [A1,A]=-1 (29)

luego, por calculo directo se obtiene que

H= -;-(P2 +QY) = A4+ %1. (30)
Mas ann,
[H Al=—-A , [HAN=A" y [H A" =4 (31)

De (30) podemos ver que si Qg es un vector no nulo en L2(R) tal que AQ, = 0,
entonces {2 es un vector propio de H, es decir, H(}y = %Qg.
Usando la ecuacién (28) obtenemos que la condicién AQg = 0, es equivalente
a

dfly

dx o
Resolviendo esta dltima ecuacién diferencial se obtiene que

2 2
Qo) = ke~ =r-ie %

donde k = 7~ se obtiene pidiendo que ||| = 1, donde |-/l denota la norma

en L*(R). Usando (31) podemos ver que como (1 es un vector propio de H,
entonces A"(2y también lo es para toda n > 0. En efecto, usando (31)

HA"Qy = A" HQu+[H, A" = A‘“%QO+-[H, ANATI00+ AHH, A0,
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- %At“ﬂo + A"y + AV[H, A0, (32)
1 n
- (%+1)Af"QO+A'f([H, AN A2+ ANH, A)0) = ... = (5 +m) A",

Por lo tanto el espectro de H contiene al conjunto {1 + = : Vn > 0}.

Demostremos que no hay valores propios de H diferentes de %-l— n,n > 0.
Si esto ocurriera, como H es un operador simétrico el vector propio asoci-
ado con el nuevo valor propio A # 0 seria un vector ortogonal al conjunto
{ At }n>0, Que es un sistema ortonormal completo en L?(R), lo cual es una
contradiccidn.

Para completar la prueba del teorema, necesitamos ver que las funciones
propias {A'”Qg, n > 0} forman un conjunto ortonormal completo en L?*(R).
Se dara una prueba de esto més adelante en la Proposicién 3.1.4. Aunque
por ahora supondremos algunas veces que { A" {2 },>¢ es un conjunto ortonor-
mal completo en LZ(R).

Para probar que H es esencialmente autoadjunto veamos primero que
A0y € S(R), Vn > 0.

En efecto, pues A" = (71-2-)"(62 —iP)", y como {2 € S(R) entonces
(715)"(62 — iP)*Qy € S(R) pues Q y P dejan invariante a S(R) y lo mismo
ocurre con cualquier potencia y producto de ellos.

Veamos ahora que H es esencialmente autoadjunto’ sobre el subespacio denso

S(R) de L?(R), es decir existe un nico operador autoadjunto que coincide
con H en S(R).

Supongamos que H tiene un conjunto completo (a priori) de vectores
propios £, € S(R), y demostremos que entonces H es esencialmente au-
toadjunto; supongamos que no lo es, i.e., ¢ e8 un valor propio de H*, es
decir, existe f # 0 en el dominio de H* que es una solucién de la ecuacién

7 Autoadjunticidad esencial de un operador simétrico H definido sobre un conjunto
denso D se tiene si H” no tiene a +i como valores propios.
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H*f = if, entonces para todo natural n se tiene con E,, valor propio de {1,
0= ((H" — I} f, Q) = (f, (H +2I)Q0) = (f, Qn)(Ep + 7).

Asi que
{f,Q) =0, V¥n>0ypor completez, f = 0.

&

Veamos ahora algunas propiedades explicitas de las funciones propias {1,.

Para normalizar a estos vectores calculemos || A" (2|2,
(S, A" A" ) = (Qg, A% 1A, AT ]g) = n(fly, AV LAY = ... = 1,
asi que
Q, = (n!) 1410, (32)

es un vector propio de norma 1.
Las siguientes relaciones se cumplen:

ATQn =vn+ IQﬂ+1
AQ, = Vi (33)
ATAQ, = nQ,

Y tienen la interpretacion fisica siguiente:

2, es el estado n-ésimo del oscilader arménico con frecuencia energia
HY
ph.

o El operador A' afiade o crea una particula al estado Q, e incrementa
su energia en ph/unidades.

o El operador A absorbe o aniguile una particula del estado (2, perdi-
endo energia en ph/unidades.
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e Para cualquier estado 8 = ¥ ¢y, |cal? es la probabilidad de que 8
contenga n particulas, y

8,ATA8) = nle|

es el nimero esperado de particulas. Asi ATA es el operador que mide
el nimero de particulas en el estado.

Los operadores Af, Ay A!A reciben el nombre de operador de creacién,
operador de aniquilacién y operador de nimero, respectivamente.

2
Mostraremos que los estados (2, (z) son las funciones de Hermite {e~'7 H,,(z)}
normalizadas, las cuales cumplen la conocida relacién de ortogonalidad

[ e Ha(@) () = { 0, o %iiﬂn - (34)

H,(z) es el n-ésimo polinomio de Hermite que estd dado por

[
H,(z) =Y (-1YCpjz™% ¥n>0
j=0

w3
ik

i

donde Cn,j = (:1——-—217;1)273"
Para los coeficientes de H,(z), n > 0, se cumple,

2j 2(5 + 1)

Cng = (1= n+ 1) T i+ 1) (n - 2j)0"+1’j+1'

Alora, teniendo en cuenta la relacién anterior y la propiedad recursiva de
los polinomios de Hermite:

(x———)H( ) = Hpy1(2)

se tiene la siguiente proposicion.
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PROPOSICION 3.1.2

(A" Q)(z) = Ha(V22)(z)
0 () = (n1)~ 2 Ho(v22)Q0(2)

Demostracién. La proposicién es verdadera para n = 0. Por induccién,
suponiendo que se tiene la relacién para n, entonces

Qpir(2) = (n +1)"2A'Q,(z) = ((n + D))" 2 AT H,(v22)Q0(x)

pero A" = 27%(z — £4), asi que

Qni1(2) = ((n+ 1)) 22732 H, (V22) — 277

Pl )

y por la recursividad de H,(z) tenemos 2,11 (z) = (n+1)!_%Hﬂ+1 (v2z)Q(z).
&

Ahora, denotando por H,(v/2Q) al operador de multiplicacién por el
polinomio H,(v/2x), Vn >0, se tiene la siguiente definicién.

DEFINICION 3.1.3

Definimos las potencias de Q en el orden de Wick por

L Q= 2T HL(VZQ).

Equivalentemente sobre el dominio dado por el conjunto lin{Q,}, las combi-
naciones lineales finitas de las {2,’s, se tiene

n ... 9—g = n AtY pAn—j
QM =2 %chTA I,
1=

La igualdad anterior se obtiene tomando @ = 2-3(At + A) y el desarrollo
binomial de Newton. '
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PROPOSICION 3.1.4

Las funciones Hermitianas normalizadas Q,(y) son un conjunto ortonor-
mal completo en L2(R).

Demostracién. Por la Definicién 3.1.3 y la Proposicién 3.1.2 vemos
que el espacio generado por {Q,}, coincide con el espacio generado por
{: Q" : Qp}2,. Nos falta ver que lin{f2,} es denso en L?(R), pero esto se
logra teniendo en cuenta que {: Q™ : Qo}n>o €s una base para L?(R), véase
[Kol.] capitulo VIII, es decir, para cada f € L%(R) se tiene la representacién:

i(f, Q" : Dorawy 1 Q" = Qo(z).

)

Para finalizar este estudio sobre el oscilador arménico mencionaremos el he-
cho de que e *# es un operador que preserva positividad, ésto se prueba en
el Apéndice A.1 y es de gran utilidad para el desarrollo de la siguiente
seccion.
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3.2 C*-ALGEBRAS Y LA DINAMICA DEL OSCILADOR
ARMONICO CUANTICO.

En esta seccién se hard un estudio para encontrar desde el punto de vista
del algebra de operadores y la teoria espectral, una relacién entre el grupo
unitario generado por :H y el semigrupo generado por —H que caracterizan
la dindmica del oscilador arménico cuéntico.

Comeo un resumen de lo estudiado en la pasada seccién podemos enunciar
el siguiente teorema cuya demostracion queda hecha reuniendo los resultados
obtenidos sobre el Hamiltoniano del oscilador armeénico.

TEOREMA 3.2.1

El operador H es esencialmente autoadjunto; el grupo unitario fuerte-
mente continue U, = e*# ¢t € R tiene como generador infinitesimal a ¢H;
H tiene espectro en RY. Ademds {P;, = e™*H# t > 0} es un semigrupo de op-
eradores que preserva positividad, en el sentido de que para cada f € L*(R)
yt >0 se tiene

f>0 = ef>0.

Ahora por el Teorema Espectral, se tiene la existencia de una medida
espectral E en R tal que

U, = f_ BN,

Ya hemos mencionado que un operador autoadjunto se puede considerar en
tres formas equivalentes: un operador autoadjunto densamente definido, un
grupo unitario fuertemente continuo y como una medida espectral sobre R.
Bajo ciertas condiciones, que precisaremos enseguida, un operador autoad-
junto también se puede considerar como un semigrupo fuertemente continuo .
de contracciones.

Aplicando transformada de Laplace, tenemos que, si definimos

P = fo e MdE(N),
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entonces {P;};>0 es un semigrupo de contracciones, fuertemente continuo y
satisface Bp =1, Py =P, t > 0.

Reciprocamente si { P;}:>0 es un semigrupo de contracciones con las propiedades
anteriores, entonces exite un tnico grupo unitario 1-paramétrico {U;}icr
cuyo generador infinitesimal tiene espectro positivo y de él se obtiene { P, };>0
de la manera anterior. Esto se demuestra de la siguiente manera.

Consideremos la estructura de C*-dlgebra de Banach conmutativaen A =
L[0,00) con [|fll1 = f5° |f(t)|dt y con la operacién

(f*9)@) = [ FD)gle—t)at,

y donde la involucién es f*(z) = f(z).
Ahora, para cada f € A, definimos la forma sesquilineal 7, 7 : L2(R) x
L?(R) — C por

7(f)lp,¥) = fo ” f(@){p, Pab)de.

Para cada f € A tenemos que

m (Dl < [~ 1 @i, Pegdlda < oISl Vi € TAR),

entonces 7(f) es acotada y, por lo tanto, existe un tunico operador al que
también denotaremos por 7(f) asociado con la forma sesquilineal de manera
que 7(f)}p, ¥] = (o, 7 (f)¢). Si ademds f es positiva, entonces

(Pl = [ f@)e, Pepddz 20, VoeH,

entonces w(f) es una forma sesquilineal positiva y su operador asociado
también es positivo definido. Como todo operador acotado y positivo es
autoadjunto, tenemos que el operador 7(f) es autoadjunto para cada f € A,
f positiva. Por lo anterior, podemos considerar a m como una transformacién
de A en B(L?*(R)), es decir, n : A — B(L?*(R)). Ahora de todo lo anterior
tenemos la siguiente proposicién.
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PROPOSICION 3.2.2

7T es un x-homomorfismo, es decir, ® es una transformacion lineal que
satisface

w(f*)==(f)" y w(frg)=n(f) nlg), f.g€A

Asi que m es una x-representacion de A en B(L(R)), ademds © es inyectivo.

Demostracién: Sean f,g € L1[0,00) = A, ¢ € L%(R), luego

w(feo)lel = [ (Fx0)@)p. Pz ()

ahora consideremos el producto de los operadores 7(f) y m(g):

(o, 1(f) - 7o) = m(Dlp, 7)) = [ @), Par(g)p)da

= [7 f@)(Pep, wlg)p)dz = ]ﬂ f(@)m(g)[Prvp, pldz

- f flz / 9&)(Pop, Pp)dtde  (2).

Donde hemos aplicado que P} = P, z > 0.
Ahora debemos probar (1) = (2); aplicando el Teorema de Tonelli y la
propiedad de semigrupo en (2) tenemos

] f(=z fo g(t){Prp, Pup)dtdz = f g(t)dt f f(@){p, Pryzip)da

= [T gt [~ 5= ), Prphar.

En la ultima integral, con t fijo y haciendo 7 = { + x, dv = dz se tiene que
ésta integral es igual a,

[ a8 =ttt Prpar = (7 % g)@)p, Prp)ea.
Asf (1) = (2), por lo tanto
w(f * @)} = (@, 7(f) - w(g)p) = (w(f} - m(9))[eo],
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donde el dltimo término denota a la forma sesquilineal asociada con el pro-
ducto de operadores w(f) - 7(g).
La linealidad se sigue directamente de la definicién de =.

'

Como 7 es un *-homomorfismo, entonces tenemos que 7 : A — B(L*(R.))
es una x-representacién de A en B(L?(R)), y asi tenemos que #(A) es una
subélgebra cerrada de operadores en B(L2(R)), donde 7(A) denota a la. cer-
radura la imagen de A bajo 7 en la norma de B(L?(R)).

AFIRMACION 3.2.3

n{A) es conmutativa y, por lo tanto, normal.

Demostracién. Sean a y b € w(A4), i.e, a = lim, 7(f,) y b = lim,, 7(g,),
(fadn>1, (gn)n>1 sucesiones en A. Entonces

a-b= r}}_{xgeﬂ(fn) T}}_I)I;lo m(gn) = J}ﬂoﬂ(fn - Gn) = ,,11;"30“(9“) nli{&"r(fn) =b.q.

El limite es en la norma de operadores, y se ha usado el hecho de que el
producto de operadores es una funcién continua en la norma de operadores.

&

Ahora denotaremos con A el espacio de los homomorfismos complejos
sobre A, es decir, las funcionales lineales sobre A que cumplen ¢(z - ) =
o(z) - ¢(y) y #(z*) = ¢(z)* para cada z,y € A, entonces

A= {w:A— C : weshomomorfismocomplejotal quew(a*) = w(a)*}.

Podemos identificar A con [0,00), de la siguiente manera; para A € {0, 00)
hagamos

-

Fy =) = [~ e f@)ds,  feLY0,00)
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como podemos ver wx(f) es la transformada de Laplace de f € L'{0,00), |
evaluada en A por lo tanto es un homomotfismo complejo sobre A para cada
A€ [0, 00). '

Ahora veremos que a cada funcional multiplicativo w € A corresponde un
A € [0,0), en efecto: Seaw € ﬁ, por el Teorema de representacion de Riesz,
véase la seccién 9.4 de [Rud 2], existe h € L*°[0, 00) tal que

W(f) = ]0 Y toh@)dr  feA= L'[0, o).

Entonces, para f y g en A, se tiene usando el teorema de Fubini,

wfxg) = [ (fxg)@@)z = [~ hw)ds [* fwlate - v)dy
= fo ” h(z)do fo " f(z - v)g(y)dy = fo " g(y)dy fy " f(z - y)h(x)d
= d z)h{x + y)dz. 1
. pmé swdy [~ f@)h(@+y) 1)
w(fwie) =w(f) [ 9@h(y)dy. @)
Supongamos w no identicamente cero.' Fijemos f € A de manera que w(f) #

0. Como (1)=(2), por la unicidad en el Teorema de representacién de Riesz
se debe tener que

w(f)h(y) = [om f(@)h{z +y)dz  para casitoda y € [0,00).

o bien, -
| 1@R@AE) - h@+y)lds =0 Vf € L0, o0)

tomando f(z) = ljpy(z) se tiene para toda t > 0
t
fo [A{z)h{y) — h(z + y)ldx = 0.
y por lo tanto,
hiz +y) = h(z)h{y), para cast toda z,y € [0,00).
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Como h no es idénticamente cero, la igualdad anterior arroja que A(0) = 1
y como h es continua casi en todas partes. Entonces que existe un € > 0 tal
que

| rw)ay =k #o.
Por lo tanto

z+e

kh(z) = fo " h{y)h(z)dy = fo e h(y + z)dy = f,,- h(y)dy.

Como h es continua, la tltima integral en la igualdad anterior es una funcién
diferenciable de z, x > 0, por tanto h resulta ser una funcién diferenciable.
Derivando h(z+y) = h(z)h({y) con respecto a y, y haciendo y = 0 el resultado
es

' (z) = K (0)h(z),

usando separacién de variables con la condicién inicial £(0) = 1, obtenemos
h(z) = O,

Como h es esencialmente acotada en [0,00), entonces h estd acotada casi
en todas partes en [0,00), entonces como en general #/(0) es un niimero
complejo, h'(0) = —X + it, asi h(z) = e **€'* con A > 0. Por lo tanto se

tiene . _
w(f) = [ e f(a)de

y como w es un *-homomorfismo, entonces se cumple w(f*) = w(f)* lo cual
implica que t =0. Y asi

w(f) = [~ e f(@)d,

lo cual queriamos probar.

m(A) es un &lgebra que puede verse inmersa en un &lgebra con unidad,

esto siempre se tiene para un algebra conmutativa como 7(A).
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TEOREMA 3.2.4

Si A es un x-subdlgebra normal cerrada de B(H) la cual contiene al op-
erador identidad, y si A es el espacio de ideales mazimales de A, entonces
existe una dnica medida espectral E sobre los Borelianos de A que satisface

T=/ATdE.

Para cada T' € A, donde T es la transformada de Gelfand de T® .

Demostracién: La prueba es similar a la del Teorema 12.22 en [Rud.1,
p. 306]. '

-En el caso de x-dlgebras cada ideal maximal corresponde con un homo-
morfismo complejo w que satisface w(f*) = w(f)*.

Aplicando este teorema. a la subalgebra conmutativa #(A) obtenemos una
mégida espectral E sobre-los borelianos de [0,00). La existencia de {Uiher
es equivalente a la existencia de la medida espectral E en [0, 00), esto por el
teorema de Stone. Hemos visto que suponiendo la existencia del semigrupo
{P.}isocon Po =1y P} = P;, t > 0, tenemos la existencia del grupo unitario
{Ui}ter. Esta es una manera rigurosa, usando conceptos y resultados de
la teoria de *-dlgebras, de realizar el asi lamado "método de continuacién
analitica” .

88ea A el conjunto de todos los homomorfismos complejos de un Algebra de Banach
conmutativa A. La igualdad
Zh)=Mz) heA
asigna a cada z € A una funcién ¥ : A — C; ¥ es llamada la Transformada de Gelfand
de z. :
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CAPITULO 4

ALGEBRAS DE OPERADORES Y
LA FORMULA DE FEYNMAN-KAC.

INTRODUCCION.

En este capitulo introducimos el proceso del oscilador arménico que en

probabilidad se conoce como proceso de Ornstein- Uhlenbeck o proceso de ve-
locidades de Ornstein- Uhlenbeck y se demuestra que la esperanza matematica
de ciertas funcionales de este proceso coincide con el valor esperado de ciertas
observables en el estado fundamental.
Se establece una cierta algebra de operadores que esta en el centro de la
dindmica del oscilador arménico cuéntico y al considerar ciertas perturba-
ciones del Hamiltoniano del oscilador arménico se obtiene una versién de la
formula de Feynman-Kac como dilatacién generada por el grupo unitario de
traslaciones por un cociclo.
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4.1 EL PROCESO DEL OSCILADOR ARMONICO.

Nuevamente consideraremos al Hamiltoniano H, del oscilador armoénico
en L?(R) que es la cerradura autoadjunta del operador simétrico inducido
por '

1,

1 d? 1
Hy = “5@4-533 -“5. (35)

Como podemos ver Hy es una traslacién del Hamiltoniano considerado en el
capitulo anterior, es decir, Ho = H — ;1.
Como hemos visto en el capitulo anterior, Hy es un operador positivo y
autoadjunto cuyos valores propios son una sucesién creciente de niimeros
reales no-negativos

O0=X <A <X <.

equiespaciados A, — Ap_1 = Am — Am—i, n,m > 1

En el capitulo pasado también vimos que Hy genera el semigrupo de
contracciones
Po=eto >0

P, es un operador autoadjunto y positivo definido para cada t > 0, i.e,
(u,Puy >0, vVuel?(R)yPr=P,.

Denotaremos por M; el operador de multiplicacién por f sobre L*(R)
para f € Co(R), es decir,

Myg(z) = f(z)9(z), g€ Co(R).

M preserva positividad si f > 0. Por lo tanto cualquier producto finito de
Pisy M;s (f > 0) es un operador que preserva positividad.

Como el vector de estado base o estado fundamental
Qo) = 7757,
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tiene las propiedades Hy$2p = 0, HoxQo = zfo, ¥ |||l = 1, ¥ es una funcién

positiva en LZ(R), tenemos
(MhPSlezPSz 1an90: QD) 2 0.

Paracadan >0, f; > 0en Co(R), y s; en R.

DEFINICION 4.1.1

... P

sn—

El proceso del oscilador es una familia (g;)ier de variables aleatorias
Gaussianas con media cero y covarianza

1 -5
E(QtQ‘s) — §e [t=3|

Aceptaremos la existencia de una versién continua de la familia (g;)ier.

Denotaremos por (£2, F, P) al espacio de probabilidad donde estd definido
(g¢)icr, y para abreviar, L(Q) = L%({}, P). Podemos pensar a {} como el
espacio de trayectorias continuas, es decir, ) es el conjunto

Q={w:R — R: wescontinua}
tales que

g¢w) =w(t), teR.

Ahora tenemos el siguiente teorema, €l cual es basico en lo que sigue.

TEOREMA 4.1.2

Sean fo, ..., fo € L2 (R) y —00 < 59 < 81 < ... < 8, < 00. Entonces
E(fo(w(s0)) - + - falw(sn))) = (Qo, Mpe " oMy, -+ - e™nHo A, Qo)  (36)
donde t; = 8; — 8;_1, 1 = 1,2,...,n. Ademds P es la inica medida de proba-

bilidad que satisface la propiedad (36).

Demostracién (a) Para cada n-ada t,,...,t, fija, se afirma que existe
una medida Gaussiana G, tal que

(Q, foe 1 Ho fy - e Hof 00 = f

RAt+l

fo(xo)fl(l'l) e fn(mn)dGn. (37)
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Sean n = 1 y h(z) = (2 — 1). Usando, para g € L%(R), que (véase [Mc B])

2 o
(" Himg)(e) = (amo)d [ e B g (y)ay

—

Ahora por la férmula de Trotter {Ba], para fo, fi € L*(R)

2 t
(Q, fo(s — lim(e™ = 37 &= =)™} £, )

—tim[ [ Q@) fo(@){ (e FHE TN £,Q0}z)da]
= lim{Ki(m, 1) [~ Qo(@)fo(e)ds [ dae T 0 (R A ) )
= lim{K. f dzSh(z) fo() / dre E ety |
o [T e B R £ ) ()

== [ h@)fiy)d.

Donde K,,(t) = T2, Ki(m,t) con cada K;(m,?) convergente, por ejemplo,
calculando la primera de las integrales se obtiene

oo
/ dml[e“%h:l“xle 7l - Ie_%m—xﬂz]

O

{4: Szm2+4z2+2m2(3—!—-*——)+IL{2m2+t2)z +—17(2m +:3)}

m2 2(2ma+t4)
2m? + t2 _
De donde se ve que K;(m,t) = (m) de nuevo haciendo calculos se
obtiene
2m? + m?¢?
K. t) = .
2(m, ?) \/(m4+ 32m? + 4

En general se tiene la igualdad (37).
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(b) G, es la distribucién de probabilidad conjunta de gy, ..., ¢s,,; para ver
esto calculemos la covarianza de G,,.
Tenemos que para i < j

-/Rn+1 z:%0AGn = (i, T5)12mr+1 d6n) = /Rnﬂ 1(zo) @l (Tig1) 25 1(Tn )dGr
= (Q, le78tHo ... ¢7HHog e tinHo o=tiHog p=tinaBo ... g=inHo1 ()
= (Qg, 6_(Z;=1 t")Homie"(Ei=i+1 tk)HoiEje_(E;‘;:Hl tk)HoQO)
= {Qy, 6_(3i—“30)H0$ie'(3j—Si)Hoxje*(Sn—sj)Hoﬂo)

~lig.—s, 1 14—
= ¢l stl(.’EQoyiL‘Qo)=‘2—e zlog—sdl

Donde 1(z) es la funcién constante igual a 1, z € R.
La tercera igualdad se demuestra utilizando (37) y el Teorema de la conver-
gencia dominada de Lebesgue, aproximando cada funcién en el producto por
funciones de soporte compacto.
Para obtener las ltimas igualdades hemos usado que

e N, =Qy, HozQo =20 y e xy=e"20.

La conclusién del teorema se tiene usando un Teorema de Kolmogorov véase
[Ba 1,p.9] con el cual se tiene la unicidad y se obtiene que (Ga)a>1 es la
familia de distribuciones de probabilidad conjunta del proceso (g:)t>o.

é
COMENTARIOS 4.1.3

(1). Un espacio algebraico de probabilidad [Acc.] es un par (A, p) donde
A es una x-algebra y p es un estado sobre A. p es un estado si es un *-
funcional que envia elementos positivos de A , es decir, elementos de la forma
a*a en reales positivos y es unital, es decir, p(e) = e, donde e es la identidad
en A. Si A es no conmutativa el par (A, p) es un espacio de probabilidad
cuantica.
Todo espacio de probabilidad clasica es un espacio algebraico de probabilidad
pues basta reemplazar la terna (Q, F, P) por el par (L*(Q, F, P), p) donde
L>(Q, F, P) es la x-4lgebra de todas las funcionales complejas, F-medibles
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y acotadas en () con la involucién dada por la conjugacién y p es el estado
sobre L*°({2, F, P) definido mediante

p(f) = [ fdP = Bf.

(2). La férmula (36) nos da una relacién entre la probabilidad clasica y la
probabilidad cudntica; es decir, hay dos conceptos de valor esperado involu-
crados en esta férmula. El lado izquierdo es. el valor esperado de una variable
aleatoria definida sobre el espacio de probabilidad (2, F, P) y el lado derecho
es el valor esperado de una variable aleatoria en un espacio de probabilidad
cuantica.
En el lado derecho de (36) se tiene el valor esperado del operador autoadjunto
Mpe tHop; ... e~tnHojf,  de la *-dlgebra B(L*(R)) respecto del estado n
definido por

n(A) = (o, AQy),
el valor esperado en el estado fundamental, ” vacuum expectation”. En este
dltimo caso (B(L?*(R)), ) también es un espacio algebraico de probabilidad,
de hecho, un espacio de probabilidad cuantica.

DEFINICION 4.1.4

Definimos la traslacion como la accién de R sobre 2 dada para cada
a € R por _
ra(@) = w(z + ).

Y la reflezion de §2 en Q dada para cada w € § por
Tw(t) = w(~t).

La cual invierte el sentido del tiempo. Ademss r es un homeomorfismo de (2
que satisface
2 =id, r7,=T1.or,Va€R.

PROPOSICION 4.1.5

P es invariante bajo traslaciones Tyw(t) = w(t + s}, y bajo la reﬂe:m’dn.
rw(t) = w(—t).
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Demostracién: Fijemos a € R, y sea P, la medida sobre ) definida por
P.(8) = P(r71(S)), § C Q, § medible. Debemos probar que P, = P. Por
la unicidad de la medida P en el Teorema 4.1.2, es suficiente mostrar que

j‘;h(W(tl))fz(W(tz)) ++ fol(w(tn))dPa(w)

= (Mflptz—thths—tz et Ptn—tn-ianQO’ 90) T (1)’

Para t; < t3 < ... < tn, fi € Co(R). Por la férmula de cambio de variables
aplicada al lado izquierdo de la igualda anterior y considerando solamente
una funcién cilindrica f obtenemos, para F € 7y f(w) = xe(w),

| #@dPw) = [ xpw)dPow) = [ dPa(w) = Pa(E)

= P(r;}(E)) =~[1-;1(E) dP(w) = LXT;1(E)dP(w) =LXE(Ta(w))dP(W)-

Lo anterior se tiene por la igualdad

1, wer,E
X-rgl(E)(“’) = { (E)

0, en otro caso.

Y asi

X (my (W) = xe(Ta(w)).
Todo lo anterior se ha hecho suponiendo solamente una funcién cilindrica
f y suponiendo que ésta, a su vez, es la funcidn indicadora de un conjunto
medible en €2, pero lo mismo se hace cuando f es una funcién simple, y luego
como f es no negativa ésta se puede aproximar por una sucesion creciente de
funciones medibles y se aplica a cada una lo probado anteriormente y se tiene
asi el resultado para f no negativa en general; f se puede suponer siempre
no negativa tomando para ello f*y f~.
Por lo anterior el lado izquierdo de la igualdad (1) es

[ Ailras(t) falraes(t2) - - fulrao(ta)) 4P (W)
= [l + @) aleolts +@) -+ Fuluoltn +@))dP(w).

Claramente t; +a < ta3+a < ... < £, +a, luego haciendo s; = ¢; + a, entonces
la definicién de P implica que el lado derecho de la igualdad (1) es

(MflRﬂz—slezP-ﬁa—sz R & 1anQO)QO):

Spn—8n—
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y la afirmacion se sigue porque s; —s;_; =t —t;_1, 2 < i< n.

Para probar la invarianza bajo la reflexién, hagamos P(S) = P(r "1(8))
para S C 2, S medible, y notemos nuevamente que tenemos que probar la
igualdad:

[ Al0) - Falo(t))APw) = My Pryty - - Prpoty M, 00, 0)... (2

Para t; <ty < ... < t, en R y para toda f; € Cy(R) el espacio de las
funciones medibles y esencialmente acotadas sobre R. Como ambos lados de
la igualdad (2) son multilineales en las f/s, podemos suponer que cada f; es
real.

Aplicando la férmula de cambio de variables al lado izquierdo de la igualdad
(2) considerando solamente una funcién cilindrica f obtenemos, para E € F
y f{w) = xg(w) se obtiene,

| #@)dPw) = [ xpw)dPw) = [ dPw) = P(E)

= =1 = -
=P @) = [, | dPw) = [ X @)dPW) = [ xe(r)dP(w).
Lo anterior se tiene por la igualdad,

(w ) 1, wer YE)
Xr=HE)W - 0, en otro caso

o bien, de manera equivalente

o) = { 1, sirfw)e E

0, en otro caso.

Lo cual nos da la igualdad

Xr-yp) (W) = xe(rw)).

Lo anterior se hizo para una sola funcién cilindrica f, pero lo mismo se
puede hacer cuando f es una funcién simple, y luego como [ es una funcién .
no negativa, f puede ser siempre aproximada por una sucesién creciente de
funciones medibles y se aplica lo antes probado y se obtiene el resultado
para una f no negativa en general; f se puede siempre suponer no negativa
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tomando para ello f* y f~. Por lo anterior el lado izquierdo de la igualdad

(2) es
| @t f(-t) - falw(~ta))dPW)
= /;2fn(w(_tn))fn—l(w(_tn—-l)) e fl(w(_tl))dp(w)'
Puesto que —#, < —t,_; < -+ — 3 < —#;, la iltima ecuacién es

(an Ptn"tﬂ—len—l‘Ptn—l—tn—z e Ptz—ti M_f1 QU: QU)
= (o, My Py - My, Py, My Q)

= (Qo, Mp, Pty - Pra—t, My, Qo) = (My, Py, - - - Py _s,_, M5, 0, Q).

La primera igualdad es directa, la segunda es porque P; = P, y la tercera
es porque las funciones Qo y My, Py, 4, - - Py, ., M}, son real valuadas.

é
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4.2 PERTURBACIONES DEL OSCILADOR ARMONICO
(FORMULA DE FEYNMAN-KAC).

En esta seccién consideraremos al operador H = Hy + My, donde V es
una funcién continua, V : R — [0,cc). Uno de los problemas fundamentales
en mecaénica cuantica consiste en determinar cuindo H es autoadjunto. Este
problema se puede tratar de manera "indirecta” contruyendo un semigrupo
de contracciones (Q:)i>0 en L*(R) cuyo generador infinitesimal sea —H 6
alguna extensiéon autoadjunta de este operador.

Con referencia a la Proposicién 4.1.5 podemos definir dos operadores
unitarios U; y R sobre L%({}) mediante
(U;F)(w) = Fnw), teR
Y (RF)(w) = F(rw), F eL*f).

(Ut)ter es un grupo fuertemente continuo de operadores unitarios en L2(Q2),

y se tiene la relacién
RUt = thR.

PROPOSICION 4.2.1
Para cada f € Co(R) considérese el operador o(f) sobre L3()) dado por

o(f)F(w) = f(w(0)}F(w), f€Co(R), FeL*Q)

define una x-representacion de Co(R) sobre L2(Q).
Dermostracién. Sean f, g€ Co(R), FeL*Q}) y acC.

1. o es lineal. En efecto
ol(af +9)F(w) = (af + 9)w(0))F(w) = (af (w(0)} + g(w(0))) F(w)
= af(w(0))F(w) + g(w(0))F(w) = ao(f)F(w) + o (g) F(w).
2. o(f-g) = 0o(f)-o(g). En efecto,
o(f-9)F(w) = (f - gHw(0))F(w) = f(w(0)) - g(w(0))F(w)
= o(f)g(w(0))F(w) = o(f) - o(g) F(w).
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3. o(f*)F(w) = o(f)*F(w). Esto es directo pues,

o(f)F(w) = o(f}F (w) = f(w(0))F(w)

= fW(O)F W) = o(f)" F(w).

Por lo tanto o es un *-homomorfismo y asi una *-representacién del
algebra Cy(R) sobre el espacio de Hilbert L2((2).

L )

Sea A el dlgebra débilmente cerrada de operadores sobre L2(f2) generada por
{o(f): feCo(R)}U{U;: t >0}.

A es un 4lgebra de operadores no conmutativa y no autoadjunta sobre L*(Q2).
En efecto,

1. A es no conmutativa. Basta ver que no conmutan dos elementos gen-
eradores, sea f € Co(R), F € L?(2), entonces

' o([UeF(w(z)} = o(f) F(rew(z)) = f(rw(0))F(rw(z))
. = flw(t)F(w(z +1))
y por otra parte
Vo (f)F(w(x)) = Upf (w(0)) Fw(z)) = f(w(0))UeF(w(z))

= f(w(0))F(w(z +1))
luego oU; # Uyo Vi > 0.

2. A no es autoadjunta. Efectivamente, pues U_, = U} no pertenece al
dlgebra A.

'

Un subespacio cerrado M de L%(Q) se dice que es semi-invariante bajo el
algebra A (Ver [sa.]) sila proyeccién Q sobre M satisface QABQ = QAQBQ
para todos A, B € A.
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PROPOSICION 4.2.2

La transformacion lineal
Mfﬂg — O'(f) -1, f < CQ(R)

Se extiende de manera dnica a una isometria W de L2(R) en L2(Q2). Ademds
W satisface

Py Mp Py My, .. .Py M;, = W*Usla(fl)U,,a(fg)...U,na(_fn)W, (38)

paran>1yparas; €R, 5, >0 y f; € Cy(R).

Comentario previo a la demostracién. Denotaremos por M al sube-
spacio de L2(R), M = {M;Qq : f € Co(R)}.
Sea W : M — L3(Q) definido por

W(Ms0) = o(f) - 1 = f(w(0)) - 1.

Donde 1 € L*(2) es la funcién constante identicamente igual a 1. W seré
una extension de W a todo L*(R).

Ademas W satisface la ecuacién (38) como una igualdad en B(L*(R)) nétese
que si A es un operador en el algebra A, entonces W*AW € B(L*(R)),

L*(R) :v—;_, L2(5Y) :?, L*(Q) ? L (R).

Demostracion. Por la definicion de la medida P, tenemos para cada f €
Cy(R), que

ot 1P = [ lo(PN@)PdP@) = [ 1£(@(O)FdPw) = (o, Miypa)

= {Qo, M7 ) = (0, M7 M;Q) = (MfQO’MfQO) = | MsQ0f?.
Por lo tanto }
IW M| = | M£0l?.

Agqui |- |, {, ) ¥ Il - I, {(.,.)) denotan las nermas y . uctos internos en
L2(R) y L3() respectivamente.

Por lo tanto la transformacién indicada W de M en L3() es una isometria
parcial. La extension W de W existe si M es un subespacio denso en L(R).

53




bl

LT L INRIYF O T TN O R 11 " PPN . PR B - bl e Atk TV N W S| W T

Sea g € L%(R) y sea {gn}n>1 C Co(R) tal que g, — g en L%(R), hagamos
fa = g=9n € Co(R), n 2 1. Entonces My, Q% = g, — g en L*R). Por lo
tanto, como Co(R) es subespacio denso de L*(R), tenemos por lo anterior
que M es denso en L?(R), asf existe una extensién W de W, que preserva
la norma de W, es decir, es una isometria.

Para demostrar (38) sean s; = t; —t;_;, paraty < t; < ... < t, en R.
Entonces para £ = My, 7 = M, con g,h € Cy(R), tenemos, usando los
Teoremas 4.1.2 y 4.1.5,

(Ps1Mf1Psz T Paann§’n>
= (Mh‘Ph—toMflPtz—h e Bn—tn-len.qQO’ QO)
= ‘/&:2 h*(W(to))f1(w(t1)) e fn—l(w(tn—-l))fn(w(tn))g(w(tn))dp(w)

= /ﬂ R*(w(0)) fi{w(ti~to)) - - - fa—1(wW(ta-1—10)) fr(w(tn—t0))g(w(tn—to))dP(w)

= ((Uy—40([1))U—1,0(f2) - - - Usnt,_10(fa)o(g) - 1,a(h) - 1))
= (Ut (f1)Uts—1,0(f2) - - Uty —t,_, o fa)WE, Wip))
= (W*Us,0(f1)Us;0(f2) - Us, 0(fa)W§, m).
Y el resultado se obtiene de la densidad de £ y n en L?(R).

&

Como consecuencia directa de la igualdad (38), en la Proposicién 4.2.2
se tiene que si A y B son operadores en el dlgebra A de la forma

A= Uslo-(fl)U32J(f2) e Uama(fm)s B = Utla(gl)Utga(gz) s Uana(gn),
donde s;, t; > 0, g;, fi € Co(R), entonces
W*AWW*BW = W*ABW.

De ésto se sigue que la aplicacion A — WW* AWW* es multiplicativa sobre
el algebra A.

También como consecuencia de la Proposicién 4.2.2 se tiene el siguiente
resultado.
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Corelario 4.2.3

El rango de W es un subespacio semz—mmmnte para el dlgebra de oper-
adores A.

Es decir, si W : L2(R) — L?(f2) es una isometria y si E es la proyeccién
sebre W(L%(R)) entoneces E = WW™.

Demostacién. Basta probar que si F € L3(Q), entonces EF = WW*F.
Sea FF = Wg+ f, con g € L*(R)y fi € (W(L2(R)))1, nétese que

W*fi, ) ={(fi, Wf)) =0, VfeL*R),

entonces W*f, = 0 por lo tanto W*F = W*Wyg; ademds, como W es una
isometria se tiene

(9,f) = (Wg, W)= (W'Wyg,f), VfeLR),

entonces W*Wg = g y aplicando W obtenemos WW*Wg = Wy, entonces
WW*F =Wg = EF.

&
LEMA 4.2.4
Para cada t > 0 y cada F € B{04], el operador MpU, pertenece a A.

Donde para cada t > 0, B{0;t] deneta a la subdlgebra débil-+ cerrada de
L>°(Q2) generada por las funciones (cilindricas) de la forma

wr— fw(s)) feECR) v 0<s<t.

Demostracién. Como B{0,t] es el dlgebra débil-+ cerrada generada por
las funciones w —> f(w(g)), s € [0,t] f € CO(R) entonces las funciones
cilindricas pertenecen y son densas en B|0,¢], pues los eleinentos B € B[ﬂ ]
son de la forma B = w" — lim,, B, con B, de la forma

Bup(w) = filw(s1)) - falw(sn)), fi € Co(R) 0< s <.+ <5, S
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La funcién de L>=(€2) en B(L%(Q))) definida por F — M es continua cuando
en L*(Q?) ponemos la topologia débil-x: F, —" F &= (G,F,) —
(G, F), G € L(Q?) donde (., .) es el par de dualidad entre L} (Q) y L*(Q). Y
en B(L%(?)) la topologia débil:

MF" —Y Mp &= (u,Mpnv) — (’U.,MF’U) Vu,v € Lz(ﬂ)

En efecto, sea ¢ € L2(Q?) y supongamos {F}, }.>; es una red en L%(Q) tal que
F,— F

(9, Fa9)) = [ 6"Mp,9dP(w) = [ §'Fu¢dP(w) = [ F()Ig]*(w)dP(w)
= (Fu[1) — (FI61) = (&, Mp)). Vo € L.

Por lo tanto F —— My es continua.
Ahora podemos suponer que F es cilindrica y en este caso

MpU; = filw(s1)) -+ falw(sn))Us = Uy o (f1)U;, Usy o () U3, - - - Us, 0 (f2) U3, Ut
= Us,0(f1)Usz-5,0(f2) - - Usp—sp 10 (f2)Ut—s,, € A.

El caso general se tiene por la densidad de B[0,%] y por la continuidad de

é

Procederemos ahora a construir el semigrupo de contracciones {Q; }:>0, que
tendréd a -H como su generador infinitesimal y ademds Q; =@, Vt > 0.

Para cada ¢ > 0 se define el funcional C; : @ — (0, c0) mediante
Cilw)y=¢€" INCOLS

La familia {C;}:>o tiene las siguientes propiedades:
(i) 0 < Ci(w) €1, Co(w) =1, w €
(ii) Ciys(w) = Cs{w)Ci{Tsw), (propiedad de cociclo).

Demostracién La demostracién de la igualdad (i) se obtiene directa-
mente de la forma como se ha definido a la familia {C}}:>0.
(ii) Tenemos que

Ct+s(w) - f:ﬂ Viw(r))dr _ e f; V(w(r))d‘re— L’H V{(w(r))dr

Cafw)e™ Jo VM = 0, w)Cr(rw).
Una familia {C;}:>0 con las propiedades (i) y (ii) se llama cociclo.
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PROPOSICION 4.2.5

Las condiciones (i) y (ii) son suficientes para que la familia A, = Mc,U,
sea un semigrupo de contracciones en L*(§).

Demostracién Tenemos que
(Ast:t F)(w) = (Mo, Uspt F)(w) = Cost(W) (Ugse FYw) = Cs(w)Ct(Tsw)F(Tan),
por otra parte
(A, A F)(w) = Cow)(AF Y 1ow) = Co(w)Ce(Tew) F(Typew).
Y ademéds A, — I cuando ¢ — 0 por la propiedad (i) de la familia {C;}>0.
&
PROPOSICION 4.2.6

-~ La familia A, = Mc, U, pertenece a A para.cadat > 0.

Demostracién Sean w € 0 y ¢ > 0 fijos. Como V es continua, tenemos

que
T

tim £ 3 i) = [Viwts)as

Entonces si u,, es la funcién contimia en R definida por

Un(z) = €7V,

tenernos que

n
) =l T (w5
Si cada u, pertenece a Co(R) el resultado se sigue del Lema 4.2.4, pues
para cada t > 0, C; € B[0,] ya que cada sucesién acotada convergente casi
en todas partes es convergente en la topologia débil-+ de L°(2). En el caso
general, cada u,, se puede aproximar uniformemente en compactos de R por
una sucesién en Co(R).
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. Sea E la proyeccién WW*. Puesto que {Mc,U; : t > 0} es un semigrupo
en Ay por el Corolario 4.2.3 W(L?(R)) C L?(f2) es un subespacio semi-
invariante de A, tenemos

EMg,, Uy E = EMg, UM U,E = EMg,U,EMg,U,E.

De aqui se sigue que la familia de operadores {Q; : ¢ > 0} en L?(R), definidos
por
Qt = W*MCtUtW = W*AtW',

es un semigrupo de contracciones fuertemente continuo.

PROPOSICION 4.2.7
Q: = Q:, para cada t > 0.

J Demostracién. Para probar esto, usaremos el operador de reflexién en
el tiempo R. Afirmamos que RW = W. Por la definicién de W, es suficiente
probar que R deja fija cada funcién F' en L?(£2) de la forma F(w) = f(w(0)),
donde f € Cy(R). Pero

RF(w) = F(rw) = f(rw(0)) = f(w(0)) = F(w),
puesto que rw(0) = w(—0) = w(0). Ahora podemos escribir
Q: = (W*MgtUtW)* = W'U_tMCtW

— W*RU_ Mg, RW = W*U,RMc,RW,

la dltima igualdad se sigue de la propiedad de conmutacién RU_, = U,R.
Podemos calcular de manera sencilla que RM¢, R es la multiplicacién por la
funcién .

D(w) — e—fo V(w(—s))ds,

L asi que U;RM¢, R es de la forma U,Mp = MpU;, donde D es la funcién

2

D(w) = D(raw) = &= Jo V=D _ 0 ().
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De esto se sigue que

Q; = W M, UW = @4, "

como se deseaba probar. &

Por lo anterior {Q:}:>0 es un semigrupo fuertemente continuo y por lo
tanto tiene un generador infinitesimal —H, que serd una extension de —{(Ho+
V). Es decir,

e =@, obien e = W*MyUW. (39)

La ecuacién {39) es una reformulacién de la formula de Feynman-Kac en
‘términos de algebras de operadores.

COMENTARIOS

- 1. Si en la ecuacién (39) V = 0, entonces C; = 1 y tenemos
P, = e o = WU, W.

Es decir, el semigrupo de contracciones F; tiene una dilatacién generada
por el grupo de traslaciones U; en el espacio de probabilidad (2, P).

2. En el caso en que V # 0, podemos decir que el semigrupo perturbado
e ¥ tiene una dilatacién de la forma Mg, U;, que es una perturbacién
de (U;)ier a través del cociclo C; el cual fue definido en términos de V.
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Z APENDICE A.1

En el este apéndice se obtendra el Nicleo de Mehler, con el cual se prueba
que el semigrupo de contracciones del oscilador armdnico preserva positivi-
dad.

—tH

La positividad de e y el nicleo de Mehler.

Usando el resultado del Teorema 4.1.2 obtendremos el nicleo Q;(x,y)
para el operador e *H0_ es decir,

(e f)(@) = [ Qule,y)fw)dy.
Usando la igualdad (36) del Teorema 4.1.4, para f, g € Cy(R) se obtiene

(9,67 f) = [ (€ )@)g@)de = [ ([ Qulz,v)fG)dy)g(@)de

: = fRz f()9(z)Qu(z, y)dzdy = fR @)% ()00 (1)g(2)05 (2)0%(2)Q:(z, y)dady

= [ F 0 W) (@)ACu(@, ) = (o, (99%5V)e ™ H(1257)%)

= E(g9%  (q(50)) fQ (a(51))), con t=s; 85 —00<se< 8 <00

Lo cual nos dice que G;(,y) es la distribucién de probabilidad conjunta de
las variables aleatorias gf2;' y f{%;'. Calculemos ahora Q.(z,¥):
La distribucién conjunta de las variables aleatorias Gaussinas df};' y fQg*
es

dGi(w,y) = (2r)"(det A)He™d Lusbsmms,

en nuestro caso A = (a; ;)22 (ai; = a;;) es la matriz de covarianza conjunta
de gQ;'y fQ%'y B= A"!; donde

Qi = Lz fszth(:B’ y) = (xQD: e_{sj_si)Ho-'EQO).

En nuestro caso, usando cdlculo funcional se obtiene

>

L™

(.’EQ(}, .’L'Qo) = %

L3
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y para 7 real por calculo funcional
e THog Qo = e 28y,
Asi tenemos,

a1 = agg = (20, ) = 3

1
a1z = agy = {0, e HozQp) = ie“".

Entonces la matriz de covarianza es

calculando la inversa obtenemos para t > 0

2 1 —e !
B=a—em ( et 1 )

th(:c,y) = 71.—1.(1 _ e—2t)e{—(1—e'2")‘1(:cz+y2—2a:ye“)}¢ndy

de donde

J'.'z 1'2
luego como () = m1e~T entonces §l5!(z) = mieT y finalmente obten-
emos la férmula o el micleo de Mehler:

Qi(z,y) = Gi(z, ¥)% (=) (v)

B R ey (L))

Hemos obtenido el micleo-Q,(z, y) para e~ *10 ¢l cual es una funcién Gaus-
siana, por lo tanto, no negativa y asi es claro que si f es no negativa entonces
como se requeria

Pif = (5 f)(z) = [ Qule,y)fy)dy 2 0.
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* CONCLUSIONES.

En el presente trabajo establecimos la dindmica para un sistema cuantico
unidimensional cuyo Hamiltoniano H es un operador densamente definido,
esto se hizo mediante una reformulacién del principio de Ehrenfest en términos
de *-automorfismos del édlgebra B(#) de todos los operadores acotados en
un espacio de Hilbert H, que resulta aceptable como principio bésico de
la dindmica cudntica. También se demostré que bajo ciertas condiciones
de continuidad en la variable ¢, cada grupo de *-automorfismos {a;}:cr es
implementado por un grupo {U; };er fuertemente continuo de operadores uni-
tarios cuyo generador infinitesimal es el Hamiltoniano de Schrodinger salvo
constantes. En el tercer capitulo se hizo una revision del modelo del oscilador
armoénico cuantico y se demostrd, usando la versién a la Gelfand del teorema
espectral, que la dinAmica también es descrita por el semigrupo fuertemente
continuo de contracciones que tiene por generador infinitesimal al Hamilto-
niano del oscilador arménico H; en esta parte el objeto principal fué una

*-representacién del algebra L![0, 00).

En el cuarto capitulo retomamos el Hamiltonianoe del oscilador arménico para

¥ establecer una version de la férmula de Feynman-Kac en términos de algebras
de operadores, para ello consideramos perturbaciones de un grupo unitario
o por cociclos. Aqui el objeto central resulta ser un algebra de operadores no

conmutativa y no autoadjunta.

Exiten férmulas tipo Feynman-Kac para la ecuacién de Dirac en términos
de funcionales de ciertos procesos estocésticos, véase por ejemplo [R.Q}, y
un problema interesante serfa describir, en su caso, la clase de algebras de

operadores asociadas con estas representaciones.

s

—
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