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Resumen

Se presenta una descripcion estocastica de los efectos debidos a las fluctuaciones
internas en el crecimiento de la biomasa de A. vinelandii en un birreactor en términos de
una ecuacion maestra no lineal (ME). Se utiliza el método de desarrollo sistematico de
van Kampen para obtener una solucion analitica, pero aproximada de la ME. Se deduce
el comportamiento temporal de los promedios de las concentraciones de biomasa,
alginato y sacarosa, asi como el de sus fluctuaciones alrededor de los valores medios,
para diferentes valores de la tension de oxigeno disuelto (DOT). Se optimizan los
valores de algunos de los parametros que aparecen en las ecuaciones estocésticas y
dindmicas, de manera que el error estadistico promedio entre resultados teoricos y
experimentales sea minimo tanto para los promedios como para las fluctuaciones. Se
comparan los resultados analiticos para estas cantidades con los valores experimentales
reportados para A. vinelandii. Se encuentra que el error cuadratico promedio total varia
entre 0.17- 0.29. Se discuten los alcances, ventajas y limitaciones de este enfoque.

Abstract

A stochastic description of the effects of internal fluctuations on the biomass growth of
A. vinelandii in a bioreactor, is given in terms of a nonlinear master equation (ME). We
use van Kampen’s systematic expansion method to obtain an approximate but analytic
solution of the ME. We predict the time behavior of the average values of the
concentrations of biomass, alginate and sucrose, as well as the fluctuations of biomass
around its average value, for different values of dissolved oxygen tension (DOT). We
optimize the values of some of the parameters involved in the stochastic and dynamic
equations, so that the statistical average error between theoretical and experimental
results for both, average and fluctuations, is a minimum. We compare our analytical
results for these quantities with those reported experimental measurements for A.
vinelandii. We find that the total quadratic average error varies between 0.17- 0.29. The
scope, advantages and limitations of our approach are discuss.
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1.INTRODUCCION



La produccién de alginato ocurre principalmente en algas como Macrocystis
pyrifera y Cystoseira C. agardh lo sintetizan también bacterias como Pseudomonas y
Azotobacter vinelandii. El alginato tiene diversas aplicaciones debido a su utilizacion como
agente gelificante, espesante, estabilizante y emulsionante. Estas propiedades dependen de
su composicion quimica, sustituyentes organicos e inorganicos y sus propiedades fisicas:
tales como el peso molecular, la actividad emulsionante, las propiedades reoldgicas, la
formacidn de geles y la captacion de metales pesados.

Los alginatos estan constituidos por residuos de &cidos g — D —manuronico (M) y
a — L —gulurdnico (G) (Gacesa, 1998; Rehm y Valla, 1997). En particular, los alginatos

extraidos de algas cambian su composicién quimica segun el lugar donde se localice y el
tejido. Dada la diversidad de su composicion y el escaso control sobre ella, el cultivo de
Azotobacter vinelandii es una fuente alternativa para su sintesis; debido a su inocuidad, es
el mas utilizado para el desarrollo de procesos biotecnoldgicos. De esta manera, es posible
producir alginato con propiedades similares al obtenido por algas pero con caracteristicas
especificas, como es el caso, de los alginatos de alta pureza que son usados en el area
farmacéutica y alcanzan un precio de USD $40,000 / Kg (Rehm y Valla, 1997).

El cultivo de Azotobacter ha sido estudiado a través de un proceso de fermentacion
utilizando distintas velocidades de agitacion; fuentes de carbono, temperaturas y tension de
oxigeno disuelto, TOD. La TOD es definida en funcion de la saturacion de oxigeno en la
solucion, la cual es la concentracion de oxigeno que puede disolverse en una solucion
cuando se burbujea aire (7.5 - 8 mg/L). Se ha evaluado el efecto de componentes del medio
de cultivo; la preparacién del inoculo y la influencia de las sustancias presentes en €él. Asi
como otros aspectos relacionados con su fisiologia y la modificacion genética de la bacteria
(Zapata-Vélez y Trujillo-Roldan, 2010; Mejia y col., 2009; Galindo y col., 2007; 2008;
Pefia y col., 2006; Priego-Jiménez y col., 2005; Trujillo-Roldan y col., 2004; Reyes y col.,
2003; Segura y col., 2003; Trujillo-Roldan y col., 2001; Beale y Foster, 1996; Clementi y
col., 1995; Brivonese y Sutherland, 1989; Annison y Couperwhite, 1986; Chen y col.,
1985; Nigel y col., 1983). De los factores anteriores, la TOD es un parametro clave en la
produccion de alginato y el peso molecular promedio. Cuando los niveles de TOD son
bajos se promueve la formacién de un polimero de reserva intracelular Ilamado
polihidroxibutirato (PHB). En niveles intermedios (2% -5% de TOD) se favorece la sintesis
de alginato y arriba del 5% la concentracion de biomasa final es mayor respecto al 2% vy el
3% de TOD (Horan y col., 1983).

Las variaciones en la concentracion de oxigeno representan un problema que afecta
los pardmetros de produccion, la produccion en si misma y la calidad del alginato. Por otro
lado, los trabajos de escalamiento (De Ledn-Rodriguez y col., 2010) sugieren que la
limitacién de oxigeno es crucial en estos parametros (Mejia y col., 2009; Galindo y col.,
2007). Trujillo-Roldan y col. (2001; 1999) han analizado el efecto de la TOD constante (en
un intervalo del 3% al 5%) y oscilante en el cultivo de Azotobacter vinelandii, a través de
un modelo macroscopico. Las concentraciones de biomasa, alginato y sacarosa (fuente de
carbono) en la fase exponencial varian continuamente en el tiempo y obedecen leyes que se
obtienen de principios generales de conservacion asi como de relaciones constitutivas
fenomenoldgicas. Debe sefialarse que esta descripcion corresponde a una aproximacion,



porque no toma en cuenta las fluctuaciones en los valores de las variables. Esta descripcion
es mas precisa cuanto mayor sea el nimero de entidades en el sistema y mientras se aplique
en una escala de tiempo grande comparado con tiempos microscopicos caracteristicos.
Experimentalmente el cultivo por lote se desarrolla en un bioreactor de 1 L, que opera a una
temperatura de 29°C, una velocidad de agitacion de 700 rpm y una velocidad de flujo del
aire de 800 vvm [ml aire / (ml medio min)]. El cultivo por lote se define como aquel que se
realiza sin intercambio de materia con los alrededores, salvo lo referente a los gases
(aireacion, produccion de CO, y otros gases), los que se suministran y retiran del sistema

en forma continua. En este cultivo se cargan inicialmente los nutrientes y luego se inocula
con una determinada cantidad de células viables.

En este trabajo, se modifica el modelo macroscopico propuesto por Trujillo- Roldan
(1999), al incorporar el término asociado con la produccién de alginato en la ecuacion que
describe el consumo de sacarosa (Cap.2, Ec. 2.9). El conocimiento de la cinética del cultivo
permite la prediccion de las cinéticas de fermentacion, la evaluacion de las velocidades, los
rendimientos y entrega informacion util para establecer estrategias de produccion y
optimizacion del proceso (Acevedo y col., 2002). Los parametros del modelo se optimizan
y se comparan con los valores experimentales, reportados para el cultivo. Se encontré que
el error cuadratico medio total varia entre 0.17%-0.29%.

La importancia de las variaciones de TOD en la dindmica del sistema descrito
previamente (Seccion 2.2.1), se determina con el célculo del orden de magnitud de la
fluctuacion. La descripcion macroscépica correspondiente es solo una aproximacion, dado
gue no toma en cuenta las fluctuaciones en los valores de las variables. Las fluctuaciones
son desviaciones alrededor de un valor promedio que ocurren en intervalos de tiempo
pequefios 0 en un volumen pequefio; esto Gltimo se debe a la condicién del limite
termodinamico: cuando mayor es el nimero de entidades en un sistema, N (o el volumen,
V) y la relacion N/V es finita las fluctuaciones son despreciables. Para introducir de manera
natural el concepto de fluctuaciones Bogolyubov (1962) describe una jerarquia de tiempos
de relajacidn, segun la cual, el sistema pasa por tres etapas 0 regimenes en su evolucién al
equilibrio. En el primer régimen la dinamica de las particulas en un intervalo de tiempo 7,

(tiempo de colision) se describe a través de un conjunto de ecuaciones para cada una; en
consecuencia el niamero de variables implicadas es grande. Cuando el sistema relaja a un
régimen cinético t > z_, las variables se reducen y su dinamica se describe a través de una

funcién de distribucion para una particula en un espacio fase. Si el sistema continda
relajandose alcanzara el régimen hidrodinamico, las variables se reducen aln mas, y su
dindmica se estudia a través del comportamiento promedio de las particulas utilizando las
ecuaciones hidrodinamicas. En este régimen la descripcion es macroscépica (estadistica)
pero aproximada, porque las fluctuaciones alrededor de su valor promedio son y se
mantienen pequefias, de tal forma, que pueden ser despreciadas (Zoltan y col., 2005;
Salinas- Rodriguez, 1983; Gardiner, 1983). El valor promedio esta asociado a una funcion
de distribucién. Debido a lo anterior, el conocimiento de la magnitud de las fluctuaciones y
el estudio de su efecto en la dindmica del sistema, determina la validez de una descripcion
exclusivamente macroscépica (Haken, 1975; Family y Landau, 1984; Salinas-Rodriguez y
col., 1998).



En el sistema de estudio (Seccion 2.2.1.) las fluctuaciones en la tension de oxigeno
disuelto, TOD, se deben a cambios rapidos en el tiempo, alrededor de un valor promedio.
Cuyo valor (3%TOD) corresponde a la mayor produccién de alginato sintetizado bajo las
condiciones especificadas en el trabajo de Trujillo-Roldan y col., (2001) (Figs. 2.6, 2.8 y
2.9). La evolucion de estas fluctuaciones influye en la reproduccion del cultivo, el valor

promedio del peso molecular ponderado en el peso, M_W y su distribucion de pesos

moleculares, DPM asociada. La dinamica de estas fluctuaciones s6lo se puede determinar a
través de una descripcion estocastica’. La evolucion de las fluctuaciones obtenida de un
modelo estocastico es Util para explicar la incertidumbre de las curvas de crecimiento
(Ponciano y col., 2005). En otros sistemas, como el cultivo de levadura las fluctuaciones
internas “inherentes al sistema” tienen un origen desconocido, sin embargo, se pueden
relacionar a la ruta metabolica de la celula. Otros fendmenos periddicos, tales como las
oscilaciones en la ruta glicolitica pueden ser descritos mediante un modelo estocastico
elemental para dos especies (Heinrich y col.,, 1977). En un cultivo continuo las
fluctuaciones en la concentracion de biomasa son Utiles para controlar el nivel de biomasa,
donde su induccion es deseable para identificar un comportamiento cadtico y oscilatorio
(Davey y col., 1996). En la actualidad el uso del modelo estocastico se ha incrementado
respecto al modelo macroscopico debido a la heterogeneidad de los sistemas bioldgicos
sobre un rango de escalas de organizacion (Darren, 2009). EI modelo estocastico acoplado
con un método estadistico riguroso facilita la comprension de los procesos microbianos
fundamentales.

Debido a lo anterior, el objetivo de este trabajo es proponer y desarrollar un modelo
estocastico basado en una ecuacion Maestra Markoviana no-lineal (van Kampen, 2003). En
este contexto, los procesos de reproduccidn y muerte de bacterias son eventos estocasticos,
que generan la evolucién de la densidad de probabilidad condicional. Con este modelo, se
predicen las cinéticas experimentales obtenidas por Trujillo- Roldén, y col., (2001) (Cap 2,
Sec. 2.2.2) y la evolucién de las fluctuaciones en la concentracion de biomasa alrededor de
los valores medios, de las cantidades correspondientes a la concentracién de biomasa, x
alginato, p y sacarosa, s; para diferentes valores de TOD (3-5%) (Cap 5).

Las fluctuaciones en la concentracién de biomasa se suponen inherentes al sistema
puesto que la reproduccion y muerte de las bacterias ocurren en forma probabilistica.
Alguna causa que puede originarlas se atribuye a las fluctuaciones en la concentracion de
oxigeno, contenidas en los parametros £ y y de las tasas de reproduccién y muerte. Sus

modelos correspondientes se suponen procesos estocasticos Markovianos y se incorporan
en la ecuacion Maestra a traves de las densidades de probabilidad de transicion.

La contribucion principal de esta tesis, ofrece un punto de vista alternativo para estudiar la
produccion de alginato sintetizado por Azotobacter vinelandii. Mediante un modelo
estocastico basado en la ecuacion Maestra Markoviana no-lineal, se obtiene el

*

La descripcion estocastica en términos de las variables macroscopicas es llamada mesoscépica. Este término
fue introducido por van Kampen para describir un sistema utilizando las leyes macroscopicas y las
fluctuaciones alrededor de las variables implicadas en estas.



comportamiento de los valores medios de las cantidades correspondientes a la
concentracion de biomasa, alginato y sacarosa. Estas cantidades, se comparan con los
valores experimentales reportados para el cultivo; el error cuadrdtico medio total varia
entre 0.17%-0.29%. Ademas se predice la evolucion de las fluctuaciones en la
concentracion de biomasa alrededor de sus valores medios, para diferentes TOD (3%-5%).
Las fluctuaciones en la concentracion de biomasa son fluctuaciones internas porque se
generan por el mismo sistema. Se obtienen a partir del segundo momento de la
distribucion. En consecuencia, su evolucion se encuentra en la evolucion de la
desviacion estandar que experimentalmente no es posible predecir; ya que Gnicamente se
obtienen las desviaciones de cada punto experimental hasta donde se realizan los
experimentos. La dinamica de las fluctuaciones es importante para determinar la
reproducibilidad de los experimentos y sugerir modificaciones en la fermentacion. El
sistema analizado ha sido ampliamente estudiado desde el punto de vista experimental, sin
embargo el uso de modelos matematicos para su descripcion es limitado. En la mayoria de
los casos, se utilizan los modelos clasicos como la ecuacion de Malthus- Verhulst y la
ecuacion de Leudeking- Piret para estudiar polimeros como la goma xantana, polisacaridos
de Pseudomonas sp y el alginato (Shu y Yang, 1991; Weiss y Ollis, 1980; Leudeking y
Piret, 1959). En particular, para la produccién de alginato el consumo de sacarosa esta
asociado con la produccién de biomasa y del polimero. En otros trabajos, modifican estos
modelos e incorporan factores como la relacion C/N, y el efecto de algunos componentes
del medio. (Trujillo-Roldan y col., 1999; Parente y col., 1998; Clementi y col., 1995;
Klimek y Ollis, 1980;).

El modelo estocastico es idealizado pero considera los aspectos esenciales del
cultivo por lote de Azotobacter vinelandii. Las hipétesis y caracteristicas mas importantes
se mencionan a continuacion:

i) En el cultivo por lote todas las bacterias se reproducen a intervalos regulares; no
existen sustancias inhibidoras del crecimiento y la composicion del medio es simple en
cuanto a las fuentes de carbono y nitrogeno. El cultivo sintetiza alginato, p asociado a su
crecimiento y consume sacarosa, St como la fuente de carbono.

ii) El inéculo contiene un ndmero inicial de bacterias, no(ty) que esencialmente
crecen y adquieren la madurez metabdlica para reproducirse.

iii) En el bioreactor (1 L) las bacterias se encuentran homogéneamente distribuidas
en un medio de cultivo Burk modificado, esto es, en una primera aproximacion se
considera que el numero de bacterias, n no es funcién de la posicion.

iv) La variable aleatoria que caracteriza el sistema es el nimero de bacterias n
presentes en el bioreactor al tiempo t. Se define por un espacio de estados cuyos valores
estdn comprendidos desde el nimero de bacterias presentes en el inoculo hasta el nimero

de bacterias presentes al término de la fase exponencial {n,(t,),....n; (t;)}, y la densidad de

probabilidad condicional p, = P(n,t|n0,t0). pn representa la probabilidad de encontrar n
bacterias a un tiempo t, dado que se tenian n, al tiempo inicial t, .



v) En este trabajo la ecuacion Maestra se obtiene en base a una ecuacion logistica
(Ec. 5.4). La evolucion de p, se debe a los procesos de reproduccion y muerte, que ocurren

durante la fase exponencial, y se representan a través de las correspondientes
probabilidades de transicion G(n) y R(n). En general estas funciones aleatorias dependen

de n. La ecuacién Maestra como una ecuacion de balance que gobierna la evolucién
temporal de la densidad de probabilidad condicional. tiene una interpretacion fisica mas
directa. Aungue la ecuacion Maestra es una ecuacion integro diferencial su forma explicita
depende del sistema fisico particular.

vi) En los modelos que caracterizan los procesos de reproduccion y muerte se
desprecia la edad de las bacterias, esto es una simplificacion esencial para suponer que son
procesos estocasticos Markovianos. Los cuales se identifican porque el estado actual del
sistema depende Unicamente del estado inmediato anterior.

vii) La reproduccion de las bacterias ocurre por un proceso de duplicacién. La
muerte puede asociarse a procesos de competencia, lisis celular y el agotamiento de la
energia relacionada con los procesos de mantenimiento; estos Ultimos no tienen relacién
con el crecimiento celular. Se supone que n bacterias solo pueden reproducir una o morir
una en un intervalo de tiempo asociado con las densidades de probabilidad de transicion.
Esto se conoce como proceso de un solo paso.

viii) Las fluctuaciones en la concentracioén de biomasa se suponen inherentes al
sistema puesto que la reproduccion y muerte de las bacterias ocurre en forma
probabilistica. Se considera que son originadas debido a las fluctuaciones en la
concentracion de oxigeno que estan contenidas en los parametros de los modelos para las
tasas de reproduccion y muerte, S y y respectivamente.

ix) Para resolver en forma aproximada la ecuacion Maestra- Markoviana no-lineal
se considera que el sistema esta cerca de equilibrio, esto permite utilizar el método de
expansion sistematico de van Kampen. En este trabajo, ny es una medida del tamafio del
sistema que se denota por €,. Para obtener de la ecuacion Maestra el comportamiento

promedio y la ecuacién para la evolucién de las fluctuaciones, van Kampen propone una
descomposicion para n en dos contribuciones: la macroscépica y una fluctuante a las que

pondera por medio de Q, y Q,"?, respectivamente.

En el limite termodindmico, se recupera el comportamiento promedio
correspondiente a las cinéticas experimentales (Trujillo-Roldan y col., 2001). En esta
condicion todas las bacterias se reproducen en promedio con la misma velocidad
especifica de crecimiento, esto significa que no hay diferencias en su estado fisioldgico.

En este caso particular, el comportamiento de las fluctuaciones en la
concentracién de biomasa sugiere la contribucion de otros factores que podrian ser incluso
externos al sistema, tales como la inyeccion del aire y el mezclado.



Para este proposito el trabajo se organizd de la siguiente manera. En el Capitulo 2
son descritas las generalidades de la produccion de alginato por Azotobacter vinelandii. Sus
principales propiedades asi como los aspectos generales del proceso de fermentacion. Se
describe el modelo macroscopico propuesto por Trujillo-Roldan (1999), se presentan las
caracteristicas del sistema experimental estudiado y se muestra el efecto de la TOD
constante sobre las cinéticas del cultivo.

En el Capitulo 3 se sefiala la importancia de los procesos estocasticos en la
ingenieria y se describen los fundamentos de estos procesos. Se incluyen los desarrollos de
la ecuacion de Fokker- Planck, ecuacion Maestra y se muestran las caracteristicas méas
importantes que dan lugar a la ecuacion de Langevin. En el Capitulo 4 se ejemplifican estas
ecuaciones con el caso bien conocido del movimiento Browniano. Se describen sus
fundamentos y se deduce la ecuacion de difusion (Teoria de Einstein) asi como las
respectivas ecuaciones de Smoluchowski, de Langevin, de Fokker- Planck y por ultimo, la
ecuacion Maestra.

En el Capitulo 5 se define el sistema de estudio de este trabajo, mediante la
formulacion del modelo estocéstico basado en la ecuacion Maestra. EI modelo describe el
comportamiento del cultivo de Azotobacter vinelandii basado en una ley de velocidad
mecanistica no-lineal, ecuacion de Malthus- Verhulst; los procesos de reproduccion y
muerte del cultivo se representan a través de los modelos para las probabilidades de
transicion por unidad de tiempo. La ecuacion Maestra no-lineal se resuelve en forma
aproximada por el método de expansion sistematica de van Kampen. Se obtienen las
fluctuaciones relativas y se comparan los resultados del modelo con los experimentales.

En el Capitulo 6 se formula un modelo estocastico a través de una Ecuacion
Maestra, EM, para describir la evolucion del peso molecular del alginato, considerando el
proceso de polimerizacion. A partir de la EM se obtiene la ecuacion para el valor promedio
de la distribucién. En particular, se considera este proceso, porque es posible comparar los
resultados del método tedrico con los valores experimentales (Trujillo-Roldan y col., 2004).
Este trabajo se encuentra bajo estudio.



2. PRODUCCION DE ALGINATO POR

Azotobacter vinelandii



En este capitulo se mencionan algunas de las propiedades del alginato asi como la
descripcion macroscépica para su produccion. Se presenta el sistema de estudio, cuyos
resultados experimentales se encuentran ampliamente especificados en los trabajos de
Trujillo-Roldan y col., 2004, Trujillo-Roldan y col., 2001 y Trujillo-Roldan, (1999).

2.1. Alginatos
El alginato pertenece a una familia de copolimeros binarios no ramificados,
constituido por residuos de &cidos - D —manurénico (M), y «a— L —gulurdnico (G)

unidos por enlaces glucosidicos A(1-4) (Gacesa, 1998; Rehm y Valla, 1997). Su

estructura contiene blogques formados por residuos M, G y otros que contienen residuos MG
(Sutherland, 1990) (Fig. 2.1).

R~ Ji

Fig.2.1 Estructuras secundarias de &cido alginico a) acido polimanurénico (M).
b) &cido poligulurénico (G). c) alginato (Sabra y col., 1999).

Las propiedades del alginato dependen de su composicion quimica, sustituyentes
organicos e inorganicos y sus propiedades fisicas: tales como el peso molecular (peso

molecular promedio, M ; indice de polidispersidad, IP), la actividad emulsionante, las
propiedades reoldgicas, la formacion de geles y la captacion de metales pesados.

El alginato es un constituyente de la pared celular de las algas cafés (Phaeophyceae) y su
extraccion es rentable cuando su porcentaje es mayor al 40% en peso (Rehm y Valla,
1997). Los bloques M:G vy las propiedades fisicas varian significativamente segun la
especie de alga y su localizacion dentro de ella. Las especies de Pseudomonas y
Azotobacter son las Unicas fuentes procariotas que producen alginato semejante al
sintetizado por algas. Pseudomonas aeruginosa fue reportada primero debido al dafio que
causa en las vias respiratorias en los pacientes; asi como otras de sus especies Pseudomonas
mendocina Y Pseudomonas syringae. Sin embargo, Azotobacter vinelandii es la bacteria
mas utilizada para el desarrollo de procesos biotecnologicos debido a su inocuidad.

El alginato sintetizado por bacterias tiene usualmente un peso molecular mas alto que el
polimero producido por algas (48-186 KDa). Se ha reportado un peso molecular arriba de
4000 KDa para el polimero sintetizado por una mutante de Azotobacter vinelandii (Pefia 'y
col., 2002a). La ausencia del nitrogeno y la limitacién de oxigeno, promueve en esta



bacteria la sintesis del polihidroxibutirato, PHB, mientras el medio no balanceado favorece
la formacion de quistes (Dhanasekar y col., 2003). EI PHB es un polimero que podria
utilizarse como un sustituto biodegradable de los plasticos derivados del petréleo (Lenz y
Marchessault, 2005).

Las bacterias producen alginato rico en acido manurénico y a diferencia de los que
provienen de algas, estos se encuentran parcialmente acetilados. El grado de acetilacion de
los polimeros bacteriales es variable, en particular, cuando el alginato es sintetizado por
Azotobacter vinelandii tiene por cada 5.2 residuos de acidos uronicos, uno acetilado (Gorin
y Spencer, 1966). Davidson y col. (1977) encontraron que los grupos acetilos unidos a los
residuos de acido manurénico, actan como grupos protectores que evitan la reaccion de
epimerizacion. Mediante esta reaccion el residuo de &cido manuronico se transforma en
guluronico; este Gltimo en presencia de iones calcio puede formar geles rigidos. El estudio
del alginato microbiano se debe a tres razones fundamentales: el polimero es un
componente estructural de las células; su estructura es de gran importancia en medicina
porque son determinantes antigenos en la superficie celular y ademas es una fuente de
polimeros con propiedades Unicas (Sabra y col., 1999).

2.1.2 Propiedades fisicas

Las propiedades mas importantes del alginato son la viscosidad que imparte a las
soluciones y sus propiedades gelificantes, ambas dependientes de la composicion quimica
del polimero (van den Berg y col., 1995; Rizzoti, 1994). En biopolimeros de origen
microbiano los valores del peso molecular se encuentran entre 1x10° y 5x10° Da
(Sutherland, 1994); pueden variar en funcién de las condiciones de cultivo, el método de
aislamiento y su purificacion (De Vuyst y Degeest, 1999).

En el sistema de estudio (Seccion 2.2.1) el peso molecular del alginato se estima
utilizando cromatografia de filtracion en gel (GPC) (Trujillo-Roldan y col., 2001). Del
cromatograma generado y la curva de calibracion obtenida con estdndares de pululano de
Aureobasidium pullulans (rango de pesos moleculares entre 5800- 1, 600, 000 Da) se

calcula el peso molecular promedio ponderado en el peso M_W a partir del peso molecular

ponderado en el nimero Vn (Fig. 2.2). Definidos como,

2.4

M,=——— (2.1)

Zai M,

i

(2.2)
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Fig. 2.2 Localizacion aproximada de los pesos moleculares promedio.

Zai es el area total que corresponde a la suma de las fracciones de pesos moleculares

separadas. La fraccion del peso molecular M, es funcion del tiempo de retencion y esta
asociada a un area a,, que se obtiene cuando el area total se secciona en rebanadas del

mismo ancho. La contribucion de las areas debidas a la presencia de los oligbmeros vy
algunos carbohidratos se desprecia.

La Ec. (2.3) indica una relacién entre M,y M,

<|

P=—x 2.3
i (2.3)

n

que define al indice de polidispersidad, IP el cual representa la dispersion de la distribucion
de pesos moleculares. Cuando la distribucion es monodispersa el IP es de 1 si es
polidispersa el IP >2.

2.1.3. Propiedades reoldgicas

El alginato posee capacidad viscosizante y puede formar geles debido a su
estructura quimica. Se utiliza como estabilizador de emulsiones porque el tamafio de las
moléculas y su naturaleza polimérica, provocan un aumento en la viscosidad y reducen la
movilidad de las gotas. Estas propiedades dependen del peso molecular asi como de los
grupos funcionales presentes. En los alginatos el grado de acetilacion y el contenido en
acido D- manuroénico y L-gulurdnico determina las diferencias estructurales y funcionales
(Sutherland, 1994; Clementi y col., 1997). Sus propiedades reologicas y el proceso de
formacion del gel dependen principalmente del peso molecular del alginato y el contenido
relativo de los residuos M y G (Braek y col., 1986). En general la viscosidad de los
biopolimeros en solucién estd influenciada por factores como la concentracion del
polimero, temperatura, pH y fuerza ionica. La solucion de alginato puede comportarse

como fluido newtoniano o pseudoplastico segln el valor de Vw la distribucion de pesos
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moleculares, DPM vy el grado de acetilacion (Pefia y col., 2006; Trujillo-Roldan y col.,
2001; 2004). En los fluidos newtonianos (z =y ) el esfuerzo cortante (7 ) es proporcional
a la velocidad de corte (y) y la viscosidad es independiente de la deformacion provocada.
En contraste, los fluidos pseudoplésticos se caracterizan por experimentar una disminucion
en su viscosidad con el incremento de la velocidad de corte (Bird y col., 2002). El
comportamiento pseudoplastico de las soluciones puede ser descrito con la ley de Ostwald-
de Waele, =Ky", donde K es el indice de consistencia y » el indice de pseudoplasticidad

(n<1 para fluidos pseudoplasticos). La pseudoplasticidad de sus soluciones aporta
propiedades sensoriales y de textura en los alimentos.

2.2. Proceso de fermentacion con Azotobacter vinelandii para producir alginato

El cultivo de Azotobacter vinelandii sintetiza alginato asociado a su crecimiento,
mediante un proceso de fermentacion aerobia, donde consume la fuente de carbono

(sacarosa). Al termino de la fase exponencial el alginato se caracteriza por un M asociado
a una DPM. Durante esta fase aumenta su valor debido al proceso de polimerizacion que
ocurre en el interior (periplasma) de las bacterias. Cuando la fermentacion concluye, el M,

cae como resultado del proceso de depolimerizacion realizado por la enzima alginasa.
(Pefia y col., 2006; Priego-Jimenez y col., 2005; Reyes y col., 2003; Chezé y col., 2002;
Clementi, 1997; Annison y Couperwhite, 1986; Chen y col., 1985). Estudios con la cepa
SML2 (mutada en el gen que expresa la alginasa) muestran que la alginasa no es esencial
para la produccion de alginato. En la cepa silvestre la accion de esta enzima es evidenciada
por una caida en el peso molecular promedio que se estima a partir de una distribucion de
pesos moleculares, DPM. Ambos procesos (polimerizacion y depolimerizacion) son
altamente dependientes de la TOD (Trujillo-Roldan y col., 2004).

Galindo y col. (2008) han estudiado ampliamente la produccion de alginato, asi
como los factores que influyen en ella y la calidad del polimero. A través de los parametros
de fermentacion como: el oxigeno disuelto, el bidxido de carbono (Galindo y col., 2007;
Clementi, 1997), el mezclado, los componentes del medio de cultivo y la evaluacion de
diferentes cepas mutantes con mejores caracteristicas para producir alginato. Una de sus
aportaciones mas relevantes, demostré que la concentracion de oxigeno en el medio de
cultivo, asi como la velocidad a la que crecen los microorganismos determinan de manera
importante el tamario y distribucion de las moléculas de alginato (Zapata-Vélez y Trujillo-
Roldan, 2010). Esto es relevante porque el peso molecular impacta directamente en la
viscosidad de las soluciones, y por lo tanto, en la calidad del producto (Galindo y col.,
2008). Por otra parte, se ha estudiado el efecto de la forma de inoculacion (células lavadas e
indculo convencional) sobre la sintesis y composicion del alginato producido por
Azotobacter vinelandii (Trujillo-Roldan y col., 2003). Los autores encontraron que el peso
molecular del alginato es mayor (1200 KDa) en los cultivos en donde se emple6 como
indculo a las células lavadas respecto al peso molecular del alginato aislado de los cultivos
inoculados convencionalmente (350 KDa).
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El alginato de buena calidad es aquel que se caracteriza por la formacion de geles
flexibles y resistentes. La viscosidad de la solucién donde se resuspende aumenta en la
medida que el tamafio de la molécula (medido como el peso molecular) y la proporcion de
grupos acetilos se incrementa (Galindo y col., 2008). Clementi y col. (1998) estudiaron el
comportamiento reologico de polimeros producidos por Azotobacter vinelandii DSM 576
considerando distintas concentraciones (0.3-1.5 w/v), temperaturas (278.16-308.16K) y

velocidades de corte (1.1-1400s"). Todas sus dispersiones muestran el comportamiento
pseudoplastico. Su viscosidad depende de como se agita el fluido. Usualmente, mientras
mas se agite el medio de cultivo (que contiene el alginato) sera menor su viscosidad: por
esta razén, se trata de una viscosidad “aparente” pues su valor se determina cuando se
conocen las condiciones de agitacion. i.e la velocidad de deformacion, depende de la
velocidad de rotacion del sistema de agitacion y su geometria (Galindo y col., 2008).

La aireacion y el mezclado son parametros criticos para la produccién optima del
polimero, el primero proporciona oxigeno al cultivo y el otro mantiene cierta
homogeneidad en los parametros fisicoquimicos. La produccion de alginato asi como su
peso molecular estan fuertemente influenciadas por la TOD y la velocidad de agitacion;
bajo condiciones de fijacion (Sabra y col., 2000) y no-fijacion de nitrégeno (Trujillo-
Roldan y col., 2001); Pefia y col., 2000). Cuando la TOD es del 5 %, se ha encontrado que
el cultivo produce mas alginato (4.5 g/L) que el obtenido con un valor de TOD bajo (0.5%)
(1g/L); la velocidad de agitacion utilizada en ambos casos fue de 300 rpm (Pefia y col.,
2000). Por otra parte, cuando se cambia la velocidad de agitacion de 300 a 700 rpm,
manteniendo constante la TOD (3 %) hay una disminucion en el peso molecular del
polimero (340 KDa). Las observaciones microscopicas a 300 rpm indican la presencia de
agregados celulares (un orden de magnitud mayor que las células individuales); si el
tamario de los agregados es mayor a 1000 wm podrian existir en su interior gradientes de

oxigeno (Pefia y col., 2002b). En otras palabras, la morfologia de la célula depende de las
condiciones hidrodinamicas de cultivo. En cultivos mal mezclados la bacteria forma
agregados multicelulares, los cuales incrementan su tamafio conforme el cultivo progresa.
Bajo condiciones de un mezclado mas eficiente (alta velocidad de agitacion) la bacteria se
desarrolla de manera individual (Galindo y col., 2008). Estudios con una cepa no-mucoide
LA 21 de Azotobacter vinelandii, derivada de la cepa parental ATCC9046, revelan que el
alginato no interviene en la formacion de los agregados celulares. i.e porque sus
propiedades como agente tensoactivo ejercen un efecto negativo sobre el tamafio de las
estructuras. Su diametro equivalente, se reduce cuando éstos son tratados con proteasas,
esto sugiere que las proteinas intervienen en el proceso de agregacion (Coronado E. y col.,
2008).

El bioreactor se utiliza con dos objetivos, proporcionar oxigeno a las células
cultivadas en suspension y mantener las condiciones ambientales elementales (como son
temperatura, oxigeno disuelto y pH) en los niveles que sean 6ptimos para la produccién del
metabolito de interés (Galindo y col., 2008). Lo anterior ocurre cuando en el interior del
bioreactor (que contiene medio de cultivo) se burbujea y dispersa aire (mezcla de N y O,).
Mediante el uso de impulsores se rompen las burbujas de aire en burbujas lo mas pequefias
posibles con el propdsito de aumentar el area disponible, para facilitar la transferencia de
oxigeno de las burbujas de gas al seno del liquido. En la condicion de saturaciéon de
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oxigeno (7.5-8 mg /L), la bacteria tomara del medio, el oxigeno disuelto que se expresa en
términos de la TOD. Oosterhuis y Kossen (1984) determinaron en un bioreactor de gran
escala que los microorganismos estan sometidos a ambientes fluctuantes de TOD debido a
un mezclado ineficiente. Cerca de los impulsores los valores de TOD fluctuaban entre 14 y
22% y pueden alcanzar un valor hasta de 3% de TOD proximo a las paredes; mientras que
en las zonas distantes a los impulsores (zonas muertas) su valor llega hasta 0% de TOD. El
grado de homogeneidad del medio de cultivo ante una perturbacion se calcula a través del
tiempo de circulacién, el cual se define como la frecuencia con la que pasan los
microorganismos a través de una region determinada del bioreactor. Se ha reportado que la
distribucion de los tiempos de circulacion varia con el tamafio del bioreactor y las
propiedades reologicas del medio (Oosterhuis y Kossen (1984). Para simular dichos
gradientes, Trujillo- Roldan y col. (2001) realizaron un estudio de escalamiento
descendente, debido al impacto que la TOD tiene sobre la produccion y calidad del
alginato. En este estudio Azotobacter vinelandii fue cultivado en un bioreactor de 1 L bajo
condiciones de TOD constante y oscilante. Las oscilaciones de oxigeno disuelto generadas
por un simulador se crean mediante cambios al azar o periddicos en la presidn parcial de
oxigeno a la entrada del bioreactor. La finalidad es simular el transito de los
microorganismos de las zonas bien mezcladas (cresta de la onda; valor maximo de TOD) a
las zonas de mezclado deficiente (valle de la onda; valor minimo de TOD). El periodo es el
tiempo utilizado en cruzar un valle y una cresta de la onda, y corresponde al tiempo de
circulacién promedio en el bioreactor industrial. Considerando lo anterior, Trujillo- Roldan
y col. (2001) propone que la TOD oscile con periodos de 1200 a 2400 s, y determina que
hay ligeras diferencias en el crecimiento del cultivo y la produccion de alginato. En
contraste, pequefios cambios de la amplitud promedio de la onda afecta drasticamente el
peso molecular promedio del alginato. Estos datos muestran que un pobre control en la
fermentacion podria disminuir la calidad del polimero en términos de su peso molecular.
Otros autores (De Leodn-Rodriguez y col., 2010) simulan los gradientes de TOD en un
sistema de escalamiento descendente de un compartimento (1-CSDS). Disefian y
caracterizan los gradientes (utilizando ondas cuadradas y sinusoidales) en un bioreactor 1 L
(tanque agitado); mediante un controlador de TOD acoplado al tanque cambian la presion
parcial del gas a la entrada, a través de un algoritmo de control derivativo-proporcional-
integral (feedback). Sus resultados muestran que el 1-CSDS puede ser modelado como un
sistema dinamico de primer orden. ElI 1-CSDS exhibe un intervalo permanente entre la
respuesta del sistema y el setpoint. Su velocidad de respuesta es mas rapida en generar
oscilaciones de TOD cuando el setpoint se asocia con la onda cuadrada. Utilizando

periodos arriba de 100 s~ el sistema generd oscilaciones simétricas.

Por otra parte, los trabajos de escalamiento sugieren que la limitacion de oxigeno es
crucial para la producciéon de alginato de peso molecular alto (Galindo y col., 2007).
Cuando se simula en un bioreactor (14 L) la evolucion del consumo de potencia observado
en matraces agitados (Pefia y col., 2008), es posible reproducir a nivel de fermentador los
pesos moleculares promedio obtenidos en los matraces; esto podria atribuirse a la similitud
de los perfiles de TOD vy la velocidad de transferencia de oxigeno. Mejia y col. (2009)
analizan en un proceso de fermentacion la influencia del oxigeno suministrado en dos
etapas (condicion de limitacion y no limitacion). Utilizan una cepa mutada en la produccion
de PHB (cepa AT6) y la cepa silvestre ATCC 9046. Los resultados muestran, que la cepa
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ATG6 sintetiza al término de la segunda etapa la mayor produccion de alginato, 9.5 g/L, no
reportado hasta el 2010. El alginato producido incluye fracciones de bajo peso molecular en
la etapa 1 (generadas bajo condiciones de no limitacion de oxigeno) semejantes a las
sintetizadas por la cepa ATCC 9046 en condiciones de limitacion de oxigeno (etapa 2). La
baja produccion (4.8 g/L) del cultivo con la cepa ATCC 9046 esta asociada a una alta
produccion de PHB, esto confirma, que las rutas de sintesis de PHB y el alginato compiten
por la fuente de carbono. Por otro parte, el incremento del rendimiento de
polihidroxibutirato/ sacarosa Y,,,,, (0.03-0.44,) en la segunda etapa (cepa silvestre ATCC

9046) evidencia que el PHB se produce bajo condiciones de limitacién de oxigeno. i.e la
bacteria utiliza la fuente de carbono para mantener la producciéon de PHB. En contraste, el
mayor peso molecular promedio (950KDa) se obtuvo con el cultivo de la cepa silvestre. Se
sugiere que el valor mas bajo, 400KDa, podria deberse a la transcripcion de alg8, alg 44,
algX 0 algK o incluso el dafo de la actividad de las enzimas que codifican estos genes en la
cepa mutada AT6. Es importante sefialar, que al término de la etapa 1 el cultivo de la cepa
ATG6 tiene un remanente del 29.2% de sacarosa, lo que indica que es otro el nutriente
responsable de la limitacidn del crecim iento de biomasa.

El consumo especifico de potencia es otro de los pardmetros operacionales mas
importantes en la fermentacion de microorganismos aerébicos (Nielsen y Villadsen, 1994).
Puede correlacionarse con la velocidad de transferencia de oxigeno, la velocidad de
remocion del bioxido de carbono, el grado de mezclado asi como dispersiones (Pefia 'y col.,
2007). El trabajo de Reyes y col. (2003) ha revelado que el uso de la potencia inicial como
criterio de escalamiento, no reproduce, en términos del peso molecular del alginato
(Bioreactor 1 L), el comportamiento observado en matraces agitados. En el bioreactor el
peso molecular promedio del polimero (1.1x10° KDa) es menor comparado con el
correspondiente en matraz agitado (1.9x10° KDa). La razén de esto puede residir en el
hecho que la evolucion de la potencia en matraces agitados sea considerablemente diferente
a la que se observa en el bioreactor. Estos autores han propuesto, que una caida dréstica en
la potencia podria ocurrir en el matraz agitado como una consecuencia del incremento en la
viscosidad del medio durante la produccién de alginato por Azotobacter vinelandii. En otro
estudio, Pefia y col. (2007) caracterizaron la evolucion del consumo de potencia especifica
y la velocidad de transferencia de oxigeno (OTR) en un medio de fermentacion no-
Newtoniano. Durante la produccion de alginato por Azotobacter vinelandii (en matraces
agitados), el consumo de potencia se incrementd exponencialmente de 0.21 a 1.4 kwm™;
debido a un aumento de viscosidad del medio. Este incremento en la viscosidad esta
asociado con la concentracion y el peso molecular promedio del alginato. Sin embargo, al
final de la fermentacion cuando estas variables muestran su valor maximo, se observa una
ligera caida en el consumo de la potencia. Esto es poco usual debido a que el nimero de
Reynolds aumenta como resultado del incremento en el consumo de potencia. Lo anterior,
se explica a través del fendmeno “fuera de fase” caracterizado por el hecho de que una gran
cantidad de fluido permanece al fondo del matraz lo que reduce la potencia de entrada y la
capacidad de transferencia de oxigeno. Dado que la produccion de alginato muestra elevada
viscosidad y comportamiento no-newtoniano el fenomeno “fuera de fase” es (til porque
muestra la relacion del incremento en la viscosidad con el incremento del estado fuera de
fase. El alginato aislado de matraces agitados tiene un indice de polidispersidad menor que
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el sintetizado en un bioreactor sin control de TOD y pH, esto sugiere, que las
concentraciones de oxigeno pueden ser mas homogéneas en los cultivos en matraces.

En cultivos aerobicos, la actividad celular esta acoplada a la velocidad de consumo
de oxigeno, por esta razén, la OTR es un excelente indicador del metabolismo celular.
Fendémenos bioldgicos tales como la limitacion de oxigeno o de otro nutriente, y el
crecimiento diduxico pueden ser identificados por la evolucion de la OTR. La influencia de
la OTR en el peso molecular del alginato fue estudiada por Diaz-Barrera y col. (2007). En
cultivos por lote sin control de TOD y utilizando diferentes velocidades de agitacion,
muestran que cuando la OTR es constante durante el crecimiento celular la TOD es cercana
a cero; esto significa que los cultivos se desarrollan limitados de oxigeno. La OTR influye
en el peso molecular del alginato, ya que su peso molecular promedio se incrementa cuando
la OTRmax disminuye. Pefia y col. (2007) reportaron que la OTR (modificada por cambios
en los volimenes de llenado) no afecta la concentracion de alginato y el crecimiento celular
en los cultivos desarrollados en matraces agitados. Las diferencias observadas respecto al
trabajo de Diaz- Barrera y col. (2007) pueden atribuirse al uso de la fuente de nitrégeno.
Estos autores utilizaron acetato de amonio en un medio de cultivo cuya relacion C/N es de
54, mientras que Pefia y col., (2007) usaron extracto de levadura con una relacion C/N de
21. Dado que la relacion C/N estd involucrada en el control de la respiracion de
Azotobacter vinelandii (Oelze 2000), la velocidad de consumo de oxigeno celular aumenta
cuando C/N es incrementada (Diaz- Barrera y col., 2007). En base a esta evidencia, es
posible que las diferencias en la produccién de biomasa y alginato pudieran ser debido a
una diferente relacion C/N.

Zapata-Vélez y Trujillo- Roldan. (2010) analizan el efecto de la fuente de nitrogeno
en el crecimiento de Azotobacter vinelandii ATCC 9046 (bacteria fijadora de nitrogeno) en
términos de la produccién de alginato y el peso molecular promedio; utilizando nitrégeno
organico (peptona, triptona y extracto de levadura) e inorganico (acetato de amonio y
sulfato se amonio). En particular, cuando la bacteria en cultivo sumergido (matraz agitado)
fija nitrégeno se obtiene el menor peso molecular promedio (625-110KDa) y la menor
concentracion de alginato (1.7+0.2 g/L). A diferencia de los cultivos con nitrogeno
orgénico (peptona) la concentracion de biomasa es mayor (7.2+0.4 g/L) asi como el peso
molecular promedio (1520+110 KDa). Sus resultados sugieren que la bacteria sacrifica la
ruta de produccion de alginato para proteger el complejo polimerasa. Con una relacion C/N
(sulfato de amonio), 14, se obtiene la mayor productividad (Este parametro sugiere la
viabilidad de la produccién del metabolito a nivel industrial), esto contrasta con el valor
(0.006 galginato/g biomasa h) obtenido de cultivos diazotrépicos, donde se desarrollan las
bacterias mas pequefias respecto a las cultivadas con cualquier otra fuente de nitrégeno y se

encuentra la méas baja x . Ademas la reaccion de conversion de N, a NH, es muy costosa

en términos de ATP. Otro proceso metabolico que ayuda a determinar diferencias en la
productividad del alginato y su peso molecular promedio (Sabra y col., 2001), es la
proteccion de la nitrogenasa, debido a la alta velocidad de respiracion de la bacteria. Por
otro lado, cuando disminuye la C/N se observa un incremento en la viscosidad del cultivo.
Estos resultados evidencian que el medio de cultivo y en particular el que tiene la fuente de
nitrégeno, juegan un papel importante en la produccion y calidad del alginato.
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Otro aspecto importante en la produccion de alginato (Clementi, 1997) es el estudio
de los componentes en el medio de cultivo. El uso de diferentes fuentes de nitrégeno,
incrementa hasta un 30% el rendimiento de alginato en experimentos realizados a una
temperatura de 30°C y 35°C (Clementi y col., 1995; Chen y col., 1985). Para favorecer su
sintesis se sugiere disminuir la cantidad de nitrogeno pero mantener balanceado el medio.
Dhanasekar y col. (2003) han sefialado que la ausencia del nitrogeno promueve la sintesis
del polihidroxibutirato, PHB y el medio no balanceado favorece la formacion de quistes.
Pero bajo condiciones aerobias el cultivo produce alginato (polimero extracelular) y PHB
(polimero intracelular) (Galindo y col., 2007). En lo que se refiere a las fuentes de carbono,
las mas utilizadas para producir alginato son: glucosa, sacarosa, manosa y sorbitol (Salgavi
y Salgavi, 1992; Brivonese y Sutherland, 1989). En algunos casos, cuando la fuente de
carbono es superior a 20g/L el crecimiento del cultivo se inhibe (Clementi y col., 1995).
Por otro lado, Brivonese y Sutherland, (1989) utilizan una concentracion de fosfatos de 7.5
g/L en un medio rico en nitrégeno donde utilizan glucosa como fuente de carbono. Sus
resultados muestran una produccion de alginato en un intervalo de 6-5.5 mg/ ml, mientras
el PHB alcanz6 una concentracion maxima equivalente al 30% del peso seco celular. En
estos estudios, el rendimiento tiene un valor de 0.12 considerando la contribucion del PHB
en la biomasa seca y se eleva a 0.27 cuando se incluye el alginato. Sin embargo, éste es
marcadamente menor que el observado para la mayoria de las bacterias (0.5). Lo anterior
sugiere que existe un complejo mecanismo de control en las rutas involucradas en la
produccion de alginato. El acido (3N-morfolino)-propano-sulfonico (MOPS) es uno de los
componentes en el medio de cultivo que se utiliza con frecuencia para mantener el pH
constante durante la fermentacion con Azotobacter vinelandii. Pefia y col. (2006) han
estudiado la influencia de MOPS sobre la calidad de alginato en términos de su
composicion quimica y el comportamiento reoldgico de sus soluciones reconstituidas. El
grado de acetilacion del alginato es significativamente influenciado por la concentracion
del MOPS. La mayor acetilacion se alcanz6 cuando la concentracion de MOPS adicionada
al medio fue de 13.6mM; las soluciones de alginato muestran una alta viscosidad, aunque
es menos pronunciado el comportamiento pseudoplastico. Estos cambios en las propiedades
funcionales del alginato permitirian utilizarlo en aplicaciones especificas en el campo de los
alimentos y la industria farmaceutica. EI MOPS no influye en la produccidn de alginato. En
otras palabras, no hay diferencias significativas en la concentracién final de biomasa y
alginato para todas las concentraciones de MOPS examinadas (Pefia y col., 2006). Estos
resultados en general estan de acuerdo con estudios previos (Horan y col., 1981) donde una
concentracién de MOPS de 50 mmol L™ no afecta la produccién de alginato respecto al
control experimental que no contiene MOPS. En contraste otros autores (Clementi y col.,
1995) han propuesto que la produccién de alginato estéa influenciada por el MOPS ya que
debido a un mejor control de pH, la concentracién de alginato se increment6 al doble
respecto al control. Las contradicciones observadas respecto a la influencia del MOPS en la
produccion de alginato podrian deberse a diferencias en la composicion del medio. Horan y
col. (1981) usan un medio limitado de fosfatos, mientras Clementi y col. (1995) utilizaron
en el medio un exceso de fosfatos.

2.2.1 Sistema experimental

El proceso de fermentacion aerobia con A.vinelandii, se desarrollé en un bioreactor
discontinuo de 1 L en el Instituto de Biotecnologia de la UNAM (Trujillo-Roldan y col.,
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2004; Trujillo-Roldan y col., 2001). Aqui el grupo del Dr. Galindo ha realizado
experimentos utilizando la cepa parental de 4. vinelandii ATCC 9046. Estudiaron el efecto
de las sustancias presentes en el inoculo, asi como de la TOD en la produccién de alginato.
Brivonese y Sutherland (1989), encontraron que a niveles menores del 2% TOD (con el
agotamiento de al menos un nutriente) se favorece la formacion de polihidroxibutirato
(PHB) hasta un 70% en relacion al peso seco de las células. En niveles intermedios de TOD
(2% y 5%) se promueve la produccion de alginato, y a niveles superiores (5% de TOD) la
biomasa aumenta (Trujillo-Roldan y col., 2001; Jarman y col., 1978). Este Grupo, realizd
un estudio de escalamiento descendente, para simular las oscilaciones de TOD que ocurren
en bioreactores a gran escala; a través del efecto de la TOD constante y oscilante. Sus
resultados, con la TOD constante (3%) sugieren una mejora en la produccion del alginato,

mientras que utilizando la TOD oscilante se afecta el A . Las oscilaciones de tipo

sinusoidal son generadas a través de un algoritmo de control, la oscilacion original se
modifica formando patrones aleatorios. Se presume que la magnitud de estas variaciones
tiene relacion con la demanda de oxigeno requerida por el cultivo en las diferentes etapas

de su desarrollo (Trujillo-Roldéan, 1999) (Fig. 2.4). Encontraron que el M se afecta con la
amplitud y el periodo tomando como eje de oscilacion 3% de TOD.

Controladores de flujo mésico
(_interfase <——> [computadora

Medidor de TOD

\E'EI cidad de flujo —
_

asico total constante

Medidor de pH

| L-

Mezcla N,-O, —

Fig 2.4 Representacion esquematica del sistema de fermentacion
(Trujillo- Roldan y col., 2004; Trujillo- Roldan y col., 2001).

La produccion de alginato ocurre en un proceso de fermentacion aerobia que consta
de dos etapas: el desarrollo del inéculo y la etapa de produccion. Durante estas etapas
ocurre el crecimiento, la reproduccion y la muerte de las bacterias debido a la naturaleza
aleatoria de estos eventos. Pero debido a la dificultades relacionadas con el seguimiento de
estos procesos, se supone en el sistema que durante el desarrollo del inoculo las bacterias
esencialmente crecen y adquieren la madurez metabdlica para reproducirse (Fig. 2.3).
Experimentalmente el indculo se desarrolla en tres etapas elementales, la etapa de
propagacion de la cepa de Azotobacter vinelandii ATCC 9046 en tubos inclinados (a 4°C
con medio Burk modificado solidificado con agar (18 g/L) sin extracto de levadura). La
etapa de resiembra en cajas Petri (por duplicado a 29°C; con pH 7.2; por 72h) con el objeto
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de aislar las colonias de interés. Y la etapa de inoculacion del cultivo en el matraz (agitado
por 24h a 200 rpm y 29°C) para obtener el indculo (3 g/l de biomasa) del bioreactor. El
mantenimiento de la cepa se realizd con resiembras mensuales como ha sido descrito
previamente por Pefia y col. (2000) (Trujillo-Roldan y col., 2001). Trujillo- Roldan y col.
(2003) implementaron una nueva forma de inocular el bioreactor utilizando células lavadas
(libres de alginato), dado que la sintesis del alginato en él, afecta el peso molecular

promedio, M,y la distribucion de pesos moleculares.

En la fase exponencial se supone que las bacterias se reproducen a intervalos
regulares por un proceso de duplicacion. Su muerte puede ser debido a causas asociadas
con los procesos de competencia, lisis celular y el agotamiento de la energia que se
relaciona con los procesos de mantenimiento. No existen sustancias inhibidoras del
crecimiento y la composicion del medio es simple en cuanto a las fuentes de carbono y
nitrogeno. El cultivo sintetiza alginato asociado a su crecimiento y consume sacarosa como
la fuente de carbono (Trujillo-Roldéan y col., 2001).

S — B —s Bioreactor

Fig 2.3 Desarrollo del in6culo

El medio de cultivo utilizado en este sistema se llama Burk modificado y tiene la
composicion siguiente:

Sacarosa 20 g/l
Extracto de levadura 3 g/l
K,HPO, 0.66 g/l,
KH,PO, 0.16 g/l,
MOPS 1.42 g/,
CaS0, 0.05 gl/l,
NaCl 0.2 g/,
MgSO, e 7H,0O 0.2 g/l
NaMoO, e 2H,0 0.0029 g/L
FeSO, 0.027 g/l.

Cuando se usa el in6culo lavado, A. vinelandii ATCC 9046 sintetiza en el bioreactor
una unica familia de alginato en la fase exponencial para cada TOD constante (3 -5%). Esta

familia evoluciona en el tiempo hasta alcanzar un valor maximo en M, que al término de

la fase exponencial disminuye drasticamente debido a un proceso de depolimerizacion
realizado por la enzima alginasa.
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Conti y col. (1994) proponen que la depolimerizacion se debe a una lisis celular que
aumenta la cantidad de enzimas extracelulares de alta actividad liasa. Por otro lado,
Trujillo-Roldan y col. (2004) evidencian que la depolimerizacion solo ocurre al término de
la fase exponencial, mediante la comparacion del cultivo con la mutante SML2 (incapaz de
producir alginasa) y la cepa silvestre ATCC9046.

2.2.1.1 Velocidad especifica de crecimiento
La velocidad especifica de crecimiento, u representa una velocidad global de

reproduccion del cultivo, que estd constituida por la velocidad de incorporacién de
nutrientes y su velocidad de transformacion. x es una variable de respuesta dado que su

valor es resultado de las condiciones ambientales determinadas por la fermentacion.
Algunas de ellas pueden ser, la composicion del medio de cultivo, la temperatura, el pH 'y
la presencia de agentes tensoactivos. El efecto de la composicion del medio es tanto
cualitativo como cuantitativo. La naturaleza de los nutrientes influye en el valor de « en

especial en el caso de las fuentes de carbono, energia y nitrégeno.

Monod en 1949 estudio en u el efecto cuantitativo de la fuente de carbono y

energia. La aplicacion de esta ecuacion se ha extendido a otros nutrientes (Ec. 2.5). El valor
de las constante de saturacion es del orden de unidades o decenas de partes por millén (mg/
L) asi cuando la concentracion de substrato es de gramos o decenas de gramos por litro, u

se hace practicamente igual a la velocidad especifica de crecimiento maxima, x, . La

relacion de Monod se aplica para el caso de crecimiento no inhibido, y no siempre
representa adecuadamente los datos experimentales, en especial cuando el medio de cultivo
es complejo y contiene varias fuentes de carbono y nitrégeno. En estos casos pueden
resultar mas adecuados otros modelos de crecimiento, entre los que destaca la ecuacion
logistica y sus modificaciones (Acevedo y col., 2002).

2.2.1.2 Efecto de la TOD constante en la produccion del alginato

El proceso de sintesis de alginato se estudio en un intervalo de TOD del 1 - 5%. En
el bioreactor (1 L) cuando la TOD es del 3% se obtiene la mayor produccion (Trujillo-
Roldan y col., 2001). La TOD se mantiene constante mediante controladores de flujo
masico que varian las proporciones de nitrégeno y oxigeno en el gas; pero mantienen
constante la velocidad de flujo mésico total (0.8 vvm). Esto se logra utilizando un algoritmo
que controla el “setpoint” (Fig. 2.6). En este caso el setpoint adquirio los valoresde 1,3 y
5% de TOD.
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Fig 2.5. Cinética de produccién de biomasa (x),
alginato (p) y consumo de sacarosa (s) por el
cultivo de Azotobacter vinelandii con 3% TOD
constante (Trujillo- Roldan y col., 2001)

En la Fig. 2.6 se observa que el “setpoint” no es estrictamente constante. Se
presume que la magnitud de estas variaciones tiene relacion con la demanda de oxigeno
requerida por el cultivo en las diferentes etapas de su desarrollo (Trujillo-Roldan, 1999).

Azotobacter vinelandii

E .
Peso molecular promedio del alginato My E 6
04 3 4]
035 = =
[ ]
03 2 1
o 025 : : : : ,
[ 0z #1% TOD 0 ] i B 13 5 21
= 015 i ® 3% TOD tiempo (h)
0.1 . & 45% TCD N
0.05 5 - ) n Fig. 2.7 Evolucién del M con diferentes
* *
u el ' ' : ' porcentajes de TOD (Trujillo-Roldan y col.,
1] 10 20 kI 2001).
tiemnpo (k)

Cuando el inoculo se lava y la TOD es del 3% se obtiene un M, con un valor de

944,000 Da y el IP en un rango entre 5y 6.73. Sin embargo, la produccion del polimero
(3.5 g/L) es menor respecto al sintetizado con el in6culo no lavado (4.8 g/L). En 2001
Trujillo- Roldan y col., sugieren que la TOD constante de 3% mejora la produccion del
alginato.
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Para representar las oscilaciones de TOD (bioreactor de 1L) que ocurren en
bioreactores a gran escala, Trujillo-Roldan y col. (2001), proponen oscilaciones de tipo
sinusoidal, generadas a través de un algoritmo de control, Ias cuales presentan patrones
aleatorios que modifican la oscilacién original y afectan el M . En las Figs. 2.8 y 2.9 se
pueden observar estos perfiles experimentales, que se modlflcan notablemente al variar la
amplitud de onda, B y el periodo, T propuesto en el algoritmo de control.

b

l) s . [

e o |
) < Ly, f !
E : :W‘m..m‘_,\_,_m AAAN et s E i ru\\f"“wl',f} I.IJMILUL_[} If“rT l.{}fﬁlqﬁﬁ"nu\‘)u |
: i] 1 E II? II.‘. .'Ifl ’ 2 4 [: II? II.‘. Ilf]
tiempo (h) tiempao (h)
Fig. 2.8 Perfiles de TOD 9
oscilante experimentales con un 8 | [
periodo, T, de 1200s y una £ " w" |
li B % (AR A1t |
ol e one .2 9,0 Ty
respectivamente (Trujillo- " A
Roldan y col., 2001). ’ T ;
tiempo (h)
n 2 »)
_ 1T 1|p[|| TR
F. |!| ,1|J||lll 1 | l | | '|"'|J-||
ot o Rl IL| t'. f:.i.'l illl_!i"l
M’ m 1| ’wr"'Mf'M WL LT RRI
0 i 1{[1]]!} l|| Ill ll'h i ey
g 2 e ) 5 “
tiempo (h) tiempo (h)
v |i!1 '| p ﬁ r 5 B!
g d |} |A Il' ﬂ ,1, ﬂ I\. ﬁ \
S Hfl\ﬂn .’FL V 'Uu‘h_r'll

o L]

tiempao (h)

Fig. 2.9 Perfiles de TOD oscilante experimentales obtenidos con periodos de onda de a) 1200s, b) 2400s y ¢)
4000s respectivamente (Trujillo- Roldan y col., 2001).

2.2.2 Ecuaciones macroscopicas para el proceso de fermentacion
El modelo determinista constituido por las ecuaciones macroscopicas tiene la

finalidad de reproducir los resultados experimentales de las cinéticas, para establecer
estrategias de produccion y la optimizacién del proceso. Las cinéticas obtenidas con este
modelo corresponden a los patrones de comportamiento para la produccion de biomasa, el
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alginato y el consumo de la sacarosa. La TOD utilizada se considera en un caso constante y
en otro caso como oscilante (Trujillo-Roldan y col., 2001).

Ecuacion de Malthus Verhurst- Pearl

Describe el cambio de biomasa en el tiempo debido a dos contribuciones, la
reproduccion de las bacterias y su muerte. En la fase exponencial, las bacterias se
reproducen, y otras mueren por procesos desconocidos, pero que podria asociarse, por
ejemplo, a la competencia que existe por el substrato, la lisis celular y el agotamiento de la
energia relacionada con los procesos de mantenimiento. (Criado-Sancho y Casas-Vazquez,
2004; Klimerk y Ollis, 1980).

d
EIL reprod?é;én de xm (2 4)

tasa de crecimiento biomasa

—
de biomasa perdida de biomasa debido a

procesos de competencia

En esta ecuacion x representa la concentracion de biomasa (g//L), X, (g/L) la
concentracién méxima de biomasa obtenida en el cultivo y 2 (h™) la velocidad especifica
de crecimiento que es funcion del substrato limitante y la TOD.

S(t) z
(K, +S(1)) (K, +2)

= E (2.5)

De acuerdo con los datos experimentales de Trujillo-Roldan y col., (2001) y
Trujillo-Roldan, (1999) el cultivo de Azotobacter vinelandii muestra mayor afinidad por la
fuente de carbono que por el oxigeno en el medio (TOD). Esta afinidad estéa representada en

K,y K, respectivamente (Nielsen y Villadsen, 1994). Aqui S(t) es la solucion de la

ecuacion para la sacarosa y la TOD se ha renombrado como Z por simplificacion en la
notacion. Los valores de TOD constante se encuentran en el intervalo de 1%-5%.

Ecuacion para el consumo de sacarosa

Esta ecuacion se obtiene a partir de un balance de masa suponiendo que la fuente de
carbono se consume totalmente. Se desprecia la contribucion de la sacarosa utilizada para el
proceso de mantenimiento y la formacion de productos como el PHB y el CO, (Moat y
Foster, 1996; Pirt, 1975).

Sy =5,.+5, (2.6)
La sacarosa total es igual a la sacarosa consumida (s, =s.). s, y s, se refieren a la
sacarosa consumida para la formacién de biomasa y alginato respectivamente.

Aplicando la derivada temporal a cada uno de los términos tenemos
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dsy _ds,  ds,

2.7
d dt dt @7

Para la formulacion de medios de cultivo y el estudio cuantitativo de los procesos de
fermentacion, es conveniente definir el rendimiento de un nutriente en células, Y., como la

xls

masa celular obtenida por unidad de nutriente total consumido 'y Y, como la masa de
alginato sintetizada por unidad de nutriente total consumido

dx dp
Y, = v, =T 2.8
xls de pls dSp ( )
de la Ec. (2.7) se sigue que
d. 1 d 1 4
_ aSr = - + P (29)
dt Y, dt Y, dt
—— R pls
tasa de consumo —
de sacarosa consumo de sacarosa consumo de sacarosa

para la produccion de biomasa  para la produccion de élginato

Para mostrar explicitamente el consumo de la fuente de carbono, se coloca el signo menos
del lado izquierdo de la ecuacion (g sacarosa/ h L). En el trabajo de Trujillo- Roldan (1999)
se desprecia el consumo de sacarosa orientado a la produccion de alginato, esto reduce la
expresion anterior a

ds, 1 dx
di Y, dt
——
tasa de consumo v
de sacarosa CO”SLI’mO dg sac;:}roza bi
para la produccion de biomasa (2 10)

Ecuacion de Leudeking- Piret (Leudeking y Piret, 1959)

Esta ecuacion relaciona la tasa de produccion de alginato con una constante de
proporcionalidad « asociada al crecimiento (g alginato/ g biomasa) y la produccién del
polimero con una constante $ asociada al cultivo. La ecuacion de Leudeking- Piret describe
la tasa de produccion de alginato generado por el crecimiento y la concentracion
instantanea de biomasa

dp 3 dx
a - Ya v B (211)
—_— produccion de alginato

tasa de produccién produccién de alginato no asociada al crecimiento
de alginato asociada al crecimiento

Es un modelo no estructurado porque no considera los mecanismos celulares internos. La
Ec. (2.11) ha sido aplicada con éxito a fermentaciones de muy distintas caracteristicas:
metabolitos primarios y secundarios, cultivos de hongos por lotes y continuo. Su
generalidad tal vez se deba a que contiene un término asociado al crecimiento y otro no
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asociado. Puede representar bien, distintas situaciones segun sean los valores relativos de a
y S (Acevedoy col., 2002; Deavin y col., 1997).

El valor de f y a depende del sistema de estudio. Algunos de los factores que influyen en

la produccién del alginato son descritos previamente en la Seccion 2.2 y 2.2.1. a (g
alginato / g biomasa) tiene un valor experimental para cada TOD (3% y 5%). En este
trabajo, se realiza un ajuste numérico de los resultados experimentales en donde o es
funcién de Z, en el caso constante tiene un valor determinado por las condiciones
experimentales

a=0.457+0.864* Z —0.091* Z* (2.12)

Z oscila de acuerdo a este modelo de onda sinusoidal que varia alrededor del setpoint, Z,
(Trujillo-Roldén y col., 2001)

TOD = Z, + Bsen (%) (2.13)

Esta expresion es utilizada por los controladores de flujo maésico cuando varian las
proporciones de nitrégeno y oxigeno del gas para determinado periodo y amplitud de onda .
El sistema de ecuaciones diferenciales acopladas Ecs. (2.4), (2.10), y (2.11) con g =0, fue
resuelto numéricamente por Trujillo-Roldan y col., (2001). Mediante el algoritmo Runge-
Kutta, comparan los resultados simulados con los experimentales y obtienen una similitud
cualitativa de las cinéticas relacionadas con la produccion de la biomasa, el alginato y el
consumo de sacarosa.

En el caso particular de una amplitud de onda, B, de 2.2% y un periodo, T, de
1200s, los valores experimentales siguen la misma tendencia en las cinéticas Fig. 2.10.
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Fig. 2.10 Predicciones (linea continua) de las cinéticas de crecimiento de Azotobacter vinelandii, de la

produccion de alginato y del consumo de sacarosa realizada a un periodo de 1200 s y a una amplitud de 2,2%
de TOD. (e) representan los resultados experimentales (Trujillo-Roldan y col., 2001).
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Modelo para el peso molecular promedio, M, (Trujillo-Rolddn y col., 2001)
La influencia de la amplitud de onda, B en M_ se muestra en la Fig. (2.11). El

modelo propuesto para M es P
_— X

Vo005

donde ¢(zo) se obtiene mediante un ajuste numerico del sistema de Ecs. (2.4), (2.10), y
(2.11) con g =0, utilizando los resultados experimentales (Fig. 2.11).

(2.14)

El modelo determinista es valido bajo las siguientes consideraciones: i) El
bioreactor esta perfectamente mezclado, solo existen variaciones temporales en la
concentracion de oxigeno disuelto, TOD. ii) El desarrollo y composicion del cultivo es el
mismo en cada etapa de su crecimiento. iii) Se desprecia la fuente de carbono utilizada para
el proceso de mantenimiento y generacion de productos como el PHB y el CO.,. iv) El
modelo reproduce el comportamiento del cultivo en la fase exponencial, donde sintetiza
alginato como un metabolito primario. Su poblacién crece en forma competitiva. v) Se
describen Unicamente balances de masa porque el bioreactor es isotérmico y esta
perfectamente mezclado. vi) Los rendimientos se suponen constantes y su valor se
relaciona con los rendimientos globales Y., y Y. vii). El substrato limitante en la x es la
sacarosa, la TOD es un substrato que influye en su consumo. viii) La TOD, constante
puede tomar valores de 1%- 5%, mientras que la TOD oscilante varia se acuerdo a la Ec.

(2.13). ix) El M_ se calcula a partir de una relacion experimental que es proporcional a la
tasa de crecimiento de la bacteria..
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Fig. 2.11 Efecto de la amplitud de onda, B en la evolucion
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3. FUNDAMENTOS ESTOCASTICOS
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En ingenieria los sistemas se caracterizan a través de variables y parametros
macroscopicos que pueden obtenerse en forma empirica, experimental o de primeros
principios. Las variables asociadas al sistema representan cantidades promedio y sus
valores a un tiempo arbitrario ¢, se determinan cuando se conoce su condicion inicial. En la
descripcion macroscopica los sistemas se estudian en equilibrio ¢ fuera de €1, en un estado
transitorio 6 estacionario. La descripcion estocastica ha sido desarrollada para sistemas
fuera de equilibrio, diferenciando ‘que tan lejos se encuentra del equilibrio’. Para el caso de
fluctuaciones cercanas al equilibrio, éstas son pequefas y su efecto es despreciable mientras
mas grande es el nimero de particulas 6 el volumen del sistema, en donde debe cumplirse
que N/V es finita; en este caso se recupera la descripcion macroscopica. Sin embargo, las
fluctuaciones pueden ser de gran importancia, como en el caso de una transicion de fase, en
donde se amplifican y son el factor dominante en la dindmica del sistema (van Dongen,
1985). La importancia de las fluctuaciones alrededor de un valor promedio es la diferencia
fundamental entre la descripcion estocastica y la descripcion macroscopica. El
comportamiento de las fluctuaciones incorpora mas informacion acerca del sistema a través
de las correlaciones y los momentos de orden superior (van Kampen, 2003). Su influencia
se determina con el calculo del orden de magnitud de la fluctuacion relativa, y que

depende de las caracteristicas de un sistema particular (Kutalik y col., 2005).

Ponciano y col. (2005) utilizaron una descripcidon estocéstica para el estudio de la
dindmica de crecimiento microbiano donde los procesos de crecimiento y reproduccion de
la poblacién son eventos estocasticos que se describen mediante una ecuacion maestra
(Lande y col., 2003). En 2005 Wei-Yin y Sankar, representan el esparcimiento de una
enfermedad a través de un modelo estocéstico que describe tres clases de poblaciones. La
relacionada con la conversion de susceptibles a infectados y la conversion de infectados a
curados. La ecuacidon estocastica (Ec. Maestra no-lineal) es resuelta con el método de
expansion sistematico de van Kampen para obtener los momentos de la distribucion de
probabilidad del nimero de bacterias. Por otro lado Song-Tien y col. (2005) modelan la
desinfeccion térmica de bacterias, donde el tinico evento es el proceso de muerte que
representan a través de la ecuacion Maestra no lineal. Estudios similares realizados por
Davey y col. (1996) en un cultivo de levadura muestran la presencia de fluctuaciones
substanciales en la velocidad de crecimiento en condiciones aerobias. Sus resultados
sugieren que las fluctuaciones en la velocidad de crecimiento, ux, son inherentes al sistema

biologico y no se deben a las propiedades del sistema de control.

En la actualidad el uso del modelo estocéstico se ha incrementado respecto al
modelo macroscopico debido a la heterogeneidad de los sistemas biolodgicos sobre un rango
de escalas de organizacion. Describen adecuadamente la dinamica de redes bioquimicas a
nivel celular con el apoyo de métodos y algoritmos sofisticados que ajustan el modelo
(Darren, 2009). Debido a que las poblaciones de células exhiben variaciones fenotipicas
substanciales, cuya heterogeneidad puede ser esencial en muchos procesos bioldgicos; el
ruido puede relacionarse con la expresion genética. Elowitz y col. (2002) construyeron una
cepa de Eschericchia coli que puede detectar el ruido y otra que lo discrimina. El proceso
bioquimico de la expresion genética (ruido interno) y las fluctuaciones de otros
componentes celulares (ruido externo) contribuyen substancialmente a la variacion global.
La velocidad de transcripcion, la dindmica regulatoria y los factores genéticos controlan la
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amplitud del ruido. Los resultados revelan como el bajo numero de copias intracelulares de
moléculas puede limitar la precision de la regulacion genética. Dong y col. (2010) estudian
la variabilidad de la expresion genética cuando relacionan el ruido interno medido en una
célula, con la variacion de la expresion dentro de una poblacion celular. Los niveles del
ruido son significativamente correlacionados con las variaciones de expresion genética
condicional. Para acoplar las escalas macro y meso en las reacciones quimicas estocasticas
Lars y Lotstedt (2007) utilizan la ecuacion de Fokker Planck para la densidad de
probabilidad del estado molecular; donde suponen que la mayoria de las especies
moleculares tiene una distribucion normal con una varianza pequefia. Los resultados de la
aproximacion numérica con el modelo preservan propiedades de la solucion analitica como
la probabilidad total constante y no negatividad.

En otros sistemas biologicos donde se estudia la dindmica de crecimiento
microbiano, las fluctuaciones internas tienen un origen desconocido, sin embargo, se
pueden relacionar con la ruta metabdlica de la célula; son utiles para controlar el nivel de
biomasa en un cultivo continuo, donde su induccién es deseable para identificar un
comportamiento cadtico y oscilatorio (Davey y col., 1996). En muchos de estos sistemas
existen fendmenos periodicos, tales como las oscilaciones que ocurren en la ruta glicolitica
que son descritas mediante un modelo elemental para dos especies (Heinrich y col., 1977).
Pradyumna y col. (1992) estudiaron el efecto de las fluctuaciones de glucosa en el proceso
de fermentacion (fed-batch) con Saccharumyces cerevisiae. La operacion del bioreactor
con velocidades de diluciéon de 0.2 y 0.1 h™" produce oscilaciones en la fraccion del gas
removido (CO,) y la fraccion generada de la poblacion celular. Las fluctuaciones en el
suministro de glucosa debido a un pobre mezclado se simularon mediante una alimentacién
intermitente de nutrientes con un pulso de 5s y otro pulso que varia desde 3-39s de acuerdo
al método de Monte Carlo. Estas fluctuaciones producen una respuesta cadtica en los
niveles de CO; que indica una completa alteracion de la sincronizacion. La eliminacion de
las oscilaciones de CO, fue consistente con la medida de la fraccion de las células que
salen. Estos resultados sugieren que /la sincronizacion no puede ser establecida en un
fermentador a gran escala debido a los inherentes gradientes de concentracion.

Por otra parte, para identificar la dindmica de interaccion de diferentes procesos en
un sistema biologico complejo, se requiere la computacion del tiempo asociado a cada
evento considerando sus funciones bioldgicas. Uno de tales eventos puede ser la reaccion
entre las moléculas dentro del citoplasma de una célula. Preetam y col. (2006) desarrollan
una formulacidon matematica para la estimacion del tiempo de reaccion entre dos moléculas
dentro de la célula basado en el estado del sistema. Se derivan expresiones para el promedio
y el segundo momento del tiempo por reaccion, para ser usado en la simulacion
fundamentada en el evento estocastico. Otras descripciones estocasticas se centran en los
reactores de polimerizacion (Prandit y col., 1993; Salinas- Rodriguez y col., 1991; van
Dongen y Ernst, 1987;Tambe y col., 1985a; Tambe y col., 1985b), en reactores quimicos
(Fan y col., 1995; Tambe y col., 1985a), en columnas de burbujas (Soria y col., 2002;
Salinas-Rodriguez y col., 1998); en lechos fluidizados (Rodriguez y col., 2001), en
biopeliculas (Rodriguez y col., 2003; Goel y Richter, 1974) y en procesos de imbibicion
espontanea (Shandelle y col., 2003; Rodriguez y col., 2001), entre otros.
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En este capitulo se describen algunos de los conceptos fundamentales de procesos
estocasticos y se deducen las ecuaciones asociadas a la evolucion de la probabilidad (van
Kampen, 2003; Gardiner, 1983; Reichl, 1998).

3.1 Fluctuaciones

Las fluctuaciones son desviaciones, ox(¢) alrededor de un valor medio, esto es,

&(1) = x(t) — (x) (3.1

Para medir la importancia de las fluctuaciones en un sistema se define la fluctuacion
relativa y, donde o es la desviacion estandar definida en la Ec. (3.7) y <x> es el valor

promedio de la variable aleatoria x
o

() 3.2)

/4

Para el caso y<</ las fluctuaciones son importantes.

3.2 Fundamentos de procesos estocasticos

3.2.1. Variable estocastica y momentos de la distribucion
Una variable estocéstica es un objeto X que se define a través de un conjunto de

estados, X ={x,(#),x,(t,),...x,(t,)}, y una densidad de probabilidad asociada a éste. La

variable puede ser discreta o continua en un rango de valores. Si se considera un conjunto
de estados multidimensional se tendria un vector X (van Kampen, 2003).

Las propiedades de la densidad de probabilidad en un rango unidimensional
continuo, P(x), son:

i) P(x)>0

i) [P(x)dr=1 (3.3)

i) P(x)dx es la probabilidad de que la variable X se encuentre entre el
valor x y x+dx. Cuando P(x) se normaliza respecto a una unidad de volumen la densidad
de probabilidad es una densidad numérica.

En base a la definicion de variable estocastica se define el promedio de una funcién
f (X ) en el mismo espacio de estados,
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(fC0) = [ P (3.4)
Generalizando, el momento n-ésimo de X se escribe como,
(x")= j X"P(x)dx (3.5)
La varianza o dispersion se expresa por
o= (0 - (x)f )= (x7)=(x) (3.6)

y la desviacion estandar como
o=((x7)-(x))" (3.7)

Un caso particular pero muy importante de distribucion es la distribucion
Gaussiana, la cual esta dada por

P(x,t) :; M (3.8)

exp
270 (t) 20° (t)

Esta distribucion queda completamente determinada por sus dos primeros momentos. Los
de orden superior estdn dados en funcion de estos dos primeros.

3.2.2 Densidad de probabilidad condicional

Si se considera una variable estocastica X, la cual tiene » componentes; la
densidad P,, asociada a X, es llamada la distribucion de probabilidad conjunta de las r
variables X;, X ,..., X,. El proceso estocastico esta caracterizado, cuando se conoce toda la
jerarquia de funciones de densidad de probabilidad conjunta.

Al considerar un subconjunto s<r de variables con valores x;, x; ,..., x,, se define
la densidad de probabilidad marginal, P; como,

P(x,...,x) = IR(Mr-%J x,)dxﬁl...dxr (3.9)

RISEREE

xm,...,x,,), denota que las

La densidad de probabilidad condicional P, (xl,...xs
variables Xji,,... X, y sus valores x,;;, ...x, estdn condicionados a los valores x;, x2, ...X;.

De esta manera, P. se relaciona con P; a través de la Regla de Bayes

P (Xyrx,) = PriS(le,...x,)P (xl,...xs xM,...,x,) (3.10)

S\r=s

o bien, en su forma mas conocida,
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P.(x,,.rX,)
P (x X )

r—s s+l oMy

P

S"‘*S

(3.11)

s+

X x):

(x1 yeu X

Si se supone que r variables pueden subdividirse en los subgrupos (X . ¢ S) y

(X TN, ¢ ,) , se dice que estos conjuntos son independientes estadisticamente cuando P. se
factoriza de la forma siguiente,
P(x,...,x.)= E(xl,...xs )PH (xm,...x,) (3.12)

3.3 Procesos estocasticos

Un proceso estocastico se define como una funcion aleatoria, Y, (f) que depende de

dos variables, la variable estocastica X y una variable determinista, el tiempo. El proceso
ocurre cuando se genera un conjunto de cantidades Y que se derivan de X a través

de 7 (X,1)
Yy ()= f(X,0) (3.13)

En particular, si X toma uno de sus valores posibles x, se obtiene una realizacién del
proceso,

Y ()= f(x,0) (3.14)
Cuando se obtiene el conjunto de realizaciones posibles tenemos un proceso estocastico.

A partir de la Ec. (3.14) pueden definirse los promedios, en base a la densidad de
probabilidad Py (x),

(Y (@) =j Y.(6)Py (x)dx (3.15)

En general la forma de los n-ésimos momentos para n valores del tiempo, ¢, ,...,t, se
escribe como

(Y(1)Y(1,)..Y ()= j Y.(4)Y.(,)..Y.(t,) Py (x)dx (3.16)
En particular, una funcion de gran importancia es la funcion de autocorrelacion
(Y)Y (1)) = (Y)Y (1,)) = (Y (1)) (Y (1,)) (3.17)
la cual equivale a la varianza cuando ¢,=t;

(r@?)=o() (3.18)
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Por otra parte, la densidad de probabilidad F(y,?) para el proceso estocastico Y ()
esta dada por

B0 = [8{y=Y, (0} P (x)dx (3.19)

En forma analoga a la Seccion 3.2.2, B, (ykﬂ,tm;...;ykﬁ,tk”|y1,tl;...;yk,tk), se

escribe como

B (ylstl;---;Ykstk;yk+1:tk+1;---;yk+zatk+1)

Bl Vet teats o Vst | Vol o3 Vio by ) = (3.20)
l‘k( ) })k(ylﬂtl;"';yk’tk)
en donde se satisface la condicion de que Pm sea positiva y esté normalizada,
_[Pm(yzatz |y19t1)dy2 =1 (3.21)
Si P, depende tnicamente de la diferencia en el tiempo, esto es,
B vty + T30, + 7.5y, +T) = B (V1 Van b Vi) (3.22)

se dice que el proceso es un proceso estacionario. Donde es una condicion necesaria pero
no suficiente que P, ( b2 ,tl) sea independiente del tiempo.

Si todas las distribuciones F, son Gaussianas, Ec.(3.8), se dice que el proceso es un
proceso Gaussiano. Entonces esta completamente especificado por el valor medio <Y (t)>y

su segundo momento <Y @)Y, )> .

Es importante sefialar que un proceso estocastico puede determinase de diversas
maneras: a través de la densidad de probabilidad, 6 sus momentos, de la jerarquia de
funciones de probabilidad condicional, o mediante la funcion generadora de momentos.

3.4 Proceso Markoviano

Una clase muy importante de proceso estocastico es el llamado proceso
Markoviano. En este proceso, el estado actual del sistema depende unicamente del estado
inmediato anterior. Los eventos ocurren en un orden ¢, <t, <t; <...<t, que se representa a

través de la densidad de probabilidad condicional, £ ( Voot Vst ),

Vurolur) (3.23)

E‘n(yn’tn yn—l’tn—l;"';y2’t2;yl ’tl):E‘l(yn’tn

33



La Ec. (3.23) queda completamente especificada a través de las probabilidades f (y l’tl) y
P

f ( Varly | yl,tl); porque toda la jerarquia de funciones de distribucién puede construirse

mediante estas dos funciones.

Asi, la densidad de probabilidad condicional para tres estados, se puede expresar
utilizando la jerarquia de funciones, tomando en cuenta que ¢, <¢, <t,

Bt vt 5.6) = B 1) B (0,4 Iyl,tl)Pl‘l(yg,fg |¥2.15)

= PZ(yl7tl;y27t2)P1‘2(y3ﬂt3 |y29t2;y19t1) (3.24)
Integrando sobre y; esta ecuacion,
P (3ot 7551 = Bt [ dv, By (035 |98 By (5,85 9215) (3.25)
dividiendo entre F(y,,t,) obtenemos
Pm(y3,l‘3 |)"1vt1) = dezpm(yzatz |y1,t1)Pl‘1(y3,t3 |y2,t2) (3.26)

La Ec. (3.26) es la llamada ecuacién de Chapman- Kolmogorov. Es una ecuacion integral
para la probabilidad condicional de un proceso Markoviano y es una condicién necesaria y
suficiente para que el proceso estocastico sea Markoviano. Esto implica que el estado actual
del sistema depende Unicamente del estado inmediato anterior. En un proceso estocéstico
no- Markoviano se necesita conocer toda la historia para determinar el estado del sistema.

3.5 Ecuacion de Fokker- Planck

La ecuacion de Chapman- Kolmogorov (Ec. 3.26), se puede reescribir como

P(y,Atfx) = [ P(y,At|2)P(z,

x)dz (3.27)

donde las variables son mudas, y y>z>x. Restando en ambos lados de la ecuacion
P( V.t

x) y recordando la definicion de derivada,

9 p(y,t]x) = lim Py.dufx)= Py.tfx)
ot At—0 At
obtenemos,
d .1
aP(y,t x)= E%E{jp(y,mp)mz,z xX)dz—P(y,t x)} (3.28)

multiplicando esta ecuacion por una funcion arbitraria R(y), la cual decae suficientemente
rapido a cero, e integrando sobre todos los valores de y (Rodriguez, 2007),
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X)dz — j dyR(y)P (.t

dyR(y)ﬁP(y,zx)zhmi dyR(y)| P(y,At|z)P(z,1 x)} (329
ot A0 At

R(y) se desarrolla en series de Taylor alrededor de z.
1 "
R(y)=R(Z)-I—(y—Z)R'(Z)-i—E(y—Z)ZR (z2)+... (3.30)

en donde R'(z) y R"(z) significa derivada y doble derivada de R respecto a z. Es

importante sefialar que se considera que las fluctuaciones son pequenas. Introduciendo la
Ec. (3.30) en el miembro derecho de la Ec. (3.29) y re-etiquetando y — z en su segundo

término (recordando que y es una variable muda), obtenemos
.1
x) = BE})A_t{-[dZP(Z’t x)

z,t)+R '(z)jdy(y ~2)P(y,At

fdyR(y)gP(y,t

R(z) j dyP(y,At

2.1)+ (3.31)

ol

R_z(z) [dy(y—2)*P(y.a1 z,t)+..}—UdZR(Z)P(Z’t

en donde la segunda y tercera integral estan dadas por

.1 .1
i}LnOEjdy(y—z)P(y,At z,t)=1}3E<z>sA(z) (3.32)
.1 .1
l}gr})gjdy(y—z)z P(y, At z,t) = BE})E<22> = B(z) (3.33)
Introduciendo estas definiciones en la Ec. (3.31) obtenemos
j dyR(y)%P( ytlx)= j dzP(z,t x)[R'(z)A(z)+%R"(Z)B(z)+..} (3.34)
Integrando por partes se obtiene
0
jdyR(y)aP(y,t x)=
(3.395)

-IdyR(y)%[A(y)P(z,t x)]+%J.dyR(y)aay—2[B(y)P(z,t x)]

el miembro derecho se resta a ambos lados de la ecuacion, como el integrando debe ser
cero, se obtiene
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2

x)]+%%[3(y)P(y,t

ﬁp( y,t x)] (3.36)

o
- x):—a[A(y)P(y,t

En esta ecuacion se ha sustituido P( v,t

x) por P(y,t) por simplificar la notacion, sin

embargo, hay que recordar que es una ecuacién para la densidad de probabilidad
condicional. La ecuacién (3.36) es llamada Ecuacion de Fokker- Planck. Los coeficientes
A(y) y B(y) son los coeficientes de arrastre y de difusion, respectivamente. B(y) estd
asociado a la magnitud de las fluctuaciones. En el caso, que ambos coeficientes sean no
lineales se dice que la Ecuaciéon de Fokker-Planck es no lineal, aunque en el sentido
matematico siempre es lineal. Esta ecuacion se reduce a la llamada Ecuacion de Difusion
cuando A(y) es cero y B(y) es constante,

2

O p(y) B2
ZP(n) =3 2P 337

3.6 Ecuacion Maestra
La ecuacion maestra es una ecuacion de balance para la densidad de probabilidad

condicional que se construye bajo la condicion de conservacion de la probabilidad a partir
de la ecuacion de Chapman- Kolmogorov, Ec. (3.36).

Pm (V3,14 |y1 )= J.Pl‘l(y3’t3 |y2 atz)Pm (¥y51, |y1 ,1)dy, (3.38)

Suponiendo que los tiempos ¢, y t,, con t, > ¢, >t,, son cercanos entre si, esto es 7 =1¢, —1,
es pequefio, se realiza una expansion del término E‘l (15,1, | ¥, ,4,) para representar pequefios

saltos de la variable estocastica alrededor de 7, esto es,
Pl‘l(y2>t2|y1>t1):A5(y2_y1)+TW(yz|y1) (3-39)

Aqui A es la constante de normalizacion. El primer término del miembro derecho es la
densidad de probabilidad de que en intervalo T no exista un salto de y, a y,. W(y, | ) es

la probabilidad de transicion por unidad de tiempo de saltar de y, a y,.

[ By oty [0 = A[ 8 (3, =3y ) v, + [ T (0, |9y, (3.40)
Tomando en cuenta que la probabilidad se conserva,

1= A+7[W(3,[y)dy, (3.41)
y de la Ec. (3.41) se sigue que
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A=1—Ta0(yl) (3.42)
en donde
ay ()= [W (3, |y, (3.43)

Sustituyendo la Ec. (3.42) en la Ec. (3.39) se obtiene

E‘l(yzatz |y1 )= (I_Tao (yl ))5(}/2 _y1)+TW(y2 |y1) (3.44)

Siguiendo un procedimiento similar para R‘l s,

L1y 5t)
By (3ot ys 1) = (1=70, (1,)) 8 (3; = 3,) + T (3] (3.45)
se sustituye en la Ec. (3.36)

E‘l(y3at2+r|ylatl):_[dy25 )1‘1(.);2’ |y15t)
[ dysay (3,)8 (5= 32) By ooty |91 8) 2 [ W (0 |9 B (003 ,1) (3.46)

aplicando las propiedades de la funcion delta de Dirac,

L atl)_Tao(y3)P1\1(y3at3 Vit +

T.[dyzw(ys |y2)R\1 V2ot |y1 4)

Pl\l(y3’t2+r|ylﬂtl):P1‘1(y3a G

Restando en la ecuacion el primer término del miembro izquierdo y recordando la
definicion de derivada obtenemos

P]‘](y3>t2+r|ylatl) 1‘1(.)}37 3|y15t)
r (3.48)

[, (3, ]33 )R, ot |90 + [ 0,7 (| 9D By (o, [1158)

0 :
51)1‘1()/3,t3|y1,tl)=171m

Reetiquetando y, >y », =y, »,—=>y' t—>t t, —t',obtenemos

_P(yo

Yooly) = de{ y|y) 1\1(.)/,

to)} (3.49)

Yost) =W ('[B!

Esta la forma integro-diferencial de la ecuacion de Chapman- Kolmogorov llamada
Ecuacion Maestra. Su forma discreta esta dada por

0
PRAURDILACRUAC) (50
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Para resolverla se necesita de la condicion inicial

P(yatyO’to):5(y_yo) (3.51)

y modelos para las probabilidades de transicion, W( y| y') , W( y'| v). En la Ec. (3.49), el

primer término de lado derecho se refiere a la ganancia de probabilidad P ( y,t) debido a la

transicion del estado y' al estado y. El segundo término representa la pérdida de
probabilidad por la transicion del estado y al estado y' (Fig.3.1).

W (yly")

| l

Pyt |yosto) P(y.t]yo.ty)

T |

w(y'y)

Fig 3.1 Representacion esquematica de los términos de ganancia y pérdida de probabilidad.

La ecuacion Maestra es una ecuacion de balance para la probabilidad condicional
P(y,t
mesoscopica y la otra microscopica. La primera estd asociada con la evolucion en el

Y, »t,), es una ecuacion lineal e irreversible. Contiene dos escalas de tiempo una es

tiempo de P(y,t|y,.t,), la escala microscopica se relaciona con las probabilidades de

transicion que dependen de las propiedades intrinsecas del sistema. Las probabilidades de
transicion W( y| y') y W(y'|y) deben conocerse fenomenoldgicamente o bien deben
deducirse de primeros principios a partir de la teoria cinética. En algunos casos, no es
necesario resolver la ecuacidon maestra para obtener informacién importante,

multiplicandola por )" podemos obtener ecuaciones para los momentos, las cuales son mas
sencillas de resolver que la ecuacion original.

3.7 Ecuacion de Langevin
El método de Langevin se utiliza cuando se sabe que las fluctuaciones afectan la dinamica
de un sistema cuyo comportamiento macroscopico estd bien determinado. Este método
consiste en tres etapas:

1. Escribir las ecuaciones de movimiento macroscopicas Fp

2. Agregar a estas ecuaciones una fuerza fluctuante F(?), llamada fuerza de Langevin.
Las propiedades que debe satisfacer esta fuerza son:
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i F(t) es aleatoria y varia rapidamente en el tiempo comparada
con la variacion macroscopica. Esto se ejemplifica en la Fig.
3.2, en donde la fuerza macroscopica, fuerza de arrastre en el
caso de una particula inmersa en un fluido, apenas muestra
cambios, mientras la fuerza fluctuante ya lo habrd hecho
muchisimas veces.

il. Los dos primeros momentos de F(?) estan dados por
(F(0))=0 (3.52)
(F)F(6))=T5(t=1) (3.53)

en donde I' es una constante que indica la magnitud de la correlacion. El tiempo de
duracién de una colision es tan pequeno (anchura del pico) que se utiliza una funcién delta,
0 . El promedio es sobre un conjunto estadistico, esto es, sobre las realizaciones del ruido y
sobre las condiciones iniciales de la variable estocéstica que nos indica que tenemos a un
sistema cerca de equilibrio mediante una distribuciéon Gaussiana llamada también ruido
Gaussiano.

La correlacion <F(t)F(t')> es precisamente el teorema de Fluctuacion- Disipacion.

Este teorema proporciona una expresion explicita de la constante de rozamiento, { en
términos de la funcion de correlacion de la fuerza fluctuante F(z) en la situacion de
equilibro. { es un parametro que representa la velocidad de aproximacion al equilibrio del
sistema. Cuando la interaccion del sistema y F(z) es grande se alcanza el equilibrio muy
rapidamente.

Fuerza
estocastica

Fuerza de
astre

T t(s)

12345678 910111213141516171819

o

Fig. 3.2 Las fuerzas estocasticas y de arrastre que experimenta
la particula varian en diferentes escalas.

La ecuacion de Langevin consiste de la suma de la ecuacion macroscopica y la
fuerza estocastica junto con las propiedades de ésta ultima. Esta ecuacion tiene dos
contribuciones, una determinista y una aleatoria y debido a la diferencia de escalas
temporales son independientes. La ecuacion resultante es por lo tanto una ecuacion
diferencial estocastica, EDE.

En el siguiente capitulo se ejemplifican los conceptos introducidos en este capitulo,
mediante el llamado Movimiento Browniano.
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4. MOVIMIENTO BROWNIANO
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El movimiento Browniano ocurre en un sistema en equilibrio, que esta formado por
particulas de tamafio entre 10°m y 10~ m inmersas en un fluido (gas 6 liquido). En este

sistema, las particulas ejecutan un movimiento aleatorio y continuo debido a las colisiones
de las moléculas del fluido en su superficie.

En 1828 el boténico inglés R. Brown observd que en una soluciéon de agua los
granos de polen de una hierba, realizaban un movimiento erratico continuo y sugirié que
esto se debia a causas fisicas y no bioldgicas. Este fendmeno fue descubierto por Gleichen
y Needham desde 1767, sin embargo, Brown hizo primero una investigacion en forma
detallada. De su trabajo concluy6 que este tipo de movimiento es caracteristico de cualquier
suspension en la que las particulas suspendidas tienen dimensiones muy pequefias (Braun,
1986). La explicacion cuantitativa se dio hasta el desarrollo de la teoria cinética. Este tipo
de movimiento fue estudiado ampliamente, descartando el efecto de causas externas y fue
hasta 1905, cuando Einstein propuso su explicacion. En su trabajo, Einstein contrastd las
predicciones de las leyes de la termodinamica con las de la teoria cinética. Se intereso por
las conclusiones que se obtendrian si el movimiento browniano se tratara de explicar por
medio de una hipotesis atomica. Desde 1902, habia trabajado en la teoria microscopica de
la termodindmica (mecéanica estadistica) y en el transcurso de sus investigaciones, se
encontrd con la necesidad de estudiar las fluctuaciones que ocurren en las cantidades
termodinamicas alrededor de sus valores de equilibrio.

Por otro lado, se tenian los siguientes resultados:

e La particula Browniana realiza un movimiento fluctuante, azaroso, en zigzag.

e Maxwell habia mostrado que existia una distribucion de velocidades para un
sistema en equilibrio.

e EIl movimiento dependia de las propiedades del fluido en el que estan suspendidas
las particulas y no de las propiedades de las particulas.

e La velocidad de las particulas se incrementa con la temperatura y al disminuir su
tamario.

e Cualquier cuerpo que se encuentre en un fluido recibe una multitud de impactos de
las moléculas que componen ese medio. Debido al azar, la cantidad de impactos al
gue esta sujeto un cuerpo grande tiene que ser igual en todas las direcciones, por lo
que no hay desplazamiento. Sin embargo, los objetos mas pequefios, como la
particula Browniana son empujados en diferentes direcciones segun la frecuencia de
colisiones que recibe desde un lado o desde otro. Esto es, si la particula suspendida
esta sujeta a los choques al azar de las particulas de fluido, es altamente improbable
que dos de ellas choquen sobre la particula en sentidos diametralmente opuestos con
la misma magnitud en sus velocidades, por lo que no puede ser que se anule este
efecto.

e La frecuencia de colisiones que experimenta una particula en un fluido es del orden
de 10*°s™%. Con la colisién de las particulas del fluido sobre la particula suspendida
cambia su velocidad en una cantidad extremadamente pequefia, el efecto
acumulativo de todas las colisiones resulta en desviaciones de sus valores medios
debido al nimero extraordinariamente grande de colisiones.
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e La particula suspendida experimenta un cambio finito en su trayectoria. Estos
cambios son impredecibles tanto en magnitud como en direccién ya que dada la
cantidad de colisiones, no es posible seguir el efecto individual de cada una de ellas.

Del hecho de que los movimientos moleculares son caoticos, se deduce solamente, que
en promedio, el niamero de choques es igual para las distintas direcciones. Pero en un
sistema tan estadistico como un fluido, son inevitables las desviaciones de los valores
medios. Tales desviaciones de los valores medios de unas u otras magnitudes, que se
realizan en un pequefio volumen o durante pequefios intervalos de tiempo, se llaman
fluctuaciones. Entonces, debido a estas fluctuaciones del nimero de choques, se originan
los movimientos azarosos caracteristicos de las particulas en suspensién. Es importante
enfatizar que los movimientos de las particulas brownianas no son movimientos
moleculares. Se observa no el resultado del choque de una molécula, sino el resultado del
predominio del numero de choques en una direccion sobre la otra. EI movimiento
browniano solo descubre claramente la misma existencia del movimiento molecular
desordenado. De esta manera, el movimiento browniano se explica, porque se origina una
fuerza resultante de determinada direccion, como resultado de la desigualdad del nimero de
choques de las moléculas con la particula en distintas direcciones. Como las fluctuaciones
son momentaneas, después de un intervalo corto de tiempo cambia la direccion de la
resultante y junto con ella cambia la direccion del desplazamiento de la particula. De aqui
que el caos observado en los movimientos brownianos refleje el caos de los movimientos
moleculares (Braun, 1986; Salinas-Rodriguez, 1990). La explicacion de este fendmeno fue
dada, en 1905 por Einstein y en 1906 por Smoluchowski.

La teoria de Einstein y Smoluchowski se confirma experimentalmente con los
trabajos de Perrin (1908), que consisten en el analisis del comportamiento de un
subsistema. Definido por cada particula en suspensién diluida a través de fotografias
tomadas a intervalos de tiempo de 30s (Fig. 4.1).
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Fig. 4.1 Manuscritos Perrin 1913.

A continuacion se dara una breve explicacion de la teoria de Einstein asi como otras
descripciones para el estudio de este movimiento, como son las basadas en la Ecuacion de
Langevin, la ecuacion de Fokker-Planck y la Ecuacién Maestra. Comenzaremos por definir
el concepto de fluctuacion.

Es importante sefialar que desde un punto de vista estadistico, no se tienen
Unicamente variables estocasticas, como existe una variacion en el tiempo tenemos un
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proceso estocastico. Por otro lado, el movimiento Browniano consiste de un numero muy
grande de eventos colectivos y en consecuencia se puede considerar que estos eventos son
independientes entre si.

4.1 Descripcion de Einstein

En 1905, Einstein propone gque el comportamiento de las particulas brownianas en
suspension diluida puede describirse a través de propiedades colectivas no deterministas.
En el contexto de una descripcion estadistica, que se fundamenta en el ndmero
extremadamente grande de colisiones al que esta sujeta cada particula. Las particulas no
interactlan entre si y se comportan como moléculas de un gas ideal. Las colisiones
representan eventos con probabilidades independientes, y forman parte del evento colectivo
generado por las fluctuaciones que originan, cuando chocan las moléculas en la superficie
de las particulas.

En la descripcién macroscopica estadistica de Einstein la evolucion del numero de
particulas en un elemento de volumen (densidad numérica) obedece una ecuacién de
conservaciéon. Su flujo difusivo, depende del gradiente en la densidad numérica y el
coeficiente de transporte, D. Como la densidad numerica es proporcional a la densidad de
probabilidad, funcion de la posicion y el tiempo, la ecuacion de conservacion se expresa en
estos nuevos términos. La solucién es una funcion aleatoria de la que obtenemos los
momentos, el desplazamiento medio y el desplazamiento cuadratico medio

En la descripcién macroscépica estadistica de Einstein el nimero de particulas en
un elemento de volumen (dX) cambia con la posicion, X y el tiempo ¢. Esta es la densidad
numérica n(X,¢)

n(X,1) = jn(xo,to)1>(x,z|x0,zo)dxO (4.1)

Fig. 6.3.1.1 Elemento de volumen de una suspensién diluida
formada por las particulas y el fluido

Como n(X,t) se conserva se satisface la ecuacion de continuidad,

%WL VeJ(X,t)=0 (4.2)
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donde J es el flujo de masa y obedece la ley de Fick

J(X,t) = =D Vn(X,?) (4.3)

Por otra parte, como n(X,t) es proporcional a la densidad de probabilidad de encontrar la
particula en X al tiempo ¢,

P(x,z)E”(LN't):%jn(xo,to)P(x,z|x0,t0)dx0 (4.4)

Aqui N representa el numero total de particulas.

La ecuacién de conservacién se puede reescribir como

aMX+|:<W0)Jrl)vzp(x,z|xo,z0)=0 (4.5)

con la condicién inicial

P(X,1|Xy,1,) = 5(X - X;) (4.6)
en donde
0 X=X,
5(X-X,)= 4.7
1 X=X,
y las condiciones a la frontera
X — —© P—0
(4.8)
X — 400 P—>0

La Ec. (4.5) es la Ecuacion de Difusion, Ec. (3.37) con B=2D (Ver Apéndice A).

La solucién de la Ec. (4.5) esta dada por una distribucion Gaussiana

<<X>—<Xo>>2] “9)

1
P(X 1] Xy,15) = ———7€Xp| -
S (4zD1)" Xp[ AD(t—t,)

Esta distribucion tiene un maximo en el origen y una anchura creciendo de acuerdo a la
raiz cuadratica media. Los momentos se obtienen multiplicando por X y X? e integrando
sobre todos los valores de X (definidos en el Cap. 3, Ec.(3.5)). En una dimension,

(x(1))=0 (4.10)
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x(6)x(r))=2D(tr) (4.11)
o= [(x*(t)) =~2Dr (4.12)

El primer momento indica que la posicion promedio de la particula en cualquier intervalo
de tiempo es cero porque en promedio, la probabilidad de que la particula se desplace hacia

la derecha o hacia la izquierda es la misma. EIl segundo momento (para ¢ =¢') indica un
comportamiento difusivo de la particula debido al efecto colectivo de las fluctuaciones
originadas por la colision de las moléculas de fluido en su superficie.

El comportamiento de la particula se puede entender, de acuerdo a la evolucion al
equilibrio del sistema que ocurre en varias escalas de tiempo.

i) En un intervalo de tiempo, ¢, mucho menor al tiempo de colision, z,, entre una molécula

y otra (10™s) la particula actGa como particula libre. ElI nimero de colisiones es
insuficiente para causar el movimiento de la particula.

(x%(0)

N

0
t
TC

Fig. 4.2 Intervalos de tiempo definidos por Einstein

if) Cuando ¢, >¢>7_ la particula se mueve en el fluido y cambia la distribucion de
velocidades (Fig. 4.3) hasta alcanzar una de equilibrio, la llamada distribucion de Maxwell-
Boltzmann (¢ =z, ). Esta distribucion no se modifica con el tiempo y es independiente de la

condicion inicial. La velocidad y el desplazamiento de la particula cambian su
comportamiento a irreversible.
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Fig. 4.3 Evolucién de la distribucién de velocidades de una particula con una distribucién inicial v,

En esta figura se tiene la distribucion en diferentes tiempos:
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(@ t=0 (b) t,>t>7, ) t=r7,
7, es el tiempo de colision; ¢, es el tiempo hidrodinamico y z, es el tiempo en el limite
asintotico .

iii) En el intervalo de tiempo, ¢, >10"°s las particulas estan distribuidas en forma uniforme
y alcanzan el limite asintético (Fig. 4.4).

t=0 1>1

{(x)=|0 i
/a SN i

Fig. 4.4 Hacia una distribucion de equilibrio en términos de la posicién (Braun, 1986).

Xo X

4.2 Ecuacion de Smoluchowski

En 1906 Smoluchowski incorporo el efecto de un campo externo en la ecuacion de
difusion (Ec. 4.2)

M) GG (Kot)=0 (4.13)

en donde
Tr(X,) ==D Vn(X,t)+n(X,t)v; (4.14)

v, es lavelocidad terminal, la cual relaciona la competencia entre la fuerza externa F, y la
fuerza de arrastre de Stokes

F,=(v, (4.15)
con

¢ =6mua
(4.16)

v es la velocidad de la particula. Entonces,
F,+F,=0 (4.17)

Bajo esta condicidn, las particulas sedimentan a una velocidad constante
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v, =— (4.18)

La ecuacion de Smoluchowski es una ecuacion donde el cambio temporal y espacial de la
densidad numérica de particulas se debe al flujo difusivo y el flujo convectivo,

n()?,t) I
m—gV-FE (4.19)

on(X, 1) _

=D vzn()_(',z)+

En particular, cuando el campo externo es la fuerza de gravedad 17E

F.=mg (4.20)
y si se esta en estado estacionario,

mg, (z—zo)
RT

n(z)=ne

(4.21)

es la ecuacion barométrica, la cual indica una disminucion de la densidad de las particulas
con la altura. El factor al que esta elevada la exponencial relaciona el efecto de la energia
potencial sobre la energia térmica. Por otra parte, como en equilibrio termodinamico para
una dimensién, se sigue que

k,T
mg

D= (4.22)

tenemos precisamente la relacion de Stokes- Einstein.

4.3 Ecuacion de Langevin

En 1908, Langevin parte de un analisis determinista para describir la dindmica de una
particula que se mueve dentro de un fluido viscoso en régimen de flujo reptante (Re<0.1).
Realizo las siguientes hipdtesis:

e La particula Browniana es considerada como una esfera de radio a.
e La fuerza hidrodindmica que actia sobre la esfera esta dada por la relacion de
Stokes,

- - dx
F,=—¢v=—¢— 4.23
p=TEV=—e— (4.23)
17; es la fuerza que tiene que ejercer la particula sobre el fluido para moverse, ¢ esta
definida por la Ec. (4.16).
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La particula Browniana inmersa en el fluido experimenta fuerzas debidas a las
colisiones que sufre por las particulas del fluido. En vista de la gran cantidad de

colisiones que ocurren en cada instante esta segunda fuerza £ (¢) varia en forma

azarosa y violenta, por lo tanto es una fuerza fluctuante. F(s) puede ser

indistintamente positiva 0 negativa y su magnitud es tal que mantiene el
movimiento de la particula que en su ausencia, la fuerza viscosa detendria.

Considerando las dos contribuciones, la ecuacidon de movimiento esta dada como la
sumade F, yde F(1)

m% —F()+F, =F(t)—¢V (4.24a)
dx -
b 4.24b
i (4.24b)

En estas ecuaciones se reconocen dos escalas de tiempo muy distintas: la escala en

la que varia la fuerza de Stokes (que es para casos tipicos del orden de 107°s) y la
escala en la que varia la fuerza debida a las colisiones (que es del orden de
1, ~107"s).

Las propiedades de la fuerza fluctuante son (Ver Cap. 3, Ecs. 3.52 y 3.53) :

(F(1))=0 (4.25a)
(FOF())=Ts(t-1) (4.25b)

La Ec. (4.25a) nos indica que debido a la aleatoriedad de F(z) su valor medio se

anula siempre (¢ > z,), independientemente de la velocidad y la posicion de las particulas.

La Ec. (4.25b) nos dice que la correlacién es instantanea y a distintos tiempos es nula. La
fuerza fluctuante corrige la solucién analitica para la velocidad cuyo valor es constante a un

t+t

tiempo r — oo (Fig. 4.5), esto es, Itim— J' F(s)ds — 0; cuando se ignora su presencia, el
->T T f

movimiento de la particula se debe Unicamente a la fuerza de arrastre.

1%

o

tiempo

t
Fig. 4.5 Valor de la velocidad cuando el intervalo de tiempo, ¢ — oo
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El sistema de ecuaciones (4.24) y (4.25) es lo que se conoce como Ecuacion de
Langevin, la cual es una ecuacién diferencial estocéstica, EDE. La fuerza que experimenta
una particula determina la trayectoria y la velocidad que tiene, esto significa que si la fuerza
aplicada es fluctuante, tanto la posicion como la velocidad de la particula son también
cantidades estocasticas. En consecuencia, la solucion del problema radica en poder
determinar las distribuciones tanto de la posicion como de la velocidad de la particula, 6 en
su defecto, los momentos asociados con esta distribucion; pues en estas circunstancias no
hay manera de determinar los valores precisos de la posicion y de la velocidad en cada
instante (Braun, 1986).

Considerando la proyeccion del radio vector x sobre el eje X, las Ecs. (4.24) se
reescriben como

dv 1
—=_F(t)-»v(t 4.26a
T (£)—yv() ( )
dx
oA 4.26h
il ( )
y y=¢lm (4.27)

Para encontrar el desplazamiento x que la particula browniana recibe por la accion de los
choques de las moléculas, es necesario resolver esta ecuacion para x.

El sistema de Ecs. (4.26) es un sistema de ecuaciones lineales inhomogéneas que se
resuelven con la condicion inicial,

v(0)=v, (4.28)
Su solucién es

W(0) =vie "+ [ F(e)e " ar (4.29)

Los momentos se obtienen promediando sobre el conjunto estadistico la Ec. (4.29) y
de las propiedades de la fuerza fluctuante. Este promedio se realiza sobre el ruido y las
condiciones iniciales, en equilibrio, de las particulas (distribucion de Maxwell- Boltzmann).

El primer momento para la velocidad se calcula usando el promedio sobre conjunto
estadistico y la propiedad (F (¢)) =0 (Ec. 4.25a),

(), =ve™ (430)

Siguiendo un procedimiento similar, el segundo momento resulta ser

49



(v > <v02 7 >+J.dte ">jdt”e'y(t't”)<F(t' JF(f )>

=y, 2e ) +£(1—e_27’) (4.31)
2y
donde se han utilizado las propiedades (4.25) de la fuerza fluctuante. Considerando el
teorema de equiparticion de la energia cinética,

%m<v2> _ kT (4.32)

y tomando el limite termodinamico, ¢ — o, se obtiene de (4.31) y (4.32)

I _&T (4.33)
2y m

Esta relacién es la forma mas sencilla del teorema de fluctuacion disipacion. El ruido T’
gueda completamente especificado por la temperatura y viscosidad del fluido. T representa
el efecto de las fluctuaciones que mueve a la particulay 2k,7¢ el efecto de frenado debido

a que estd inmersa en un fluido con determinada viscosidad.

Para calcular el desplazamiento cuadratico medio sustituimos la Ec. (4.26b) en la
Ec. (4.26a) obteniendo una ecuacion para x

d2

e =F(1)-¢% (4.34)

Multiplicando esta ecuacion por x Yy realizando trabajo algebraico se obtiene la ecuacion,

md*x* m(dxY 1 _d ,

——— | = | =xF(t)-={— 4.35

2 dt? Z(dt] xF (1) ngtx (4.35)
Tomando el promedio tenemos

md ; , om[(dc)\ 1.d,,

Considerando que x y F(?) no estan correlacionados <xF(t)> =0, y haciendo uso de la Ec.
(4.33) esta ecuacion se reduce a

() S L) (4.37)
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Esta es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden inhomogénea, para
resolverla es necesario un cambio de variable dado por,

d
7Z=— 4.38
(') (4.38)
Asi la Ec. (4.37) se reescribe,
d k,T
_Z+ Z = B 4.39
m 62 ==, (4.39)
y su solucion es
2k, T a7 d
Z= gf [1-¢ 7}—E<x ) (4.40)
Integrando obtenemos
A<x2>E<x2>—<x§>:”‘TBT{r—l(l—e-”)} (4.41)
v

La Ec. (4.41) es el valor del desplazamiento cuadratico medio de la particula Browniana
como funcion del tiempo. y es el inverso del tiempo de relajacion de la particula. Asi, si

estamos a tiempos largos, t>y"y e” =0

(x*)= Zkng (4.42)

De la relacién de la Teoria de Einstein, Ec. (4.11), sabemos que

(x*)=2Dt (4.43)

Igualando estas expresiones obtenemos la relacion de Stokes-Einstein

k., T
D=- (4.44)
g
4.4 Ecuacion de Fokker- Planck.
La ecuacion de Fokker- Planck
0 0 1 62
—P(y,tlx)=—A(p)P( y,t ——2B Ply,t 4.45
o P tl) =5 AP () +5 25 B) Pri) (4.45)
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para la particula Browniana se obtiene de acuerdo al desarrollo de la Seccion 3.5. Los
coeficientes de arrastre y de difusion, A(y) y B(y) estan definidos por las Ecs. (3.32) y

(3.33) como

A(y)zﬂiﬂ()é<y> (4.462)
1,
B(y)=lim—=(») (4.46b)

Considerando la ecuacion de Langevin en su forma general,

Y__
= By(t)+F (1) (4.47)

y promediandola sobre las realizaciones del ruido, obtenemos

t+At

(Ay(1))=—(Byat)+ j dt(F(t)) =—ByAt (4.48)

Multiplicando por y la Ec. (4.47) y promediando obtenemos, después de pasos algebraicos,
la expresion para el segundo momento

<Ay(t)2>_<(—ﬂyAt+tTtdt<F(t)>T>

_ < ﬂzyzAt2>— ZﬂyAtt]tdt<F(t)>+t]tdt 't]tdt<F(t)F(t ))
r roo (4.49)

Aplicando las propiedades de la fuerza fluctuante, Ec. (4.25). da lugar a

<Ay(t)2> = °y* (At) +TAt

(4.50)
De las Ecs. (4.46), (4.48) y (4.50) se obtienen las expresiones para los coeficientes:
A(y)=-By y  B(y)=T (4.51)
Los valores de estos coeficientes se sustituyen en la Ec. (4.45), con el resultado:
0 0 r o
—P(y,tix)=—F—| yP(y,t +———P(y,t 4.52
o Ptl) == [P (ntle) [+ 5 57 P(vef) (452)

con la condicién inicial
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P(y,t|yo,0)=5(y—y0) (4.53)

La Ec. (4.52) es la ecuacion de Fokker-Planck para movimiento Browniano, que se resuelve
usando el método de las caracteristicas (van Kampen, 2003). Su solucion es

P(y,t|y0,t0)=\/ 1 exol - (»(1)=(»(1)))

2x((v(-())) | 2FO-0ON)| as

Esta distribucion es llamada proceso de Ornstein- Uhlenbeck. Describe un proceso
Markoviano, Gaussiano y estacionario, su solucion es la misma que se tiene para el caso
de la Ecuacion de Langevin.

De (4.47), promediando sobre el conjunto estadistico y resolviendo las ecuaciones,
como se realizo en la seccidn anterior, Ecs. (4.28) y (4.30), se sigue que,

<y(t)> =y, (4.55)

o =((>()-( ) ) =5 a-e") (456)

Por otra parte a tiempos largos ¢t — o, la Ec. (4.54) se reduce a

Py =2 exp{— o }

4.5 Ecuacion Maestra para el movimiento Browniano

(4.57)

4.5.1 Formulacion del modelo estocastico.

El sistema estd formado por particulas Brownianas en suspension diluida,
contenidas en un volumen constante V. Cada particula en suspension es un sistema cerrado
gue ejecuta un numero de pasos m de longitud constante /. Aqui pueden ocurrir dos
eventos con la misma probabilidad, que la particula se mueva hacia la derecha o hacia la
izquierda.
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posicidn n

i+l pasos
-

| | 1 | O 1 | ] l

I I I I | 1 I I I

o I pasos InL pasos = ml

posician n-1 posicion ntl

Fig. 4.6 Esquema del movimiento unidimensional de una particula en suspension diluida

Después de m pasos el desplazamiento de la particula se define por,

x=ml (4.58)

cada paso ocurre en un intervalo de tiempo discreto = que se relaciona con el tiempo
continuo a traves de
t=mr (4.59)

m es una variable estocastica que se define a través del espacio muestral
m:{o,il,i2,13,...} y la densidad de probabilidad P(n,z) que en términos del tiempo
continuo se expresa como

P(n,1) = P(n,ij (4.60)
T

4.5.2 Ecuacion Maestra
La ecuacion Maestra para P(n,t) se construye considerando la ganancia y la

pérdida de la probabilidad del estado » debido a las transiciones hacia otros estados. El
estado n se refiere a la posicion de la particula. Estos procesos se especifican a través de
modelos para las probabilidades de transicion.

(m+1)
Estado n
/o - N %1
‘,//// Wn—l,n Wn+1,n \\\\
Estado n-1/ Estado n+1
(m) (m)

Fig.4.7 Esquema de la construccion de la ecuacion Maestra

Supongamos que al tiempo z+t el sistema se encuentra en el estado n. t se escoge lo
suficientemente pequefio de manera que un intervalo (¢, z+t) solo exista a lo mas un salto
de la particula Browniana hacia la derecha o hacia la izquierda. En esta condicion el
namero de pasos solo puede cambiar en uno. Lo cual es equivalente a considerar a este
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proceso como un proceso estocéstico Markoviano de un solo paso. Las probabilidades de
cada evento, determinado por el nimero de pasos que da la particula hacia la derecha o el
numero de pasos hacia la izquierda en el intervalo (¢, #+t) es inversamente proporcional al
volumen V puesto que hemos supuesto que las particulas se encuentran distribuidas
uniformemente en V.

La probabilidad de que la particula se encuentre en el estado » después de haber
ejecutado m+1 pasos, es la ganancia de probabilidad, que se determina a través de la

probabilidad de transicion del estado n-I al estado n, W s y la probabilidad
correspondiente del estado »+/ al estado #, W .

P(n,m+1)= W yusP(n=1,m)+7W,,aP(n+1m) (4.61)

Los estados n-1y n+1 se alcanzan despues de que la particula realiza m pasos. W, .« Se
define como

Wit = EWMﬂ (4.62a)
T

y debe cumplir con la condicion de normalizacion
Wﬂ,n—l + Wﬂ,n+l = 1 (462b)

La probabilidad de que después de m pasos la particula se encuentre en el estado »
(pérdida) esta asociada con la probabilidad de transicion del estado » al estado n-1, W -1
y la respectiva del estado  al estado n+1, W .1,

P(n,m):[VT/H,n +VT/n+1,nJTP(n,m) (4.63)

Considerando la definicion de 13(n,t) (Ec. 4.60) su evolucion en el tiempo se obtiene con

"m[P(n,m%rl)—P(n,m)} = {W P(n—l,m)+W P(n +1,m)} -

70 r n,n-1 n,n+l
(W, 1+ W0, | P(nm) (4.64)

de donde se sigue,

+ W1, } P(n,t) (4.65)

n,n—1 n,n+1l n-1,n

d~
@ By {1 P10, Pl L0

SI VVn,n—l = g(n—l) y VVnJHl = }/(nJrl) '
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d ~
EP(n, t)= g(H)P(n -1, t) + y(m)P(n +1, t) —(7(“1) + g(H))P(n,t) (4.66)

Enelcaso que y,,, =g, |aprobabilidad de transicion de que la particula ejecute
un paso hacia la derecha o hacia la izquierda es la misma,

%f)(n,t) = P(n-11)+ P(n+11)-2P(n.1) (4.67)

La ecuacion se resuelve utilizando el método de las caracteristicas y su solucion es

- © t21+n
P(n, )=y ———— 4.68
(m1)=e ;(Hn)!l! ( )
2
Cuando ¢t > n—> 0 con ”T:o
P(n,t) = e U (4.69)
4t

Esta solucion es la misma que se obtuvo mediante la ecuacion de Langevin y la ecuacion de
Fokker-Planck.

56



5. MODELO ESTOCASTICO PARA LA
PRODUCCION DE ALGINATO
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La produccion de alginato ha sido descrita usualmente por ecuaciones
macroscopicas para la concentracion de biomasa, sacarosa y alginato (Cap 2). La cinética
de fermentacion de Azotobacter vinelandii se reproduce utilizando una ley de velocidad
mecanistica no-lineal llamada ecuacion de Malthus-Verhulst; la sintesis de alginato se
describe por la ecuacién de Leudeking- Piret y el consumo de la sacarosa se asocia con la
evolucion de estas dos cantidades. En estos modelos los valores de los pardmetros
involucrados constituyen un problema clave (Acevedo y col., 2002).

En este capitulo, la produccion de alginato se representa a través de un modelo
estocastico, basado en la ecuacion Maestra Markoviana no-lineal (Rodriguez y col., 2003;
van Kampen, 2003). Se describe la evolucion de la densidad de probabilidad condicional de
la variable aleatoria n (iv) debido a los procesos de reproduccion y muerte de las bacterias;
estos procesos son caracterizados a través de las densidades de probabilidad de transicion
(Ecs. 5.8 y 5.9). Dada la no-linealidad de la EM que imparte el modelo del proceso de
muerte, esta ecuacion, se resuelve en forma aproximada utilizando el método de expansion
sistematica de van Kampen; bajo la suposicion que el sistema se encuentra cerca de
equilibrio (Seccidn 5.2). Se obtiene la ecuacion para la evolucion de los valores promedio
de n, a, y p (Ecs. 5.4, 552 y 5.53) que corresponden a las cinéticas experimentales
obtenidas por Trujillo-Roldan y col. (2001) (Gallardo y col., 2006), asi como la ecuacion
para la evolucion de las fluctuaciones en la concentracion de biomasa (Ecs. 5.28). Con esta
ultima, se determinan los momentos de la distribucion de probabilidad que se utilizan para
calcular la evolucidn de la desviacion estandar, esto es, la evolucion de las fluctuaciones de

la concentracion de biomasa alrededor del valor medi0<n(t)>. Por otro lado, en las

ecuaciones macroscopicas se optimizan los parametros involucrados respecto a los valores
experimentales y se determina el error estadistico.

El modelo estocastico es idealizado pero considera los aspectos esenciales del
cultivo por lote de Azotobacter vinelandii. Las hipdtesis y caracteristicas mas importantes
se mencionan a continuacion:

1) En el cultivo por lote todas las bacterias se reproducen a intervalos regulares; no
existen sustancias inhibidoras del crecimiento y la composicion del medio es simple en
cuanto a las fuentes de carbono y nitrégeno. El cultivo sintetiza alginato, p, asociado a su
crecimiento y consume sacarosa, s7, como la fuente de carbono.

i1) El inoculo contiene un niimero inicial de bacterias, ny(z;) que esencialmente
crecen y adquieren la madurez metabdlica para reproducirse.

iii) En el bioreactor (1 L) las bacterias se encuentran homogéneamente distribuidas
en un medio de cultivo Burk modificado, esto es, en una primera aproximacion se considera
que el nimero de bacterias, n, no es funcion de la posicion.

iv) La variable aleatoria que caracteriza al sistema es el numero de bacterias n

presentes en el bioreactor al tiempo ¢. Se define por un espacio de estados cuyos valores
estan comprendidos desde el nimero de bacterias presentes en el indculo hasta el nlimero
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de bacterias presentes al término de la fase exponencial {n,(f,),....n, ()}, y la densidad de

probabilidad condicional p, = P(n,t

no,to). pn representa la probabilidad de encontrar n

bacterias a un tiempo ¢, dado que se tenian #, al tiempo inicial ¢, .

v) En este trabajo la ecuacion Maestra se deduce considerando una ecuacion
logistica. La evolucion de p, se debe a los procesos de reproduccion y muerte, que ocurren

durante la fase exponencial, y se representan a través de las correspondientes
probabilidades de transicion G(n) y R(n) . En general estas funciones aleatorias dependen

de n.

La ecuaciéon Maestra, EM, es la version diferencial de la ecuaciéon de Chapman-
Kolmogorov. Sin embargo, mientras que ésta es no lineal y solo expresa el caracter
Markoviano de un proceso, la ecuacion Maestra tiene una interpretacion fisica mas directa
como una ecuacion de balance que gobierna la evolucion temporal de la densidad de
probabilidad condicional. Aunque la ecuacion Maestra es una ecuacion integro diferencial
su forma explicita depende del sistema fisico particular.

vi) En los modelos que caracterizan los procesos de reproduccion y muerte se
desprecia la edad de las bacterias, esto es una simplificacion esencial para suponer que son
procesos estocasticos Markovianos. Los cuales se identifican porque el estado actual del
sistema depende Unicamente del estado inmediato anterior.

vii) La reproduccion de las bacterias ocurre por un proceso de duplicacion. La
muerte puede asociarse a procesos de competencia, lisis celular y el agotamiento de la
energia relacionada con los procesos de mantenimiento; estos ltimos no tienen relacion
con el crecimiento celular. Se supone que cada bacteria que pertenece a n solo puede
reproducirse 0 morir en uno, en un intervalo de tiempo asociado con las densidades de
probabilidad de transicion (proceso de un solo paso).

viil) Las fluctuaciones internas en la concentracion de biomasa se suponen
inherentes al sistema puesto que la reproduccion y muerte de las bacterias ocurre en forma
aleatoria. Se considera que son originadas debido a multiples factores, experimentalmente
la concentracion de oxigeno es un factor importante para el crecimiento de las bacterias;
por esta razon, este factor estd contenido en los parametros de los modelos para las tasas de
reproduccion y muerte, S y y, respectivamente.

ix) Para resolver en forma aproximada la ecuacion Maestra- Markoviana no-lineal
se considera que el sistema esta cerca de equilibrio, esto permite utilizar el método de
expansion sistematico de van Kampen. Donde 7, es una medida del tamaio del sistema que
se denota por ), . van Kampen propone una descomposicion para n en dos contribuciones:
la macroscopica y una fluctuante a las que asigna un peso caracteristico correspondiente a
Q, y Q,'"?; para obtener la ecuacién para el comportamiento promedio y la ecuacién para

la evolucion de las fluctuaciones.
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En el limite termodindmico, se recupera el comportamiento promedio
correspondiente a las cinéticas experimentales (Trujillo-Roldan y col., 2001). En esta
condicidn todas las bacterias se reproducen en promedio con la misma velocidad especifica
de crecimiento, es decir no existen diferencias en su estado fisiologico.

En este caso particular, el comportamiento de las fluctuaciones en la
concentracion de biomasa sugiere la contribucion de otros factores que podrian ser incluso
externos al sistema, tales como la inyeccion del aire y el mezclado.

5.1 Modelo estocastico

La reproduccion del cultivo depende del nimero de bacterias n(z) presentes a un
tiempo ¢, n(¢f) es una variable estocastica definida a través de un espacio de estados

{ny(t,),.n,(t,)} y la densidad de probabilidad condicional p, =P(nt[n,,z,). La

distribucién P(n,

no,to) estd normalizada respecto a Q. Este ultimo pardmetro representa

el tamafo del sistema y corresponde al nimero de bacterias presentes en el indculo. La
proporcionalidad de P(n,t

Ny, 1, ) con n(t)esta a través de

n(t) = P(n,t

Moy ) (5.1)

La evolucion de P (n,t

no,to) obedece una EM (Cap. 3) que tiene la forma de una ecuacion

diferencial y a diferencias finitas de la ecuacion de Chapman- Kolmogorov, Ec. (3.26), esto
es, tiene como condicion necesaria que el proceso estocastico sea Markoviano.

De acuerdo al Cap. 4, Ec. (4.65)

atp(n’t nO’tO) (52)

ny,ty) = {Wn,n—l

P(n=1,0+ W, P(n+1,0)}-{W,

n+l,n

+W,,,} P(n.t

Estadon

Estadon-1 Estadon+1

Fig. 5.1 Esquema para construccion de la Ecuacion Maestra.
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El primer término representa la ganancia de la densidad de probabilidad debido a las
transiciones de los estados n+1 y n-1 al estado n, y el segundo término indica la pérdida
debido a la transicion del estado n a los estados n+1 y n-1I. Las probabilidades de
transicion por unidad de tiempo W, ., y W,

ntl,n

son positivas y es en ellas en donde se

encuentra el mecanismo de la transicion de un estado a otro.

Para un proceso Markoviano de un solo paso, Unicamente se tienen pasos entre
estados adyacentes, entonces

w,,=—(R,+G,) (5.3)

R, y G, denotan las probabilidades de transicion por unidad de tiempo de muerte y
reproduccion de las bacterias (Fig. 5.2).

Fig.5.2 Procesos de un solo paso y sus probabilidades de transicion

El nombre de “un solo paso” no implica que es imposible para n el salto de dos o mas
unidades en el tiempo Af, pero la probabilidad de que esto pase es del orden de H(At*), o
en algunos casos de orden mayor $(A¢) . Por lo tanto, predominan los de orden Az.

Es importante recordar (Cap.3, Seccién 3.6) que en la EM existen dos escalas
temporales, una estd asociada con los eventos que dan lugar a la forma explicita de las
densidades de probabilidad de transicidon que ocurre en tiempos microscopicos. La otra

escala esta relacionada a la evolucion de P(n,t

no,to) y es de orden mesoscopico.

5.1.1 Ecuacién Maestra

A partir de la ecuacion de Malthus-Verhulst puede obtenerse la EM, asociada
tomando en cuenta el significado de cada término

&= ()= = fn= p(n-1) (5.4)
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En el caso especifico de la ecuacion logistica (Goel y Richter-Dyn, 1974) utilizada para
describir el crecimiento de una poblacion (Cap. 2, Seccion 2.2.2), el primer término indica
la reproduccion y el segundo termino la muerte, a través de las constantes S y y

respectivamente.

En esta Subseccion se deducird la EM asociada a esta ecuacion considerando que se tiene
una poblacion de n bacterias al tiempo ¢ tal que,

i) La probabilidad de que se reproduzcan las bacterias en el tiempo ¢ —¢+Af es
w. . At

n,n+l

i1) La probabilidad de que mueran las bacterias en el tiempo ¢t -+ At es W,

ln b

i11) La probabilidad de que no ocurra ningiin cambio en el nimero de bacterias en el tiempo
t—>t+Ates (1-(,,, +W,,,)At)

n,n+l

iv) La probabilidad de que ocurra mas de un nacimiento o muerte en el tiempo ¢ — ¢+ At
es nula.

En un intervalo de tiempo Af la probabilidad de encontrar n bacterias al tiempo
t+ At esta dada por,

nln

P(n,t+ A0 =W, . P(n+1,0)~W, P(n.t)]|At (5.5)

El primer término del lado derecho se refiere a la ganancia de probabilidad del
estado n por la transicion del estado n+1 al estado n. El segundo término representa la
pérdida de probabilidad dada la transicion del estado n al estado n—1

Similarmente, P(n,t) esta dada por

P(n,t)=[W,., ,P(nt)-W,, P(n-11)|At (5.6)

n+l,n

en donde primer término del lado derecho indica la pérdida de probabilidad por la
transicion del estado n al estado n+1-El segundo término se refiere a la ganancia por la

transicion del estado n—1 al estado n.
Restando la Ec. (5.5) de la Ec. (5.6) y tomando el limite cuando At—0,

lim P(n,t+ At)— P(n,t)
At—0 At

[ nn+1P(n+1 t)— W P(n,t):l_

[, Pn=L0)=W,., ,P(n1)]

(5.7)
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Reagrupando los términos y tomando el limite At — 0, se obtiene la EM que gobierna la
evolucion temporal de la densidad de probabilidad condicional, P(n,f), que es

precisamente la Ec. (5.2).

Para resolver esta ecuacion es necesario incorporar modelos en las probabilidades
de transicion por unidad de tiempo, definidas como

W,.=Gn)=Q.g(n) (5.8)

n

/4

n—l,n

=R(n)=Q,r(n) (5.9)
La ganancia de probabilidad del estado 7 se debe a los procesos de muerte
Wn,nHP(n+1,t):7/(n+l)n P(n+1,¢) (5.10)
y reproduccion que ocurre en el estado adyacente n-/, hacia el estado n,
Wn,HP(n—l,t):ﬂ(n—l)P(n—l,t) (5.11)

Las pérdidas de probabilidad del estado » hacia los estados n+1 y n-1, correspondientes a
estos procesos son

W,..Pnt)=pn P(n,t) (5.12)
W, .P(n,t) :}/(n—l)n P(n,t) (5.13)

Las probabilidades de transicion son cantidades extensivas porque son una medida del
tamafio del sistema. r(n) es la velocidad de muerte de las bacterias que se debe a la

competencia entre ellas. Es proporcional a n(n-1); g(n) representa la velocidad de
reproduccion y es proporcional al nimero de bacterias presentes.

De acuerdo a lo anterior, la EM (5.2) para un proceso Markoviano de un solo paso se
reescribe como,

%P(n,t) =[y(n+l)n P(n+1,0)- B(n-1)P(n-10) |- pn—y(n=1)n|P(n,t) ~ (5.14)

O bien

3

P, =(R

n

P

n+ld nel T

G,.P.,)-(R,-G,)P, (5.15)

n—-1" n-1
Si se introducen los operadores de ascenso y descenso E*' definidos como
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E*f(n)=f(n£1) (5.16)

en donde f'(n) es una funcion arbitraria de n, la EM se reescribe en forma mas compacta

como

P prt 1 2L (B D
= BE ~Dnp, + L~(E' ~Dn(n=1)p, (5.17)

0

en donde [y yzé— son constantes fijas asociadas a la velocidad de reproduccion y
0
muerte.

5.2 Método de expansion sistematica de van Kampen

La EM (Ec. 5.15) es una ecuacion no lineal, debido a que el proceso de muerte se describe
con un modelo no lineal en n. La EM se resuelve en forma aproximada utilizando el

método de expansion sistematico de van Kampen (2003) en potencias de ', bajo la
suposicion que el sistema se encuentra cerca de equilibrio; €2, es una medida del tamafio

del sistema (79). van Kampen propone una descomposicion para n en dos contribuciones: la
macrosc()pica,d)(t) y una fluctuante, ¢, a las que asigna un peso caracteristico

correspondiente a Q, y Q,">. Considerando lo anterior, se obtiene la ecuacién para el
comportamiento promedio y la ecuacion para la evolucion de las fluctuaciones.

Para este fin es necesario notar que las probabilidades de transicion por unidad de tiempo
r(n)y g(n) (Ec. 5.4) son independientes de €.

1

n=Q0(1)+Q2¢ (5.18)

Q,"? denota el peso caracteristico para las fluctuaciones que ocurren en un sistema cerca

del equilibrio. Por la ecuacion anterior, p, se transforma en una densidad de probabilidad

I(¢.e)
Pn(f)=P[Qo®(f)+Qéé“,tjEH(§,t) (5.19)

Por el principio de la conservacion de probabilidad se sigue que,
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P, (1) =0, T1(& 1) (5.20)

1
Py =Q,2 28] (5.21)
on o¢
Por lo tanto
M _, o 4P, (5.22)
ot ot dt On
Sustituyendo la Ec. (5.21) en la Ec. (5.22) y reescribiendo el resultado obtenemos
1
o, O _;d® oIl (5.23)

o ot " dt oc

Por otro lado los operadores de ascenso E*'y descenso E~', Ec. (5.16), se pueden
expresar como operadores diferenciales en términos de la nueva variable ¢ realizando un

desarrollo en series de Taylor:

1 2 3
Ei1:1i902i+1951 0 +9[Qozj (5.24)

Sustituyendo las Ecs. (5.18), (5.19) y (5.24) en la EM, Ec. (5.17), esta ultima se
puede reescribir en potencias de €. El miembro izquierdo est4d dado por la Ec. (5.23), los

dos términos del miembro derecho estaran dados por,

BE™ ~Typ, =Q§(—ﬂ(b(f)iﬂjmﬁ(—ﬂi(éﬂ)+g®(t) : H}

o o o¢?
oov]

1

. 5 20T 0 ), 0
QLO(E ~Dn(n=1)p, =O; (z@(r) gjmo (m(r)g(ﬂé)%@(f) o0 (H)]+
o)

Igualando las Ecs. (5.23) y (5.25):

(5.25)
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2dP O O Ll 2\ I
o o 8§+Q° p» =Q)] {( BD(1)+yD(1) )8§}+ -
| (-pr20() L0 25 j0() 20 o0

‘ ol 2 bl ‘

1
y reagrupando los términos con las mismas potencias en € se obtiene a orden mayor 2,

la ecuacion macroscopica:

2 po(n)- ey (5:27)
y aorden Q, la ecuacion de Fokker- Planck
an_ 2 ey, 20 Gl
o = (A2 (0) 2 (M) == (8479 (1) 7 (5.28)
Para el caso estacionario,
0=p0° —y(@*) (5.29)
P = s (5.30)

/4

En esta condicion el proceso de reproduccion domina sobre el proceso de muerte (Tabla
5.1).

TOD [ 40 [ ge/D) [ Ay (1) | 7y ()
3 5 3.6 0.24 0.0666
7
5 2 1.7 0.31 0.1824
4

Tabla 5.1 Orden de magnitud de los procesos de reproduccion y muerte
(Gallardo y col., 2006; Trujillo-Roldan y col., 2001).

5.3 Ecuaciones para los momentos de H(g“,t)

Los momentos de la distribucidn estan definidos como

(¢")= Tg"n(;,r)dg (5.31)

Para obtener la ecuacion del primer momento es necesario multiplicar por £ la
ecuacion de Fokker- Planck, e integrar sobre los valores de ¢
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j:—d( ()—ﬂ)i:ai(nf)d4+ (po(1)+ ;@(r)z)_];g%d; (5:32)

Integrando por partes el primer término del lado derecho de esta ecuacion se obtiene,
(2@(r>—ﬂ){fﬂ\l -] md:} ==(2()-A)(¢) (5:33)

en forma similar integrando por partes el segundo término se obtiene:

%(ﬂq)(t)+7fb(t)2)_]ié’ Zgﬂ ag ) jg—ndé“ ——{po(0)+ ()| =0
(5.34)
Agrupando las dos ecuaciones anteriores se sigue que
) (p-2m)(e) 539
Cuando @ no depende de ¢ su solucion es
(&)=(g,) e/ (5.36)
En el estado estacionario, @ (¢ — o) =" = ﬁ, la Ec. (5.36) resulta ser
(€)=(¢,)e™” (5.37)
y las fluctuaciones decaen a cero a tiempos largos, esto es, <{; > —0,
(¢)=0 (5.38)

La ecuacion para el segundo momento se obtiene multiplicando la ecuacién de
Fokker- Planck por ¢ e integrando sobre todos los valores de ¢,

J ¢ 0 =(20(0)-p) [ & SHtenac 3 (polo) () [0 TR 639

Integrando por partes el primer término del lado izquierdo:
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(2@(r>—ﬂ)if§(mw=<2ﬂ><r>—ﬁ>[m\1—2142Hd4}=2(ﬂ—2@(r>)<42>

(5.40)

de forma similar integrando por partes los dos términos del lado derecho, y agrupando con
la Ec.(5.40) se obtiene

d<d§2>

=2(B-210)(¢”)+ (o (1) + 10 (1) | (5.41)

Esta es una ecuacion lineal no homogénea cuya solucion esta dada por

2 2\ 2(B-2y0(1))t ,B(D(t)+}/q)(t)2 2(B-2pD(r) )t
()= (c2)e <>>+(2(ﬂ_m(t)))(le< ) .

Cuando @ no depende de ¢ se sigue que

(&) =(s)e™” +§(1 —e ™) (5.43)

En el estado estacionario, # — oo su solucion corresponde a
(&) > s (5.44)

Las ecuaciones para el primer y segundo momento de H(( ,t) describen el
comportamiento temporal de <é’ 2> alrededor de un estado macroscopico definido por
CD(t) . La integracion de la ecuacion macroscopica de Malthus—Verhulst, Ec. (5.27) resulta

en una expresion explicita para ®(¢) que corresponde al valor medio de n()

(n(1))= [1 (Doj (5.45)

en donde @° = é
v

. ® . e
Si @, << D’ esto es, ()ng <<1 la ecuacioén para <n(t)> se reduce a la ecuacion para

el modelo lineal,

(n(2))=nye”™ (5.46)
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Definiendo A =n, = % la ecuacion para <n(t)> se reescribe,
O
D(t)= ,1+(1—/13e*ﬂ<f*fo> =(n(1)) (5.47)
y para
2
<n(t)2> - o (5.48)

[2+(1-2)e 7]

5.4 Varianza y fluctuacion relativa

La varianza se define por o (¢)= <n(t)2>—<n(t)>2 y su expresion final puede
obtenerse a partir de las Ecs. (5.45) y (5.48),

D; 2
o (t)=n, 0 -x{(1=2) exp [-28(t-1,)
{(1=2)exp[-Bt—1,)]+ 2} {( ) | ]
+[A-(1=2)(1+2yn,(t - 1)) ] (5.49)

X exp[—ﬁ(t—to)—/lz]}
Cuando n, << ®’, o>(t) se reduce al modelo lineal

o, (1) = nyexp Bt —t,){1—exp[ B(1—1,)]} (5.50)

2
t
La fluctuacion relativa se define como y, (t)z O_”( ) Ec. (3.2), usando las

(n(0))

expresiones anteriores, Ecs. (5.48) y (5.50), se obtiene

7 ()= —
© m[(-a)+ aexp[ A(e-4)]]
—2A7sinh(Bt) - 2yn, (1-2)(t—1,)}

{(2/1 — 1)(1 - exp[—ﬂ(f —1, )])

(5.51)
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5.5 Resultados

En esta seccion se comparan las predicciones del modelo estocéstico con los datos
experimentales de las cinéticas de Azotobacter vinelandii. Se considera el comportamiento

temporal de las concentraciones de alginato p(¢) y sacarosa s(t)=s, (), para diferentes

valores de TOD. La dindmica de a(t) es descrita por la ecuacion de Leudeking- Piret

donde la produccidén de alginato ocurre unicamente en la fase exponencial, Cap.2 Sec.
2.2.2,
da d®
—=a— (5.52)
dt dt
a es una constante empirica que varia con las condiciones de operacion tal como la
temperatura, pH, velocidad de agitacion y aireacion, etc. La evolucion en el tiempo del
consumo de sacarosa se describe por una ecuacion para la conversidon de sacarosa a
biomasa y el producto, Ec. (2.9),

ds_ [ 1d® 1 da 553
dt Y, dt Y, dt

El grupo de Ecs. (5.4), con ng siendo V el volumen, (5.52) y (5.53) representan la

descripcion completa de la cinética de cultivo de Azotobacter vinelandii, que corresponde a
un proceso estocastico; dado que n es estocastica también lo son p y s. En el modelo, se
asume que el tiempo inicial ¢, # 0 para considerar que el desarrollo del cultivo esta en la

fase exponencial. Ademas los valores promedio obtenidos, se comparan con los resultados
experimentales.

Dado que ®(1)=(n(7)), (Ec. 5.45), la dinamica de a(¢) y s(¢) se obtiene a partir
de las Ecs. (5.52) y (5.53). Los valores de los parametros {ﬂ, v, Y,.,Y

f /S} son parametros
de ajuste y se calculan a partir de una regresion no lineal, minimizando la funcion de error
total. Esto ultimo se logra al minimizar los errores cuadraticos de los valores predichos por
el modelo, respecto a los datos experimentales disponibles. Los valores de los pardmetros

experimentales se muestran en la Tabla 5.1 y los valores 0ptimos en la Tabla 5.2.

TOD (%) a B (1) ¢, (g/L) Y, Y,
3 1.31 0.24 3.6 0.19 0.25
5 1.61 0.31 1.7 0.10 0.13

Tabla 5.1 Valores de los parametros experimentales (Trujillo-Roldan y col., 2001).
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TOD (%) t,(h) ﬂop (hfl) ¢0Sp (g/L) Y Yp/s
3 5 0.315 3.661 0.354 0.491
7 0.378 3.627 0.357 0.574
5 2 0.345 1.942 0.198 0.261
4 0.402 1.728 0.239 0.195

x(7), p(t) y s(t) vs. t son graficados en las Figs. 5.2 y 5.3 para los intervalos de tiempo 5-

Tabla 5.2 Valores de los parametros 6ptimos (Gallardo, y col., 2006).

20 hr (TOD= 3%) y 2-20 hr (TOD= 5%).

0

sacarosa

tiempo (h)

Fig. 5.2 Valores tedricos y experimentales de las concentraciones de biomasa,

alginato y sacarosa para 3% de TOD (Gallardo, y col., 2006).
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Fig. 5.3 Semejante a la Fig.5.2 para 5% TOD (Gallardo, y col., 2006).

16 18

El error cuadratico medio esta definido como (Bevingtong y Robinson, 1992),
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LS oo
SZI:W;(X[

P 1/2
_xl_exp)

(5.54)

en donde x denota la concentracion de biomasa, alginato y sacarosa y los superindices teo y
exp indican los valores del modelo y los experimentales. En la Tabla 5.3 se presenta el error
promedio obtenido de la Ec. (5.54).

TOD (% 1
CHECEEE 2 5 5, =5(5,+5.+5.)
3 5 0.10 0.35 0.14 0.20
7 0.13 0.26 0.11 0.17
5 2 0.01 1.31 0.18 0.50
4 0.03 0.16 0.67 0.29

Tabla 5.3 Error promedio estadistico (Gallardo, y col., 2006).

De la Tabla 5.3, se observa que el modelo ajusta a los datos experimentales con un
error cuadratico medio entre 0.01<S§ <0.13 para dos valores de TOD. En contraste, para

la produccién de alginato S, y el consumo de sacarosa S, el error se incrementa dentro de

los intervalos 0.06- 0.67 y 0.16-1.75, respectivamente. Por otra parte, los valores del error
total S, fueron menores para 7 y 4 horas que para 5 y 2 horas, lo cual significa, que la fase

exponencial no necesariamente inicid inmediatamente después de inocular el cultivo al
bioreactor.

En las Figs. 5.4y 5.5, <n(t)>i o, (t) se grafica como una funcidn del tiempo para el

crecimiento del cultivo, cuando la TOD es del 3% y 5% respectivamente.

biomasa (g/L)

tiempo (h)

Fig. 5.4 Valores experimentales y promedios de la concentracion de biomasa
con su desviacion estandar para 3% de TOD (Gallardo, y col., 2006; Trujillo- Roldan y col, 2001).
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hiomasa (g1

-0.5

tetmpo ()

Fig. 5.5 Semejante a la Fig. 5.4 para 5% de TOD (Gallardo, y col., 2006; Trujillo- Rold&n y col, 2001).

Las Figs. 5.4 y 5.5 indican los perfiles temporales del crecimiento del cultivo, en
donde la desviacién estandar, representa las fluctuaciones internas alrededor del valor
medio, estas incertidumbres son causadas por la naturaleza discreta del sistema. Las curvas
evidencian que las fluctuaciones observadas son comparables o mas grandes que las
fluctuaciones internas predichas por el modelo. Las desviaciones globales de los datos
experimentales incluyen ademads de estas fluctuaciones internas, a las fluctuaciones debidas
al ruido externo. Este ultimo ruido es una medida del efecto de otros procesos implicados
como pueden ser: la forma de alimentar aire al bioreactor, problemas de transferencia de
nutrientes, estado metabolico del cultivo y los errores de medicion debido a deficiencias
instrumentales, las cuales no pueden despreciarse totalmente.
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6. MODELO ESTOCASTICO PARA LA
DISTRIBUCION DE PESOS MOLECULARES
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La distribucion de pesos moleculares, DPM, es de gran importancia dentro de la
produccion del alginato, ya que a partir del peso molecular promedio que se obtiene de ella,
podria evaluarse la calidad del alginato. En general se ha estudiado la DPM como se
describe en el Capitulo 2, sin considerar la dindmica hacia una unica distribucién de pesos
moleculares final.

La sintesis de alginato ocurre por un proceso de polimerizacion de los monémeros,
asociados a los residuos de acido manurénico y gulurénico al que continta un proceso de
depolimerizacion. Ambos procesos tienen lugar durante la fase exponencial y la fase
estacionaria respectivamente donde por cada TOD se produce una familia de DPM.

Se considera como primer caso de estudio la cepa de Azotobacter vinelandii SML2
mutada en la expresion de la enzima alginasa, que es la encargada de depolimerizar el

alginato. Aqui la ausencia de alginato en el inéculo aumenta el Mw (944,000 Da) obtenido
de una DPM menos dispersa, IP 5-6.73, respecto al valor de 250,000 Da (IP 6.3-10) que
alcanza cuando el indculo contiene alginato (Trujillo-Roldan y col., 2003).

De esta manera, se tiene el caso de estudio mas sencillo en el cual los monémeros se
consideran con igual reactividad y se polimerizan dando lugar a una distribucion de
oligbmeros. El término oligomero ha sido designado a moléculas con un grado de
polimerizacion (n<10) (Hiemenz, 1984) definido por

n=—o (6.1)

El grado de polimerizacion, n de un polimero se refiere al nimero de monémeros en una
molécula, e indica la relacion del peso molecular de la molécula de polimero, M respecto al
peso molecular del mondmero o unidad repetida A,. Dado que los monomeros tienen

igual reactividad se supone que el peso molecular que tienen los monémeros es idéntico.

El proceso de polimerizacion han sido analizados desde un punto de vista macroscopico
(Hiemenz, 1984, Ziff, 1986; Flory, 1953). La distribucién de oligbmeros representa a una
Unica familia de pesos moleculares asociada a una TOD constante. Su evolucion temporal
de tamafios c(z) con k=1,2,..., describe la concentracién de oligomeros de tamafio & al
tiempo .

El objetivo de este capitulo es dar un enfoque estocastico que nos permita conocer no sélo
la DPM sino también el efecto de las fluctuaciones. La idea basica consiste en suponer que
el proceso de polimerizacion es un proceso estocastico Markoviano y en consecuencia su
dindmica descrita a traves de una ecuacién Maestra (van Dongen y Ernst, 1990; Salinas-
Rodriguez, 1992). El primer momento de esta ecuacion resulta ser la ecuacion para c(?),
conocida como ecuacién de Smoluchowski. En las siguientes secciones se presenta el
modelo estocéstico y se obtiene la ecuacion Maestra; a partir de ella se determinan las
ecuaciones para los momentos. Para este proposito se utiliza la ecuacion Maestra planteada
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en el Capitulo 3 y se utiliza la expansion sistemética de van Kampen introducida en el
Capitulo 5.

6.1 Ecuacion Maestra

Si se denota 4; como un oligdbmero que contiene i mondmeros, el mecanismo de
reaccién asociado a un proceso reversible arbitrario puede representarse como

A+ 4, L)AH/, (6.2)

K;; representa la tasa de polimerizacion y se considera como un proceso estocastico
Markoviano, de tal forma que la ecuacién para la densidad de probabilidad condicional es:

8,P(m,)=T, (63)

En esta ecuacion T. representa la contribucion del proceso de polimerizacion que se define
como aquel en donde los monémeros se pueden pegar unos a OtroS por un Proceso
semejante a la coagulacion.

Considerando al sistema espacialmente homogéneo y confinado en un volumen V, y
el cual consta de N mondémeros, caracterizado por una distribucion de tamafios m = {m, },

en donde m, denota el numero de oligomeros con k-mondmeros. Cada estado del sistema

va a estar identificado con cada realizacion de esta distribucion de tamafos, esto implica
que m es una variable estocéstica y por lo tanto P(m,z) representa la probabilidad de que el
numero de oligdmeros al tiempo ¢ esté dado por m, . La probabilidad de transicion W,

entre diferentes estados del sistema esta determinada por el kernel Kj;, el cual, en general, es
funcién de m. Considerando al proceso de polimerizacion como Markoviano, la ecuacion
Maestra que describe la evolucion de P(m,z) estd dada por (van Kampen, 2003; Gardiner,
1983)

o,P(my)=y W,  P(mt) (6.4)

m

Polimerizacién

Se considera al proceso de polimerizacién como un proceso de un solo paso, esto es,
sOlo existe un evento de polimerizacion en un intervalo de tiempo A4z Entonces, la
polimerizacion de dos oligdbmeros en A¢, esta asociado a los siguientes eventos elementales
excluyentes:

i) Polimerizacion de oligébmeros del mismo tamafio

i) Polimerizacion de oligébmeros de diferente tamafio
iii) Ausencia de polimerizacion
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Definiendo
m={m],m2 ..... m+1,..m~+1,...m.-1,.., mk} (6.5)

como el estado asociado a la polimerizacion y considerando los tres eventos excluyentes, la
P(m.t) obedece la siguiente ecuacion (Salinas-Rodriguez, 1992; Salinas-Rodriguez y
Rodriguez, 1995)

P(m, t+A)=1/2 V‘fiKl.jp(ﬁ,z)[(miﬂwij)(mj+1)}m+
. (66)
¥ K P(mt)| 112V (m,-5, ) m, |4t

Introduciendo el operador

Aijf(%)Ef[{mk+(5ik+5jk—5i+j)k)}}—f(%) (6.7)
la Ec. (6.6) puede reescribirse en forma compacta como

0. P(m)=T. =12 V'Y K, 4, [P(;i,t)(ml.—él.j)m[} (6.8)

Agrupando, de las Ecs. (6.8) se obtiene la ecuacion Maestra que contiene el
fendmeno de polimerizacion

6,P(my)=12V" Y. K, 4, [ P(m.t)(m,-5,)m, ] (6.9)

i j=1

6.2 Desarrollo sistematico de la ecuacion Maestra

La ecuacion Maestra (Ec. 6.9) es una ecuacién diferencial en el tiempo y a
diferencias finitas. Para resolverla en forma aproximada se debe proponer un modelo para
la tasa de polimerizacidn; se sugiere como condicion inicial, que inicialmente se tienen
monomeros. Mediante el desarrollo sistematico de van Kampen (2003) (Cap. 5) se
encuentra su solucién; en este caso, el volumen del sistema, 7 es el pardmetro que controla
la magnitud de las fluctuaciones, 2. En forma similar al Cap. 5, la variable contiene una
parte macroscopica ¢, de orden 2y una parte fluctuante &, de orden Q 12 esto es,

m; () = Qg (t)+QI/2§k(t) (6.10)
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Por lo tanto la distribucion P¢m,z) se reemplaza por I1(¢,),

P(m,1) = Q_%H(g,t) (6.11)

Los operadores de diferencias 4,y Aj‘j se pueden reescribir, a partir de la Ec. (6.10)

como
4, = ex, Q_mi(é +9;4-0 )i 1
;= exp 2 O k) (6.12a)
=exp(Q'°D, ;) -1
y
Ai*j: exp (Q-I/ZDi*j) _ l (612b)
en donde
© 0
D, = (5ik+5jk-5i+j,,{)£ (6.13)
i j=1 k

D;,=-D,,. Cuando ¥ — oo, se puede realizar un desarrollo en series de Taylor de las
exponenciales que aparecen en las Ecs. (6.12) con el resultado,

_ 12 1.0 -3/2
4, =" Dl.j+§Q D j+6(Q ) (6.14a)

4 =D+ lQ-’Dj2 +0(Q7?) (6.14b)
J J 2 J

Como I1(¢&,7), se sigue que

OP) _ P11, 001 25,

(6.15)
ot ot Sor ot

La ecuacion para I1(&,7) se obtiene de sustituir las Ecs. (6.10) - (6.15) en la Ec.
(6.8) con el resultado
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QO%—Q”/Zi%ad)k 1/22 AL (D7 + Dy )+

+Q]/2 (D ¢1+, )}

123K, (Q"”(9.0,0,,) 11+ (6.16)

2SR (D, 05 05 )

+¢,0 D o (v?)

JThg

A orden ©°, se obtiene:

1/2i {QO (D20, +D, &) 1T
(6.17a)
+1/22 K, D, (08, +6,8)+ 126, 6,0 | 1T

Con el orden dominante 2 se genera la ecuacion

ot 2,

=125 F, D, ¢,
k=1 6E->k Z

1+/

+123 K, (6,9, D, )11 (6.17b)

i j=1

Sustituyendo la Ec. (6.13) en la Ec. (6.17a) tenemos que

& 2 )
—=1/2Z Z(& +3,, - ’”’f)ae:k(t””

) 62

+¢1+jZ(5 +5 j,k)(5i5+5js'5i+j,s)ﬂ }H

+Z{ ZKij ¢i(5ik +9;, _5i+j,k)%(§jn)+ (6.18)

+1/2ZZK 00K (80 0, -0, )(0s 6, 5”]5)82 az I
i, j=1 k s=1 k

La Ec. (6.18) es la ecuacion de Fokker-Planck lineal multivariada para H(é,t) en donde
los coeficientes de arrastre y de difusion dependen explicitamente de la tasa de
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polimerizacion. Esta ecuacién gobierna la evolucion de las fluctuaciones en el peso
molecular alrededor del valor medio.

Si ahora se sustituye la Ec. (6.13) en la Ec. (6.17b) se obtiene
ol =
a_tk:]/ZZEj(éik +5jk - 51' +j,k)(|)i+jj -

-1/22Kij (I)i ¢j(§ik+5jk-5[+j,k) (6.19)

i j=1

que corresponde a la ecuacion (macroscopica) de evolucion para la parte sistematica del
peso molecular. Desarrollando las deltas de Kronecker, se puede reescribir la Ec. (6.19)
como

%ZZEk(I)Hk -1 (I)kZE, k1T

H2Y K, 6,02 K, 0, (6.20)

i+ =1

Esta es precisamente la ecuacion de Smoluchowski para ¢, (t)Eck(t) con k=1,2,.... A
partir de esta ecuacion puede obtenerse la evolucion de los momentos c¢(?), definidos por

0

()= ke, (t) (6.21)

k=1

en donde el momento cero <c°> corresponde a la concentracion total de oligbmeros como

funcién del tiempo. El primer momento <c1> dividido entre el momento cero, corresponde
al valor medio del peso molecular

0

chk (1)
PM = <i> = (6.22)
<" > ¢, (t)

N

NgE

=

=1

6.3 Primeros Momentos
A partir de la ecuacion de Fokker-Planck es posible obtener ecuaciones para el

promedio y las covarianzas, las cuales nos dan informacién acerca de las fluctuaciones en
m, . Estas cantidades estan definidas como
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(& (1) = %f/ﬂ {er) (6.23)

((ge N =(&e)-(Ee) (6.24)

La ecuacién de evolucién para el primer momento se obtiene de multiplicar la Ec. (6.18)
por &, y sumar sobre todos los valores posibles,

2,6 (0)=0,(6. (1) +2,(&. (1),

. . (6.25)
=ZAkj (t)<§j>+z B[ +jk <€rl +j>
en donde |
A, (0)=2K (8, +0,, -6, ,,)C (1) (6.26a)
Bi+j,k:F;'j(5ik+5jk-5i+j,k) (6.26b)

Similarmente, multiplicar la Ec. (6.18) por ¢, £, y sumando sobre todos los valores

posibles, se obtiene una ecuacion para el segundo momento, a la cual se le resta el producto
de las ecuaciones para &, y &, con el resultado (Salinas-Rodriguez, 1992),

0, <<§ké:s >> =0, <ék5s > B <5k>at <5s> - <és > 0, <5k>
o ] & (6.27)

:Z Xy <<fk§s >>+Ez Bi s <fi +ff’f>

J=1 i j=1
6.4 Discusion

Es importante sefialar que con esta metodologia es posible obtener la evolucién de
la funcion de distribucion de pesos moleculares. Sin embargo, se debe definir el proceso
que caracteriza su evolucién (modelo para la tasa de polimerizacion); un caso particular
puede considerar las tasas constantes pero diferentes. Con el resultado se calculara el valor
promedio a un tiempo determinado, lo que permite comparar los valores tedricos con los
experimentales; o bien, con el ajuste obtenido, la funcion gamma (Secc.6.4.1). Este trabajo
se encuentra bajo estudio.

6.4.1. Ajuste de los datos experimentales de la DPM.

Pefia y col. (2000) y Trujillo Roldan y col. (2003) obtuvieron las distribuciones de peso
molecular promedio, DPM durante el cultivo de Aztobacter vinelandii (cepa ATCC9046)
utilizando una TOD de 3% (Fig. 6.1).
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Fig. 6.1 Datos experimentales de la DPM obtenida con 3% TOD por Trujillo- Roldan y col, (2004)

El ajuste de estos datos es particularmente distinto al que se puede realizar utilizando
cualquier software, ya que se incorporan las definiciones del peso molecular ponderado en

el nimero, M, y el peso molecular ponderado en el peso, M en los pardmetros o y f
(Ecs. 6.32-6.33).

Correlacionando los datos experimentales de Trujillo-Roldan y col. (2004) a través
de la funcion de distribucién gamma, I'( o)

I(a) =Tz"-1e-fdz (6.28)

Introduciendo la variable y(x) que indica el valor experimental, % peso (Ai/AT)*100 (Fig.
2.2) definida por

_(x-n)" (_x—vJ
y(x)—r(a)Ba exp 5 (6.29)

donde x representa el peso molecular en Da;y «,f y y son pardmetros de ajuste. y se
refiere a la interseccion de y(x) con el eje x donde encontramos el peso molecular méas bajo

del alginato, x>1v. Los parametros « y £ se calculan con las ecuaciones para el primer y
segundo momento,

ﬁn = jx y(x) dx (6.30)
J-xz y(x) dx

M =— (6.31)
Ix y(x) dx

De aqui se sigue que
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M, =aff+y (6.32)

M- a(a +1)€’;12yaﬂ7/ +7° (6.33)

Resolviendo para a y S se sigue que

o= Eﬁ'y (6.34)
g LM ~2/ (M, )M, (6.35)
(M,-)

El valor de y se encuentra dentro del intervalo 5012 <y <10,000,000 Da, que equivale al
rango de valores en los que se encuentra el peso molecular.

Los pardmetros se optimizan usando como criterio el porcentaje de Error total, %6ET
que se define como

%ET = %Z%ERy (6.36)
en donde N representa el nimero de datos experimentales y %FERy esta dada por

Y exp Ysim
YVexp

%ERy = *100 (6.37)

Se propone para y la cota inferior 5012 Da y la cota superior 10,000,000 Da, con estos
se calculan « y . En ambos casos, se utiliza el mismo M ,300000Da, M,,46153.85Da
y el IP, 6.5 (Trujillo-Roldan y col., 2003) que corresponden a la cota inferior. Cuando y es
5012 Da el % ET es de 233%, con la cota superior F(oc) se indetermina, esto sugiere
utilizar valores menores a 10,000,000 Da . Se realizaron reducciones sucesivas a la mitad
de la cota superior, y se encontré para un valor de y, 9765.62 el menor %ET es de
205.58%. Arriba de este valor, I'(a) se indetermina.

Dado que aun el valor de %ET es muy grande se realiza un incremento sucesivo del
valor de la cota inferior manteniendo M, , M, y IP. Como resultado el %ET se redujo al

43% con una y de 17542 Da. Tomando como referencia esta y se calculan los otros
parametros (Ecs. 6.32 'y 6.33),
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0=06875 y [=41618 (6.38)

La relacion proporcional de f y y respectoa a es

£ 60535 Y 25516 (6.39)
o o

Esta proporcionalidad cambia con los valores de los parametros pero en este
ejercicio se mantienen constantes. Los pardmetros S y y se recalculan proponiendo un
valor de o dentro del rango de 0.6 -2.9 que corresponden a los menores %ET
determinados. El mejor ajuste se obtuvo cuando el %ET es del 6.136x10™ con a =1,
S=60535 y y=25516 (Fig. 6.2).

Ajuste de datos experimentales con la funcion
Yn(x)
2
16 v 5{
14 -
- $ | —e— datos sim-
% 121 1 Fgamma
X os \’ = chtos-exp
0.6
0.4
0.2 1
0 L
4 5 6 7 8
log peso molecular Da

Fig. 6.2 Ajuste de los datos experimentales con la funcion de distribucién gamma.
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CONCLUSIONES y PERSPECTIVAS
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A continuacién se enumeran las conclusiones principales obtenidas durante el
desarrollo de este trabajo asi como las limitaciones y perspectivas del mismo.

1. Se ha desarrollado un método alternativo a los existentes en la literatura, para describir la
produccion de alginato en un proceso de fermentacion con Azotobacter vinelandii. La idea
bésica es suponer que los procesos de reproduccion y muerte de las bacterias son procesos
estocasticos Markovianos, cuya dinamica puede ser descrita en términos de una ecuacion
Maestra no-lineal. EI modelo adquiere su caracter estocastico cuando los parametros Sy vy

asociados con los procesos correspondientes contienen en su expresion la TOD fluctuante.
Utilizando el método de expansion sistematica de van Kampen a partir de esta formulacion
estocastica no sélo se recupera la descripcion macroscépica usual donde se predice el
comportamiento de la produccion de biomasa, x el alginato, p y el consumo de sacarosa, s
también se obtienen las fluctuaciones alrededor de estas cantidades, para diferentes
tensiones de oxigeno disuelto, TOD.

2. En los capitulos anteriores se han realizado modificaciones al modelo macroscépico
propuesto por Trujillo- Roldan, (1999). Se incluye en la ecuacion para el consumo de
sacarosa el término asociado con la sintesis de alginato y se optimizan los pardmetros del
modelo. Los resultados analiticos para las cantidades x, p, s son comparados con los valores
experimentales reportados para el cultivo de Azotobacter vinelandii. Se encontrd que el
error cuadratico medio total varia entre 0.17% -0.29%. Se obtienen las expresiones para la
descripcion macroscopica (Ecs. (5.24), (5.49) -(5.50)) como el primer momento de la
distribucion de probabilidad. La optimizacion de los parametros es Util en la medida que se
establece el efecto real de la evolucién de las fluctuaciones internas en la reproduccion del
cultivo, la produccién de alginato y el consumo de sacarosa.

3. Las fluctuaciones internas alrededor del valor medio se obtuvieron de la descripcion
estocastica. Se representan a través de la desviacion estandar. Las Figs. 5.4 y 5.5 evidencian
que las fluctuaciones observadas son comparables o méas grandes que las fluctuaciones
internas predichas por el modelo. Las desviaciones globales de los datos experimentales
incluyen ademas de estas fluctuaciones internas, a las fluctuaciones debidas al ruido
externo. Este Gltimo ruido es una medida del efecto de otros procesos implicados como
pueden ser: la forma de alimentar aire al bioreactor, problemas de transferencia de
nutrientes, estado metabolico del cultivo y los errores de medicion debido a deficiencias en
los instrumentos, las cuales no pueden despreciarse totalmente. Este enfoque permite
exhibir las tendencias en el comportamiento de las fluctuaciones

4. Las limitaciones del modelo radican en suponer que todas las bacterias se reproducen en
promedio con la misma velocidad y se encuentran homogéneamente distribuidas en el
bioreactor. Su edad es despreciable, lo que es una simplificacion esencial para considerar
los procesos de reproduccion y muerte de bacterias como procesos estocasticos
Markovianos. Algunas de estas limitaciones podrian ser controladas en trabajos futuros a
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través de generalizaciones del modelo estocastico para incluir la naturaleza estocéstica del
grupo de variables @(¢), a(r) y s(¢).

5. Dada la diversidad de factores que afectan al sistema, para continuar su estudio se
propone el andlisis de los experimentos utilizando los diagramas de Pareto. Con el objeto
de identificar los factores mas importantes, cuyo efecto combinado o individual influyen de
manera significativa en el sistema. Considerando los resultados obtenidos en esta tesis, el
factor seleccionado, se propone como un ruido externo cuya influencia se analizaria a
través de ecuaciones diferenciales estocasticas.

6. En esta descripcion los procesos de reproduccion y muerte de las bacterias se han
modelado exclusivamente a nivel fenomenoldgico, sin pretender deducir su forma explicita
a partir de un analisis microscépico. Esto es en principio posible, sin embargo, es un
problema dificil ya que no se consideran aspectos como el estado metabdlico del cultivo
que podria generar una distribucion de velocidades; en estas condiciones deja de ser
aplicable el concepto de velocidad especifica.

7. En este trabajo se presentd también un modelo estocastico basado en la ecuacion
Maestra para la distribucién de pesos moleculares del alginato. Donde se considera el
fendmeno de agregacién que da lugar al proceso de polimerizacion. Aunque solo se
presentd el modelo, se obtiene una ecuacion para la dindmica de esta distribucion y su
solucion estd en proceso, por lo tanto, sera factible compararla con resultados
experimentales.

8. Por ultimo, enfatizamos la generalidad del método introducido para estudiar la
produccion de alginato, asi como su distribucion de pesos moleculares. En principio este
enfoque es aplicable a cualquier sistema fisico en donde ocurren procesos asociados con el
desarrollo de microorganismos que puedan ser modelados por un proceso estocastico
Markoviano.
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Apéndice A
Deduccion de la Ecuacion de Difusion

En este apéndice se deduce la ecuacion de conservacion de probabilidad, Ec. (4.5),
en una dimension. Considerando que un numero de particulas n se mueve en una direccion
una distancia A 6 —A. La probabilidad de que una particula se encuentre entre la posicion

Ay A+dA es ¢(A)dA, de donde se sigue que
dn=n¢(A)dA (Al)
#(A) debe cumplir las siguientes propiedades (Gardiner, 1983):

1) ¢ #0 cuando A<x.
i1)¢ =0 cuando 4>x.
iii) Cuando la probabilidad es simétrica ¢(A)=g(-A)

iv) #(A) debe satisfacer la condicion de normalizacion j¢(A)dA =1
(A2)

v) (¢) = j Ag(A)IA=0
Por otro lado, la densidad numérica n(x,t) es proporcional a la densidad de probabilidad, a

través de la Ec. (4.4)

n(x,t)
N

P(x,t) = (A3)

ademas, en un intervalo de tiempo 7 las densidades de probabilidad P(x, t+7) y P(x+
A, t) estan relacionadas a través de

P(x,t+z')dx:a’xT P(x+A,0)¢(A)dA (A4)

—00

Por definicion de derivada parcial

oP - P(x,t+7)—P(x,t)

ot T (85)

se sigue que
P(x,t+7)=P(x,t)+ z‘%—l; (A6)
Realizando una expansion en series de Taylor del término P(x+ A, )

99
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P(x+A,t)=P(x t)+A6—P A ap+
ox 2! ox’

(A7)

multiplicando por ¢(A)dA e integrando sobre todos los valores posibles A

j P(x+A,0)P(A)dA = P(x,1) j ¢(A)dA+ j AG(A)dA + f Té—z'¢(A)dA (A8)

De la Ec. (AS), aplicando el limite cuando 7 — 0, y de las propiedades iv) y v) de ¢#(A),
Ec. (A2) se obtiene la ecuacion de Difusion, Ec. (4.5) en una dimension (Berg, 1993),

8P(x,t) 0*
DY P(x.1)=0 A9
o Pl (A9)

donde se ha definido el coeficiente de difusion como

= j —¢(A)dA (A10)
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