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1 Introduccion

La teoria aditiva de los nimeros se divide en dos tipos de problemas:
problemas directos e inversos. Los problemas directos son aquellos en los
cuales se determina la estructura y propiedades de una suma de conjuntos de
un grupo, conociendo a los sumandos. Los problemas inversos son aquellos
en los que se determinan las propiedades de los sumandos a partir de conocer
la propiedades del conjunto suma.

Para lo que sigue, sea el grupo de residuos Z,, médulo un niimero entero
n. Denotaremos por Z, al grupo cuando n = p es un nimero primo. Ademds
definimos

A+B = {a+b:a€ Abe B},
A¥B = {a+b:acAbe B,a#b},
24 = A+ A
TA = AF A

El primer teorema conocido es el de Cauchy [9], el cual lo aplicé para
demostrar que todo residuo médulo p se puede representar como la suma de
dos residuos cuadréticos, esto es, 2 + y?> = rmodp (x) tiene solucién para
todo r € Z,.

Teorema 1 (Cauchy-Davenport). Sea @ # A, B C Z,. Entonces se cumple
que
A+ B| > min{p, || + |B| - 1}.

Observe que si definimos a A como el conjunto de los residuos cuadraticos
médulo p (incluyendo al 0), entonces [A| = ZEE. Si aplicamos el teorema



anterior, obtenemos que
24| =|A+ Al >2|A]-1=p.

Asi 2A =7, y la ecuacién () siempre tiene solucién.

Este teorema fue demostrado por Cauchy en 1813 y después,
independientemente, por Davenport en 1935 [3]. El propio Davenport en-
contré que su teorema ya habfa sido demostrado anteriormente.

El siguiente teorema, el cual es la solucién a un problema inverso, da una
caracterizacién de los conjuntos para los cuales se cumple la igualdad en el
teorema de Cauchy-Davenport. Este teorema se publicé en 1956 por A. G.
Vosper [2].

Teorema 2 (Vosper). Sean @ # A, B C Z,. Entonces se cumple que
|A+ B| = min {p, |A| + |B| — 1}

st y solo si A y B satisfacen una de las siguientes condiciones:
(i) |A]+|B]| > p,
(i6) min {]].|B]} = 1.
(i11) B=7Z,\B =c—A={c—a|aec A} para alguna c € Z,,
(iv) A y B son progresiones aritméticas con la misma diferencia comin.

Este teorema se utilizé para demostrar un resultado en teoria de niimeros
por Chowla, Mann y Straus en 1959 [10], el cual se enuncia a continuacién.
Al polinomio utilizado en el siguiente teorema se le llama forma diagonal.

Teorema 3 Sea p > 3 un niumero primo, y sea k un entero positivo tal que

-1
1 <med(k,p—1) < pT

Sean ci, ..., c, nimeros distintos de cero que pertenecen al campo Z,, y

f(zy, . xn) = c1ah + 4 cpaf

Sea R(f) el rango de la forma diagonal f. Entonces

(2n—1)(p—1)
(hp— 1) “}

donde R(f) = {f(z1, 22, ..., Tn) : X1, %2, ..., Ty € Lyp}.

IR(f)] > min {p,



Esta teorfa no sélo muestra un desarrollo para Z,, también existen teo-
remas muy importantes para Z. Fl siguiente resultado fue demostrado y
publicado por Freiman en el ano de 1959 [8].

Teorema 4 (Freiman) Sea A un subconjunto de enteros tal que |A| =k > 3.
Si

24| =2k — 1+ b < 3k — 4,
entonces A estd contenida en wuna progresion aritmética de longitud
kE+b<2k—3.

En 1993 Steining [11] da una generalizacién del teorema de Freiman, que
consiste en el caso méds general de A + B.

Freiman, que desarrollé6 mucho esta drea, encontré una generalizacion al
teorema inverso de Vosper.

Teorema 5 (Freiman-Vosper). Sean Cy y Cy nimeros reales tales que

1
0<C’o§ﬁ,
Cl>2,
201—3<].—C001

3 VO

Sean p un nidmero primo impar, A # @ y A C Z, tales que

3<k=|A] <Cop

12A4] < Chk — 3.

Defininimos el entero b como |2A| = 2k — 1 + b. Entonces A estd contenido
en una progresion aritmética de longitud k +b en Z,.

La demostracion usa dos métodos fundamentales en esta drea. El primero
se basa en la estimacion de sumas exponenciales. El segundo usa argumentos
aritméticos para reemplazar el conjunto A por un conjunto 7" de enteros tal
que 2A y 2T estén en correspondencia biyectiva.

El siguiente resultado, obtenido por Chowla en 1935 [12], es una extensién
del teorema de Cauchy-Davenport, el cual se cumple para cualquier clase de
congruencias moédulo un entero arbitrario m > 2.



Teorema 6 (Chowla) Sean m > 2 y sean A y B dos subconjuntos de Z,,.
Si0 € B y med(b,m) =1 para toda b € B~ {0}, entonces

|A+ B| > min{m,|A| +|B| —1}.

B. Llano, en el 2003 [6], caracteriza los subconjuntos de Z, para los cuales
se cumple que

|A+ B|=|A|+ |B|+1i, (i=0,1).

Varios de los resultados y generalizaciones demostrados en este articulo fueron
publicados, en ese tiempo, también por Hamidoune-Rédseth [13] y Serra-
Zémor [14]. Este resultado se separa en dos teoremas. Definimos

T, k1] = {a+id|ie[0Uk],2<k<I[-1},
U,(1,2;m) = {a+id|ie[0]U[2]Ula,m],m > 5},
U, (1,3;m) = {a+id|ie[0]U[2,m]U[m+2],m >3},
Uy (2,3;m) = {a+id|ie€[0,m|U[m+2U[m+4,m>1}

donde [r] es el intervalo que s6lo contiene al elemento 7 y d es un elemento
fijo, llamado diferencia, de Z,. Una casi progresién aritmética es de la forma

{a+id:0<i<ki#t)
cont € [1,k — 1] fijo.

Teorema 7 Sean @ # A, B C Z,. Tomese a,b,c,d € Z, cond # 0 y [,t
enteros positivos. Supongase que |A + B| > |A| + |B|. Entonces

[A+ B[ = [A] + B

sty solo si Ay B satisfacen alguna de las siguientes condiciones:

(i) 1Al + |B| =

(171) B = (c A)UepamcgéA—i—ByalgunaeeZ

iii) A ={a,a+d} y B es la union de dos progresiones aritméticas con
la misma diferencia comun d.

(1v) A y B son una progresion aritmética y una casi progresion aritmética
con la misma diferencia comin d, respectivamente.

(v) A=T,[l,l+ 1] yB=T,[l,1+1] paral >2 yl# 2

(vi) A=T,2,l -1 yB=T,[2,t — 1] donde | >4 yt > 4.



Teorema 8 Sean @ # A, B C Z,. Tomese a,b,c,d € Z, cond # 0 y [,t
enteros positivos. Supongase que |A+ B| > |A| + |B| + 1. Entonces

|A+ B|=|A|+|B|+1

sty solo si A y B satisfacen alguna de las siguientes condiciones:

() A +|B] = p— 1.

(it) B=(c— A)U{t1,t2} para c ¢ A+ B y t1,ty € Z, tal que t; # ts.

(i1) A = {a,a+d,a+2d} y B sea la union de dos progresiones aritméticas
con la misma diferencia comin d tal que la longitud de todos los hoyos de B
sea al menos de 2.

(iv) A={a,a+d} y B sea la unidn de tres progresiones aritméticas con
la misma diferencia comin d.

(v) Sea A una progresion con diferencia d y sea B la union de dos o tres
progresiones aritméticas con la misma diferencia d tal que

B={b+id|ie[0,r—1U[r+2,s—1]}
donder <s+1ys<p-—2,o0
B={b+id|ic[0,r—1U[r+1,t—1U[t+1,v—1]}

donder <t—2,t<v—-2yv<p—2.
(vi) 3<|A],|B| <4 y el par (A, B) es uno de la siguiente lista:

(Tu[m,m + 1], Tylm + 1,m + 2]), para m > 2,

(Tu[m,m + 2], Tylm + 1,m + 2]), para m > 2,
(Tou[m, m + 1], Tylm, m + 2]), param >3 o
(To[m,m + 2], Ty[m,m + 2]), para m > 3.
(vii) El par (A,B) es (T,[m,n—1],T,[3,t —1]) param =2 om =3 y
n,t > 6.
(viii) A y B son casi progresiones aritméticas con la misma diferencia
comun d tal que (A, B) # (T, [2,1 — 1], Ty [2,t —1]) (I > 4,t > 4).
(iz) (A,B) = (T, [2,m — 1], T, [2,s = 1]U[s+ 1,t — 1]), donde s < t—2.
(x) (A,B) = (T [L,I+ 1], T [I,l+1]U[l+3,m—1]), donde 2 < | <
m — 4.

() (A, B) = (Ua(i, j;m), Uy (i, j;m)), para (i, 7) € {(1,2),(1,3),(2,3)}.



La conjetura de Erdos-Heilbronn, que se menciona en el siguiente teo-
rema, se formulé en los anos 60’s. FErdos y Heilbronn no la incluyeron en
su articulo [23] sobre sumas de conjuntos de clase de congruencias. Sin em-
bargo, en el ano 1963, en una conferencia sobre teoria de nimeros en la Uni-
versidad de Colorado, Erdos [22] establece la conjetura, la cual mencionaria,
frecuentemente, en sus articulos y conferencias posteriores. Se dieron resul-
tados parciales a la conjetura por Rickert en 1976 [15], Mansfield en 1981[16],
Rodseth en 1993 [17], Pyber en una publicacién personal [18] y Freiman, Low
y Pitman en 1993 [19].

Teorema 9 Si A es un conjunto de clases de congruencias médulo un nimero
primo p entonces
|27A| > min{p,2|A| — 3} .

Llev6 mas de 30 anos antes de que Dias da Silva y Hamidoune publicaran
la demostracién de este teorema en el ano 1994 [20]. No sélo demostraron la
conjetura sino también la generalizacion:

|W"A| > min {p, h |A| — h* + 1},

donde
= . ~ B rlr=a+ay++ana €A, a0 #a,
At A+ A= { sii#j
yRA = AT AT - F A
?f

Obsérvese que si h = 2 entonces se obtiene la conjetura de Erdos-Heilbronn.
Esta demostracién utiliza resultados de la teorfa de representaciones y dlge-
bra lineal avanzada.

En 1995, Alon, Nathanson y Ruzsa [4-5] dieron una nueva demostracién
de la conjetura de Erdos-Heilbronn. En su demostracién introducen el método
polinomial.

En el articulo donde Alon, Nathanson y Ruzsa publican sus resultados,
dejan abierto un problema (entre muchos otros), el cual pregunta para qué
tipo de conjuntos se cumple que

127°A| = 2|A| - 3. (1)

Un hecho importante es que todo lo que se cumple para Z, se cumple para
7. Esto se debe al teorema fundamental de grupos abelianos finitamente



generados. O sea, si tenemos un subconjunto finito de Z, solo es necesario
buscar un nimero primo mayor a la suma de los dos elementos més grandes
de dicho subconjunto y con esto podemos trabajar en Z,, donde se cumple
el teorema, imitando estar trabajando en Z.

De el hecho anterior podemos concluir que para cualquier subconjunto
finito A de Z se cumple que

|W"A| > min {p,h |[A| — h* + 1} .

Nathanson demostré por el afio de 1995 [21] que la igualdad, en el caso
de Z, se da s y sélo si A es una progresién aritmética. En 1998, Hui-Qin
Cao y Zhi-Wei Sun [7] demostraron el siguiente teorema.

Teorema 10 Sean Aj, As, ..., A, subconjuntos de 7. con 0 < |A;| < |A3| <
.. <|A,| < co. Entonces se cumple que

n(n+1)

AL F A F o F A 2D A - 5

=1

+ 1.

Mas aun, la igualdad se cumple cuando U A; = A,, para cada
i=1

meM={1<j<n—-1:]A] >4 +1}U{n}
y A, es una progresion aritmética paran =1 o |A;| < 3.

Este teorema da una buena aproximacién a la estructura de los conjuntos
en el caso de la igualdad.

En esta tesis, nos acercamos al problema inverso de caracterizar los con-
juntos para los cuales la igualdad se cumple en [27A| = 2|A| — 3.

En el capitulo 2 abordamos los resultados més relevantes de la teoria
aditiva de nimeros. Resaltamos la prueba del Teorema de Cauchy-Davenport
seguin el segundo autor dada en 1935. En la misma, se da una demostracion
completa y novedosa del teorema, lo que posibilita su comprensién exacta en
un lenguaje matemdtico muy actual.

En el capitulo 3 de la tesis se demuestra parte del problema de Nathanson,
a saber, si A = [0,/ — 1] U B con [0,] — 1] es la progresién aritmética mas
larga de A, entonces

274 = {ai+aj:a,a; €Ai#j}
270,1 —1U([0,l=1]+ B)U2™B.



Se resuelven los siguientes casos:

1) Si2700,1 — 1] U ([0,! — 1] + B) es un intervalo.

2) Si ([0,1 — 1] + B) U2" B es un intervalo.

3) Si270,l — 1] U 27 B es un intervalo.

4) Si 270,01 — 1] U ([0, — 1] + B) U2" B es un intervalo.

Para completar la demostracion de la igualdad, sélo queda considerar el
caso en que no se dan las condiciones de 1-4. Este caso no se incluye.

Ademids, se demuestran algunos resultados interesantes que se fueron
dando en la bisqueda de la solucién al problema original. Se analizan diver-
sos problemas directos con sumas de residuos distintos que permiten obtener
conclusiones importantes acerca de la posible estructura de los conjuntos que
satisfacen la igualdad en el problema de Erdés-Heilbronn. Es conocido y con-
jeturado que sélo los conjuntos que son progresiones aritméticas y sélo esos,
dan la igualdad buscada. Para estos resultados se usan algunas de las ideas
desarrolladas en [6].

Finalmente, se da una seleccion de las referencias mas importantes de la
vasta literatura existente en este tema.



2 Preliminares y resultados
clasicos de la teoria aditiva
de numeros

Sean A C Z,, p un niimero primo y ¢ € Z,. Se denota por |A| ala cardinalidad
del conjunto A y por A al complemento del conjunto A. Si @ # A, B C Z,,
entonces la suma de estos dos subconjuntos se define como

A+B={z|x=a+bac Abe B}.
Se define la suma de elementos distintos como
A¥B={z|z=a+bac Abec B,a#b}.
En el caso de n conjuntos definimos

A+ A+ 4+ A, ={z|z=a+ay+ -+ ay,a; € A;},

hA=A+A+--- 4 A,
h

Y

:FAn_ x|x:a1+a2+:-~‘+a,‘~b,aiGAi,ai;«éaj
sii#j
WA=AFT AT - FA.
h




Se definen los siguientes conjuntos, donde ¢ € Z,, :

A-B = A+ (-B),

—A = {-al|a€ A},
tA = {ta|a€ A},
AN{b} = {acAlaFby,
A—t = {a—t|aec A},

A = {de€Z,|d ¢ A}
Sean a,d € Z,, d # 0y k € N, entonces el conjunto
{a+id:0<i<k}

es una progresion aritmética. También existen conjuntos llamados casi pro-
gresiones aritméticas, los cuales son de la forma

{a+id:0<i<k,i#t},

donde t € [1,k — 1], es decir, son conjuntos a los cuales le falta un solo
elemento para ser una progresiéon aritmética.

Un intervalo de Z, que se denota por [m,n|, para m,n € Z, con m < n,
se define como el conjunto

m,n] ={m,m+1,...n},

donde las sumas se toman médulo p.

A una progresién aritmética se le puede normalizar, esto es, restando el
valor a y multiplicando por el inverso multiplicativo de d # 0, con lo cual
el conjunto {a + id : 0 < i < k} se transformaria en el intervalo [0, k|, el cual
no pierde ninguna de sus propiedades estructurales, o sea

2{a+id:0<i<k}| =][2[0,k]

27 {a+id:0<i<k}Y =[270.4]|.

En adelante, cuando hablemos de una progresién aritmética nos referire-
mos a ella como un intervalo.

Daremos a continuaciéon una breve introduccién a los anillos de poli-
nomios, herramienta que usaremos en la exposicién del método polinomial.



Sea k un campo. Un polinomio con coeficientes en k es una expresién de
la forma
f(z) = ap + a1z + -+ + a,a”,

donde los a; € k y n > 1. El anillo de polinomios con coeficientes en un
campo k se denota como k[z].
Sean f(z),g(x) € k[z]. La igualdad de estos polinomios

f(x) =ao+ a1z + 4+ a,z™ = by + byx + - + bypx™ = g(x)
es cierta sélo si se cumplen las condiciones m = n y a; = b; para todo

0<j<n.
La suma y multiplicacién de dos polinomios se define como

fx) g(z) =co+crx+ -+ Gt 4

C; = Z a, - bs.

r4s=1

respectivamente, donde

El grado de un polinomio f(z) = ag+ a1z + -+ a,x" con a, # 0 se define
como

gr(f(@)) :==n.
Recordamos las propiedades para el grado de la suma y la multiplicacién
de polinomios:
(1) gr(f-9) = gr(f) +gr(g)
(2) gr(f +g) < max{gr(f), gr(g)}.

2.1 Conjetura Erdos-Heilbronn
2.1.1 Meétodo polinomial

La conjetura de Erdos-Heilbronn nos dice que dados dos subconjuntos cua-
lesquiera A y B de Z, tales que sus cardinalidades sean distintas, la
cardinalidad de A F+ B siempre serd mayor o igual al min {p, |A| 4+ |B| — 2} .
Para la prueba de esta conjetura se utilizardn dos lemas, que estdn basados
en la teorfa de polinomios en un anillo k[z] con k un campo, y se demuestran
a continuacion.



Lema 11 Sea A un subconjunto finito no vacio de un campo k, y sea |A| = k.
Para cualquier m > 0 existe un polinomio g,,(x) € k[z] de grado a lo mds
k —1 tal que

gm(a) =a™,

para toda a € A.

Demostracién. Sea A = {ag, aq, ...,ap_1} y seam > 0. Lo que intentaremos
probar serd que existe un polinomio u(z) = ug + w1z + ~ + up_12" ! € k [z]
tal que

k—1 —_ am

7 i

u(a;) = up + ura; + -~ + up_1a

parai=0,1,...,k — 1. Si le damos todos los valores a i entonces tenemos

k—1
u(ag) = ug+wao+ -+ up_1a; = ag'
k—1
w(ar) = wg+wa + -+ upqay =a’
_ k=1 _ m
u(ag—1) = up+Urar_1 + -+ up_1a;_; = ap 4.

Lo cual es un sistema de k ecuaciones lineales en k variables wuq, ty, ..., up_1
y el mismo tiene solucion si el determinante asociado no es igual a cero. El
determinante que resulta es

1 a a2 - af!
1 a a? oo ah!
V = ,
2 k-1
Loagr ajy - a4y

el cual es un determinante de Vandermonde. Sabemos que

V = H (a]’ — &i)

0<i<j<k—1

y como (a; —a;) # 0 para toda 0 < i < j < k — 1, por lo tanto V' # 0. Se
concluye que el sistema de ecuaciones planteado tiene solucién tnica en las
variables ug, w1, ..., Up_1. |

Lema 12 Sean h > 1 y Ay, A1, ...An_1 subconjuntos no vacios de un campo
k con |A;| = ki para i = 0,1,....,h — 1. Sea f(zo,x1,...,2n_1) un polinomio



con coeficientes en k y de grado a lo mds k; — 1 en x; parai=0,1,....h — 1.
Si

f(ao, A1y ..ny ah,l) =0

para toda
(ao,al, ...,ah,l) S Ao X Al X ... X Ahfl,

entonces f(xg,21,...,xn_1) es el polinomio cero.

Demostracién. La demostracién se hard por induccién sobre h. Para la
base de induccién, cuando h = 1, se tiene un polinomio de una variable
con grado a lo mas kg — 1. Todo polinomio distinto de cero en kx| con
grado a lo més ko — 1 no puede tener k( raices distintas en k, por el teorema
fundamental del algebra, lo cual serfa una contradiccién de la hipétesis que
f(ap) = 0 para toda ag € Ay si f(ag) no fuera el polinomio cero. Por lo tanto
f(xo) es el polinomio cero. Sea h > 2, y supongamos que el lema es cierto
para polinomios de a lo méds h — 1 variables. Podemos escribir el polinomio
de la siguiente manera

ko—1

f(x(),fﬂl, ceey thl) = Z fj(fL'l, ...[L‘h,1>$6,
7=0

donde f;(z1,...,2,-1) es un polinomio en las h — 1 variables z1, ..., 2,1 y su
grado es a lo mds k; — 1 en x; parat=1,...,h — 1. Fijemos

(ar,...,ap—1) € Ay X -+ X Ap_q,

definamos g(x) de la siguiente forma

ko—1

g(ilfo)i = f(ﬂfo,al, ...,ah_l) = Z fj(al, ...,ah_l)xé.

Jj=0

El polinomio g(z) es un polinomio de grado a lo mds ko — 1, con variable x
y coeficientes f;(a, ..., ap—1) para 0 < j < ko —1, tal que g(ag) = 0 para toda
ag € Ap ya que por hipétesis tenfamos que f(ag, as, ...,ap_1) = 0 para toda
(ag, a1, ...;ap_1) € Ag X Ay X -+ X Ap_1. Eso quiere decir que g(xg) tiene al
menos |Ag| = ko raices distintas y por el paso base de la induccién, entonces
g(xo) es el polinomio cero. Ya con esto podemos decir que

fj(a17 "'>ah—1) =0



para toda
(CLl, ...,ah,l) € Al X X Ahfl,

y 0 < j < ko— 1. Por hipétesis de inducciéon podemos decir que el polinomio
fi(x1,...,xp_1) es el idénticamente cero para 0 < j < kg — 1. Como

ko—1

f(.%'g,xl, ey .ﬁChfl) = Z fj(.ﬁCl, ceey $h,1)$%,
j=0

por lo tanto f(xg,z1,...,25_1) es el polinomio cero. [ |

Teorema 13 Sea p un nimero primo, y sean A y B subconjuntos no vacios

de Z,, tal que |A| # |B|. Sea
A¥B={a+b:ac Abc Ba#b}.

Entonces
|A %+ B| > min{p,|A| + |B| - 2}.

Demostracién. Sea |A| =k y |B| = . Podemos suponer que
1<li<k<np.

Caso 1: Si k41— 2 > p, entonces la demostracién se hard por induccién sobre
la cardinalidad de B mayor o igual a 3. Si |B| = | = 3 entonces
k+3—2=k+1>p,loqueimplica que |A| = k > p— 1. Supongamos
entonces que |A| = p. Sean

A={1,2,..,p—1,p}

B - {bl, bQ, bg}

Se sigue que

AF¥B = ({1,2,...p—1,p} F{hHU
({1,2,....,p—1,p} F {b}) U
({1,2,...,p — 1,p} F {bs}).

Por la definicién de T+,

{1,2,....,p—1,p} T {b1} =7Z,\ {2b:},



Caso 2:

como by # by y Z, es un campo entonces existe ¢ € Z, con c # by tal
que 2b; = ¢+ by por lo que 2b; € ({1,2,...,p — 1,p} + {b2}), entonces
A + B = Z,. Por lo tanto

!A;CB‘ =p > min {p, |A| + |B| — 2}.

Podemos ahora suponer que se cumple para 3 < |B] < I — 1y
demostraremos el teorema para |B| =[. Sea I' = p — k + 2. Entonces

2<I'<I<k
y
E+10'—2=np.
Escojamos B’ C B tal que |B’| = I. Como el teorema es cierto para

" < | entonces tenemos que
|A%+ B'| > min{p,k+1'— 2} =p=min{p, |A| +|B| — 2}.
Como A + B' C A ¥ B, se tiene que
AT B|<|AT B.

Entonces
|A ¥ B| > min{p,|A| + |B| - 2} .

Sik+1—2<p. SeaC=ATF B.Probaremos que |C| >k +1— 2. Si
IC|<k+1-3
entonces escojemos una r > 0 tal que
r+|Cl=k+1-3.

Construyamos entonces tres polinomios fo, fi y f en el anillo Z, [z, ],
de la siguiente forma. Sea

fowy)=]]@+y—c).

ceC

Entonces el gr (fo) =|C| <k+1—-3y

fo(a,b) =0 para todaa € A,b € B,a #b.



Sea
filz,y) = (z —y) fo(z,y).

Entonces

gr(fi) = gr((x —y) fo) = gr(fo) +1
= |Cl1+1<(k+1-3)+1=k+1-2

f1(a,b) =0 para toda a € A,b € B,

ya que fo (a,b) =0 para toda a € A,b € B,a # by por ultimo si a = b
entonces a —b = 0. Multipliquemos ahora a f; por (x + )", con lo cual
obtenemos el siguiente polinomio

fay)=@+y) @—y][[@+y——0

ceC
que seria de grado exactamente 1+ 1+ |C| = k+ 1 — 2 y cumpliria que

f(a,b) =0 para toda a € A,b € B.

Este polinomio tiene coeficientes u,, ,, € Z, tales que podemos escribirlo
de la siguiente forma

flay) = D tpaa™y"
m,n>0
m4n<k-+l—2
= (e—y)@+y [[Ez+y—0)
ceC
(z —y) (z +v)""* + términos de orden menor
= z(z+y)"" —y(@+y) """+ términos de orden menor.

Observemos que 1 <[ <k <py1l < k+I1—3 < p, yaque por hip6tesis
tenfamos que k+1—2<py k+1—3 < k+1[—2. Por la transitividad
obtenemos la desigualdad estricta, se sigue que el coeficiente ug_1 ;1
del monomio 2*~1y!~! en f(z,y) se obtiene del desarrollo

k-3
k+1— , :
v(r+y) P =2 Z ( * . 3) g F =3

- 1
=0



Entonces i = k — 2, por lo que el coeficiente es igual a

kE+1-3
k-2 )

Por otra parte, el coeficiente se obtiene también de:

k+1—-3
) Frl—3\ . prs,
y (l‘ + y)k:-H 3 =y Z ( Z >5E yk+l 3

1=0

entonces i = k — 1 por lo que el coeficiente seria

E+1-3
k-1 )

Ahora el coeficiente general es la resta de los dos anteriores, esto es

k+1—3 k+1-3
(52) - ()

(k+1—3)! (k+1-3)!
(k+1—-3—(k—2)(k—=2)! (k+1—3—(k—1)!(k—1)
(k—1)(k+1—3)!

CETE

lo cual no es congruente a 0 modulo p. Esto es equivalente a decir que
siempre es distinto de cero, yaque 1 < ky (k+1—3)! # 0. Por el Lema
11, para toda m > k existe un polinomio g¢,,(x) de grado a lo mds k — 1
tal que

gm(a) = a™ para toda a € A,

y para toda n > [ existe un polinomio h,(y) de grado a lo més [ — 1
tal que h,(b) = b™ para toda b € B. Utilicemos los polinomios g, ()
y hn(y) para construir un polinomio f*(x,y) a partir de f(z,y) de
la siguiente manera. Si z™y" es un monomio en f(x,y) con m > k,
entonces reemplazamos z™y"™ por g,,(z)y™. Observemos que

gr(f(xz,y))=k+1-2.

Se sigue que si m > k, entonces n < [ — 2, ya que la suma de las poten-
cias de cualquier monomio no puede ser mayor al grado del polinomio,



y ast g,,(z)y" es la suma de monomios z'y’ coni < k—1y j <[—2
(el grado de g,,(x) es a lo més k — 1). Similarmente, si z™y" es un
monomio en f(z,y), pero ahora con n > [, entonces reemplazamos
x™y" por £™h,(y). Si n > [ entonces m < k — 2, ya que

gr(f(z,y) =k+1-2,

y asi 2™h,,(y) es una suma de monomios z'y’ coni < k—2y j < [—1.Lo
que hicimos con este proceso es disminuir el grado de f(z,y) obteniendo
un nuevo polinomio f*(z,y) de grado k—1en z y [—1 en y. El proceso
de construccién de f*(x,y) no alteré el coeficiente uy_1 - del término
2F1y!=1 ya que el monomio xF71y!~! nunca aparece en g, (z)y" y

x™h,(y), entonces uy_1;-1 # 0. Por otro lado,

f*(a7b>:f<a’b):0

para toda a € Ay b € B. Se sigue, por el Lema 12, que el polinomio
f*(z,y) es el idénticamente cero. Esto contradice el hecho de que el
coeficiente uy,_1;_; de 27 1y!~1 en f*(z,y) es distinto de cero. Por lo
que

O] < k+1-3,

lo cual se queria demostrar. [ |

De este teorema y del hecho que 274 = A F B cuando B := A\ {a} se

desprende el siguiente corolario:

Corolario 14 Sea a € A C Z, cualquier elemento y B := AN\{a}, donde
|B| = |A| — 1, entonces

AT B|=[2"A| >2|A| -3 =|A|+|B| -2

Con esto se demuestra la conjetura de Erdos-Heilbrounn.

2.2 Teorema de Cauchy-Davenport

2.2.1 Demostraciéon de Nathanson.

Para poder demostrar el teorema de Cauchy-Davenport primero tenemos que
introducir algunos conceptos y demostrar algunos teoremas.



Lema 15 Sea G un grupo abeliano, sean A y B subconjuntos de G tal que
|A| + |B| > |G|. Entonces A+ B = G.

Demostracion. Trivial. [ |

Introducimos un concepto llamado la e-transformacion, y demostramos
algunas de sus propiedades.

Definicién 16 Sean A,B C G y e € G. La e-transformacion de (A, B) es
el par (A(e), B(e)), subconjuntos de G, definidos de la siguiente forma

Ale) = AU(B+e)
B(e) = BN(A—e).

Lema 17 Sean A y B subconjuntos no vacios de un grupo abeliano G, y sea
e cualquier elemento de G. Sea (A(e), B(e)) el par de conjuntos obtenidos
por la e-transformacion del par (A, B). Entonces

Ale)+ B(e) CA+ B

A(e)\NA = e+ (B\B(e)).

St A y B son conjuntos finitos, entonces
|A(e)| +[B(e)| = |A] + |B] .
Siec Ay0e€ B entonces e € A(e) y 0 € Be).

Demostracion. Por la definiciéon 16, A(e) = A U (B + e) y
B(e) = BN (A —e) que son subconjuntos de A y B respectivamente, esto es,
A(e) C Ay B(e) C B. Con lo que concluimos que

A(e) + B(e) C A+ B.

Para probar que
A(e)\A = e+ (B\B(e)),



sélo tenemos que observar que

AleNA = (AU(B+e)N\A4
= (B+eNA
— {bte:beBbted A}
= e+{beB:b¢g A—e}
= e+{beB:b¢ Ble)}
= e+ (B\.B(e)).

Es claro que A C A(e) y B(e) C B. Para demostrar que
|Ale)| + [B(e)| = [A] + | B]

cuando A y B son conjuntos finitos sélo observemos que

[Ale)] = [A] = [A(e)\A]
= le+ (B\.B(e))|
= [B\.B(e)|
Bl = |B(e)| .
Entonces
|Ale)| = [A] = [B[—[B(e)l,
|A(e)| + |B(e)| = [Al+|B].

Siec Ay0€ Bentonces0 € A—eyasi0e€ BN(A—e)= B(e) y como
A C A(e), entonces e € A(e). [

Para la demostracién del teorema de Cauchy-Davenport probaremos el
teorema de I. Chowla que generaliza al anterior. Asi, el teorema de Cauchy-
Davenport resulta un corolario.

Teorema 18 (I.Chowla) Sea m > 2, y sean A y B subconjuntos no vacios
de L. Si0 € B y m.c.d(b,m) =1 para toda b € B\{0}, entonces

|A+ B| > min{m, |A| + |B| — 1}.



Demostracién. Por el Lema 15, el resultado es cierto si |A| + |B| > m.
Luego podemos suponer que |A| + |B| < m, y asi

min {m, |A|+ |B| -1} = |A|+|B|-1<m —1.
Si |A| = 1, entonces

|JA+B|] = |H{a+b:a€ Abe B}
= |[{a+b:be B} =|B]|.

Por otro lado

min {m, |A| +|B] -1} = |A|+|B]—-1
= 1+|B[-1=B],
por lo que
|A+ B| > min{m, |A| + |B| — 1}.
En el caso en que |B| = 1, se demuestra de igual forma el teorema. Ahora

podemos asumir que |A| > 2 y |B| > 2, supongamos que
|A+ B| < |A|+ |B| — 1.

En particular, A # Z,,. Tomemos el par (A, B) tal que la cardinalidad de B
sea minima. Observemos que |B| > 2, entonces existe un elemento b* € B
tal que b* #£ 0. Si a + b* € A para toda a € A, entonces a + jb* € A para
toda j =0,1,2,..., ya que si a + b* = a' € A entonces

a+b"=a+2"€ A
y asf sucesivamente. Observemos que m.c.d(b*, m) = 1, lo cual implica que
Ly ={a+jb":5=0,1,...m—1} C ACZ,,

y asi A = Z,,, lo cual es falso. Después, existe un elemento e € A tal que
e+ b* ¢ A. Aplicando la e-transformacion al par (A, B). Por el Lema 17 se
tiene que A(e) + B(e) C A+ B, y asi

|A(e) + B(e)] < |A+ B| < |A|+|B| — 1 = |A(e)| + | B(e)| — 1.



Ya que e € Ay 0 € B, se sigue que 0 € B(e) C B, y m.c.d(b,m) = 1 para
toda b € B(e)\ {0} Luego e + b* ¢ A, se tiene que e + b* ¢ A, de donde se
obtiene que b* ¢ A — e, y asi

b*¢ BN(A—e)= Ble).

Entonces, |B(e)| < |B], lo cual contradice que |B| sea minima. Asi comple-
tamos la prueba. [ |
Teorema 19 (Cauchy-Davenport) Sea p un nimero primo, y sean A, B
subconguntos no vacios de Z,. Entonces

|A+ B| > min{p, |A| +|B| — 1}.
Demostracién. Sea by € By B’ = B — by. Entonces |B'| = |B| y

|A+ B'|=|A+ B —by| =|A+ B.

Sabemos que 0 € B’ y m.c.d(b,p) = 1 para toda b € B’ \ {0} ya que by € B
y p es un numero primo, aplicando el Teorema 18 al par (A, B") obtenemos
que

|A+B| = |A+ B
> min{p, [A[+|B'] -1}
= min{p,|A] +|B| - 1}.
Con esto se completa la prueba. |

2.2.2 Demostracién de H. Davenport.

Teorema 20 (Cauchy-Davenport). Sea @ # A, B C Z,. Entonces se cumple
que
A+ B| > min{p, |A| +|B| - 1}.

Demostracién. Sean A = {ay,...,a,}, B={b1,...,b,} y

C = {Cl, ...,Cl} =A + B.



Supongamos que
min{p, [A| + [B] -1} = [A| + [B| — 1

o sea, |A| +|B] —1 < p. La prueba la haremos por induccién sobre la
cardinalidad de B. Para |B| =n =1,

A + B = {CLl -+ bl, ceey Ay -+ bl},

todos los elementos en este conjunto son distintos ya que si hubiera dos iguales
entonces tendrfamos que a; + by = a; + by lo cual implicarfa que a; = a;, lo
cual es imposible. Entonces

|A+ B = [A] = |A] +|B] -1

por lo que se cumple el teorema. Para n = 2, escribamos b = b; — by # 0 con
b1, b € B, y observemos que, si el teorema es falso, esto es,

A+ B|<|A|+|B|—-1=m+2—-1=m+1<p,
entonces, para cada a;, el elemento a; + b € A, ya que si no fuera cierto,
ai—i—b:t:(li—i‘bl—bg

con t ¢ A. Esto implicaria que ¢ + by = a; + by con t ¢ A. Se tiene por un
lado que t + by ¢ A+ By por el otro lado tenemos que a; + b; € A, lo cual
nos lleva a una contradicciéon. Entonces para cada entero u, a; + ub € A. La
justificacién de este hecho se hard de manera recursiva. Como a; +b € A,
entonces a; +b es una a; € A, esto es, a; = a;+b. Sumando b de ambos lados
de la igualdad obtenemos que a; + b = a; + 2b y como a; + b € A resultarfa
que a; + 2b € A. Utilizando ahora el hecho de que a; + 2b € A, entonces
a; + 2b = a, con a, € A. Sumando b de ambos lados, obtenemos que

a,+b=a; +3be A

Siguiendo recursivamente este algoritmo obtenemos la justificacién. Como Z,
es un campo, entonces todos sus elementos pueden ser escritos de la forma
a; + ub, por lo que m = p, lo cual es una contradiccién a la hipétesis de que
m+2—1 < p. Ahora podemos suponer que n > 2 y que el teorema es cierto
para n’ < n. También supongamos que | < p. Apliquemos el teorema para
los conjuntos {cy,...,¢;} y {b1,b,}. Como | < p entonces [+2—1 < p, con lo



que hay [+ 1 residuos de la forma c; + b, y otros de la forma ¢; +b,,. Entonces
existe

Haciendo esto para cualquier par de elementos de B y renombrando los ele-
mentos de B, existe una r, 1 < r < n, tal que

c—b; = cse€elCparal <s<r,
c—b = e ¢ Cparar<t<n,
e # cyparar <t<n,1<u<lI.

Observamos que los residuos ¢s — by ¢ Aconr <t <mn, 1 <s <r yaque si
pasara lo contrario tendriamos que

cs— by = a

cs = a;+ by,
c—bs = a;+ by,
c—by = a;,+bseC’

lo cual serfa una contradiccién. Entonces cs—b; ¢ Aconr <t <n,1 <s<r.
Podria suceder que exista una a € A tal que

a+ b =cs=c— b,
es decir,
a—+bs=c—b = ey,

y con esto obtener que e; € C, lo cual no es posible. Entonces los [ residuos
representados en la forma a;+b; (1 <i < m, r <t < n) serfan un subconjunto
de {¢41, ..., }. También I < [ — r. Pero por hipétesis de induccién y con
n'=n — r, tenemos que

I > m+n-r)—1
I > m+n-1

con lo que se concluye la demostracion. [



2.3 Teorema de Vosper

Primero daremos algunas definiciones, resolveremos algunos lemas y al final
se dard la demostracion del teorema. Trabajaremos con subconjuntos de un
grupo abeliano G.

Definicién 21 Sean A, B C G, donde G es un grupo abeliano cualquiera, y
A, B # @. Se dice que el par de conjuntos (A, B) es un par critico si

|A+ B| = min {p, |A| + |B|] — 1}.
Esta definicién habla de la igualdad en el teorema de Cauchy-Davenport.
Para la demostracién de los lemas supondremos que
(i) [A[+[B]<p-1,
(ii) min{|A4|,|B|} > 1,
(iii) |[Al=ay |B| =b.

Algo importante de notar es que si |A| = a, entonces |A — t| = a, ya que
sélo se trata de una translacién del conjunto.

Lema 22 Si A es una progresion aritmética y (A, B) es un par critico
entonces A y B estdn en progresion aritmética con la misma diferencia.

Demostracién. Como A es progresién aritmética, entonces A = [0,1 — 1].
El 1 es un generador de GG, cada elemento de G es de la forma r - 1 para un
conjunto infinito de enteros r. Como B # G, entonces B debe tener al menos
un hueco. Sea [r, s] el hueco mds largo de B de longitud ¢. Entonces ¢t > [,
ya que si t < [, tomemos un elemento cualquiera g € G. El intervalo [g —t, ¢]
es de longitud t + 1. Entonces existe, por la definicién de ¢, una f € [g —t, g]
tal que f € Becong—1t < f < g. Observamos que 0 < g— f <t <, delo
que se sigue que g — f € A, y asf

g=@—-f)+fe€A+B.

Entonces G C A+ B, mas ain, G = A + B. Llegamos con esto a una
contradiccién ya que |A + B| < p — 1. Denotemos

B — (S + 1) = {nOanla "'anb—1}7



donde
0<n; <njyy<ppara0<:<b—1.

Como s+ 1 € B, entonces ng = 0, y como (r—1) — (s+1) es el mayor entero
que estd en B, entonces n,_; = p —t — 1, ya que la longitud del hueco mas
largo era t. Si definimos

A=A, B—(s+1)= DB,
entonces (A1, By) es un par critico, ya que (A, B) lo es por hipétesis y
A+ B|=|(A1+ B) — (s +1)],
con |A1| =1, |B1| =b, |A1 + B1| =1+b—1yaque A; + B; D B;UD, donde

D = Ait(p—t—1)=[0,1-1+@p—t—1)
= p—t—1lp+l—t—2|

|ID| =|A1]yp+l—t—2<p—1yaquel <t. Como el ultimo elemento de
Besny,.1=p—t—1, entonces ByN D =p—1t—1. Con lo que

|[BiUD| = |Bi[+|D|—[BiND|
= b+l—1=|A+ By].

Asi BiUD C A1+ Byyaque0 € Ay y D C A;+ B;. Con esto, podemos decir
que A; + By = By UD. Tomemos un elemento o € B, 0 < a <p—1t—2.
Como 1 € A, entonces a+1€ A+ By. Perol <a+1<p—t—1,loque
implica que

a+lé¢D=p—t—1p+Il—1t—2|

y entonces o + 1 € Bj. Por lo tanto, tenemos que o € B; para toda
a€0,p—t—2], By =[0,p—t—2] ycomo B = B; — (s+ 1) tenemos
que B es progresion aritmética. Luego, A y B estdn en progresién aritmética
con la misma diferencia. [

Corolario 23 Simin{a,b} =2 y (A, B) es un par critico, entonces A y B
estdan en progresion aritmética con la misma diferencia.

Demostracién. Supongamos que |A| = 2. Cualquier conjunto con dos
elementos siempre se encuentra en progresién aritmética. Entonces A estd
en progresion aritmética y aplicando el Lema 22 obtenemos el resultado. B



Lema 24 Sia=0b=3, y (A, B) es un par critico entonces A y B estin en
progresion aritmética con la misma diferencia.

Demostracién. Sea B = {by, by, b3}. Si
(A+b)N(A+b)| <1

entonces

(A+b)U(A+b)|>5=|A+ B,

ya que (A, B) es un par critico. Ademas
A+ B=(A+b)U(A+by) D(A+1s),

por lo que
(A+bo) N (A+b)] > 2

para i = 1 o 2. Por lo tanto podemos suponer que
[(A+b1)N(A+by)| > 2,
pues si no fuera cierto, sélo renombramos a las b's. Entonces

(A + b)) U (A +by)
= [(A+b0)] + [(A+ba)| = [(A+b1) N (A+by)
< 3+3-2=4,

pero por el Teorema 19 (Cauchy-Davenport)
[(A+ b)) U (A4 bo)| =4,

por lo que (A, By), con By = {by, ba}, es un par critico. Utilizando el Corolario
23, Ay B; estdn en progresion aritmética con la misma diferencia y entonces
A estd en progresién aritmética. Por el Lema 22, A y B estdn en progresion
aritmética con la misma diferencia. |

Antes de pasar al siguiente lema demostraremos dos proposiciones rela-
cionadas con la teoria de conjuntos.

Proposicion 25 Sean A, B, C, D conjuntos cualesquiera, entonces se cumple
que
(A+B)NC=0< AN(C—-B)=w



Demostracién. Supongamos que

(A+B)nC = @

AN(C—-B) # o.
Como (A + B) N C = & entonces todo elemento de la forma a + b # ¢ para
toda a € A,b € B,c € C. Pero como AN (C — B) # @ existe un elemento
a € Atal quea=c—bconce C,be B, esto implica que a + b = ¢ lo que
contradice el hecho de que (A + B) N C = @. Ahora supongamos que

(A+B)NnC # @

AN(C-B) = @.
Como AN (C — B) = @ entonces todo elemento de la forma ¢ — b # a para
toda a € A,b € B,c € C. Pero como (A + B) N C # @ existe un elemento

ceCtalquec=a+bconac Abe B. Esto implica que a = ¢ — b lo que
contradice el hecho de que AN (C' — B) = @. |

Proposiciéon 26 Sean A, B,C, D conjuntos cualesquiera, entonces se cumple
que
(A-B)N(C+D)=2< (A-C)N(B+ D) =2.

Demostraciéon. Supongamos que

(A-B)Nn(C+D) = o

(A-C)Nn(B+ D) # .
Entonces a — b # ¢ + d para toda a € A,b € B,c € C,d € D, esto implica
que a —c# b+ d paratodaa € A,b € B,ce C,d € D, lo cual contradice el
hecho de que (A —C)N(B+ D) # @. Porlo que (A—-C)N(B+ D) = @.
Ahora supongamos que

(A-B)Nn(C+ D) # o

(A-C)n(B+D) = w@.
Como (A — B)N(C + D) # @, entonces existen a € A,b € B,ce€ C,d € D
tales que a — b = ¢ + d. Esto implica que a — ¢ = b + d teniendo como

consecuencia que (A — C) N (B + D) # &, lo cual contradice el hecho que
(A-C)N(B+ D) =@. Por tanto (A—C)N(B+ D) # 2. |

Podemos ahora, con las proposiciones 25 y 26, demostrar el siguiente
lema.



Lema 27 Si (A, B) es par critico entonces (—A, D) es par critico, donde
D=A+B.

Demostracion. Se tiene que
(A+B)ND=w

ya que D es el complemento, por la Proposicién 25 tenemos que
BN (D—-A) =g,

y se sigue que

BC(D—A4) = X.

Luego,
XND-A4A) =2

y asi, por la Proposicién 25
(A+X)ND =2,

entonces o
A+ X cD=A+B.

Como B C X, entonces
A+BCA+ X

por lo que
A+B=A+X.

Como (A, B) es un par critico,
min{p,a+|X| -1} <|A+X|=|A+B|=a+b—1.

Por lo tanto |X| < b; pero B C X con lo que B = X, B = (D—-A)y
B =D — A. Entonces

‘D_A| :p_b:mln{pau)‘—i_‘_A‘ _1}7
yaque |[D|=p—a—b+1,yasi (—A, D) es un par critico. |

Corolario 28 Sia=b= (p—1) y (A, B) es un par critico entonces A y
B estdn en progresion aritmética con la misma diferencia.



Demostracion. Se tiene que

|A+B| = |Al+|B|—-1
1 1
= —-p—-D+=p-1)—-1=p—-2

ya que (A, B) es un par critico, entonces |D| = ’A + B! = 2. Por el Lema 27
sabemos que (—A, D) es un par critico. Aplicando el Corolario 23 tenemos
que —A y D son progresiones aritméticas con la misma diferencia. Si —A es
progresién aritmética entonces A también lo es. Por el Lema 22 concluimos
que A y B estdn en progresién aritmética con la misma diferencia. |

Lema 29 Sib>a>3,b>4ya,b+# %(p— 1) entonces erxisten by, by € B
tales que (C'+ B) N (C+b1) N (C + b)) # @, donde C = A+ B.

Demostracién. Como (A, B) es un par critico se cumple que
IC|=|A+B|=a+b—-1,
si |C' + B| = s, entonces
s>min{p,(a+b—1)+b—1}

por el Teorema 19 (Cauchy-Davenport). Sea B = {by, b, ...,b;} con b =t,y
supongamos que el Lema es falso. Los ¢ conjuntos

X,=(C+B)N(C+b), i=12, ..t

son todos disjuntos, ya que si no fueran disjuntos existirfan i, j tales que

XiNnX;=(C+B)N([C+b)N(C+bj)#+ o

pero esto contradice el hecho que habiamos supuesto. Entonces C+b; C C+B
y con esto

|Xz| = S—|C+bz|:S—CL—b+1,
X; € (C+B).

por lo que




Entonces b(s —a — b+ 1) < s, o lo que es lo mismo,
bla+b—1)>sb—1). 2)

Ahora hay tres casos que distinguir; en cada uno llegaremos a una
contradiccion:

Caso 1: Sip > a+ 2b— 2. Entonces s > a + 2b — 2 y como
bla+b—1)>s(b—1),bla+b—1) > (a+2b—2)(b—1),

entonces
V¥ <3b4+a—2<4b—2

b —4b+2<0
S bh—-2+V2)0b—(2-V2) <.
Esto nos dirfa que
(2-V2) <b<(2+V2)
lo cual es falso, ya que b > 4.
Caso 2: Sip<a+2b—2ya<b—1. Entonces s = p, ya que
s > min {p,a + 2b — 2} .
Comop>a-+b+1,
bla+b—1)>(a+b+1)(b—1)

por (2). De aqui se sigue que a > b—1, por lo que a = b — 1. Entonces,
observando que p > a+b+1 = 2b y p es un ntimero primo, p > 2b+ 1.
Aplicando (2), s = p, y a = b — 1 se obtiene que

b(2b—2) > (2b+1)(b— 1),
lo cual nos dice que
26> —b—1 < 2b* —2b
& —-b—-1<-2b
S bh<1,

lo cual es falso ya que b > 4.



Caso 3: Sip<a+2b—2ya=0>. Entonces s = p > 20+ 1. Podemos suponer
que p > 2b+ 3, ya que el lema nos pide que b # %(p —1). Por (2),

bla+b—1)>s(b—1)
y como a = b, entonces
b(2b—1) > (2b+3)(b—1)
Sb+20* —3<20° b
3
b < —
~ =5

lo cual es falso ya que b > 4. Con esto concluimos la demostracién del
lema. |

Teorema 30 (Vosper) (A, B) es un par critico si y sélo si satisface una de
las siguientes condiciones:

(i) |Al+ B[ > p,
(i) min{[A], B[} = 1,
(i1i) A= (a— B) para alguna « € G,

(iv) A y B estdn en progresion aritmética con la misma diferencia.

Demostracién. Primero consideraremos la suficiencia (<) de las condi-
ciones.

(i) Si|A|+ |B| > p, tenemos que |A|+|B|—1>p—1, |[A|+|B|—-1>p
y el minimo es p. Por el teorema de Cauchy-Davenport sabemos que

|A+ B| > min{p, |[A| +[B| -1} =p

y como A, B C G entonces |A + B| = p, por lo que (A, B) es un par
critico.



(i)

(i)

(iv)

Si min {|A|, |B|} = 1, supongamos que |A| = 1, entonces tenemos que
|A+ B| = |a+ B| =|B|,
ya que es s6lo una translacién del conjunto B. Pero |B| < p entonces
min {p, |A| +|B| — 1} = min{p,1 + |B| — 1} = min{p, |B|} = |B|.

Por lo tanto,
|A+ B| = min{p,[A] +|B| — 1},

y asi (A, B) es un par critico.
Si A= (a — B), entonces
AN(a—B) =2
y por la proposicién 25 tenemos que
(A+B)Na=2a.
Entonces |[A+ B| <p—1, yaque a ¢ A+ B. Pero
p—1=min{p, 4| + Bl 1},

esto se sigue de que |A| = |B| = p—|B| y |A| + |B| = p. Utilizando el
teorema de Cauchy-Davenport

p—1=min{p, [A]+[B| -1} <|[A+ B[ <p-1
por lo que |A + B| = p — 1. Entonces (A, B) es un par critico.

Si A y B estan en progresién aritmética con la misma diferencia,
tenemos que A = [0,a — 1] y B = [0,b — 1], entonces

A+ B=1[0,a+b—2].
Luego,

|A+B] = |[0,a+b—-2]|=a+b—1
= min{p, |[A] +[B| -1}

Nuevamente, (A, B) es un par critico.



Ahora consideremos la necesidad (=-). Supondremos que (A, B) es un
par critico.

(a) Si|A|+ |B| > p, tenemos el (i).

(b) Si |A| + |B| = p, entonces

|A+B|=|A|+|B|-1=p—-1

y asi (A + B) = @ para alguna o € G. Se sigue que

(A+B)Na =g,

y utilizando la proposicién 25 AN(a— B) = &. Entonces A C (o — B).

Pero

Al =p =Bl =p (e - B)| = [(a—B]|.

por lo que A = (o — B) y tenemos (iii).

(c) Si|A| 4+ |B] < p, la prueba la haremos por induccién sobre la suma
Al +|B] = a+b.

(i)

Primer caso de la induccién es cuando a + b = 6 o0 sea a = 3,
b = 3, pero por el Lema 24 sabemos que A y B estan en progresén
aritmética con la misma diferencia.

Supongamos que A y B estdn en progresién aritmetica con la
misma diferencia si 3 < a,b,a+b<r

Demostraremos que A y B estdn en progresién aritmética con la
misma diferencia si 3 < a,ba+b=r+1.Sia=0b=3(p—1),
Ay B estdn en progresion aritmética por el Colorario 28. Entonces
si a = b podemos suponer que a # %(p — 1) También podemos
suponer que a < by que b > 4. Por el Lema 29 existen by,b, € B
tales que

(C+B)N(CH+b)N(C+by) #9,

donde C = A + B, por lo que también existen ¢ € C,6 € C + B,
bs € B tales que

§=c+b3€(C+B)N(C+b)N(C+by)#2



Sea Bj el conjunto de elementos w € B tal que 6 —w € C, y
By = By N B. Entonces by, by € By y by € By, 2 < |By| < b—1.
Aseguramos que (A, By) es un par critico; ya que si no fuera el
caso se tendria que

|A+ By > a+ |By| — 1.
Ahora (§ — By) N C = @, ya que By = B;. Tenemos que
(0 —By)N(A+ By) = 2,
y asi por la Proposicién 26,
(60— B)N(A+ By) =92. (3)
Entonces, como 6 — B; C C, A+ By C C| se sigue que
(60— B)U(A+By)| <|C],

(6 — B1) U (A + By)|
= (0 = By)|+ [(A+ By)| = |(6 — B1) N (A+ By)| <[C],

y por (2) se obtiene que
(6 = By)| + [(A+ By)| < |CY,
[(A+ By)| < |C]—[(6 = By)l,
[(A+ By)| < [C] —|Byf.

Entonces
|IC| > [(A+ Bg)|+ |B1| >a+ |Bs| =1+ |Bi|=a+b—1

ya que supusimos que (A, Bz) no era un par critico, lo cual con-
tradice la hipdtesis de que (A, B) es un par critico. Concluimos
que (A, By) es un par critico. Si |Bs| = 2, A y By son progre-
siones aritméticas con la misma diferencia por el Corolario 23 y si
|Ba] > 3, Ay By son progresiones aritméticas con la misma
diferencia por la hipdtesis de induccién, observando que
a+|Bs| < r, yaque 2 < |By| < b—1. Entonces A es una progresion
aritmética. Por el Lema 22 A y B son progresiones aritméticas
con la misma diferencia. |



3 Resultados

3.1 Cardinalidad de la suma en dependencia de la
estructura del conjunto 2" A

En esta seccién analizamos los cuatro casos mencionados en la introduccion.
Sea A C Z, con p un nimero primo. Podemos suponer que

A=10,l—-1]U{ay,aq,...,ar}
con [0, — 1] (I > 1) la progresién aritmética més grande de A y llamemos
B ={ay,as, ..., a1}
El elemento mds pequeno y mds grande de A C Z, serdn el mds pequeno y
més grande de A vistos en Z, respectivamente.
Proposicién 31 Sea A C Z, con |A| =t =1+k > 4 y tal que A no es
progresion aritmética. Si27[0,1—1]U(B + [0,1 — 1]) es un intervalo entonces
|27A | > 2|4] — 2.

Demostracién. Como 2~ A U (B + [0, —1]) es un intervalo podemos
dividir la demostracién en tres casos.

Caso 1: Si 27[0,l —1]U (B + (0,1 — 1)) = [0, ax, + [ — 1] entonces

27A =[0,a, +1—-1]U2"B.



Definamos A" = (A\{ax}) U{l} y B’ = B\{ax}. Entonces tenemos que
2700,1 — 1] U (B" +[0,1 — 1]) sigue siendo un intervalo y mds ain,

27[0,1] U (B +[0,1])

es un intervalo. Luego

27A"=10,a,_1 +1|U2™B"C27A =[0,a,, +1—1U2"B

ya que ap_1 < ap — 1. Entonces a1+l <ap,+1—1y2 B C2°B.
Por lo tanto [27A'| < |27A|. Continuando con este mismo proceso,
parando antes de que A’ sea un intervalo, tendriamos dos casos:

(a)

Cuando A" = [0,l + k — 2] U{as} con s € [1,k] ,as > 1+ ky
|27A’| < |27A|. Pero observemos entonces que

27A" = (1,2l + 2k — 5] U [ag,as + | + k — 2]

por lo que |27 A| > 2I4+2k—54min{as —l — k+3,l+ k —1}.Si
el minimo fuera a, — [ — k + 3 entonces por la condicién a;, > [+ k
tendrfamos que as — [ — k + 3 > 3, por lo que

|27A"] > 2142k -5+ minf{a;— 1 —k+2,l+k—1}
> 2042k—-54+3=20+2k—-2
= 2(l+k)—2=2|A| -2

Si el minimo fuera [ + k£ — 1, entonces por la condicién [ + k > 4
tenemos que [ + k — 1 > 3, por lo que

|27 A 20+ 2k —5+minfa; -l —k+2,l+k—1}
2042k—-5+1+k—1
2(l+Fk)—5+3>2]A| -2

AVARAVARLV]

Cuando A" = [0, as]U[as+ 2,1+ k] con s € [1,k] y [27A"| < [27A],
entonces 2° A" = [1,2l +2k — 1] y [27A| = 2]+ 2k — 1. Y como
|27A’| < |27 A| entonces tendrfamos que

274 > 2+2k—1=2(+k) —1=2]A]— 1> 2|4 - 2.

En ambos casos, si utilizamos el hecho de que [27A| > |27 A
podemos concluir que |27A| > 2|A| — 2.



Caso 2:

Caso 3:

Si27[0,0 — 1] U (B+[0,l —1]) = [0,2] — 3] U [a1,p — 1]. Este caso es
andlogo al Caso 1, solo tenemos que multiplicar a A por —1, sumarle
[ — 1 y la prueba serfa la misma.

Si2700,l-1U(B+ 10,1 —1]) = [0,as+1—1]U[as+1,p—1]. Lo primero
que haremos serd quitar los elementos {as1, ..., ax} y transformar a A’
en el conjunto

p—(k—s—1+1),p—1U[0,l—1]U{ay,...,as}
= [p—k+s,p—1U[0,l -1 U{a,...,as}.

O sea, lo que haremos serd comprimir a A por un lado y con esto reducir
la demostracion al Caso 1. Si definimos a A" = (A\{as;1}) U {p — 1}
demostraremos |27 A’| < |27 A|. Sabemos que

27A=[0,as+1—1]U[ass1,p—1JU2™B

y
27A = 10,a, +1 = 1] U [ags0,p — 1] U27(B\{as:1}).
Como
0,a51+1=1]U[as2,p = 1] C[0,as + 1 = 1] U [agi1,p — 1]
y

2 (B\{as1}) C 2B,

entonces 27 A" C 27 A, por lo que |27 A'| < |27 A|. Continuamos con
este proceso hasta que lleguemos al caso en que

Al=[p—k+sp-1U[0,l—-1U{a,..a}.

Ahora definamos

A=A +k—s,
entonces tenemos que
A"=10,l+k—s—1U{ay,...,da,}

cona;, =a;+k—sconiecl[ls]yl|27A"] <|27A|. Aplicando el caso
1 a A” tenemos que
|27A") > 2]A"] -2



y como |A| = |A'| = |A"| y |27 A"] < |27 A'| < |27 A] por lo tanto
|27A| > 2|4] — 2.
Con esto terminamos la demostracion. |
Proposicién 32 Sea A C Z, con |Al =t =1+k > 4 y tal que A no es
progresion aritmética. Si ([0,1 — 1] + B) U (27 B) es un intervalo y 2~ A no

lo es, entonces
|27A| > 2|A| — 2.

Demostracién. Supongamos que A es el conjunto més pequeno que cumple
|27A| =2|A| -3
y A no es progresiéon aritmética. Entonces tenemos que
270, = 1N (([0,l = 1]+ B)U(2™B)) = @.

Definamos A’ = [0,] — 2] U B y por el hecho de que 27 A no es progresién
aritmética y por la suposicién de que |27 A| = 2 |A| — 3 tenemos que

274 = 2(]A] — 1) — 3.

Como A era el mas pequeno, entonces A’ es progresién aritmética, por lo
tanto A es la unién de un intervalo y un conjunto con un solo elemento.
Podemos ahora escribir

A=1[0,l+k—2]U{a}
cona € Bya>Il+k=|A| > 4. Entonces
27A=[1,l+k—=5]Ula,a+1+Fk—2]

y
|27A| =214+ 2k —5+min{a—l—k+5a+1+k—1},

peromin{a — Il — k+ 5,14+ k— 1} > 3 por lo que
|27A| > 2|A] — 2.

Con esto, concluimos la demostracién. [ |



Proposicién 33 Sea A =1[0,l-1|UB C Z, con |[A|=t=1+k>4yA
no es progresion aritmética. Si 27[0,1 — 1] U 27 B es un intervalo y 2~ A no
lo es, entonces

|27A| > 2]A| — 2.

Demostracién. Sea a,, € B el elemento mds pequeno tal que
(@m + (0,1 —=1])N(27[0,l —1]U2™B) =@
y ap; € B el elemento méas grande tal que
(apr +[0,0—1])N(27[0,l —1]U2™B) = @.
Estos elementos existen ya que 2~ A no es un intervalo. Se cumple que
(a; ¥ B) € (27]0,1 — 1] U2"B)
parai=m,m+1,..., M ya que 2B C (27[0,l — 1] U 2" B). Aun més,
([am, ar] + B) € (27[0,1 = 1] U2°B)

ya que a,, + ay,apy + ax € (270,01 — 1] U 27 B). Ahora podemos cambiar el
conjunto
{am,am +1,...;ap}

por el conjunto [ay,, @, + M —m + 1]. Si definimos
A"'=10,1 —1U{as, ..am_1,ap + 1,...,ax} U lam, am + M —m + 1],
cumpliria que |27 A’| < |27 A . Esto es porque

27A = 270, —1JU2{ay, .., amor,an + 1, . ai b U
2 [y am + M —m+ 1] U

({ar, ...,am-1,ap + 1, ..cyar} + (0,1 — 1)) U

(

[y QO + M —m + 1] +[0,1 — 1)),

2700, —1JU2H{ay, ..o, pm1,ap + 1, ..., a3 U
27 [am, m + M —m + 1] U
({a1,...,am-1,an +1,...;a,} +1[0,0 — 1)) C27A



[([ams am + M —m + 1]+ (0,1 = 1])| < [{am, am + 1, ...;anr} + 0,1 = 1]],
donde

([ams am + M —m+ 1]+ (0,1 — 1)) N (27]0,l = 1]U2"B) = &,
{am,am +1,...;apn} + 10,0 —1))N(27]0,l —1JU2"B) = @.

Hagamos otra modificacién a A’, la cual consiste en que
0,0 —1U{ay,...,am — Lyapy + 1, ..., a1}
lo volvamos un solo intervalo, el cual es
p—k—(M+1)+1),l-1+m—-1=[p—k+M,l+m-—2].
Observemos que
lp—k+MIl+m—2C(270,l—1]U2"B)

es un intervalo. Tenemos entonces que 2~ A’ C 27 A y como A’ es la unién
de dos intervalos, con un pequeno calculo podemos observar que

274 > 2| 4] — 2,

por lo que
|27A] > 2|A'| —2=2|A| -2,

lo cual querfamos demostrar. |
Proposicién 34 Sea A C Z, con |A| =t =1+k >4 y A no es progresion
aritmética. Si

2700, -1JU(B+1[0,l—1)u2°B=2"A
es un wntervalo, entonces

274 > 2|A] - 2.



Demostraciéon. Como 2~ A es un intervalo, entonces podemos suponer que
es de la forma [r,p—1] U [0,s]. Como (B+[0,l—1]) € 2 =~ Ay
a;,a; +1—1¢€ (B+10,l —1]), entonces

a+1l—1 € [rp—1U]0,s],
a; € [r,p—1JU]0,s]

para toda ¢ = 1, ..., k. Fijemos M € [1, k] tal que

a;,+1—1€0,s] sii <M

aj+l—1elr,p—1] si M < j.

El caso en que M =1 o M = k, se analiza al final de la prueba. Definamos
el siguiente procedimiento que dividiremos en dos etapas:

Etapa 1: Sea A" = (AN {anm+1}) U {p — 1}, entonces
YA Cfrp -1 U0
ya que

Ay < Ap+1 < Qg
CLM+1+Z—1 S at+l—1+p—1=at+l—2

O<ap+p—1l=a,—1<ay

para toda 1 <w < M + 1 <t < k. Este argumento nos lleva a que
27A < |[r,p— U0, 5] | = [27A].

Siguiendo el argumento anterior para cada a; con j > M + 1, se llega

a que
A= (ANAami1, anya, s an}) U p — (k= M), p — 1]
y
27A" Clr,p—1]UJ0,s].
Por lo que

27A < |[r,p = 1] U0, 8] | = [27A].



Etapa 2:

Caso 1:

Con el proceso anterior, el conjunto A’ quedé transformado en
A =p—k+MIl-1U{a,..,ap}.
La suma + de A’ es

A = P [p—k+MI-1U{ay,...an}+[p—k+MI-1])U

2 {ay,...,an},

con la propiedad
27A Cr,p—1]UJ0,s].

Intercambiando a; por [ , tenemos que

A =[p—k+ M, U{a,..,apy_1}

y

27A Crp—1]UJ0,s] =27A
ya que

GM,1+1 S apr,

ap—1+1 < ay+Ii—-1<s
y

20-1<a;+1—-1<s.

Continuamos la etapa 2 y nos detenemos cuando A’ tenga un solo hueco
de longitud 1. Asf tendrfamos dos posibles casos con la propiedad

27A C[r,p—1]UJ0,s] = 27 A.
Si
A=p—k+MI+M-2U{ay}
conw € [1,M — 1] y a,, > k + [, entonces

27A" = [p—2k+2M +1,2l+2M — 5| U
law +p—k+ M,a, +1+M—2].



(a)

Caso 2: Si

Stay+p—k+M € [p—2k+2M + 1,2l + 2M — 5], entonces los
intervalos de 2~ A’ se intersectan. Como [ + M — 3 < a,,, se tiene
que

204 2M -5 < ay+ 1+ M —2.

Obtenemos con esto que
274 = (p—-1)—(p—2k+2M+1)+a, +1+M-1

= 2k—M+1+a,—3,
y ya que a,, > [, se sigue que

MA+2k+1l+a,—3 > 2k+20-3+M

2(k+1)—3+M
= 2|A| -3+ M,
por lo que
|27A] > |27A| > 2|A] — 3+ M.

Siay+p—k+M ¢ [p—2k+2M + 1,20 + 2M — 5], los intervalos
de 27 A’ son disjuntos, por lo que la cardinalidad de 2 A’ seria
aun mayor que en el caso (a), y con esto se obtiene el resultado
deseado.

A/:[p_k+M7l+cl_1]UU+01+17Z+C1—|—02]

donde ¢ + co = M, entonces

con

27A = 2T p—k+Ml+ce—1U2 [I+c1+ 1,141+ ¢
U(lp—k+Mil+e,—1+[+ec+1,1+c+c))
= [2p—2k+2M + 1,20 4 2¢; + 2¢o — 1],

lo que

27 A

[[2k +2M + 1,20 + 2¢1 + 2¢5 — 1|
= (2p—-1)—2p—2k+2M+1)+1)+
(20 +2c; +2c2 — 1)+ 1)
= 2k —2M + 21 4 2¢1 + 2¢co — 1
= 2(k+1)—2M +2(c; +¢2) — 1
21A| —2M +2M —1=2|A] — 1> 2|A| - 3.



Con esto, concluimos en ambos casos que
|27A| > |27A > 2|A] — 2.

Sélo nos falta considerar el caso en que la M no existe. Que la M no
exista quiere decir que

a;+1—1€]0,s]

a;+1l—1¢€[r,p—1]

para toda i € [1,k]. Si a; +1—1 € [0,s], aplicamos la etapa 2 del
procedimiento y obtenemos el resultado. Si a; +1—1 € [r,p—1],
multiplicamos por —1 y le sumamos [ — 1 al conjunto A, y con esto
transformamos al caso a; +1 — 1 € [0, 5], analizado anteriormente. W

Finalizamos con un resultado muy sencillo que se deja al lector:

Proposicién 35 Sea @ # A C Z,, donde |A| > 2. Si A es una progresion
aritmética, entonces

127A] = 2|A| - 3.

3.2 Problemas directos con sumas de residuos distintos

k—1

Sea A= |J[my,n — 1], donde k > 2, mog =0, m; >n_1+1( €[1l,k—1)),
1=0

nkg—1 < p — 1. Definimos m y M como la longitud minima y méxima de

los intervalos de A, respectivamente. Los intervalos de A seran llamados los

huecos de A C Z,. Para los siguientes lemas, k y j son el nimero de intervalos

de Ay B, respectivamente, y A el nimero de huecos de B. Nosotros decimos

que A intervalos estan igualmente distribuidos en A y B si el orden en el cual

aparecen en la secuencia de intervalos coincide en ambos conjuntos A y B.
Usaremos los siguientes lemas (lemas 3.7, 3.16 y 3.18 de [6] ):

Lema 36 Si m > 2 y todos los huecos de B tienen longitud menor que o
tqual a m — 1 excepto uno de longitud mayor que o igual a M, entonces

|A+B| > |A|+|B|+k+j—3.



Lema 37 Supéngase que A" y B’ son conjuntos que satisfacen las
condiciones del Lema 36 con k —1 y j — 1 (k,j > 2) intervalos respecti-
vamente, y tal que 0,1 ¢ A',0,1¢ B y|A'+ B'| <p—4. Sea A=[0]UA
y B =[0]U B'. Entonces

|A+B| > |A|+|B|+k+j—4

Lema 38 Supdngase que A’ y B’ son conjuntos que satisfacen las
condiciones del Lema 36 con k — X yj— X (k,j > 2y1 < X <k, j)
intervalos respectivamente, y tal que |A' + B'| < p — 4. Sean los conjuntos
A y B la union de A" y B’ respectivamente, con X\ intervalos de longitud 1
tqualmente distribuidos. Entonces

A+ B| > |A|+ |B|+k+j—3— A

Proposiciéon 39 Si m > 2 y 2~ A es un intervalo entonces 2A es un
intervalo.

Demostraciéon. Como 27 A es un intervalo, podemos transformar a A de
tal forma que 2”A = [0, []. Sabemos que

2A =2"AU{2a|a € A},

y supongamos que 2A no es un intervalo, o sea, existe a € A tal que 2a > [+1.
Como m > 2, entonces existe un intervalo de longitud mayor que dos tal que

a € [m;,n; —1]

2a > 1+ 1.

De aquf se desprenden tres posibles casos:

Caso 1: Si a # m;,n; — 1 entonces |[m;,n; —1]| > 3. Como a € [m;,n; — 1]
y |[mi,n; — 1]| > 3 entonces existen m;,,m;, € [m;,n; — 1] tales que
2a = my, + m;, con my, # m;, o sea que 2a € 2~ A, lo cual es una
contradiccién.

Antes de ver el segundo caso, es importante recordar que
m; + 1 € [m4,n; — 1] ya que |[m;,n; — 1]| > 2 para toda i = 0,1, ...,k — 1.
También veamos que m; + m; + 1 = 2m; + 1 € 27 A, lo que implica que
2m; +1 € [0,[]



Caso 2: Si a = m; entonces 2a = 2m; y como 2m; + 1 forma parte del intervalo
[0,] entonces lo harfa también 2a, lo cual es una contradiccion.

Caso 3: Si a = n; — 1 entonces por un argumento similar al Caso 2 llegamos a
una contradiccién. Por lo tanto 2A es también un intervalo. |

Proposiciéon 40 Sea 2 A un intervalo y m > 2, entonces
|27A| > 2|A| + 2k — 5.

Demostracién. Por la proposicién anterior y el hecho de que 27 A es un
intervalo podemos suponer que 2A es un intervalo.
Como 2A es un intervalo, entonces por el Lema 36, se cumple que

2A] > 2|A| + 2k — 3.

Como 27 A y 2A son intervalos y 2~ A C 2A, entonces podemos suponer que
27A=[s,t]y2A=1[0,l]] con0<s<t<I.

Detengdmonos un momento para demostrar que |2~ A| 42 > |2A| usando
el hecho de que 27 A y 2A son intervalos. Tenemos cuatro casos:

Caso1l: Si s = 0,1 = t entonces 2~ A = 2A, por lo que se cumple que
|27A| 4+ 2 > |24].

Caso 2: Si s # 0y t # [ entonces estamos diciendo que 0,1 ¢ 27 A, por lo que
0=2a

con a € [my,n.,, — 1]y

[ =2b

con b € [my,,n,, — 1], entonces a = m,, y b =n,, — 1. Ahora

2m,, =0
y
n,, —2=1,
lo cual implica que
2m,, +1 = 1

My, —3 = l—1,



pero como

|[m7“1’n1"1 - 1” >
|[m7“27n7“2_1]| > )
entonces
My +1 € Hm?”l?nm - 1”
Npy — 2 € Hmm’nm - 1”>
por lo que
2m,, +1 € 27A,
2n,, —3 € 27A,
1,l—1 € 27A,
|27A|+2 = |24
y por ultimo se cumple que
|27A| + 2 > |24].

Caso 3: Sis# 0yl =t, entonces decimos que [ € 2" Ay s ¢ 27 A. Se sigue que
0=2a
con a € [my,,n,, — 1], por lo que existe
My € [Myy, 1y — 1],

tal que
2m,, = 0,

lo cual implica que
2my, +1=1

y como |[m,,,n,, — 1]| > 2 se puede tomar

my, + 1€ [my,,n, — 1],



por lo tanto

2m,, +1 € 27A,
1 € 274,
|27A|+1 = |24
y
27A] +2 > [24],

que es lo que se querfa demostrar.

Caso 4: Si s =0, # t se aplica un argumento similar al Caso 3.

Por lo tanto [27A| 4+ 2 > |24].
Regresando a la demostracion original, nosotros sabfamos que
|2A] > 2| A| 4+ 2k — 3 y por lo que se demostro, se cumple que

|27A| +2 > |2A] > 2|A| + 2k — 3

por lo tanto
|27A| > 2]A|+2k—5

con k el nimero de intervalos de A. [ |

Observacion 41 Si en el Lema 40, k = 1, esto es, A es una progresion
aritmética, entonces |2”A| > 2|A| — 3, y en virtud de la Proposicién 35, se
tiene la igualdad en este caso.

Proposicién 42 Supongamos que 2~ A’ es un intervalo y A’ estd formado
por k — 1 intervalos con k >3 , m > 2y 0,1 ¢ A', |27A] < p—6. Sea
A =[0]UA" entonces

|27A| > 2|A|+ 2k —T.

Demostracién. Sabemos que
1) 2A" es un intervalo ya que 2~ A’ lo es,
2) |27A| 4+ 2 > |24 1o cual se demostro en el lema anterior,
N p—6+2>|27A|+2>2]|A| = p—4>2]A.
Estas son las condiciones del Lema 37, entonces

2A] > 2|A| + 2k — 4. (4)



Por otro lado sabemos que
2"A=AU2TA,
yaque A=[0JUA y24=2"A"UA" U{0,2my,2n;,_1 — 2}. Por tanto
127A| 4+ 3 > |24].
La igualdad se cumple en el caso que
{0,2mq,2n;_1 — 2} € 27 A,
y utilizando (4) tenemos que

2°A| +3
27 A

2|A| + 2k — 4,

>
> 2|A|+2k—-7

con k el niimero de intervalos de A lo cual queriamos demostrar.



Comentarios Finales

En la seccion 2 algunas demostraciones se reescribieron en lenguaje més
actualizado, lo cual permite tener una lectura més sencilla.

Las demostraciones en la seccién 3.1 son faciles de verificar siguiendo un
ejemplo. La idea en estas demostraciones es la de reducir los conjuntos sin
aumentar su cardinalidad. Con la técnica utilizada para resolver los casos en
la seccién 3.1 se podria demostrar, con las mismas hipétesis, cuales son los
conjuntos que cumplen ZA = 2 |A| — 2, ya que todos los conjuntos pueden
ser reducidos a conjuntos que son la unién de dos intervalos o la unién de un
intervalo un elemento. Solo hay que tener mucho cuidado con la cardinalidad
de A. En el caso que no se incluye no se puede utilizar esta técnica, ya que
no tenemos manera de mantener un orden y por lo que llega un momento en
que se pierde el control de las cardinalidades. Se logré hacer para este caso
una demostracién que no se pudo simplificar, por lo que no se incluyé en la
tesis.

En el estudio del problema original se fueron dando algunos resultados del
articulo de B. Llano [6] de forma casi directa. La idea en esto fue considerar
que si 2 A es un intervalo, entonces también lo es 2~ A. Con esto, los resultados
son casi inmediatos.
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