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1 Introducción

La teoría aditiva de los números se divide en dos tipos de problemas:
problemas directos e inversos. Los problemas directos son aquellos en los
cuales se determina la estructura y propiedades de una suma de conjuntos de
un grupo, conociendo a los sumandos. Los problemas inversos son aquellos
en los que se determinan las propiedades de los sumandos a partir de conocer
la propiedades del conjunto suma:
Para lo que sigue, sea el grupo de residuos Zn módulo un número entero

n: Denotaremos por Zp al grupo cuando n = p es un número primo. Además
de�nimos

A+B = fa+ b : a 2 A; b 2 Bg;
A b+B = fa+ b : a 2 A; b 2 B; a 6= bg;
2A = A+ A

2bA = A b+ A:
El primer teorema conocido es el de Cauchy [9], el cual lo aplicó para

demostrar que todo residuo módulo p se puede representar como la suma de
dos residuos cuadráticos, esto es, x2 + y2 � rmod p (�) tiene solución para
todo r 2 Zp:

Teorema 1 (Cauchy-Davenport). Sea ? 6= A;B � Zp: Entonces se cumple
que

jA+Bj � minfp; jAj+ jBj � 1g:

Observe que si de�nimos a A como el conjunto de los residuos cuadráticos
módulo p (incluyendo al 0); entonces jAj = p+1

2
: Si aplicamos el teorema



anterior, obtenemos que

j2Aj = jA+ Aj � 2 jAj � 1 = p:

Así 2A = Zp y la ecuación (�) siempre tiene solución.
Este teorema fue demostrado por Cauchy en 1813 y después,

independientemente, por Davenport en 1935 [3]. El propio Davenport en-
contró que su teorema ya había sido demostrado anteriormente.
El siguiente teorema, el cual es la solución a un problema inverso, da una

caracterización de los conjuntos para los cuales se cumple la igualdad en el
teorema de Cauchy-Davenport. Este teorema se publicó en 1956 por A. G.
Vosper [2].

Teorema 2 (Vosper). Sean ? 6= A;B � Zp: Entonces se cumple que

jA+Bj = min fp; jAj+ jBj � 1g

si y sólo si A y B satisfacen una de las siguientes condiciones:
(i) jAj+ jBj > p;
(ii) min fjAj; jBjg = 1;
(iii) B = Zp�B = c� A = fc� a j a 2 Ag para alguna c 2 Zp;
(iv) A y B son progresiones aritméticas con la misma diferencia común.

Este teorema se utilizó para demostrar un resultado en teoría de números
por Chowla, Mann y Straus en 1959 [10], el cual se enuncia a continuación.
Al polinomio utilizado en el siguiente teorema se le llama forma diagonal.

Teorema 3 Sea p > 3 un número primo, y sea k un entero positivo tal que

1 < mcd (k; p� 1) < p� 1
2
:

Sean c1; :::; cn números distintos de cero que pertenecen al campo Zp; y

f(x1; :::; xn) = c1x
k
1 + :::+ cnx

k
n

Sea R(f) el rango de la forma diagonal f: Entonces

jR(f)j � min
�
p;
(2n� 1) (p� 1)
(k; p� 1) + 1

�
donde R(f) = ff(x1; x2; :::; xn) : x1; x2; :::; xn 2 Zpg.



Esta teoría no sólo muestra un desarrollo para Zp; también existen teo-
remas muy importantes para Z. El siguiente resultado fue demostrado y
publicado por Freiman en el año de 1959 [8].

Teorema 4 (Freiman) Sea A un subconjunto de enteros tal que jAj = k � 3:
Si

j2Aj = 2k � 1 + b � 3k � 4;
entonces A está contenida en una progresión aritmética de longitud
k + b � 2k � 3:

En 1993 Steining [11] da una generalización del teorema de Freiman, que
consiste en el caso más general de A+B:
Freiman, que desarrolló mucho esta área, encontró una generalización al

teorema inverso de Vosper.

Teorema 5 (Freiman-Vosper). Sean C0 y C1 números reales tales que

0 < C0 �
1

12
;

C1 > 2;

2C1 � 3
3

<
1� C0C1

2
p
C1

:

Sean p un número primo impar, A 6= ? y A � Zp tales que

3 � k = jAj � C0p

y
j2Aj � C1k � 3:

De�ninimos el entero b como j2Aj = 2k � 1 + b: Entonces A está contenido
en una progresión aritmética de longitud k + b en Zp:

La demostración usa dos métodos fundamentales en esta área. El primero
se basa en la estimación de sumas exponenciales. El segundo usa argumentos
aritméticos para reemplazar el conjunto A por un conjunto T de enteros tal
que 2A y 2T estén en correspondencia biyectiva.
El siguiente resultado, obtenido por Chowla en 1935 [12], es una extensión

del teorema de Cauchy-Davenport, el cual se cumple para cualquier clase de
congruencias módulo un entero arbitrario m � 2:



Teorema 6 (Chowla) Sean m � 2 y sean A y B dos subconjuntos de Zm:
Si 0 2 B y mcd(b;m) = 1 para toda b 2 B r f0g ; entonces

jA+Bj � min fm; jAj+ jBj � 1g :

B. Llano, en el 2003 [6], caracteriza los subconjuntos de Zp para los cuales
se cumple que

jA+Bj = jAj+ jBj+ i; (i = 0; 1) :
Varios de los resultados y generalizaciones demostrados en este artículo fueron
publicados, en ese tiempo, también por Hamidoune-Rödseth [13] y Serra-
Zémor [14]. Este resultado se separa en dos teoremas. De�nimos

Ta [k; l] = fa+ id j i 2 [0] [ [k; l] ; 2 � k � l � 1g ;
Ua (1; 2;m) = fa+ id j i 2 [0] [ [2] [ [a;m] ;m � 5g ;
Ua (1; 3;m) = fa+ id j i 2 [0] [ [2;m] [ [m+ 2] ;m � 3g ;
Ua (2; 3;m) = fa+ id j i 2 [0;m] [ [m+ 2] [ [m+ 4] ;m � 1g

donde [r] es el intervalo que sólo contiene al elemento r y d es un elemento
�jo, llamado diferencia, de Zp: Una casi progresión aritmética es de la forma

fa+ id : 0 � i � k; i 6= tg

con t 2 [1; k � 1] �jo.

Teorema 7 Sean ? 6= A;B � Zp: Tómese a; b; c; d 2 Zp con d 6= 0 y l; t
enteros positivos. Supóngase que jA+Bj � jAj+ jBj : Entonces

jA+Bj = jAj+ jBj

si y sólo si A y B satisfacen alguna de las siguientes condiciones:
(i) jAj+ jBj = p:
(ii) B = (c� A) [ e para c =2 A+B y alguna e 2 Zp:
(iii) A = fa; a + dg y B es la unión de dos progresiones aritméticas con

la misma diferencia común d:
(iv) A y B son una progresión aritmética y una casi progresión aritmética

con la misma diferencia común d, respectivamente.
(v) A = Ta[l; l + 1] y B = Tb [l; l + 1] para l � 2 y l 6= p�1

2
:

(vi) A = Ta[2; l � 1] y B = Tb [2; t� 1] donde l � 4 y t � 4:



Teorema 8 Sean ? 6= A;B � Zp: Tómese a; b; c; d 2 Zp con d 6= 0 y l; t
enteros positivos. Supongase que jA+Bj � jAj+ jBj+ 1: Entonces

jA+Bj = jAj+ jBj+ 1

si y sólo si A y B satisfacen alguna de las siguientes condiciones:
(i) jAj+ jBj = p� 1:
(ii) B = (c� A) [ ft1; t2g para c =2 A+B y t1; t2 2 Zp tal que t1 6= t2:
(iii) A = fa; a+d; a+2dg y B sea la unión de dos progresiones aritméticas

con la misma diferencia común d tal que la longitud de todos los hoyos de B
sea al menos de 2:
(iv) A = fa; a+ dg y B sea la unión de tres progresiones aritméticas con

la misma diferencia común d.
(v) Sea A una progresión con diferencia d y sea B la unión de dos o tres

progresiones aritméticas con la misma diferencia d tal que

B = fb+ id j i 2 [0; r � 1] [ [r + 2; s� 1]g

donde r � s+ 1 y s � p� 2, o

B = fb+ id j i 2 [0; r � 1] [ [r + 1; t� 1] [ [t+ 1; v � 1]g

donde r � t� 2; t � v � 2 y v � p� 2:
(vi) 3 � jAj ; jBj � 4 y el par (A;B) es uno de la siguiente lista:

(Ta[m;m+ 1]; Tb[m+ 1;m+ 2]); para m � 2;

(Ta[m;m+ 2]; Tb[m+ 1;m+ 2]); para m � 2;
(Ta[m;m+ 1]; Tb[m;m+ 2]); para m � 3 o
(Ta[m;m+ 2]; Tb[m;m+ 2]); para m � 3:

(vii) El par (A;B) es (Ta [m;n� 1] ; Tb [3; t� 1]) para m = 2 o m = 3 y
n; t � 6:
(viii) A y B son casi progresiones aritméticas con la misma diferencia

común d tal que (A;B) 6= (Ta [2; l � 1] ; Tb [2; t� 1]) (l � 4; t � 4):
(ix) (A;B) = (Ta [2;m� 1] ; Tb [2; s� 1] [ [s+ 1; t� 1]) ; donde s � t�2:
(x) (A;B) = (Ta [l; l + 1] ; Tb [l; l + 1] [ [l + 3;m� 1]) ; donde 2 � l �

m� 4:
(xi) (A;B) = (Ua(i; j;m); Ub(i; j;m)); para (i; j) 2 f(1; 2); (1; 3); (2; 3)g:



La conjetura de Erdös-Heilbronn, que se menciona en el siguiente teo-
rema, se formuló en los años 60�s. Erdös y Heilbronn no la incluyeron en
su artículo [23] sobre sumas de conjuntos de clase de congruencias. Sin em-
bargo, en el año 1963, en una conferencia sobre teoría de números en la Uni-
versidad de Colorado, Erdös [22] establece la conjetura, la cual mencionaría,
frecuentemente, en sus artículos y conferencias posteriores. Se dieron resul-
tados parciales a la conjetura por Rickert en 1976 [15], Mans�eld en 1981[16],
Rödseth en 1993 [17], Pyber en una publicación personal [18] y Freiman, Low
y Pitman en 1993 [19].

Teorema 9 Si A es un conjunto de clases de congruencias módulo un número
primo p entonces

j2bAj � min fp; 2 jAj � 3g :
Llevó más de 30 años antes de que Dias da Silva y Hamidoune publicaran

la demostración de este teorema en el año 1994 [20]. No sólo demostraron la
conjetura sino también la generalización:

jhbAj � min�p; h jAj � h2 + 1	 ;
donde

A1 b+ A2 b+ � � � b+ An =

�
x j x = a1 + a2 + :::+ an; ai 2 Ai; ai 6= aj

si i 6= j

�
y hbA = A b+ A b+ � � � b+ A| {z }

h

:

Obsérvese que si h = 2 entonces se obtiene la conjetura de Erdös-Heilbronn.
Esta demostración utiliza resultados de la teoría de representaciones y álge-
bra lineal avanzada.
En 1995, Alon, Nathanson y Ruzsa [4-5] dieron una nueva demostración

de la conjetura de Erdös-Heilbronn. En su demostración introducen el método
polinomial.
En el artículo donde Alon, Nathanson y Ruzsa publican sus resultados,

dejan abierto un problema (entre muchos otros), el cual pregunta para qué
tipo de conjuntos se cumple que

j2bAj = 2jAj � 3: (1)

Un hecho importante es que todo lo que se cumple para Zp se cumple para
Z. Esto se debe al teorema fundamental de grupos abelianos �nitamente



generados. O sea, si tenemos un subconjunto �nito de Z, solo es necesario
buscar un número primo mayor a la suma de los dos elementos más grandes
de dicho subconjunto y con esto podemos trabajar en Zp; donde se cumple
el teorema, imitando estar trabajando en Z:
De el hecho anterior podemos concluir que para cualquier subconjunto

�nito A de Z se cumple que

jhbAj � min�p; h jAj � h2 + 1	 :
Nathanson demostró por el año de 1995 [21] que la igualdad, en el caso

de Z; se da sí y sólo si A es una progresión aritmética. En 1998, Hui-Qin
Cao y Zhi-Wei Sun [7] demostraron el siguiente teorema.

Teorema 10 Sean A1; A2; :::; An subconjuntos de Z con 0 < jA1j < jA2j <
::: < jAnj <1: Entonces se cumple que��A1 b+ A2 b+ ::: b+ An�� � nX

i=1

jAij �
n(n+ 1)

2
+ 1:

Más aún, la igualdad se cumple cuando
m[
i=1

Ai = Am para cada

m 2M = f1 � j � n� 1 : jAj+1j > jAjj+ 1g [ fng

y An es una progresión aritmética para n = 1 o jA1j � 3:

Este teorema da una buena aproximación a la estructura de los conjuntos
en el caso de la igualdad.
En esta tesis, nos acercamos al problema inverso de caracterizar los con-

juntos para los cuales la igualdad se cumple en j2bAj = 2jAj � 3.
En el capítulo 2 abordamos los resultados más relevantes de la teoría

aditiva de números. Resaltamos la prueba del Teorema de Cauchy-Davenport
según el segundo autor dada en 1935. En la misma, se da una demostración
completa y novedosa del teorema, lo que posibilita su comprensión exacta en
un lenguaje matemático muy actual.
En el capítulo 3 de la tesis se demuestra parte del problema de Nathanson,

a saber, si A = [0; l � 1] [ B con [0; l � 1] es la progresión aritmética más
larga de A; entonces

2bA = fai + aj : ai; aj 2 A; i 6= jg
= 2b[0; l � 1] [ ([0; l � 1] +B) [ 2bB:



Se resuelven los siguientes casos:
1) Si 2b[0; l � 1] [ ([0; l � 1] +B) es un intervalo.
2) Si ([0; l � 1] +B) [ 2bB es un intervalo.
3) Si 2b[0; l � 1] [ 2bB es un intervalo.
4) Si 2b[0; l � 1] [ ([0; l � 1] +B) [ 2bB es un intervalo.
Para completar la demostración de la igualdad, sólo queda considerar el

caso en que no se dan las condiciones de 1-4. Este caso no se incluye.
Además, se demuestran algunos resultados interesantes que se fueron

dando en la búsqueda de la solución al problema original. Se analizan diver-
sos problemas directos con sumas de residuos distintos que permiten obtener
conclusiones importantes acerca de la posible estructura de los conjuntos que
satisfacen la igualdad en el problema de Erdös-Heilbronn. Es conocido y con-
jeturado que sólo los conjuntos que son progresiones aritméticas y sólo esos,
dan la igualdad buscada. Para estos resultados se usan algunas de las ideas
desarrolladas en [6].
Finalmente, se da una selección de las referencias más importantes de la

vasta literatura existente en este tema.



2 Preliminares y resultados
clásicos de la teoría aditiva
de números

SeanA � Zp, p un número primo y t 2 Zp. Se denota por jAj a la cardinalidad
del conjunto A y por A al complemento del conjunto A: Si ? 6= A;B � Zp,
entonces la suma de estos dos subconjuntos se def ine como

A+B = fx j x = a+ b; a 2 A; b 2 Bg :

Se de�ne la suma de elementos distintos como

A b+ B = fx j x = a+ b; a 2 A; b 2 B; a 6= bg :
En el caso de n conjuntos de�nimos

A1 + A2 + � � �+ An = fx j x = a1 + a2 + :::+ an; ai 2 Aig ;

hA = A+ A+ � � �+ A| {z }
h

;

A1 b+ A2 b+ � � � b+ An = � x j x = a1 + a2 + :::+ an; ai 2 Ai; ai 6= aj
si i 6= j

�
;

hbA = A b+ A b+ � � � b+ A| {z }
h

:



Se de�nen los siguientes conjuntos, donde t 2 Zp :

A�B = A+ (�B) ;
�A = f�a j a 2 Ag ;
tA = fta j a 2 Ag ;

A n fbg = fa 2 A j a 6= bg;
A� t = fa� t j a 2 Ag;

A = fa0 2 Zp j a0 =2 Ag:

Sean a; d 2 Zp; d 6= 0 y k 2 N, entonces el conjunto

fa+ id : 0 � i � kg

es una progresión aritmética. También existen conjuntos llamados casi pro-
gresiones aritméticas, los cuales son de la forma

fa+ id : 0 � i � k; i 6= tg ;

donde t 2 [1; k � 1]; es decir, son conjuntos a los cuales le falta un solo
elemento para ser una progresión aritmética.
Un intervalo de Zp que se denota por [m;n], para m;n 2 Zp con m � n,

se de�ne como el conjunto

[m;n] = fm;m+ 1; :::; ng ;

donde las sumas se toman módulo p.
A una progresión aritmética se le puede normalizar, esto es, restando el

valor a y multiplicando por el inverso multiplicativo de d 6= 0, con lo cual
el conjunto fa+ id : 0 � i � kg se transformaría en el intervalo [0; k], el cual
no pierde ninguna de sus propiedades estructurales, o sea

j2 fa+ id : 0 � i � kgj = j2[0; k]j

y
j2b fa+ id : 0 � i � kgj = j2b[0; k]j :

En adelante, cuando hablemos de una progresión aritmética nos referire-
mos a ella como un intervalo.
Daremos a continuación una breve introducción a los anillos de poli-

nomios, herramienta que usaremos en la exposición del método polinomial.



Sea k un campo. Un polinomio con coe�cientes en k es una expresión de
la forma

f(x) = a0 + a1x+ :::+ anx
n;

donde los ai 2 k y n � 1. El anillo de polinomios con coe�cientes en un
campo k se denota como k[x]:
Sean f(x); g(x) 2 k[x]: La igualdad de estos polinomios

f(x) = a0 + a1x+ :::+ anx
n = b0 + b1x+ :::+ bmx

m = g(x)

es cierta sólo si se cumplen las condiciones m = n y aj = bj para todo
0 � j � n.
La suma y multiplicación de dos polinomios se de�ne como

f(x) + g(x) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ :::+ (ai + bi)x
i + :::

f(x) � g(x) = c0 + c1x+ :::+ cix
i + :::

respectivamente, donde
ci :=

X
r+s=i

ar � bs:

El grado de un polinomio f(x) = a0+a1x+ :::+anx
n con an 6= 0 se de�ne

como
gr(f(x)) := n:

Recordamos las propiedades para el grado de la suma y la multiplicación
de polinomios:
(1) gr(f � g) = gr(f) + gr(g)
(2) gr(f + g) � max fgr(f); gr(g)g :

2.1 Conjetura Erdös-Heilbronn

2.1.1 Método polinomial

La conjetura de Erdös-Heilbronn nos dice que dados dos subconjuntos cua-
lesquiera A y B de Zp tales que sus cardinalidades sean distintas, la
cardinalidad de A b+ B siempre será mayor o igual almin fp; jAj+ jBj � 2g :
Para la prueba de esta conjetura se utilizarán dos lemas, que están basados
en la teoría de polinomios en un anillo k[x] con k un campo, y se demuestran
a continuación.



Lema 11 Sea A un subconjunto �nito no vacío de un campo k, y sea jAj = k:
Para cualquier m � 0 existe un polinomio gm(x) 2 k [x] de grado a lo más
k � 1 tal que

gm(a) = a
m;

para toda a 2 A:

Demostración. Sea A = fa0; a1; :::; ak�1g y seam � 0: Lo que intentaremos
probar será que existe un polinomio u(x) = u0 + u1x+ :::+ uk�1x

k�1 2 k [x]
tal que

u(ai) = u0 + u1ai + :::+ uk�1a
k�1
i = ami

para i = 0; 1; :::; k � 1: Si le damos todos los valores a i entonces tenemos

u(a0) = u0 + u1a0 + :::+ uk�1a
k�1
0 = am0

u(a1) = u0 + u1a1 + :::+ uk�1a
k�1
1 = am1

...

u(ak�1) = u0 + u1ak�1 + :::+ uk�1a
k�1
k�1 = a

m
k�1:

Lo cual es un sistema de k ecuaciones lineales en k variables u0; u1; :::; uk�1
y el mismo tiene solución si el determinante asociado no es igual a cero. El
determinante que resulta es

V =

���������
1 a0 a20 � � � ak�10

1 a1 a21 � � � ak�11
...

...
1 ak�1 a2k�1 � � � ak�1k�1

��������� ;
el cual es un determinante de Vandermonde. Sabemos que

V =
Y

0�i<j�k�1

(aj � ai)

y como (aj � ai) 6= 0 para toda 0 � i < j � k � 1; por lo tanto V 6= 0: Se
concluye que el sistema de ecuaciones planteado tiene solución única en las
variables u0; u1; :::; uk�1: �

Lema 12 Sean h � 1 y A0; A1; :::Ah�1 subconjuntos no vacíos de un campo
k con jAij = ki para i = 0; 1; :::; h � 1: Sea f(x0; x1; :::; xh�1) un polinomio



con coe�cientes en k y de grado a lo más ki � 1 en xi para i = 0; 1; ::::h� 1:
Si

f(a0; a1; :::; ah�1) = 0

para toda
(a0; a1; :::; ah�1) 2 A0 � A1 � :::� Ah�1;

entonces f(x0; x1; :::; xh�1) es el polinomio cero.

Demostración. La demostración se hará por inducción sobre h: Para la
base de inducción, cuando h = 1; se tiene un polinomio de una variable
con grado a lo más k0 � 1. Todo polinomio distinto de cero en k[x] con
grado a lo más k0� 1 no puede tener k0 raíces distintas en k; por el teorema
fundamental del álgebra, lo cual sería una contradicción de la hipótesis que
f(a0) = 0 para toda a0 2 A0 si f(a0) no fuera el polinomio cero. Por lo tanto
f(x0) es el polinomio cero. Sea h � 2, y supongamos que el lema es cierto
para polinomios de a lo más h � 1 variables. Podemos escribir el polinomio
de la siguiente manera

f(x0; x1; :::; xh�1) =

k0�1X
j=0

fj(x1; :::xh�1)x
j
0;

donde fj(x1; :::; xh�1) es un polinomio en las h� 1 variables x1; :::; xh�1 y su
grado es a lo más ki � 1 en xi para i = 1; :::; h� 1: Fijemos

(a1; :::; ah�1) 2 A1 � � � � � Ah�1;

de�namos g(x0) de la siguiente forma

g(x0) : = f(x0; a1; :::; ah�1) =

k0�1X
j=0

fj(a1; :::; ah�1)x
j
0:

El polinomio g(x0) es un polinomio de grado a lo más k0� 1; con variable x0
y coe�cientes fj(a1; :::; ah�1) para 0 � j � k0�1; tal que g(a0) = 0 para toda
a0 2 A0 ya que por hipótesis teníamos que f(a0; a1; :::; ah�1) = 0 para toda
(a0; a1; :::; ah�1) 2 A0 � A1 � � � � � Ah�1: Eso quiere decir que g(x0) tiene al
menos jA0j = k0 raíces distintas y por el paso base de la inducción, entonces
g(x0) es el polinomio cero. Ya con esto podemos decir que

fj(a1; :::; ah�1) = 0



para toda
(a1; :::; ah�1) 2 A1 � � � � � Ah�1;

y 0 � j � k0� 1: Por hipótesis de inducción podemos decir que el polinomio
fj(x1; :::; xh�1) es el idénticamente cero para 0 � j � k0 � 1. Como

f(x0; x1; :::; xh�1) =

k0�1X
j=0

fj(x1; :::; xh�1)x
j
0;

por lo tanto f(x0; x1; :::; xh�1) es el polinomio cero. �

Teorema 13 Sea p un número primo, y sean A y B subconjuntos no vacíos
de Zp tal que jAj 6= jBj : Sea

A b+ B = fa+ b : a 2 A; b 2 B; a 6= bg:
Entonces ��A b+ B�� � min fp; jAj+ jBj � 2g :
Demostración. Sea jAj = k y jBj = l: Podemos suponer que

1 � l < k � p:

Caso 1: Si k + l � 2 > p; entonces la demostración se hará por inducción sobre
la cardinalidad de B mayor o igual a 3. Si jBj = l = 3 entonces
k+3� 2 = k+1 > p; lo que implica que jAj = k > p� 1: Supongamos
entonces que jAj = p: Sean

A = f1; 2; :::; p� 1; pg

y
B = fb1; b2; b3g:

Se sigue que

A b+ B = (f1; 2; :::; p� 1; pg b+ fb1g) [
(f1; 2; :::; p� 1; pg b+ fb2g) [
(f1; 2; :::; p� 1; pg b+ fb3g):

Por la de�nición de b+ ;
f1; 2; :::; p� 1; pg b+ fb1g = Zp n f2b1g;



como b1 6= b2 y Zp es un campo entonces existe c 2 Zp con c 6= b2 tal
que 2b1 = c + b2 por lo que 2b1 2 (f1; 2; :::; p� 1; pg b+ fb2g); entonces
A b+ B = Zp: Por lo tanto��A b+ B�� = p � min fp; jAj+ jBj � 2g :
Podemos ahora suponer que se cumple para 3 � jBj � l � 1 y
demostraremos el teorema para jBj = l: Sea l0 = p� k + 2: Entonces

2 � l0 < l � k

y
k + l0 � 2 = p:

Escojamos B0 � B tal que jB0j = l0: Como el teorema es cierto para
l0 < l entonces tenemos que��A b+ B0�� � min fp; k + l0 � 2g = p = min fp; jAj+ jBj � 2g :
Como A b+ B0 � A b+ B, se tiene que��A b+ B0�� < ��A b+ B�� :
Entonces ��A b+ B�� � min fp; jAj+ jBj � 2g :

Caso 2: Si k + l � 2 � p: Sea C = A b+ B: Probaremos que jCj � k + l � 2: Si
jCj � k + l � 3

entonces escojemos una r � 0 tal que

r + jCj = k + l � 3:

Construyamos entonces tres polinomios f0; f1 y f en el anillo Zp [x; y] ;
de la siguiente forma. Sea

f0 (x; y) =
Y
c2C
(x+ y � c) :

Entonces el gr (f0) = jCj � k + l � 3 y

f0 (a; b) = 0 para toda a 2 A; b 2 B; a 6= b:



Sea
f1(x; y) = (x� y) f0 (x; y) :

Entonces

gr(f1) = gr((x� y) f0) = gr(f0) + 1
= jCj+ 1 � (k + l � 3) + 1 = k + l � 2

y
f1 (a; b) = 0 para toda a 2 A; b 2 B;

ya que f0 (a; b) = 0 para toda a 2 A; b 2 B; a 6= b y por último si a = b
entonces a�b = 0:Multipliquemos ahora a f1 por (x+ y)r ; con lo cual
obtenemos el siguiente polinomio

f(x; y) = (x+ y)r (x� y)
Y
c2C
(x+ y � c)

que sería de grado exactamente 1+ r+ jCj = k+ l� 2 y cumpliría que

f(a; b) = 0 para toda a 2 A; b 2 B:

Este polinomio tiene coe�cientes um;n 2 Zp tales que podemos escribirlo
de la siguiente forma

f(x; y) =
X
m;n�0

m+n�k+l�2

um;nx
myn

= (x� y) (x+ y)r
Y
c2C
(x+ y � c)

= (x� y) (x+ y)k+l�3 + términos de orden menor

= x (x+ y)k+l�3 � y (x+ y)k+l�3 + términos de orden menor.

Observemos que 1 � l < k � p y 1 � k+ l�3 < p; ya que por hipótesis
teníamos que k+ l� 2 � p y k+ l� 3 � k+ l� 2: Por la transitividad
obtenemos la desigualdad estricta, se sigue que el coe�ciente uk�1;l�1
del monomio xk�1yl�1 en f(x; y) se obtiene del desarrollo

x (x+ y)k+l�3 = x
k+l�3X
i=0

�
k + l � 3

i

�
xiyk+l�3�i:



Entonces i = k � 2; por lo que el coe�ciente es igual a�
k + l � 3
k � 2

�
:

Por otra parte, el coe�ciente se obtiene también de:

y (x+ y)k+l�3 = y
k+l�3X
i=0

�
k + l � 3

i

�
xiyk+l�3�i

entonces i = k � 1 por lo que el coe�ciente sería�
k + l � 3
k � 1

�
:

Ahora el coe�ciente general es la resta de los dos anteriores, esto es�
k + l � 3
k � 2

�
�
�
k + l � 3
k � 1

�
=

(k + l � 3)!
(k + l � 3� (k � 2))! (k � 2)! �

(k + l � 3)!
(k + l � 3� (k � 1))! (k � 1)!

=
(k � 1) (k + l � 3)!
(k � 1)! (l � 1)! ;

lo cual no es congruente a 0 modulo p. Esto es equivalente a decir que
siempre es distinto de cero, ya que 1 < k y (k+ l�3)! 6= 0: Por el Lema
11, para toda m � k existe un polinomio gm(x) de grado a lo más k�1
tal que

gm(a) = a
m para toda a 2 A;

y para toda n � l existe un polinomio hn(y) de grado a lo más l � 1
tal que hn(b) = bn para toda b 2 B: Utilicemos los polinomios gm(x)
y hn(y) para construir un polinomio f �(x; y) a partir de f(x; y) de
la siguiente manera. Si xmyn es un monomio en f(x; y) con m � k,
entonces reemplazamos xmyn por gm(x)yn. Observemos que

gr(f(x; y)) = k + l � 2:

Se sigue que si m � k; entonces n � l�2, ya que la suma de las poten-
cias de cualquier monomio no puede ser mayor al grado del polinomio,



y así gm(x)yn es la suma de monomios xiyj con i � k � 1 y j � l � 2
(el grado de gm(x) es a lo más k � 1): Similarmente, si xmyn es un
monomio en f(x; y); pero ahora con n � l; entonces reemplazamos
xmyn por xmhn(y): Si n � l entonces m � k � 2, ya que

gr(f(x; y)) = k + l � 2;

y asi xmhn(y) es una suma de monomios xiyj con i � k�2 y j � l�1: Lo
que hicimos con este proceso es disminuir el grado de f(x; y) obteniendo
un nuevo polinomio f �(x; y) de grado k�1 en x y l�1 en y: El proceso
de construcción de f �(x; y) no alteró el coe�ciente uk�1;l�1 del término
xk�1yl�1; ya que el monomio xk�1yl�1 nunca aparece en gm(x)yn y
xmhn(y); entonces uk�1;l�1 6= 0: Por otro lado,

f �(a; b) = f(a; b) = 0

para toda a 2 A y b 2 B: Se sigue, por el Lema 12, que el polinomio
f �(x; y) es el idénticamente cero. Esto contradice el hecho de que el
coe�ciente uk�1;l�1 de xk�1yl�1 en f �(x; y) es distinto de cero. Por lo
que

jCj � k + l � 3;
lo cual se quería demostrar. �

De este teorema y del hecho que 2bA = A b+ B cuando B := A�fag se
desprende el siguiente corolario:

Corolario 14 Sea a 2 A � Zp cualquier elemento y B := A�fag; donde
jBj = jAj � 1; entonces��A b+ B�� = j2bA j � 2 jAj � 3 = jAj+ jBj � 2:
Con esto se demuestra la conjetura de Erdös-Heilbrounn.

2.2 Teorema de Cauchy-Davenport

2.2.1 Demostración de Nathanson.

Para poder demostrar el teorema de Cauchy-Davenport primero tenemos que
introducir algunos conceptos y demostrar algunos teoremas.



Lema 15 Sea G un grupo abeliano, sean A y B subconjuntos de G tal que
jAj+ jBj > jGj : Entonces A+B = G:

Demostración. Trivial. �

Introducimos un concepto llamado la e-transformación, y demostramos
algunas de sus propiedades.

De�nición 16 Sean A;B � G y e 2 G: La e-transformación de (A;B) es
el par (A(e); B(e)); subconjuntos de G; de�nidos de la siguiente forma

A(e) = A [ (B + e)
B(e) = B \ (A� e):

Lema 17 Sean A y B subconjuntos no vacíos de un grupo abeliano G, y sea
e cualquier elemento de G: Sea (A(e); B(e)) el par de conjuntos obtenidos
por la e-transformación del par (A;B): Entonces

A(e) +B(e) � A+B

y
A(e)�A = e+ (B�B(e)):

Si A y B son conjuntos �nitos, entonces

jA(e)j+ jB(e)j = jAj+ jBj :

Si e 2 A y 0 2 B entonces e 2 A(e) y 0 2 B(e):

Demostración. Por la de�nición 16, A(e) = A [ (B + e) y
B(e) = B \ (A� e) que son subconjuntos de A y B respectivamente, esto es,
A(e) � A y B(e) � B: Con lo que concluimos que

A(e) +B(e) � A+B:

Para probar que
A(e)�A = e+ (B�B(e));



sólo tenemos que observar que

A(e)�A = (A [ (B + e))�A
= (B + e)�A
= fb+ e : b 2 B; b+ e =2 Ag
= e+ fb 2 B : b =2 A� eg
= e+ fb 2 B : b =2 B(e)g
= e+ (B�B(e)):

Es claro que A � A(e) y B(e) � B: Para demostrar que

jA(e)j+ jB(e)j = jAj+ jBj

cuando A y B son conjuntos �nitos sólo observemos que

jA(e)j � jAj = jA(e)�Aj
= je+ (B�B(e))j
= jB�B(e)j

jBj � jB(e)j :

Entonces

jA(e)j � jAj = jBj � jB(e)j ;
jA(e)j+ jB(e)j = jAj+ jBj :

Si e 2 A y 0 2 B entonces 0 2 A � e y así 0 2 B \ (A � e) = B(e) y como
A � A(e); entonces e 2 A(e): �

Para la demostración del teorema de Cauchy-Davenport probaremos el
teorema de I. Chowla que generaliza al anterior. Así, el teorema de Cauchy-
Davenport resulta un corolario.

Teorema 18 (I.Chowla) Sea m � 2; y sean A y B subconjuntos no vacíos
de Zm: Si 0 2 B y m.c.d(b;m) = 1 para toda b 2 B�f0g; entonces

jA+Bj � min fm; jAj+ jBj � 1g :



Demostración. Por el Lema 15, el resultado es cierto si jAj + jBj > m:
Luego podemos suponer que jAj+ jBj � m; y así

min fm; jAj+ jBj � 1g = jAj+ jBj � 1 � m� 1:

Si jAj = 1; entonces

jA+Bj = jfa+ b : a 2 A; b 2 Bgj
= jfa+ b : b 2 Bgj = jBj :

Por otro lado

min fm; jAj+ jBj � 1g = jAj+ jBj � 1
= 1 + jBj � 1 = jBj ;

por lo que
jA+Bj � min fm; jAj+ jBj � 1g :

En el caso en que jBj = 1; se demuestra de igual forma el teorema. Ahora
podemos asumir que jAj � 2 y jBj � 2; supongamos que

jA+Bj < jAj+ jBj � 1:

En particular, A 6= Zm: Tomemos el par (A;B) tal que la cardinalidad de B
sea mínima. Observemos que jBj � 2; entonces existe un elemento b� 2 B
tal que b� 6= 0: Si a + b� 2 A para toda a 2 A; entonces a + jb� 2 A para
toda j = 0; 1; 2; :::, ya que si a+ b� = a�2 A entonces

a�+ b� = a+ 2b� 2 A

y así sucesivamente. Observemos que m.c.d(b�;m) = 1; lo cual implica que

Zm = fa+ jb� : j = 0; 1; :::;m� 1g � A � Zm;

y así A = Zm; lo cual es falso. Después, existe un elemento e 2 A tal que
e + b� =2 A: Aplicando la e-transformación al par (A;B): Por el Lema 17 se
tiene que A(e) +B(e) � A+B; y así

jA(e) +B(e)j � jA+Bj < jAj+ jBj � 1 = jA(e)j+ jB(e)j � 1:



Ya que e 2 A y 0 2 B; se sigue que 0 2 B(e) � B; y m.c.d(b;m) = 1 para
toda b 2 B(e)� f0g Luego e + b� =2 A; se tiene que e + b� =2 A; de donde se
obtiene que b� =2 A� e; y así

b� =2 B \ (A� e) = B(e):

Entonces, jB(e)j < jBj ; lo cual contradice que jBj sea mínima. Así comple-
tamos la prueba. �

Teorema 19 (Cauchy-Davenport) Sea p un número primo, y sean A;B
subconjuntos no vacíos de Zp: Entonces

jA+Bj � min fp; jAj+ jBj � 1g :

Demostración. Sea b0 2 B y B0 = B � b0: Entonces jB0j = jBj y

jA+B0j = jA+B � b0j = jA+Bj :

Sabemos que 0 2 B0 y m.c.d(b; p) = 1 para toda b 2 B0 n f0g ya que b0 2 B
y p es un número primo, aplicando el Teorema 18 al par (A;B0) obtenemos
que

jA+Bj = jA+B0j
� min fp; jAj+ jB0j � 1g
= min fp; jAj+ jBj � 1g :

Con esto se completa la prueba. �

2.2.2 Demostración de H. Davenport.

Teorema 20 (Cauchy-Davenport). Sea ? 6= A;B � Zp: Entonces se cumple
que

jA+Bj � minfp; jAj+ jBj � 1g:

Demostración. Sean A = fa1; :::; amg, B = fb1; :::; bng y

C = fc1; :::; clg = A+B:



Supongamos que

minfp; jAj+ jBj � 1g = jAj+ jBj � 1

o sea, jAj + jBj � 1 � p. La prueba la haremos por inducción sobre la
cardinalidad de B: Para jBj = n = 1;

A+B = fa1 + b1; :::; am + b1g;

todos los elementos en este conjunto son distintos ya que si hubiera dos iguales
entonces tendríamos que ai + b1 = aj + b1 lo cual implicaría que ai = aj, lo
cual es imposible. Entonces

jA+Bj = jAj = jAj+ jBj � 1

por lo que se cumple el teorema. Para n = 2; escribamos b = b1� b2 6= 0 con
b1; b2 2 B; y observemos que, si el teorema es falso, esto es,

jA+Bj < jAj+ jBj � 1 = m+ 2� 1 = m+ 1 � p;

entonces, para cada ai; el elemento ai + b 2 A; ya que si no fuera cierto,

ai + b = t = ai + b1 � b2

con t =2 A: Esto implicaría que t + b2 = ai + b1 con t =2 A: Se tiene por un
lado que t + b2 =2 A + B y por el otro lado tenemos que ai + b1 2 A; lo cual
nos lleva a una contradicción. Entonces para cada entero u, ai + ub 2 A: La
justi�cación de este hecho se hará de manera recursiva. Como ai + b 2 A;
entonces ai+ b es una aj 2 A, esto es, aj = ai+ b: Sumando b de ambos lados
de la igualdad obtenemos que aj + b = ai + 2b y como aj + b 2 A resultaría
que ai + 2b 2 A: Utilizando ahora el hecho de que ai + 2b 2 A; entonces
ai + 2b = ar con ar 2 A: Sumando b de ambos lados, obtenemos que

ar + b = ai + 3b 2 A:

Siguiendo recursivamente este algoritmo obtenemos la justi�cación. Como Zp
es un campo, entonces todos sus elementos pueden ser escritos de la forma
ai + ub, por lo que m = p; lo cual es una contradicción a la hipótesis de que
m+2� 1 � p: Ahora podemos suponer que n > 2 y que el teorema es cierto
para n0 < n: También supongamos que l < p: Apliquemos el teorema para
los conjuntos fc1; :::; clg y fb1; bng : Como l < p entonces l+2� 1 � p; con lo



que hay l+1 residuos de la forma ci+b1 y otros de la forma ci+bn: Entonces
existe

c 2 fci + b1 : 1 � i � lg� fci + bn : 1 � i � lg :
Haciendo esto para cualquier par de elementos de B y renombrando los ele-
mentos de B; existe una r; 1 � r < n; tal que

c� bs = cs 2 C para 1 � s � r;
c� bt = et =2 C para r < t � n;

et 6= cu para r < t � n; 1 � u � l:

Observamos que los residuos cs � bt =2 A con r < t � n; 1 � s � r ya que si
pasara lo contrario tendríamos que

cs � bt = ai;

cs = ai + bt;

c� bs = ai + bt;

c� bt = ai + bs 2 C

lo cual sería una contradicción. Entonces cs�bt =2 A con r < t � n; 1 � s � r:
Podría suceder que exista una a 2 A tal que

a+ bt = cs = c� bs;

es decir,
a+ bs = c� bt = et;

y con esto obtener que et 2 C; lo cual no es posible. Entonces los l�residuos
representados en la forma ai+bt (1 � i � m; r < t � n) serían un subconjunto
de fcr+1; :::; clg:También l�� l � r: Pero por hipótesis de inducción y con
n�= n� r; tenemos que

l� � m+ (n� r)� 1
l � m+ n� 1

con lo que se concluye la demostración. �



2.3 Teorema de Vosper

Primero daremos algunas de�niciones, resolveremos algunos lemas y al �nal
se dará la demostración del teorema. Trabajaremos con subconjuntos de un
grupo abeliano G:

De�nición 21 Sean A;B � G; donde G es un grupo abeliano cualquiera, y
A;B 6= ?: Se dice que el par de conjuntos (A;B) es un par crítico si

jA+Bj = min fp; jAj+ jBj � 1g :

Esta de�nición habla de la igualdad en el teorema de Cauchy-Davenport.

Para la demostración de los lemas supondremos que

(i) jAj+ jBj < p� 1,

(ii) min fjAj ; jBjg > 1;

(iii) jAj = a y jBj = b:

Algo importante de notar es que si jAj = a; entonces jA� tj = a; ya que
sólo se trata de una translación del conjunto.

Lema 22 Si A es una progresión aritmética y (A;B) es un par crítico
entonces A y B están en progresión aritmética con la misma diferencia.

Demostración. Como A es progresión aritmética, entonces A = [0; l � 1]:
El 1 es un generador de G; cada elemento de G es de la forma r � 1 para un
conjunto in�nito de enteros r. Como B 6= G; entonces B debe tener al menos
un hueco. Sea [r; s] el hueco más largo de B de longitud t: Entonces t � l;
ya que si t < l; tomemos un elemento cualquiera g 2 G: El intervalo [g� t; g]
es de longitud t+1: Entonces existe, por la de�nición de t, una f 2 [g� t; g]
tal que f 2 B con g � t � f � g: Observamos que 0 � g � f � t < l; de lo
que se sigue que g � f 2 A; y así

g = (g � f) + f 2 A+B:

Entonces G � A + B, más aún, G = A + B: Llegamos con esto a una
contradicción ya que jA+Bj < p� 1: Denotemos

B � (s+ 1) = fn0; n1; :::; nb�1g;



donde
0 � ni < ni+1 < p para 0 � i � b� 1:

Como s+1 2 B; entonces n0 = 0; y como (r�1)� (s+1) es el mayor entero
que está en B; entonces nb�1 = p � t � 1, ya que la longitud del hueco más
largo era t: Si de�nimos

A = A1; B � (s+ 1) = B1;

entonces (A1; B1) es un par crítico, ya que (A;B) lo es por hipótesis y

jA+Bj = j(A1 +B)� (s+ 1)j ;

con jA1j = l; jB1j = b; jA1 +B1j = l+ b� 1 ya que A1+B1 � B1[D; donde

D = A1 + (p� t� 1) = [0; l � 1] + (p� t� 1)
= [p� t� 1; p+ l � t� 2];

jDj = jA1j y p+ l � t� 2 < p� 1 ya que l � t: Como el último elemento de
B es nb�1 = p� t� 1; entonces B1 \D = p� t� 1. Con lo que

jB1 [Dj = jB1j+ jDj � jB1 \Dj
= b+ l � 1 = jA1 +B1j :

Así B1[D � A1+B1 ya que 0 2 A1 y D � A1+B1: Con esto, podemos decir
que A1 + B1 = B1 [ D: Tomemos un elemento � 2 B1; 0 � � � p � t � 2:
Como 1 2 A; entonces � + 1 2 A1 + B1: Pero 1 � � + 1 < p� t� 1; lo que
implica que

�+ 1 =2 D = [p� t� 1; p+ l � t� 2];
y entonces � + 1 2 B1: Por lo tanto, tenemos que � 2 B1 para toda
� 2 [0; p � t � 2]; B1 = [0; p � t � 2] y como B = B1 � (s + 1) tenemos
que B es progresión aritmética. Luego, A y B están en progresión aritmética
con la misma diferencia. �

Corolario 23 Si min fa; bg = 2 y (A;B) es un par crítico, entonces A y B
están en progresión aritmética con la misma diferencia.

Demostración. Supongamos que jAj = 2. Cualquier conjunto con dos
elementos siempre se encuentra en progresión aritmética. Entonces A está
en progresión aritmética y aplicando el Lema 22 obtenemos el resultado. �



Lema 24 Si a = b = 3; y (A;B) es un par crítico entonces A y B están en
progresión aritmética con la misma diferencia.

Demostración. Sea B = fb1; b2; b3g: Si

j(A+ b1) \ (A+ b2)j � 1

entonces
j(A+ b1) [ (A+ b2)j � 5 = jA+Bj ;

ya que (A;B) es un par crítico. Además

A+B = (A+ b1) [ (A+ b2) � (A+ b3);

por lo que
j(A+ b3) \ (A+ bi)j � 2

para i = 1 o 2. Por lo tanto podemos suponer que

j(A+ b1) \ (A+ b2)j � 2;

pues si no fuera cierto, sólo renombramos a las b0s: Entonces

j(A+ b1) [ (A+ b2)j
= j(A+ b1)j+ j(A+ b2)j � j(A+ b1) \ (A+ b2)j
� 3 + 3� 2 = 4;

pero por el Teorema 19 (Cauchy-Davenport)

j(A+ b1) [ (A+ b2)j = 4;

por lo que (A;B1), conB1 = fb1; b2g; es un par crítico. Utilizando el Corolario
23, A y B1 están en progresión aritmética con la misma diferencia y entonces
A está en progresión aritmética. Por el Lema 22, A y B están en progresión
aritmética con la misma diferencia. �

Antes de pasar al siguiente lema demostraremos dos proposiciones rela-
cionadas con la teoría de conjuntos.

Proposición 25 Sean A;B;C;D conjuntos cualesquiera, entonces se cumple
que

(A+B) \ C = ?, A \ (C �B) = ?



Demostración. Supongamos que

(A+B) \ C = ?
A \ (C �B) 6= ?:

Como (A + B) \ C = ? entonces todo elemento de la forma a + b 6= c para
toda a 2 A; b 2 B; c 2 C: Pero como A \ (C � B) 6= ? existe un elemento
a 2 A tal que a = c � b con c 2 C; b 2 B, esto implica que a + b = c lo que
contradice el hecho de que (A+B) \ C = ?: Ahora supongamos que

(A+B) \ C 6= ?
A \ (C �B) = ?:

Como A \ (C � B) = ? entonces todo elemento de la forma c� b 6= a para
toda a 2 A; b 2 B; c 2 C: Pero como (A + B) \ C 6= ? existe un elemento
c 2 C tal que c = a+ b con a 2 A; b 2 B: Esto implica que a = c� b lo que
contradice el hecho de que A \ (C �B) = ?: �

Proposición 26 Sean A;B;C;D conjuntos cualesquiera, entonces se cumple
que

(A�B) \ (C +D) = ?, (A� C) \ (B +D) = ?:

Demostración. Supongamos que

(A�B) \ (C +D) = ?
(A� C) \ (B +D) 6= ?:

Entonces a � b 6= c + d para toda a 2 A; b 2 B; c 2 C; d 2 D; esto implica
que a� c 6= b+ d para toda a 2 A; b 2 B; c 2 C; d 2 D; lo cual contradice el
hecho de que (A� C) \ (B +D) 6= ?. Por lo que (A� C) \ (B +D) = ?:
Ahora supongamos que

(A�B) \ (C +D) 6= ?
(A� C) \ (B +D) = ?:

Como (A� B) \ (C +D) 6= ?; entonces existen a 2 A; b 2 B; c 2 C; d 2 D
tales que a � b = c + d: Esto implica que a � c = b + d teniendo como
consecuencia que (A � C) \ (B + D) 6= ?; lo cual contradice el hecho que
(A� C) \ (B +D) = ?: Por tanto (A� C) \ (B +D) 6= ?: �

Podemos ahora, con las proposiciones 25 y 26, demostrar el siguiente
lema.



Lema 27 Si (A;B) es par crítico entonces (�A;D) es par crítico, donde
D = A+B:

Demostración. Se tiene que

(A+B) \D = ?

ya que D es el complemento, por la Proposición 25 tenemos que

B \ (D � A) = ?;

y se sigue que
B � (D � A) = X:

Luego,
X \ (D � A) = ?

y así, por la Proposición 25

(A+X) \D = ?;

entonces
A+X � D = A+B:

Como B � X; entonces
A+B � A+X

por lo que
A+B = A+X:

Como (A;B) es un par crítico,

min fp; a+ jXj � 1g � jA+Xj = jA+Bj = a+ b� 1:

Por lo tanto jXj � b; pero B � X con lo que B = X; B = (D � A) y
B = D � A: Entonces

jD � Aj = p� b = min fp; jDj+ j�Aj � 1g ;

ya que jDj = p� a� b+ 1; y así (�A;D) es un par crítico. �

Corolario 28 Si a = b = 1
2
(p � 1) y (A;B) es un par crítico entonces A y

B están en progresión aritmética con la misma diferencia.



Demostración. Se tiene que

jA+Bj = jAj+ jBj � 1

=
1

2
(p� 1) + 1

2
(p� 1)� 1 = p� 2;

ya que (A;B) es un par crítico, entonces jDj =
��A+B�� = 2: Por el Lema 27

sabemos que (�A;D) es un par crítico. Aplicando el Corolario 23 tenemos
que �A y D son progresiones aritméticas con la misma diferencia. Si �A es
progresión aritmética entonces A también lo es. Por el Lema 22 concluimos
que A y B están en progresión aritmética con la misma diferencia. �

Lema 29 Si b � a � 3 , b � 4 y a; b 6= 1
2
(p� 1) entonces existen b1; b2 2 B

tales que (C +B) \ (C + b1) \ (C + b2) 6= ?; donde C = A+B:

Demostración. Como (A;B) es un par crítico se cumple que

jCj = jA+Bj = a+ b� 1;

si jC +Bj = s, entonces

s � min fp; (a+ b� 1) + b� 1g

por el Teorema 19 (Cauchy-Davenport). Sea B = fb1; b2; :::; btg con b = t; y
supongamos que el Lema es falso. Los t conjuntos

Xi = (C +B) \ (C + bi); i = 1; 2; :::; t

son todos disjuntos, ya que si no fueran disjuntos existirían i; j tales que

Xi \Xj = (C +B) \ (C + bi) \ (C + bj) 6= ?

pero esto contradice el hecho que habíamos supuesto. Entonces C+bi � C+B
y con esto

jXij = s� jC + bij = s� a� b+ 1;
Xi � (C +B):

por lo que ����� [
1�i�t

Xi

����� � jC +Bj :



Entonces b(s� a� b+ 1) � s; o lo que es lo mismo,

b(a+ b� 1) � s(b� 1): (2)

Ahora hay tres casos que distinguir; en cada uno llegaremos a una
contradicción:

Caso 1: Si p � a+ 2b� 2: Entonces s � a+ 2b� 2 y como

b(a+ b� 1) � s(b� 1); b(a+ b� 1) � (a+ 2b� 2)(b� 1);

entonces
b2 � 3b+ a� 2 � 4b� 2
, b2 � 4b+ 2 � 0

, (b� (2 +
p
2))(b� (2�

p
2)) � 0:

Esto nos diría que

(2�
p
2) � b � (2 +

p
2)

lo cual es falso, ya que b � 4:

Caso 2: Si p < a+ 2b� 2 y a � b� 1: Entonces s = p; ya que

s � min fp; a+ 2b� 2g :

Como p � a+ b+ 1;

b(a+ b� 1) � (a+ b+ 1) (b� 1)

por (2): De aquí se sigue que a � b� 1; por lo que a = b� 1: Entonces,
observando que p � a+ b+1 = 2b y p es un número primo, p � 2b+1.
Aplicando (2), s = p; y a = b� 1 se obtiene que

b(2b� 2) � (2b+ 1)(b� 1);

lo cual nos dice que

2b2 � b� 1 � 2b2 � 2b

, �b� 1 � �2b
, b � 1;

lo cual es falso ya que b � 4:



Caso 3: Si p < a + 2b� 2 y a = b: Entonces s = p � 2b + 1: Podemos suponer
que p � 2b+ 3; ya que el lema nos pide que b 6= 1

2
(p� 1): Por (2);

b(a+ b� 1) � s(b� 1)

y como a = b; entonces

b(2b� 1) � (2b+ 3)(b� 1)

, b+ 2b2 � 3 � 2b2 � b

, b � 3

2
;

lo cual es falso ya que b � 4: Con esto concluimos la demostración del
lema. �

Teorema 30 (Vosper) (A;B) es un par crítico si y sólo si satisface una de
las siguientes condiciones:

(i) jAj+ jBj > p;

(ii) min fjAj ; jBjg = 1;

(iii) A = (��B) para alguna � 2 G;

(iv) A y B están en progresión aritmética con la misma diferencia.

Demostración. Primero consideraremos la su�ciencia (() de las condi-
ciones.

(i) Si jAj+ jBj > p; tenemos que jAj+ jBj � 1 > p� 1; jAj+ jBj � 1 � p
y el mínimo es p. Por el teorema de Cauchy-Davenport sabemos que

jA+Bj � min fp; jAj+ jBj � 1g = p

y como A;B � G entonces jA+Bj = p; por lo que (A;B) es un par
crítico.



(ii) Si min fjAj ; jBjg = 1; supongamos que jAj = 1; entonces tenemos que

jA+Bj = ja+Bj = jBj ;

ya que es sólo una translación del conjunto B: Pero jBj < p entonces

min fp; jAj+ jBj � 1g = min fp; 1 + jBj � 1g = min fp; jBjg = jBj :

Por lo tanto,
jA+Bj = min fp; jAj+ jBj � 1g ;

y así (A;B) es un par crítico.

(iii) Si A = (��B), entonces

A \ (��B) = ?

y por la proposición 25 tenemos que

(A+B) \ � = ?:

Entonces jA+Bj � p� 1; ya que � =2 A+B: Pero

p� 1 = min fp; jAj+ jBj � 1g ;

esto se sigue de que jAj =
��B�� = p� jBj y jAj+ jBj = p: Utilizando el

teorema de Cauchy-Davenport

p� 1 = min fp; jAj+ jBj � 1g � jA+Bj � p� 1

por lo que jA+Bj = p� 1: Entonces (A;B) es un par crítico.

(iv) Si A y B estan en progresión aritmética con la misma diferencia,
tenemos que A = [0; a� 1] y B = [0; b� 1]; entonces

A+B = [0; a+ b� 2]:

Luego,

jA+Bj = j[0; a+ b� 2]j = a+ b� 1
= min fp; jAj+ jBj � 1g :

Nuevamente, (A;B) es un par crítico.



Ahora consideremos la necesidad ()). Supondremos que (A;B) es un
par crítico.

(a) Si jAj+ jBj > p; tenemos el (i).

(b) Si jAj+ jBj = p; entonces

jA+Bj = jAj+ jBj � 1 = p� 1

y así (A+B) = � para alguna � 2 G: Se sigue que

(A+B) \ � = ?;

y utilizando la proposición 25 A\(��B) = ?. Entonces A � (��B):
Pero

jAj = p� jBj = p� j(��B)j =
���(��B)��� ;

por lo que A = (��B) y tenemos (iii).

(c) Si jAj + jBj < p; la prueba la haremos por inducción sobre la suma
jAj+ jBj = a+ b.

(i) Primer caso de la inducción es cuando a + b = 6 o sea a = 3;
b = 3; pero por el Lema 24 sabemos que A y B estan en progresón
aritmética con la misma diferencia.

(ii) Supongamos que A y B están en progresión aritmetica con la
misma diferencia si 3 � a; b; a+ b � r

(iii) Demostraremos que A y B están en progresión aritmética con la
misma diferencia si 3 � a; b; a + b = r + 1: Si a = b = 1

2
(p � 1);

A yB están en progresión aritmética por el Colorario 28. Entonces
si a = b podemos suponer que a 6= 1

2
(p � 1) También podemos

suponer que a � b y que b � 4: Por el Lema 29 existen b1; b2 2 B
tales que

(C +B) \ (C + b1) \ (C + b2) 6= ?;
donde C = A + B; por lo que también existen c 2 C; � 2 C + B;
b3 2 B tales que

� = c+ b3 2 (C +B) \ (C + b1) \ (C + b2) 6= ?



Sea B1 el conjunto de elementos ! 2 B tal que � � ! 2 C; y
B2 = B1 \ B: Entonces b1; b2 2 B2 y b3 2 B1; 2 � jB2j � b � 1:
Aseguramos que (A;B2) es un par crítico; ya que si no fuera el
caso se tendría que

jA+B2j > a+ jB2j � 1:

Ahora (� �B2) \ C = ?, ya que B2 = B1: Tenemos que

(� �B2) \ (A+B1) = ?;

y así por la Proposición 26,

(� �B1) \ (A+B2) = ?: (3)

Entonces, como � �B1 � C; A+B2 � C; se sigue que

j(� �B1) [ (A+B2)j � jCj ;

j(� �B1) [ (A+B2)j
= j(� �B1)j+ j(A+B2)j � j(� �B1) \ (A+B2)j � jCj ;

y por (2) se obtiene que

j(� �B1)j+ j(A+B2)j � jCj ;

j(A+B2)j � jCj � j(� �B1)j ;
j(A+B2)j � jCj � jB1j :

Entonces

jCj � j(A+B2)j+ jB1j > a+ jB2j � 1 + jB1j = a+ b� 1

ya que supusimos que (A;B2) no era un par crítico, lo cual con-
tradice la hipótesis de que (A;B) es un par crítico. Concluímos
que (A;B2) es un par crítico. Si jB2j = 2; A y B2 son progre-
siones aritméticas con la misma diferencia por el Corolario 23 y si
jB2j � 3; A y B2 son progresiones aritméticas con la misma
diferencia por la hipótesis de inducción, observando que
a+jB2j � r, ya que 2 � jB2j � b�1: Entonces A es una progresión
aritmética. Por el Lema 22 A y B son progresiones aritméticas
con la misma diferencia. �



3 Resultados

3.1 Cardinalidad de la suma en dependencia de la
estructura del conjunto 2bA

En esta sección analizamos los cuatro casos mencionados en la introducción.
Sea A � Zp con p un número primo. Podemos suponer que

A = [0; l � 1] [ fa1; a2; :::; akg

con [0; l � 1] (l � 1) la progresión aritmética más grande de A y llamemos

B = fa1; a2; :::; akg:

El elemento más pequeño y más grande de A � Zp serán el más pequeño y
más grande de A vistos en Z, respectivamente.

Proposición 31 Sea A � Zp con jAj = t = l + k � 4 y tal que A no es
progresión aritmética. Si 2b[0; l�1][(B + [0; l � 1]) es un intervalo entonces

j2bA j � 2 jAj � 2:
Demostración. Como 2 b A [ (B + [0; l � 1]) es un intervalo podemos
dividir la demostración en tres casos.

Caso 1: Si 2b[0; l � 1] [ (B + [0; l � 1]) = [0; ak + l � 1] entonces
2bA = [0; ak + l � 1] [ 2bB:



De�namos A0 = (Anfakg)[ flg y B0 = Bnfakg: Entonces tenemos que
2b[0; l � 1] [ (B0 + [0; l � 1]) sigue siendo un intervalo y más aún,

2b[0; l] [ (B0 + [0; l])
es un intervalo. Luego

2bA 0 = [0; ak�1 + l] [ 2bB0 � 2bA = [0; ak + l � 1] [ 2bB
ya que ak�1 � ak � 1: Entonces ak�1 + l � ak + l � 1 y 2bB0 � 2bB:
Por lo tanto j2bA 0j � j2bAj : Continuando con este mismo proceso,
parando antes de que A0 sea un intervalo, tendríamos dos casos:

(a) Cuando A0 = [0; l + k � 2] [ fasg con s 2 [1; k] , as � l + k y
j2bA0j � j2bAj : Pero observemos entonces que

2bA0 = [1; 2l + 2k � 5] [ [as; as + l + k � 2]
por lo que j2bA0j � 2l+2k�5+min fas � l � k + 3; l + k � 1g : Si
el mínimo fuera as� l� k+3 entonces por la condición as � l+ k
tendríamos que as � l � k + 3 � 3; por lo que

j2bA0j � 2l + 2k � 5 + min fas � l � k + 2; l + k � 1g
� 2l + 2k � 5 + 3 = 2l + 2k � 2
= 2(l + k)� 2 = 2 jAj � 2:

Si el mínimo fuera l + k � 1; entonces por la condición l + k � 4
tenemos que l + k � 1 � 3; por lo que

j2bA0j � 2l + 2k � 5 + min fas � l � k + 2; l + k � 1g
� 2l + 2k � 5 + l + k � 1
� 2(l + k)� 5 + 3 � 2 jAj � 2:

(b) Cuando A0 = [0; as][ [as+2; l+k] con s 2 [1; k] y j2bA0j � j2bAj ;
entonces 2bA0 = [1; 2l + 2k � 1] y j2bA0j = 2l + 2k � 1: Y como
j2bA0j � j2bAj entonces tendríamos que
j2bAj � 2l + 2k � 1 = 2(l + k)� 1 = 2 jAj � 1 � 2 jAj � 2:

En ambos casos, si utilizamos el hecho de que j2bAj � j2bA0j
podemos concluir que j2bAj � 2 jAj � 2:



Caso 2: Si 2b[0; l � 1] [ (B + [0; l � 1]) = [0; 2l � 3] [ [a1; p � 1]: Este caso es
análogo al Caso 1, solo tenemos que multiplicar a A por �1, sumarle
l � 1 y la prueba sería la misma.

Caso 3: Si 2b[0; l�1][ (B + [0; l � 1]) = [0; as+ l�1][ [as+1; p�1]: Lo primero
que haremos será quitar los elementos fas+1; :::; akg y transformar a A0
en el conjunto

[p� (k � s� 1 + 1); p� 1] [ [0; l � 1] [ fa1; :::; asg
= [p� k + s; p� 1] [ [0; l � 1] [ fa1; :::; asg:

O sea, lo que haremos será comprimir a A por un lado y con esto reducir
la demostración al Caso 1. Si de�nimos a A0 = (Anfas+1g) [ fp � 1g
demostraremos j2bA0j � j2bAj: Sabemos que

2bA = [0; as + l � 1] [ [as+1; p� 1] [ 2bB
y

2bA0 = [0; as + l � 1] [ [as+2; p� 1] [ 2b(Bnfas+1g):
Como

[0; as+1 + l � 1] [ [as+2; p� 1] � [0; as + l � 1] [ [as+1; p� 1]

y
2b(Bnfas+1g) � 2bB;

entonces 2bA0 � 2bA; por lo que j2bA0j � j2bAj: Continuamos con
este proceso hasta que lleguemos al caso en que

A0 = [p� k + s; p� 1] [ [0; l � 1] [ fa1; :::asg:

Ahora de�namos
A00 = A0 + k � s;

entonces tenemos que

A00 = [0; l + k � s� 1] [ fa01; :::; a0sg

con a0i = ai + k � s con i 2 [1; s] y j2bA00j � j2bA0j : Aplicando el caso
1 a A00 tenemos que

j2bA00j � 2 jA00j � 2



y como jAj = jA0j = jA00j y j2bA00j � j2bA0j � j2bAj por lo tanto
j2bAj � 2 jAj � 2:

Con esto terminamos la demostración. �

Proposición 32 Sea A � Zp con jAj = t = l + k � 4 y tal que A no es
progresión aritmética. Si ([0; l � 1] + B) [ (2bB) es un intervalo y 2bA no
lo es, entonces

j2bAj � 2 jAj � 2:
Demostración. Supongamos que A es el conjunto más pequeño que cumple

j2bAj = 2jAj � 3
y A no es progresión aritmética. Entonces tenemos que

2b[0; l � 1] \ (([0; l � 1] +B) [ (2bB)) = ?:
De�namos A0 = [0; l � 2] [ B y por el hecho de que 2bA no es progresión
aritmética y por la suposición de que j2bAj = 2 jAj � 3 tenemos que

j2bA0j = 2(jAj � 1)� 3:
Como A era el más pequeño, entonces A0 es progresión aritmética, por lo
tanto A es la unión de un intervalo y un conjunto con un solo elemento.
Podemos ahora escribir

A = [0; l + k � 2] [ fag

con a 2 B y a � l + k = jAj � 4: Entonces

2bA = [1; l + k � 5] [ [a; a+ l + k � 2]
y

j2bAj = 2l + 2k � 5 + min fa� l � k + 5; a+ l + k � 1g ;
pero min fa� l � k + 5; l + k � 1g � 3 por lo que

j2bAj � 2jAj � 2:
Con esto, concluímos la demostración. �



Proposición 33 Sea A = [0; l � 1] [ B � Zp con jAj = t = l + k � 4 y A
no es progresión aritmética. Si 2b[0; l � 1] [ 2bB es un intervalo y 2bA no
lo es, entonces

j2bAj � 2 jAj � 2:
Demostración. Sea am 2 B el elemento más pequeño tal que

(am + [0; l � 1]) \ (2b[0; l � 1] [ 2bB) = ?
y aM 2 B el elemento más grande tal que

(aM + [0; l � 1]) \ (2b[0; l � 1] [ 2bB) = ?:
Estos elementos existen ya que 2bA no es un intervalo. Se cumple que

(ai b+ B) 2 (2b[0; l � 1] [ 2bB)
para i = m;m+ 1; :::;M ya que 2bB � (2b[0; l � 1] [ 2bB): Aún más,

([am; aM ] b+ B) � (2b[0; l � 1] [ 2bB)
ya que am + a1; aM + ak 2 (2b[0; l � 1] [ 2bB). Ahora podemos cambiar el
conjunto

fam; am + 1; :::; aMg
por el conjunto [am; am +M �m+ 1]. Si de�nimos

A0 = [0; l � 1] [ fa1; :::am�1; aM + 1; :::; akg [ [am; am +M �m+ 1];

cumpliría que j2bA0j � j2bAj : Esto es porque
2bA0 = 2b[0; l � 1] [ 2bfa1; :::; am�1; aM + 1; :::; akg [

2b[am; am +M �m+ 1] [
(fa1; :::; am�1; aM + 1; :::; akg+ [0; l � 1]) [
([am; am +M �m+ 1] + [0; l � 1]);

2b[0; l � 1] [ 2bfa1; :::; am�1; aM + 1; :::; akg [
2b[am; am +M �m+ 1] [
(fa1; :::; am�1; aM + 1; :::; akg+ [0; l � 1]) � 2bA



y

j([am; am +M �m+ 1] + [0; l � 1])j � jfam; am + 1; :::; aMg+ [0; l � 1]j ;

donde

([am; am +M �m+ 1] + [0; l � 1]) \ (2b[0; l � 1] [ 2bB) = ?;
(fam; am + 1; :::; aMg+ [0; l � 1]) \ (2b[0; l � 1] [ 2bB) = ?:

Hagamos otra modi�cación a A0; la cual consiste en que

[0; l � 1] [ fa1; :::; am � 1; aM + 1; :::; akg

lo volvamos un solo intervalo, el cual es

[p� (k � (M + 1) + 1); l � 1 +m� 1] = [p� k +M; l +m� 2]:

Observemos que

2b[p� k +M; l +m� 2] � (2b[0; l � 1] [ 2bB)
es un intervalo. Tenemos entonces que 2bA0 � 2bA y como A0 es la unión
de dos intervalos, con un pequeño cálculo podemos observar que

j2bA0j � 2 jA0j � 2;
por lo que

j2bAj � 2 jA0j � 2 = 2 jAj � 2;
lo cual queríamos demostrar. �

Proposición 34 Sea A � Zp con jAj = t = l + k � 4 y A no es progresión
aritmética. Si

2b[0; l � 1] [ (B + [0; l � 1]) [ 2bB = 2bA
es un intervalo, entonces

j2bAj � 2 jAj � 2:



Demostración. Como 2bA es un intervalo, entonces podemos suponer que
es de la forma [r; p� 1] [ [0; s] : Como (B + [0; l � 1]) � 2 b A y
ai,ai + l � 1 2 (B + [0; l � 1]) ; entonces

ai + l � 1 2 [r; p� 1] [ [0; s] ;
ai 2 [r; p� 1] [ [0; s]

para toda i = 1; :::; k: Fijemos M 2 [1; k] tal que

ai + l � 1 2 [0; s] si i �M

y
aj + l � 1 2 [r; p� 1] si M < j:

El caso en que M = 1 o M = k; se analiza al �nal de la prueba. De�namos
el siguiente procedimiento que dividiremos en dos etapas:

Etapa 1: Sea A0 = (A� faM+1g) [ fp� 1g ; entonces

2bA0 � [r; p� 1] [ [0; s]
ya que

aw < aM+1 < at;

aM+1 + l � 1 � at + l � 1 + p� 1 = at + l � 2

y
0 < aw + p� 1 = aw � 1 � aM

para toda 1 � w < M + 1 < t < k: Este argumento nos lleva a que

j2bA0j � j [r; p� 1] [ [0; s] j = j2bAj:
Siguiendo el argumento anterior para cada aj con j > M + 1; se llega
a que

A0 = (A� faM+1; aM+2; :::; akg) [ [p� (k �M); p� 1]

y
2bA0 � [r; p� 1] [ [0; s] :

Por lo que
j2bA0j � j [r; p� 1] [ [0; s] j = j2bAj:



Con el proceso anterior, el conjunto A0 quedó transformado en

A0 = [p� k +M; l � 1] [ fa1; :::; aMg :

La suma b+ de A0 es
2bA0 = 2b [p� k +M; l � 1] [ (fa1; :::; aMg+ [p� k +M; l � 1]) [

2b fa1; :::; aMg ;
con la propiedad

2bA0 � [r; p� 1] [ [0; s] :
Etapa 2: Intercambiando aM por l , tenemos que

A0 = [p� k +M; l] [ fa1; :::; aM�1g

y
2bA0 � [r; p� 1] [ [0; s] = 2bA

ya que

aM�1 + 1 � aM ;

aM�1 + l � aM + l � 1 � s

y
2l � 1 � a1 + l � 1 < s:

Continuamos la etapa 2 y nos detenemos cuando A0 tenga un solo hueco
de longitud 1: Así tendríamos dos posibles casos con la propiedad

2bA0 � [r; p� 1] [ [0; s] = 2bA:
Caso 1: Si

A0 = [p� k +M; l +M � 2] [ fawg
con w 2 [1;M � 1] y aw � k + l, entonces

2bA0 = [p� 2k + 2M + 1; 2l + 2M � 5] [
[aw + p� k +M;aw + l +M � 2] :



(a) Si aw+ p� k+M 2 [p� 2k + 2M + 1; 2l + 2M � 5], entonces los
intervalos de 2bA0 se intersectan. Como l +M � 3 < aw; se tiene
que

2l + 2M � 5 < aw + l +M � 2:
Obtenemos con esto que

j2bA0j = (p� 1)� (p� 2k + 2M + 1) + aw + l +M � 1
= 2k �M + l + aw � 3;

y ya que aw > l; se sigue que

M + 2k + l + aw � 3 > 2k + 2l � 3 +M
= 2(k + l)� 3 +M
= 2 jAj � 3 +M;

por lo que
j2bAj � j2bA0j > 2 jAj � 3 +M:

(b) Si aw+p�k+M =2 [p� 2k + 2M + 1; 2l + 2M � 5] ; los intervalos
de 2bA0 son disjuntos, por lo que la cardinalidad de 2bA0 sería
aún mayor que en el caso (a), y con esto se obtiene el resultado
deseado.

Caso 2: Si
A0 = [p� k +M; l + c1 � 1] [ [l + c1 + 1; l + c1 + c2]

donde c1 + c2 =M; entonces

2bA0 = 2b [p� k +M; l + c1 � 1] [ 2b [l + c1 + 1; l + c1 + c2]
[ ([p� k +M; l + c1 � 1] + [l + c1 + 1; l + c1 + c2])

= [2p� 2k + 2M + 1; 2l + 2c1 + 2c2 � 1] ;

con lo que

j2bA0j = j[2k + 2M + 1; 2l + 2c1 + 2c2 � 1]j
= ((2p� 1)� (2p� 2k + 2M + 1) + 1) +

((2l + 2c1 + 2c2 � 1) + 1)
= 2k � 2M + 2l + 2c1 + 2c2 � 1
= 2(k + l)� 2M + 2(c1 + c2)� 1
= 2 jAj � 2M + 2M � 1 = 2 jAj � 1 > 2 jAj � 3:



Con esto, concluimos en ambos casos que

j2bAj � j2bA0j � 2 jAj � 2:
Sólo nos falta considerar el caso en que la M no existe. Que la M no
exista quiere decir que

ai + l � 1 2 [0; s]

o
ai + l � 1 2 [r; p� 1]

para toda i 2 [1; k] : Si ai + l � 1 2 [0; s], aplicamos la etapa 2 del
procedimiento y obtenemos el resultado. Si ai + l � 1 2 [r; p� 1],
multiplicamos por �1 y le sumamos l � 1 al conjunto A, y con esto
transformamos al caso ai + l � 1 2 [0; s] ; analizado anteriormente. �

Finalizamos con un resultado muy sencillo que se deja al lector:

Proposición 35 Sea ? 6= A � Zp; donde jAj � 2: Si A es una progresión
aritmética, entonces

j2bAj = 2 jAj � 3:
3.2 Problemas directos con sumas de residuos distintos

Sea A =
k�1S
l=0

[ml; nl � 1]; donde k � 2, m0 = 0, ml � nl�1 + 1 (l 2 [1; k � 1]),
nk�1 � p � 1: De�nimos m y M como la longitud mínima y máxima de
los intervalos de A; respectivamente. Los intervalos de A serán llamados los
huecos de A � Zp: Para los siguientes lemas, k y j son el número de intervalos
de A y B; respectivamente, y � el número de huecos de B: Nosotros decimos
que � intervalos están igualmente distribuidos en A y B si el orden en el cual
aparecen en la secuencia de intervalos coincide en ambos conjuntos A y B:
Usaremos los siguientes lemas (lemas 3.7, 3.16 y 3.18 de [6] ):

Lema 36 Si m � 2 y todos los huecos de B tienen longitud menor que o
igual a m� 1 excepto uno de longitud mayor que o igual a M; entonces

jA+Bj � jAj+ jBj+ k + j � 3:



Lema 37 Supóngase que A0 y B0 son conjuntos que satisfacen las
condiciones del Lema 36 con k � 1 y j � 1 (k; j � 2) intervalos respecti-
vamente, y tal que 0; 1 =2 A0; 0; 1 =2 B0 y jA0 +B0j � p � 4: Sea A = [0] [ A0
y B = [0] [B0: Entonces

jA+Bj � jAj+ jBj+ k + j � 4:

Lema 38 Supóngase que A0 y B0 son conjuntos que satisfacen las
condiciones del Lema 36 con k � � y j � � (k; j � 2 y 1 � � � k; j)
intervalos respectivamente, y tal que jA0 +B0j � p � 4: Sean los conjuntos
A y B la unión de A0 y B0 respectivamente, con � intervalos de longitud 1
igualmente distribuídos. Entonces

jA+Bj � jAj+ jBj+ k + j � 3� �:

Proposición 39 Si m � 2 y 2 b A es un intervalo entonces 2A es un
intervalo.

Demostración. Como 2bA es un intervalo, podemos transformar a A de
tal forma que 2bA = [0; l]: Sabemos que

2A = 2bA [ f2aja 2 Ag;
y supongamos que 2A no es un intervalo, o sea, existe a 2 A tal que 2a > l+1:
Como m � 2; entonces existe un intervalo de longitud mayor que dos tal que

a 2 [mi; ni � 1]

y
2a > l + 1:

De aquí se desprenden tres posibles casos:

Caso 1: Si a 6= mi; ni � 1 entonces j[mi; ni � 1]j � 3: Como a 2 [mi; ni � 1]
y j[mi; ni � 1]j � 3 entonces existen mi1 ;mi2 2 [mi; ni � 1] tales que
2a = mi1 + mi2 con mi1 6= mi2 o sea que 2a 2 2bA; lo cual es una
contradicción.

Antes de ver el segundo caso, es importante recordar que
mi + 1 2 [mi; ni � 1] ya que j[mi; ni � 1]j � 2 para toda i = 0; 1; :::; k � 1:
También veamos que mi + mi + 1 = 2mi + 1 2 2bA, lo que implica que
2mi + 1 2 [0; l]:



Caso 2: Si a = mi entonces 2a = 2mi y como 2mi+1 forma parte del intervalo
[0; l] entonces lo haría también 2a; lo cual es una contradicción.

Caso 3: Si a = ni � 1 entonces por un argumento similar al Caso 2 llegamos a
una contradicción. Por lo tanto 2A es también un intervalo: �

Proposición 40 Sea 2bA un intervalo y m � 2; entonces

j2bAj � 2 jAj+ 2k � 5:
Demostración. Por la proposición anterior y el hecho de que 2bA es un
intervalo podemos suponer que 2A es un intervalo.
Como 2A es un intervalo, entonces por el Lema 36, se cumple que

j2Aj � 2 jAj+ 2k � 3:

Como 2bA y 2A son intervalos y 2bA � 2A; entonces podemos suponer que
2bA = [s; t] y 2A = [0; l] con 0 � s � t � l:
Detengámonos un momento para demostrar que j2bAj+2 � j2Aj usando

el hecho de que 2bA y 2A son intervalos. Tenemos cuatro casos:
Caso 1: Si s = 0; l = t entonces 2 b A = 2A; por lo que se cumple que

j2bAj+ 2 � j2Aj:
Caso 2: Si s 6= 0 y t 6= l entonces estamos diciendo que 0; l =2 2bA; por lo que

0 = 2a

con a 2 [mr1 ; nr1 � 1] y
l = 2b

con b 2 [mr2 ; nr2 � 1]; entonces a = mr1 y b = nr2 � 1. Ahora

2mr1 = 0

y
2nr2 � 2 = l;

lo cual implica que

2mr1 + 1 = 1

2nr2 � 3 = l � 1;



pero como

j[mr1 ; nr1 � 1]j � 2

j[mr2 ; nr2 � 1]j � 2;

entonces

mr1 + 1 2 j[mr1 ; nr1 � 1]j
nr2 � 2 2 j[mr2 ; nr2 � 1]j ;

por lo que

2mr1 + 1 2 2bA;
2nr2 � 3 2 2bA;
1; l � 1 2 2bA;

j2bAj+ 2 = j2Aj

y por último se cumple que

j2bAj+ 2 � j2Aj:
Caso 3: Si s 6= 0 y l = t; entonces decimos que l 2 2bA y s =2 2bA: Se sigue que

0 = 2a

con a 2 [mr1 ; nr1 � 1]; por lo que existe

mr0 2 [mr1 ; nr1 � 1];

tal que
2mr0 = 0;

lo cual implica que
2mr0 + 1 = 1

y como j[mr1 ; nr1 � 1]j � 2 se puede tomar

mr1 + 1 2 [mr1 ; nr1 � 1];



por lo tanto

2mr1 + 1 2 2bA;
1 2 2bA;

j2bAj+ 1 = j2Aj

y
j2bAj+ 2 � j2Aj ;

que es lo que se quería demostrar.

Caso 4: Si s = 0; l 6= t se aplica un argumento similar al Caso 3.

Por lo tanto j2bAj+ 2 � j2Aj.
Regresando a la demostración original, nosotros sabíamos que

j2Aj � 2 jAj+ 2k � 3 y por lo que se demostró, se cumple que

j2bAj+ 2 � j2Aj � 2 jAj+ 2k � 3
por lo tanto

j2bAj � 2 jAj+ 2k � 5
con k el número de intervalos de A: �

Observación 41 Si en el Lema 40, k = 1; esto es, A es una progresión
aritmética, entonces j2bAj � 2 jAj � 3; y en virtud de la Proposición 35, se
tiene la igualdad en este caso.

Proposición 42 Supongamos que 2bA0 es un intervalo y A0 está formado
por k � 1 intervalos con k � 3 ; m � 2 y 0; 1 =2 A0, j2bAj � p � 6: Sea
A = [0] [ A0 entonces

j2bAj � 2 jAj+ 2k � 7:
Demostración. Sabemos que
1) 2A0 es un intervalo ya que 2bA0 lo es,
2) j2bA0j+ 2 � j2A0j lo cual se demostró en el lema anterior,
3) p� 6 + 2 � j2bA0j+ 2 � 2 jA0j =) p� 4 � 2 jA0j :
Estas son las condiciones del Lema 37, entonces

j2Aj � 2 jAj+ 2k � 4: (4)



Por otro lado sabemos que

2bA = A0 [ 2bA0;
ya que A = [0] [ A0 y 2A = 2bA0 [ A0 [ f0; 2m1; 2nk�1 � 2g: Por tanto

j2bAj+ 3 � j2Aj:
La igualdad se cumple en el caso que

f0; 2m1; 2nk�1 � 2g 2 2bA;
y utilizando (4) tenemos que

j2bAj+ 3 � 2 jAj+ 2k � 4;
j2bAj � 2 jAj+ 2k � 7

con k el número de intervalos de A lo cual queríamos demostrar. �



Comentarios Finales

En la sección 2 algunas demostraciones se reescribieron en lenguaje más
actualizado, lo cual permite tener una lectura más sencilla.
Las demostraciones en la sección 3.1 son fáciles de veri�car siguiendo un

ejemplo. La idea en estas demostraciones es la de reducir los conjuntos sin
aumentar su cardinalidad. Con la técnica utilizada para resolver los casos en
la sección 3.1 se podría demostrar, con las mismas hipótesis, cuales son los
conjuntos que cumplen 2bA = 2 jAj � 2, ya que todos los conjuntos pueden
ser reducidos a conjuntos que son la unión de dos intervalos o la unión de un
intervalo un elemento. Solo hay que tener mucho cuidado con la cardinalidad
de A: En el caso que no se incluye no se puede utilizar esta técnica, ya que
no tenemos manera de mantener un orden y por lo que llega un momento en
que se pierde el control de las cardinalidades. Se logró hacer para este caso
una demostración que no se pudo simpli�car, por lo que no se incluyó en la
tesis.
En el estudio del problema original se fueron dando algunos resultados del

artículo de B. Llano [6] de forma casi directa. La idea en esto fue considerar
que si 2 A es un intervalo, entonces también lo es 2bA: Con esto, los resultados
son casi inmediatos.
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