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INTRODUCCION

La radiacion solar es la principal fuente de energia de los procesos atmosféricos, desde la escala atémico-
molecular hasta los movimientos de gran escala como los huracanes, procesos que determinan el estado
del tiempo dia a dia y el clima en cada region del planeta. La radiacion electromagnética interacttia con los
gases, aerosoles y particulas presentes en la atmdsfera, lo que resulta en la absorcion, reflexién, dispersion
y emision de energia radiante. Estas interacciones determinan la distribucién espacial y temporal de
la energia y la temperatura en cada punto del espacio. Son precisamente los gradientes espaciales de
temperatura los que dan lugar a la circulacion atmosférica en sus diferentes escalas espaciales y temporales.
En principio, la interaccion de la radiacion solar con los diferentes componentes del sistema tierra se
puede estudiar con mecénica cudntica, pero trabajar en una escala atbmico-molecular resulta imposible
cuando se desea estimar el campo de radiaciéon en un modelo atmosférico global, por ejemplo, tanto por
las dimensiones del sistema tierra (compuesto por la geosfera, la hidrésfera, la atmésfera y la bidsfera)
como por la heterogeneidad de sus propiedades. Cuando la naturaleza cuédntica de la interaccion de la
radiaciéon con un medio no es relevante, podemos usar el electromagnetismo clésico y la dptica clésica, los
cuales estan basados en las ecuaciones de Maxwell, la mecdnica de Newton y la fuerza de Lorentz. Esta es la

aproximacion que usaremos en este trabajo.

En el capitulo 1 reportamos la deduccion de la ecuacion de ondas electromagnéticas para medios isotrépicos
lineales no homogéneos (como la atmésfera). En la seccion 1.4 se introducen conceptos hidrodindmicos
para resolver la ecuacion de transporte. El concepto de particula puntual (o particula hidrodindmica)
permite reemplazar la ecuacién de transporte por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias cuya
solucion es la trayectoria de particulas hidrodindmicas. Estas trayectorias son ejemplos de las asi llamadas
curvas caracteristicas usadas en la literatura matemadtica para resolver ecuaciones diferenciales parciales de
primer orden y de las cuales la ecuacion de la eikonal (la principal ecuacion de la 6ptica geométrica) es un
caso particular. Para familiarizar al lector con el concepto de curva caracteristica, resolvemos la ecuacion
de onda unidimensional usando dicho concepto. En la seccién 1.5 reportamos la solucién de la ecuacion
de ondas escalares tridimensionales y su aplicacion para demostrar el principio de Huygens. En la seccion
1.6 se demuestra que la ecuacion de ondas escalares tridimensionales admite una solucion en serie de
potencias de un pardmetro pequefio para puntos lejanos a la fuente o para nimeros de onda grandes.
Esta serie permite reemplazar la ecuacién de onda por un conjunto de ecuaciones de transporte, a orden
cero aparece la ecuacion de la Eikonal. Damos el método de solucion de la eikonal ¢ por medio de las
asi llamadas curvas caracteristicas en un espacio xyzr donde 7 es un parametro. La proyeccion de estas
curvas en el espacio fisico xyz son los llamados rayos sobre los cuales se propaga la energia de una onda. Se
demuestra que los rayos son ortogonales a una superficie sobre la cual ¥ es constante, superficie mejor
conocida como un frente de onda. Los resultados generales se ilustran con algunos ejemplos analiticos.
Reportamos la forma vectorial de la ecuacion de los rayos ya que dicha forma es la que se obtiene a partir de

las ecuaciones de Maxwell.

En la secciéon 1.7 empleo las ecuaciones de Maxwell para un medio isotrépico lineal y no homogéneo
(con indice de refraccion dependiente de la posicién) para deducir la ecuacion vectorial de la eikonal S
(usando la notacién de Max Born) y la ecuacion vectorial de los rayos (curvas ortogonales a la superficie S =
constante) sobre los cuales se propaga la energia electromagnética. La ecuacion vectorial de los rayos es

similar a la segunda ley de Newton, con la longitud de arco s jugando el papel del tiempo t. Esto permite usar
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métodos de la mecénica para resolver la ecuacion vectorial de los rayos. En particular, utiliz6 los andlogos de
momento angular y la conservacion de la “energia” para demostrar que en un medio con simetria esférica,
cada rayo es una curva plana que pertenece al plano definido por su posicién y direccién iniciales. Este
resultado se usa en este trabajo para calcular numéricamente el rayo que conecta a dos puntos arbitrarios

en una atmésfera hidrostética sobre un modelo esférico terrestre (Capitulo 5).

La aproximacion de la ptica geométrica es uno de los pilares para calcular el flujo de energia electromagné-
tica en medios isotrépicos lineales como la atmésfera terrestre, ya que se parte del hecho de que la energia
se propaga a lo largo de rayos. La ecuacion de transferencia radiativa es una ecuacion escalar que cuantifica
el balance (o conservacién) de la energia a lo largo de un rayo arbitrario. Esta es la ecuacién fundamental
que se resuelve en modelos meteoroldgicos y en otros campos como la medicina o la percepciéon remota,
para calcular la interaccién de la radiacion electromagnética con un medio. En la literatura meteorolégica
se usan modelos de transferencia radiativa donde se parte de la aproximacion de que la radiacién solar
se propaga en lineas rectas y donde el indice de refraccion sélo varia en planos paralelos, despreciando
la refraccion inducida por la variacion espacial del indice de refraccion. El objetivo principal del presente
trabajo es calcular la refraccion de un rayo considerando la variacion del 6ndice de refraccién en una
atmosfera hidrostatica con simetria esférica. Esto como un paso preliminar para calcular los efectos de la

refraccién en modelos atmosféricos de balance radiativo.

En el capitulo 2 reportamos los modelos clasicos de Cauchy y Sellmeier para el indice de refraccién, modelos
que dependen de la frecuencia de oscilacion de la radiacién. Reportamos el modelo del indice de refraccion
de Rodgers [1], el cual es una funcién de la presion, la temperatura y el vapor de agua. En este trabajo
usamos el modelo de Rodgers para resolver la ecuacion de los rayos de luz debido a que es una expresion
sencilla del indice de refraccion del aire, que nos permite usar modelos de referencia hidrostaticos de la
atmosfera terrestre. Esto plantea la necesidad de calcular la variacion espacial de la presion y la temperatura
atmosféricas, problema que abord6 en el capitulo siguiente.

En el capitulo 3 esta dedicado al célculo de la presion y la temperatura del aire para el caso de una atmoésfera
hidrostética (en reposo con respecto a una tierra rotante). En la secciéon 3.1 damos una deduccion de la
ecuacion de estado para la atmosfera y en la seccién 3.2 damos un resumen de las relaciones entre variables
termodindmicas para el caso de un gas ideal en un recipiente que esta en equilibrio termodindmico. Es claro
que una atmoésfera hidrostética no estd en equilibrio termodindmico por que sus propiedades cambian
significativamente con la altura. Por ejemplo, la presién y temperatura no es la misma en Acapulco que en el
Popocatépetl. En la seccion 3.4 describimos la asi llamada hip6tesis de equilibrio local para justificar el uso
de las relaciones termodindmicas de equilibrio, incluida la ecuacion de estado, y explicamos el concepto de
particula puntual en un fluido concebido como un medio continuo. En la seccién 3.5 aplic6 la segunda ley
de Newton a una particula de fluido en una atmdsfera fija a la tierra, para deducir la ecuacién hidrostética
donde aparece el asi llamado geopotencial, el cual es la suma del potencial gravitacional y de la funcién
potencial que da lugar a la aceleracion centripeta que experimenta cada particula de aire por la rotacion
terrestre. Demostramos que una atmasfera hidrostdtica es necesariamente barotropica, es decir, la densidad

p es funcién inicamente de la presion p.

La ecuacion de estado de gas ideal para la atmoésfera s6lo permite reemplazar a p por la temperatura T
en la ecuacion hidrostatica, por lo que, en general, dicha ecuacién s6lo puede resolverse si conocemos la

variacion de T con la altura. Con el propésito de obtener modelos analiticos de la presién p y la temperatura
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T como funcién de la altura, en este trabajo consideramos los casos isotérmico y adiabético. El adiabatico es

el mads realista por que permite la disminucién de la temperatura con la altura.

En el capitulo 4 se plantea las ecuaciones escalares de un rayo en diferentes sistemas de referencia fijos a
la tierra. En la seccién 4.1 damos una revision de la importancia del célculo de rayos para la simulacién
computacional de imdgenes. En la seccidn 4.2 reportamos las expresiones necesarias para definir la posicion
del sol en un sistema de referencia inercial con origen en el centro de masa terrestre. En la secciéon 4.3
damos una deduccién general de la ecuacion vectorial de un rayo en un sistema cartesiano fijo a la tierra, y
reportamos las ecuaciones escalares correspondientes. Estas ecuaciones se escriben como un sistema de
seis ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden para resolverlas numéricamente con el método de
Runge-Kuta de cuarto orden. La originalidad y lo que difiere en este trabajo estd en la seccién 4.3 donde
reduzco las ecuaciones escalares a una sola ecuacién de segundo orden. Esta simplificacién es importante
para poder calcular el rayo que va de un punto a otro como un problema con condiciones de frontera, en

lugar de un problema de valores iniciales, como normalmente se hace.

En la seccién 4.4 introducimos el sistema de referencia primario XY Z el cual es el sistema fijo a la tierra
que se usa en ciencias de la tierra para estudiar fenémenos geofisicos. En este sistema se definen las
coordenadas geogradficas A¢R que usamos para calcular el gradiente del indice de refraccién Vn. En la
seccion 4.5 introducimos un sistema local x y z asociado a la posicién de un observador para calcular la
posicion del sol respecto al observador, y dar los cambios de coordenadas necesarios para calcular Vz en
dicho sistema. En la seccion 4.6 introducimos un sistema local x yp zy orientado con el sol para aprovechar
la simetria cilindrica de los rayos del sol que llegan a un observador y calcular dichos rayos resolviendo la

ecuacion diferencial de segundo orden reportada en la seccién 4.3.1 con condiciones a la frontera.

El capitulo 5 esta dedicado a la solucién de las ecuaciones escalares de un rayo. Esto incluye la solucion del
sistema de seis ecuaciones de primer orden con el método de Runge-Kuta de cuarto orden y el método de

shooting para resolver la ecuacion de la seccién 4.3.1 con condiciones a la frontera.

El capitulo 6 esta dedicado a reportar resultados numéricos. Como resultado obtuvimos que al reducir
el problema a una sola ecuacion de segundo orden seccién 4.3 para poder calcular el rayo que va de un
punto a otro como un problema con condiciones de frontera, en lugar de un problema de valores iniciales,
empleando el método de shooting no lineal se demuestra que se rompe la simetria de la imagen del sol
en el eje z del observador dando una mayor similitud a lo que se percibe en la realidad durante un ocaso,
lo que prueba que la simulacién reportada en [2] no se observa esta caracteristica importante debido al
planteamiento como un problema de valores iniciales, reportando una imagen simétrica en ambos ejes

como una elipse que a su vez nos permite validarlo con el programa de 6 ecuaciones de primer orden.
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Capitulo 1

FUNDAMENTOS TEORICOS

En este capitulo damos algunas de las bases tedricas de la 6ptica geométrica, la cual simplifica la solucién
de las ecuaciones de Maxwell a la integracion de ecuaciones diferenciales ordinarias. En la secciones 1.1
a 1.3 damos un resumen de la deduccién de las ecuaciones de ondas electromagnéticas. En la seccién
1.4 resolvemos la ecuacion de transporte y la ecuacién de onda escalar unidimensional con un enfoque
hidrodindmico donde aparece por primera vez el concepto de curva caracteristica. En la secciéon 1.5 damos
algunas soluciones de la ecuacion de onda escalar en el espacio fisico tridimensional. La seccién 1.6 esta
dedicada a la solucién de la ecuaciéon de onda escalar usando la aproximacion de la éptica geométrica, la
cual es una aproximacion asint6tica que reemplaza la ecuacién de onda por una sucesién de ecuaciones
diferenciales parciales de primer orden, entre las cuales destaca la ecuacion de la eikonal. Estas ecuaciones
se resuelven integrando sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias , cuyas soluciones son las asi
llamadas curvas caracteristicas. La proyeccion de las curvas caracteristicas en el espacio fisico xyz son
curvas llamadas rayos, sobre los cuales se propaga la energia de una onda. En la seccién 1.7 usamos la
aproximacion de la 6ptica geométrica a la solucion de las ecuaciones de Maxwell en un medio isotrépico y
lineal pero no homogéneo como la atmésfera (con indice de refraccion variable). El resultado principal es la
ecuacion de la eikonal para ondas electromagnéticas y la ecuacién de los rayos correspondientes, las cuales

coinciden con las ecuaciones reportadas en la seccién 1.6 para ondas esclares.

1.1. Ecuaciones de Maxwell

Maxwell, estudié cada una de las aportaciones de: Faraday, Gauss y Ampére, cada uno de ellos estudiaron
los fen6menos electromagnéticos con diferentes concepciones. La gran contribucion de Maxwell consisti6
en unificar las ideas de cada uno de ellos en las ecuaciones que describen por completo los fen6menos

electromagnéticos clasicamente. Las ecuaciones que sintetizan la teoria de Maxwell [10]

V-D=p, (1.1)
V-B=0 (1.2)
VXE:—G—B (1.3)
ot
vxH=);+ 22 (1.4)
ot

El subindice en p yJ¢, indica las cargas y corrientes libres. Una de las contribuciones de Maxwell a la teoria
electromagnética consistié en agregar el ultimo término de (1.4), conocido como corriente de desplaza-
miento ya que sin esté término se presentaba una inconsistencia a partir de la conservacion de la carga
mediante

V. —=0. 1.
Jr+ ot 0 (1.5)

La ecuacion (1.1) resume la ley de Coulomb de la fuerza entre cargas puntuales mas los efectos eléctricos

de la materia. La ecuacion (1.2) es una consecuencia de la ley de Ampére de la fuerza entre corrientes y
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ademads nos da informacion sobre la no existencia de cargas magnéticas libres. La ecuacion (1.3) representa
la ley de Faraday de la induccién y por dltimo la ecuacién (1.4) incluye la ley de Ampére para la fuerza entre

corrientes mas los efectos magnéticos de la materia.

Una importante y simplificadora situacion especial ocurre cuando se manejan medios isotropicos homogé-

neos lineales (i.1.h.), para tal caso, el vector de desplazamiento [1][11]
D =¢¢E+P. (1.6)
Para medios i.l.h. el vector de polarizacion es
P=y.€6E, 1.7)
evaluando en la expresion (1.6) queda de la siguiente forma
D =¢¢E(1 + x.) = xc€E, (1.8)

donde el valor de x.€p = €, el término «, recibe el nombre de constante dieléctrica y representan las

propiedades eléctricas del material por lo tanto, el vector D y E son paralelos como sigue
D =¢€E.

Para un material magnético isotr6pico homogéneo lineal, la magnetizacién resulta ser proporcional y
paralela al campo magnético de modo que
M=y,H, (1.9

X m recibe el nombre de susceptibilidad magnéticay es caracteristica de cada material, de la expresion del
campo magnético

B
H=—-M, (1.10)
)
evaluando (1.9) en (1.10) obtenemos
B =po(1+ ym)M = pox,M,

donde el valor ok, = y, el término «,, recibe el nombre de permeabilidad relativa. Para este caso pero no

universal B y H son paralelos por tanto, queda
B = pH. (1.11)
Las ecuaciones constitutivas para medios isotrépicos homogéneos lineales son
D=¢E, B=puH. (1.12)

Ademads, la corriente libre esta dada por J r = 0 E. Puede que existan corrientes libres presentes en el material
provenientes de fuentes externas, J ¢ representa la corriente libre proveniente de otras fuentes por tanto, la
corriente libre total es

Jp=0E+]y (1.13)

donde o es la conductividad, si evaluamos las expresiones (1.12) y (1.13) en (1.1) a (1.4) obtenemos las

ecuaciones de Maxwell para medios isotropicos homogéneos lineales en funcion de E y H.
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La atmosfera es un medio isotrépico y lineal pero no homogéneo. En este caso las ecuaciones de Maxwell

toman la forma [1]

v.E=" (1.14)
€
V-H=0 (1.15)
VxE=—p (1.16)
X = —U—- .
Har
,  OE
VxH=0E+J, +e— (1.17)
Y

Las ecuaciones de Maxwell antes mencionadas estan dadas en el sistema MKSA (metro, kilogramo, segundo
y ampére). Se pueden escribir las expresiones anteriores para el sistema CGS (centimetro, gramo y segundo).
Otra distincién que debemos notar entre un sistema a otro es a partir de si se encuentran factores de 47. Se
conoce como sistema racionalizado cuando no existen factores de 47 y se conoce como no racionalizado
cuando hay factores de 47 en las ecuaciones de Maxwell. El sistema Gaussiano es un sistema CGS no

racionalizado, e indica que apareceran factores de 47, las ecuaciones de Maxwell [12] adquieren la forma

siguiente
V-D = dnpy
V.-B = 0
VxE 10B
X = ———
c ot

VxH 471] N 10D
X = — -—

c "ot
donde los vectores de campo se relacionan mediante

D=E+47nP, H=B-47M. (1.18)

La ecuacion de continuidad en este sistema conserva su forma (1.5). En (1.18), aparece el vector de polariza-

cién y el de magnetizacién y es debido a la presencia de materia, mediante

P=y.E, M=y,,H.
1.2. Teorema de Poynting
La rapidez con la que se disipa en calor la energia electromagnética por unidad de volumen estd dada

por w =] ¢-E. Si integramos sobre un cierto volumen, obtenemos la velocidad total de pérdida de energia
electromagnética [12],[13],[14] #

W:f wdT:f]f-EdT, (1.19)
1% v
usando la relacion (1.4) en (1.19) queda expresado en funcién de los vectores de campo
oD
W:f E-(VXH)dT—f E-—drt (1.20)
v v Ot

Desarrollando el integrando del primer término resulta E- (VxH) = H- (VxE) -V (E xH), de la cual podemos

hacer uso de la ley de Faraday y del teorema de la divergencia, la expresion (1.20) queda

oD 0B
—f (E-—+H-—)dT:7f/+f(EXH)-da, (1.21)
v ot ot S
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a estd expresion se le conoce como teorema de Poynting de forma general. Resulta més sencillo interpretar

este resultado para medios isotrOpicamente lineales, de las expresiones (1.12) en (1.21) queda

__f (EE2+LBz)dT:f]f.EdHf(ExH).da. (1.22)
v\2 2u 1% N

El integrando del lado izquierdo es la suma de las densidades de energia eléctrica y magnética, la derivada
de esta expresion infiere que los campos varian con el tiempo, esto implica que el integrando representa la
densidad total de energia electromagnética
U=Upg~+ Uy = §E2+$B2,
y la integral representa la energia electromagnética total contenida en el volumen V. Entonces el término de
lado izquierdo de (1.22) representa la rapidez de disminucion de la energia total. El primer término de lado
derecho representa la velocidad con la que esta energia se convierte en calor. Del principio de conservacién
de la energia cualquier cantidad de energia que no se convierta en calor debe salir del volumen V a través de
su frontera S. El Gltimo término de (1.22)
fs (ExH)-da,

representa la rapidez con la que fluye la energia a través de la superficie limitante. El tltimo término del
integrando de (1.22)
S=ExH (1.23)

como la rapidez con la que fluye la energia electromagnética por unidad de superficie. La cantidad S,
se conoce como vector de Poynting; su direccién es la misma que la del flujo de energia. En el sistema
Gaussiano el vector de Poynting es

S = ﬁ(ExH) (1.24)

1.3. Ecuacién de ondas electromagnéticas

El principio, se acepta que cualquier solucién de las ecuaciones de Maxwell que satisfaga condiciones
de frontera dadas en un posible campo electromagnético que podria ser producido por una distribuciéon
apropiada de cargas y corrientes. Sin embargo, en la practica no resulta conveniente tratar de resolver
ecuaciones de Maxwell indiscriminadamente, si no buscar soluciones de algun tipo en particular, o aquellas
que parezcan ser apropiadas para la situacién de interés en un momento dado. En primer lugar se estudian
varios ejemplos de este ultimo procedimiento para campos que dependen del tiempo, postergando de

momento la cuestién de cémo se podrian producir dichos campos en caso de que se deseara hacerlo.

Consideremos las ecuaciones de Maxwell (1.14)—(1.17) para medios isotropicos y lineales, omitiremos el
subindice f enla densidad de carga y en la corriente para simplificar la notacién. Ademds vamos a suponer
que no existen cargas o corrientes libres externas en la region de interés, es decir se toma p =0y J =0.
Aplicando el rotacional a la Ley de Faraday se obtiene

1 1 OoH
VX(—VXE)+—VX(—):O,
U c ot
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ya que H, se supone que es una funcién que muestra un buen comportamiento, las derivadas respecto al
espacio y al tiempo pueden intercambiarse y asi poder hacer uso de la ley de Ampére y obtener
v ( Ly E) LR
x|[—V x ——7F=0,
u c? 0r?
usando las identidades V x (uv) = uV xv+ (Vu) xv yVx (Vxv) =V(V.v) - V2vy, se tiene

, . €uo’E
\Y% E——2W+V(lnu)xVxE—V(V-E)=0, (1.25)
C

para el dltimo término de (1.25) junto con la relacién constitutiva para el campo D tomando la divergencia
de V- (eE) dado por
eV-E+E-Ve=0,
por lo tanto (1.25), se puede escribir de la forma
el 0°E
c? 0t?

De una forma similar podemos obtener una ecuacién para H, tomando el rotacional de la ley de Ampére

VZE +V(ny) x VxE+V(E-Vine) =0. (1.26)

quedando

5 eu0’°H
Vv H——2W+V(ln€)><V><H+V(H-Vlnp):O. (1.27)
c

Para medios homogeneos VInpu = Vine = 0lo que reduce (1.26) y (1.27) a

2p _CHOE _
c2 o2

2y CHOH _

0, =
c? 01

(1.28)
Como veremos abajo, estas expresiones indican la existencia de ondas electromagnéticas que se propagan a

una velocidad v = —£

3

1.4. Enfoque hidrodindmico de las ecuaciones de transporte y onda 1D

Las ecuaciones (1.28) implican que, para un medio isotropico lineal y homogéneo, las componentes de
los campos E y H satisfacen la ecuacién de onda, por lo que en esta seccion estudiaremos brevemente
las propiedades de las soluciones de la ecuacion de onda escalar y su célculo con el concepto de curva
caracteristica. En esta seccién usamos conceptos hidrodindmicos para resolver la ecuacién de transporte y
ecuacion de onda unidimensional. Este enfoque permite introducir el concepto de curva caracteristica que
en el contexto de la 6ptica geométrica recibe el nombre de rayo, a cuyo calculo dedicamos los capitulos

restantes de esta tesis.

La hidrodindmica clésica es una teoria de campos donde cada punto en un fluido se concibe como una par-
ticula fisica con propiedades como la temperatura, la densidad de masa, presion, y propiedades cinemadticas
como la posicidn, velocidad y aceleracién. Uno de los conceptos bésicos de esta teoria de campos es que
dada una particula tiene una identidad propia, es decir, sigue una trayectoria propia y no se intersecta (en un
tiempo finito) con la trayectoria de otra particula. Esta hipoétesis equivale a suponer que existe una relacion
uno a uno entre las coordenadas iniciales (o lagrangianas) xy, yo, 2o, ,y sus coordenadas instantdneas x, y, z

(o eulerianas)[13, 15]

x=x(t,%0,¥0,20), ¥=y(t,%0,¥020), z2=2(t,%0,Y0,20)-
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Estas relaciones (que llamaremos mapeo lagrangiano) constituyen las ecuaciones paramétricas de una
curva (o trayectoria de particula) que parte del punto (xo, yo, 20). La hipétesis hidrodindmica es que las

ecuaciones anteriores son invertibles

x0:x0(t)x)y)z)) yOZJ/O(f»X,y,Z)» ZOZZO(I,X;J/,Z) .

A estas ultimas relaciones las llamaremos mapeo euleriano. El valor de una propiedad g que atribuimos a

una particula podemos indicarla en su forma lagrangiana

qL (t, X0, Yo, Zo)

o en su forma euleriana
qe (t,x,y,2).

Es claro que el valor de g debe ser el mismo en ambas representaciones
qL (l‘,xo,J/o; Z) =JqE [t)x(t’xO»y07ZO))y(ter)y07ZO) ,Z(t, xOryO’ZO)] .

Derivando con respecto a ¢ y usando la regla de la cadena obtenemos la identidad

dqr 0qg 0qr 0qr  0qg
ar ot Yox Yoy Wz

donde u, v, w, son las componentes de la velociad instantdnea
dx dy dw
— = U, —_— =V, —=Ww,
dt dt dt

que podemos considerar en su forma lagrangiana

U = dx(t,XO,YO»ZO) Ur = dJ’(t,xoyJ’O»ZO) wr = dy(t,xO;J/O»ZO)
L= dt e dr e dt '

Sustituyendo el mapeo euleriano obtenemos la forma euleriana de u

Ug (t) XY Z) =Uuy [t! X0 (tyxyy) Z),J/O (t) XY Z),Z() (t) XY Z)] ’

y andlogamente para vg (¢, x, y, z), wg (t, X, y, z). Vemos c6mo aplicar estas ideas para resolver la asi llamada

ecuacion de transporte de una propiedad fisica.

En la seccion 1.5.2 damos un resumen de la teoria para resolver ecuaciones diferenciales parciales de
primer orden. De acuerdo con esta teoria, la solucion de tales ecuaciones se reduce al calculo de las curvas
caracteristicas que son la solucion de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. En el contexto de
la hidrodindmica, las curvas caracteristicas son las trayectorias de todas las particulas que constituyen al
fluido.

Solucion de la ecuacién de transporte
Consideremos el problema de calcular la funcién ¢ (t, X, z) que satisface la ecuacion de transporte

oc oc oc oc
A ) -~ y My Vo N y My Vo ~ = y Ay Vo &y ) 12
at+u(t,x,yz)ax+v(txyz)ay+w(z‘xyz)az f(txyz20¢) (1.29)
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sujeta a la condicion inicial

c=c¢y(x,y,2) ent=0, (1.30)

donde ¢y es la distribucion espacial inicial de la variable c. El problema esta en forma euleriana ya que x, y,

z, son las coordenadas instantdneas de una particula de fluido con velocidad

dx dy dz

E—u, E:U, E:w.
Para enfatizar este hecho agregamos el subindice g
0 0 0 0
g +u(t,x,y) % +v(t,x,y) OL; +w(t,x,y,2) % = fe(t,x,y,¢cE) (1.31)
con
ce(t,x,y,2) = co(x,,2) ent=0. (1.32)

El problema (1.31) se resuelve en su forma lagrangiana como sigue:

(i) Integramos el campo de velocidad euleriano

2 it x, y,2), (1.33)

dx dy
_:u(t)x;y)z)) - = U(t)x)y)z)) dl_

dt dt
con X =Xg, ¥y = Yo, 2= 29, en t =0, para obtener el mapeo lagrangiano

x=x(t,%0,¥0,20), ¥=y(t,%0,¥0,20) , z2=2(t,%0,Y0,20) (1.34)

donde xy, o, 2o, son las coordenadas lagrangianas y las coordeandas instantaneas x, y, z, son las eulerianas.

Despejando xy, o, 29, obtenemos el mapeo euleriano
Xo = X0 (ty X, ¥, Z) y Yo=1Yo (t)x) Y Z) »y 20 = 20 (t’x»y) Z) . (135)
(ii) Sustituyendo (1.34) en cg (¢, x, ¥, 2), f (¢, X, y, 2, cg), obtenemos las formas lagrangianas de cg, fg, a saber,

ce(t,x,y,2) (1.36)

c (t, %0, Y0, 20)

fi(t, %0, ¥0,, 20, c1)

fe(t,x,y2,¢cE) .

(iii) La condicioén inicial (1.32) es una expresion lagrangiana ya que en ¢ = 0 las coordenadas eulerianasy

lagrangianas coinciden (x = xp, y = o, 2 = z), por lo que podemos escribir
cr (£ =0, x0, y0,20) = co(X0, Yo, 20) ent=0. (1.37)

Derivando la primera identidad en (1.36) y usando la regla de la cadena obtenemos

dcy _ ocg ocg ocg

e _TE _= — 1.
dr ot “ox "Uay (1.38)

(iv) Usando (1.38), (1.37), (1.36), el problema euleriano (1.31), toma la forma lagrangiana

dCL

— = f1.(,x0, ¥0,20,¢L) con cr = co(Xo,Y0,20) €n t=0.

donde xy, yo, 29, son constantes con respecto a ¢. Resolviendo obtenemos la solucién lagrangiana cy (t, X0, Yo, zo).

(v) Sustituyendo el mapeo euleriano (1.35) en ¢z, (t, X0, Yo, zo) obtenemos la forma euleriana

CE(t)x’y)Z) = CL(t)x()(trx)yyz))yo(tyx>y’z))z()(tyx;yyz)) .
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que es la solucion deseada de la ecuacién de transporte (1.29) sujeta a la distribucién inicial (1.30) de la

propiedad transportada c.

Ejemplo. Consideremos la soluciéon de

oc oc

0
a—t+xa—y£:1+xy conc=x+y en t=0. (E1)
Integrando el campo de velocidad X =X, y = —y, obtenemos los mapeos lagrangiano

t -t
X=Xo€, Y=MYoe€

y euleriano

-t t
Xo=xe ', Yyo=ye .

La forma lagrangianade f=1+xy es fL =1+ (xpe")(yoe ") =1+ Xxp)0. Asi, el problema (E1) toma la forma
Lagrangiana
dc I,
E =1+Xxpy0 con cr=xp+)o en t=0.
Integrando obtenemos
cr=1t(1 +X()y0) +Xo+ Yo -
Usando el mapeo euleriano obtenemos la forma euleriana deseada

c(t,x,y) = t(L+xy)+xe "+ ye'.

Comprobacion. Derivando

@ = l+xy—xe '+ye
ar y y
x@ = txy+xe!
ox Y

%8 —txy-ye'

J’ay = y=y

y sumando

@+x@— @—1+x

ot ox Yoy T T

vemos que c(t, x, y) satisface la ecuacion de transporte (E1) y es claro que también satisface la condicion

inicial en £ = 0.

Solucién de la ecuacién de onda de primer orden. Consideremos la ecuacion de onda mas simple

0
6_utj+v(3i)/z:0 con ¥ (x,0)=f(x) para —co<x<o00. (1.39)
La forma lagrangiana de este problema es
d
%:0 con yp=f(x) parat=0,

cuya solucion es inmediata
v =f(xo0) .
Integrando X = v obtenemos x = vt + Xy, Xo = X — vt, y la forma euleriana de la solucién
v(x, bt =f(x—-vi).

Esta solucion representa la traslacion de la perturbacioén inicial f (x() hacia la derecha del eje x con una
velocidad v figura (1.1).
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(c) S S’

Figura 1.1: Interpretacion fisica de la propagacion de una onda [3].

Solucion de la ecuacién de onda unidimensional de segundo orden

En esta seccién resolvemos la ecuaciéon de onda

0° 0°
O_;ZV:UG_JZ para —oo<Xx<oo (1.40)
sujeta a las condiciones iniciales
v(0,x)=f(x), vw;0,x)=g(x) para t=0. (1.41)

por medio de dos ecuaciones de transporte. En el apéndice A, se reportan otros métodos de solucion. El

resultado principal es la solucién

1 1 ¢
w(x,t):—[f(€)+f(n)]+—f g(s)ds (1.42)
2 2v Jy

donde
{=x+vt, n=x-vt. (1.43)

La solucién v puede reescribirse como la superposicién de dos ondas viajeras con velocidades v y —v como

sigue. Si definimos
Q1) = j:g(S)ds
entonces ;
fn g(s)ds = Q(S) —Qm),
y ¥ (1.42) toma la forma
vx,HD=Fx+vH)+G(x-vi). (1.44)

con

1
fm —;Q(n)

. Gl)=

Fisicamente F y G son ondas que se propagan a la izquierda y la derecha del eje x, respectivamente.

1 1
F(&) = 3 f)+ ;Q(s‘)

Demostracion de (1.42). Factorizando la ecuacion (1.40)

(02 , 0°

ﬁ—l} E)WZ(OI'F v@x) (Ot—vax)wzo. (145)
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y definiendo W = (0; — vd,) ¢ aparece la ecuacion de transporte

dx
W;+ vW, =0 con velocidad a =v.

cuya solucién estd dada por W = Wy (x — vt) donde W, es una funcién arbitraria. Queda por resolver la
ecuacion de transporte

Yi—vyY=Wo(x—vi) .
Integrando la velocidad correspondiente dx/dt = —v obtenemos x = xy — vt, xo = X + vt. Sustituyendo

X =Xx9—vten Wy (x—vt) obtenemos la ecuacion de transporte para ¥ en su forma lagrangiana

d
% =y, — vy = Wolxg—201),

cuya integracion es inmediata
t
W = co(Xo) +f Wy (xg—2vs)ds
0

donde ¢y (xp) es una funcién arbitraria de x,. Para simplificar la integral usamos el cambio de variable
T=xp—2vs.Estodadt =-2vds, 1(s=0)=xg, T(s=1)=x9—2vt, y
t Xo—2Vvt 1 1 Xo—2vt
f Wo(x0—2vs)ds:f Wy (1) (——)dr——— Wo(m)dr .
0 Xo 2 2V

Por lo tanto

1 Xo—2vt
U/L=Co(xo)——f Wo(s)ds .
20 Jx,

La forma euleriana de v se obtiene sustituyendo xy = x + vt,

xX+vt
w(x, 1) =cylx+vi) +f Wy(s)ds. (1.46)

X—vt

Calculemos ¢y y Wy a partir de las condiciones iniciales (1.41) que se imponen a la ecuacién de onda (1.40).

Evaluando (1.46) en ¢t = 0 e imponiendo v = f,

w(x,t=0)=cp(x) +f Wo(s)ds = f(x),
X

obtenemos
co(x) = f(x).

Para simplificar la notacion y usar la condiciéon 0,y = g (x) en ¢ = 0 usamos las variables

{=x+vt n=x-vt, (1.47)

con las cuales (1.46) toma la forma

v(x, 1) =f(&) +f1;t Wo(s)ds . (1.48)
Derivando

%W = % dgif) gi Wo (&) — a—Wo(T])

= gif) + W () + vWo (),
evaluando en ¢ =0 e imponiendo 0,y = g(x), obtenemos

Wolx) = = | g(x) - dg;x)

Sustituyendo esta expresion en (1.48) obtenemos la solucién (1.42).
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1.5. Ecuacién de onda tridimensional
En esta seccion reportamos soluciones de la ecuaciéon de onda tridimensional
1%y,
———=Vu. 1.49
v? 0t? v (1.49)

Ondas esféricas

La ecuacion para ondas ¥ con simetria esférica es

1 0%y Vo L0 20 16°

—— = = r =———rU.
V2 0 2or ar’ rart'
Reescribiendo obtenemos la forma de la ecuacién de onda unidimensional
G 1 8%

—(ry)=—=—(rvy]) .
or? (rw) V20t (rw)
De acuerdo con lo expuesto arriba, la solucion general de esta ecuacion tiene la forma [1]

F(r+vt) G(r-vi
+
-

w(rt) =
donde F (x + vt) /r es una onda que se aproxima al origen r =0y G (x — vt) /r se aleja de éste ultimo.
Ondas planas en un paralelepipedo
Consideremos la solucion de (1.49) en un cubo Q centrado en el origen y lados L,

Q={lxI<L/2, |y|<L/2, |zl<L/2},
y ¥ sujeta a condiciones de frontera periddicas
Vet =YL, OxWl L =0xyl, L,
analogamente para y, z = +£L/2, y con las condiciones iniciales
v=f(@, 0;y=g() parat=0.

El problema se reduce a la solucion de la ecuacién de eigenvalores en una dimension

~02p=pyp con p(—a)=@(@) , 0p(—a)=0,p(a)

donde usamos a = L/2 para simplificar la notacién. Multiplicando la ecuacién de eigenvalores por el

complejo conjugado ¢* e integrando por partes obtenemos

(01 -0%), =~ [90x0)" , + |0x0 ]2 = |00 ]2 = 1x 0|2

donde usamos el producto interior hermitiano
a
(rig)n=[ 5 gax,
—a

y la norma correspondiente | f|| .= (f 1 f >J1€/2. De lo anterior se obtiene

Josel?
ol

X
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Esto indica que u, es un namero real no negativo por lo que podemos escribir
2
My = k5 .
Para ky = 0 tenemos la eigenfuncion ¢ = 1. Para k, # 0 tenemos la solucion general
@ =c1coskyx+cosinkyx.
Imponiendo las condiciones de frontera periddicas se concluye que k, estd dada por
m
ky :ZHI con m=0,1,2,...

donde m = 0 permite incluir a k, = 0y su eigenfunciéon ¢ = 1. Al eigenvalor 1y = 0 le corresponde so6lo la
eigenfuncion ¢ = 1, a los demds eigenvalores p, = k2 > 0 les corresponden las eigenfunciénes cos kyx y

sin k,x. Usando la férmula de Euler

eikxx + e—ikxx . eikxx _ e—ikxx
coskyx=——, sinwpx=———7909H9—0o—
2 21

vemos que cos kyx y sin k,x pueden reemplazarse por una sola expresion

_ eikxx

Px= con m=0, £1, £2,...

En forma andloga, los problemas de eigenvalores
-0 =
Py = HyPy
_ai(l’z = Hz9z
tienen eigenvalores 1, = k3, y; = k%, con

n l
kyZZJTZ, ]CZZZJTZ, con n,1,=0,+1, £2,...,

y las eigenfunciones correspondientes son ¢, = ekyY, ¢, = e’k2%_ Asi, los eigenvalores del operador —V?

sujeto a condiciones de frontera peri6dicas son

H= oty + e = K2
donde
22 2 2 [27VP o o g2
k* = ki + Ky + k= - (m*+n°+1) ,
y las eigenfunciones correspondientes son

Dy = PrPyp; = el(kxx+kyy+kzz) = plk'r

donde aparece el asi llamado vector de onda

L~ 2 o
k:kxi+kyj+kzk:%(mi+nj+lk).

El conjunto de eigenfunciones @y forman una base completa del conjunto de funciones cuadrado integra-
bles en el paralelepipedo Q por lo que la solucién de la ecuaciéon de onda (1.49) en dicha region es una

combinacion de tales funciones
v=Y ate™r.
k
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Sustituyendo en la ecuacién de onda (1.49)
- 1 d%¢ -
k-'r k 2 2\ ik-r
et ———=Vu=)» qf(-k")e"",
; V2 0r? v ; k(-K%)
vemos que cada ¢y debe satisfacer la ecuacion
—— 4+ vk =0.
ar? k
Esto da

_ () jivkt (=) —ivkt
k=¢ e+ e .

Asillegamos a la solucién deseada

(=),
k

(+) Jikk-r+wt) =) ik -r-wi)
Ck e +Ck e

con w = vk. Las constantes cl((i) estdn determinadas por los coeficientes de Fourier de las series
- -
f=2fce™", g=) ge™ T,
k k
correspondientes a las condiciones iniciales v = f (r) y0,w = g(r) en t =0.
El argumento de las funciones exponenciales ¢p* = k-r + vkt recibe el nombre de fase, v es velocidad de
fase, y /" es una onda arménica que se propaga en la direccion de F¥k. Las superficies de fase constante

(también llamadas frentes de onda)
k-r+ vkt =cte.

. . 2 e s . ihE .
son planos ortogonales a la direccién de propagacién Fk, por lo que las soluciones e'?” reciben el nombre
de ondas planas. En el caso de las ondas con simetria esférica, los frentes de ondas son esferas con centro

en el origen.

Solucion general de la ecuacién de onda en el espacio tridimensional
La solucién general de la ecuacion de onda (1.49) sujeta a las condiciones iniciales

v=f, yY;=gk) para t=0
es
wlnya 0 =ig)+ 1 {f),
donde
(&)
£(0,¢)

es el valor promedio de g (r) sobre la esfera con centro en r y radio v¢, y andlogamente para {f). En el

1 T 27
—f f g[r+vit(6,9)] sin0dbde,
4r Jo Jo

sinf [cos i +singj] +cosOk,

apéndice B, damos una deduccién de esta solucion.

La interpretacion de (g) es que la perturbacion inicial g (r) se irradia o propaga esféricamente hacia el
exterior de manera que un punto (x, y, z) serd influenciado por las perturbaciones iniciales dentro de una
esfera de radio vt alrededor de dicho punto. Esta solucién es una demostracién del principio de Huygens
[Hectch péag. 107]: Cada punto en un frente de onda en propagacion sirve como fuente de trenes de onda
esféricas secundarias de tal modo que al cabo de cierto tiempo, el frente sera la envolvente de estos frentes
de onda. El objetivo principal de este trabajo es calcular los rayos de luz definidos por las curvas ortogonales

a un frente de onda, para un medio como la atmésfera con un indice de refraccion variable.
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1.6. Aproximacion de la 6ptica geométrica para ondas escalares

En esta seccién introducimos la aproximacion de la 6ptica geométrica para resolver la ecuacién de onda

escalar 2
F 2 2
—=v°(r) V°F 1.50
PYZ (r) ( )

para una onda monocromadtica con frecuencia angular w de la forma
F=e""u. (1.51)

Parte del planteamiento siguiente fue obtenido de la referencia [Yury A. Kravtsov, Geometrical Optics
in Engineering Physics, Alpha Science, 2005]. Sustituyendo (1.51) en (1.50) obtenemos la ecuacion de
Helmholtz

Vu+kinu=0 (1.52)

donde aparece el nimero de onda ky y el indice de refraccion n

El significado de ky es claro para el caso de una onda plana
up = exp (ikoko )

con vector de onda kg = koﬁo = ko1i+ ko2j+ kosk, donde ko = | kol yﬁo =ko/ ko dala direccién de propagacion

de la onda up. Esta onda satisface
up (x+Axo, ¥+ Ay0, 2+Ayo) = up(x,5,2) con Agj=2m/ko;j

por lo que up es periddica con periodos espaciales Ay ;. En el caso general la "longitud de onda"

define una unidad de longitud para cualquier solucién u de la ecuacién de Helmholtz (1.52).

Usando a 1y como unidad de longitud para reescribir (1.52) en términos de las coordenadas adimensionales

Xo
- j
.=
J /10
obtenemos
V2i+@2n)?n’ii=0 con szzﬁ, u=1u(xj), (1.53)
J J

de la cual no es claro como simplificarla para valores grandes o pequefos de 1y. Usaremos L para especificar
el orden de magnitud de las distancias en las cuales deseamos estimar u. En términos de las coordenadas
adimensionales

Xj=— con |x;|<L

obtenemos
p*Vi+n®ii=0 con V=) —
e

, u=1u(xj), (1.54)
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donde aparece el parametro adimensional

1 Ao

_ - M 1.55
K ]C()L 2L ( )

Por simplicidad consideramos que la fuente de la onda estd en el origen x; = 0. La ecuacion (1.54) demuestra
que evaluar # lejos de la fuente (usando a Ay como unidad de longitud), equivale a usar un pardmetro
pequeno L,

pel — Ao«L,

con lo cual la ecuacién de Helmholtz (1.54) se reduce a la ecuaciéon
2~
n“u~0 (1.56)

que no depende de V2. Cuando una ecuacién diferencial se aproxima por otra de menor orden o algebraica
como en nuestro caso, decimos que el problema original (1.54) se perturba singularmente. El modelo
aproximado (1.56) pierde informacion ya que no permite imponer condiciones a la frontera que debe
satisfacer la solucion u del problema original (1.54) pero se gana simplicidad para resolver dicho problema.

Para ver como se simplifica (1.54) consideremos el problema unidimensional
2 2 2
ﬁu(x) +k,n(X)"=0 con k,=1/p
Esta ecuacion tiene soluciones con el comportamiento

~

+£f%n(%)%+0( )
) U

exp para u«l

1
vnXx)
[J. D. Murray, Asymptotic analysis, Springer, 1983, pag. 114], las cuales tienen la forma

Ha=A® e YO
Esto demuestra que cuando u se evalua mds lejos de la fuente (L»A( ), mds precisa es la estimacion .

La expresion de i, sugiere buscar la solucion de la ecuacién de Helmholtz (1.54) en la forma
i=A® e Y®n (1.57)

Sustituyendo en (1.54)

= [FTI) s £ (29799 + AT2T) + 2] o T <.

o n2~
\Y u+—u=
u

1
2
Expresando a A por medio de la serie

A=y

m=0

)",
y agrupando en potencias de y obtenemos
|Ve[* = o
2VA)- VP +A, V2P = 0 param =0
2VA,- VY + A, V?¥ = V?A,_; para m=1.
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Reescribiendo estas ecuaciones en términos de las variables dimensionales xyz y denotando la fase ¥/

por koy obtenemos la asillamada ecuacion de la eikonal v
[V = n* (x,7,2) (1.58)
y las ecuaciones de transporte para los coeficientes A,, (comparar con (1.29))

2VAy-Vy+ Ay VY = 0 param=0 (1.59)
2VAL-Vy+ A, VY = —LV?A,,_, para m=1.

Estas ecuaciones son la base de la Optica Geométrica, son més sencillas que la ecuacién de Helmholtz (1.52)
ya que son ecuaciones diferenciales parciales de primer orden cuya solucion se reduce a resolver ecuaciones

diferenciales ordinarias como veremos mas adelante.

Ecuaciones de la eikonal y de transporte a partir de la serie de Debye

Ecuaciones similares a (1.58), (1.59), se pueden obtener usando
u(x,y,z)=e VO A

con la serie de Debye

o0 1 m
A=) (ﬁ) Ay, .
0

m=0

Sustituyendo en (1.52) obtenemos la misma ecuacién de la eikonal (1.58) y las ecuaciones de transporte

2Vely VY + g V2y = 0 (1.60)
2V VY + o)y, V21// = —Vzdm_l para m=1.

La relacion entre los coeficientes A, y <, es <, = A,/ L. Las ecuaciones (1.59) y (1.60) son equivalentes,
pero el pardmetro y (1.55) es mds conveniente por que es pequeiio para valores grandes de L para una k

dada y no so6lo para kj grande.

Solucién de ecuaciones diferenciales parciales de primer orden

El contenido de esta seccion es un resumen del libro de Elsgoltz [L. Elsgoltz, Ecuaciones Diferenciales y
Célculo Variacional, Mir, 1983].

1. Empezamos por dar el método de soluciéon de la ecuacion lineal y homogénea para v (xy, ..., x,) con n

variables independientes xi, ..., X,
oy

— =0 1.61
x; (L61)

ZX] (x]_) eeey xn)
J

la cual es una variante de la ecuacion de transporte (1.29).
Resultado 1. La solucién general de (1.61) se obtiene como sigue.

(i) Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s)

dx; dxy
X T X,

(1.62)
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usando una de las x;’s como variable independiente. Sea xi la variable seleccionada. Entonces (1.62)

equivale a resolver el sistema de n — 1 ecuaciones ordinarias

dx; X; oy
——=—-con k.
dx, X J
Integrando obtenemos
Xj=Xj(Xg;€1,.0Cp-1) cCON jEK (1.63)

donde c; son constantes de integracion. Las ecuaciones (1.63) definen una familia de curvas en el espacio
llamadas curvas caracteristicas correspondientes a la ecuacion (1.61). Despejando las ¢; de (1.63) obtenemos
n—1 ecuaciones de la forma

@ (X1,.nXp)=¢ 1<l<n-1.

Una funcion ¢ (x3, ..., X;,) que tiene un valor constante sobre una curva caracteristica se llama integral del

sistema (1.62). Cada primera integral ¢; es en si misma una solucion ¢ = ¢; de (1.61):

0
;Xj (X1, oo X2) a—xj =0.

(ii) La solucion general de (1.61) estd dada por ¢ = ® (¢, ..., 1) donde @ es una funcién arbitraria

2. La ecuacion cuasilineal no homogénea

0
ZXj (xl,...,xn;w)a—z = Z (X1, 000 X5 W) (1.64)
j

es una generalizacion de la ecuacion de transporte (1.29). La solucién se busca en forma implicita

U[x1, 000 X3 W (X100, X0)] =0

donde u es solucidén de la ecuacion lineal homogénea

ou ou
X (X Xni W) 5=+ Zj (X1, 00 X3 ) = — = (1.65)

7 0x;j oy
por lo que las curvas caracteristicas asociadas a (1.64) se obtienen integrando el sistema

dn_ _du,_dy

= .. St (1.66)
X, X, Z

Este sistema tiene n primeras integrales
@i1(x1, X ¥)=¢; 1<l<n
con las cuales obtenemos la solucién general de (1.64) en forma implicita u = @ (@1, - pn) =0.

3. La solucidn del sistema cuasilineal no homogéneo

P(x uv)a—u+Q(x uv)a—u = R (x,yuv) (1.67)
)y) ) ax ,_V; ) ay - 1 )y) ) .

P(x uv)@+Q(x uv)@ = Ry(x,y,uv)
yy) ) ax )y) ) ay - 2 )y) )
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se obtiene con las curvas caracteristicas dadas por el sistema de ecuaciones

dx dy du dv
B A Ty (1.68)
P Q R R

Este sistema tiene tres primeras integrales ¢ (x,y,u,v) =¢; j=1,2,3.Lasolucién general u(x,y), v(x,y),

estd dada en la forma implicita

D1 (o1 (5, u,v), P2 (X, y,u,v), 3(x,y,u,v)) = 0
(DZ((,DI (x,y,% V)y(pZ(x)y)uy V)»(Ps(ny’;u, U)) =0

donde @, y ®, son funciones independientes con respecto a u y v. Despejando u y v obtenemos un par de

soluciones u (x,y), v(x,y), de (1.69).

Solucién de la ecuacién de la eikonal en forma paramétrica

Con lo anterior estamos en posicién de dar una soluciéon general de la ecuacion de la eikonal (1.58). Para

simplificar la notacién consideraremos la ecuacién

H (x1,X2, X3, p1,p2,p3) =0 (1.69)

donde usamos lanotacién x1 = x, xo =y, X3 =2, y

oy
Pj=3""
ax]-
La idea es reemplazar (1.69) por un sistema de ecuaciones cuasilineales no homogéneas de la forma (1.67)
paralas p;’s. Derivando (1.69) con respecto a cada x;
0H 0
— 4+ ﬂa_H = O
ax]' 2 ax]' apk
y usando
Opr, 0 0 0 0 op;

)

ax]' za_xj'akazaxkaxj’ axk
obtenemos un sistema de ecuaciones de la forma (1.67)
0H % __oH

ouncr__97 (1.70)
kapkaxk Oxj

Por analogia con (1.68), las curvas caracteristicas estan dadas por el sistema de ecuaciones

dxy dx, dxs dpy dp»  dp3

Hp sz Hp3 _Hx _Hx _Hx

2

1 1 3

Este sistema se puede integrar en términos de un pardmetro arbitrario 7 que se introduce en la forma

dxi _dx; dxs dpy dp.  dps

HP sz HP3 —Hy, —Hy _Hxs

2

dt =

1

lo que da el sistema de 6 ecuaciones

dx; o0H dp; 0H
i_ L A (1.71)
dt 0x;j

dr  0pj
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con 6+ 1 incognitas x;, pj, w. La ecuacion para y se obtiene de la relacion
dy =) pjdx; (1.72)
J

la cual da 4 d Sl
(4 Xj
B L= — 1.73
dr " 2Py S 2Pig,, (1.73)
Las ecuaciones (1.71) no dependen de v por lo que se integran independientemente de . Habiendo

resuelto (1.71), la ecuacién (1.72) se resuelve por integracion directa del lado derecho.

Nota. En el campo del estudio de ondas la proyeccion de las curvas caracteristicas en el espacio fisico xyz

recibe el nombre rayosy constituyen las curvas sobre las cuales se propaga la energia de una onda.

Para resolver el sistema (1.71), (1.73), debemos especificar condiciones iniciales adecuadas en 7 = 0 ya
que condiciones iniciales arbitrarias no garantizan que podamos calcular una funcién v (x, y, z) que sea

solucién de (1.69). Para obtener condiciones iniciales adecuadas buscaremos la solucién de (1.69) en forma

paramétrica
Xj=xj(t,S81,52) (1.74)
pj=hj(t,s1,52) (1.75)
w = f (T) 1, SZ) ’ (176)

donde sy, s2, son pardmetros arbitrarios. Estas ecuaciones son validas para obtener ¥ como funcién de x, y,

z, ya que si despejamos a 1, s1,52, de (1.74)

1=1(x,52), si=51(%12), 2=5(x,y7)

y sustituimos en (1.76), obtenemos a ¥ como funciéon de x, y, z,

v=Ff(t(xy2),5(xpz2),5(x02)=v(xyz). (1.77)

Evaluando (1.74), (1.76), en T = 0 aparecen los valores iniciales x jo, ¥, a los cuales les imponemos funciones
arbitrarias de los pardmetros sy

Xjo = Xjo (S1,82), Yo="o(S1,82) . (1.78)

Los valores iniciales pjo = p jJ o N0 pueden ser arbitrarios ya que deben garantizar que p; (1.75) y v (1.76)

satisfagan

0
pjza—w parat =0.

Xj
La ecuacion (1.69) evaluada en 7 = 0 da la primera ecuacion que deben satisfacer los valores iniciales p jo

H (x0, Y0, 20, Px0» Py0» Pz0) =0. (1.79)

Faltan dos ecuaciones para obtener un sistema de ecuaciones cerrado para las pjo’s. Estas ecuaciones se

obtienen imponiendo la relacién (1.72). Igualando

0 0
—wd‘[ +Z —w dSk

dw (Ty St 32) = T
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con (1.72) y usando
dx;j(t,s1,8) = ]’d +Z—dsk

obtenemos
0 0 0xj
dy = v ar +Z b Zp] —dr+Z—dsk
ot k oSy 0t
——
0x;j

(Z ”fa_r) +y (Z Pizs, ) dsi (reagrupando)

J

lo que da las ecuaciones

ax]' aw
—pi==— k=1, 2, 1.80
; ask P] ask para ( )
Z pj 0]9] (1.81)

que deben satisfacerse para 7 = 0. La ecuacion (1.81) coincide con (1.73) por lo que podemos ignorarla.

Evaluando (1.80) en 7 = 0 obtenemos las ecuaciones deseadas para p jo

0xjo Yo
0= k=1,2. 1.82
; 5o Pi0= 5y, Par (1.82)

Asi, (1.79) y (1.82), es un conjunto cerrado de tres ecuaciones para calcular los valores iniciales p o a partir
de las funciones iniciales arbitrarias (1.78) de s;, s2. Se puede demostrar que los valores obtenidos p jo
garantizan que la solucion de las ecuaciones (1.71) y (1.73), con condiciones iniciales arbitrarias (1.78), dan
funciones (1.74), (1.75), (1.76), de las cuales obtenemos una solucién ¥ (x, y, z) de (1.69) via la composicién
(1.77).

Ejemplo 1. Integrar la ecuacion bidimensional (y x)z + (wy)2 = n? con n constante y la condicién v = y para

x = 0. Las condiciones iniciales las escribimos en forma paramétrica
X0=0, yo=s,wo=s, para 7=0.

Tenemos ) )
1= [Ivwl - 2] = 5 2+ p} - 7] =0.

Para calcular pyoy Pyo usamos (1.79) y (1.82)

1
H(pxo,py0) = > [Pio"’l?io—nz] =0 — prtpip=n’
dxo dyo dyo
- + — = — —> 0- +1- =1 — =1 ’
ds Pxo ds Pyo ds Pxo Pyo Pyo

usando Pio +1 = n? obtenemos py = +Vn? — 1 que es una constante. Integrando

dpj 3 OH_O
dr 6xj_
dx]'
@ TP
Pxgp tPrg, = Petpy=n

dt
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obtenemos
Px = pPxo== n’-1, Py=l9y0:1
X = PpPxT, Yy=T+S
v = n’r+s.
Despejando
T—x s=y—-1=y s
px, Px,

obtenemos la solucién deseada = nzi +y-oo= (n?-1) Ty 6 Y=pxty.
Ejemplo 2. Integrar (1//)6)2 + (ufy)z + (1//y)2 = n? con n constante y las condiciones iniciales
Xo=S1, Yo=3S2, Zp=S81+S2, Yp=cte.para 1= 0.

Estas condiciones iniciales definen al plano zy = xy + o como un plano sobre el cual ¥ tiene un valor

constante, es decir, el plano es un frente de onda inicial. Tenemos

1 1
H(Px’PerZ):E[”VU’HZ—"Z] =5 |Pi+py+pi-nt|=0.

Para calcular pyo, pyo, pz0, usamos (1.79) y (1.82)

1
H (pxo, Pyo» P20) = > Pio + Pio + Pgo - ”2] =0 — Pazco + Pfxo + Pio =n
6x]'0 %

Z 051 pio = 051 - I'Pxo+0-py0+1.p20:0 — Px0=—Pz0

0xjo 0
Y% = %Yo

- 0' +1. +1- :0 — = — R
ds, 05, Pxo Pyo Pzo Pyo Pzo

usando pio + pio + pio = n? obtenemos p, = +n/+/3. Integrando

dx dy dz

ar - Pe @ TPy TPy

dpx _ _OH_, dpy_ OH_ . dp._ OH _
dr ox  dr  dy  dr 08z
dy 0H

_ oo 2 2_ 2
obtenemos

Px = Px0=—Pz20, Py=Pyo=—Pz0, pz:pzozin/\/gy

X = —pzT+S81, Yy=—pzT+8, 2=p;T+S8+S8,

v = nft+yy.
Despejando $) = X+p,T, 2= Y+P,T, 2= P, T+X+Yy+2p,T1=3p,T+x+y, T=(2—x—-y)/3p,, obtenemos

n
w=wOiﬁ(z—x—y)-
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Ecuacion de los rayos en forma vectorial

Reescribamos la ecuacion de la eikonal (1.58) en la forma

1 1
H(x,¥,2,Px, Py, Pz) = > [||Vu/||2—n2] =—|pi+ps+pi-n’ (x,y,z)] =0. (1.83)

2

1. Usando un pardmetro 7 para calcular las curvas caracteristicas [ecs. (1.71), (1.73)] obtenemos

dJCj
L _p. 1.84
=P (1.84)
dpj 0H don 10n?
arp_ on_,on_1om (1.85)
dr 0x;j 0x; 20x;
dy OH 5 o 5 _ o
E:; ja—pj:px+py+pzzn (1.86)

2. Integrando (1.84), (1.85), con condiciones iniciales arbitrarias
Xj=Xjo, pPj=Ppjo, parat=0 (1.87)
obtenemos las ecuaciones paramétricas
xj=xj(T;%j0,Pjo) (1.88)

Pj=Pj (T;ijijO) . (1.89)

Las curvas definidas por (1.88) en el espacio fisico xyz se denominan rayos. Sustituyendo (1.88), (1.89), en
(1.86), ¥ se obtiene por integracion directa

T
. _ 2 (=, =~
v (7;xj0, pjo) _.[0 n*(7; xjo, pjo) AT +vo
Usando los vectores base i =X, j =X, k = X3, del sistema cartesiano xyz tenemos
r=) x;X;=r(1;r0,po)

y las ecuaciones (1.84), (1.85), toman la forma vectorial

ﬂ =p=V (1.90)
P =p=Vy .
d 2

La ecuacion (1.91) tiene la forma de la segunda ley de Newton por lo que pueden aplicarse métodos de la

mécanica de particulas para resolver dicha ecuacion.
La longitud de arco s a lo largo de un rayo esta dada por

dr
ds=|—
|

T
dr = |p|dr=ndr 6 s:f ndrt. (1.92)
0

En este trabajo usaremos s como pardmetro para calcular rayos. Usando

d _dsd d

E—Ed‘g:n% (193)
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las ecuaciones (1.90), (1.91), toman la forma

dr dx; j
? _ % ggf - ’%fa (1.94)
j n
d_ls) = Vn o % = E .
Usando lo anterior obtenemos la ecuacioén de los rayos en forma vectorial
d( dr
E("%):V” (1.95)
y v
s =n (1.96)

En la seccién 1.6 veremos que (1.95) coincide con la ecuacién de lo rayos para las ondas electromagnéticas.

La forma de la ecuacion de la eikonal que da las ecuaciones (1.94)—(1.96), es
A =p-n=0 con p=|p|=|vy| (1.97)

como puede comprobarse con las ecuaciones de las curvas caracteristicas correspondientes

dxi _dx _dx3 _ dpy _ dp, _ dps _dy

ds= = = = .
%pl e;fpz c}ﬁp3 _c%xl _L%XZ _c%_)% n

Ortogonalidad entre rayos y frentes de onda

Un frente de onda es una superficie sobre la cual la fase ¥ tiene un valor constante ¢

v (x,y2)=c.

Para calcular un frente de onda debemos calcular las curvas caracteristicas con condiciones iniciales
X =Xx0(81,82), ¥=Yo(s1,82), 2=20(51,52) (1.98)

las cuales son las ecuaciones paramétricas del frente de onda inicial en 7 = 0. La condicién inicial sobre v es
simplemente

w=wo=c. (1.99)

De esta forma, cualquier superficie con ecuaciones paramétricas (1.98) es un frente de onda. Para que el
transporte de este frente de onda inicial y arbitrario siga siendo un frente de onda (sobre el cual y tiene el

valor constante /o), calculamos los valores iniciales p jo que satisfacen las ecuaciones

1
Hl:—o = 5 [Pio"‘Pio"‘Pio_"z (xO’J’O’ZO)] =0 (1.100)
0xjo Yo
L p. =2 =0 k=1,2. 1.101
Y 35 pjo 35, para ( )

J
El significado geométrico de las ecuaciones (1.101) es que el vector

Po =) _PjoX;
J
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es ortogonal al frente de onda inicial ¥ = (. Para demostrar esta afirmacién consideremos una curva

arbitraria en la superficie inicial (1.98) con ecuaciones paramétricas si = ¢ (¢). El vector

ro=) xjo(s1,52)%X; con si=k(&)
J
da el vector
d Org d 0x d 0xio d
aro _ 5~ 0o @5k _ ZZ 0 Sk ZZ N2k g
dé T osp d¢ % 7 0sy d¢
el cual es tangente a la curvay, por lo tanto, al frente de onda inicial. Usando (1.101) obtenemos

drg axjo dasy

ax]O dSk
d_é‘po Z(Z as dé‘)p]() Z(Z as pJO) d{ =0.

para cualquier curva sobre el frente de onda ¥ = v y, por lo tanto, py es ortogonal a dicho frente de onda.
Esta ortogonalidad se conserva sobre el frente de onda v (x, y, z) = ¥, calculado con los valores iniciales

pjo dados por (1.100), (1.101), como demostramos a continuacion.

La integracion de (1.84)—(1.86) con las condiciones iniciales dadas por (1.98)—(1.101), da las curvas caracte-

risticas

xj=x;j(7,51,52 Xjo, Pjo) (1.102)
pj=hj(t,s1,5; xjo, Pjo)
v = (7,51, Xjo, Pjo, Vo) - (1.103)

Despejando 7, s1, S2, de (1.102) y sustituyendo el resultado en (1.103) obtenemos

v=g(xyz) .

Impongamos a y el valor v
g(xy.2)=wo. (1.104)

Una curva arbitraria sobre el frente de onda definido por (1.104) tiene ecuaciones paramétricas si = @y (£).

Sustituyendo x; = x; (T, $1,82; Xj0, pjo) con s = @ (¢) en (1.104) obtenemos

g(x,y,2) =y, paracadaéyr=0.

Derivando
dx; 0g _ or

Z oc ox; oe V=0

La identificacion de dg/dx; como las componentes 0y/dx; de Vy estd garantizada por el calculo de las
pjo’s a partir de (1.100), (1.101). 0r/d¢ es tangente al frente de onda v =y y Vi = dr/d7 (1.90) es tangente

al rayo con ecuaciones (1.102), por lo tanto, este rayo es ortogonal a dicho frente de onda para cada 7 = 0.
Ejemplo 3. Integrar (1//;6)2 + (wy)2 + (wy)2 = n? con n constante y las condiciones iniciales

Xo =81, Yo=S2, 20=281+3S82, WYop=cte.para 7=0.
Estas condiciones iniciales definen al plano zy = 2xy + 3y, como un frente de onda inicial. Tenemos

1
HZE pi+p§,+p§—n2 =0.
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Calculamos pjo

1
Hl;—o = 5 P§O+P§/0+P§0_”2]:O - ||p||=p)260+p§/0+p§0=n2
Za—slpjo = S — 1 pxo+0:-pyo+2:-p20=0 — pxo=-2pz0
0x; 0
jo Yo
Za—szpjo = S — 0-pxo+1-pyo+3-p20=0 — pyo=-3pz0,

Usando ||p|| = 4p§0 + 9p§0 + pio = n? obtenemos p, = +n/v/14. Integrando

dpj _ _oH
dr 0x;j
dx]'

@@ TP
ay
drt -

obtenemos

Px = Px0=-2Pz0, Py=Pyo=-3Pz0, Pz=Pz0= +n/V14 )

X = =2p T+S81, Y=-3p;T+S82, Z2=p,T+25 +382,
v o= n’t+yg.
Despejando obtenemos s1 = x+2p,T, S2 =y+3p,7,yz2=14p,7+2x+3y, 7= (z—2x—3y) /14p,, conlo

cual ¥ toma la forma

n
Y=¢%o+t—I(2—-2x-3y
—= )

que satisface la ecuacion de la eikonal. El vector tangente a los rayos definidos por la variaciéon de 7 es

ax;
p= dT_Z ]i]:—szl—SpZ]+pzk

y el vector tangente a una curva arbitraria sy = ¢ (¢) sobre el frente de onda v = v es

dr d31 d52 (dsl dsz)
2525 (o050 58920,
ac ac T as \Tar T ae
entonces
dr _ [2@_3@ LA 3@]_0
P e =P |70 TV ae Tar Tae | T

lo que confirma la ortogonalidad entre un frente de onda y los rayos sobre los cuales se propaga dicho

frente.

1.7. Optica geométrica para ondas electromagnéticas

Vamos a seguir el planteamiento de [2], consideremos la propagacién de una onda electromagnética
monocromatica de la forma
E(r, 1) =Eo(re ™!, H(r, ) =Hyr)e "7, (1.105)
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en un medio isotrépico y lineal (i.h) pero no homogéneo como la atmdsfera terrestre, y en ausencia de

fuentes y cargas. Sustituyendo en (1.14) — (1.17) obtenemos

VxHy+ikoeEy =
VxEg—ikouHy =
V-eEy =
V.-uHy =

(1.106)

o o o ©

donde

ko= (1.107)
c

y €, i, son la permeabilidad y la permitividad del vacio. Tomando en cuenta las relaciones de D = €E, B = uH,

estas expresiones implican que hay interaccién con la materia (son las propiedades del material).

Para una onda plana que se propaga en la direccion del vector unitario s, en un medio de indice de
refraccion n = /ep, tenemos Eg = eelk0ns'T v Hi = hel%0$'T Para un campo dipolar elétrico en el vacio
encontramos que Eq = ee!®” y Hj = he!*’, siendo r la distancia desde el dipolo, aqui e y h ya no son
vectores constantes, pero a distancias lo suficientemente alejadas del dipolo (r > 1) estos vectores son,

una adecuada normalizacién del momento dipolar,independientes de k.

En regiones que estdn a muchas longitudes de onda A, de distancia de las fuentes, Ey y Hy se representan

de forma mds general como sigue
Eo =e(r)e' 50, Hj=h(r)e5®, (1.108)

donde S(r) es la llamada eikonal [16] para ondas electromagnéticas y e(r), h(r) son funciones vectoriales de
posicion, que en general pueden ser complejas. Estas expresiones son anédlogas a (1.57) y generalizan a las

expresiones de Eg y Hyp para ondas planas electromagnéticas.

Sustituyendo (1.108) en (1.106) y usando la aproximacion para valores grandes de ky obtenemos las ecuacio-

nes

VSxh+ee =
VSxe—puh =
e-VS =
h-VS =

(1.109)

[ - e — N ]

Este conjunto de ecuaciones demuestra que e, h, VS, son mutuamente ortogonales. Sustituyendo h = ﬁVS xe

en la primera ecuacion

1 1

VSx|—-VSxe|+ece=—]
u u

(VS-e)VS—-(VS-VS)e] +ee=0,

y usando e-VS =0 se obtiene

1 2
——|IVS||©+€e|e=0.
I

Dado que deseamos soluciones no triviales e # 0, se concluye que S(r) debe satisfacer la ecuacion

IVS||* = ep = n?(r) (1.110)
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(§)2+(6—8)2+(§)2—n2(x 2) (1.111)
0x dy 0z) Y '

donde consideramos que n puede cambiar de un punto a otro como es el caso de la atmésfera. Usando la

0

ortogonalidad de e, h, VS, obtenemos

ce = hxVS = eclel=]h][VS]
uh VSxe = plhl =lel [VS]

esto implica
lel _IVSI_ u

Ihi| e VS|’

lo que equivale a la ecuacién de la eikonal (1.110). La ecuacion de la eikonal (1.110) es la base de la 6ptica

geométrica. No es casualidad que (1.110) coincida con la ecuacién de la eikonal para ondas escalares (1.58)
ya que las componentes de los campos E (¢,r) y H(t,r) deben satisfacer ecuaciones escalares de la forma
(1.26) y (1.27).

Aplicando ex alasegunda ecuacion en (1.109), (e-e)VS — (e-VS)e = ue x h, yusando e- VS = 0 resulta

VS—Lexh. (1.112)

lell®

De acuerdo con (1.108) y (1.111) tenemos

vs=

—2ikoS
=Tz EoxHo.

Comparando con (1.23) vemos que VS tiene la direccion del vector de Poynting, por lo que las superficies

S(r) = cte, son ortogonales a las curvas sobre las cuales fluye la energia electromagnética.

Los rayos de luz son curvas a lo largo de las cuales fluye la energia. Estas curvas son ortogonales a frentes
de onda S =cte. Usemos este hecho para obtener la ecuacion de tales curvas a partir de la ecuacion de la
eikonal. Sea s la longitud de arco de un rayo. Si usamos a s como pardmetro para especificar el vector de

posicion de un punto r en un rayo, entonces
dr

ds
donde s es el vector tangente unitario al rayo con direccion en la cual aumenta s. De acuerdo con la relacion

] (1.113)

VS|l = n, el vector n~!VS es unitario y ortogonal a la superficie S =cte, por lo tanto, debe coincidir con s, lo

que nos da la relacion
dr

n—=VS 1.114
s ( )
De esta ecuacién obtenemos la ecuacion diferencial
d (ndr) =Vn (1.115)
ds\ ds| '

o, equivalentemente,

ds> n ndsds )

que s6lo depende del indice de refraccion n (r), el cual puede cambiar con la posicién r. Esta ecuacion es

similar a la segunda ley de Newton con la longitud de arco s en lugar del tiempo ¢. La ecuacién (1.115)
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coincide con la ecuacion de rayos para ondas escalares (1.95), lo cual era de esperarse ya que cada una
de las componentes de los campos E y H para ondas monocromaticas deben satisfacer una ecuacion tipo
Helmbholtz.

Demostracion de (1.115). De acuerdo con la regla de la cadena tenemos

d 3 dr Ve IVS v
ds ds n
Aplicando lo anterior a (1.114)
d( dr) ! ws V)( dr) L vs-vyws)
—|n—1=— . n—:1_|=— . .
ds\ ds n ds n

Usemos la notacién S; = % para desarrollar el extremo derecho

0 oS . . 0 0
(VS-V) (VS) = (s,-_.) (—S.fd) Y (si—.—s.)
oxt 0xJ 0x!

(usamos la convencién de suma sobre indices repetidos) donde

008 _ 0 0SS _ 0 VS|
"oxioxi 'oxi ' oaxi 2 oxi 2
conduce a )
.0 |IVS 1 1
(VS-V)(VS):XJ—.” | =V—|VS|I?==-Vn?.
ox] 2 2 2
Por lo tanto
d ( dr 1_, 1dn?
—|n—|=—Vn°"=——Vn=Vn.
ds\ ds 2n 2n dn

En el caso particular de un medio con indice de refracciéon constante tenemos
r=cs+d

cy d son vectores constantes, por lo que en este caso los rayos son lineas rectas.

Ley de intensidad de la 6ptica geométrica

Para dar una explicacion a los rayos de luz y a la intensidad es necesario hacer énfasis en las densidades de
energia eléctrica y magnética dadas por [1]

6 * H *
=——e-e’, =——h-h
{Wwe) 1671e ¢ (W) 1671

Estas ecuaciones provienen de ondas escalares, ya que la frecuencia 6ptica son muy grandes del orden

w = 10'%s7!, De las ecuaciones (1.109) se obtienen las expresiones para cada campo

1 1
e=——VSxh, h=-VSxe
€ u

De las expresiones anteriores, se toman respectivamente el complejo conjugado para poder tomar el
producto escalar de dichas ecuaciones, ademds sabemos que el vector de Poynting se define como el

producto cruz del campo eléctrico y del campo magnético, pero en este caso es necesario definir el tiempo
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promedio del vector de Poynting, que se relaciona con las densidades de energia y esta dado de la siguiente
manera
2c
S) = ﬁ<we>V5

Dado que las densidades de energia son iguales (w,) = (w,;,) implica que (w) = (W) + (We) = 2{w,) . A
causa de la ecuacion de la eikonal se tiene un vector unitario dado por la siguiente expresion

. VS VS
S=—= ——
n |VS|
Podemos ver que el promedio temporal del vector de Poynting se denota como
8y =v(w)s (1.117)

Esta expresion quiere decir que § va en la misma direccion que el vector de Poynting. Por lo tanto, el
promedio del vector de Poynting va en la direccion del frente de onda y la relacién (1.117), muestra que el
1%

promedio de densidad de energia se propaga con velocidad v = -

&+ dS = constant

ds & = constant

Figura 1.2: [lustracion del significado de la relacién ns§ = VSI[1].

De las dos ultimas expresiones de (1.109) indica que los vectores de campo eléctrico y magnético son puntos
ortogonales al rayo de luz. Ahora consideraremos dos frentes de onda vecinos con la siguiente condicion
S=cte,S+dS = ctefigura (1.2), teniendo la relacion fundamental

das vs dr |VS|?
_—= «— = =n
ds ds n
Por lo tanto la distancia d s entre los puntos en los extremos opuestos de un corte normal a los dos frentes

de onda es inversamente proporcional al indice de refraccion y directamente proporcional a la velocidad.

Se define la intensidad de luz como I, que es la magnitud del promedio del vector de Poynting como
I=1(8)]=v(w)
la ley de conservacion se obtiene tomando su divergencia lo que equivale al Teorema de Gauss dado por
VA(§)=V-(I8) =0

evaluando (1.117) en la expresion anterior nos da una interpretacion de la conservacion de los rayos
luminicos. Todos los rayos que proceden de ds; de un frente de onda S(r) = a; y d s, corresponde a los rayos
que cruzan otro frente de onda S(r) = a,, figura (1.3). En medios homogéneos los rayos son lineas rectas,

para rayos rectilineos ds; y ds, estdn acotadas por lineas de curvatura.
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Figura 1.3: [lustracion de la ley de conservacion de la 6ptica geométrica [1].

Medio con simetria esférica

Consideremos a la tierra como una esfera con masa uniformemente distribuida y una atmaésfera en reposo
con respecto a la tierra. Como demostramos en el capitulo 3, las propiedades termodindmicas de la atmds-
fera tienen simetria esférica lo que da un indice de refraccion n (r), siendo r, la distancia entre un punto y el
centro de masa terrestre. En este caso podemos resolver la ecuacion de la trayectoria usando argumentos
anélogos a los usados para resolver el problema de los dos cuerpos de Kepler, con la longitud de arco s
en lugar del tiempo ¢. El resultado principal es que cada rayo estad contenido en el plano definido por las

condiciones iniciales, y en dicho plano la ecuacion del rayo se reduce a una ecuacién diferencial separable.

Tierra como una esfera con Z
masa uniformemente
distribuida.

Atmosfera |

Figura 1.4: Sistema de referencia primario con origen en el centro de masa terrestre X, Y, Z.

Comenzamos por definir un sistema de referencia XY Z con origen en el centro de un modelo esférico

terrestre figura (1.4). En este sistema el vector de posicion de un punto en un rayo es
R=XX+YY+ZZ

donde X, Y, Z, son vectores unitarios del sistema XY Z. Usando la longitud de arco s como el pardametro

para definir r, la "velocidad"de una particula que viaja sobre el rayo es

. _dR
S§=v= a5
el cual es un vector unitario,
vv=1
Consideremos el "momento angular”
L=Rxn(r)$§

donde n es el indice de refraccién. Derivando

dL _ dR ns+R d ns=R d ns
_— = — X X — = X —
ds ds ds ds
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y usando la ecuacion de los rayos (1.95) obtenemos

dL RxV
— =RxVn.
ds

Usando coordenadas esféricas R = rt, Vi = £ 42 d , obtenemos

dL RxV . .dan 0
—=RxVn=rixt— =0.
ds dr

Por lo tanto, L es constante sobre la trayectoria de la particula
L=Rxn(r) §s=Ryxn(ry) So=Lo
donde Ry y §) son la posicién y direccidn inicial del rayo. La ecuacién
Rxn(r)s=Ly
implica que los vectores Ry § son ortogonales a Ly en cada punto del rayo,
Lo-R=0, Ly-§=0.

La primera ecuacion indica que r (y por tanto todo el rayo) pertenece al plano que es ortogonal a Ly y que
pasa por el origen. La ecuacion Ly = Ry x n(ry) § implica que el plano esta generado por la posicién ry y

direccion §y iniciales del rayo.

Siguiendo a Born [1] y sin perder generalidad consideremos que el rayo de interés estd contenido en el plano
XY. Usando coordenadas polares
X=Rcosf, Y =Rsinf,

y los vectores base asociados R (0) = cosOX +sin0Y, 0 (0) = —sin0X + cos0¥, obtenemos

N dR dR. ao .
R=RR®) , Voj=—=—R+R—0 (0
C) ST e T I s @) .

Esto da
,do
L=Rx l’le—nR d_Z

junto con la relacion entre magnitudes

,d0

L=nRsin nRkR
¢= ds

=Ly (1.118)

donde ¢ es el angulo entre Ry V. Usando a 8 como pardmetro del rayo obtenemos

dR dR ..
— = —R+R
do g RTROO)
Rxd—R = R%7Z
do

singZ = R%Z.

"
do

De la tltima ecuacién obtenemos
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Sustituyendo en (1.118)
1
Rnsing = RPnp——————— = Loy,

2
d
y despejando a obtenemos

0-60p==+ (1.119)
Ry R 1ni§2

La ecuacion (1.119) es adecuada cuando deseamos calcular un rayo a partir de las condiciones iniciales 0,
Ry, pero no es apropiada cuando deseamos calcular el rayo que va de un punto a otro. En este caso debemos
integrar la ecuacion de los rayos con condiciones a la frontera como se muestra en el capitulo 4 de este

trabajo.

Nota. Otra forma de obtener (1.119) consiste en partir de la ecuacion de la "velocidad"

||vs||2:(d—R) Rz(de) -1

ds ds
La ecuacion (1.118) da = Ly/nR? lo que conduce a la ecuacién
2
(@)2 2 Lo 1
ds n?R4

que se integra directamente

Usando la regla de la cadena para cambiar a s por 6,

dR dOdR Ly dR
ds dsdd nR2do’
obtenemos
Ly (dR\* I
i (45 e
de donde se obtiene (1.119).



Capitulo 2

MODELOS DEL INDICE DE REFRACCION

En el Capitulo 1, se dedujo la ecuacion de los rayos de luz (1.95), es una ecuacion diferencial de segundo
orden no lineal que depende del indice de refraccién. El objetivo de este capitulo es establecer un modelo
del indice de refraccion para medios estratificados enfocado en la atmdsfera terrestre, teniendo en cuenta
que esta compuesta de gases traza esto implica que la interaccion de la radiacién con la atmdsfera sufra
refraccion, es necesario establecer un modelo apropiado que tome en cuenta pardmetros termodindmicos
y la geometria adecuada para la atmosfera. En éste capitulo se explican dos modelos clasicos del indice
de refraccion el de Cauchy y Sellmeier que dependen de la frecuencia de oscilacion de la radiacion, éstos
modelos estan relacionados con propiedades termodindmicas, tal es el caso, del modelo del indice de
refraccién de Rodgers que es funcion de la presion, temperatura y vapor de agua. Este modelo es el que se
utiliza para resolver la ecuacion de los rayos de luz en éste trabajo de maestria debido a que es una expresion
sencilla del indice de refraccién del aire, que nos permite usar modelos de referencia hidrostaticos de la

atmosfera terrestre.

2.1. Modelos clasicos del indice de refraccion

Se conoce como dispersion al fenémeno en el que el indice de refraccion de un medio depende de la
frecuencia. Para analizar te6ricamente la dispersion es necesario incorporar la naturaleza atémica de
la materia. Las contribuciones de grandes ntiimeros de dtomos pueden promediarse para representar el
comportamiento de un medio dieléctrico is6tropo. Cuando un dieléctrico esta sujeto a un campo eléctrico
aplicado, la distribucién de la carga se distorsiona. Debido a la generacién de momentos dipolares eléctricos,
que a su vez aportan al campo total interno. Mientras que el campo externo separa las cargas negativas de
las positivas del medio, cada par forma un dipolo y después aporta un componente adicional del campo. El

momento dipolar por unidad de volumen se conoce como polarizacion eléctrica, P.

Si el dieléctrico es sometido a una onda electromagnética armoénica incidente, la estructura de su carga
interna experimentara fuerzas, torsiones variables en el tiempo, proporcionales a la componente del campo

eléctrico de la onda.

La nube electrénica del &tomo estd ligada al nicleo positivo por una fuerza eléctrica de atraccion que la
mantiene en una configuracién de equilibrio. Por lo que tiene que existir una fuerza neta, F, para restablecer

el equilibrio del sistema.

Un medio material se representa como una agrupacion, en el vacio, de un nimero muy elevado de dtomos
polarizables, cada uno de los cuales es pequeno ( con respecto a la longitud de onda de la luz). Cuando una
onda luminosa incide en dicho medio, cada &tomo puede considerarse como un oscilador forzado clasico

que esta siendo excitado por un campo eléctrico variable en el tiempo de la onda [2].

Si se considera que r, es el desplazamiento del electron con respecto a su posicion de equilibrio, se puede
suponer una fuerza mecdnica de restitucion, F,, = —Kr = —mew(z)r, donde wy es la frecuencia natural de

oscilacion de la carga, se supone una fuerza de amortiguacion del tipo F; = -{v=—-m.['v, donde I es
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la constante de amortiguacion, g es la carga de la masa y x(#) denota el sistema coordenado interno del
oscilador y el movimiento relativo entre las cargas opuestas del ntcleo. Los campos que produce la onda

originan una fuerza de Lorentz, tomando la fuerza neta como
Fpet = meX(t) = —mI'x(1) — mew%x(t) -qge(Z,1), (2.1)

Esta ecuaciéon describe el movimiento de un electrén alrededor de un nicleo debido a una fuerza restaura-

dora por un potencial armoénico y sujeto a un campo eléctrico externo ver figura (2.1).

e(Z1) « - electron

nucleus

Rit) y

v
Y

Figura 2.1: Sistema coordenado para el campo electromagnético y el oscilador atémico [2]

Para dar solucién a esta ecuacion se propone lo siguiente
x(H) =X(w) e vy e(Z, ) =E(Z,w)e'". 2.2)
Calculando x(7), x(¢) y evaluando en (2.1) obtenemos la expresion algebraica
_4q 2 2 .ol
X(w) = — (w5 —w”+iol)  E(Z,w).
m

El vector de momento dipolar como funcién de la frecuencia es pgp(w) = g X(w), de la expresion anterior
q’ 1
Hap(@) =~ (03— w* +iwl)  E(Z,w).

Se observa de la ecuacion anterior que el momento dipolar de este sistema esta alineado con el campo.
Dentro del medio hay N, moléculas absorbentes por unidad de volumen V, el cual podemos introducir la

densidad p, = % y considerando la relacién entre el campo y el momento dipolar del medio por
Paltdp(@)) =P(Z,w) = €0y (WE(Z,w),

y con ello la permitividad es

() = e (@ey = o+ 2L _ 14 e
TR T ) T T

€ (w) es la permitividad relativa, €, es la permitividad del espacio libre, P(Z, ) es el vector de polarizacion y

% (w) es la susceptibilidad eléctrica, sumando sobre todas las transiciones tenemos

pa(q?1m) E(Z,w)
P(Z,w)=pa) (ap(@)) =Y, —5— .
J

—m2 i
7 (wj w*+ iwl)
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Se ha remplazado wy por w; que representa a multiples osciladores. Usando la expresion de la permitividad

P (a5m),

a)] —w?+iwl

relativa se convierte en
er(w)=1+) —

Para simplificar la notacién usaremos
2

9;

Aej=pg——— (2.3)
€Egm jw j

Aej, esta relacionado con la fuerza del oscilador y es proporcional a la densidad p, = P 7 esto implica

que (2.1) es una funcién de la temperatura y de la presién proporcionando una conexién con variables

macroscopicas donde

Las variables Tp, P40 son temperaturay presion de referencia y Ae o es el valor a las condiciones de referencia

frecuentemente se usa Ty = 273K, P, =1 atm.

A continuacion se daran modelos de indices de refraccion mediante este modelo clasico del oscilador como

funcion de la frecuencia.

Modelo de Sellmeier

Para obtener el modelo de Sellmeier [2] usaremos (2.3), evaluando en €. (w) — i€/ (w) y tomando la parte real

de la permitividad obtenemos que para un gas ideal a baja presion

2.A€j

€. (w)— i€ (w) = 1+Z

W —w2+le]

Para obtener la parte real y la parte imaginaria de la permitividad relativa multiplicamos a esta tltima

expresion por su complejo conjugado para obtener la parte real

2N (w2 — >
w]. e](wj w*)

2 2\2 N2’
7 (a)j w*) +(a)1“])

€ (W) =1+

y la parte imaginaria
2Ae - .
w jAe jol'j

(@5 - w2 + (@I )

HOEDY

J

La parte real esta asociado al indice de refraccion mediante

€. () = n*(w) - k2(w),

2

considerando (n >k, y w? —w”> wl'; ) condiciones para la region de transparencia se tiene finalmente

que

(2.4)

la ecuacion (2.4) es conocido como el modelo de indice de refraccion de Sellmeier, apropiado para gases,

liquidos y también sélidos en regiones espectrales de transparencia.
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Modelo de Cauchy

El modelo de Cauchy [2] se obtiene tomando una aproximacion del modelo de Sellmeier cuando w; > w,
consideremos lo siguiente
(l—x)_1 = 1+x+x2+...,

entonces
A-x)T=1+x2+x*+.... (2.5)

Considerando w; > w y utilizando (2.4)

A€ ;
Rw)=1+) 2 =/, (2.6)

J W
usando (2.5), en (2.6) y xj = w% se tiene

n* (@) =1+ Aej[1+x7],
j

finalmente llegamos al modelo del indice de refraccién de Cauchy

1 1 — A€;
nw)=1+ E;Aej + (E;w—{)wz
Los modelos de Sellmeier y de Cauchy estdn expresados en términos de la frecuencia w, para la 6ptica
geométrica se usa la longitud de onda A podemos dar el modelo de Sellmeier como funcién de la longitud
de onda es " A
E[n AW -1l=nV)-1= m. (2.7)
la expresion (2.7), contiene pardmetros para una variedad de gases y es vélido en el rango de longitud de

onda entre 3 y 0.3um con condiciones (T = 273K, P =1 atm ) y es un modelo para un sélo oscilador.

Para el indice de refraccion en regiones de transparencia visible el modelo de Cauchy es
B C
n(A)-lZAO 1+ﬁ+ﬁ .
De la misma manera depende ciertos pardmetros para diferentes tipos de gases valido desde el visible hasta

el infrarrojo.

2.2. Modelo de Rodgers

La atmésfera terrestre es un medio refractivo, y sabemos que esta compuesta por una mezcla de gases, y los
modelos anteriores dan origen a un modelo reportado en la literatura. Esté modelo del indice de refraccion

nos proporciona como varia respecto a la temperatura (K), presion (mb) y vapor de agua (g), como

P
n=1+7.7624 x 10‘5?

5748

Para poder usar este modelo [17] en el cdlculo de rayos en la atmdsfera, es necesario conocer la presion (P) y
la temperatura (T) en cada punto del sistema primario (X, Y, Z) y posteriormente mapearlo al sistema local

del observador (x, y, z) lo que estudiamos en el capitulo siguiente.



Capitulo 3
ESTADOS TERMODINAMICOS DE LA ATMOSFERA

En éste capitulo se dan los fundamentos béasicos de la termodindmica de la atmésfera, donde la tierra se
considera como una esfera con masa uniformemente distribuida y la atmdésfera en reposo o equilibrio
hidrostéatico por lo que la fuerza de gravedad debe ser balanceada por la componente vertical de la fuerza
del gradiente de presion Vp = pg, donde la hipétesis de equilibrio local se cumple ya que localmente la

atmosfera se comporta como un gas ideal en equilibrio termodindmico.

El objetivo es usar la ecuacion de estado para un gas ideal para la atmdsfera terrestre, en la ecuacion de

conservacion de Euler, usando modelos de referencia hidrostaticos con una simetria esférica.

El resultado de lo mencionado, son los modelos para la presion y temperatura para una atmosfera adiabdtica
simétricamente esférica ya que el modelo del indice de refraccion es funcién de P y T que se necesita para

poder resolver la ecuacion de los rayos de luz.

3.1. Ecuacién de estado para la atmésfera

La atmosfera se comporta como una mezcla de gases ideales [18]. Si consideramos una pequefa region con
volumem V/, temperatura T, presion p; y N; moléculas del i—ésimo gas que compone a la atmoésfera, la

ecuacion de estado correspondiente es
piV= kKN;T=R"n;T

donde k es la constante de Boltzmann, R* = kN, es la constante universal de los gases, N, es la constante
de Avogadro, y n; = N;/ N, es el nimero de moles. La ley de Dalton de presiones parciales para una mezcla

de gases ideales establece que la presion total en un volumen V es la suma de las presiones parciales

. T T
p:Zpi:R (Zni)‘_/:R I’ZV

donde aparece el namero total de moles n =) n;. Rescribiendo en términos de la masa total

M = Z m;n;,
donde m; es la masa molar,
LM 3 . T
p=R ——T 6 V=R"n—,
MV p
aparecen: (i) la densidad atmosférica
M
p= v’
(ii) la masa molar media
. M n;
m:;:Zmi;:Zmifi’

siendo f; = n;/nlafraccién molar, y (iii) la constante de gas para la atmésfera

R*
Ry=—

m .
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Con lo anterior la ecuacion de estado atmosférica toma la forma usada en la literatura meteorolégica con
R, =287] / kg °K [Holton)], a saber,
p=R,Tp (3.1

Nota. En este trabajo s6lo consideramos una atmosfera seca. La presencia de humedad y vapor de agua

implica una modificién pequefia de la ecuacién de estado.

3.2. Termodindmica de gases ideales

La termodindmica tiene la virtud de proporcionar relaciones generales entre las variables macroscépicas de
un sistema sin considerar los procesos moleculares que dan origen a tales propiedades. La 4&tmosfera se
comporta localmente (es decir, en una pequefia region alrededor de cada punto del espacio) como un gas

ideal por lo que revisaremos brevemente la descripcion termodindmica de un gas ideal.

La primera ley de la termodindmica [19] establece la conservacion de la energia
dU=dQ+dw

para procesos reversibles o irreversibles, donde la energia interna U es un atributo de cada sistema fisico,
dQ es el calor que fluye a través de las fronteras del sistema y dW es la resultante del trabajo realizado por

el sistema. En el caso de un gas ideal tenemos
dW = —-pdV

con lo cual la primera ley toma la forma
dU=dQ—-pdV . 3.2)

Esta relacion da lugar a la definicion de la capacidad calorifica a volumen constante
(@), = (57
Cv=|-—7=%| =|=—=| -
aTr)y \oT)y
Reescribiendo la primera ley en términos de la entalpia
H(T,p)=U(T,p)+p V(T,p) 3.3)

obtenemos
dH=dQ+Vdp

lo que da lugar a la defincion de la capacidad calorifica a presién constante

=(a), (a7,

Larelacion entre C, y Cy se obtiene derivando la identidad (3.3) lo que da

=a7),#(57)
»=\or), P\ar),”

(57), (57, 57,

Usando la regla de la cadena

Uu(,v)

3) -
or),” PT
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obtenemos
ov ou ov

vy (U +p(_), (3.4)
aT)p(av)T T ),

Por otro lado, la Ley de Joule [20],[21] establece que la energia interna de un gas ideal no depende del

volumen

(a_U) —0 (3.5)
ov)r '

Combinando este resultado con la ecuaciéon de estado (3.1) la ecuacién (3.4) se reduce a la relacién deseada
Cp,=Cy+R*n. (3.6)
Hasta aqui hemos trabajado con variables las extesivas U, Q, W, V. La redes meteorolégicas operacionales

miden la presién p y la temperatura T, y la densidad p = M/V se infiere de la relacion p = R, T p, por lo que

en la literatura meteoroldgica el volumen V se reemplaza por la densidad de masa

Tenemos

con lo cual la primera ley toma la forma

p
dU:dQ+Mde.

Dividiendo entre M obtenemos U
(f)-a[) 2o

M M
aparecen variables intensivas que denotaremos con minusculas
u Q
"M T M
Para la entalpia tenemos
H U+pV
h=—= PY _u+?
M M P
de donde se obtiene
dh=du+L_Pq
0
En términos u, g y h la primera ley toma las formas siguientes
du=dq+L.d (3.7)
=aq pz P .
1
dh=dq+—dp.
0
Dividiendo (3.4) entre M y usando
Cv CP
CV = M y Cp = ﬁ )

obtenemos

wma (5 (), (%57)
p—Cv - A »
ot J,\av ) " "ot |,

Cp=Cy +R,. (3.8)

yla ecuacién (3.6) toma la forma
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Usando la ley de Joule y la ecuacién de estado obtenemos
u = c,T+u*

h = u+§:cUT+RT+u* =(cy+RT+u" =c,T+u".

Ejemplo. Consideremos un gas ideal sometido a un proceso adiabético (reversible o irreversible). En tal

caso la primera ley y la ley de Joule conducen a la ecuacién

p
c,dT =—dp.
v p2
Usando la ecuacién de estado (3.1) obenemos
aT R, T
co— = ——dp
T 1Y
T R
din— = “2gmt
T, Cy Pc

donde p., T, son constantes arbitrarias usadas para conservar la adimensionalidad del argumento de los

logaritmos, integrando

cy/Ry
p_ ( T) _ (3.9)

Pc - T;
Para que esta ecuacion sea valida p. y T, deben ser valores de p y T en cualquier etapa del proceso adiabatico

que estan relacionadas por la ecuacion de estado
Pc=RaTcpc
Dividiendo p = R, T p con la relacion anterior,

p_pT p p(T)‘l

pc_PcTc Pc_; T,
obtenemos
p T Cp/Ra
— = (—) . (3.10)
Pc T,
donde usamos ¢,/ ¢, = Ry/cy +1 (3.8). Usando (3.9), (3.10), obtenemos
1/y
p ) _Cp
= — con y=—. (3.11)
P =0pc (Pc Y c,

Las relaciones (3.9)-(3.11) reciben el nombre de ecuaciones de Poisson [15].

La segunda ley de la temodinamica establece la existencia de una variable de estado S conocida como

entropia que para procesos reversibles de un gas ideal satisface la relacion
dU=TdS—-pdV .
Dividiendo entre la masa M la segunda ley toma la forma
du= Tds+£2dp (3.12)
Iy

donde definimos s = S/ M. Despejando obtenemos
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La ecuacién de estado p = R, T p conduce a la relacion

R:T 1 (d d dT d
—depz a _(_P_p_P):Ra(___P) (3.13)
Tp p R\ T T2 T p
Y d dT d
do= g, (47 P).
T T p
Usando la ley de Joule y (3.8) obtenemos
art d
ds=cy— —R,~L (3.14)
T p

[@N

TIT,) Rgd(p/ R T ~Ralc
@—M——“M:dln(T/Tc)—C—“dln(p/pC):dln(T)(ﬁ) ’

Cp TIT, cp PIpc » )\ pec
donde introducimos las constantes arbitrarias p., T,, para que el argumento de los logaritmos sean adimen-
sionales. Integrando
s—S T Ralcp
¢ :1n(_) (&) (3.15)
Cp T:J\p

donde s es el valor correspondiente al par p., T,. El valor de p., p., T;, para problemas atmosféricos sera
claro mds adelante cuando usemos la ecuacién hidrostatica para la atmosfera.

3.3. Distribucién vertical promedio de la temperatura

En la atmosfera terrestre se llevan a cabo una variedad de procesos fisicos. La atmdsfera esta constituida por

una mezcla de gases ideales, la mayor parte esta constituida por el oxigeno molecular y nitrégeno.

Un proceso fisico relevante es el bombardeo de " fotones solares" en el infra-rojo, visible y uv. Estos fotones
son absorbidos por moléculas atmosféricas, principalmente por el ozono y el vapor de agua o nubes e
incluso la superficie terrestre absorbe estos fotones generando un calentamiento sobre el mismo. Debido a
esté proceso hay una transferencia de calor de una region a otra dando origen a fen6menos tropicales tal

como: huracanes, ciclones, etc.

Los principios termodindmicos son esenciales para describir los procesos atmosféricos. En la fisica at-
mosférica usamos las definiciones macroscépicas de la temperatura y presién de un gas. Una técnica
observacional muy importante es el sondeo remoto [22],[23], el cual consiste en la deteccion de radiacion

electromagnética emitida, dispersada o transmitida por la atmdsfera terrestre.

La atmosfera esta convencionalmente dividida en capas en la direccion vertical, segtn la variacion de la

temperatura con la altura.

La capa desde el suelo hasta unos 15 Km de altitud se le conoce como Troposfera, en el cual la temperatura
decrece con la altura y esta limitada por la Tropopausa. La capa desde la Tropopausa hasta unos 50 km de
altitud aproximadamente se conoce como Estratosfera en donde la temperatura se eleva con la altura y esta

limitada por la Estratopausa [18],[24].

Para la capa después de la Estratopausa hasta unos 80 ~ 90 km de altitud se conoce como Mesosfera

en donde la temperatura nuevamente decrece con la altitud y esta limitada por la Mesopausa. Sobre la
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Figura 3.1: Estructura vertical tipica de la temperatura (K) atmosférica, en los 100km mads bajos de la
atmosfera. Basado en datos de [4]

Mesopausa tenemos la Termosfera donde la temperatura se eleva nuevamente con la altitud figura(3.1) [25],
[26] .

La Tropopausa es conocida como la atmosfera baja y en esta capa es donde suceden los fen6menos
climdticos tal como: ciclones, huracanes, lluvias, nieve, truenos, etc. Para las capas Troposfera y Mesosfera

juntas son llamadas atmdsfera media [27],[28],[29].

En la Estratosfera se producen las moléculas del Ozono (O3) mediante el proceso fotoquimico, durante la
absorcion de fotones en el ultravioleta por las moléculas del Oxigeno presentes, esto es, tres moléculas de

O, forman 2 moléculas de Os.

3.4. Hipétesis de equilibrio local y termodindmica de un flujo atmosférico

Las propiedades termodindmicas de un flujo atmosférico pueden cambiar significativamente de valor de un
punto a otro por lo que la atmosféra es un sistema fuera de equilibrio termodindmico y las relaciones termo-
dindmicas reportadas en las secciones anteriores deben usarse con precaucion. En el caso de una atmoésfera
en reposo con respecto a la tierra, la variacion de la temperatura con la altura implica que atin en este caso
la atmdésfera no es un sistema en equilibrio termodindmico. Intuitivamente, si consideramos una pequena
region atmosférica, digamos de un litro o menos, sus propiedades termodindmicas son esencialemte las
mismas, por lo que las relaciones termodindmicas de equilibro "localmente"son vélidas . Este hecho es la
base de la asi llamada hipétesis del equilibrio local (HEL) la cual asume que las relaciones termodindmicas
de equilibrio son vélidas puntualmente, por lo que las propiedades termodindmicas pueden cambiar de
una particula de fluido a otra. En este punto es pertinente aclarar el concepto hidrodindmico de particula
de fluido.

La hidrodindmica clésica es una teoria de campos donde cada punto (matemaético) en un fluido se concibe
como una particula de fluido con propiedades fisicas como la temperatura, la densidad de masa, presion, y
propiedades cinematicas como la posicion, velocidad y aceleracion. Para indicar la posicion de una particula
consideraremos un sistema de referencia de ejes cartesianos XY Z fijo a la tierra. Un concepto bdésico de la

hidrodindmica es que cada particula tiene una identidad propia, es decir, sigue una trayectoria propia y no
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se intersecta (en un tiempo finito) con la trayectoria de otra particula. Esta hip6tesis equivale a suponer que
existe una relacion uno a uno entre las coordenadas iniciales (o lagrangianas) xy, o, 2o, ,y sus coordenadas

instantdneas x, y, z (o eulerianas)

x=x(t,%0,¥0,20), ¥=y(t,%,¥020), z2=2(t,%0,¥0,20)-

Estas relaciones (que llamaremos mapeo lagrangiano) constituyen las ecuaciones paramétricas de una
curva (o trayectoria de particula) que parte del punto (xo, yo, 20). La hipétesis hidrodindmica es que las

ecuaciones anteriores son invertibles

xo=Xo(6,%,¥.2), Yo=yo(t,%,32), z0=20(t,%,¥,2) .

A estas ultimas relaciones las llamaremos mapeo euleriano. Una forma equivalente de postular que las
ecuaciones de transformacion entre coordenadas lagrangiana y euleriana uno a uno, es postular que el

campo de velocidad

ax_ ay _ dw _
E—u(t,x,y,z), dt—v(t,x,y,z), dt—w(t,x,y,z)

sujeta a las condiciones iniciales x = xy, y = o, 2 = 29, para t = 0, satisface las condiciones del teorema de

existencia y unicidad.

Usaremos el subindice ; para indicar el valor de una propiedad g de un particula identificada por medio de

sus coordenadas lagrangianas Xy, yo, Zo

qL (t) X0, Yo, ZO)
y el subindice g cuando la particula se identifica con sus coordenadas eulerianas
qe (t,x,y,2).

Asi, tenemos pr = pyr (£, %0, Y0, 20), PE = pE(t, %, ¥, 2), y la ecuacion de estado tiene las formas lagrangiana
pr = R,Trpr y euleriana pg = R, Tgpp. Dado que el valor de una propiedad g es el mismo en ambas

representaciones, tenemos la identidad

qL (f,xo,J/O;Z) =(dE [f»x(t,xo,J/O;ZO),J/(t,xo,J/O, ZO) 7Z(ty xO;J’O,ZO)] .
Derivando con respecto a ¢ y usando la regla de la cadena obtenemos la identidad

dqr 0qg 0qr 0qr  0qg
dr ot “ax Vay Wz

donde u, v, w, son las componentes de la velocidad instantdnea

dx_u dy_v dw_w

dc 7 dt 7 odt
La HEL postula que en una pequeiia region alrededor de una particula puntual, el fluido esté en equilibrio
hidrodindmico, por lo que las relaciones termodindmicas de equilibrio son védlidas en cada punto (entiénda-
se particula puntual) de un fluido. Por ejemplo, tenemos la primera ley de la termodindmica (3.7), donde u

y g son funciones de las coordenadas lagrangianas o eulerianas de cada particula.
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3.5. Ecuacion hidrostatica

En esta seccion daremos una deduccién de la ecuacion de estado hidrostética para la atmdésfera en un
sistema cartesiano fijo a la tierra. Consideremos un sistema de referencia inercial X¢ Yy Z¢ otro fijo a la tierra
XY Z, convectores base Xr, Yr, Zr y X, Y, Z, respectivamente. La definicion operacional del sistema inercial

es
ds a .

Los sistemas de referencia tienen su origen en el centro de masa terrestre, los planos XY y X Yr coinciden
con el plano ecuatorial y el eje Zy = Z coincide con el eje de rotacion terrestre. Consideremos que la
atmosfera rota junto con la tierra como si ambos fueran un cuerpo rigido. El vector de posicion instantdnea

de una particula de fluido en este sistema es
R=X;X;+Y Y+ Z;Z;=XX+YY+ZZ conZ;=2.

Respecto al sistema inercial cada particula atmosférica gira alrededor del eje Z con velocidad angular

constante

Q= =727x107°s7 L,

1 dia
En el sistema inercial la posicion de cada particula de aire es

R=ZZ+RT0), TO) =cosA)Xs+sinA(D)Yf

donde A (£) = Q1+ Ag es el angulo de rotacion del sistema XY alrededor del eje Z'y

Y2)1/2 .

R =(x2+ )" = (X34 v

f

es la proyeccion ortogonal de R sobre el plano ecuatorial. Derivando obtenemos la velocidad y aceleracion

Vv
A

Qro®, 00 =sinA®Xp+cosABDYy,
-’ RLT0) . (3.16)

De acuerdo con la segunda ley de Newton, la ecuaciéon de movimiento de un volumen de aire v constituido

siempre por las mismas particulas de aire (también llamado volumen material) esta dada por
MyA. =F°

donde M, es la masa del volumen, A, la aceleracién de su centro de masa y F la resultante de las fuerzas

externas al volumen. La masa estd dada por

My:fpdv
v

donde p es la densidad de masa atmosférica. Las fuerzas que actiian sobre el volumen material son: (i) La
fuerza de presion
F = 3{ (-p)nds, :f (-Vp)dv
v
Sy
donde n es el vector normal exterior a la superficie S, del volumen v, p es la presion atmosférica, y usamos
el teorema de la divergencia para reescribir la integral de superficie como una de volumen. (ii) La fuerza de
gravedad
Fg =M,gR,),
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siendo R, el vector de posicion del centro de masa del volumen material. Usando la expresion de M, en

términos de p obtenemos
fUpAcdv = fv [-Vp+pgRy)]dv.

Dado que el volumen material v es arbitrario, podemos hacer tender v a cero alrederor de una particula
arbitraria con vector de posicién R, con lo cual llegamos a la ecuacién de movimiento para cada particula
de fluido

pA=-Vp+pgR) . (3.17)
con A dada por (3.16). Reescribiendo A como sigue

A=-0% (XX+YY)=-0Q? v% (X*+Y?%) =V,
aparece el potencial
D, = —%2 (X*+7?).

Usando el potencial gravitacional
g=—-Vog,

la ecuaciéon de movimiento (3.17) toma la forma
1
0
de donde se obtiene la ecuacién hidrostatica
1
—-—Vp=Vod (3.18)
Iy
donde aparece el asi llamado geopotencial
O=0gy+D.. (3.19)
La ecuacion hidrostética (3.18) tiene dos incognitas p, p, y la ecuacion de estado involucra a la temperatura

T, por lo que (3.18) no puede integrarse directamente pero podemos obtener informacion ttil como sigue.

Aplicando el operador rotacional Vx a ambos lados de (3.18)

v (lv) A G vp+ Lvxvp=o
x|=Vp|= pxVp+—-VxVp=0,
P dp P

obtenemos
VpxVp=0.

Esta ecuacion indica que las superficies de densidad constante (superficies isocoricas) y de presién constante
(superficies isobdricas) tienen el mismo vector normal en cada punto por lo que ambas familias de iso-
superficies coinciden; es decir, a cada valor de la presién p le corresponde un tinico valor de la densidad,

por lo que existe una relaciéon uno a uno entre p y p, a saber,

p=p(p) .

Un fluido cuya densidad es funcion sélo de la presion p se llama barotrépico. En nuestro caso podemos

afirmar que una atmdsfera en reposo con respecto a una tierra rotante es barotrépica. En términos de la

r(p)- [ 5

p(p)

funciéon
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tenemos VP = %V p con lo cual la ecuacion hidrostatica (3.18) toma la forma
VP (p) =-VO (3.20)

Esto implica que las superficies de geopotencial constante coinciden con las iso-superficies de presion p,
densidad p y, de acuerdo con la ecuacion de estado p = R, T p, de la temperatura 7. La integracion de (3.20)
es inmediata

P[p(R)] + @ (R) = constante numérica. (3.21)

En este trabajo consideramos que la tierra es una esfera con radio r, y masa M, uniformemente distribuida
por lo que el potencial gravitacional estd dado por
r2 GM,

®,=-g-% con g=
§= 787 § 2’

siendo G la constante de gravitacion universal. El geopotencial ® (3.19) puede simplificarse con el argumento
siguiente. La masa de la atmdsfera esta concentrada principalmente en la troposfera con una altura media de
20 km, por lo que podemos considerar que la altura de la atmésfera puede llegar hasta 100 km. Comparando
este valor con el radio terrestre promedio r, = 6.4 x 10% km, podemos decir que la distancia de una particula

de aire al centro de masa terrestre es r, lo cual da
|Dg| ~ gre=6.4x10" m*s ™2,

Comparando con el potencial

Q? Q?
D= — (X*+Y%) < —r>=1.1x10" m*s?
2 2 ¢

vemos que @, es despreciable con respecto a @, por lo que usaremos la aproximacion

2
re
CD:CI)g(r):—gT.

De acuerdo con lo expuesto arriba, la presion, la densidad y la temperatura son funciones de r,
p=p), p=pr), T=T(),

y las ecuaciones (3.20) y (3.21) toman la forma

dp
ar gp(r)
y
Plp(]+@g(r)=P[p(re)] + g (re) - (3.22)

La simetria esférica de p, p, T, es importante por que implica que el indice de refraccién atmosférico tiene
simetria esférica n (r) y, como vimos en el capitulo anterior, un rayo de luz estd contenido en el plano
definido por su posicion y direccion iniciales.

La variable
Zs=T—Toe (3.23)
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Atmosfera

Figura 3.2: Modelo esférico terrestre.

es mds adecuada para dar la posicién de una particula de aire respecto a un modelo esférico terrestre

figura(3.2). En términos de z; la ecuacion hidrostatica (3.20) toma la forma

2
V4
1+—S) )

Te

2
=-§

1 dp_ (re)Z_ ( Te
p(zs)dzs_ rl & Te+ Zs

Considerando un valor maximo de orden z; ~ 100 km, tenemos

Zs 10%

~——=0.016
re 6.4x103

por lo que podemos usar 1+ 2 ~ 1 con buena aproximacion, lo que nos lleva a la ecuacién hidrostética
e

dp
— =—gp(zy) . (3.24)
dz;
La forma mdas comun de la ecuacion hidrostatica es
1 dp
ZF 3.25
p(z) dz § ( )

donde z es la altura sobre un plano tangente a la tierra. Como se demuestra en [Nufiez], la ecuaciéon
(3.25) es vélida cerca del origen del plano tangente y no es de interés en este trabajo por que da estados

termodinamicos de la atmoésfera sin simetria esférica.

Veamos dos casos donde la ecuacién hidrostatica (3.24) puede integrarse.

Atmosfera isotérmica

El modelo hidrostético [15] més simple es el de una atmosféra isotérmica con temperatura promedio

T. =T (r.) =300 °K. En este caso tenemos ,0_1 = Ran_l,

P:fRuTep_ldp: R,T,Inp,

yla ecuacién (3.22) toma la forma

p(r) _
Pe

(3.26)

1 1
exp & rg (— — —)
R,T, r Te
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con p, = p (r,), donde aparece la altura caracteristica

R, T, 287 J/kg®°K x 288 °K
_ RaTe _287J/kg K x ~8.7km. (3.27)

H
T g 9.8 ms—2

Considerando que la atmésfera puede alcanzar una altura hasta de z; ~100 km tenemos

-1 2
r r Z Z 10
e__ e :(1+_s) con 2<——_=0016
r Zs+T, Te re 6.4x103

porlo que r./r ~ 1 es una buena aproximacion y (3.26) se reduce a la asi llamada férmula barométrica

P=Pe€ (——S ) (3.28)
= X] . .
e €Xp HT

Atmoésfera adiabatica

La ecuacion hidrostatica y las relaciones termodindmicas permiten calcular el gradiente vertical de tempe-

ratura para una atmdsfera adiabética como sigue. La primera ley (3.7), la ley de Joule (3.5) y (3.13) conducen

a
R,T
cdT = Ldp=""ap—R.ar
p p
R,T
(ch+Ry)dT = —“—dp
p
ap  _ p
— - Cp_.
aT R,T

Usando la regla de la cadena en el lado derecho de la ecuacion hidrostética (3.24) y la ecuacion de estado en

el izquierdo para reemplazar p por Ty p

dp dT dp _ ch p p
dze  dzsdT  dzs PRaT  SReT
obtenemos el gradiente vertical de temperatura
ar _ r (3.29)
dze '
donde
g 981 oK
Ig=—=—=——=0.00977— .
cp 1004 km

Integrando con la condicién de frontera T (z; = 0) = T, = 300 °K obtenemos

z
T:Te_FaZs:ra(Ha_ZS):Te(l__s)
Hg

En términos de la altura caracteristica

T, Tecp

=—= =30706km.
Lq

a

obtenemos
T:ra(Ha_Zs) = Te(l__)
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lo que implica que una atmdsfera hidrostatica y adiabdtica tiene una altura finita H,. Sustituyendo lo
anterior en la ecuacion hidrostatica (3.24)
dp P 14 _ % p

- _ - = 3.30

dzg gRaT gRara (Hq — zs) Ra Hq — zg ( :

dinpl/p, = 2—— "% =qdIn(1-z, Hp)"'"a
p pc Re 1 - Zs/Ha ( s a)
donde p. es una constante de integracion. La condicion de frontera p = p.en z;=0da p. = p. y
Zs cp/Rq
= 1-—
Per ( H)

Finalmente, usando la ecuacién de estado obtenemos

2z cy/Rg
P=pPe (1 - E)
y la version siguiente de las ecuaciones de Poisson (3.9)-(3.11)
T ¢p/Rq T cy/Ry p 1/y
p:pe(i) ) P:Pe(i) :Pe(ﬁ) )
donde vemos que las constantes de integracion pg, p., T, en (3.9)-(3.11) estdn determinadas por valores

promedio sobre la superficie de un modelo esférico terrestre.

Terminanos esta seccion con el cédlculo de la entropia. De acuerdo con (3.14) el gradiente vertical de entropia

estd dado por
ds CpdT Rgdp

dzs T dzs p dzs’
sustituyendo los gradientes de temperatura (3.29) y presion (3.30)

ds Cp Ro( ¢p p
L N Sy
dzgs T4(Hg—z) p Rqa Hy— zg

obtenemos el resultado esperado: la entropia es constante en una atmdsfera adiabdtica en equilibrio

=0,

hidrostatico s (zs) = s, para 0 < z; < H,. Usando este resultado en (3.15)

s—s T Ralcy
< :ln(—)(&) =0 para0< z;< H,, (3.31)
Cp T:J\p

T Ra/Cp
() (5] -
Tc )\ pe

por lo tanto p, = pe, T, = T, como era de esperarse.

en particular para z; =0,

En meteorologia se define la temperatura potencial

o T(pe =1000 hPa)R“’CP
p
para cualesquiera valores de Ty p. En el caso de una atmésfera hidrostatica y adiabética la ecuacion (3.31)
equivale a
0 (zs)
=1
T,

por lo que 0 (z;) es constante y la ecuacién (3.15) toma la forma

0 (zs) (s— se)
=exp
T, Cp

por lo que 6 es una variable equivalente a la entropia s, pero con la ventaja de que puede medirse con datos

de redes de monitoreo atmosférico.



Capitulo 4

CALCULO DE RAYOS

En este capitulo planteamos las ecuaciones escalares de un rayo en diferentes sistemas de referencia fijos
ala tierra. En la seccion 4.1 damos una revision de la importancia del cdlculo de rayos para la simulaciéon
computacional de imagenes. En la seccion 4.2 reportamos las expresiones necesarias para definir la posiciéon
del sol en un sistema de referencia inercial con origen en el centro de masa terrestre. En la seccion 4.3 damos
una deduccién general de la ecuacion vectorial de un rayo en un sistema cartesiano fijo a la tierra, y de las
ecuaciones escalares correspondientes. Estas ecuaciones se escriben como un sistema de seis ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden para dar solucién numérica, con el método de Runge-Kuta de

cuarto orden en el Capitulo 6.

Para una tierra esférica con masa uniformemente distribuida, las variables termodinamicas de una atmosfe-
ra hidrostatica y, consecuentemente, el indice de refraccion tienen simetria esférica (Capitulo 3), por lo que
un rayo se propaga en el plano definido por su posicién y direccion inicial (Capitulo 1). En la secciéon 4.3
reducimos las ecuaciones escalares a una sola ecuacién de segundo orden. Esta simplificacion es importante
para poder calcular el rayo que va de un punto a otro como un problema con condiciones de frontera,
en lugar de un problema de valores iniciales, como normalmente se hace. En el capitulo 5 reportamos el

método de shooting para resolver una ecuacién de segundo orden con condiciones a la frontera.

En la seccién 4.4 introducimos el sistema de referencia primario XY Z el cual es el sistema fijo a la tierra
que se usa en ciencias de la tierra para estudiar fenémenos geofisicos. En este sistema se definen las
coordenadas geograficas A¢R que usamos para calcular el gradiente del indice de refraccion Vn. En la
seccion 4.5 introducimos un sistema local xyz asociado a la posicién de un observador para calcular la
posicion del sol respecto al observador, y dar los cambios de coordenadas necesarios para calcular Vz en
dicho sistema. En la seccién 4.6 introducimos un sistema local xyyzg orientado con el sol para aprovechar
la simetria cilindrica de los rayos del sol que llegan a un observador y calcular dichos rayos resolviendo la

ecuacion diferencial de segundo orden descrita en la seccién 4.3.1 con condiciones a la frontera.

4.1. Introduccion al Ray Tracing

Proceso Visual

Cuando miramos un objeto, hay una serie de procesos antes de poder verlo realmente. Es precisamente
por que, cuando una fuente de radiacion (luz) interacttia con éstos, absorben, emiten y reflejan radiacion.
Parte de esta radiacién que es reflejada se propaga en todas la direcciones, cuando llega a nuestro ojo es
absorbida y viaja a través de nuestra pupila que actiia como un punto focal, a partir de aqui la radiacién (luz)
se proyecta en nuestra retina haciendo que nuestras funciones nerviosas transmitan informacion a nuestro

cerebro para que interprete estas sefiales y las traduzca en una imagen coherente ver figura (4.1) [30].

Modelo de Vision
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Podemos imaginarnos modelando este proceso exacto en una computadora. Elegiriamos un punto arbitrario
como nuestro punto focal. También necesitamos un plano de proyeccién, que podamos colocar delante del
punto focal en lugar de atrds. Podemos subdividir el plano en los pixeles de una pantalla de computadora.
Luego generamos rayos de luz de una fuente y los enviamos a rebotar en la escena. Cada vez que una onda

de luz viaja a través de la pantalla y al punto focal, coloreamos el pixel por el que pasa ver figura (4.2).

Miisculo

ciliar
Céamara posterior
(humor acuoso)

L Humor
ciliar vitreo Eje
visual

Cdmara anterior
(humor acuoso)

__Zénulas
posteriores

Seccioén del
ojo humano

Focal Point
®

Figura 4.2: Modelando una escena real en una computadora [5].

Ray tracing 6 trazado de rayos

El Ray Tracing, es una técnica para la sintesis de imagenes: crear una imagen en 2-D de un mundo en
3-D, se basa en lanzar una serie de rayos a partir de una fuente de luz y rastrearlos al momento que son
interceptados por algin objeto en una escena. Por lo tanto crea imagenes que son resultado de reflexiones y
refracciones que dependen de la superficie de los cuerpos que se encuentran en el ambiente de la escena
ver figura (4.3).

El proceso bdésico se basa en trazar un rayo a través de cada uno de los pixeles del plano de proyeccion,

tomando como origen los rayos y la posicion del observador. Y para cada uno de estos rayos trazados se
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Light Source B*E

Figura 4.3: El trazado de rayos proyecta rayos desde el punto focal a través del plano de laimagen y en la
escena [5]

andliza si se produce una interseccion con alguno de los objetos de la escena. Si no se encuentra ningiin
objeto se termina el proceso para ese pixel y se le asigna un color de fondo por defecto. Los rayos se tratan

como lineas rectas (indice de refraccién constante)

Cuando el rayo interactda con el objeto, examinamos el punto de colisién para determinar qué tipo de luz
podria reflejarse desde ese punto y luego a lo largo del rayo incidente en la escena. Esto reduce exponencial-
mente el trabajo computacional, ya que ya no estamos generando rayos extranos que no contribuyen en

nada a la imagen final.

El algoritmo que se emplea es el siguiente: Para cada pixel en el plano de la imagen, trace un rayo desde el
punto focal a través de ese pixel hasta el plano de la imagen. Si ese rayo cruza cualquier objeto en la escena,
encuentra el punto de interseccion mds cercano. Se recopilan datos sobre la luz que podria reflejarse desde

el punto de interseccion hacia el plano focal para usar estos datos para colorear el pixel.

4.2. Posicion del sol en un sistema de referencia inercial

El problema del movimiento del sitema Sol-Tierra, conocido como problema de Kepler o problema de
dos cuerpos, es uno de los problemas que motivo el desarrollo de los principios de la mecanica clasica

[13],[31],[32],[14]. En un sistema de referencia inercial, este problema consiste en resolver las ecuaciones de

movimiento
d2r1 F ( )
m— = r
1 PTZ 21
e
m = r
2 72 12

donde r = ||r; —r2|| y F2; = —F2, F;; es la fuerza de la particula puntual con masa m; sobre la particula con

masa m;. En términos de las variables

r=ri—rz, Yo =(mr+mpry)/ (my+ my)
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las ecuaciones se desacoplan como sigue

d’r.,,
dr?

d’r

dr?

= 0,

1 r 1
-——F(r)—, pu =1/m+1/my.
7} r

La ecuacion de la trayectoria de una particula con masa p y posicién r para F (r) proporcional a 1/72 es
a
—=1+e€cosf.
R

donde a y € dependen de los parametros del sistema y € estd determinada por la energia mecénica del
sistema. Esta ecuacion no es ttil cuando lo que deseamos es conocer la posicién del sol con respecto a un

observador en la superficie terrestre [6],[23]. En esta seccién abordamos este problema.

Para precisar la posicion del sol con respecto a un observador sobre un modelo esférico terrestre usamos un
sistema de referencia cartesiano inercial X;Y;Z; con origen en el centro de masa terrestre de un modelo
esférico terrestre con masa uniformemente distribuida figura (4.4). El plano X;Y7 y el eje Z; coinciden con
el plano ecuatorial y el eje de rotacion terrestre, respectivamente. Este sistema puede considerarse inercial

ya que estamos interesados en el cdlculo de la refraccién de un rayo del sol que llega a la superficie terrestre.

1
A

A

1/,

/’/ Sol
)8

> Y1

X1

Figura 4.4: Posicién del Sol en el sistema X, Y7, Z;

El tiempo que tarda dicho rayo en atravesar la atmdsfera es despreciable por lo que podemos ignorar la
traslacion de la tierra alrededor del sol para calcular el efecto de la refraccion atmosférica. Asi, los vectores

base asociados X;, Y, Z;, no cambian con el tiempo,

C%i=29=%7-0
ar T dr T at

La orientacion del sistema X;Y;Z; en un dia dado es tal que, el centro del sol pertenece al plano Y;Z; y estd

sobre la parte positiva del eje Y;, de manera que el vector de posicion del centro del sol estd dado por
Rg = Rgcosd Y, + Rgsind Z;
donde 6 es la declinacién solar [27],[33], la cual esta dada por

0 =0.006918 —0.399912 cosI' +0.070257sinT" — 0.006758 cos 2I" + 0.000907 sin 2T",
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Figura 4.5: Variacion de la declinacién solar 6 como funci6n de J.[6]

con

r=2" -1
365

y J es el nimero del dia de interés en el calendario Juliano para afios no bisiestos [34]. La declinacion solar
esta acotada —23°27' < § < 23°27' donde 6§ = —23°27' y § = 23°27' [5],[35], corresponden a los solsticios de
invierno (22 de diciembre) y verano (21 de junio) para el hemisferio norte, respectivamente ver figura (4.5).

La distancia Rg entre los centros de masa terrestre y solar estd dada por

2

a

(R_) = fo+ ficosI'+ fosinI' + f3cos2T" + f4sin2T
S

4.3. Ecuaciones escalares de un rayo en un sistema fijo a la tierra

Consideremos un sistema de referencia cartesiano y' fijo a la tierra con origen en un punto con posicién R,
y vectores base y; que obedecen la regla de la mano derechay; xy» = ¥s. Esta relacién equivale a la ecuacién

siguiente que da lugar a la defincion del simbolo de Levi-Civita

1 para ijk=123,312,231,
€ijk=Yi-¥ix¥k={ -1 para ijk=132,321,213,

0 en otro caso
El sistema inercial X } también es un sistema derecho. La relacion entre los vectores base
Vi=R;j Xf 4.1)
esta dada en términos de una matriz R = {Ri j} que es ortogonal,

RTR=RRT=1 ¢ (RRT)l.j:R,-kR]-k:(S,-j, (4.2)
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y tiene determinante det (R) = €123 = 1, por lo que R es una matriz de rotacién del tiempo ¢ ya que y; rota

junto con la tierra. Usando (4.1) obtenemos la relacion entre las componentes de un vector arbitrario

b=by;=b/X),
a saber,
b; = Rl‘jb} . 4.3)

Para ver como se transforma ¢ = a x b consideremos ¢ = ¢y, a= aj?j, b = b*§. Esto da ¢y, = a/ bk?j X
¥+, multiplicando por §; - obtenemos ¢’ = a/ b*y; -y j * Y donde aparece la definicion de ¢; j y el resultado
deseado

¢! :eijkajbk

el cual puede escribirse en la forma usual

Y1 Y2  ¥3
c=axb=|da a* a
bt > B

> Y1

X1

Figura 4.6: Sistema de referencia cartesiano y’ fijo a la tierra con origen en un punto con posiciéon R, y
vectores base y;

De acuerdo con la figura (4.6), la relacién entre los vectores de posicion Ry r de un mismo punto en el
espacio es

R=r+R..
Usando
R:XIJXL r:yi?i’ R:yé?i:XI]cX;

y (4.3) obtenemos las ecuaciones de transformacién
Viayi=RiX] o y'=Ry(x]-x]). (4.4)
El operador gradiente inicialmente se define en el sistema inercial como

V:in
1 j’
GXI
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su forma en el sistema y* se obtiene con la regla de la cadena, las ecuaciones de transformacion (4.4),

o ady' o 0

s )

oxi oxioy oy

y el cambio de base )A(f = Ry ;¥ Esto da

V = (Ryiy R~a =V (RiiR;; a—Aﬁ G_A.O
= ( ijk) ”6_yi —Yk( kj ”)O_yi =¥k kia—yi —Yza—yl-
donde usamos (4.2), es decir, la forma de V no cambia cuando pasamos de un sistema cartesiano a otro
V=y; 9 (4.5)
- yl 6yl . .

Con lo anterior estamos en posiciéon de obtener la ecuacion vectorial de un rayo en un sistema y* fijo ala
tierra y las correspondientes ecuaciones escalares. Comencemos con la ecuacion en el SRI en un instante

arbitrario ¢t

d ( dR
IS (na) =Vn . (4.6)
Usando
R(9)=1(9)+R.=(y' (9 + y})3: ()
obtenemos
d( dRY d ( dr
ds (”E) ds (n%)
y, por lo tanto,
d ( dr
%(n%) =Vn (4.7)

con V dado por (4.5). Dado que la base ¥; no depende de s, podemos prescindir de ella para obtener las

ecuaciones escalares de un rayo

i
d (ndy )_ on 48)

ds\" ds) ay'’
Este sistema de ecuaciones de segundo orden lo sustituirémos por un sistema de ecuaciones de primer

orden para su soluciéon numérica como sigue. El uso de la longitud de arco s como pardmetro implica que el

vector tangente al rayo

es unitario
Isl=1. (4.10)
Las componentes .
al(s) = C;ysl (4.11)

son los cosenos directores de s. Desarrollando el lado izquierdo de (4.8)

d (ndyi) _ ndai ;dn

ds ds ds +a%

Como vimos en capitulos previos 7 es una funcién explicita de la temperatura 7, la presién p, y la humedad
g, que a su vez dependen de las coordenadas y’ de cada punto en el espacio, por lo que usamos la regla de

la cadena para calcular dn/ds '
dn dyl on jon
——= -=q - .
ds ds 0yl oyl
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Asi llegamos al sistema de seis ecuaciones de primer orden

dyi i

= 4.12
ds ¢ (4.12)
da' (an jon l.) 1

= — o —a |—.
ds oy! o0y’ n

Ecuacion de un rayo en un plano xy para una tierra esférica

Para una tierra esférica el indice de refraccion tiene simetria esférica n(r) y, como vimos el capitulo 1, un

rayo se mueve en el plano definido por su posicién y la direcciéon iniciales
ro=rls=0, So= —J : (4.13)
s=0

En el plano definido R, y'Sy (que suponemos no son paralelos) definimos un sistema cartesiano xy. En este

sistema las ecuaciones (4.12) se reducen a

¥=qx—Xq, y=qy—-yq, con g=In[n(xy)], (4.14)

donde usamos la notacién x = dx/ds, ¥ = d*x/ds?, § = xq, + Y4y, dx = 0xq, gy = 0,q. Reemplazaremos
la longitud de arco s por x como parametro del rayo para reducir la solucion del sistema (4.14) a una sola

ecuacion de segundo orden. Aplicando la regla de la cadena a la identidad f(s) = f[x (s)] obtenemos

d _df

af[x(s)] = A
ddf _ d .df _..df .zdzf 2 F el 27N
dsds ~ ds| dx _xdx+x dx? O [=xf+x]

donde f'=df/dx, f' = d®f/dx?. Para y tenemos y = %)/, j = ¥2y"+iy'. Sustituyendo y = Xy’ en x2+y% =1
[ec. (4.10) ], obtenemos
-1
%% = [1 + (y')z] s6lo como funcion de x .

Apliquemos lo anterior a la ecuacion para j (4.14)
'+ (qx-%4) ¥y = 4qy-yq usando¥=q.—%q,
2y'+axy'-34 = qy-yg  usando y=xy,
Py = ay-axy

Asillegamos a la ecuacion deseada

Y= [1 + (y')z] [9y-¥'gx] donde g=In[n(x,y)] . (4.15)

Desde el punto de vista numeérico la ecuacion (4.15) es mds fécil resolver que el sistema de seis ecuaciones
(4.12). La ecuacion (4.15) es particularmente 1til para obtener la imagen del sol que llega a un observador
como un problema de condiciones a la frontera. En el capitulo siguiente reportamos el método de disparo

para resolver (4.15) con condiciones a la frontera y el capitulo 6 reportamos los resultados.
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4.4. Sistema de referencia primario y coordenadas geograficas

Para precisar la posicion del sol con respecto a un observador sobre un modelo esférico terrestre usaremos
el Sistema de Referencia Primario (SP) el cual es un sistema cartesiano fijo a la tierra X = X 'y =Xx? 7z=Xx3.
Los sistemas primario X’ e inercial X } tiene su origen en el centro de masa terrestre, los planos X;Y; y XY
coinciden con el plano ecuatorial y el eje Z; = Z coincide con el eje de rotacion terrestre figura (4.7). Los

ejes X y Y giran alrededor del eje Z; = Z con velocidad angular

Q=2n/1dia=727x10"°s7 L.

@Z{ZZ

X1 A \ X
Figura 4.7: Sistema de Referencia Primario e inercial con origen en el centro de masa terrestre fijo a la tierra.
SeaX =X!, Y =X?Z =X3, labase del sistema primario. La relacién entre bases
X =RSP R (4.16)
estd dada por los elementos RE}Q.P ) de la matriz

cos AP ¢in AP g

RO =] —sinAGP  cosASP) 0 (4.17)
0 0 1
y
ASP) =Qr+ A (4.18)

es el dngulo que va del eje positivo X7 al eje positivo X, Ay es una constante determinada por la posicion del

sistema primario respecto al inercial en ¢ = 0. De acuerdo con la identidad

_yigi— y/gJ

R=X'X'=Xx/XJ.

la relacion entre las coordenadas de un punto en los sistemas inercial y primario es

Xx'=REP x7. (4.19)

ij

Para calcular las componentes de V7 en el sistema primario X’ usamos el sistema de coordenadas geogrdficas
A (longitud), ¢ (latitud), R, dadas por las ecuaciones

X =Rcos¢cosA, Y =Rcos¢sind, Z=Rsing. (4.20)
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En el sistema de referencia inercial X I’ tenemos bdsicamente las mismas coordenadas geograficas
X;=Rcos¢pcosA, Yy=Rcos¢sinA, Z;=Rsing. (4.21)

Larelacion entre las longitudes 1 y A es
A=A+ASP (1) . (4.22)

Usando el vector de posicién de un punto con coordenadas A, ¢, R,
R=R|[cos¢p(cosAX+sin1Y)+sinp Z] ,

obtenemos la base covariante 7; asociada a un dicho punto
OR OR _OR

T)=—, Tp=—, Tr=—. 4.23
ATor YT e’ T OR (4.23)
Dividiendo entre los factores métricos
hy=llT)ll=Rcos¢, h¢E||T¢||:R, h, =|tgll =1. (4.24)
obtenemos la base ortonormal
A=—, =—, r=17p=—=—X;. 4.25
h/l (,b 5 R R R i ( )
La relacion entre bases R
A X
¢ |=RNe)| ¥ (4.26)
T Z
estd dada por la matriz de rotacion
—sinA cosA 0
RCY (A,¢)=| —singcosA —singsinA cos¢p | . (4.27)

cos¢pcosA  cos¢psind  sing

Para calcular V en el sistema A¢r usamos la notacién A = s', ¢ = s?, R = s°. Usando la regla de la cadena
obtenemos _
s 0 ;08 0 -0
V=X - =X T, — ]—. (428)
0X? 0X'! 0s/ 0s/
donde aparece la definicién de la base covariante asociada 1/ a las coordenadas geogréficas 1, ¢, R,

i
n/ =vs/ =X 651 .
ox'

Esta base es reciproca de la base covariante: 7 nj =0 ;. En efecto, tenemos
axm) (Xi as/ ) _0xX™ os' o5
osk oxi

T sk axm T gsk
Usemos la reciprocidad para obtener 7/ en la base $¥. Como §’ es una base existen coeficientes b}'] tales que

Tk'nj:(im ik -

nl = b{@i. Multiplicando por 7 -
Tk-nj = Tk-b‘l.j/\i = b{ (hk’§k) -§i = b{hk5ki = bihk = 5ik )

por lo tanto b{czéik/hky .
nk -5 (sin sumar en k) .
hi
Sustituyendo en (4.28) obtenemos
s 1o ¢o _o R X'

g3 90 _A0 0 -0 T o 4.29
hedsk  hy oA hyop 0¢ ' R R (4.29)
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Célculo de Vn para una tierra esférica

En el capitulo 3 vimos que la temperatura, la presién y la densidad de una atmdésfera en reposo con respecto a
nuestro modelo esférico terrestre estan dados por la altura respecto a la tierra z; = R—R., R=||R|l, T = T(z),
p = p(zs), los cuales, a su vez, dan el indice de refraccion [17]

(o}

K
con a=7.7x107° —- (4.30)

nzl+a£
T

5748
1+0.8335 1+T q

En este trabajo consideramos una atmoésfera seca: g = 0. Usando V (4.29) y la altura respecto a la esfera

terrestre z; = R — R, (R, es el radio terrestre) obtenemos

dn . X'dn
Vn=r =X;—
dz; R dzg
donde
dn _dT0n+dp6n_ a dTp+dp
dz; dz,0T dz,0p T | dzsT dzs|’
La ecuacion hidrostética (3.24) 4
p - —
dze 8p
y la ecuacién de estado p = 2, T p conducen a la expresion
dn ap [dT g
__4arial 8 4.31
dz; T?2 |dzy, 2, (4.31)
que usaremos para calcular Vn en el sistema de referencia primario
on X' dn 4.32)
0X/ R dzs’ '

Para una atmosfera isotérmica tenemos [ecs. (3.28),(3.29)]

dn __84p _zyu;
dzg R, T? '

Para una atmoésfera adiabatica las ecuaciones (3.8), (3.28), (3.29), dan

T
ar s __8 .8 §

dZs e%a cp % - ‘%(lcp

@)= & =
(Cp '%d) - %a cp ’}/%a ’ Y_

por lo tanto

con

4.5. Sistemalocal xyz asociado a un observador terrestre

En esta seccion y la siguiente introducimos sistemas locales asociados a un observador para calcular los
rayos del sol que llegan a un observador con coordenadas geograficas A, ¢,, r.. Consideremos un sistema

Xyz con origen en la posicion de un observador y ejes orientados con los vectores base

0= ié = ;1\0 (Ao,d)o) » ?o = i% = (:Bo (/10;(/)0) » 20 = i?; :fo (/lo; (,bo); (4.33)

)
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Yo

X0
Zy

o

Figura 4.8: Sistema local xyz asociado a un observador terrestre.

X, V'V, estan dirigidos hacia el este y norte, respectivamente, para el hemisferio norte y Z, es ortogonal a la

esfera terrestre figura (4.8). La relacion con el sistema primario es [ec. (4.26), (4.27)]

%, = -sindl,X+cosl,Y (4.34)
Vo = -—sing,(cosA,X+sinl,Y)+cosep,Z
Zo = 0S8, (cosA,X+sind,Y)+sing,Z.

Los cambios de base (4.16), (4.34), dan las relaciones con los vectores base de los sistemas primario e inercial
% = RZF]?G’ (Ao, o) X (4.35)
- RZFJCG’ (Ao, o) Rﬁf’ (1) XE.
El vector de posicién del observador respecto a los sistemas inercial y primario es
R. = Ro0 3% = RoZy = RoT, .

Para calcular n y Vn en un punto (x, N2 z) necesitamos las ecuaciones de transformacién entre las coordena-

das de un mismo punto en los sistemas primario X/ ylocal x’. De acuerdo con las relaciones
R=r+R, (4.36)

con
R=X'X;=X/X), r=x'%], Ry=Re0;5%,

y los cambios de base (4.35), tenemos

x'+Rei3 R (Ao, o) X (4.37)
— (CG) (SP) k
= R (Aoso) Ri7 (1) X
y las ecuaciones de transformacién inversa
X1 = RSO (Lo, o) (67 + Re6i5) (4.38)
Xf = RS0 REY (Lo ¢o) (xi + Rebi3) -
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Las ecuaciones de un rayo en el sistema xyz son

dxt

= a 4.39
ds @ ( )
da' (an jon i) 1
= - . (X - . — .
ds ox? ox/ n
Las componentes de
_; 0n
Vu=xX,—
ox!

estan dadas por el gradiente 0n/0X/ (4.32) y el cambio de base (4.35), a saber,

G_n — R(CG) (Ao, o) 0_}1

oxt U 0xXi -~
Para calcular los rayos del sol que llegan a un observador, es necesario conocer la posicion del sol en el
sistema xyz del observador. El plano xy y el eje z son el horizonte y zenit del observador, respectivamente.
El dngulo cenital del sol { s es el 4ngulo entre el eje z (vector Z, =T,) y el vector de posicién del sol Rg que va
del origen del centro de masa terrestre al centro del sol figura (4.9). El vector unitario con la direccion del sol

en el sistema primario estd dado por la declinacién solar 6 y la longitud del sol A en el sistema primario
Ts=cosd (cosAsX+sinAsY)+sind Z. (4.40)

donde Ag se determina como se explica abajo. Por un lado tenemos cos{s =T, -Ts, por otro, calculando

T,-Ts con la base del sistema primario,
Ty-Ts =c0S¢,cos0 (cosA,cosAs+sind,sinAg) +sing,sind,

por lo tanto
cos{s =cos¢, cosd cos (A, —Ag) +sing,sind . (4.41)

El segundo dngulo que da la posicion del sol en el sistema xyz es dngulo acimutal solar as definido como el
angulo entre la proyeccion del sol en el plano xy y el eje y positivo. Usando la posicion del sol en el sistema
Xyz

Ts=sin(s (sinas X, +cosas ¥o) +cos{s Z,
obtenemos
Ts Yo =sin(s cosas .
En el sistema primario tenemos ¥s-y, = — cosd sin ¢, cos (1, — A1s) +sind cos ¢, por lo tanto

sind cos¢, —cosd sing,cos (1, —As)

4.42
sin CS ( )

cosag =

Para calcular la posicion del sol con respecto al observador a una hora determinada de un dia dado podemos
usar las coordenadas geograficas A¢R en el sistema inercial X;. La orientacion del sistema inercial X; para
un dia arbitrario del calendario juliano se escoge de manera que el sol estd en el plano Y;Z; y en direccién

del eje Y; positivo, por lo que su vector de posicion Rg tiene las componentes

X])S =0, Y],S = RS COS5, Z],S = Rs sinéd ’ (4.43)
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Sol

> Yo

X0

Figura 4.9: Posicion del sol en el sistema xyz del observador.

durante todo un dia. El vector de posicién R, del observador es
X1,0=RecospocosA,, Yio=Re.cos¢p,sinA\,, Z1o,=Resineg, .

Escogemos el meridiano de referencia (A = 0) como el meridiano que atraviesa los ejes positivos X;y Z;, de
manera que la longitud del sol siempre es As = 7/2 en el dia de interés. La longitud del observador es tal

que a las 0:00 horas el observador esté en el meridiano opuesto al del sol Ag; es decir,

T
AO(IZO)Z—E.

Entonces la longitud del observador para un instante arbitrario ¢ es [ec. (4.18)]
Ao () =Qt—-7/2. (4.44)

Lo anterior equivale a decir que el meridiano de referencia de las coordenadas geograficas A¢R es el
meridiano del observador: A, = 0y la longitud del sistema primario A" es la longitud del observador

ABP) = A, (). En esta forma, la longitud del sol A5 est4 dada por
As=As—Ao(0=2—(Qt-2)=n-qr. (4.45)
2 2
Al medio dia el sol y el observador estan en el mismo meridiano lo que reduce (4.41) a cos(s (¢ = 12hrs) =
cos ((/)0 - 6). Dela ec. (4.41) obtenemos las horas en las cuales el sol esta en el horizonte ({5 = 90°),
cos(Ay,—As) =cos(—As) =cos(Qt — ) = —cos (2Q¢) = —tan¢, tand

a saber,
Qt =cos™! [tan¢,tand] .

Un camino alternativo para conocer la posicion del sol respecto al observador es calcular las coordenadas

locales del sol con las ecuaciones de transformacion

xé + R95i3 = Rl(-]C-G) (/10,(,[)0) Rﬁcp) (t) X}C,S :

con X }C dadas por (4.43). En el sistema local xyz el sol tiene las coordenadas geogréficas locales definidas en
la forma usual

X5 =TI5COSP1oc COSAjgc , ¥Ys = TI'SCOSPiocSINAjge, 25 = TrsSingc - (4.46)

donde rs = [Rs—R,||. La ecuacién zg = 0 da las horas en las cuales el sol estad en el horizonte del observador.
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4.6. Ecuacién de rayos en un sistema local xyyzg

Para calcular el contorno de la imagen del sol que llega a los ojos de un observador usamos un sistema
local xyp-¢zg=o orientado con el sol figura (4.10). El significado del subindice ¢ se aclara abajo. En el sistema

inercial el sol y el observador tienen las posiciones

Rg = Rscosd Y+ Rgsind Z;
R, = Re.cos¢,(cosA,X;+sinA, Y)+Resing, Z; .
Z
A
— X
e
//Ro
%
> Y1
X1

Figura 4.10: Contorno de la imagen del sol que llega a los ojos de un observador en un sistema local
XYp=029=0 orientado con el sol.

El eje x va del observador al centro del sol por lo que el vector base correspondiente es

=~ RS - Ro
Rps = —0 0 (4.47)
IRs —Roll
El eje positivo zg—¢ es ortogonal al plano formado por R; y R, y tiene vector base
N Rqe xR
o= —— 2 (4.48)
IRs x Roll
Para que xyp-¢z9-o sea un sistema derecho el eje positivo yy—( estd orientado con el vector
Yo=0 =Zg=0 xX. (4.49)
De las ecuaciones anteriores obtenemos la relacion entre vectores base
of  _ p0=0) gk
Ry_o= Ry X} (4.50)

donde usamos la notacion X;_, =Xos, X5_ = Yo-0, X;,_,, = Zg—o.

En ausencia de refraccion la imagen del sol que llega a un observador esté limitada por un circulo Cs cuyo
centro es atravesado por el eje x con direccién X, ;. Para estimar esta imagen calcularemos un conjunto de
rayos que van del observador al circulo solar Cs. Dado que estamos considerando una tierra esférica, cada
rayo es una curva plana que pertenece al plano definido por el vector de posicién del cual parte el rayo

(posicién del observador) y un vector de direccién inicial Sy. Para aprovechar esta propiedad, usamos un
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Yo 0

Zg

Figura 4.11: Sistema x g zyp donde los ejes yp y zg son rotaciones .

sistema x ygzy donde los ejes yg y zg son rotaciones de yy—o y zg=¢ como se muestra en la figura (4.11). Esto
da

%y X5 1 0 0
Vo |=R©@)| Vy-o conR@)=]| 0 cosf® —sinf |. (4.51)
Zy Zg-o 0 —sinf -—cosf

La relacion entre ié =Xy, ig =Yo, ig =7y, y las bases iézo, X?, X!, es inmediata, a saber,

%)= Ri;0) %)_, = Ri; () ROXF. (4.52)

Denotemos con

~i i

r=Xx X,
a la posicién de un punto en el sistema xyy zg. La relacion entre ry y la posicion de dicho punto en el sistema

inercial R es
R=F+R, (4.53)

conR= XXk, R, = XF X¥. De acuerdo con (4.52) la relacion entre coordenadas X' y XF es

~i 6=0
¥ = Rij©) RGO (xf-xF,) (4.54)
k _  p0=0) ~i vk
XI = Rkj RJ-,-(H) X +XI,0'
En ausencia de atmosfera (o refraccion) los rayos que van del observador al circulo solar Cs forma un
cono como se muestra en la figura 4.9. Para calcular la refraccion de los rayos generada por la atmésfera
consideramos que la atmosfera tiene una altura finita h,y, sobre la esfera terrestre, es decir, la atmoésfera
estd acotada por una esfera S (Raim) con radio Raim = Re + haum. La recta que va del observador al centro del
sol estd dada por la ecuaciéon
RT :R0+TAR COH AR:RS_RO .

Los puntos donde R; intersecta a la esfera S (Rytm) estan dados por la ecuacién

R;-R; = RZ +27R,-AR+ 7% | AR|* = R?

atm -
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Las raices son 7; = 8.7786 x 10~/ y T2 = —6.5167 x 107, el valor positivo 7; corresponde al caso donde el
sol estd a la "vista"del observador. La figura 4.9, muestra que el circulo solar Cs proyectado sobre la esfera
S (Ratm) un ciculo C®™) con radio R®™Y) dado por

Rg RO

tana = =
IAR[  lIT1AR]

como se ve en la figura 4.10. El valor calculado es 3 ham 0 RP™Y) = 0.61099 km ?. La ecuacién del circulo

CProY) en el sistema x)pzg €s
Tproy (0) =11 + RP™ g, con r; =71AR= x1Xp; . (4.55)

De esta expresion obtenemos las coordenadas del punto (x1, yg) donde el plano xyy intersecta al circulo

Cproy
x1 =11 IAR], yP = RPY (4.56)

El problema siguiente es calcular el rayo en el plano xyy que va del observador al punto (x3, yp = RP™).

De acuerdo con los resultados de la seccién 4.3.1, la ecuacion del rayo es

dJ’e)z
+( dx

1
- donde g =In[n(x,y)] . (4.57)

d*yp

o _ 9 _dyog
dx?

0yp dx 0x

En este trabajo resolvemos esta ecuacion sujeta a las condiciones de frontera

Yo = 0 para x =0 (posicion del observador)

yo9 = RP™ parax=x;.

Para calcular las componentes del gradiente de n en un punto (xl, yg), calculamos las coordenadas XY Z de
dicho punto en el sistema primario por medio de (4.54) y (4.19). Calculamos Vn en el sistema primario [ecs.

(4.31), (4.32)] y con el cambio de base (4.52) obtenemos Vr en el sistema x yy zg

on _
_ _n.. (0=0) p(SP)
Py R,] ()] Rjk le

on
ox!

Ecuaciones de transformacién entre los sistemas de referencia primario y local

Queremos representar la base del sistema local (X,y(,Z) en terminos de la base del sistema pirmario X, Y,Z)
para validar los cdlculos que se realicen en el sistema local, ya que las propiedades termodindmicas del
indice de refraccion dependen de las coordenadas del sistema primario, por lo tanto las ecuaciones de

transformacion estdn dadas a partir de la relacion (4.55).

X= R; 1X0 + Rlz?o + ngzo, ?0 = RZIXO + Rzg?o + Rzgzo, Z= Rglio + Rgg?o + Rggzo.
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donde cada una de las componentes R; ; con i, j = 1,2,3 son

Ri1 = a(d;scosd — Rrcos¢pcosA)

Ry2 = a(—=Rrcos¢sinA)

Ri3 = a(d;ssind — Rrsing)

Ry1 = (R32R13 — R33R12)

R2» = (R33R11 — R31R13)

Rys = (R31R12 — R32R11)

Rs31 = B(— dys- Rrcos¢sin Asind)

Rsp = B(d;s- Rrsind cos¢pcos A — d;s- Ry cosdsing)
Rs3 = B(d;s- Rrcosd cos¢psinA)

donde
1 1

a:_, e S—
Il ’ IIRs xRy |

Podemos representar la transformacién de una base a otra como sigue
¢ = Ry.;X)
Xf = g jAyp-

En el sistema local con origen en el observador, el rayo de luz que le llega del sol a él se mueve en el plano
(X,¥o) , se ha desarrollado un c6digo en Fortran , donde se realiza el cdlculo de rayos en el sistema primario

en el que definimos al indice de refraccién como n = n(X°,Y°,Z°).

Para representar un punto (x,y) del sistema local en el sistema primario es
XJ = XJ + Ry x*.

Est4 tltima ecuacién nos permite conocer la transformacién correspondiente del indice de refraccién
0 0
nX®,Y%,Z%) — n(x,yp)-

4.7. Caélculo de rayos en un espejismo

A partir de la ecuacién del rayo (4.6), podemos explicar el fenémeno del espejismo [3],[36]. Se trata de un
fenémeno producido por la diferencia de temperatura a la cual se encuentran las distintas capas de la
atmosfera, que genera variaciones en el indice de refraccion de las diversas capas atmosféricas, de modo
que la luz no se propaga en linea recta, sino que se va curvando gradualmente. El espejismo se produce,

finalmente, porque el ojo sitia la imagen en la prolongacion rectilinea de los rayos que inciden en él.

De acuerdo con la ecuacion p/T = R,p, a una presion fija, cuanto mds caliente esta el asfalto, menor serd p
y el indice de refraccion n del aire situado por encima del asflato. Por lo que un rayo se desvia hacia la region
con mayor indice de refraccion y atravesard mds cantidad de aire menos denso que si se hubiera desplazado
en linea recta como se muestra en la figura (4.12), mientras que en la figura (4.13) se aprecia un espejismo

formado en una carretera. Esté fen6meno, lo podemos modelar mediante la ecuacion de los rayos.
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Apparent reﬂectin—gb Tt =a
surface

Figura 4.12: Para dngulos muy pequeiios, los rayos parecen proceder debajo de la carretera como si se
reflejara un charco de agua.[3]

Figura 4.13: Espejismo en la carretera.

Consideremos el modelo de Rodgers (4.30) sin humedad (g = 0). De acuerdo con la ecuacién de estado

p!/ T = R,p por lo que (4.30) toma la forma
n=1+aR,p (4.58)
en una vecindad del asfalto podemos usar el modelo
p=pa—bz; con b>0,

donde p, = 1.225 kg m 2 que es la densidad estdndar a nivel de mar para z = 1 km el valor de b = 1.225 kg m ™.
El gradiente Vn estd dado por (4.32) con el gradiente vertical dado por (4.58)

dn

—=—aR,b. 4.59
dz, ahg ( )

En el capitulo 5 usaremos (4.58) para resolver numéricamente la ecuacion de rayos para resolver el problema,
de como un observador ve un espejismo y modelar el doblamiento de un haz de luz que pasa por un medio

que es menos denso (aire caliente).



Capitulo 5

SOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES DE UN RAYO

5.1. Problema con Valores Iniciales para EDO’S

Las ecuaciones diferenciales sirven para modelar problemas que involucren el cambio de una variable
respecto a otra. En la mayor parte de ellos hay que resolver un problema con valores iniciales, es decir,

resolver una ecuacion diferencial que satisface una condicién inicial.

El primer problema planteado, es dar la solucién general de la ecuacién de los rayos como un sistema de
seis ecuaciones de primer grado con condiciones iniciales, usando el método numérico de Runge-kutta de

4° orden.

dy'

ds -

da' (Gn jon l-) 1
= |z=-a/=—=a'|—.

ds ay! 0y’ n

con las condiciones iniciales ry (posicion inicial del rayo) y @’ cosenos directores (direccion inicial del rayo).

Método de Runge-Kutta.

Un procedimiento para resolver este tipo de ecuaciones diferenciales es usando el método de Runge-Kutta

[7]. Consideremos un problema de valores iniciales

V' =fxy

con
y(xo) = yo
A diferencia de usar series de Taylor de orden superior se volveran dificiles de manejar por las derivadas

de orden superior de f(x, y). Sin embargo, es posible desarrollar expresiones a las series de Taylor sin la

necesidad de involucrar derivadas de f(x, y).

La expresion cldsica de Runge-Kutta es una que es equivalente a la serie de Taylor (cinco primeros términos)

2 3 4
" h 1"

Yn+1=Y +hy’+h—y”+h—y +—y
R R TR TR

La férmula de Runge-Kutta [7], involucra un promedio de valores de f(x, y) tomados en diferentes puntos

del intervalo x,, < x < x,,41 con

h
yl’l+1 = yn + E (knl +2kn2 +3kn3 + kn4)
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donde
kn, = flxy)
kn, = f(xn+g,yn+gkm)
o =[x+ 5000+ 3k
kn, = f(xn+h yn+hky,)

El término % (kn, +2kn, +3kn, + ky,), se interpreta como una pendiente promedio. El método de Runge-

Kutta es muy preciso.

Método de Newton.

Esté método es una de las técnicas mds conocidas para resolver un problema de biisqueda de raices f(x) = 0.
Una forma de introducir el Método de Newton [7], se basa en la implementacién de los polinomios de

Taylor.

Supongamos que f(x) € C*[a, b] y sea py € [a, b] una aproximacién de p tal que f'(po) #0 Yy |p — pol es

"pequeno". Consideremos el Primer Polinomio de Taylor para f(x) alrededor de pg y evaluando en x = p.

_ / (P - pO)Z "
Fp)y=fp)+p=po)f(po)+ ——f Cp)
donde ¢ (p) esta entre p y pg, tomando f(p) =0da
2
0= f(po)+(p—po) f'(po) + %f”(f(p))

El método de Newton se obtiene suponiendo que |p — py| es muy pequefio, por lo tanto, (p — py)? es mucho

menor entonces
0= f(po) + (p—po)f (po)

Ahora despejando p obtenemos

_ f(po) _
P=Ppo (po) =pn
Este resultado se dio para una aproximacion en py, y genera una sucesion {p,},-o
f(Pn—l)
Rpo— ara nzl
Pn = Po f,(pn—l) p

La figura (5.1), ilustra como la aproximacion es obtenida usando sucesivamente tangentes.

5.2. Problema con Valores a la Frontera para EDO’S.

En esta seccién damos la solucion de problemas con valores en la frontera, en los cuales las condiciones
iniciales son remplazadas por condiciones de frontera que involucran valores de la solucion y la de sus

derivadas en dos puntos especificos, conocidos como puntos de frontera [7],[37].

Los problemas con valor en la frontera de dos puntos incluyen una ecuacion diferencial de segundo orden

como

V'=fxny) para as<x<b
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Y

Slope f'(p) v =1

(21,1 (2)

Slope f* (po)

2, |
10 p L .
|

/'Pz i .
|
(0. ()

Figura 5.1: Representacion método de Newton [7].

con las condiciones de frontera
ya=a y yb)=p

Para resolver la ecuacion de los rayos en un plano con simetria esférica con condiciones a la frontera a partir
de

Y= [1 + (y')z] [ay-¥ ax],
con condiciones a la frontera
y@a=a y yb=p

donde ay b son los limites de integracion

siendo drg la distancia Tierra-Sol y Rg el radio del Sol sin refractarse, por lo que
a=0 vy B=r,

donde r es un punto del disco solar proyectado en la atmosfera terrestre (sol refractado).

Método de Shooting Lineal.

La ecuacion diferencial es lineal cuando

f, YY) =px)y +qgx)y+rx)

Para aproximar la solucién tinica de este sistema lineal, primero consideremos los problemas con valor
inicial
V' =px)y +qx)y+r(x) con a<x<b (5.1)

con las condiciones y(a) =ay y'(a) =0y
V' =px)y+qx)y con a<x<bh (5.2)

con las condiciones y(a) =0y y'(a) = 1.

Sea y; (x) solucion de la ecuacion (5.1) y sea y»(x) soluciéon de la ecuacion (5.2), suponiendo que y»(b) # 0.

Definimos
B—y1(b)

V2b) y2(x) (5.3)

yx)=y1(x)+
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y(x) es la solucién al problema lineal de condiciones a la frontera. De lo cual si tomamos

/ / ﬁ‘)’l(b) / 1" " ﬁ‘)’l(b) 1"
x) =y () + ——— 1, (%), X)) =y (X)) +——— ¥, (%) (5.4)
y N 72(D) Y2 y N 2(D) Y2
Si evaluamos en la ecuacién original (5.1), las expresiones (5.4) satisface la ecuaciéon diferencial, de lo cual
B-y1(b) B-y1(b) :
(a) = a)+ ———— yp(a) = a+———-0 = « con (@=vy(@a@=0
Y= e m y2(b) =y
y
B-y1(b)

y(D) = y1(b) + y2(b) =y1(b)+ B —y1(b) =

¥2(b)
donde a y §f son las condiciones de frontera en los extremos en a 'y b.

Y

Figura 5.2: [lustracién Grafica del Método de Shooting lineal [7].

El método de shooting para las ecuaciones lineales se basa en la sustitucion del problema lineal con valor en
la frontera por dos problemas con valores iniciales [7], tal como las ecuaciones (5.1) y (5.2). Anteriormente
dimos un método para aproximar las soluciones y;(x) y y»(x), la solucién del problema con valor en la

frontera se aproxima mediante la expresion (5.3), figura (5.2).

En este caso se usa el método de Runge-Kutta de cuarto orden, para obtener las aproximaciones de y; (x) y
¥2(x). Esté método proporciona aproximaciones a la derivada de la solucién del problema con valores en la

frontera y ademads a la solucién del problema mismo.

Método de Shooting para Problemas no Lineales.

El método del disparo para el problema no lineal con condiciones a la frontera de segundo orden de la
forma

y'=f(x,yy) para a<x<b con ya=a y yb)=p (5.5)

A diferencia del problema lineal, para este caso la solucién no puede expresarse como una combinaciéon
lineal de las soluciones de dos problemas con valores iniciales. Se requiere utilizar soluciones de una

sucesion de problemas de valores iniciales que involucren un parametro ¢t como
y'=f(x,5y) para a<x<b con y@=a y y(a=t (5.6)
Esto es eligiendo los pardmetros ¢ = fx, para asegurar que:

lim y(b, 1) = y(b) = p (5.7)



CAPITULO 5. SOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES DE UN RAYO 73

" |

Figura 5.3: Método de Shooting no lineal [7].

donde y(x, t;), denota la solucién al problema de valores iniciales (5.7) con ¢ = f; y y(x) denota la solucién

al problema de condiciones a la frontera (5.5), figura (5.3).

Comenzamos, con un valor f, el cual representa una elevacion inicial en el cual se le "dispara" al objetivo

desde el punto (a, @) y alo largo de la curva descrita por la solucién al problema de valor inicial.

y'=f(x,5y) para a<x<b con y@=a y y(a)=rt

Si y(b, tp) no esta muy cerca de S, se corrige la aproximacion y se eligen nuevamente elevaciones 3, t, y asi
sucesivamente hasta que y(b.1x) sea lo suficientemente cerca de " acertar " en el " objetivo" . Para determi-
nar los pardmetros fi, sea y(x, ) denota la solucion al problema de valores iniciales (5.6), determinamos t
con

y(b,t)—-p=0.

La ecuacion (5.6), es una ecuacion no lineal en la variable . El procedimiento que abordaremos para generar
la sucesion i es por el método de Newton, visto anteriormente, ya que es el més poderoso, el cual sé6lo

necesita una aproximacion en f, y la iteracién es

J/(b» tk‘—l) - ﬁ

: , (5.8)
d_y (b) tk—l)

I = Tg—1—

La expresion (5.8) requiere conocer de diy(b, tx-1), esto es un problema ya que no conocemos a y(b, t)
explicitamente, s6lo conocemos los valores y(b, ty), y(b, t1) ..... y(b, tx—1). Para poder solucionarlo, hacemos

que el problema de valor inicial (5.6), su solucién es de la forma
y'(x, 1) = f(x,y(x,0),y (x,1) para a<x<b con y(a,f)=a y ylat)=t (5.9)

y' denota la derivada respecto a x, para determinar diy (b, t) cuando t = t;_; hacemos

oy" . _of :
37 (x,1) = 37 (x,y(x,0),y (x,1))
_9f NN roe &Y
= 3x (x,y(x, 1),y (x, t))at + dy (x,y(x, 1),y (x, t))at (x, 1)+

of / 0y’
+ 3y’ (x,y(x, 1),y (x,1)) Y (x, 1)
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como x y ¢ son independientes % = 0. Se simplifica la ecuaci6n a

ay" 0 0
ot oy 0y’

/

PPN
(X,J/(X, t)yy (xy t))a(xy t)y

/ oy
X,y 0,y (x,0)57 (x, 1)+
ot
para a < x < b con las condiciones iniciales
oy dy
—(a,t)=0 —(a,t)=1.
5 @D=0 Y @D

Estas nuevas condiciones vienen de tomar las derivadas de las condiciones al problema de valores iniciales.
Denotando a z(x, t) a las derivadas parciales de y respecto a t, entonces el problema de valores iniciales se

puede reescribir como
0 0
Z'(x,t) = %(x, » ¥ z(x, 1) + a—;(x, y,¥)Z (x,t) para a<x<b (5.10)

con z(a,t) =0y z(a, t) = 1. Donde hemos podido invertir el orden de derivaciéon de x y de ¢ a partir de
las condiciones iniciales previas. Por lo tanto, el método de Newton requiere de dos problemas de valores

iniciales (5.9) y (5.10), que sean resueltos en cada iteracion y la ecuacién de ;. queda

y(b; tk—l) - ﬁ

lg = lg—1—
Z(b) tk—l)

Ninguno de estos problemas con valor inicial se resuelve exactamente, las soluciones se aproximan usando

el método de Runge-Kutta de cuarto orden, que requiere el método de Newton.

El uso de los tres métodos numéricos: Runge-kutta, Shooting lineal y no lineal nos permiten verificar la
validez de la solucion numeérica del célculo de rayos. La solucién de la ecuacion de los rayos (1.115) en el
sistema primario (X, Y, Z) es independiente del sistema de coordenadas y lo usamos para poder verificar
todos los célculos de rayos. El método de Shooting lineal, da la solucién al problema del espejismo en el
sistema local del observador (x, y, z). Mientras que el método de Shooting no lineal resuelve el problema

con condiciones a la frontera de la imagen del sol que llega a los ojos de un observador.



Capitulo 6
RESULTADOS COMPUTACIONALES

Solucién a la ecuacién de los rayos como un problema de valores iniciales (PVI).

En esté capitulo presentamos los resultados obtenidos al resolver la ecuacion de los rayos
d (ndr) =Vn (6.1)
ds\ ds] '

en un sistema de referencia primario (X, Y, Z) como un problema de valores iniciales (PVI) con las condicio-

nes del vector de posicién R, y direccién v, = %, usando el método de Runge-Kutta para la solucién de un

sistema de seis ecuaciones de primer orden

dx,- _ i

ds “

da’ = 6—”.—0/ (ajﬁ) ! (6.2)
ds Ax! oxi)|n’ '

para calcular un rayo de luz en la atmésfera terrestre necesitamos emplear una atmdsfera de referencia
adiabatica, por que la temperatura T y la presién P cambian respecto a la altura y esto hace que el indice de
refraccion sea funcién de (B, T) reportado en el capitulo 3, la solucién de la ecuacién (6.2) es relevante para

verificar el célculo de rayos que realizamos a continuacion.

6.1. ESPEJISMO COMO PROBLEMA DE VALORES INICIALES.

Vamos a resolver la ecuacion de los rayos

y'= 1+ (0| lay-v'a:], (6.3)
junto con la variacién de Vn
on(zs) X!
P (_aRab)?; (6.4)

después de haber reducido el sistema de seis ecuaciones de primer orden en el sistema (X, Y, Z) a un sistema
de cuatro ecuaciones de primer orden, ecuacion (6.3) en el sistema local del observador (x, y, z), tal como se
realiz6 en la seccion 4.4. Para dar solucién a la ecuacion (6.3) utilizaremos el método numérico de Shooting

lineal.

Para modelar el efecto de los espejismos producidos por el calentamiento de una superficie usaremos los

siguientes pardmetros de la tabla 6.1.

A partir de estos pardmetros planteados y empleados en las ecuaciones (6.3) y (6.4) en los programas

desarrollados en Fortran 77 ver algoritmo apéndice A.3, obtenemos lo siguiente (ver figura 6.1).
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Tabla 6.1: Datos para calcular un Espejismo.
Datos.
Distancia Densidad std a nivel de mar Pardmetro (b) Constante de gas Atmosférica
Km Kg R (;)
Pa m3 a\Kg°K
3 1.225 1.225 287
3 1.225 2 287
ESPEJISMO
02 T T ‘ T
| — b=1.225 ]
-~ b=2
015 |
0.1
0.05
0
0 0.5 1 BE 2 25 3
X (Km)
Figura 6.1: Rayo de Luz curvado hacia la regién de mayor indice de refraccion.
Solucion ala ecuacién de los rayos como un problema con condiciones de frontera.
La solucién a la ecuacion de los rayos
2
y'= 1+ ()| lay - v'ae], (6.5)
con condiciones a la frontera
ya=a y yb=5p (6.6)
donde ay b son los limites de integracion
d
a=0 , b=r-2 (6.7)
Rg
siendo drg la distancia Sol-Tierra y Rs el radio del Sol sin refractarse, por lo que
a=0 vy pB=r, (6.8)

donde r es un punto del disco solar proyectado en la atmdsfera terrestre (sol refractado). En el problema

de condiciones a la frontera se utiliza el método de Shooting no lineal para resolver un sistema de cuatro

ecuaciones de primer orden a partir de soluciones de una sucesion de problemas con valores iniciales que

involucren un parametro ¢, para generar tal sucesion empleamos el método de Newton-Raphson, siendo
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util para poder modelar un rayo proveniente del Sol y asi poder generar la imagen del disco Solar que se

proyecta en la atmoésfera durante el creptsculo vespertino.

La forma de verificar nuestros resultados numéricos, del cdlculo de rayos de un espejismo y para la imagen
del sol es mediante la transformacion de coordenadas del sistema local del observador (x, y, z) al sistema
primario (X, Y, Z) a partir de

X/ = Xé + Ry x* donde Ry j es la matriz de rotacion, (6.9)

debido a que la solucién de la ecuacion de los rayos (6.2), en el sistema primario es independiente del
sistema de coordenadas, al verificar un mismo rayo en ambos sistemas la diferencia es minima por que
son diferentes mallas, en el sistema primario se integra respecto a la longitud de arco s de un rayo y en el

sistema local se integra respecto a la variable x.

6.2. IMAGEN DEL SOL.

Para calcular la imagen del sol que llega a un observador en la superficie terrestre, utilizando el método de
Ray Tracing de forma clésica (solucién a la ecuacién de los rayos de luz (6.1), tipo segunda ley de Newton
para la 6ptica), se desarrollaron cuatro programas computacionales en F77 (Fortran 77), a partir de los

siguientes datos conocidos de la tabla 6.2.

Tabla 6.2: Datos para calcular Rayos del Sol.

Datos.
Fecha ®, Dia t(hrs)

13
15/11/23 ﬁ 216 12

13
15/11/23 Fg 216 18

Los datos de la tabla anterior, se conocen como datos de entrada de nuestros programas principales, que a
continuacion se describirdn de forma detallada, ya que obtendremos informacion relevante para poder

estimar un rayo proveniente del sol a una cierta distancia del observador.

Declinacion Solar.

El plano en el que se mueve la Tierra alrededor del Sol [38],[39], se le conoce como plano ecuatorial figura
6.2, sabemos que la Tierra gira sobre un eje de rotacién conocido como eje polar el cual tiene una inclinacion
aproximada de 23.5° de la normal al plano ecuatorial. El angulo minimo que forma el plano ecuatorial y la
linea que une los centros de masa del sol y de la tierra cambia cada dia. Esté dngulo se llama declinacién
solar y se representa como 6. La declinacion [40],[41] es cero en los equinoccios (la noche y el dia tienen la
misma duracion) de primavera y otofio, teniendo un valor de 23.5° en el solsticio de verano y cerca de -23.5°

en el solsticio de invierno, por convencién de la geometria a utilizar se usaran radianes en lugar de grados.
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A(H) = Qt +)\\O\‘\A

Plano ecuatorial terrestre.

Figura 6.2: Sistema de referencia primario (X,Y,Z) no inercial con origen en el centro de masa terrestre.

Se puede obtener el valor de 6 [6] mediante férmulas y expresiones aproximadas, dando su valor con cierta

precisién como funcién del niimero del dia Juliano !, expresado por

0 =0.006918 —0.399912 cosI' +0.070257 senI" — 0.006758 cos 2I" + 0.000907 sen 2T, (6.10)

con ¢ expresado en radianesyI' = 3% (J—1), donde J es el dia juliano, conocido como dngulo de rotacion
también expresado en radianes. Estd formula aproximada tiene un error en 6 menor a 12’. La figura 6.3

representa la gréfica de 6 como funcién del dia Juliano.

[ ]
= ()

=

Solar declination (°)

I E—

0 S0 100 150 200 250 300 350

Day of the year

Figura 6.3: Variacion de la declinacién solar § como funcién de J.[6]

La figura 6.3, es lo reportado en la literatura, la siguiente figura 6.4, muestro la misma grafica mediante la

programacion para el valor de delta (6) ecuacion (6.10) reportado en la literatura [6].

Podemos observar de las graficas, que a partir de un cierto dia tenemos un s6lo valor de delta, entonces con
estos parametros encontramos los vectores de posicion del observador y del sol utilizados para construir el

sistema local del observador.

Es un método que sirve para contar los dias de un afo normal de 365 dias comenzando con el ntimero 1, para el dia 1 de
Enero.
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Figura 6.4: Variacion de la declinacién solar 6 como funcion de J, programado en F77.

Orientacion del Sol.

Hasta ahora con los datos proporcionados por la tabla 6.2,para el dia 15-Nov-2023, que corresponde al

dia 319, el valor de 6 = —0.3205178652 y para un observador que se encuentra en la CDMX (Ciudad de

131
120

decir podemos estimar la salida y puesta del sol para un observador que se ubica en la CDMX, a partir de

México) tiene una latitud de ®( = Con estos parametros podemos obtener la orientacién del sol, es

RO:RTcosgb()A(ocosA+?DsenA) + Rrsend¢ 20. (6.11)
R, =d;scosd o d;ssend 7°. (6.12)

Para una hora del dia y 6 dados, podemos conocer los vectores de posicién del observador y del sol
ecuaciones (6.11) y (6.12) en un sistema de referencia primario (X, Y, Z) y asi mismo construir el sistema

local del observador figura 6.5.

El dngulo en el que el sol se encuentra por debajo o por encima del plano del observador visto en la secciéon
4.4 es

1 Zs

/2 2
Xs + Vs

El programa uno Orientacion del sol (P10S) realizado en Fortran77 apéndice A.1, determina para que

¢$=tan (6.13)

longitud Ag = -7 + 15755 ¢, se debe encontrar el observador en el sistema local (x, y, z), para observar a que

hora del dia, ve la salida o la puesta del Sol.
A partir de los siguientes datos mostrados en la tabla 6.3, se realizo el calculo de rayos para generar la imagen
del sol que le llega a un observador en la superficie terrestre, para el dia 15 de Noviembre del 2023 y otro

para el 22 de Diciembre del 2023 (solsticio de invierno).
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A, (6 pm)

(12 am)

(12 pm)

A R (6am)

b) Tiempo de luz solar para un
determinado dia.

a) Plano tangente a la atmésfera
terrestre.

Figura 6.5: Geometria para determinar la hora en el que el sol se encuentra por arriba o por debajo del
horizonte.

Tabla 6.3: Datos para calcular Rayos del Sol.

Datos.
Fecha D, A, Dia 0 t (hrs)

15/11/23 %n 1.571 319 -0.3205178652 12

15/11/23 %n 3.142 319 -0.3205178652 18

22/12/23 %n 1.571 356 -0.4057854415 12

22/12/23 %ﬂ 3.142 356 -0.4057854415 18

Orientacion del Sol para el dia 15 de Noviembre 2023.

La figura 6.6,nos indica, para el dia 15 de Noviembre, la orientacién del sol a cualquier hora del dia para un

observador en la CDMX.

Orientacion ¢ (Radianes)

. L I .
o] 5 10 15 20 25
Hora dia (hrs)

Figura 6.6: Variacion de la posicion del Sol en el transcurso del dia.
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Sol sin Refraccion.

™~

Figura 6.7: Imagen del Sol sin refraccion, programado en F77.

Ahora podemos calcular la imagen del sol que le llega a un observador antes de refractarse debido a la
atmosfera terrestre mediante la ecuacion paramétrica (6.14) en el sistema local del observador, donde los
rayos provenientes del sol no sufren refraccion y después poder comparar, como los rayos sufren refraccion
debido a la presencia de la atmosfera terrestre a una altura de 100 Km y cuando consideramos una atmosfera

de referencia adiabdtica la altura es aproximadamente 44 Km.
Ic =T1+ leasYp) (6.14)

donde r. representa la parametrizacion del disco solar figura 6.7, justo antes de refractarse, r; es el vector
que intersecta con la esfera atmosférica, 7.4 es el radio del disco solar proyectado en la atmdosfera terrestre,
por ultimo Y, es una rotacion en sentido contrario a las manecillas del reloj, para generar un punto del disco
solar, tomando los datos proporcionados de la tabla 6.3, el resultado de la imagen del sol justo antes de

refractarse se aprecia en la figura 6.8.

El programa denominado la imagen del sol a partir de la ecuacién (6.14), nos proporciona el radio del sol
aproximadamente de 0.253786209 Km. Este valor para el radio, es muy importante ya que para nuestro
siguiente programa denominado método de Shooting no lineal, toma este pardmetro para resolver un
problema de condiciones a la frontera, en presencia de una atmosfera de referencia adiabatica, es decir

cuando hay un medio que refracte los rayos provenientes del sol al ojo humano o a una cdmara digital.
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Figura 6.8: Imagen del Sol sin refraccion, programado en F77.

Célculo de Rayos.

El programa dos nombrado imagen del sol sin refraccion (P2ISSNR) apéndice A.2, obtenemos el radio del
sol proyectado en la atmdsfera, para usarlo en la solucion del célculo de rayos con condicién de frontera

usando el método de Shooting no lineal, representado como

y'=f(x,5,) para a<x<b con ya=a y yb)=p (6.15)

donde los valores de a y b son los limites de integracion de nuestro sistema, siendo b el limite de integracion

dentro de la atmdsfera de referencia adiabdtica, tomando los siguientes valores para

d
a=0 y b:rRLS, (6.16)

N

delcualr =R, Rs =,
de+Rs

es el radio de la atmosfera a partir del radio terrestre més el espesor de la atmoésfera adiabatica, drg es la

es el radio aparente del sol proyectado en la atmadsfera terrestre, donde R, = Rt+ R4

distancia relativa entre Sol-Tierra y R; es el radio real del Sol. Mientras que @ =0y 8 = r son las condiciones
de frontera figura 6.9.

El programa tres nombrado imagen del sol método de shooting no lineal (P3IMSNOL) apéndice A.3, resuelve
la ecuacion diferencial de los rayos de luz expresion (6.5),utilizando los valores de la tabla 6.3, resolvemos un
sistema de cuatro ecuaciones de primer orden en el sistema local del observador, haciendo uso de métodos
numéricos como: RK4 (Runge Kutta de orden 4), Newton-Raphson y Shooting no lineal, cada uno descritos

en el Capitulo 5.
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atmasfera ~
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Figura 6.9: Condiciones de frontera para resolver la ecuacion de los rayos en el sistema local (x, y, z) del
observador mediante el método de Shooting no lineal.

Para calcular un rayo de luz en el sistema local del observador, usamos como dato inicial la longitud ®( del
observador. Posteriormente para un dia dado calculamos la declinacion solar 6 para conocer la orientaciéon
del sol que es ttil en el programa (P10S) para poder conocer los vectores de posicion del observador R, y
del sol Rg, necesarios para poder determinar la latitud A y el &ngulo ¢ en la que el observador ve el sol,

justo arriba o debajo del horizonte.

Teniendo 6, @y, Ay, resulta facil conocer R, y Rg para dar las condiciones de frontera expresion (6.16), para
realizar el célculo de rayos a 2m del observador. El programa (P3IMSNOL), tiene la estructura de subrutinas
o mddulos nombrados: RK4,indice de refraccion y Derivs. La subrutina RK4 se encarga de integrar el sistema
de cuatro ecuaciones de primer orden usando el método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden. La
subrutina indice de refraccién contiene los datos termodindmicos presion P, temperatura 7T y la altura

zs = 44 Km, para una atmosfera de referencia adiabatica.

Mientras que la subrutina Derivs contiene la transformacién de Vn del sistema primario (X, Y, Z) al sistema

local del observador (x, y, z) usando la regla de la cadena

on(zs) 0zs dn

— = - . 6.17
0x! 0x! dzg ( )

Esté procedimiento se realiza iteradamente mediante un ciclo Do, el ciclo se detiene cuando el cdlculo

sobrepase la atmdsfera adiabética, los 44Km de altura.

El procedimiento antes mencionado, se realiza para un sélo rayo en el plano del observador, posteriormente

se hace una rotacion figura 6.10 del plano (x, y) con la expresion

r = XX+ yp (cos0y —sen6z), (6.18)
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Figura 6.10: Calculo de rayos de luz en el plano (x,yp).

la expresion (6.18) ayuda a generar planos con diferentes rayos provenientes del sol, al realizar este procedi-
miento comparamos las soluciones para cada plano que contiene un rayo y notamos que la imagen del sol

tiene s6lo un eje de simetria el eje y, esto es justamente lo que se observa en la naturaleza figura 6.11

Figura 6.11: Imagen del sol real en la que se observa s6lo un eje de simetria [2].
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Transformaciéon de coordenadas del Sistema local rotado (x, yy) al Sistema local (x, y).

Los puntos obtenidos por el programa cdlculo de rayos, en el sistema local rotado contienen la informacién
de un sélo rayo proveniente de un sélo punto perteneciente al disco solar, para poder obtener un conjunto
de rayos, se requiere hacer el cdlculo en diferentes planos variando el dangulo 6, para obtener un rayo para

cada plano figura 6.12.

Los datos se guardan en archivos que contienen la informacion del rayo para un cierto plano, para fines
practicos y tiempo de computo, se realizaron 17 célculos de rayos, es decir un rayo por cada plano. Cabe
mencionar que obtenemos 4000 datos por cada rayo, de los cudles s6lo se toma un punto del rayo que
se encuentra a 2m del observador, ya que a esa distancia definimos el plano imagen (escena), en la que

proyectamos la imagen del disco solar, a partir del Ray Tracing.

Empleando la siguiente ecuacion de transformacion (6.19), podemos mapear los puntos de un rayo en un
plano (x,yp), al sistema local del observador (x, y) y observar la interseccién de los rayos en el plano imagen

para poder apreciar la imagen del Sol que vemos a una cierta hora del dia.

r=xX+ yp (cos0y —sen6z) (6.19)

L

Yo

8y

b) Cada punto representa un rayo en el sistema

) Cicsla de un rayo en el Sistems local rotado a 2 metros del observador.

local a 2 metros del observador.

Figura 6.12: Transformacion de puntos del sistema local (x, yp) al sistema local (x, y).



CAPITULO 6. RESULTADOS COMPUTACIONALES 86

Imagen del Sol 12:00 pm 15 de Noviembre 2023.

Para esta fecha y hora del dia, percibimos luz solar como se muestra en la figura 6.13.

Figura 6.13: Posicion de la Tierra dia 319, a las 12:00 pm. [8]

Los siguientes datos proporcionados en la tabla 6.4, los obtenemos al resolver la expresion (6.5) como un
problema de condiciones a la frontera (6.16), en diferentes planos con origen en el observador, después
realizamos la transformacion de los puntos de cada plano (x,)p) a 2 metros del observador en el plano (x, y)
y estos valores son los que utilizamos para graficarlos en Matlab y a su vez validamos nuestros calculos con

el problema de seis ecuaciones de primer orden expresion (6.2), con condiciones iniciales (Ry) y (vo).
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Tabla 6.4: Datos para obtener la imagen del Sol en un plano a 2 metros del observador.

Datos 15/Nov/23 12:00 pm.

Coordenada Coordenada
y Z
0.11835452E-03 0.00000000E+00

0.10249839E-03 -0.59177475E-04
0.83689941E-04 -0.83689941E-04
0.59178055E-04 -0.10249940E-03
0.72470796E-20 -0.11835770E-03
-0.59179645E-04 -0.10250215E-03
-0.83693123E-04 -0.83693123E-04
-0.10250317E-03 -0.59180230E-04
-0.11836088E-03 -0.14494549E-19
-0.10250317E-03  0.59180230E-04
-0.83693123E-04 0.83693123E-04
-0.59179645E-04 0.10250215E-03
-0.21741239E-19 0.11835770E-03
0.59178055E-04  0.10249940E-03
0.83689941E-04  0.83689941E-04
0.10249839E-03  0.59177475E-04
0.11835452E-03  0.28987539E-19
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Obtenemos la figura 6.14, al graficar los datos de la tabla 6.4 en Matlab, represento la simulacién de la
imagen del sol con refraccién a las 12 : 00 p.m con una atmésfera de referencia adiabética de espesor de 44
Km, que llega a un observador a 2 metros de distancia, calculando como un problema con condiciones a la

frontera, usando el método de Shooting no lineal, presentando un sélo eje de simetria en el eje y.

057 7

y (Km)

-05F N

_15 1 1 | | |
-15 -1 =05 0 05 1 15

z (Km) X 10"1

Figura 6.14: Imagen del Sol a partir de la simulacién en F77.

Imagen del Sol 18:00 pm 15 de Noviembre 2023.

Se realiz6 otro célculo, para el mismo dia a las 18:00 pm, ya que el programa (P10S) nos indica a que hora se
encuentra por debajo del horizonte figura 6.5, percibiéndolo ain debido a la refraccion que sufren los rayos

de luz al pasar por la atmésfera terrestre.

Podemos observar que en la figura 6.15, a las 17:00 pm seguimos percibiendo poca luz solar mientras que
en la figura 6.16, a las 18:00 pm no tenemos luz solar, sin embargo atn lo vemos debido a la refraccién

atmosférica.
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Fri Nov 15 17:00:09 2019
Tiempo real

Seguir Tierra
_Campo visual: 29° 38' 234"

Figura 6.15: Posicion de la Tierra dia 319, a las 17:00 pm [8].

Fri Mov 15 12:00:14 2019
Tiempo real

Figura 6.16: Posicion de la Tierra dia 319, a las 18:00 pm [8].
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La simulacién de la imagen del Sol sin refraccién para las 18:00 pm, podemos apreciarlo en la figura 6.17,

obtenida a partir de los datos de la tabla 6.3 y empleando el programa Sol sin refraccién (P10S).

y (Km)
=]

s i

-6l ]

-8 1 L 1 1 1 1 I

z (Km)

Figura 6.17: Imagen del Sol sin refraccion, programado en F77.

Ahora bien, siguiendo el mismo procedimiento anterior podemos obtener una simulacion de la imagen
del Sol con refraccién que llega a un observador a 2 metros de distancia para las 18:00 pm, con ayuda del
programa Shooting no lineal como se puede ver en la figura 6.18.

x 107
4

y (Km)

s

-t 4

-4 1 | I 1 | | |

z (Km) x10°

Figura 6.18: Imagen del Sol con refraccién a partir de la simulacién en F77.
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Imagen del Sol en el solsticio de invierno 2023.

El camino aparente del Sol se conoce como ecliptica y pasa sobre el ecuador de la tierra a principios de

primavera y otofo. Estos puntos son conocidos como equinoccios. En ellos el dia y la noche duran lo mismo.

Mientras que los puntos de la ecliptica mas alejados del ecuador se les conoce como solsticios e indican el

inicio del invierno y del verano ver figura 6.2.

Durante los solsticios los rayos solares caen mads verticales sobre uno de los dos hemisferios y lo calienta mas,
esto es en verano. Por otra parte, en el otro hemisferio recibe rayos solares de forma inclinada (= —23.24°),
por lo que atraviesan mds espacio de la atmdsfera y se enfrian antes de llegar a la superficie y se conoce

como invierno.

Se realiz6 el calculo de rayos para llevar a cabo la simulacion de la imagen del Sol, en el solsticio de invierno

(22 de Diciembre), empleando los datos de la tabla 6.3,junto con el orden de los programas antes explicados.

Orientacion ¢ (Radianes)

-2 L 1 1 L
0 5 10 15 20 25

Hora dia (hrs)

Figura 6.19: Orientacion del Sol 22 de Diciembre, 18:00 pm, 2019.
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Figura 6.20: Imagen del Sol sin refraccién, 22 de Diciembre 18:00 pm, programado en F77.

Para esta fecha y hora del dia, percibimos luz solar como se muestra en la figura 6.21

Figura 6.21: Posicion de la Tierra dia 356,a las 18:00 [8].



CAPITULO 6. RESULTADOS COMPUTACIONALES 93

Obtuvimos los siguientes datos de la tabla 6.5, al realizar el cdlculo de rayos expresion (6.5) con refraccion en
el sistema local (x, y, z), como un problema con condiciones a la frontera (6.16) para el solsticio de invierno,
en diferentes planos con origen en el observador, después realizamos la transformacién de los puntos de
cada plano (x,yp) a 2 metros del observador en el plano (x, y) y estos valores son los que utilizamos para
graficarlos en Matlab y a su vez validamos nuestros cdlculos con el problema de seis ecuaciones de primer

orden expresion (6.2), con condiciones iniciales (Rg) y (vp).

Tabla 6.5: Datos para obtener la imagen Sol en un plano a 2 metros del observador.

Datos 22/Dic/23 18:00 pm.

Coordenada
y

Coordenada
Z

0.45600344E-02
0.39491062E-02
0.32244323E-02
0.22800186E-02
0.27921269E-18
-0.22800212E-02
-0.32244378E-02
-0.39491143E-02
-0.45600452E-02
-0.39491143E-02
-0.32244378E-02
-0.22800213E-02
-0.83763806E-18
0.22800186E-02
0.32244323E-02
0.39491062E-02
0.45600344E-02

0.00000000E+00
-0.22800175E-02
-0.32244323E-02
-0.39491080E-02
-0.45600398E-02
-0.39491126E-02
-0.32244378E-02
-0.22800222E-02
-0.55842603E-18
0.22800222E-02
0.32244378E-02
0.39491126E-02
0.45600398E-02
0.39491080E-02
0.32244323E-02
0.22800176E-02
0.11168494E-17
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Como resultado obtenemos la figura 6.22, la simulacion de la imagen del Sol con refraccion que llega a
un observador a 2 metros de distancia para las 18:00 pm, con ayuda del programa Shooting no lineal y
mapear los puntos del rayo en el plano (x,yp) al sistema local del observador (x,y), se observa que se rompe

la simetria respecto al eje z del observador.
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Figura 6.22: Imagen del Sol, 22 de Diciembre 18:00 pm, a partir de la simulacién en F77.

Esté es el resultado de la simulacién del Ray Tracing, de la imagen del Sol, para el solsticio de invierno para
el 22 de Diciembre del afio 2023.



Capitulo 7
CONCLUSIONES

El estudio de la ecuacion de transferencia radiativa (RTE) [42] por sus siglas en inglés, nos introdujo en un
nuevo campo conocido como RayTracing. Ya que la teoria RTE, nos menciona sobre el proceso complejo de

la interacci6n de la energia con la materia como: absorcién, transmisién y emisién de la misma.

El modelo de la RTE, contiene los tres parametros antes mencionados, generando una ecuacién inte-
grodiferencial. Estd ecuacion nos da informacién sobre la interaccion, del transporte de energia con la

materia.

La teoria nos demostré que es necesario entender como primera instancia la trayectoria de la propagacion de
la energia en el medio. Durante el estudio del comportamiento de la transferencia radiativa en la atmésfera
terrestre, a consecuencia del modelo de placas paralelas, establece que las capas de la atmdsfera se pueden
dividir en placas y que la energia se propaga en lineas rectas. Mientras que la 6ptica geométrica afirma,
que la energia se dobla hacia el mayor indice de refraccion del medio de propagacion. Ya que los gases que
constituyen la atmdsfera terrestre hace que el indice de refracciéon dependa de la presién y de la temperatura

y a su vez, estas dependen de la atmdésfera que varia con la vertical.

En la literatura proponen un modelo para la variacién del indice de refracciéon conocido como modelo de

Rodgers, expresado como

P
n:1+7nﬂ4x105?

5748
1+03$m(1+—?f)qr

donde se ha despreciado la humedad presente en la atmdsfera, tal modelo provine de un caso clésico visto
en el Capitulo 2. Nos permite conocer la naturaleza de la dependencia de la P y T, a partir de los modelos de
Cauchy y Sellmeir en el cual ambos indices dependen de la frecuencia, dando origen al modelo reportado

por Rodgers empleando tablas para ciertas composiciones de gases.

El estudio del comportamiento del indice de refraccién nos oriento a considerar la teoria de la 6ptica
geométrica, visto en el Capitulo 1, demostrando que a partir de la ecuacion de la eikonal (1.58), podemos

obtener una ecuacion tipo 24 Ley de Newton para la 6ptica geométrica (1.95).

En [2], proponen una solucién a la ecuacion (1.95), empleando las siguientes condiciones
dz
Z(x'=0) =12 —(x' =0) =tan$, 7.1
( )=2y Yy dx’( ) (7.1)

simplificdndola a una sola ecuacion diferencial junto con el siguiente modelo para el indice de refraccion

/

m() = n(r') + =, (7.2)
Te

donde r, = 6378.4Km, por lo que proponen expresar (7.2), por un polinomio cuadratico

m(z) =1+ A+Bz+Cz%, (7.3)
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donde los coeficientes A, By C son funciones de la temperatura, de la presion atmosférica total, presion
parcial de vapor de agua y de la frecuencia. De tal forma empleando aproximaciones directamente en las

ecuaciones diferenciales es como obtienen una solucion a la ecuacién (1.95).

Un problema de aplicacion en la que emplean la teoria de célculo de rayos es en la obtencién de la imagen

del sol en el atardecer ver figuras 7.1y 7.2 .

Figura 7.1: Fotografia de la puesta del sol [2].

Sun set simulation
0.7 1 T T |

0.6

0.5

0.4 P

7 0 / N\
Sl | )
L\ /
R — 562‘5-«7/ ________
"ol — // \\
-0.2 f \
~03|- \ /
a1\ | /.
-0.4 -0.2 0 0.2 04

Horizontal angle [degrees]

Figura 7.2: Simulacién de la imagen del sol publicado en [2].

Por lo que el objetivo principal en esté trabajo, fue emplear el modelo propuesto por Rodgers [17] ya que en

(7), depende de la variacién de cantidades termodindmicas.
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Se propusieron tres métodos para resolver (1.95), tal como se muestra en la tabla 7.1.

Método

Solucion de un Sistema
de 6 ecuaciones de
primer orden sujeto a
condiciones iniciales

Con esté método se propone resolver el proble-
ma mediante un sistema de ecuaciones (4.12)
en el sistema primario (X, Y, Z) con origen en
el centro de masa terrestre, usando una sime-
tria esférica y dos modelos de atmosfera de
referencia: adiabatico e isotérmico. Tomando
condiciones de valores iniciales al vector de
posicion y su tangente.

Solucioén de un sistema
de 4 ecuaciones de
primer orden sujeto a
condiciones iniciales

Se trabajo en simplificar el problema anterior
a partir de la conservacién del momento an-
gular, esto implica que el vector de posicién y
el vector tangente son ortogonales al vector de
momento y por lo tanto la trayectoria es pla-
na y permite reemplazar la longitud de arco
(s) por la variable x. Por lo que podemos cons-
truir un sistema de referencia local (x, y, z) con
origen en el observador y realizar los cdlculos
en tal plano y poder simplificarlo a un sistema
de 4 cuatro ecuaciones de primer orden (4.15),
con condiciones iniciales.

Solucion de un sistema
de 4 ecuaciones de
primer orden sujeto a
condiciones de frontera
usando el Método de
Shooting no lineal

La finalidad de haber empleado (4.15), nos per-
mite usar este método numérico y hacerlo més
preciso ya que en lugar de resolver un PVI, re-
suelve un problema de condiciones a la fron-
tera empleando la solucién de una iteracion
de PVI. Tomando las condiciones, el vector de
posicion del observador y un punto del disco
solar.

Tabla 7.1: Métodos de solucion a la ecuacion de los rayos.

Por lo que, se opto por trabajar con el método de shooting no lineal ya que una forma de verificar que
estamos obteniendo una solucién correcta es mediante la comparacion con el programa de (P3IMSNOL), y
esté a su ves nos permite validarlo con el programa de 6 ecuaciones de primer orden, teniendo en cuenta

que son mallas diferentes debido a que uno emplea la longitud de arco sy los otros dependen de la variable

X.

Por lo tanto, podemos observar en la figura 7.3 que se rompe la simetria en el eje z del observador y poder

comparar la simulacién computacional con la realidad figuras (7.4 y 7.5), para la imagen del sol en el solsticio

de invierno a partir de la teoria del Raytracing implementada en este trabajo de maestria.
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Figura 7.3: Imagen del Sol, 22 de Diciembre 18:00 pm, a partir de la simulacién en F77.
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Figura 7.4: Foto real del sol, tomada el 22 de Diciembre del 2023, a las 18:00 pm.

Figura 7.5: Foto real del sol empleando un filtro MEXSA 12 FW, tomada el 22 de Diciembre del 2023, a las
18:00 pm.






Apéndice A
PSEUDOCODIGOS

Diagramas de flujo de Programas realizados en F77.
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Figura A.1: Rayo de luz en el plano (x,yp) [9].
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Imagen del Sol sin refraccién.
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Figura A.2: Rayo de luz en el plano (x,y5)[9].
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Célculo de Rayos con Shooting no lineal.
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fayo Fin

Figura A.3: Rayo de luz en el plano (x,yy) [9].



Apéndice B
SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DE ONDA EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL

La solucion a la ecuacién de onda en tres dimensiones
202
Yi—vVYy=0 en (B.1)

sujeto a condiciones de frontera periodicas y/|,__ L= vl Ly Ol —_ L= Oxyl, - L andlogamente para
»z= ir% y sujeto alas condiciones iniciales (¢ = 0,r) = f(r),, 0;w(t = 0,r) = g(r). Desarrollando el problema

en series de Fourier mediante

V= Zimn Vimn () Qrmn (1)
f =2Zkmn fkmn(t) (pkmn
8 =2kmn &mn(t) imn-

Sustituyendo las expresiones anteriores en (B.1) se tiene

Oy + Vz(_vz)w = 2Zkmn Prmn [U/kmn(t) + Vz/lkmn kan] =0.

Por lo tanto ¥, debe satisfacer
Yimn + v Akmn Wimn =0, (B.2)

CON Vienn(0) = fremn» Wimn(0) = kmn, conviene definir wy,,, = /Axmn entonces (B.2) queda
. 2 2 _
Yimn+ V" Win Yimn =0,

y tiene como solucién

IVWkmnt —iVWirmnt
)

Wimn = C1COSVWimnt + C2SENVWimpt = C1€ + Cre

con ¢j, ¢; determinadas por las condiciones iniciales, generando un sistema de ecuaciones
G +C= f kmn
C1—C2 = gkmn-

Asi llegamos a la solucion

Y= Y |Gyl it + &, e it kT, (B.3)

kmn

en (B.3) aparecen dos tipos de soluciones fundamentales

™) = ek T+ VWinn D onda que se mueve en la direccion — ki

) = @Mk T = VWD) gnda que se mueve en la direccion Kignn

La solucién de onda plana en R3, mediante la serie triple de Fourier tal que

fo=>) Fremne™ T = Y i<e"k'r|f>eik'r— ! <eik'r|f>eik'rwaAwysz,

3 - 3
kmn kmn L 2m) kmn
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con Awy = L” = Awy = Aw,. En el limite cuando L — oo obtenemos
f= o )3ff(k)e’k Ydkydkydk;, (B.4)
considerando que f(k) = f(kx,ky, k;)=F[f)]= [ fme*rdr, % ] =
= (lkx) [f]
Aplicando la transformada de Fourier al problema (B.1) resulta
Wi+ VP (ks k5, kD)W =0 con y=f,04=§, (B.5)

vamos a definira k = +/k% + kJZ, + k2 y expresar a (B.5) de la forma v,, + v k% = 0 con la solucién del tipo
,‘/7 — Cleivkt+ cze_i”kt, (B.6)

empleando las condiciones del problema obtenemos un sistema de ecuaciones para las constantes como

sigue
y 1= &
= =—|f+—=
cLt e f~ N ‘=3 ! ivk
=8 1/~ §
T o371
Sustituyendo en (B.6) la solucién queda
~ 1= g ivkt 1= g —ivkt
j— + — —_—_ ,
wz[f ivke Zfivke
esto da la expresion deseada
y=F"y]= P f F, D™ dk con dk=dk.dk,dk,,
donde vy es
= 8| iker
2(27[)3 f[f l(k r+kvt) dk+f f_ m el(k r—kvit) dk , (B?)
=) w(+)
en (B.7) aparecen ondas planas expresadas por w(_) = eller+ kv v 0 (12 _ piller —kvp)

Como k toma todas las direcciones en la integral, concluimos que ¥ (r, t) es la superposiciéon de ondas
planas en todas las direcciones que se mueve con velocidad v.

Para simplificar la integral consideramos primero el caso f(r) = 0 reescribimos la integral de § = .7 [g]

W= 1 f'i(eiykt_e—ivkt)eik-rdk

22m)3 ) ivk
_ 1 f~sen(kvt) KT gk
(2m)3 kv (B.8)
1 —ik-r' / / sen (kvt) ik'r ’
= - k
on)? e gr)dr v d
sen(kvt) ok (-1 o
dk dar'.
- ] [ gteir

Para calcular la integral en k usamos coordenadas esféricas a partir de la geometria representada en la figura
B.1.

2En el caso de 1™, el conjunto de puntos definidos por la ecuacién k-r — kvt =0 6 k-r = vr esun plano ortogonal a k
que se aleja del origen en la direccion k con Ve10c1dad v, en forma andloga para la funcmn w5, laecuacionk-r + kvt=0 6
k-r = —vt, esla ecuacién de un plano ortogonal a k que se mueve en la direccion —k con velocidad v.



APENDICE B. SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION DE ONDA EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL106

Kz r-r

Ky

Kx

Figura B.1: Interpretacion fisica de la propagacion de una onda.

Delafigura B.1, se tiene k, = kseny cosp, k, = ksenysenp, k; = kcosy, esto da dk = k?seny dk dy dp,

mientras que k- (r—r') = k|| r—r' || cosy y la integral en k toma la forma

fsen(kvt) ik (e-F) 3 f f f2n sen(kvt) ’k”r'r’"wsw-kzsenw dp dy dk

kv
. f ksen(kvt)
0 1%

f ikReosy senydw |dk con |r—r' |=R
0
el resultado de la integral dentro del corchete es % sen (kR) por tanto

fw ik (r- r,)dk:4—ﬂf sen (kR)-sen(kvt)dk,
kv vR Jo

por lo que ¥ (r, t) queda

i 4m ,g(r)
y(r,t) = FISER fdr R

Para simplificar esta integral usamos la transformacion

f sen(kR)-sen(kvt)dk|.
0

x'—x=Rsenfcos¢p, y —y=Rsenfsen¢, z' —z=Rcose, (B.9)
la cual conduce a
2m 0o
v, t) = on )3 f dR-R- g(r)f ao- sen@f d¢ [f sen(kR)-sen(kvt)dk]|,

la integral entre parentesis cuadrado se simplifica con una identidad como sigue: sea F(x) una funcién
impar en

[?(—00,00) entonces

F(k) = Z[F) :f F(x’)e_ikx,dx’:—Zif F(x")senkx'dx',
—00 0

donde F es impar, F(—k) = —F(k) por lo que

1 oo _ .
F(x)=.Z Y F) = f Fke*dk
27 J-co
1 (e 0]
— F(k) [coskx+isenkx]dk,
Zn
21

=— F(k)senkxdk:if F(k)senkxdk,
21 Jo T Jo
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sustituyendo F(k)=-2i.F s(F) obtenemos

)

F(x):%f senkx-dk[—Zif F(xysenkx'dx'
0 0

lo que se reduce a la identidad

)

2 (e 0] o0
F(x):—f senkx-dk[f F(x)senkx'dx'
T Jo 0

reescribiendo obtenemos a siguiente identidad

f senkx-dk
0

f F(R)sen deR] - gF(x),
0

de acuerdo a la identidad anterior

f sen(k- vt)dk- f Rg(x',y',Z") -sen(kR)dR :EF(RHR:U,
0 e 0 ——pr 2

donde x', ',z se obtienen de las ecuaciones de transformacion (B.9).

Asi llegamos a la solucion deseada

T r2W
y(r, 1) = ﬁf f glr' =r+vi(0,¢)|sen0dbdp=1(g),, (B.10)
0 Jo

donde t = sen6 cos i+ senfsenPj+ cospky t(g), es el valor promedio de g(r) sobre la esfera de radio vt
con centro en r. El 4rea de la esfera con centro en r y radio vt es dS = (vt)>sen0d0d¢ con S = 4n(vt)?, el

valor medio de un a funcién en dicha esfera es

1
<g>s:§fsg[r’:r+ vit] ds,
1
A (vt)?

1 T2
= Ef f g(r'=r+vrt)-senfd¢do,
0 Jo

nr2m
f f g[r' =r+vit] (vt)*senOdpdo
0 Jo

por lo tanto
yr, ) =1(g),. (B.11)
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