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INTRODUCCION

En los cursos de inferencia estadistica se revisan las pruebas de hipotesis sobre la media
en una distribuciéon Normal, sobre la diferencia de medias en dos distribuciones Normales
independientes y sobre la media de la diferencia de las variables de una Normal bivariada.

El caso de una Normal se utiliza para establecer el contexto de la prueba, que considera
la existencia de una muestra aleatoria, del establecimiento del nivel de significacion, y de
las hipodtesis nula y alternativa. Después, se justifica de manera teérica la obtencién del
procedimiento de prueba y de la forma correcta de concluir.

Es dificil notar en los ejercicios que se realizan en los cursos, que hay un detalle que
dificulta a un investigador aplicado el uso de los métodos presentados, esto tampoco se
identifica en las publicaciones, pero puede surgir en las discusiones de los resultados,
previas a su escritura, en problemas donde la hipoétesis nula de igualdad se rechaza segtin
el procedimiento seguido, pero la significaciéon estadistica no refleja una diferencia con la
igualdad que sea de interés al investigador.

La causa de la aparente contradiccion entre la conclusion estadistica y la recomendacion
del investigador no esta en el procedimiento de prueba, ni en los valores que usualmente
se establecen para el nivel de significacién. Pudiera pensarse que se encuentra en el
tamano de la muestra, si es que éste es grande, ya que a medida que el tamano de
muestra crece también lo hace la potencia de la prueba, dando rechazos para diferencias
de medias cada vez menores, pero esto también conduce a una aparente contradiccion,
ya que indica que conviene usar muestras pequeinias para que el resultado estadistico de
lugar a una recomendaciéon basada en él. Los estudios de tamano de muestra producen
un valor que se refiere al menor tamafnio de muestra que permite rechazar cuando ocurre
una diferencia de medias mayor que un valor previamente establecido como minimo para
recomendar por las modalidades dadas por las hipdtesis alternativas.

El problema radica en el establecimiento de las hip6tesis nula y alternativa. Por ejemplo,
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imaginemos dos diferentes tipos de semilla de maiz, digamos: cacahuazintle y zapalote, es
evidente que sus medias de produccion no seran iguales pues estas provienen de diferentes
subespecies de maiz, ahora imagina que tienes un granero lleno, exclusivamente, de maiz
cacahuzintle y que extraes dos muestras aleatorias e independientes, a pesar de que
provienen de la misma poblacién, la media de produccién de cada una de ellas no sera
idéntica, diferird aunque sea infimamente la una de la otra, por ello, es dificil concebir que
dos tipos de semilla o dos muestras de la misma poblacién, tengan exactamente la misma
media de produccion (la igualdad solo se da en las matematicas). Asi que, para rechazar
la hipétesis nula de la igualdad de medias, sélo bastaria con tener un tamaino de muestra
suficientemente grande. En realidad, el investigador deberia estar interesado en probar si
la diferencia de medias es menor o igual que una constante apropiada, o es mayor que esa
misma constante. De este modo, al rechazar la hipétesis nula el investigador puede con
toda naturalidad recomendar a uno de los tipos de semilla, pues la diferencia de medias
es mayor que aquella que estableci6 como base para la comparacién.

La prueba de esta pareja de hipétesis no se presenta en los cursos aplicados de licenciatura
porque no esta en los textos. Esto puede deberse a que el método de prueba requiere la
solucion iterativa de las ecuaciones que definen a la prueba, el hecho es que la presentacion
en los textos se ha diferido. Ahora las computadoras y el software permiten llegar a la
solucién, y consideramos de interés presentar la metodologia y dar el algoritmo para su
solucién a dos niveles, uno que utiliza los métodos que ya se presentan en los textos,
modificandolos ligeramente con base en una grafica que da la pauta para la modificacién,
y otro que consiste de un programa de uso sencillo para obtener los resultados requeridos.

El objetivo del presente trabajo es encontrar métodos de prueba sobre la hipotesis nula
compuesta central versus la hipotesis alternativa bilateral, en el contexto dado por la
distribucién Normal, asi como dar procedimientos que hagan factible que esta prueba se
ensenie a nivel licenciatura. En la primera parte presentamos los conceptos necesarios
para una mejor comprension del trabajo. Se introduce la notacién y terminologia bésica,
asi como los fundamentos de la teoria de Neyman Pearson, los conceptos de hipoétesis
insesgada y de razén de verosimilitud, todo esto en el contexto de prueba de hipoétesis
estadisticas en la distribuciéon Normal.

En la segunda parte se aplicaran los conceptos de razén de verosimilitud y de hipétesis
insesgada al contraste de hipotesis estadistica con nula central compuesta frente una
alternativa bilateral, para una poblacién normal con varianza conocida obteniendo para
esta prueba el contraste insesgado uniformemente mas potente.

En la tercera parte se extendera en resultado anterior, para una hipodtesis nula central
compuesta contra una alternativa bilateral con varianza desconocida.

El dltimo capitulo, se enfoca a la presentacion del contraste de hipotesis para dos pobla-
ciones Normales con hipétesis nula central compuesta contra una alternativa bilateral



INTRODUCCION

con varianza conocida comun.

Finalmente se presenta una forma de usar los métodos de prueba que se estudian en los
cursos de licenciatura, las pruebas de Z y de t, y el método computacional para obtener
la region de rechazo, asi como, la metodologia para implementar la prueba a situaciones
reales de experimentacion.






CAprPiTULO 1

CONTRASTACION DE HIPOTESIS

La prueba de una hipétesis estadistica es una aplicaciéon de un conjunto explicito de
reglas para decidir si se rechaza o no la hipétesis nula, y en caso de rechazarla, se hace a
favor de la hipotesis alternativa. Suponga, por ejemplo, que un estadistico desea probar la
hipétesis 1 = pg contra la hipotesis alternativa p = pp. Para tomar una decisiéon, generara
una muestra aleatoria, que al realizarse dara datos y con ellos calcularé el valor de una
estadistica de prueba, que le dird que accién tomar con base en la clasificacién de los
resultados posibles del espacio muestral dada por el método de prueba. El procedimiento
de prueba de Hy contra H,, por consiguiente, clasifica los valores posibles de la estadistica
de contraste en dos subconjuntos, zona o regién de aceptaciéon y zona de rechazo.

1.1 CONCEPTO0S GENERALES

La funcion de densidad de probabilidad Normal de una variable aleatoria x, f(x;u,0),
depende de los pardametros pu y o que toman valores en el espacio paramétrico ©, de tal
forma que para cada valor que toma la pareja u, o en ©, la funcion f(z; u, o) es distinta.

Definicion 1.1.1. Una hipdtesis estadistica es una afirmacion o conjetura acerca de la
distribucion de una o mds variables aleatorias.

A la hipotesis que deseamos probar la denominamos hipotesis nula, Ho(u € ©g) y
a la otra, hipoétesis altenativa, Hya(pu € ©,). Si los dos subconjuntos ©¢ y 0, se
componen de un solo elemento (ug y pe, respectivamente) las correspondientes hipotesis
se denominan simples, de lo contrario, compuestas.

Ejemplo 1.1.1. En las distribuciones Normales con desviacion estdndar igual a 5,
N(u;0 = 5), una hipdtesis nula simple puede ser u = 1.5 y la hipdtesis alternativa

)
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puede ser = 2. Fjemplos de hipdtesis compuestas son p < 2, p <2, 4> 2, 4 > 2y
B 2.

1.2 CONSTRASTES DE HIPOTESIS

Para probar cualquier hipétesis estadistica, simple o compuesta, utilizando una muestra
de n observaciones de z, se crea una particion del espacio muestral, €2, en dos subconjuntos
K y K* denominados zona de rechazo y zona de no rechazo, de modo que si el punto
muestral * € K se rechaza la hipotesis nula Hy y, si * € K* (complemento de K) se
acepta la hipotesis nula H.

Ejemplo 1.2.1. FEl peso de un producto oscila entre 3 y 6 Kgs. y se desea contrastar
Hy = 4 contra H, = 5. Se toma una muestra aleatoria de tamano uno. Si el peso es
mayor a 4.35 se rechaza la hipotesis nula que la media sea igual a 4, y por lo tanto, se
acepta que la media es igual a 5.

El espacio muestral Q = [3,6], la region critica K = (4.35,6] y la region de aceptacion
K* = [3,4.35], de tal forma que, Q@ = K* UK = [3,4.35] U (4.35, 6].

Debido a que la muestra estd compuesta por variables aleatorias, el estadistico de prueba
tiene una distribuciéon de probabilidades que puede llevar a dos clases de errores.

Definicién 1.2.1. Para las hipdtesis nula y alternativa:

1. El rechazo de la hipdtesis nula Hy cuando es verdadera se llama error tipo I, la
probabilidad de cometer error tipo I se denota a; a esta probabilidad también se le
conoce como nivel de significancia o tamano de la zona de rechazo (ZR)
de la prueba.

2. El no rechazo de la hipdtesis nula Hy cuando es falsa, se llama error tipo II, la
probabilidad de cometer error tipo Il se denota con 3 .

La particiéon del espacio muestral dada por la regiéon de rechazo K permite establecer los
eventos que dan lugar a los Errores tipo I y II. Si el estadistico de prueba queda en la zona
de rechazo K dado que la hipotesis nula es cierta, se denotara por {x € K | Hp}, dando
como resultado el Error tipo I. Andlogamente, cuando la hipétesis alternativa es cierta
pero se acepta la hipotesis nula, se tiene el evento {x & K | Hg} = {x € K* | H,}.

De acuerdo con lo anterior, el nivel de significancia de la prueba es:
a = P(error tipo I) = P(x € K | Hyp)

6
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y la probabilidad de error tipo II:
B = P(error tipo II) = P(x ¢ K™ | Hy,).

Ejemplo 1.2.2. En una poblacion N(u;o0 = 4) se plantean las hipdtesis Hy : p = 3 y
H, : = 6. Se toma una muestra aleatoria de tamano uno y se establece como region
critica el intervalo [4,00).

El nivel de significancia, es la probabilidad de cometer error tipo I, es la probabilidad de
que el valor muestral este dentro de este intervalo [4,00) cuando es cierta la hipdtesis
nula Hy : n = 3. Bajo estas condiciones, solo tenemos que calcular en una distribucion
N (3;4) la probabilidad del evento x > 4:

a = P(error tipo I) = P(x; >4|N(3,4))

- r @/% S j/ﬁ)

4 —
- p (Z > 3) = P(Z > 0.25)
4/y/1
= 0.4013
y la probabilidad de error tipo 11,
B = P(error tipo II) = P(x1<4| N(6,4))
r1—p  4—-6
= P
<a/¢ﬁ = a/ﬁ)
4—6
= P|Z<—F=|=PZ<-05
( 4/x/1> ( :
= 0.3085.

Un buen procedimiento de prueba en aquel en que o como 3 son pequenas, de ese modo
se tiene alta probabilidad para tomar la decisién correcta. La probabilidad de un error
tipo I en el ejemplo anterior es més bien alta pero esta se puede reducir al cambiar en
forma apropiada la regiéon de rechazo. Por ejemplo, si la regiéon de rechazo fuese & >5.7,
se obtendria un o = 0.2498 y 8 = 0.4701. Aunque se ha reducido la probabilidad de
error tipo I, se ha vuelto més grande la probabilidad de error tipo II. Debido a que a 'y
(G no son independientes entre si, esta relaciéon inversa entre las probabilidades del error
tipo I y el error tipo II se mantendré y sélo decrecen ambos si aumenta el tamafnio de
muestra.
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1.3 LEMA DE NEYMAN-PEARSON

La teoria basada en el lema de Neyman-Pearson permite que la probabilidad de cometer
error tipo I sea menor, o igual que una constante que se conoce como nivel de signifi-
cancia de la prueba, y que se denota con a. La idea es fijar la probabilidad del error
tipo I y determinar la prueba estadistica que minimice la probabilidad de cometer error
tipo II, que se denota como 3, o equivalentemente, maximizar la cantidad 1 — 3, que
se conoce como potencia de la prueba. En otras palabras, se busca la prueba que da
méxima la probabilidad de rechazar la hipétesis Hy cuando esta sea falsa.

Definicion 1.3.1. Sixq,x9,..., T, son valores de una muestra aleatoria de una poblacion
Normal con pardmetros p y o y funcion de densidad f(x;p,0), entonces la funcion de
verosimilitud de la muestra esta dada por

L(p,0) = f(z1,22,..., 25 1, 0)

para los valores p y o reales y o > 0. En este caso f(x1,2,...,Tn;u,0) es el valor de la
funcion de densidad conjunta o de la densidad de probabilidad de las variables aleatorias
T1,XL2y...,Tp.

n
Como la muestra es aleatoria f(x1,x2,...,Tn; U, 0) = Hf(a;,, [y o).

i=1
Definicion 1.3.2. Una zona de rechazo para probar una hipdtesis nula simple, contra
una hipdtesis alternativa simple, a un nivel de significacion, «, se dice que es mejor
o mds potente, si la potencia de la prueba bajo la hipdtesis nula es o y mazrimiza la
potencia bajo H,.

Neyman y Pearson® trabajaron el caso de dos hipétesis simples Hy y H,. Se toma una
muestra de tamano n, con funciéon de verosimilitud L(u, o) y se particulariza para cada
una de las hipétesis, Lg en la nula y, L, en la alternativa.

Se divide el espacio muestral, 2, en dos subconjuntos, K y K*, = K* U K, de modo
que si la muestra x pertenece a K, se verifica que Lg/L, es menor igual que ¢, mientras
que cuando x esta fuera de K, se verifica que Lg/L, es mayor a ¢, el contraste que se
obtiene es 6ptimo, es el que proporciona la mejor zona de rechazo de tamano «, en el
sentido, de que es la mejor zona que da la mayor potencia entre todas las de tamano «.
En estas condiciones, si el contraste se efectiia con un nivel de significancia «, la region
de rechazo K tiene mayor o igual potencia que la de cualquier otra regién de ese mismo
tamano «. La constante ¢ se obtiene de la condicién de que la probabilidad de error tipo
Iesa.

“Neyman y Pearson (1933).
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Teorema 1.3.1 (Lema de Neyman-Pearson). ! Sea x una variable aleatoria con funcion
de densidad, f(xzi;p,0), sea x = {x1,z2,...,2T,} una muestra aleatoria de x con funcion
de verosimilitud L(p,0) = f(x1,29,...,Zn;,0) y, sea Hy 1 pp = po y Hy : p = fig-
Denote Lo = Ly, y Lo = Ly, .

Si K es una zona de rechazo de tamano o y, ¢ > 0 es una constante tal, que

Lo

— <c x dentro de K
L,
L
U x fuera de K
L,

y P(x € K | Hy) = a.

Entonces, K es una zona de rechazo mds potente de tamano a para contrastar p = po
contra = lg.

Demostraciéon. Suponga que K es un a zona de rechazo que satisface las condiciones
del teorema y que K' es alguna otra region critica de tamano o, y que K # K'. Asi

K K’

Como Q = KUK* = K' U K'™; establezcamos las dos iqualdades siguientes

K ={(KNnK')U(KNK"™)} mientras que K' = {(K N K') U(K* N K')}; teniendo en
cuenta las particiones efectuadas en cada region, la probabilidad de que un punto muestral
x pertenezca a la region de rechazo K y a la region de rechazo K', estdn dadas por el
término izquierdo y derecho, respectivamente, en la siguiente igualdad

/.../Lodgg+/---/L0dac—/-"/Lodac—l—/-'-/Lodw—Oé (1.1)

KnK' KNK'* KnK' K*NK'

al ser ambas regiones de tamano « bajo la hipdtesis nula Hy, se verifica que

/--./Lodx—/-”/LodCC (1.2)

KNK'* K*NK'

Si la hipdtesis alternativa es cierta, las probabilidades [--- [Lodx + [+ [Lodz y
KNK’ KNK'*

[ [Ledx + [ -+ [Lodz  son las potencias de cada una de las regiones de rechazo,

KNK’ K*NK’

'Freund (2000).
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debiéndose demostrar que la potencia de K es, al menos, igual que la de K', es decir, que
en condiciones del teorema se verifique que

/-"/Lade/"‘/Ladw (1.3)

KNK'* K*NK'
o equivalentemente,
/--'/Lad;r—/--'/Lade()
KNK'™ K*NK'

Segiin las condiciones del teorema, dado que L, > Lo/c dentro de K, en particular dentro
de K N K™ luego usando la expresion 1.2 y finalmente dado que Lo, < Lg/c fuera de K,
en particular si pertenece a K* N K', se sigue que

/---/Ladxz/---/(Lo/c)dx:/~-/(L0/c)dx2/---/Ladx

KNK'* KNK'* K*NK' K*NK'

/--~/Lada;2/--~/Ladx
K K’

Por lo tanto,

El teorema de Neyman-Pearson nos indica que la zona

L
K= {a:l,xg,...,mn ‘ fO < C}

a

es la mejor o méas potente, MP, zona de rechazo entre todas las de tamano a.

Cuando tratamos con hipotesis compuestas, nos enfrentamos a discernir entre los méri-
tos del criterio de prueba o zona critica, para un conjunto de valores de los pardmetros,
volviéndose esto mas complejo. Por ello, tenemos que considerar las probabilidades «(u)
de cometer error tipo I y G(u) de cometer error tipo II para todos los valores posibles de
u, bajo las hipotesis nula Hy y la alternativa H,, respectivamente.

Definicion 1.3.3. La funcion de potencia, 7, de un contraste de una hipdtesis estadistica,
Hy, versus una hipotesis alternativa, H,, que rechaza Hy si x € K, esta dada por

w(p)=Plxe K|H:u) para todo i € ©.

10
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De este modo, los valores de la funcién de potencia son las probabilidades de rechazar
la hipoétesis nula Hy para diversos valores del pardmetro u C H,, o sea, para valores
asumidos bajo Hy, la funcién de potencia da la probabilidad de cometer error tipo I y
para valores bajo H,, da la probabilidad de no cometer error tipo II.

Al emplear la teoria de Neyman-Pearson de prueba de hipotesis debemos mantener fijo
a, la probabilidad de cometer error tipo I, lo que implica que la hip6tesis nula Hy debe
ser simple.

1.4 HirOTESIS COMPUESTA

Una hipoétesis es compuesta cuando el subconjunto del espacio paramétrico, ©, definido
por ella, contiene mas de un elemento, pudiendo ser compuesta la hipdtesis nula, la
alternativa o ambas.

En la teoria de Neyman-Pearson de prueba de hipdtesis, mantenemos fijo « y ello requiere
que Hj sea simple, p = pg. Como resultado la funcion de potencia pasara por el punto
unico (o, @), en el cual la funciéon de potencia es la probabilidad de cometer error tipo
I. Esto facilita la comparaciéon entre funciones de potencia de varias regiones criticas,
todas las cuales estan disefiadas para probar las hipodtesis nula simple p = pg frente a
una alternativa compuesta, por ejemplo, u > L.

Ejemplo 1.4.1. Sea una distribucion N(u;0) con desviacion estindar conocida. Con-
sidere la hipotesis nula Hy : p = pg contra una alternativa compuesta Hy @ p > pg.
Aplicamos el teorema de Neyman-Pearson para un valor u de la media en la hipdtesis
alternativa.

El cociente de verosimilitudes enfocadas a las dos hipotesis es Hy : = po y Hy fija con
B> po €s

(wi—po0)?

NgE

_1_
202

L(X;po) (2r)"%e & _ 6_ﬁ{él(301'—#0)2—1_2:31(%—#)2}
L(X; ) y —3 X @

(2m)~ze
desarrollando los cuadrados y reduciendo terminos tenemos

L(X’ IU‘O) e "(”5)(;#2)_;’_"(”;)2*”)%

L(X;p)
La prueba aplicando el lema de Neyman-Pearson es

. n(uéfﬁ) + n(;t(r#)f
[ 202 o2

<k

11



1.4 HiroTESIs COMPUESTA

aplicando logaritmos, factorizando y despejando

2 2 _
nlpg u)+n(uo u)f < Ik
202 o2
2

o n 2 _ 2
(1o — )T < <1nk1+(“°2’“‘)>:k2.
n 20

Entonces, la zona de rechazo adopta la forma (g — p)T < ko.

La hipdtesis alternativa es Hy @ pp > pg, como p > o, po — p < 0 es negativo, por lo que
la zona de rechazo mds potente, MP, para p es T > ks y como lo anterior se cumple para
cualquier p en la hipdtesis alternativa se dice que T > k3 es una prueba uniformemente
mds potente, UMP, de Hy : p = pg versus Hy @ > po.

Definiciéon 1.4.1. Sean las hipdtesis Hy simple y H, compuestas a contrastar y sea K la
zona de rechazo con nivel de significancia o tamano de la prueba, o, y funcion de potencia
("), K define a la prueba Uniformemente Mds Potente, UMP, si para cualquier
otra prueba con zona de rechazo K', funcion de potencia wg:(u*) y nivel de significancia
a y, para cualquier valor p* de u € H, se tiene que

T (") > me (1)

La definicién anterior indica, que una prueba con nivel de significancia,a, es uniforme-
mente més potente que otra, si para cualquier valor paramétrico en H,, los valores de su
funcién de potencia son mayores, o iguales que, los de la otra.

Ejemplo 1.4.2. Sea una distribucion N(u;0) con desviacion estandar conocida. Con-
sidere la hipdtesis nula simple Hy : = po contra una alternativa compuesta Hy @ > pg,
(ver ejemplo 1.4.1). El cociente de verosimilitudes para po y v fija con p > po, produce
la ZR, T > ks, que es de nivel « UMP para probar Hy vs. H, y para cualquier p* < po
también es UMP pero no es de tamano o sino o < a.

Definiciéon 1.4.2. La prueba de Hy : n € ©g contra H, : p € O4 es de tamano a cuando

sup 7(p) = a.
nEBQ

Conviene definir el nivel de significancia o tamano de la prueba para una hipétesis nula
compuesta.

Definiciéon 1.4.3. El nivel de significancia éptimo bajo Hy estd dado por

= P(XeK:pe0g) = .
R

12



CaprituLo 1  CONTRASTACION DE HIPOTESIS

También hay casos donde no existe una prueba uniformemente més potente, UMP, en
particular, cuando contrastamos la hipotesis bilateral u # pg con nula simple, p = ug.

Ejemplo 1.4.3. Sea una distribucion N(u;0) con desviacion estdndar conocida y sean
Hy : i = po, la hipdtesis nula contra una alternativa bilateral Hy : 1 # po. Entonces,
la mejor zona de rechazo de tamano «, para un valor especifico de la media, p, en Hg,
usando el lema de Neyman-Pearson es:

L(X’ P*O) (27’(‘)_%6 i 7"(#2(2)*2#2)+n(u02*u)f
= 'n = € o o
L(X; ) (27?)_%6—2%2 > inp?

<k

tomando logaritmos, factorizando y despejando se tiene la zona de rechazo definida por
(o — )T < k (ver ejemplo 1.4.1).

Necesitamos conocer el signo de la diferencia pg — p pues de €l depende el sentido de la
desigualdad.

1. Sipg —p >0, la zona de rechazo seria * < k.

2. Sipug—p <0, la zona de rechazo seria™ > k.

Si se deja /2 para cada seccion de la zona de rechazo se tiene que, para p en la parte
derecha (o sea, en 1.), la zona de rechazo coincide con la que define la prueba unilat-
eral derecha, ya que, Z1_n/3 > Zi—a; la prueba obtenida tiene menor potencia que la
prueba unilateral derecha (linea punteada). De modo similar sucede con “2.”, cuando p
se encuentra a la izquierda (linea semisdlida) la zona de rechazo tendrd menor potencia
que la unilateral izquierda, ver grdfica 1.1; En cambio, la prueba unilateral derecha tiene
potencia menor que o, en la parte de H, donde pg — pu < 0, siendo peor que la bilateral,
que usa /2 a cada lado, puesto que esta prueba da potencias mayores que o para toda

distribucion en H, (linea sdlida en la grifica® 1.17).

13



1.5 CONTRASTES INSESGADOS

(W)
17

0.5

Grafica 1.1: Prueba UMP

Lo anterior lleva a la necesidad de restringir las pruebas que comparemos a aquellas que
siendo el nivel de significancia «, tienen la potencia mayor, o igual que «, para todo valor
paramétrico en H,. Se necesita el criterio de prueba insesgado.

1.5 CONTRASTES INSESGADOS

Al probar dos hipétesis es deseable prevenirse contra los dos tipos de errores que pueden
cometerse: Error tipo I y Error tipo II. Debido a que la probabilidad de cometer un
tipo de error condiciona el valor de la probabilidad de cometer el otro tipo de error,
el procedimiento consiste en fijar la probabilidad de cometer el error tipo I o el nivel
de significancia « en un limite, razonablemente bajo, entonces, dado a se minimiza la
probabilidad del error tipo II para los valores de p en la hipotesis alternativa. Asi, cuanto
mayor sea la potencia del contraste mayor seguridad proporcionara éste. De modo que,
resulta sensato que el nivel de significancia sea menor que la potencia para cualquier valor
del pardmetro en la hipotesis alternativa. Cuando asi acontece, se dice que la prueba es
insesgada, en otras palabras, un contraste es insesgado de tamarnio o cuando la funcion de
potencia, w(p) correspondiente, asume valores menores o iguales que «, bajo la hipdtesis
nula y valores mayores que a, bajo la hipotesis alternativa.

Definicion 1.5.1. Un contraste es insesgado para Hy : € ©q frente H, : p € O,
cuando

max P(rechazar Hy) < min P(rechazar Hy)
JISS HEO,

es decir, el contraste serd insesgado cuando la probabilidad de rechazar la hipdtesis nula
siendo cierta es siempre menor o igual que la de rechazarla siendo falsa.

14



CaprituLo 1  CONTRASTACION DE HIPOTESIS

Cuando no se tiene el contraste UMP, se puede usar la prueba Uniformemente Mds
Potente Inseqgada, UMPI, que es la linea “1” en la grafica 1.1, seccion 1.4.

1.6 RAZON DE VEROSIMILITUD

Un método que permite construir regiones de rechazo para contrastar una hipo6tesis nula
simple frente una alternativa compuesta, es el método de razon de verosimilitud que se
basa en un procedimiento que usa la verosimilitud pero en hipétesis compuestas. El
procedimiento tiene sentido al rechazar cuando la verosimilitud en pg es menor que el
méximo de la verosimilitud para todo valor de pu.

Definicion 1.6.1. El estadistico de contraste, llamado razon de verosimilitud para
Hy : = po contra Hy @ # o es

L(X; po)

Alz) = max,, L(X; p)

donde max,, L(X; ) representa el valor mdzimo que puede alcanzar L(X;p) dentro del
campo de variacion del pardmetro p, la hipdtesis nula se rechaza si A(z) < c.

Ejemplo 1.6.1. En una poblacion N(u;0) con o conocida se contrastan la hipdtesis
Hy : = po frente a la alternativa Hy @ # po, a partir de una muestra aleatoria de
tamano n.

El estimador mdximo verosimil del pardmetro p es T, i = T, con lo que la razdn de
verosimilitud es

L(X;00)  _ L(X;6)  L(X;po)
maxg L(X;0) L(X;0) L(X;7)

—5ly (iél(ug —Z2—2zi[uo *ﬂ))

n
_ 1 2_ 72 . ]
s (a2 oo 1) s (st

=1

1

_ e—%—z(nug—n§2—2nuof—2n§2) _ n (u3—§2—2u05—252)

e_ 202
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1.6 RAz6N DE VEROSIMILITUD

La region de rechazo esta dada por \(x) < k, entonces, aplicando logaritmos a ambos
lados de la ecuacion,

n

6—2072(5—#0)2 < k

@) < Ink

202
202Ink
— 2 1
— > - =
(T —po)” > -

—202Ink
ERUREE S L
n

y la zona de rechazo bilateral se construye aprovechando la simetria de la distribucion
Normal, dejando o/2 a cada lado de la zona de rechazo

V

siendo el estadistico de contraste |T — uo| = |T'(x)|. Ndtese que para el nivel de signifi-
cancia o se tiene
<)

= RO <H) = Byl gl <k =B (|00

= P(ZI<K) =k = Zy o

La prueba basada en la razon de verosimilitud para la hipotesis nula compuesta se define
en seguida

Definicion 1.6.2. Si ©g y O, son subconjuntos complementarios del espacio paramétrico
Q y la hipdtesis nula es compuesta Hy : (u € ©y), la prueba de razdén de verosimilitud
estd dada por

max L(x; o)

Sl

Az) =

max L(z; 1)

donde max L(z;po) y max L(z; ) son los valores mdzimos de la funcion de verosimilitud
0

para todos los wvalores i en Oy y €1, respectivamente, entonces la zona de rechazo de
tamano «,

AMz) <k
donde 0 < k <1,y HéaXP()\ <k)=a.
0
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CAPITULO 2—

PRUEBA UNIFORMEMENTE MAS
POTENTE INSESGADA DE UNA
HIPOTESIS NULA COMPUESTA

VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL
PARA UNA N(u,0) CON o
CONOCIDA.

Una de las pruebas de hipdtesis que con mayor frecuencia se presenta en situaciones de
investigacion reales dada la naturaleza de los datos, y comiinmente ensefiadas por su
facilidad en la practica académica es: Hy : u = k contra H, : u # k. Un contraste,
que por convencion se formula como: hipoétesis nula simple frente hipotesis alternativa
compuesta, y basa la hipotesis nula en que la diferencia entre el parametro u y k sea cero.
Sin embargo, sélo en problemas de ensenanza académica debemos concebir plausible la
prueba de la igualdad. Cuando un investigador contrasta una hipétesis nula, por ejemplo,
sobre el rendimiento por hectérea de una variedad de simiente de maiz, es dificil establecer
un valor para dicho rendimiento. El contraste de hipétesis a implementar deberia ser de la
forma: Hy :| p— k |< 6 contra Hy :| p — k |> 6. Contraste que permitira al investigador
determinar si la media no difiere de k por una constante practica o en el caso de la
hipotesis alternativa, difiere de k por un valor mayor que &, el rechazo de la hipdtesis
nula permite la recomendacion practica de que hay una diferencia relevante.

17



2.1 ZONA DE RECHAZO DE UNA HIPOTESIS CENTRAL COMPUESTA VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL

2.1 ZONA DE RECHAZO DE UNA HIPOTESIS CENTRAL COM-
PUESTA VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL

En el Capitulo I se expuso una parte de la teoria que sustenta las pruebas estadisticas. De
las diversas situaciones que pueden darse en los contrastes de hipétesis, nos enfocaremos
de aqui en adelante, en la clase de una hipoétesis nula central compuesta y la alternativa
bilateral, para una distribuciéon Normal. Estas hipotesis son: Hy : p € [k1, k2| contra
H, : pu ¢ [k1, ko] y se presentara para este tipo prueba, el contraste Uniformemente Mds
Potente Insesgado, UMPI, de nivel a.

Recordemos que, de la definicién 1.4.1, se mostré que para un contraste de la forma Hy :
= py contra H, : p # p1 no podemos obtener el contraste UMP aplicando el teorema
de Neyman-Pearson (ver ejemplo 1.4.3). En la definicion 1.6.1 se mostro, aplicando razon
de verosimilitud, que la zona de rechazo bilateral UMPI, para el estadistico en prueba,
es de la forma [T — uo| = |T(z)| > k (ejemplo 1.6.1). También se dijo, que si se tiene
Hy : n € Oy, la distribucién no queda determinada y, por tanto, habra tantos niveles
de significancia como parametros satisfagan u € g, no obstante, si se conjugan los
conceptos de las definiciones 1.4.3 y 1.5.1 y de razoén de verosimilitud, se puede obtener
la prueba UMPI para el contraste. Por esta razon, para el esquema Hy : pu € [k, ko]
contra H, : u ¢ [k1, ko], donde la hipotesis nula es compuesta, se puede usar la zona de
rechazo que produce la razon de verosimilitud, dada por la definicién 1.6.2.

Proposicion 2.1.1. Sea x1, 2, .. ., x, una muestra aleatoria de X ~ N (u; o) con oconocida.
Para probar Hy : p € [k1, ko] frente Hy, : o & [k1, ko], con nivel de significacion «, la razon
de verosimilitud para el contraste produce la prueba

ZR ={x1,29,...,2n} | T(z) < C1}U{x1,22,..., 20 | T'(x) > Co} con Cy < ki < ko < Cs

donde

T(x)=z y P (ZR)= P (ZR)="2.
pu=k1 p=ka 2

Demostracion. Se busca la razon de verosimilitud

max L(zx;
max L(x;
max L(w; 1)
la funcion de verosimilitud de x1,x2,...,x, para X ~ N(u;0) con o conocida es
1 2
n —57 2 (@i—p)
L(zyp) = (2m) 20 e 2% 5 con —oo<pu< oo (2.1)
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CariTuLo 2 PrUEBA UNIFORMEMENTE MAS POTENTE INSESGADA DE UNA HipoTEsiS NurLaA COMPUESTA
VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL PARA UNA N(i,0) CON 0 CONOCIDA.

Aplicando logaritmos

- _g In(27) — nlno — % Z(xi — )’ (2.2)

Para encontrar el mdzimo del denominador de la razén de verosimilitud, la funcion de
verosimilitud en el espacio paramétrico total, {2, se deriva con respecto u, el logaritmo de
la funcion de verosimilitud y se tiene

8m%f””:—;§3%—m (23)

1qualando a cero y despejando de 2.7 a

1 n n 1 n
g =1 =1 g =1

inzn,u = . T=u (2.4)
=1
2 . ) . . . )
como %(f”)) = —25% <0, se verifica que el mdximo del término en el denominador
) o o ’

es p=7=, (2m) 20 "e i=1

El mdxzimo del término en el numerador en la razon de verosimilitud se obtiene para tres
casos: en ellos k1 < p < ko

ler. Caso Si T es tal, que k1 < T < kg, el mdzimo coincide con el del denominador y

n
i 5 e
2

max L(x;p) max (27) 20 "e
Az) = k1<p<ka _  kspsks
max L(x; Sl NS (g
na (@; 1) max(2m)~So—"e 507 2 (@imw)?
neN
1§ =2
n —5,7 2 (2i—7)
IV 5o e 290 iS1
_ (2m)" 20 e _ _1
ik 3 w2

1

(2m) 20 me
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2.1 ZONA DE RECHAZO DE UNA HIPOTESIS CENTRAL COMPUESTA VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL

2do. Caso Si T < kq,

En el rango T < k1 < u < ko, se tiene que T — k1 < 0, por lo tanto, la derivada de
In(L(xz;p)) respecto a p,

W _ _Ui S (@i —p) <0 (2.5)

es menor que 0y en concecuencia In(L(z; p)) es estrictamente decreciente, lo que
lleva a concluir que In(L(x; 1)) alcanza su valor mdzimo en el extremo inferior del
intervalo (ki, ka) entonces

n
n ~57 Z,;1(9%*761)2

(2m) 20 e

Con base en ello, determinamos la razon de verosimilitud como sigue:

L .
215, 1)
A(z) Lo 1)
max X
HEN H
max (QW)_%U_”e_ﬁi;(xi_kl)Q
_ kfp<k
_ 1y )2
max(27r)_%a_"e 207 ;::1(% 2
neQ

a7 (£ @i-k2- 5 @-?)

n n
—20% ( Z (Ii—2xz‘k’1 +k’%)— E (xi—QxiE—i-fQ))
= ¢ i=1 i=1

— 525 ((n@2 —2nT2k1+nk}) - (nT? — 272 +nT?) )

1 _ _ . __
_ e—ﬁ(nx2—2nx2k1+nk%) _ e—%iz(xQ—Qkal—i—k%)
N s

por lo anterior, la zona de rechazo serd

— (T )2

e 202 <ec
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CariTuLo 2 PrUEBA UNIFORMEMENTE MAS POTENTE INSESGADA DE UNA HipoTEsiS NurLaA COMPUESTA
VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL PARA UNA N(i,0) CON 0 CONOCIDA.

aplicando logaritmos

o equivalentemente
T — k1

T > Vet =0y (2.6)

Como @ < ky se tiene quex—k; <0 y f/_\% = —(T—k1), entonces, —(T—ky) >
Vo multiplicando se tiene T — k1 < —‘/\%", entonces T < k1 — %

Jn
3er. Caso T > ks.

En el rango k1 < p < ka <7, la derivada de In(L(z; p)) respecto a p,

am(gf%“)) :_012;(332-—#) >0 (2.7)

es positiva, por lo que, en el intervalo (k1,ke) la funcion L(x;u) es estrictamente

creciente, y su mazrimo se alcanza en T = kg, por lo que

Mgy = i UT PN ot E (k- ea)
max L(z; p)
He

n n
— 20% ( 21(I¢72xik2+k§)7 Z (zi72mii+52)>
1= 1=

= €

— e 523 (n@* —2nZ2ka+nk3) — (nT? —2n7z2 +n7?))

(@) _ k)

por lo que, la region de rechazo serd

0< e aer TR

nuevamente aplicando logaritmos

—o00 < —2%:2(5— k2)2 <lnc
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2.1 ZONA DE RECHAZO DE UNA HIPOTESIS CENTRAL COMPUESTA VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL

cuya zona €S

recordando que T > ko, se puede tomar, T > ko + CI\/—% = ().

Formalmente nuestras zona de rechazo es de la forma:

ZR={51,33,.., 20 | T(x) < C1} U{a1,3,...,20 | T(x) > Cs}

y para que sea de tamano «, se debe cumplir que

P, (ZR) = P,(ZR) = aq + a2 = «v.

Graficamente tenemos

(Xl a2

b, x
C ko k, C.

Ahora demostraremos que esta prueba es Uniformemente Mds Potente Insesgada, UMPI.

Para ello, primeramente veremos que, T'(z) = nT es un estadistico suficiente, posteri-
ormente, que la razén de verosimilitud de la prueba pertenece a la familia con razéon
de verosimilitud monétona creciente respecto a T'(x), determinando con ello, la zona de
rechazo UMP de tamano «, {z1,%2,...,2y | T'(z) < C1}U{x1,22,...,2, | T(x) > Ca}.
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VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL PARA UNA N(i,0) CON 0 CONOCIDA.

Finalmente, se analizaran las propiedades del contraste en la frontera de Hy, el conjunto
{k1, k2}, obteniendo asi, la prueba UMPI de tamafio « en k; y ko, con lo que se termina
la prueba.

Aplicando el criterio de factorizacion de Fisher-Neyman

L(z;p) = g(T(x); ) - H(w)

de la funcion de verosimilitud 2.1 obtenemos

g(T(x)“u) = [C(/,L)]HEQ('U‘)T(J;) 26_2072’“' ea = i
: n T o e
H(x> = Hh(l’):(zﬂ)_fg_ne 20° i1 "

=1

n

lo que implica que? T'(x) = Z x; es un estadistico suficiente para p.
i=1

Ahora, escribamos la funcién de verosimilitud 2.1, en la forma

Fu(x) = H[C(u)]”eq(“)T(””)h(ﬂﬁ) (2.9)

w g X (e’
Lizp) = (2m) 5o me 2

L(z;p) = (2m) 30" &1 e nt et & (2.10)

en 2.10, podemos identificar los siguientes componentes

q(n) = —5 (2.11)
T(z) = sz
=1

como 4 > 0, en 2.11, g(u) es no decreciente, entonces, L(x; 1) pertenece a la familia de
distribucién exponencial con razon de verosimilitud monétona no decreciente de T'(x).

Finalmente, veamos las propiedades del contraste en la frontera de Hy, en {k1, k2}. Para
esto se utiliza la generalizacion del lema fundamental de Neyman-Pearson

ZNotese que T'(z) es una funcién continua.
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2.1 ZONA DE RECHAZO DE UNA HIPOTESIS CENTRAL COMPUESTA VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL

Definicion 2.1.1. Se conoce como funcion de rechazo a ¢ : W — R tal, que 0 < ¢(x) < 1,

y W es un subespacio euclidiano. La significancia de la prueba corresponde al mdzimo
valor esperado de ¢ en Hy, E(¢(x)) = a.

Teorema 2.1.1 (Generalizacién del lema fundamental de Neyman-Pearson). 3 Sean
f1, fo y f3 funciones de densidad integrables definidas sobre un espacio euclideano W,
Y suponga que para aq, s, con 0 < ai,as < 1 la clase de funciones indicadoras

Coror = {6 € W] / ofidu = an, / 6 fadyt = an)

es no vacia, entonces se cumple que

I Eziste ¢* € Coy 0, tal, que [ ¢* fadp > [ ¢ fadu para todo ¢ € Cay o -

II. Si¢* € Cayar €s tal, que [ ¢* fadp > [ ¢fsdp para todo ¢ € Co ay, entonces

1 si f3(x) > kifi(x) + kafo(x) para ki, ko >0
¢"(x) =
0 si f3(x) < kifi(x) + kafo(x)

III. Si ¢* € Cay 0y €5 igual a

1 si f3(z) > ki fi(z) + ko fo(z) para ki, ke >0
¢ (x) =
0 si f3(x) < kifi(z) + kafo(x)
entonces [ ¢* fadp > [ ¢ fsdp para todo ¢ € Coy -

1V. El conjunto de puntos

M = { [ ofdu. [ 6fadul € Car.)

es cerrado y convexo vy, si (c1,c2) es un punto interior de M, entonces existen ki, ko
Y Cay 0, tales, que

1 si fa(z) > kifi(x) + kafo(z) para ki, k2 >0
¢ (z) =
0 st f3($) < klfl(.%') + kgfg(x)

3La demostracion para el caso general y el teorema de compacidad débil se puede consultar en
Borovkov (1988) o Lehmann (1997).
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VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL PARA UNA N(u,0) CON 0 CONOCIDA.

Demostracion. -

L

11

Sea H={a € R| a= [¢fsdu con ¢ € Ca a,} €l conjunto H es acotado, por lo
tanto tiene supremo. Sea g el supremo de H,

o Siag es punto aislado de H, entonces existe ¢ € C tal, que [ ¢fsdu = ap.

e Siag es punto de acumulacion de H, entonces existe una sucesion {cu, fnen C
H tal, que o, — g, en consecuencia existe una subsucesion de funciones de
rechazo {aum, }n,en C C tales, que oy, = f ®n,; f3dp, para la cual, el teorema de
convergencia débil, [ ¢n, fsdp — [ ¢ fsdp = oy para ¢ € C.

Considere la funcion ¢* € C tal, que [ ¢* fsdp > [ ¢fsdp para todo ¢ € Ca
entonces [(¢* — @) fsdu >0y

/¢(k1f1 + ko fo)dp < /fﬁ*(klfl + ko fo)dp = ko + koo

de donde se sigue, que para toda ¢ € Coy ay, la [(¢* — @) (k1 f1 + kaf2)dpu = 0 esto
implica que

[ =0 udn= [@ =0~ kafi ~ haf)die = 0
Ahora suponga que A = {z](¢* — &) (fs — k1 f1 — ko fo) () < O y considere la funcién
o st xeA
#(2) =

¢* en otro caso

By / s
Por construccion ¢' también pertenece a Cy, a,, entonces

J@ ==kt~ koo = [ (6 =)=y~ Bafo)ds > 0
de donde se sigue que A es de medida 0. Se concluye que

(¢ — @)(f3 — k1f1 — kafo)dp >0

casi por doquier, para toda ¢ € Cq, . FEsto significa que si (f3 — ki fi — kaf2)dp <
0 necesariamente (¢* — ¢) < 0y, si (f3 — kifi — kaf2)dp > 0 necesariamente
(¢* — @) > 0 para toda ¢ € Cq, a,, esto inmplica que

1 si f3(z) > ki fi(z) + ko fo() para ki, ke >0
9" (z) =
0 si f3(x) < kifi(z) + kafo(x)
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2.1 ZONA DE RECHAZO DE UNA HIPOTESIS CENTRAL COMPUESTA VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL

III. Considera una funcion ¢* € Cqoy a, tqual a

1 st f3(x) > kifi(z) + kafa(z) para ki, ko >0
¢ (x) =
0 si f3(z) < kifi(z) + kafo()

entonces para cualquier funcion indicadora ¢ se tiene que cuando (fs — kifi —
kaf2)dp > 0 necesariamente 1 — ¢(x) = (¢ () — p(x))) > 0 y cuando (fz —k1f1 —
kafo)dp < 0 necesariamente 0 — ¢(z) = (¢ * (x) — ¢(x))) <0, por lo que

(¢"(x) — &(x))(f3(x) — k1 fi(x) — kafo(x))du >0

/ (6* () — 6(@)) (fs(2) — kfi(2) — kafo(e))d > 0

puesto que [(¢*(x) —d(z)) (k1 f1(z) —kafo(x))dp = 0 entonces se tiene que (¢*(x) —
¢()) f3(x) > 0 y sin limitar la generalidad, se tiene que [ ¢*(x) f3(x) > [ ¢(x)f3(x)para
toda ¢ € Coy,an-

IV. El conjunto M = {/qb(ﬂs)fl(a:)dx,/gb(x)fg(x)dx ¢ es la funcion de Techazo}

cerrado por el teorema de compacidad débil y convero debido a que ¢1 y P2 son
funciones de rechazo también y¢p1 + (1—7)p2 es funcion de rechazo para 0 <y < 1.

El conjunto N = {/d)(x)fl(:v)dw,/qﬁ(w)fg(ac)dac,/(b(:v)fg(:v)dx} también es
cerrado y convexo usando los mismo argumentos.

Tome 0 < C1, Co < 1 fijos, los puntos (C1,C2,C) € N forman un intervalo cerrado

C*, C*] . Si C* < C**, el punto (C1,Co, C*™) estd en la frontera de N y los puntos
Y

(v1,v2,v3) € N estan acotados por arriba por un hiperplano, con ecuacion

k1v1 + kovoy + k3vs = k1C1 + koCo + ksC**.

Como (C1,C3) es un punto interior de M también lo es de N y ks # 0, por lo
tanto, se puede tomar ks = —1 con lo que se cumple

v3 — k1v1 — kovg = Cc* — k1C1 — ko Cs.

Ahora, tome ¢** como la funcion de rechazo que produce al punto (Cy,Co,C**) y
¢ la que produce (v1,ve,v3), entonces

/¢(ﬂ?)[f3(l’) — fi(z) = fo(z)]dz < /¢>(l’)**[f3(x) — fi(z) — fa(a))dx
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y ¢** es la funcion de rechazo que maximiza el lado izquierdo de la desigualdad y
como la integral se maximiza haciendo ¢ = 1 cuando el integrando es positivo y
¢ =0 si este es negativo, ¢** satisface

1 st f3(x) > kifi(xz) + kafa(z) para ki, ko >0
¢ (z) =

0 st fg(l‘) < klfl(.%') + ]fgfg(x)
Ahora, veamos el caso, C* = C**. Tome (C},C%) # (C1,C3), existe exactamente
un punto C' tal, que (C},C%,C") € N.
Suponga lo contrario, que existen dos puntos (C1,C4,C}) y (C1,C5,CL) en N y
considere cualquier punto (CY,CY4,C%) € N tal, que (C},C%) es punto interior
de la linea que une a (C1,C%) y (C{,CY). El conjunto convexo expandido por
(C1,C5,CY), (C1,C5,CL) y (C7,CY,CY) esta en N y contiene a (C1,C2,C}) y
(C1,Cq,CY) con C) < Cf en contradiccion con C* = C**.

Como N es convezo, contiene al origen y cuando mds un punto de cada linea vertical
dada por (vi = C{,ve = C%) estd en el hiperplano que pasa por el origen y no es
paralelo al eje 3, entonces

/ o) f3(x)dz = ky / 6(2) f1(2)dz + ks / o) fol)da

para todo ¢, lo que lleva al caso trivial de que fs = kifi1 + kofo con probabilidad 1
y la condicion (II) se cumple consecuentemente.

&

Finalmente, probaremos que la ZR que result6 de la relacion de verosimilitud es UMPI.
La prueba se basa en el siguiente resultado.

El siguiente teorema es un resultado general

Teorema 2.1.2. * Para probar el parametro 0 y las hipétesis Hy : 6 € (—00,61) U (02, 00)
frente Hy : pu € [k, k2], con 61 < 02,

1. Eziste una prueba UMP dada por

1 s ]{?1<T(QS‘)<I{72, k1</€2

¢(x) =
0 si ky>T(x), o T(x) > ks

con [ ¢(x)f(x;01)d0 = [ ¢(x)f(x;02)d0 = a.

“La demostracion del teorema 2.1.2 se encuentra en Borovkov (1988) pag. 323 o Lehmann (1997) pag.

102.
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II. La prueba satisafce la relacion [ ¢(x)f(x;0)df < a para toda 0 < ki 0 0 > ko
cuando [ ¢(x)f(z;01)d0 = [ ¢p(z)f(x;602)d0 = a.

III. Para 0 < « < 1,se tiene que existe, 0 € (01,02) en donde la funcion dada por la
integral y (60 f o(x) f(x;0)dO alcanza su valor mdzimo en Oy, es decreciente.

El teorema anterior se particulariza para el caso de la distribucién Normal.

Teorema 2.1.3. sea p el parametro de de la distribucion Normal con varianza conocida
y sean las hipdtesis Hy : p € (—00, k1) U (ka,00) contra Hy : pu € [k, ko], con ki < ko

1. Existe una prueba UMP dada por

1 s k:1<T(x)<k2, /€1</€2

p(x) =
0 si k1 >T(x), o T(x) > ko

con [ ¢(x)f(x;k)dp = [ ¢(x)f(2;ko)dp = o y T(x ZX
II. La prueba satisface la relacion [ ¢(x)f(x;p)dp < o para toda p < ki o p > ko
cuando [ ¢(x)f(z;p1)dp = [ ¢(z) f(x; p2)dp = a.

Il Para 0 < « < 1,se tiene que eziste, o € (p1, u2) en donde la funcion dada por la
integral y(p f o(x) f(z; p)dp alcanza su valor mdximo en po,lo que implica que
y(z) es creczente antes de pg y después de pg es decreciente.

Demostracion. -

I. Si la muestra aleatoria provienen de una distribucion Normal se tienen que T'(x)/n
se distribuye normalmente con media p y varianza o /n

Primero se encuentran los valores k1 y ko tales, que
P(ky <T(z) < kolp =) = P(k1 <T(x) < kol = p2) =

entonces

P(ﬁ(/ﬂ—ul) <7< ﬁ(b—m)) :P<f(k‘1 1) o \/ﬁ(k‘z—uz)> W

g g
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Observesé que los dos intervalos donde se calcula la probabilidad de esta expresion
son distintos pero de igual longitud, de manera que se debe satisfacer que sus ex-
tremos son de signo contrario, es decir:

vk —p) _ Vnlks — p2)

g g

Vnlky — ) Vnlky — po)

(o g

luego entonces, k1 — 1 = pa—ko. Ahora se determinard el valor de g que mazimize
la probabilidad
P(ky < T(x) < ka|p = po)

Esto es equivalente a maximizar la funcion

vn(ks — M0)> _ (\/ﬁ(kl - H0)>

g g

Qo) = F <

donde F' es la funcion de distribucion Normal estandar.

La derivada de Q) respecto a g es

g

00 _ (Ve o)) (ol o)) o

oJn) o o
esta diferencia es igual a cero cuando

k1 + ko
2

ko — po = —(k1 — pio) = —k1 + po = o =

En este caso, la probabilidad es

P(k1 < T(x) < kol = jio) = P (—WM <7< */’M)

20 20

Por otro lado, la funcion de verosimilitud de esta prueba se puede escribir como

en 2.7, de modo que, q(u) = % es creciente (ver 2.9). Tome py < p' < po,

para mazimizar [ ¢(x) f(z; ') sweta a [ ¢(z)f(z; ) = [ ¢(x)f(x; p2) = a donde
¢(x) = V[T (x)] como la funcion de rechazo. El conjunto

N = {( / o(t) f1(t)dt, / S(t) fa(t)dt,| ¢ es una funcion de pmeba>}

es tal,que (a,a) € N es punto interior (0 < a < 1), entonces N contiene los puntos
(a, 1) y (a,p2) con pp < a < pg y este contiene al punto (a,a) con (0 < a < 1), de
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2.1 ZONA DE RECHAZO DE UNA HIPOTESIS CENTRAL COMPUESTA VERSUS ALTERNATIVA BILATERAL

manera que, (por IV del teorema 2.1.1) existen ki, ka y 1o tales, que ¢o[T(x)] =
bo[T'(x)] satisface [ do(x)f(x:pm) = [ do(x)f(x;p2) =y

1 s2 kl [C(Ml)]eq(ul)T(z) + kQ [C(,UIQ)]Gq(‘LQ)T(m) < [c(u’)]eq(ul)T(z)
po(z) = ,
0 si ki[e(p)]e?@)T@) 4 ko le(ug)]e?W)T@) > [e(p!)]edW)T(@)

por lo tanto, usando a y b para los coeficientes de la definicion de ¢o(x), ¢o(T(x ))
1, cuando a1’ + ase?t < 1 con by < 0 < by y, ¢o(T(z)) = 0, cuando aje’?
ageth > 1.

+

Note, que no puede ser a1as < 0 ya que se obtiene una prueba que rechaza siempre,
star <0yaz>0o0a; >0 y as <0, aeht —i— ageb2t es estrictamente mondtona
y no puede satisfacer [ ¢o(x)f(x;pm) = [ ¢o(x)f(x;u2) = a, por lo tanto, ambas,
a1 y az son mayores a cero y de esa manera se cumple con la forma de ¢ (premisa
(Iy H)) y es, entonces UMP (teorema 2.1.1, (III)) sujeta a [ ¢o(x)f(z;m) =
f¢0 f(z;u2) < a. Para probar que es UMP para Hy se debe satisfacer que
Jo(x)f(z;p) < aparap < py yp > pa, esto sigue de compararla con ¢, =1, = a.

II. Tome p' < py y aplique el teorema anterior para minimizar [ ¢(z)f(z; 1) sujeta a
[ do(z)f(x; 1) = [ do(z)f(x;u2) = o, la prueba tiene forma are®t + azeb?t < 1
con by <0 < by.

HI. De (I) y de la continuidad de [ ¢(x)f(x;p), entonces fqb (:1:,,u>|<) satzsface (111)
o existen tres puntos p* < p’ < p'" tales, que [ ¢o(x) ) < [o(x)f(z; ux) =
Jo@)f(z; ") = ceon 0 <c<1; s fgb(:c)f(:x;p*) = 0 o [Pz ) ( W) =1,
entonces ¢ = 0 (o 1) con probabilidad 1, esto excluye que [ ¢o(x) (x,,ul) =
[ ¢o(z) f(z; p2) = . La prueba mazimiza [ ¢o(z) f(z; 1) sujeta a fgi)(x)f(ac, k) =
[ o(z) f(x; (") = ¢ para todo p* < p" < p". Determindndose con ello que la prueba

es UMPI.

Se ha obtenido el test UMPI para la hipétesis Hy : p € (—o00, k1) U (ka,00) contra H,

w € [k1,ke], con k1 < ka; de modo que, para la prueba Hy : p € ki, k] frente Hy, : p §é
[k1, k2], con nivel de significacion o, que es la de nuestro interés, tome 1 — ¢(x) para la
docima anterior y, con ello, evidentemente nuestro contraste serad UMPI entre aquellos

que satisfacen f¢(m)f(x;,u1 = [ ¢(z)f(x; p2) = a. &

Se ha mostrado que en este tipo de contrastes la regién de rechazo se compone de
dos intervalos siendo del tipo | T'(z) |> k, es decir, {x1,z2,..., 2, | (T(x) < —k)} U
{z1,x9,....;xy|T(x) > k)}, donde T'(z) es un estadistica de prueba.
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2.2 APROXIMACION PARA EL CALCULO DE LAS CONSTANTES
Cl Y 02.

En la seccion 1.4 vimos que cuando el contraste de hipodtesis es compuesto tiene como
consecuencia que, al poder tomar el parametro méas de un valor, la distribucién de proba-
bilidad de la poblacién en Hy queda indefinida. En la seccién 2.1, se determiné la zona de
rechazo para el contraste de una hipoétesis nula central compuesta contra una alternativa
bilateral. La prueba uniformemente més potente insesgada se define con probabilidad de
rechazo « para los valores de p en la frontera de Hy, esto es, k1 v ko. El proceso lleva a un
sistema de ecuaciones que no tiene solucién cerrada, pero, implementaremos un método
numérico para obtener los valores de C7 y Co.

Desarrollando las ecuaciones para la probabilidad de la zona de rechazo, ZR, en C1 y
Cs, se tiene

P (T<Clé T>CQ)= P (E<Clé §>C’2):a
Ho:p=Fk1 Ho:p=ko

Para p; se tiene

<x—k1 < Ci— Kk 5 T— Kk S Cg—kl) — 0y
How=ki \0/\/n ~ o/\/n = o/\n " afyn )

Ci—k Cy—k
—Plz<2 "o z>2 "1
G o/ Vn
igualando los términos constantes con los percéntiles que les corresponden, y aprovechando
que son dos eventos disjuntos, se toma la probabilidad del evento compuesto como la suma
de las probabilidades, queda

despejando tenemos

e

Za, N (2.12)
Y Co—k
_Ca—m

Z1—a NG (2.13)

con a1 y o, tales que a1 + as = a.
En la denisdad de & cuando p = ;1 se ven las areas a1 y ao
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C] k] C2

De manera similar para pso

P <Ci6T>0C) =«

Ho:p=ko

Produce
<x—k2<01—k26$—k2>02—k2)_
Ho:u=kz \ 0//n o//n a/v/n o/vn
Cl — kg C2 - k'2
=P Z 6 7 =

( NN )

Entonces

C1 — ko . Cy — ko o
P<Z< )—041 y P<Z> U/\/ﬁ>_a1

despejando tenemos

C1 — ko
oy = 2.14
Drmea =7 (2.14)
Y Co—k
Ty = —2— 22 (2.15)

a/v/n

Tales, que of + o = a.

En la denisdad de & cuando p = us se ven las areas a; y ao
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x
C, k. C

Despejando de 2.12 y 2.13 a C} y Co, respectivamente
o o
Cl :Zal%‘f—kl y CQ:ZI—&Qﬁ—i_kl
Anélogamente de 2.14 y 2.15, obtenemos
o o

C]_ = Zl,al% + ]’CQ y 02 = ZOQ%
0 _

Por simetria se toma of = as y af = a;.

+ ko

Los valores de C] y Cy dependen de a7 y a9, de modo que, la zona de rechazo para un
tamano de muestra n, se aproxima sucesivamente, procediendo como sigue:

Inicialmente, dados: el tamano de la muestra, la desviaciéon estdndar y un error de
tolerancia para la precision, se fija el valor de la probabilidad de cometer error tipo I
en uno de los extremos, digamos, o = a/2 y af = o — a3, con g = ki, bajo Hy; se
comienza a iterar con los valores de los cuantiles Zl—a; Y Za—ay = Za, calculandose C
y Co, conocidas estas cuantias, se calcula la diferencia entre (o + ag) — « si es menor
que la tolerancia estipulada se obtiene la zona de rechazo con C7 y Ca que producen
a1 + ag = « para el contraste, de lo contrario, se continuara iterando hasta cumplir con
la precisiéon deseada, al ir incrementando el extremo «s3.

La implementaciéon computacional y su ejecucién, de la pasada exposicién, genera el
siguiente resultado grafico:
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Grafica 2.1: ZR para muestras de tamanos 5, 10, 20 y 30

Para o = 0.05, en la grafica de arriba, se muestra Alfa (ag), valor de probabilidad a
la derecha que, fija al percentil de la Normal estandar que se debe usar para realizar la
prueba cuando 20 = (ky — k1)/0, si T > ko la prueba se haré hacia la derecha y si T < k;
la prueba se hace hacia la izquierda con el valor de a dado por la gréfica.

PROCEDIMIENTO: Para cada valor 26 = (ko — k1)/o tome la linea vertical que cruce
a la curva de n, en el punto de cruce tome la linea horizontal que lo llevard al valor de
ag (en la grdfica Alfa), que le indica que deberd comparar el valor de Z calculado igual
a E_Tkz n con el percentil 100(1 — a2)% de la Normal estindar si T > ko y Z calculada
igual a —E_Tkl\/ﬁ con el percentil 100(1 — a2)% de la Normal estindar si T < ky.

El uso de la grafica se ilustra con los siguientes ejemplos:

e Si25 > 0.6 yn > 10, se debe usar el percentil 95% de Z, como la prueba conven-
cional de nivel 5% unilateral a la derecha.
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e Si 2§ =0.15 y n = 30, obtenemos as = 0.0475, que produce una prueba unilateral
a la derecha con el percentil 95.25% de Z.

e Si20=0.2yn=>5,entonces ay = 0.0375, que produce una prueba unilateral a la
derecha con el percentil 96.25% de Z.

e Para 20 = 0.15 y n = 20, entonces as = 0.0425, que produce una prueba unilateral
a la derecha con el percentil 95.75% de Z.

e Si 26 =0.25 y n =5 tenemos, ag = 0.04 con la prueba unilateral a la derecha con
el percentil 96% de Z.

e Si20 =0.20 y n = 5 tenemos, ay = 0.0375 con la prueba unilateral a la derecha
con el percentil 96.25% de Z.

e Si 20 =0.15y n =05 tenemos, ag = 0.035 con la prueba unilateral a la derecha con
el percentil 96.5% de Z.

e Si20 =0.15y n = 10, se debe usar a = 0.0375 lo que produce una prueba unilateral
a la derecha con el percentil 96.25% de Z.

e Ysi2)=0.10 y n = 10, tenemos ae = 0.035, prueba unilateral a la derecha con el
percentil 96.5% de Z; etc.

En la grafica siguiente se ve que:

Cuandon > 15y 2§ > 0.60,0n >30y 20 > 0.4,0n =120y 20 > 0.2, se usa la prueba
ordinaria unilateral derecha con a = 0.05.
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Grafica 2.2: ZR para muestras de tamano 15, 60 y 120

Algunos ejemplos que ilustran esta grafica para T > ko son:

e Para 26 = 0.1 y n = 120, se tiene el valor de o« = 0.0475, se usa la prueba unilateral
derecha con el percentil 95.256% de Z.

e Si 20 =0.2yn =120, la zona de rechazo serd, o = 0.05, unilateral a la derecha
con el percentil 95% de Z.

e Si 26 = 0.05 y n =120 tenemos,a = 0.04 con la prueba unilateral a la izquierda
derecha con el percentil 96% de Z.

e Si tenemos 20 = 0.2 y n = 60 la zona de rechazo seria, a = 0.0475 empleando un
percentil de 95.25% de la normal estandar.

e Si fuese 26 = 0.1 y n = 60 obtendriamos una zona de rechazo de a = 0.04, lo que
da el uso de la prueba con el percentil 96% de Z.
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e Con 26 = 0.15, para n = 15, la zona de rechazo seria, « = 0.04, empleando el
percentil 96% de Z.

o Y, si20=0.05yn=15, se debe usar o« = 0.03, se usa el percentil Zj g79.
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CAPITULO 3—

PRUEBA UNIFORMEMENTE MAS
POTENTE INSESGADA, PARA EL
CONTRASTE HIPOTESIS NULA
COMPUESTA CONTRA ALTERNATIVA
BILATERAL EN UNA N(u,0) CON o
DESCONOCIDA.

El resultado de la seccién anterior se puede extender para cuando tenemos el contraste
de hipotesis de la forma: Hy : |p— k| < § frente H, : | — k| > § con desviacion estandar,
o, desconocida.

3.1 ZONA DE RECHAZO PARA HIPOTESIS NULA COMPUESTA
CONTRA ALTERNATIVA BILATERAL CON o DESCONOCIDA.

Se desea obtener la prueba UMPI para probar una hipétesis de la forma
Hy: p € k1, ko] contra Hy : pu € (—o0, k1) U (k2,00).

Para resolver este problema, hemos de recurrir al resultado obtenido en el anterior
capitulo. Recordemos que la proposiciéon 2.1.1 proporciona, el contraste UMPI para
W € [k, ko] frente p ¢ [k1, k2] con o conocida. Entonces, para encontrar la prueba UMPI
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3.1 ZONA DE RECHAZO PARA HIPOTESIS NULA COMPUESTA CONTRA ALTERNATIVA BILATERAL CON O
DESCONOCIDA.

para el caso donde ¢ es desconocida, procedemos de manera analoga a 2.1.1, aplicando
razén de verosimilitud, para caracterizar la zona de rechazo de tamano a.

Proposicion 3.1.1. Sea x1,x2,. .., x, una muestra aleatoria de X ~ N(u;0) cono >0
desconocida. Para contrastar Ho : p € [ki,ka] contra Hy : p € (—00, k1) U (ka,00), con
nivel de significacion o vy, considerando el valor del estimador s*> de o2 fijo, la razon de
verosimilitud para el contraste produce la prueba UMPI

max L(.CL', Ho, U)

k1<po<kg
Az = >0 <C
(=) max L(z; pu,0)  —

HEQ
o>0

con

L A@)<C= P Mz)<C=a

Demostracion. La funcion de verosimilitud de x es

n
a2 )

L(z;p,0) = (27) 20 "e con pER y >0

aplicando logaritmo natural tenemos
Wk > (@)
1H(L(.’L‘7 I, O’)) = In ((27T)—20_—n€ 2052 = )
n 2
— —§ln(27r)—nlna—— (z; — )

derivando con respecto p y o

Oln(L(x;p, 0 1
L (3.1)
K =1
Oln(L(x; u,o n 1 —
( ((% ) T, T3 (2 — p)? (3.2)
i=1
tqualando a cero de 3.1
dn(Lizipo) 1
——5 D (@i—p) =0
O S
Za:i =nu="T=[ (3.3)
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haciendo lo mismo en 3.2

aln(L(.%;/L,O')) n 1 - 2
e ot w0
i=1
1 < n
73 (i — p)* = p (3.4)
i=1
. S (21— )?

Z(mz —w?r=ne*=-6*= % (3.5)
i=1

L . =1 =1 n—1
p=z y &°=" =2 = s2.
n n n

Nuevamente, el mdximo del término en el numerador se obtiene para tres casos:

ler. Caso 7 € [ky, kg], 0 > 0.

El mdzimo ocurre en up =T y 0> = 62, como ky < T < ky el mdzimo del numerador

coincide con el valor mdximo en el denominador y

n
— 5oz 2 (@i—po)?
_n . i — MO0
max L(x; fig, o) max (27) 20 "e *7 i=1
k1 <po<ko k1 <po<ko
A(:E) _ o>0 _ o>0
= — = _
ngl/(x’ﬂva) _n _, —2; Z(%_f)Q
230 max(27) 20 "e i=1
HEN
a>0
Ly - (@)
—=— Ti—T
(2m) 25 e 27 =
- T
T;—T
2m) "2 sne 27 i1

2do. Caso T < ky, 0 > 0.

En el rango T < k1 < p < ks, se tiene que T — k1 < 0, por lo tanto, la derivada de
In(L(x; p)) respecto a p,

W - D (i =) <0 (3.6)
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3.1

es negativa y en concecuencia ln(L(z; p)) es estrictamente decreciente, lo que lleva a
concluir que In(L(x; 1)) alcanza su valor mdzimo en el extremo inferior del intervalo

(k1, ka) entonces
(2m) " 2o e i=1

Con base en ello, determinamos la razon de verosimilitud como sigue:

En el espacio paramétrico de probar Hy : p € [ky, ka| haciendo p = k1 tenemos que
el valor de o esta dado por 3.2, luego, la razén de verosimilitud para el caso en que

T < ki, 0>0 es:

1 2
n —5,7 2 (wi—k1)
max (27) 20 "e = '
k1<po<ka
Aa) = —= :
1 2
n T 952 Z (mi_ﬂ)
max(2m) 3o e 7 i
HEQ
>0
i (%'—’fl)2 - _% > (a:n—k )2 Zgl(xi_kl)Q
L e ECEE
Bmp] " by e
(2m) 72 | == e =1’
n k)2 -n n n
k) 5" (s~ 7
= |2 = | == (3.7)
n n
L (i’ > (@i — ky)?
T i=1
n
Transformemos Y. (x; — k1)? sumando y restando T,
i=1
n n n
D wi—k) =) (@i—-T—k+7)° =) (2. -7)° +n(T — k)’
i=1 i=1 i=1
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n
que sustituida en el denominador de 3.7 y multiplicando por 1/ Y (x; —Z)? produce
i=1

n
(zi — T)?
=1

>
—
8
~—
Il
<
Il
S
—
w
o
~

haciendo en 3.8 la factorizacion de los cuadrados y multiplicando por
[(n—1)/(n—1)]Y" queda

AMz) =

la variable

se distribuye como una t — Student con n — 1 grados de libertad si la hipdtesis
uw=ki, es cierta.

La region de rechazo es de la forma 0 < A(z) < ¢




3.1 ZONA DE RECHAZO PARA HIPOTESIS NULA COMPUESTA CONTRA ALTERNATIVA BILATERAL CON O
DESCONOCIDA.

|
<C—1)n—1 < ﬁ(x;kl)

I/~
o |
|
-
~——
3
|
p—t
[N
e
B
3]
I
?T‘
A
N~
no

S
A
B

como T < ky, se tiene

C3 S~ —
S
> (T —k)vn
s
Haciendo
T—k
fo = TRV (3.9)
s
resulta que este caso define el rechazo si t1. < c4.
3er. Caso T > kg, 0 > 0.
En el rango k1 < p < ko < T, la derivada de In(L(z;p)) respecto a p,
OIn(L(z; 1 &
dn(L(x;p)) _ ——= S @i—p >0 (3.10)
O 77 =

es positiva, por lo que, en el intervalo (ki,ks) la funcion L(x;pu) es estrictamente
creciente, y su maxrimo se alcanza en T = ko,de modo que, el valor de o estd dado,
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haciendo 1 = ko como en 3.2 y la razon de verosimilitud es

max (27T)_%O'_n€_ﬁi§1(xi_k2)2
k1<pu<kg
)\(ZE) — o>0 _
__1_ )2
max (27) 20 "e P
k1<p<kg
>0
n -n _1 n G _ 2
(2 )_ﬂ Zl(x1k2)2] ? f) (z;—kg)? i§1(wl k2)
T) 2 % e i=1
- r n —-n _ 1 n ul L
n | 2@ 2 8 (w2 Z
(2m) 72 | = e i=
n 5 - —Nn n n
z;l(mi_b) Z ($l - x)2
=l =|"— (3.11)
21(%_@2 > (@ — k2)?
n _ i=1
n
sumando y restando T en Y (x; — ka)?
i=1
n n n
(wi—ke)? =) (@i —T—ky+2)° =D (2 — %) +n(T — k)
i=1 i=1 i=1
n
sustituyendo en .11 y multiplicando por 1/ 3" (x; — T)?
i=1
n n
" (w1~ 7 1
Az) = | ——=2 = - (3.12)
Z;(.%'Z —E)Q—i—n(f— k2)2 - ngj_k2)2
X (zi-7)?
operando en 3.12
1 1
Az) = AR k) \ 21"
1 v [”nll () }
1+ VTR

1 T
" ¢z (2;-7)2
=1
n—1
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la variable

se distribuye como una t — Student con n — 1 grados de libertad, cuando p = ko.

La zona de rechazo es

como T > ko, se tiene

y este caso produce rechazo, si

toe = /x_?)‘/ﬁ > ds. (3.13)

Uniendo el resultado del caso 2 y el caso 3, es decir las ecuaciones 3.9 y 3.13, respecti-
vamente, para la zona de rechazo se tiene

ZR ={z1,x2,..., 2} | T(x) = t1c < ca} U{z1,29,..., 2, | T(x) = tae > da}

donde se debe cumplir P (ZR)= P (ZR) = a.

pu=ki pu=ks
Finalmente, la demostracion para obtener la prueba UMPI para el contraste u € [k, ko]
frente p & [k1, ko] con o desconocida, no varia en esencia de la prueba para el contraste
cuando se conoce la o siempre que los desarrollos se hagan para o® = 62 fijos.

Por lo tanto, la docimasia Hy : p € [k1, ko] contra Hy = u ¢ [ki, ko] con o desconocida
dada por la razén de verosimilitud es Uniformemente Mds Potente Insesgada, UMPI, de
tamano «, siendo la zona de rechazo para el contraste del tipo | T(xz) |> K, o sea, se
compone de dos intervalos, {(T'(x) < C1) U (T(x) > C2)}. &
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3.2 CALCULO DE LAS CONSTANTES (] Y (5.

La expresion del estadistico utilizado para el contraste es

07 si kl Sf§k27
D BTN
Vl@—ks) si T > ko.

S

y la zona de rechazo estd dada por ‘éﬁ(f —k)<C16 @(f — ko) > Co. Entonces, la
zona de rechazo, ZR, de tamafno « se define como

ZR = {t1. < C1 6 tae > Co}
para k1 y ko tales, . P (ZR)+ " P i (ZR) = «. El estadistico de prueba tiene dos
o:u=k2

0:p=k1
expresiones y por cada una de ellas, se tiene que cumplir lo anterior. Para u = k; se tiene

T—k T—k
o= P <x81<01(')x52>C2>.

Ho:pu=k1

Vvn vn

Aprovechando, el hecho, de que ambos eventos son disjuntos, se toma la probabilidad del
evento compuesto como la suma de las probabilidades, queda:

note que C7 <0 < (.

Por ello,
T—k T —k
P(ZR) = P <\/ﬁ(;131) < Cl) + P <\/M > C'2>
Ho:p=k1 Ho:u=k1 S Ho:p=k1 S

Ho:p=k1 ( nt 1) + Ho:p=k ( n—LM 2) L

donde C1 = ty—1,0, Yy C2 = tp—161—a, CON 0 = M, el parametro de no centralidad

de la distribucion ¢t. Similarmente, para p = ko tenemos

g(ZRk) = ~P—k <\/M < Cl> + P (M > Cg>
0:p=k2 0:p=R2

S Ho:p=ka S

= P t ko k) < C P (the1>Co)=a]+a5 =«
ok < e, Y2 k) 1> t ok, 1> Co) = o1+ g

donde €y = t"*1:57041 y Co = tn—l,l—az con § = Ynke—k1)

S
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3.2 CALCULO DE LAS CONSTANTES C7 Y Cs.

Graficamente se tiene, para u = ky

C,

De igual forma, para u = ko

W /TN
k4 \
/ K \
Y \
/ . \
\
/ \
/ 5 \
/ \
Oy / \ a,
I'd
.-“"X// .... NK/\ S~ ~
....... ~ —
- t
Cl CZ
................. Densidad ¢, ——==-Densidad #,.1 m .+
S

Igualando los términos constantes con los percéntiles que les corresponden
P(tp—1 <,tn_1757a1) + P tnfl kp—ky >tn1l-ay | =01+ a2 =0
I

Como se vi6 en la secciéon 2.2.2; el procedimiento es similar al caso de varianza conocida,
sb6lo que ahora hay que usar la distribuciéon ¢ y ¢ no central con n — 1 grados de libertad.

Dados, el tamano de la muestra, la desviacién estandar y el error de precision, se fija
el valor de la probabilidad de cometer error tipo I en uno de los extremos, digamos,
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as =af2y af =a—af, con ug = pu1, bajo Hp; se comienza a iterar con los valores de
los cuantiles tn—11-at ¥ th-1,a0-0a56 = laz, donde 26 = ’“Q;Lgkl (es decir, se calculan Cy
y C3), con respecto a la t no central, conocidas estas cuantias, se calcula la diferencia
entre (a1 + ag) — v si esta alcanza la precision deseada, se obtiene la zona de rechazo,
Qa1 y a9, para el ddcima, de otro modo, se continua iterando hasta alcanzarla tolerancia
predefinida, al ir incrementando el extremo «s3.

El resultado computacional, genera el siguiente resultado grafico:

o, VS. O

w N

= S

= S SpEEEEEEEEEEzEERNE =

w .t = o B [l 5 .

g_ ot =T L _g

S 6 S ._- <~ 4 .__.- 3 E

.... o .-l '.... Tamaio de
el '..- muestra
g_ 3_¥ o .'.. _% n=>5
- " -. l.. 1 =) n=38
Lo } n=10

3 " . — s

£ o ... v =20

S ", - l. _o. — N _ 25

S s - = ne 3

o Tamarfo del

=) - ek ) .

27 - : -3 intervalo

= .- g

e 9 "

v I 3

g - ]

o] s K

) S

[ | [ | | T I |
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.60 0.80
28 = (k,- k,)
S

Grafica 3.1: ZR

La grafica 3.1 muestra los valores especificos de g, para una prueba de ¢, para tamanos
muestrales de: 5, 8, 10, 15, 20, 25, 30. Las lineas verticales discontinuas, corresponden
a diferentes valores de 20 = \/ﬁ@ (tamano del intervalo) y, las lineas horizontales
discontinuas, que representan los valores de 2: 0, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.3, 0.4, 0.45 y 0.05.

La interpretacion de la gréafica 3.1, es completamente analoga, al caso con varianza cono-
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cida (seccion 2.2). Para e = 0.05, en la grafica 3 se muestra el valor de probabilidad a la
derecha, as, que fija al percentil de la t,,_1 4,, con o desconocida y el valor del estimador

s? de o2 fijo, que se debe usar para realizar la prueba cuando 26 = 1“2;7]“1

Si T > ko la prueba se hard hacia la derecha y si T < kj el contraste se hard hacia la
izquierda.

PROCEDIMIENTO: Para cada valor 20 = (ke — k1)\/n/s tome la linea vertical que cruce
a la curva de n, en el punto de cruce tome la linea horizontal que lo llevard al valor de
ag (en la grifica ag), que le indica que deberd comparar el valor calculado t. = W

con el percentil 100(1 — a2)% de t con n — 1 grados de libertad si T > ko y, el valor de
tc - _ (f—k‘l)\/ﬁ
S

con el mismo percentil 100(1 — ag) de tp—1 si T < ky.

En la grafica 3.1 se aprecia que:

1. Si26 =0.8y n =05, se debe emplear ay = 0.0425, el percentil 95.75% de t,—11—qas,
(punto "1" en la grafica 3).

2. 8126 =0.1 yn=2_8, se debe usar g = 0.03 lo que produce una prueba unilateral
a la derecha con el percentil 97% de t,,—1,1—a,, (punto "2" en la grafica 3).

3. 5120 =0.15 y n = 20 tenemos, g = 0.04 con la prueba unilateral a la derecha con
el percentil 96% de t,,—1,1—q,, (punto "3" en la grafica 3, etc.).

4. Para 26 = 0.3 y n = 15, entonces as = 0.045, que produce una prueba unilateral a
la derecha con el percentil 95.55% de tp—1,1—as-

5. Con 26 = 0.85 y n = 10, entonces ay = 0.049, que produce una prueba unilateral
a la derecha con el percentil 95.10% de t,—1,1—qs-

6. Y si 20 =0.15 y n = 30, tenemos o = 0.0425, prueba unilateral a la derecha con el
percentil 95.75% de tp—1 145-

7. 8126 =0.4y n =15, obtenemos as = 0.0475, que produce una prueba unilateral
a la derecha con el percentil 95.25% de t,—1,1—q,; €tec.

8. Finalmente, cuando 26 > 0.5 y n = 30 tenemos, as = 0.05 con la prueba unilateral
a la derecha con el percentil 95% de t;,—1,a,-

Algunos casos més, no numerados en la grafica 3.1, se dan a continuacion:

e Sin =5y 2§ = 0.1 tenemos, g = 0.028 empleando la prueba unilateral a la
derecha con el percentil 97.2% de t,—1 q,.
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e Asi, sim = 8 y 20 = 0.05, se debe usar ap = 0.0275, se emplea el percentil
Un—1,0.9725%-

e Con 26 = 0.15, para n = 8, la zona de rechazo seria, as = 0.0325, el percentil
tn—1,0.9675%

e Para el caso con 26 = 0.2 y n = 10 la zona de rechazo seria, as = 0.037,tomando
el percentil £, ¢.963%-

e Si fuese 20 = 0.15 y n = 25 obtendriamos una zona de rechazo de as = 0.043 con
el percentil £,,_1 ¢ 957%-

e Y para 26 = 0.1 y n = 25, el valor de sera ag = 0.037 y el percentil £,,_; o 957%.

Adviértase, que con 26 > 0.5 y n > 25, la zona de rechazo seria, o = 0.05, debiéndose
tratar como una prueba unilateral a la derecha convencional.
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CAPITULO 4—

PRUEBA UMPI CON HIPOTESIS
NULA COMPUESTA CONTRA
ALTERNATIVA BILATERAL CON o
VARIANZA COMUN CONOCIDA PARA
DOS POBLACIONES NORMALES.

En el Capitulo I y III, se present6 la prueba de hipoétesis con nula central compuesta y
alternativa bilateral, con varianza conocida y desconocida, respectivamente, sobre de la
media de una distribuciéon Normal. En este apartado consideraremos la comparacion de
dos poblaciones Normales.

4.1 7ZONA DE RECHAZO PARA UNA HIPOTESIS NULA COM-
PUESTA FRENTE ALTERNATIVA BILATERAL DOS POBLA-
CIONES NORMALES.

Definicion 4.1.1. En dos distribuciones Normales, N(ux,0) y N(uy,o) con varianzas
poblacionales conocidas e iguales, se establece la hipdtesis del tipo Hy : |ux — py| < 0
frente Hy @ |ux — py| > & . Para llevar a cabo el contraste se toman dos muestras aleato-
rias simples e independientes entre si, de tamanosn ym, con N = n+m, x(x1, T2, ..., Tp)
Y YY1, Y2, ey Ym), TESPECtivAMENTE.

Nuevamente se recurrira a la razoén de verosimilitud y al contraste insesgado, para obtener
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4.1 ZONA DE RECHAZO PARA UNA HIPOTESIS NULA COMPUESTA FRENTE ALTERNATIVA BILATERAL DOS
POBLACIONES NORMALES.

el método de prueba.

Proposicion 4.1.1. Sean x1,%2,...,Tn € Y1,Y2, ..., Ym d0s muestras aleatorias de x ~
N(pz;0) ey ~ N(py;0), con o > 0 conocida. Para probar Hy : |y — pe| < 0 frente
Hg : |y — pe| > 6 con nivel de significacion, «, la razon de verosimilitud para el contraste
produce la prueba

ZR - {IE1,$2, ey Iy Y1,Y2, - - 7ym|T($7y) S Cl}u{xlv‘rZa ey Ty Y1, Y2, - 7ym‘T($,y) 2 CQ}
, con C1 < Cy donde T(x,y) =y —=

P (ZR)= P (ZR)=aq/2
b ZR) = P (ZR)=af

Demostracion. Tenemos dos muestras independientes por lo que la funcion de verosimil-
itud conjunta es igual al producto de las funciones de verosimilitud de cada nuestra

L(l‘,y;ﬂwaﬂy) = L(m,um)L(y,uy)
= fl@r, ) f(@n, ) F(Y1, 1) - f Yms bim)
[ Z@im )t =)
i=1 i=1
) o2 + o?

= (27‘(‘)_%0’_1\[6

con —00 < fiy < 00, —00 < iy < 00

Aplicando logaritmo neperiano Q@ = In(L(x, y; fte, fty))

n

> (@i — pir)? i (yi — 11y)°

N 1] = —
= ——In2r— Nlno—= | &2 =1 4.1
@ g AT H7T o2 * o (4.1)

Para obtener el mdzximo de @ en (2x x Qy) se obtienen las derivadas parciales respecto
Wa Y iy de (4.1) y se igualan a 0, llegando a

% Z(wz - ,U:m) =0 (4'2)
=1

D i) =0 (43)
i=1
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despejando a piz Yy pry en (4.2) y (4.3), tenemos que los valores que hacen mdzima la
funcion de verosimilitud en el espacio paramétrico total, son

D (@) =npe  — e =T (4.4)
=1
> i) =mpy, - fy =7 (4.5)
=1

Para mazimizar Q bajo Hy : |pe — py| < 0 conviene escribir puy = piz + a, —00 < a < 00
y bajo Hy : |a| < ¢ se tiene

- 2 - 2

N L @i pe)® 2 (i~ pe —a)

Qu=—-——In2r— Nlno—= | = + =
2 2 o?

—_

- (4.6)

La derivadas de Qg con respecto de p; y a son:

0Qq, n m .,

Oty B —;(w—ux)+§(y—,ux—a)
0Qq, m,

da ?(y—ux—a)

De la mazximizacion sin restricciones se sabe que el mdximo de Q) ocurre en iy, = T Y
Hy =Y. Sea b =7y —7=, asi el mdrimo de Q, ocurre en i, =T Yy iy = [z + b y ello
implica que @, es creciente cuando 1, = pi; +a con a < b, entonces haciendo p, =T

9Qq
Opta

n m m m m
= 5 @i—pa)+ 5 Wi—pa—a) =0+ 5 (yi—pa—a) = 5 (F-T—a) = 5(b—a) >0
g g g g

[\

., . . 2 o .
Respecto a a también la pendiente es creciente, ya que 886?2“ es el sequndo término de

%%. Qq es decreciente cuando fiy = iz +a con a > b, gﬁ: =2 (b—a)<0

Entonces, el mdzimo de Qq en |pg — py| < 9§ se revisa para los casos siguientes:

1.Yy—T =bcon —0 < b <4 entonces jiz =T y jiy =Y cumple con [py, — pz| =
g7 <.
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POBLACIONES NORMALES.

2.9—T < =0 con |ty — py| <90, pa =T y pty = T + a esto forza que |py — pig| =
|T—T+a| = |a| <0, es decir, =6 < a <6, de la primera restriccion, y—T = b < —,
tenemos Yy —T < —0 lleva a que Yy —T =by puy =7+ a con =4 < a <6 para
b < —6. Como la funcion a mazimizar es creciente en (—oo,b) y decreciente en
[b,00), en especial en [b,0] el mdzimo se obtiene en a = —8 y pry =T — 4.

3. 9Y—T > 06 con |y — piy| <9, e =T y py = T + a esto forza que |y — pg| =
|T—T+a|l =la] <0, =0 <a <4, empleando la primera restriccion, y—T = b > 4,
tenemos y—T >0 lleva a quey—T=bypy, =T+a con =6 <a <9 parab> 0.
Como la funcion a mazimizar es creciente en (—oo,b) y decreciente en [b,00), en
especial en [b,d] el mdzimo se obtiene en a =6 y pry =7 + 9.

Los resultados anteriores se utilizan para mazimizar

3 (@i—na)? S (vi—ny)?
=1 =1

1
N ~2 Tt o2
Mz,y) = max (2m) 20 Ve
)
‘llm_ﬂy|§5
& 2 & 2
Z (zj—pa) Z (yi—ny)
_ 1] =1 +z=1
2 52 52
= max e
‘#x_ﬂylfé

ler. Caso Si |y —T| <6, entonces

3 @imna)? 3 (v
1 =1

i=
o2 + o2

N[

N
max (2m)" 20 Ne
’ _flm—uw)? 5 (wi—ny)?

i= =1
o2 + o2

NI

max(27r)7% oNe
HES
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2do. Caso Siy—x =0b, con b< =9, entonces iy =T Y fiy =T — 0,

S (@-m? Y (yi—(@-8)2
_1 = 3 +z:1 5
max L<x7y7:u’aiauy) _N ’ 7 7
)\(.’E y) |Mz_ﬂy‘g5 . (271') 20 N€
’ maxL(z,y, i) Y (@-2)2 3 (-9)?
HeQ = 4 i=1
2 52 52

(277)_%0'_]\[6

Eeim? S w-@o? 3 en? §wn?

1 1
T2 o2 + o2 - o2 o2

= €

m
—*2( 1[y?—2%<f—6>+<f—6>2—(y%—2yiy+y2>1)
_ . p3

m
_ L (_zl 2 —2y:(—8) s @_5)2_yg+m_yz>])
= [ 1=

o 2[@-8)-25(@-0)+7] e li-@-9)*

=e c

aplicando logaritmos

= f%[y—f+5]2 <Inc
o

2021
(F-7+0)7 > -
m

o equivalentemente

ly—z+46|>C"
Como y —T < =9 el valor absoluto produce T —y — § < C y escribimos

~(G-7+0)>C". (4.7)

3er. Caso S1y—7Z = b, con b > 0, entonces ji, =7 y py = T + 0. Procediendo de

o7



4.1 ZONA DE RECHAZO PARA UNA HIPOTESIS NULA COMPUESTA FRENTE ALTERNATIVA BILATERAL DOS

POBLACIONES NORMALES.

manera semejante al caso anterior, determinamos, la razén de verosiilitud.

S (@-m2 % (yi—(@+8)2
1 =1

_1| =
max L(x 2 o?
Ny = (@, Y, s 1) e Yo
’ maXL(x, Y, ,U,) f: (%‘*EP g (yi*§)2
nER _ i=1 i=1

1
B
(277)7%0*]\[6

i (2;-7)? gl(yi—(i-s-a))Q 'f:l(xi—i)Q gl(yi_gg

1] i=1 _i= _
2 2 + -2 ) )

L (f: w2 —2u; (f+6)+(f+5)2—(y$—2yi§+§2)})

— o2 (£ -2 @040 -2+ 2077

— 5 [(@+6)%~25(T+6)+77]

= e 202 = 6_20%[5_(5—"_5)]2 S d

aplicando logaritmos

= —%[y—(EJﬂi)Fglnd
20%1Ind
g—T—0)>2>-"" =
G-T-0)"=2———
o equivalentemente
[y—z—4d| > D.

Como 5§ —T > ¢ y el valor absoluto produce § —T — 6 > D.

(4.8)

Por lo tanto, la zona de rechazo de tamano o sucede cuando se considera la union de los

eventos 4.7y 4.8

{1’1,33'2, ey Ty Y1,Y2, - 7ym‘T(x7 y) S —C}U{I'l,l'Q, ey Ty Y1, Y2, -

o equivalentemente
ZR={y—-Z+d<Cidy—T—06>Ch}.

Conviene usar

Yy—T+0 Yy—T—0
7R = &Scld y—z > (O
Yo Yo
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ya que T ~ N(pz;02/n), ¥~ N(uy;02/m) y§—=7 ~ N(uy— pz;02(1/n+1/m), es decir,

y—T
+

~ N(0,1)

1
m

3=

formalmente nuestra zona de rechazo de tamano « es de la forma:
ZR = {561, sy Tns Yy - - ym|(T($7y) < Cl)} U {xlv <oy Tns Y1, - 7ym|(T(l‘7y) > 02)}
)

Graficamente se tiene:

Ahora demostraremos que esta prueba es Uniformemente Mas Potente Insesgada, UMPI.

Se procede a ver que T'(x,y) es suficiente, usando el criterio de factorizacion de Fisher-
Neyman, se debe cumplir que

L(z,y, pa, pyy) = 9(T(2,Y); bt p1y) - H(z,9)

De este modo tenemos

L(x,y, ,uacnuy) =(2m) 20 e =1 ‘
N —%ixf ,L2_&2€ixi _ﬁgyf 7£2—%’§y1
=27)72 |0 e T im1 e 22t TTim1 gTMe Tim1 el 202Mue 7T = (4.9)



4.1 ZONA DE RECHAZO PARA UNA HIPOTESIS NULA COMPUESTA FRENTE ALTERNATIVA BILATERAL DOS
POBLACIONES NORMALES.

podemos identificar los siguientes componentes de 4.9

al u - N o Ny iy
HH(ac,y) = Hh(x) Hh(y) = [@r) 20 Ne >z = (2n) 20 Ne =
i=1 i=1 i=1
—_n_,2 _m_ 2
el )N = (e7z28) () y

Kz - i _ Py - .
o101 T(@) 2l T() (6‘5 ) ) <e o Eﬁh)

entonces, se puede escribir la funcién de verosimilitud conjunta en la forma

n

Ful@,y) = [ Ity pg)] 71 T@ et TW H (35, ) (4.10)
=1

n m
y por lo tanto, T'(x) = > z; y T(y) = > y; son estadisticos suficientes para pi, y fy v la
i=1 =1
(2 (2 n m
razon de verosimilitud en términos de el estadistico T'(x, y) = (T(x) =>z;,T(y) = > yi>
i=1 i=1
es
L(.’E, Y, Uz, My) _ g(xa Y, MO)H($3 y) )\[T(l‘ y)]
L(z,y, p) 9(x,y, p)H(2,y) ’
como oy, oy > 0, en 4.10 q(uz),q(py) > 0, de manera que es creciente, por lo que,
L(z,y, pte, 1ty) pertenece a la familia de distribucion exponencial con razéon de verosimil-
itud monotona creciente de T'(x,y).

)\(.T,y) =

Por tltimo, se debe analizar las propiedades del contraste en la frontera de Hy, en {ju, =
pe — 6} U{py = po + 6}

Si hacemos p* = py — 1 podemos escribir la décima anterior en la forma Hy : |pu*| < 0
contra H, : |pu*| > 6, y el teorema 2.1.1 es aplicable directamente. Entonces, existe
una sucesion de funciones, ¢* € Cq, a,, que definen a la zona de rechazo y cumplen con
f d’fld,ua:d,uy < ai, f ¢f2d/~5xd/~5y < ag paratodo ¢ € Coa,ozz que tienden al Sl(;)p f ¢*f3dﬂzdﬂy

tales, que [ ¢n, fr,dpsdpy — [ ¢fsdugdp, = ag para ¢ € C e i = 1,2y, existen con-
stantes k1 y ko tales, que f3(x) > kifi(x) + kafa(z) para ki, ks > 0, donde la zona de
rechazo de la funcion de rechazo, ¢(z), que maximiza a [ ¢ fadpuzdp, es de la forma

1 si f3(x) > kifi(x) + ko fo(x) para ki, ko >0
¢*(z) =
0 si f3(z) < kifi(x)+ kafo(x)

(Teorema 2.1.1 parte I y II). Como la ZR satisface la condicion II del teorema 2.1.1,
entonces maximiza a [ ¢fsdpgdu, entre las funciones que satisfacen [ ¢fiduzdp, <
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a1, [ ¢fadugdp, < as. Por tltimo, de la seccion IV del teorema, existen conjunto,
M y N, de la forma

M= {// ¢($,y)f1(x,y)da:dy,/ d(x,y) fa(z,y)dxdy : ¢ es la funcion de rechazo} y

{//¢xyf1:vydxdy,//¢xyfg:rydxdy/ gb:cyfgxy)dmdy}

cerrados (teorema de compacidad débil) y convexos; puesto que y¢1+ (1 —7)p2 es funcion
de rechazo para 0 <~ < 1; como existen ki, k2 y f ¢ frdpgdpy, = aq, f(bfgd,uzd,uy = Qo;
la ZR que maximiza Py, (ZR) con ZR = {f3(z) > kifi(xz) + kafo(x)} siempre que
cumpla con [ ¢fiduydp, = oq, [ ¢ fodpsdp, = as, lo que lleva al caso trivial de que
fs = k1f1 + kafa, es decir,

[ sewie sty =t [[ 6. fiiwn)dudy + ks [ [ o) oo g)doay

para todo ¢, con probabilidad 1.

Finalmente, sabemos que existe la Z R para el contraste Hy : |u*| < 0 contra H, : |p*]| > 0,
con pu* = iy, — pz. En el capitulo II se vio que la ZR para este contraste, derivada de
relacion de verosimilitud, viene dada por la demostraciéon del teorema 2.1.2, que es la
prueba complementaria a este contraste. De manera que, existen ki, ko y ¢¢ tales, que

do(T(x,y)) satisface [ ¢ofu, dpedpy = [ dofu,dpadpy, = ay

]_ Si kl I:C()uﬂ?)]n eQ(Mz7ﬂy)T($ay) _|_ kz [C(Iuy)]m eQ(M17ﬂy)T($ay) < [C(,LL/)]N QQ(M/)T(x7y)

o(z,y) =
0 si ky[c(pg)]" etHatn)T(@y) 4 L, ()™ e (paspy)T(2y) ~ [C(M/)]N e?()T(z,y)

(por parte IV del teorema 2.1.1) y resulta UMPI (teorema 2.1.1, parte iii)) sujeta a
[ @0 fuadpiadpny = [ ¢ofu,dpadpy < a. Determinandose con ello, la prueba UMPI para
probar Hy : |p*| < 6 contra Hg : |pu*| > 9.

Remitiendonos al teorema 2.1.3 y generalizandolo tenemos

Teorema 4.1.1. Para probar las thoteszs Hy : |p*| > 6 contra Hy : |p*| < 6, con nivel
de significacion o, con iy < fy Y = py — piz en el caso de una distribucion Normal
con un pardmetro

1. Existe una prueba UMP dada por

1 si by <T(z,y) < ke, k1 < ko

o(z,y) =
0 si k1 >T(z,y) 6 T(x,y) > ko
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con [ ¢(x,y) f(,y; i) dptadpny = [ ¢(x,y) f (2, y; po)dpiadpy, = 0 y T(z,y) = > Xi—
i=1

II. La prueba satisface la relacion [ ¢(z,y) f(x,y, fia, py)dpadpy < o para toda p < ky
0 > ky sujeta a [ ¢(x,y) (2, y; pa)dpadpy = [ ¢(x,y) f(2,y; py)dpadpy, = o

III. Para 0 < a < 1,se tiene que existe, i € (s, fty) en donde la funcion dada por
la integral h(pg, piy) = [ ¢(x,y) f(@, Y; pas, poy)dpadpy alcanza su valor mdzimo en
to,lo que implica que h(x,y) es creciente antes de o y después de pg es decreciente.

La prueba del teorema 4.1.1 es completamente anéloga a la prueba del teorema 2.1.2
del capitulo I, donde se demostré que es UMPI. Entonces, sin limitar la generalidad, la
prueba UMPI para contrastar la hipotesis Hy : |py — pte| > 6 contra Hg @ |py — pz| < 0
(es decir, Hy : {pty < pto — 0 6 f1y > pip + 6} contra Hy : {—0 < p < 6}), entre aquellos

que satisfacen [ ¢(x,y)f(z,y; pe)dpsduy = [ ¢(z,y) f(x, y; py)dpedpy = o, se obtiene al
tomar, nuevamente, 1 — ¢(x), para la docima del teorema 4.1.2.

Se ha propuesto que en este tipo de contrastes la zona de rechazo se compone de dos
intervalos que son {T'(z,y) < —C 6 T(x,y) > C}, donde T(z,y) es la estadistica de
pruebay —z y C > 0.

La prueba esta dada por la proposicion 4.1.1 como {7 —7 < —C' 6 §—T > C}, que lleva
al estadistico -y 4+7T -0 < —C 6 g—T + d > C con C' que cumple con

Ho:py—pa=—6

P

<(C + P
Ho:py—pz=0

y—T—96 y—T—96
c Ho:py—pa=0

1
SRV

62
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4.2 APROXIMACION PARA EL CALCULO DE LAS VARIABLES (]
Y ().

El proceso lleva a un sistema de ecuaciones que no tiene soluciéon cerrada, pero, imple-
mentaremos un método numérico para obtener los valores de Cy y Cs.

Desarrollando las ecuaciones para la probabilidad de la zona de rechazo, ZR, en iz y iy
se tiene

—T+0 — T4
P 2|+ P I 1 > =a
Ho:pry—pra=—98 U\/l—i-i Ho:py+pz=—6 o
n m

+ P A

Cq
H 5 - / H 5 -«
0iHy —Ho=— 1., 1 0ty tHe == 1,1

Igualando los términos constantes con los percéntiles que les corresponden, y aprovechando
que son dos eventos disjuntos, se toma la probabilidad del evento compuesto como la suma
de las probabilidades, queda

C C
LoP Z7<—22 _|=a1 vy LoP Z>—2 | =a
01Hy —Ho=— 1,1 01Hy —Ho=— 1,1
! TN\wtm ’ TN\t m
despejando obtenemos
C1—96 Co—9§
Loy, = — =y Li—ay = — =
O\ nm 9\ nm

tales que a1 + ag = a.

Analogamente, por simetria, sea
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4.2 APROXIMACION PARA EL CALCULO DE LAS VARIABLES C7 Y C2.

G-T—0 y-T-9
y-—r—9° <O + Y >0y | =«
Ho:pry —pro=6 G\/ﬂ Ho:ppy—pia =4 o % + %
Cl 02

P 7 < —— + P Z>—— | =«

Ho:py—pz=96 - 1, 1 Ho:py —pa=4 a 1., 1
o\ Tm o\nTm

Procediendo a igualar los términos constantes con los percéntiles correspondientes, y
como son dos eventos disjuntos, se toma la probabilidad del evento compuesto como la
suma de las probabilidades, queda

tales que a1 + ag = a.

El algoritmo para encontrar iterativamente los valores de C'; y Cs dependientes de a; y g,
siguen un procedimiento completamente similar al de la secciéon 2.2 donde se presentd el
algoritmo para el contraste de una poblacién Normal con varianza conocida. Unicamente,
hay que modificar ligeramente este al incluir el tamafio m de la muestra y, es decir, el

valor que hay que usar para esta prueba en el denominador ahora es oy/+ + L.
n m

La implementacién y ejecucidén computacional para esta prueba genera los siguientes
resultados graficos para diversos tamanos de muestra de n = {5, 10, 15, 20, 30, 60,120} y
m = {12,22,32,42,55,75,100,200}.

A continuacion se analiza, con cierto detalle, el caso m = 12 frente n = {5, 10, 15, 20, 30, 60, 120}.
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o, VS. O
w w
g_ __.-:::1:::::::uluuuu... ------------- —g
n=120 y 5=0.35 o
v .'..-'.. w
S : -y
P . n=5y5=030 | =
n[=30 y 5=0.30 n=5y §=0.60 Tamaio d
nf=30 y 6=0.15 . amano de
" . muestra
S _| a L m=12
= . =
S . = versus
o . -. n=>5
3 n=10
“ n=10 y 5=0.30 1 g =30
g_ “.' n=10y §=0.15 _g n=120
n=120|y 5= 0.05
- Tamatfio del
2 - 2 . 1
G L ] intervalo
s . =
: 28
w .- w
N [N
S . Lo
< S
I I I I I I I I
0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.60 0.80
28:(“Y'“x)
o

Grafica 4.1: ZR

Para o = 0.05, en la grafica 4.1, se muestra Alfa («), valor de probabilidad a la derecha
que, fija al percentil de la Normal estandar que se debe usar para realizar la prueba
cuando 28 = (py — p1z)/(0, si g —T > ¢ la prueba se hara hacia la derecha, siy —7 < —0
el contraste serd hacia la izquierda. Para la prueba a la derecha se usa Z¢o = ?i/_f_‘sl y
o wtm

§—T+0

0'\/%4»1

para el test a la izquierda se emplea Zg = — y se compara en ambos casos con

m

el percentil Z;_,,. El uso de esta se ilustra con los siguientes ejemplos:

Siy —x > § la prueba se hara hacia la derecha.

e Si 2§ > 0.05 con n = 120 y m = 12, produce una prueba unilateral a la derecha
con as = 0.03 y el percentil 97% de Z,

e Si20 =0.15y, n =10y m = 12, obtenemos as = 0.035, que produce una prueba
unilateral a la derecha con el percentil 96.5% de Z.
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e Con 20 = 0.3, n =10 y m = 12, entonces ag = 0.0425, que produce una prueba
unilateral a la derecha con el percentil 95.75% de Z.

e Para 20 =0.15y, n =30y m = 12, entonces ag = 0.0375, que produce una prueba
unilateral a la derecha con el percentil 96.25% de Z.

e Si25 =03y n=30ym =12 tenemos, g = 0.045 con la prueba unilateral a la
derecha con el percentil 95.5% de Z.

e Si26 =03 n=5ym= 12 tenemos, ay = 0.04 con la prueba unilateral a la
derecha con el percentil 96% de Z.

e 5120 =0.6,n =5y m = 12 tenemos, as = 0.0475 con la prueba unilateral a la
derecha con el percentil 95.256% de Z.

Advierta, el caso cuando 26 = 0.6, n > 120 y m = 12, se debe usar a = 0.05 como la
prueba convencional unilateral a la derecha con el percentil 95% de Z. También, el caso
si20 = 0.8, n =30y m = 12, tenemos s = 0.05, prueba unilateral a la derecha con el
percentil 95% de Z; etc.
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o, VS. O

wmn w

S — -

= S

n=60y 6= 0355—} n=20y 6=0.78
n=:60y 6=0.28 n=15y §=0.435

] \ g
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n =20y 5=0.37 5
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S - S =90
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3
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. 28

=3 (=3

> _| | &

P=3 (=)

= =

v w

[} [}

S =<

=} <

I I I I I I I I
0.00 0.10 0.20 0,30 0,40 0,60 0.80
26:(“3{'“){)

(e}

Grafica 4.2: ZR

En la grafica 4.2 se ve que:

Cuandon =15, m =12y § > 085, 0n=20,m =12y 2§ > 085, 0n =60, m=12y
20 > 0.75, se usa la prueba ordinaria unilateral derecha con o = 0.05 . También

e Para 20 = 0.1, n =15 y m = 12, se tiene el valor de ay = 0.0325, se usa la prueba
unilateral derecha con el percentil 96.75% de Z.

e Si2)0=0.175 y n =15, m = 12, la zona de rechazo sera, as = 0.0375, unilateral a
la derecha con el percentil 96.25% de Z.

e Si 20 =0.22, n =60 y m = 12 tenemos, as = 0.0425 con la prueba unilateral a la
izquierda derecha con el percentil 95.75% de Z.

e Si tenemos 20 = 0.28, n = 60 y m = 12 la zona de rechazo seria, as = 0.045
empleando un percentil de 95.5% de la normal estandar.
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4.2 APROXIMACION PARA EL CALCULO DE LAS VARIABLES C7 Y C2.

e Si fuese 26 = 0.355 y n = 60 y m = 12 obtendriamos una zona de rechazo de
g = 0.0475, lo que da el uso de la prueba con el percentil 95.25% de Z.

e Con 20 = 0.318, para n = 20 y m = 12, la zona de rechazo seria, as = 0.045,
empleando el percentil 95.5% de Z.

e Ahora, si 20 = 0.37, n =20 y m = 12, se debe usar ag = 0.0465,se usa el percentil
Z0.9535%-

e Y, cuando 20 = 0.435, n = 15 y m = 12, se debe usar as = 0.0475, se usa el
percentil Zo_9525%7 y

e Finalmente, si 26 = 0.78, n = 20 y m = 12, se debe usar as = 0.0499, se usa el
percentil Zj 95019, 0 bien, Zj 959, segin convenga.

A continuacion se muestran los resultados graficos para los valores fijos de n = {5, 10, 15, 20,
30,60,120} y los valores para: m = 12, m = 22, m = 32, m = 42, m = 55, m = 75,
m = 100 y m = 200; sin dar ejmplos especificos en estas.
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Grafica 4.3: ZR
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Grafica 4.4: ZR

70

Tamaiio de

muestra
m=22
versus
n=>5

n=10

n=15

m— =20

m—pn =30

m—pn =60

n =120

Tamaiio del
intervalo

26



CapriturLo 4 PrueBa UMPI coN HIPOTESIS NULA COMPUESTA CONTRA ALTERNATIVA BILATERAL CON O

VARIANZA COMUN CONOCIDA PARA DOS POBLACIONES NORMALES.

(07)

o, VS. O

w

e LT T LR L T e St L L =
H

I
0.035 0.040 0.045

0.030

I
0.025

0.60
25=(¥ — X)
y—%)

Grafica 4.5: ZR
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CONCLUSIONES

En este trabajo se abord6 y analiz6 la prueba de una hipoétesis nula central compuesta
contra una hipotesis alternativa bilateral en la distribucién Normal, tratando de presentar
todas las ideas relacionadas de manera unificada y de acuerdo con los objetivos.

Se demostré para la docimasia de la hipdtesis nula central compuesta versus una hipdtesis
alternativa bilateral con ¢ conocida,

Hy:upe [k‘l,]{iz] vs. Hy t ¢ [k‘l,]{ig]

donde el valor calculado de Z es %

si T < k1 y la prueba es a la izquierda y, es

@ si T > ko y la prueba es a la derecha, es Uniformemente Mas Potente Insesgada,

valiendonos de los métodos que se dan en los cursos de estadistica a nivel licenciatura
(razon de versosimilitud); el concepto de hipotesis insesgada y la generalizacion del Lema
de Neyman-Person.

Ademas, se ha propuesto un método grafico que da los percentiles de la Normal estandar
que se deben usar como valores criticos para el contraste. Asi mismo, se di6 el proce-
dimiento para la implementacién computacional de la prueba y la explicaciéon de como
implementarlo en situaciones reales de experimentacion.

Lo anterior fundamenta el desarrollo tebrico-practico de los capitulos subsecuentes donde
se extiende dicho resultado.

Vimos que la prueba
Hy: p € ki, ko] vs. Hy: ¢ [k1, ke con o desconocida

es UMPI, dando también para ella, el método grafico que da los percentiles de la prueba

7



CONCLUSIONES

t, el procedimiento para su implementacién computacional y la implementaciéon para
situaciones reales de experimentacion.

Finalmente, se demostré para el resultado més general de la investigacion

Hy : |ux — py| <6 frente H, : |ux — py| > d, con o comun conocida

que es UMPI, se proporciona su método grafico que da los percentiles de la prueba Z
para dos poblaciones Normales y los procedimientos de implementacién computacional y
aplicacion en situaciones reales de experimentacion.

A diferencia de las conclusiones en la prueba convencional, Hg : 4 = po frente H, :
W # 1o, donde el rechazo de la hipotesis nula de igualdad, no necesariamente lleva a
una recomendacién practica, en estos contrastes, la significacion estadistica refleja una
diferencia con la igualdad que es de interés para el investigador, adquiriendo sentido
practico, pues se enfoca a probar si la media difiere menos que delta de el valor de C' o
la diferencia es mayor que delta, por lo que al rechazar la hipotesis nula el investigador
puede con toda naturalidad recomendar que el valor de la media difiere de C' mas que
delta, una diferencia que aquella que seleccion6 como criterio para la comparacion.
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