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Introduccion

En los modelos clasicos de Finanzas Matematicas se asume que es posible transac-
cionar posiciones arbitrariamente grandes de los activos al precio de mercado actual
sin afectar este precio. Esto no refleja la realidad de las transacciones en gran esca-
la: Primero, una prima debe de ser pagada para poder transaccionar; segundo, las
transacciones grandes tienen un impacto de larga duracién en los precios futuros.

Las transacciones a gran escala, a diferencia de las transacciones pequenias (retail),
resultan ser una tarea muy compleja en la que no es posible ignorar la naturaleza ili-
quida del mercado; usualmente una ejecucién inmediata afectaria el precio del(los)
activo(s) de forma desfavorable, causando que los costos asociados sean muy altos.
Una observacion fundamental es que estos costos pueden ser reducidos significativa-
mente dividiendo la orden en una secuencia de 6rdenes mas pequenas, conocidas a
veces como ordenes hijas, y distribuyéndolas a lo largo de un cierto intervalo de
tiempo.

En la actualidad, muchas bolsas han introducido sistemas electrénicos en los que se
organizan las érdenes de cada activo que cotiza; por tanto, ha habido una fuerte ten-
dencia hacia la aplicacion de algoritmos computacionales para el calculo y ejecucion
de las 6rdenes. A esta nueva tendencia se le conoce como Algorithmic Trading.
Gracias a esta evolucién tecnoldgica, ahora es posible definir algoritmos para el
calculo del tamano y programacion de horario de 6rdenes hijas de una transacciéon a
gran escala. La cuestion es entonces encontrar el «mejor» o los «mejoresy» algoritmos.

Esta tesis tiene como propésito estudiar el problema de ejecucién 6ptima en un
mercado iliquido. Consideraremos un inversionista o agente! que opera grandes can-
tidades de cierto activo financiero, y desea mover su portafolio desde la composicién
inicial dada hasta una posicion final especifica en un periodo de tiempo determinado.
Tipicamente nos concentraremos en el problema de liquidacion, ya que, como vere-
mos, cualquier problema de ejecucion puede reformularse como uno de liquidacion.
El agente enfreta un dilema: Por una parte, una ejecuciéon rapida (pocas 6rdenes
hijas) produce un fuerte impacto adverso en el precio de mercado del activo, cau-
sando una reduccién en las ganacias transaccionales. Por otra parte, una ejecucion

1Utilizaremos las términos «inversionista» y «agente» indistintamente.



lenta (muchas 6rdenes hijas) incrementa el riesgo, ya que el precio de mercado po-
dria moverse significativamente durante el periodo de ejecucién debido a eventos
econémicos exoégenos. El objetivo serd determinar el balance dptimo en este dilema.

Nuestro trabajo estd dividido en cuatro capitulos. En el Capitulo 1 presentamos
la formalizacion matemaéatica del concepto de awversion al riesgo. Un componente
importante dentro del planteamiento de nuestro problema de ejecucién éptima sera
la forma en que el inversionista afronta al riesgo. Intuitivamente, se esperaria que
un agente con mayor aversion al riesgo tienda a ejecutar mas rapido, por miedo
a los movimientos exdgenos adversos que pudiera tener el activo, que un agente
con un nivel de aversién menor, pues éste tltimo no presentard tanta urgencia por
ejecutar sus transacciones. En este capitulo entenderemos por qué las preferencias
de los agentes financieros pueden ser representadas mediante las llamadas funciones
de utilidad, y como la concavidad de estas funciones sirve para describir sus niveles
de aversion al riesgo. Presentaremos una medida de concavidad para las funciones
de utilidad, el coeficiente de aversion al riesgo de Arrow-Pratt. Este coeficiente sera
un parametro clave en la determinacion de las estrategias de ejecucion éptimas.

En el Capitulo 2, introducimos el modelo sobre el cual construiremos nuestro pro-
blema: El modelo de iliquidez a tiempo continuo de Almgren [Alm03] (véase el
Apéndice A para un precursor en tiempo discreto). Este, ademds de capturar la
aleatoriedad exdgena, abandona el supuesto clasico de liquidez y describe el im-
pacto que sufre el precio de un activo cuando se ejecutan transacciones grandes
sobre él. Después, como motivacién y antecedente, revisaremos brevemente varias
formulaciones del problema de liquidaciéon 6ptima en horizonte finito. Veremos que
cuando este problema se plantea bajo aversion al riesgo, se obtiene un problema
de control optimo estocdstico bastante complicado, cuya solucion explicita se puede
encontrar unicamente para una clase muy particular de funciones de utilidad. Sin
embargo, una simplificacién importante puede hacerse si se permite transaccionar
en un periodo infinito. Esto nos posicionara en el problema de liquidacion dptima
en horizonte infinito bajo aversion al riesgo. En este ambiente mas flexible plantea-
remos un segundo problema, donde el objetivo principal deja de ser la liquidacion y
lo mas importante es maximizar las ganacias transaccionales: inversion optima en
horizonte infinito bajo aversion al riesgo. Aunque el objetivo de ambos problemas
es diferente, descubriremos que sus correspondientes funciones de valor debieran re-
solver la misma ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), y por tanto tendrian
la misma solucion.

El Capitulo 3 es el de naturaleza méas técnica. Demostraremos que los problemas de
liquidacion e inversién 6ptimas efectivamente tienen solucion. El enfoque tradicional
para resolver problemas de control éptimo estocéstico? es primero obtener una solu-
cién (clasica) de la ecuacién de HIB en cuestién y después definir al control 6ptimo a

2Mediante ecuaciones diferenciales parciales.



través del correspondiente maximizador o minimizador. Sin embargo, resultara que
la ecuacién de HJB asociada a nuestros problemas es no-lineal en todas sus deriva-
das; por lo que en lugar de aplicar el método de solucién tradicional, seguiremos la
estrategia propuesta por Schied y Schoneborn [SS09]. La idea es revertir los pasos:
Primero determinar el optimizador y después resolver la ecuacién HJB. Entonces,
suponiendo que existe una solucién a nuestra ecuacion HJB, podremos caracterizar
al minimizador de la ecuacién a través de una ecuacién diferencial parcial alterna-
tiva del tipo parabdlico. Luego, con ayuda de un teorema auxiliar de la Teoria de
Ecuaciones Parabdlicas, resolveremos esta ecuacion alternativa y determinaremos
dicho minimizador. De esta forma podremos regresar al problema original y concluir
que efectivamente la ecuacién HJB tiene solucion. Por tltimo, mediante un argu-
mento de verificacion identificaremos a dicha soluciéon como la funcién de valor, y
por consiguiente al minimizador como la funcién retroalimentativa que define a la
estrategia 6ptima.

Finalmente, para culminar nuestro estudio, en el Capitulo 4 presentamos un conjun-
to de propiedades cualitativas que caracterizan a la estrategia de ejecucion 6ptima.
Analizaremos el comportamiento de ésta cuando varios pardmetros del modelo se
mueven.






1. Aversion al riesgo

La palabra riesgo es comiin y ampliamente usada en el mundo financiero. Béasica-
mente se refiere a incertidumbre que podria resultar en ganancias o pérdidas mone-
tarias. Un supuesto comun en la Teoria Financiera es que los agentes son aversos
al riesgo; esto es, en situaciones de incertidumbre los agentes guiaran su comporta-
miento con el objetivo de reducir tal incertidumbre. Por ejemplo, un agente averso
al riesgo podria escoger colocar su dinero en un bono gubernamental con una tasa
de interés baja pero garantizada, en lugar de colocarlo en una acciéon bursatil que
podria tener mayores rendimientos, pero que también involucra la posibilidad de
pérdidas.

El objetivo de este capitulo es presentar un modelo mateméatico que representa el
proceso de la toma de decisiones de agentes aversos al riesgo en situaciones de incer-
tidumbre. Como primer paso presentaremos un modelo que ha sido reconocido por
su utilidad y aplicabilidad: el paradigma de utilidad esperada; el cual se remonta a
Bernoulli [Ber54] y fue introducido por primera vez en su forma axiomética por John
von Neumann y Oskar Morgenstern en [VNM44]. Una vez expresado matematica-
mente el concepto de aversion al riesgo, sera de interés contar con una medida del
«grado» de aversién de los agentes. Para esto definiremos el coeficiente de aversion
al riesgo de Arrow-Pratt propuesto por Arrow [AKG65] y Pratt [Pra64].

La bibliografia del paradigma de utilidad esperada es muy extensa. Tres excelentes
exposiciones pueden ser consultadas en Tadelis [Tad13], para un tratamiento basi-
co; Prigent [Pri07], para un nivel intermedio; y Follmer y Schied [FS11], para un
tratamiento avanzado con toda generalidad.

1.1. Toma de decisiones

Todos los dias nos enfrentamos a la toma de decisiones, algunas muy simples como
escoger nuestro atuendo del dia o el desayuno, y algunas otras que demandan un
analisis méas profundo de las posibles consecuencias que pudiera traer tal o cudl
decision; en qué acciones invertir o la incursion en un nuevo negocio.

En el contexto financiero la toma de decisiones juega un papel determinante, ya que
una mala decisiéon puede ser la causa de pérdidas monetarias importantes. De aqui
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que resulte la necesidad de contar con una teoria que permita hablar con todo rigor
sobre la toma de decisiones de los agentes financieros.

1.1.1. Acciones, resultados y preferencias

Los ejemplos descritos antes donde un sujeto escoge la ropa que usara en el dia o tiene
que decidir entre Cheerios o Zucaritas, forman parte de una clase muy particular de
problemas de decisién. Estos comparten una estructura similar: un sujeto o agente
se enfrenta a una situacion en la que tiene que elegir una de varias alternativas, cada
eleccion traerd consigo un resultado inmediato, y las consecuencias de ese resultado
impactaran de alguna forma al agente (y en ocasiones a otros agentes también). A
este tipo de problemas se les denomina deterministas.

Para que el agente tome una decision inteligente debera estar consciente de tres ca-
rateristicas fundamentales del problema: ; Cudles son sus posibles elecciones? ;Cual
es el resultado de cada una de éstas? ;Coémo puede afectar cada resultado su bie-
nestar? Entre mayor sea el entendimiento de estos tres aspectos, mejores acciones
escogera. Entonces, cualquier problema de decision determinista estara constituido
por tres partes:

1. Un conjunto de acciones A, que representa todas las alternativas que un
agente puede escoger.

2. Un conjunto de resultados O, que son las posibles consecuencias que pueden
resultar de cualquiera de las acciones.

3. Una relacion de preferencia = en O, que describe la forma en que el agente
ordena el conjunto de posibles resultados, del mas deseado al menos deseado.
La notacién x > y significa “x es al menos tan bueno como y”, donde z, y € O.

Asi pues en el problema del desayuno, el conjunto de acciones podria ser A =
{Ch, CF, Z}, donde Ch=Cheerios, CF=Corn Flakes y Z=Zucaritas. El resultado de
escoger un cereal a € A es justamente comer ese cereal, por lo que se puede hacer
una identificacién 1 a 1 entre el conjunto de resultados y el de acciones; es decir,
O = A. Una posible relacién de preferencia podria ser: Ch = CF, Ch > Z, CF > Z.

Notemos que en el ejemplo anterior la relacion de preferencia satisface dos propie-
dades fundamentales:

A1l. La relacién > es completa: Vz, y € O se tiene x =y oy = x.

A2. La relaciéon > es transitiva: Vo, y, 2 € O, si x = y y y = 2z entonces = = 2.
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La completez asegura que el agente es capaz de ordenar cualquier par de resultados,
no le permite estar indeciso entre dos resultados. La transitividad garantiza que no
habra contradicciones en el ordenamiento. Por ejemplo, si se reemplazara la relacion
por: Ch = CF, Z = Ch, CF > Z; el problema se vuelve insoluble, ya que para
cualquier cereal que el agente escoja simpre habra otro mejor y nunca serd capaz
de tomar una decisién. De aqui el interés por relaciones completas y transitivas. A
partir de ahora asumiremos que la relacién = cumple A1 y A2.

Definicién 1.1. Una relacién de preferencia > completa y transitiva induce la
relacion de preferencia estricta definida por

Ty <= yitur,
y la relacion de indiferencia ~ dada por

T~NY &= Ty Yy Y=

Observacion 1.1. Se verifica facilmente que la completez y transitividad de > son
equivalentes a las siguientes propiedades de >:

1. Asimetria: Si x > y entonces y ¥ .

2. Transitividad negativa: Sixz >y y z € O, entonces x > z 0 z > y. O

Observacion 1.2. La relacién de indiferencia ~ es una relacion de equivalencia; i.e.,
es reflexiva, simétrica y transitiva. O

1.1.2. Eleccién en ambientes riesgosos

Ahora que tenemos un lenguaje coherente y preciso para describir problemas de
decision nos moveremos a una situaciéon mas compleja. En general nuestras elecciones
no se traducen en un resultado particular, no siempre se tiene certeza sobre las
consecuencias de nuestras acciones; situacion tipica en Finanzas.

Imaginemos un inversionista que quiere invertir su capital en un instrumento finan-
ciero, aquel que le otorgue el mayor rendimiento. Supongamos que en el mercado
existen dos acciones bursétiles: a con un precio de $90 y b con precio $100. De
acuerdo con ciertos analisis especializados, el inversionista determina que dentro de
un afio la accién a tendra 60 % de probabilidad de incrementar su valor a $99 y un
40 % de probabilidad de bajar su precio a $81, mientras que los posibles escenarios
de b serdn $110 o $90 ambos con la misma probabilidad de ocurrencia. La pregunta
es, jen qué accion invertir? Aqui A = {a, b}, ambas acciones tienen como posibles
rendimientos 10 % y -10 %, asi que O = {0.1, —0.1} y la relaciéon queda determinada



Capitulo 1 Aversién al riesgo

por 0.1 = —0.1. Notemos que en este caso la terna (A, O, ») no describe comple-
tamente el problema. No hay una identificacién directa entre A y O, en su lugar
existe incertidumbre sobre el resultado que ocurrira. La incertidumbre esta ligada
a la eleccion hecha por el inversionista y queda cuantificada por probabilidades; en
otras palabras, cada eleccién en A induce una medida de probabilidad sobre O:

a — (0.6,0.4)
b — (0.5, 0.5)

Un ambiente como este, donde la incertidumbre puede ser descrita mediante distri-
buciones de probabilidad perfectamente determinadas, se le conoce como ambiente
riesgoso.!

Para analizar problemas de este tipo, la relacion de preferencia necesita ser extendida
al conjunto de escenarios de riesgo P := {medidas de probabilidad inducidas en O}.
Se asumira que siempre es posible realizar dicha extension, pues, al menos de forma
intuitiva, es natural suponer que el agente ordenara las medidas de acuerdo a aque-
llas que asignen probabilidades mas altas a los resultados més deseados. De aqui en
adelante > representard una relacién de preferencia en P.2

Asociada al conjunto P, obviamente existe cierta o - algebra inducida sobre la cual
estan definidos todos los escenarios de riesgo, denotaremos por O a esta o - algebra.

Definicién 1.2. A la cuaterna (A, O, P, =) se le conoce como problema de decision
estocdstico o problema de decision bajo riesgo.

Observacion 1.3. Los problemas de decisién estocasticos son generalizaciones di-
rectas de los problemas deterministas. En un problema determinista se tiene que
P ={d,: x € O}, donde 6, es la medida degenerada que asigna probabilidad 1 al
resultado x. O

1.2. Utilidad esperada

John von Neumann y Oskar Morgenstern (1944), los dos padres fundadores de la
Teoria de Juegos, desarrollaron una metodologia que permite evaluar de manera
precisa cuan valioso es un escenario de riesgo para un agente, como se comparan

'El economista Frank Knight, en su trabajo Risk, Uncertainty, and Profit (1921), establecié la
diferencia entre lo que se debe entender por un ambiente riesgoso y un ambiente de incerti-
dumbre «puro». En el primero las distribuciones de probabilidad son conocidas, mientras
que en el segundo no hay distribuciones dadas a priori.

2En el contexto micoreconémico a los elementos de P se les conoce como loterias.
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diferentes escenarios de riesgo entre si y cémo éstos se comparan con eventos seguros
(escenarios degenerados). La idea intuitiva es acerca de promedios. Nuestras accio-
nes pueden ponernos en situaciones ventajosas o en algunas otras ocasiones traer
resultados desfavorables; pero si en promedio las cosas resultan del lado positivo,
entonces se puede pensar que dichas acciones son «buenas», porque las ganancias tie-
nen tal relevancia que compensan las pérdidas. Tomaremos esta idea y la usaremos
para atacar los problemas de decision estocasticos.

1.2.1. Representacion numérica de relaciones de preferencia

La relaciéon mayor o igual sobre los niimero reales > es una relaciéon de preferencia
familiar. El conjunto ordenado (P, ») puede resultar tan abstracto que seria mucho
méas conveniente trabajar en (R, >). Una forma de conseguirlo es representando los
escenarios de riesgo por numero reales, y las preferencias del agente por la relacion
>. A dicha representacion se le conoce como representacién numérica, y se define
como sigue.

Definicién 1.3. Una representacion numérica de la relacion de preferencia > es
una funcion U : P — R tal que Yu, v € P

prv <= Up) =U(v),

equivalentemente

p-v <= U(u)>U(v).

En otras palabras, una representaciéon numérica U es una funciéon que asocia cada
escenario de riesgo p con el niimero real U (i) de tal manera que entre mas preferido
sea dicho escenario, mayor sera el nimero real asociado.

Notemos que la representacion U no es unica: Si f es cualquier funcién creciente,
entonces V' () .= f (U (1)) es de nuevo una representacién numérica.

Con fines técnicos asumieremos que el conjunto P es convexo; esto es, Vu, v € P,
Va € [0, 1] la distribucién compuesta au + (1 — «) v también pertenece a P.3

3Las distribuciones compuestas representan situaciones que se desarrollan en dos pasos. Primero
se decide algin escenario de riesgo, u o v con probabilidades o y 1 — «, respectivamente.
Después, el escenario resultante en el primer paso es realizado.
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Definicién 1.4. A una representacién numérica U se le llama representacion de von
Neumann-Morgenstern si es de la forma

U(p) = / udyt,

donde u es alguna funcion real en O.

Asi, cuando existe una representaciéon de von Neumann-Morgenstern, toda la in-
formacion sobre las preferencias descritas por > quedan resumidas en la funcién
u.

Cualquier representacién de von Neumann-Morgenstern U es lineal en probabili-
dades, en el sentido

Ulap+(1—-—a)v)=aU(u)+(1—a)U (v).

Este tipo de linealidad es deseable y resulta conveniente. Notemos que la existencia
de una representacion U lineal, implica las siguientes dos propiedades de >:

A3. La relacién > satisface la propiedad o axioma de independencia:

p-v = ap+(l—a)A=av+ (1 —a)l, VA e P, Va e (0, 1].

A4. La relacion > satisface la propiedad o axioma Arquimediano: Si u > A\ > v
entonces existen «, 5 € (0, 1) tal que

ap+(1—a)v == pu+(1—-75)r.

El axioma de independencia establece que si el escenario u es preferido sobre v,
entonces en una eleccién entre dos situaciones aleatorias que son idénticas excepto
que p ocurrird con probabilidad « en una y v con probabilidad 1 — « en la otra, la
situacion que involucra a p sera preferida. Por otra parte, el axioma Arquimediano
dice, a grandes razgos, que no existe escenario infinitamente deseado o infinitamente
indeseado. Si por ejemplo, v fuera considerado infinitamente indeseado, entonces
probablemente no existiria § := 1 — « lo suficientemente pequena para la cual uno
correrfa el riesgo de obtener v (con probabilidad §) en un intento por conseguir u
en lugar de A (i.e., para el cual (1 —0) u+ dv = ).

Definicién 1.5. Una relaciéon de preferencia > se dice que es racional si cumple los
axiomas A1-A4. Un agente se dird que es racional si: 1) su relacién de preferencia
lo es y 2) escoge acciones que maximizan su bienestar.

10
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De manera reciproca, las propiedades de independencia y Arquimediana implican la
existencia de una representacion numérica lineal.

Teorema 1.1. Supdéngase que > es una relaciéon de preferencia racional en P, en-
tonces existe una representaciéon numérica lineal U de >=. Atn mas, U es unica salvo
transformaciones afines; i.e. cualquier otra representacién U con estas propiedades
se puede escribir U = alU + b, para algunos a > 0y b € R,

Demostracion. Véase el Teorema 2.21 (pag. 58) en Follmer y Schied [FS11]. O

1.2.2. Teoremas de caracterizacion para representaciones del
tipo von Neumann-Morgenstern

La linealidad de una representacion numeérica no implica necesariamente que sea
del tipo von Neumann-Morgenstern.* Sin embargo, en dos casos importantes dicha
representacion lineal ya estard en la forma von Neumann-Morgenstern. Este es el
contenido de los siguientes dos teoremas. Para el primero, recordemos que una dis-
tribucién de probabilidad simple sobre O, es una medida de probabilidad u
en O que puede ser escrita como una combinacién convexa finita de medidas dege-

neradas; i.e., existen x1, ..., oy € Oy ay, ..., ay € (0, 1] con >N a; = 1 tales
que
N
W= Z ;0.
i=1

Teorema 1.2. Supongamos que P es el conjunto de todas las distribuciones de
probabilidad simples sobre O y que > es una relacion de preferencia racional en P.
Entonces existe una representacion von Neumann-Morgenstern U. Atin méas, U y u
son unicas salvo transformaciones afines.

Demostracion. Del Teorema 1.1 sabemos que existe una representacién numérica
lineal U. Definimos u (z) = U (0,), z € O. Si p € P es de la forma p = ay6,, +
...+ and,,, entonces

U () =3 ol () = [ut@)utn).

La cual es la representacion de von Neumann-Morgenstern deseada. O]

“Véase el Ejemplo 2.26 (pag. 63) en Féllmer y Schied [FS11]
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Capitulo 1 Aversién al riesgo

Sobre un conjunto de resultados finito cualquier medida de probabilidad es simple.
Asi, obtenemos el siguiente teorema como un caso especial.

Teorema 1.3. Supongamos que P es el conjunto de todas las distribuciones de
probabilidad sobre un conjunto finito O y que > es una relacién de preferencia
racional en P. Entonces existe una representacion von Neumann-Morgenstern U.
Atn mas, U y u son tnicas salvo transformaciones afines.

La situacién se vuelve mas compleja cuando consideramos la existencia de una re-
presentacion de von Neumann-Morgenstern en un conjunto de resultados infinito;
de hecho, podria no existir.® Para este propésito, el axioma Arquimediano tiene que
ser suplementado, asumiendo propiedades adicionales de continuidad de >.

A4’. La relacion > satisface la propiedad o axioma de continuidad: Si para todo
1 € P los conjuntos

B(p)={vePlv>u} v Bp)={vePlu>v}
son elementos de la topologfa débil del conjunto P.%

Teorema 1.4. Supongamos que P es el conjunto de todas las distribuciones de
probabilidad sobre un espacio métrico separable O, definidas en la ¢ - dlgebra O de
conjuntos borelianos, y que >~ es una relacion de preferencia que cumple los axiomas
A1, A2, A3 y A4’. Entonces existe una representaciéon von Neumann-Morgenstern

U(p) = / udy,

para la cual la funciéon u : O — R es acotada y continua. Atin més, U y u son tnicas
salvo transformaciones afines.

Demostracion. Véase el Teorema 2.27 (pag. 63) de Follmer y Schied [FS11]. O

1.2.3. Actitudes frente al riesgo

Supongamos que los escenarios de riesgo corresponden a las distribuciones de ciertos
instrumentos financieros de interés. Dichas distribuciones pueden ser vistas como
medidas de probabilidad con resultados monetarios en algiin intervalo de la recta
real. Entonces tomaremos a P como un conjunto fijo de medidas de probabilidad
borelianas en un intervalo fijo O C R. Adicionalmente, supondremos que P es

5Véase el Ejemplo 2.26 (pag. 63) en Follmer y Schied [FS11].
6Temas referentes a Andlisis Funcional como topologias débiles pueden ser consultados en Rudin
[Rud91].
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convexo, que contiene a todas las distribuciones degeneradas 9, para xr € O y que
cada p € P tiene esperanza bien definida

m(u) = /x,u (dx) e R (1.1)

Observacion 1.4. Para un activo financiero cuyo payoft (descontado) tiene distribu-
cién conocida p, el valor esperado m (i) se le conoce cominmente como el precio
justo del activo. O

Definicién 1.6. Una relacién de preferencia se dice que es

1. mondtona si
T >y =0y > 0y

2. aversa al riesgo si para cada pu € P
Om(u) = [0 @ MENos fi = Opy(y)-
3. neutral al riesgo si para cada p € P
Om(p) ~ H-

4. amante al riesgo si para cada p € P

Om(p) <[4 @ MENos fi = Opy(y)-

Es facil caracterizar estas propiedades para aquellas relaciones que admiten una
representacion de von Neumann-Morgenstern.

Proposiciéon 1.1. Supoéngase que la relacién > tiene una representaciéon de von
Neumann-Morgenstern

U ) = [ udn
Entonces

a) = es mondtona si y solo si u es estrictamente creciente.

o
Y

es aversa al riesgo si y so6lo si u es estrictamente concava.

> es neutral al riesgo si y sélo si u es lineal.

¢

)
)
)
)

d

1Y

es amante al riesgo si y sélo si u es estrictamente convexa.

13



Capitulo 1 Aversién al riesgo

Demostracion. a): La monotonia de > es equivalente a

u(x) =U(6;) > U (8y) =u(y), paraz>y.

b): Si = es aversa al riesgo, entonces
5am+(1,a)y = ad, + (1 — a) 5y,
paraxz #Zyy a € (0, 1). De esta forma,

ular+ (1 —a)y) > au(z)+ (1 —a)u(y).

Reciprocamente, si u estrictamente concava, entonces la desigualdad de Jensen im-
plica aversiéon al riesgo:

0 i) = o [ omtan)) = [utotan) =0,

con igualdad si y s6lo si & = 0py(p)-

Los casos ¢) y d) son anélogos. O

La Proposicién 1.1 establece una interpretacién geométrica de la aversion al riesgo
cuando existe una representacion de von Neumann-Morgenstern. Hay una relacion
intima entre el nivel de aversién y la forma de la funcién u; entre mas averso es el
agente, «mas concavay es u. Unicamente resta precisar qué significa que una funcién
sea «mas concavay que otra. En la sec. 1.3 definiremos el coeficiente de Arrow-Pratt,
y veremos que éste constituye una medida de concavidad.

Debido a la interpretacion monetaria del conjunto de resultados O, es natural su-
poner que la relacion = es mondtona. Cualquier agente financiero preferira recibir
mas dinero que recibir menos.

Definiciéon 1.7. Una funciéon u : O — R se le llamara funcion de utilidad si es estric-
tamente creciente y continua. A una representacién de von Neumann-Morgenstern

U ) = [ udy

en términos de una funcion de utilidad u se le conoce como representacion de utilidad
esperada.
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1.2 Utilidad esperada

Observacion 1.5. Tipicamente, en las aplicaciones no se trabaja de manera directa
con los escenarios de riesgo; se suele trabajar con las variables aleatorias asociadas.
De esta forma, si (2, F, P) es una espacio de probabilidad, tal que cada escenario
i € P corresponde con la distribucion de cierta variable aleatoria X definida en él,
entonces la representacion de utilidad esperada puede ser escrita como

E(u(X))= /udu.
¢

De aqui en adelante consideraremos una relaciéon > en P que admite una represen-
tacién de utilidad esperada. Asi pues, aplicando el teorema de valor medio para la
integral de Lebesgue, para cualquier p € P existe un inico nimero real ¢ (1) tal que

ule(u) = U (u) = [ udp (1.2)

Se sigue que
Oc(u) ~ I

i.e., hay indiferencia entre el escenario i y el escenario donde se recibe de manera
segura la cantidad ¢ (u).

Definicién 1.8. El equivalente cierto del escenario p € P con respecto a u esta
definido como el nimero ¢ (u) de (1.2), y a la diferencia

m(p) =m(u) — c(p)

se le conoce como prima de riesgo de p.

Cuando u es una funcién de utilidad de aversién al riesgo se tiene

ule(u) = U (1) < U (Smg) = u(m (),

para cualquier escenario p # 0p(,). La monotonia de u conduce a

c(p) <m(p) para pi # dm.-

Como consecuencia la prima de riesgo 7 (1) asociada con esta funcién de utilidad
resulta siempre no negativa, y positiva tan pronto como la distribucién p conlleve
algin riesgo.

Procediendo de manera analoga, se demuestra:
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Capitulo 1 Aversién al riesgo

Proposicién 1.2. La relacién > es

a) aversa al riesgo si y sélo si 7 (p) > 0 para todo escenario p.
b) neutral al riesgo si y sélo si m (u) = 0 para todo escenario .

c) amante al riesgo si y sélo si 7 () < 0 para todo escenario .

Observacion 1.6. El equivalente cierto ¢ (u) puede ser visto como una cota superior
para cualquier precio de p que seria aceptable para un agente financiero con funcion
de utilidad u. Asi, el precio justo m (u) debe ser reducido en por lo menos el valor
de la prima de riesgo si uno quiere que el agente compre el activo con distribucién
1. Alternativamente, supongamos que el agente posee el activo con distribucién p,
entonces la prima de riesgo puede ser vista como la cantidad que el agente estaria
dispuesto a pagar con el fin de reemplazar al activo por su valor esperado m (u). ¢

Gracias a la Proposicion 1.2 ahora resulta natural definir:

Definicién 1.9. Sean u y @ dos funciones de utilidad que representan preferencias
sobre resultados monetarios. La preferencia u tiene mds aversion al riesgo que , si
las correspondientes primas de riesgo satisfacen

7 (p) > 7 (u) para todo escenario p.

1.3. Medidas de aversion al riesgo de Arrow-Pratt

Consideremos la prima de riesgo de 7 (1) de un escenario p. Usando una aproxima-
cién de Taylor en ¢ (u) alrededor de m == m (i) tenemos,

w(e () = u(m) 4+ (m) (c (1) — m) = u(m) +o (m)7(n).  (13)

Por otra parte, suponiendo que p tiene varianza finita var (i),

uleln) = [ ule)u(dr)
= [ Juom) 4 0 m) (o= )+ S o) 5= ) v ()] )

~u(m)+ ;u” (m) var (u) , (1.4)
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donde r (z) denota el término residual en la expansién de Taylor de u. Combinando
(1.3) y (1.4):

Asi, A(m(u)) es el factor por el cual un agente con preferencias representadas por

una funcién de utilidad v pondera el riesgo, medido por %var (), con el fin de

determinar la prima de riesgo que esta dispuesto a pagar.

Definicién 1.10. Supdngase que u es una funcion de utilidad dos veces continua-
mente diferenciable. Al cociente

se le llama el coeficiente de aversion al riesgo absoluta de Arrow-Pratt.

Observacion 1.7. La Proposicién 1.1 implica que el coeficiente de Arrow-Pratt A (z)
es: positivo para agentes aversos al riesgo, cero para agentes neutrales al riesgo y
negativo para agentes amantes al riesgo. O

El siguiente Teorema justifica la utilizacion del coeficiente de Arrow-Pratt como
medida de aversion al riesgo, o equivalentemente, como medida de concavidad de la

funcién de utilidad.

Teorema 1.5. Supéngase que v y % son funciones de utilidad dos veces continua-
mente diferenciables. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A(z) > A(z) para todo z € O.
b) Existe una funciéon céncava estrictamente creciente F' tal que u = F o 4.

¢) u representa mas aversion al riesgo que .

Demostracion. a) = b): Como w es estrictamente creciente, podemos definir su
funcién inversa, w. Entonces F (t) := u (w (t)) es estrictamente creciente, dos veces
diferenciable y satisface u = F o @. Para verificar que F' es céncava calculamos las

dos primeras derivadas de w :
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Capitulo 1 Aversién al riesgo

Ahora calculamos las derivadas de F':

=5 [A@) - A@)] (15)

Lo que demuestra que F es céncava.

b) = «¢): Para cada u € P, los respectivos equivalentes ciertos c(u) y ¢ (p)
satisfacen via la desigualdad de Jensen

u(c(u)):/udu:/Fo'&du
<F ( / ﬁdu) — @) = u (@), (1.6)

Concluyendo asi que 7 (u) > 7 (1) -

c) = a): Si la condicién a) es falsa, entonces existe un intervalo abierto V C O
tal que A (z) < A(z) para todo 2 € V. Sea V = @ (V) y denotemos de nuevo por w
a la inversa de 4. Entonces la funcién F' (t) := u (w (t)) serd estrictamente convexa
en el intervalo abierto V debido a (1.5). De esta manera, si x4 es una medida con
soporte en V, entonces se cumplird la desigualdad contraria en (1.6) y de hecho serd
estricta, a menos que p sea una medida degenerada. Por lo tanto 7 () < 7 (). O

La Fig.1.1 muestra un ejemplo de dos funciones de utilidad correspondientes a
diferentes coeficientes de Arrow-Pratt. Observamos graficamente la equivalencia
a) <= b) del Teorema 1.5.

Con el coeficiente de Arrow-Pratt podemos caracterizar completamente las prefe-
rencias de los agentes. Dada una funcién de aversién al riesgo A (x) continua, es
posible recuperar la funcién de utilidad original, resolviendo la ecuacion diferencial
ordinaria

u' (z) +u (z) A(x) =0.
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20+
13 18-
" - I e ~ ]
ol —A(QZ') | 141 —U(l’) 4
12+
; -A(z) - ~u(x)
50 ] 8t
3| 61
4
1 2
50 8 90 95 100 105 110 115 120 B0 8 90 95 100 105 110 115 120
Unidades monetarias = Unidades monetarias

Figura 1.1.: Funciones de utilidad asocidas a dos diferentes niveles de aversién al
riesgo. El primer nivel es A (z) = 2(1.5+ tanh (z —100))* y el segundo A (z) =
1 + 2(1.5 + tanh (z — 100))?. Las condiciones inciales son @ (80) = u(80) = 0 y
@' (80) = v (80) = 10.

Existe una infinidad de funciones de utilidad asociadas a la funcién de aversién al
riesgo A; una por cada par de condiciones inciales:

u (o) = ao,

u' (x9) = bo.

Sin embargo, todas estas soluciones son transformaciones afines unas de otras, y por
tanto representan a la misma relacion de preferencia >. Con esto concluimos que,
lo mads importante de una funcion de utilidad es su concavidad; los niveles ag y by
son irrelevantes.

1.3.1. Funciones de utilidad estandar

Las siguientes clases de funciones de utilidad u y sus correspondientes coeficientes
de aversion al riesgo son ejemplos estandar en la literatura.

= Aversion al riesgo absoluta constante (CARA"): A (z) es igual a alguna
constante A en O = R. Como A (z) = — (logu’)’ (z), se sigue que

u(r) =

a+b-e 4% para A#0,
a+b-x para A = 0.

Usando una transformacion afin, u puede ser normalizada a

U(:U)—{

"Del inglés Constant Absolut Risk Aversion.

— % e~ para A # 0,
para A = 0.
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Capitulo 1 Aversién al riesgo

» Aversion al riesgo absoluta hiperbédlica (HARA®): A(z) = (1 —7) /x

en O = (0, o0) para alguna constante v # 1. Salvo transformaciones afines,
tenemos
log () para~y =0,
u(r)=1+<1
(z) —x para v # 0.
Y

Por supuesto, estas funciones pueden ser trasladadas a cualquier intervalo O =
(a, 00). A veces, a esta clase también se le conoce como CRRA?, porque su
«aversion al riesgo relativa» R (z) := xA(x) es constante. Este tipo de
funciones de utilidad presentan aversion al riesgo absoluta decreciente

(DARA'"?) para v < 1y aversidn al riesgo absoluta creciente (IARA')
para v > 1.

8Del inglés Hyperbolic Absolute Risk Aversion.
9Del inglés Constant Relative Risk Aversion.
10Del inglés Decreasing Absolute Risk Aversion.
1Del inglés Increasing Absolute Risk Aversion.
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2. lliquidez de los mercados
financieros

En este capitulo se presenta el modelo matematico en el que se fundamentan los
subsecuentes desarrollos de esta tesis; la versién continua del modelo de Almgren y
Chriss (véase el Apéndice A). Este modelo captura en tiempo continuo el impacto
que sufre el precio de un activo cuando se ejecutan transacciones grandes sobre él.

Empezaremos por dar un panorama global sobre la liguidez; una propiedad impor-
tante que afecta a todos en los mercados financieros. Siendo un término tan comin
en el argot financiero, se esperaria estuviera bien definido y fuera entendido univer-
salmente. Sin embargo, liquidez significa diferentes cosas para diferentes personas.
La confusion se debe al hecho que la liquidez esta compuesta por diferentes dimen-
siones. Por tanto revisaremos las dimesiones que la componen.

Después, introduciremos los ingredientes que componen al modelo de mercado ili-
quido y presentaremos un resumen de resultados existentes en la literatura asociados
a éste.

Finalmente, plantearemos dos problemas en nuestro modelo de mercado iliquido
cuando se permite un horizonte infinito, y que seran objeto de estudio en los capitulos
subsecuentes.

2.1. ;jQué es la liquidez?

La liquidez del mercado es el grado en que un mercado permite comprar y vender
activos a precios estables. Es un concepto que involucra una variedad de propiedades
transaccionales de los mercados financieros. Estas incluyen: la estrechez', que se
refiere a la competitividad intensa entre los participantes del mercado que condu-
ce a diferenciales entre precios de compra y venta (bid-ask spreads) pequefios; la
profundidad, la habilidad del mercado para soportar 6rdenes de gran tamano sin
impactar los precios; y la resiliencia, la capacidad o velocidad con la que los precios

!Del inglés tightness.
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Capitulo 2 [liquidez de los mercados financieros

se recuperan de un choque aleatorio. Estas propiedades son las llamadas dimen-
siones de liquidez y se le atribuyen a Kyle [Kyl85]. Asi, cuando se hable de la
iliquidez del mercado, se estara refiriendo al grado en que el mercado carece de
alguna de estas dimensiones.

Un ejemplo de un mercado ideal pero irrealista es el mercado Black-Scholes [BS73].
Con el propésito de obtener una féormula cerrada para el precio de una opcién, el
modelo asume que el mercado es infinitamente estrecho, no hay bid-ask spread, y que
es infinitamente profundo, se puede trasaccionar cualquier cantidad de los activos
involucrados sin afectar sus precios. Bajo esta importante simplificacion, se obtiene
que el precio de la opcion depende tnicamente del precio actual del activo, el plazo
y parametros que son conocidos y constantes.

Asumir cierto grado de liquidez en el mercado ha demostrado ser un supuesto conve-
niente, que permite desarrollar en muchas direcciones y aspectos la Teoria Matema-
tica contenida en las Finanzas. Sin embargo, este no es el caso de las transacciones
a gran escala. Los participantes del mercado ajustan sus ofertas de acuerdo al volu-
men que se estd operando de los activos; las 6rdenes grandes de compra impactan
los precios hacia arriba, y las de venta hacia abajo. Asi, con el fin de representar de
mejor manera la realidad del mercado, en los ultimos afios se han desarrollado mo-
delos estocasticos para los precios de los activos que si toman en cuenta los efectos
retroalimentativos que tienen las 6rdenes. A éstos se les conoce como modelos de
impacto de mercado.

Una de las primeras clases de modelos de impacto de mercado que han sido propues-
tas hasta el momento, y que ha sido ampliamente usada en la industria financiera,
estd basada en los modelos a tiempo discreto de Bertsimas-Lo [BLI8| y Almgren-
Chriss [AC99, ACO1], y en su versién a tiempo continuo por Almgren [Alm03].
Estos modelos distinguen entre dos componentes de impacto. El primer componen-
te es temporal y sélo afecta a la érden individual que se ha ejecutado. El segundo
componente es permanente y afecta a todas las érdenes actuales y futuras por igual.

El impacto temporal representa el costo de la urgencia. Es la prima que los com-
pradores deben proveer al mercado para atraer vendedores adicionales y asi poder
completar su operacion. Simétricamente, es el descuento que los vendedores necesi-
tan proveer al mercado para atraer compradores adicionales. Este costo puede ser
manejado eficientemente durante la implementaciéon de una estrategia de transac-
ciones.

El impacto permanente representa el costo del componente informacional. El
contenido informacional, real o percibido, causa que los participantes del mercado
ajusten sus precios a un nuevo valor justo percibido. La légica detras de esto es que
los agentes informados tipicamente compran activos subvaluados y venden activos
sobrevaluados. Conforme los participantes observan érdenes de compra, su precep-
cion, al menos hasta cierto grado, es que el activo estd subvaluado y ajustaran sus
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ofertas de venta hacia arriba. Conforme los participantes observan érdenes de venta,
su precepcion, al menos hasta cierto grado, es que el activo estd sobrevaluado y
ajustaran sus ofertas de compra hacia abajo. Es un costo inevitable.

Mientras que las ventajas y desventajas de los modelos mecionados antes siguen
siendo tema de investigacién actual, en esta tesis se aplicard el modelo de Alm-
gren [Alm03], por ser suficientemente complejo como para capturar la iliquidez del
mercado y lo suficientemente simple para permitir un anélisis matematico detallado.

2.2. Modelo de mercado

Consideremos un agente que opera grandes cantidades de cierto activo riesgoso. Este
escoge una estrategia de transacciones, la cual describiremos por el nimero X;
de unidades de activo en su posesion al tiempo ¢t. Asumiremos que el mapeo t — X;
es absolutamente continuo con derivada X; 2; i.e.

t
Xt:X0+/ X.ds.
0

Debido a la naturaleza iliquida del mercado, la tasa de transacciones X; mueve
el precio de mercado. Siguiendo el modelo de impacto de mercado lineal de Almgren
[Alm03] (véase el Apéndice A para un precursor en tiempo discreto), asumiremos
que un incremento en la orden de X,dt unidades induce un impacto temporal nXt, el
cual desaparece instantaneamente y s6lamente afecta la orden actual, y un impacto
permanente de v.X,dt, el cual se acumula en el tiempo. Adicionalmente, supondremos
que el proceso de precios inafectado {gt}»o’ aquel que refleja las acciones de

otros agentes asi como los eventos externos econémicos y que hubiera ocurrido en
ausencia de ordenes tan grandes, sera conducido por un movimiento Browniano
estandar con volatilidad o. De esta forma, la dinamica resultante para el proceso
de precios de mercado {St}tZ()’ respecto a la estrategia X, estard dada por

Sy =8, + 7 (X; — Xo) +nXy, (2.1)
gt = SO + UWt, (22)

donde {W;},., es un movimiento Browniano estandar definido en cierto espacio
de probabilidad filtrado (Q, F, F={Fi};~0> P); y So (precio al tiempo cero), o
(pardmetro de volatilidad), v (pardmetro de impacto permanente) y 7 (parametro
de impacto temporal) son constantes positivas.

2Observese que el hecho que el proceso X tenga trayectorias absolutamente continuas no excluye
que sea estocdstico. El agente puede adaptar sus transacciones de acuerdo a los movimientos
del activo riesgoso; pero tales adaptaciones las realiza de forma suave.
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A primera vista, parece que un defecto del modelo (2.1)-(2.2) es que permite precios
del activo negativos; sin embargo, en la practica ocurre que incluso que hasta las
posiciones mas grandes son liquidadas tipicamente en cuestién de pocos dias e incluso
horas (véase por ejemplo [ATHLO5]); por lo que la posibilidad de precios negativos
ocurre con una probabilidad despreciable. En esta escala, el proceso de precios puede
ser aproximado de mejor manera por un movimiento Browniano aritmético en lugar
de, por ejemplo, uno geométrico.

2.3. Algunos resultados sobre el problema de
liquidacion optima

Supongamos que el agente necesita liquidar una posicion inicial de zq > 0 antes del
tiempo 7" > 0. Por tanto, su estrategia de mercado X = {X;},.,., estard sujeta a
las condiciones de frontera

Xo = o, (2.3)
Xr=0. (2.4)

En dicha estrategia, — X,dt unidades de activo son vendidas al precio S; en cada
instante t. Asi, las ganancias generadas por seguir la estrategia X son

T
T ~ . T . 2 T .
= / S, X,dt —n / (X)) dt —~ / X, X,dt — va?
0 0 0
’y T . 2 T ~
= w05 = 5 =1 / (X0)" dt + / X,dS, (2.5)
0 0

Todos los términos que componen a R (X) pueden ser interpretados econémicamen-
te. El término xSy corresponde al valor nominal de la posicién inicial. El término
1a representa los costos de liquidacién resultantes del impacto permanente indu-
cidos por ejecutar la estrategia X. Debido a la linealidad del impacto permanente,
los costos de liquidacion son independientes de la estrategia de liquidacién. La in-

N
tegral n fOT (Xt) dt corresponde a los costos de transaccion resultantes del impacto
temporal. La integral estocastica corresponde al riesgo de volatilidad acumulado por
vender en el intervalo [0, T'] en vez de liquidar el portafolio instantdneamente.

El problema de liquidaciéon éptima consiste en maximizar cierta funcién obje-
tivo, la cual podria involucrar las ganancias y/o términos que tengan que ver con el
riesgo incurrido en el proceso de liquidacion, sobre la clase de estrategias admisibles
con las condiciones (2.3)-(2.4).
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2.3 Algunos resultados sobre el problema de liquidaciéon 6ptima

Observacion 2.1. El problema de ejecucién Xo = z9 y Xo =y < x¢, vender (zo — y)
unidades de activo antes del tiempo T', puede ser planteado equivalentemente como:
Xo=29—yy Xr =0. El problema de liquidacién es lo bastante general como para
concentrar la mayor parte de nuestros esfuerzos en él. O

El caso maés sencillo del problema de liquidacién, el cual primeramente fue conside-
rado por Bertsimas y Lo [BLI8] en tiempo discreto, corresponde a la maximizacién
de las ganacias esperadas:

E(R(X)) = 20So — %x% —nE (/OT (Xt)th>

En este caso la desigualdad de Jensen conduce a que la estrategia 6ptima
X = argm}z{iXE (R(X)),

bajo las condiciones (2.3)-(2.4), es tunica y se caracteriza por tener una tasa de
transacciones constante:®

Xt = _%, Vte o, T). (2.6)

Nétese que la varianza asociada a dicha estrategia es

T
1
V (R(X*) = 02/ (X;)? dt = gazzng,
0

la cual puede ser muy grande si el periodo 7' lo es.

Almgren y Chriss [AC99, ACO1] fueron los primeros en senalar que no se debe
de ignorar la volatilidad que inducen las estrategias. Propusieron maximizar un
funcional de media-varianza de la forma

E(R(X)) - 3V (R(X)). (2.7)

donde « es un parametro de aversion al riesgo. Para estrategias deterministas X, la
funcional (2.7) se convierte en

g Yo :
20So — = xg — / <02Xt2 + T]Xf) dt.
2 . \2

3Este resultado sigue siendo vélido sin importar la eleccién para el proceso de precios inafectado
St, mientras éste sea una martingala.
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Capitulo 2 [liquidez de los mercados financieros

De esta forma, la maximizacion de media-varianza sobre estrategias deterministas
es equivalente a minimizar fOT L (Xt, Xt) dt donde el Lagrangiano L estd dado por

L(z,p) = %0%2 + np?. Técnicas estdndar de calculo de variaciones conducen a que
el tinico maximizador

X* = argxrgfi)}ét {E (R(X)) — §V (R (X»} ;

bajo las condiciones (2.3)-(2.4), queda caracterizado por la tasa de transacciones:

sinhk (T — t) |ao?
X' =gp—————2 donde kK =/ —. 2.
t T 0 ey 0 0N 2n (28)

La maximizacion de media-varianza es sencilla sobre el conjunto de estrategias deter-
ministas; pero, tales estrategias no reaccionan a los cambios en el precio del activo.
Las estrategias deterministas son conocidas también como estaticas; desde el inicio
del proceso de liquidacion, dichas estrategias estan completamente determinadas;
son ejecutadas independientemente del tamano y direccion de los movimentos del
precio del activo, como es el caso de (2.8). Tales estrategias deterministas no sa-
tisfacen las necesidades del mundo real; la mayoria de los inversionistas preferiran
estrategias que si utilicen la informacion proprocionada por los movimientos del acti-
vo. A estas estrategias se les llama adaptativas o dinAmicas. Sin embargo, cuando
las estrategias no se suponen deterministas, la optimizacién de media-varianza se
vuelve mucho mas complicada. La mayor dificultad deriva del hecho de que la fun-
cional de media-varianza no es consistente en el tiempo, de tal forma que las técnicas
de control 6ptimo estocastico no pueden ser aplicadas directamente. Debido a estas
complicaciones, vale la pena considerar criterios alternativos de maximizacién.

Desde un punto de vista econdmico resulta natural considerar la maximizacion de
utilidad esperada E (u (R (X))), donde v : R — R es una funcion de utilidad céncava
(véase el Capitulo 1). Esta formulacién del problema tiene la ventaja de poder ser
abordada con técnicas de control éptimo estocastico. Para ver esto, parametricemos
nuestras estrategias con &; = — X, de modo que

t
Xt:xo—/ﬁsds, 0<t<T,
0

con un proceso progresivamente medible tal que fOT 2ds < ooy fOT &xds = xg. Su-
pondremos que nuestras estrategias son admisibles en el sentido de que la posicién
resultante en el activo, X; (w), estd acotada uniformemente en ¢t y w con cotas infe-
rior y superior que podrian depender de la eleccion de £. Econémicamente, no hay
pérdida de generalidad en suponerlo ya que el nimero de unidades disponibles en
el mercado de cualquier activo es siempre acotado. Denotaremos por X (zg, T') al
conjunto de estrategias {& },,. admisibles.
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2.3 Algunos resultados sobre el problema de liquidaciéon 6ptima

Definamos la difusién controlada

t t
Rf::ro—n/(§5)2ds+a/ X8dW,, 0<t<T.
0 0

El problema de maximizar la utilidad esperada de las ganancias es matematicamente
equivalente a maximizar FE (u (Ré)) sobre £ € X (xg, T'). Notemos que este no es

enteramente un problema estandar de control porque la clase X (xg, T') de controles
admisibles depende de la variable de estado x. Problemas de este tipo habitualmente
son llamados problemas de control de combustible finito (véase Benes, Shepp
y Witsenhausen [BSW80]).

Para derivar heuristicamente la ecuacion de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) aso-
ciada a este problema, introducimos la funcién de valor

v (T, zg, 79) = sup E (u (R%)) .

£eX (x0,T)

Esperarfamos que para cada & € X (zg, T') el proceso

Vi = (T —t, X{, RY)

sea una supermatingala, y que resulte una martingala para una estrategia 6éptima
&*. De la formula de Ito se sigue que
¢ ¢ L 5\ 2
dVy = ov,. X;dW, — (vt — 50 (Xt) Upr + N, 0 + @vx) dt.

Por tanto, Vt£ serfa una supermartingala siempre que V (¢, x, r) € [0, T) x Rt x R
4
ocurra

1
Vp — 502952'0” + 77021},, +cv, >0, VeeR.

Lo cual se cumple si

, L 55 2 _
égﬂg <vt — 50 T U + e vT—i—cvm) =0.

En consecuencia, v deberia ser solucion de la ecuacion diferencial parcial (EDP):

T . 2
v = 20 TV — (1:161]1% (nc vy + cvz) ) (2.9)

4Utilizaremos las notaciones R* := (0, 0o) y R{ = [0, 00).
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Capitulo 2 [liquidez de los mercados financieros

Esta ecuacién, sin embargo, no toma en cuenta la restriccion de «combustible» de las
estrategias. La condicion entra al problema a través de la condicion inicial satisfecha
por la funcién de valor:

T—0+ —0o0 €.0.C.

lim v (T, zg, ro) = {u (ro) st 2o =0 (2.10)

La intuiciéon de esta condicién inicial es: cuando se ha terminado el plazo para
liquidar (7" = 0) una posicién no nula (zo # 0), entonces no se ha cumplido el
objetivo, y en este caso se ha de recibir una penalizacion.

Schied, Schoneborn y Tehranchi [SST10] demostraron que para agentes con coefi-
ciente de aversion al riesgo absoluta constante (CARA), u (r) = —e™ %", se tiene:

La funciéon de valor es
v (T, xg, T9) = — €xp (—aro + z3nak - coth (HT)) )
y el tnico control maximizador £* esta dado por la funcién determinista

cosh (k (T — 1)) _ Jao?
sinb (/1) donde K = o (2.11)

& = xR

Notemos que la estrategia éptima adaptativa X¢ coincide con la estrategia éptima
de media-varianza (2.8). Esto se vuelve claro tan pronto que uno sabe que la estra-
tegia Optima es determinista, porque para una estrategia determinista las ganancias
tienen distribucién gaussiana y en consecuencia la utilidad esperada exponencial se
convierte en la exponencial del funcional de media-varianza (2.7).

Para funciones de utilidad més generales, la existencia de soluciones cléasicas al pro-
blema singular (2.9)-(2.10) sigue abierto. Pero el problema puede ser simplificado si
se considera un horizonte infinito; i.e. T" = oo.

2.4. Dos problemas en horizonte infinito

En esta seccion definiremos dos problemas que surgen en nuestro modelo de mercado
iliquido cuando se permite un horizonte infinito y las preferencias del agente quedan
descritas por una funcién de utilidad céncava wu.

Consideremos entonces al conjunto X' de procesos {& },-, progresivamente medibles

tales que fg &2ds < oo para todo t > 0y que Xf (w) esta acotado uniformemente en
t y w con cotas que podrian depender de &.
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2.4 Dos problemas en horizonte infinito

2.4.1. Liquidacién 6ptima

Como es usual, supondremos un agente que necesita liquidar una posiciéon de tamano
o > 0 del activo riesgoso. Al inicio de la liquidacién, éste cuenta con R unidades
de dinero en efectivo. Cuando el agente sigue una estrategia £ € X, su posicién en
efectivo al tiempo ¢ > 0 estara dada por

R:(€) =Ro +/0 £s9,ds

t t
=Ry + 2050 — %x% — 77/ §§ds + 0/ XﬁdWs
0 0

[
2
— X5, — % ((Xf) . 2x0X§> — o XEW,.

2

Contrariamente al horizonte finito, véase (2.5), existe un término extra asociado
al horizonte infinito, W;. Como el agente pretende vender su posicién en el activo,
esperariamos que las ganancias generadas de esto converjan P-c.s. a algun limite
(posiblemente infinito) cuando ¢ — oco. La convergencia de ®;, via el teorema de
convergencia de Doob, se sigue si

E (/Ooo (X§)2d5> < o0, (2.12)

mientras que la convergencia de W, via la ley de logaritmo iterado, queda garanti-

zada si )
Jim (XF) tlog(log(t)) =0, P —cs. (2.13)

Notemos que las condiciones (2.12)-(2.13) implican que ¥, y X§ convergen a cero;
pero no excluyen la posibilidad de compras intermedias (£ negativo) o ventas en
corto (Xf negativo). Una estrategia serd admisible para el problema de liqui-
dacién 6ptima en horizonte infinito si satisfacen las dos condiciones anteriores;
denotaremos al conjunto de tales estrategias por A} C X. Asi, para cada £ € A,
tenemos

IS P
R = Jim R (€

= RQ + $oso — %ﬁg —’I]/ Sgds + U/ deWs
0 0

70

Asumiremos que el agente quiere maximizar la utilidad esperada de su posicién en
efectivo después de la liquidacién:

v1 (g, 19) == sup E (u (Rf;o)) . (2.14)

£ex
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Capitulo 2 [liquidez de los mercados financieros

2.4.2. Maximizacion del valor asintético del portafolio

Consideremos ahora un agente que al tiempo ¢ posee un portafolio con o unidades de
activo riesgoso y [ unidades de dinero en efectivo. Si el mercado fuera completamente
liquido, el valor de este portafolio serfa simplemente aS; + 8 = &S, + . Pero
si el mercado es iliquido, no existe un valor candénico del portafolio. El efecto del
impacto temporal depende de la estrategia de liquidacién; puede ser muy pequeiio
para agentes con poca aversion al riesgo que liquidan su posicion a una tasa muy
lenta. El impacto permanente por otro lado no puede ser evitado, y su efecto en el
proceso de liquidacion es independiente de la estrategia. Por esta razén, Schied y
Schéneborn [SS09] proponen como valor de portafolio:

« (St - gO&) +6,

donde R )
S =S¢+ v (Xy — Xo)

es el precio de mercado del activo riesgoso al tiempo ¢ que refleja el impacto perma-
nente pero no el temporal.® Podemos pensar al valor del portafolio como el valor de
liquidacién esperado cuando la posicion a es vendida infinitamente lento.

Cuando el agente sigue una estrategia de mercado &, el valor de su portafolio en el
sentido de arriba evoluciona a través del tiempo como

R; = X; (gt - gth) + R+ (€)

t t
=70 — 77/ £2ds + a/ Xéaw,.
0 0

Asumiremos que el agente opera en el activo riesgoso con el fin de maximizar asin-
toticamente la utilidad esperada del valor de su portafolio:

vy (9, 79) = sup lim E (u (Rf)) : (2.15)

{EX t—00

La existencia del limite (posiblemente infinito) en (2.15) sera establecida méas ade-
lante en el Lema 3.2. Notemos que los supuestos de las estrategias admisibles para
la maximizacion del valor asintotico del portafolio son mas débiles que para la liqui-
dacién 6ptima (el supremo en (2.15) se toma sobre el conjunto més grande X O X}).
En particular, no se necesita que Rf 0 Xf converjan.

5En la practica, S; puede ser observado siempre y cuando el agente que opera en grandes canti-
dades no transaccione.
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2.4 Dos problemas en horizonte infinito

2.4.3. Solucion de los problemas

En ambos casos (2.14) y (2.15), la correspondiente funcién de valor deberia ser
homogénea en el tiempo y se esperaria que resolviera la EDP

T , 2
0= 50 TV — irelé (770 Uy + cvx) , (2.16)

con condicién inicial

v(0,7)=u(r). (2.17)
En efecto, esto de hecho ocurre:

Teorema 2.1 (Solucién a los problemas en horizonte infinito).
Supéngase que u € CY, con coeficiente de aversion al riesgo A (r) = —u, (r) Ju, (r)
acotado:

0< inf A(R) = Apin <sup A(R) =t Apae < 00.

ReR RER

Las funciones de valor v; para liquidaciéon éptima y v, para maximizacion del va-
lor asintotico del portafolio son iguales y son soluciones clésicas de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)

1
inf (——U%%W + nczvr + cvx> =0
ceR 2

con condicién inicial
v(0,7)=u(r) VreR

El tnico control 6ptimo (c.s.) & es Markoviano y estd dado en forma retroalimen-

tativa por
== (x§", R").

& =c(Xi ) = -5

Para las funciones de valor se tiene convergencia:
v (@, ro) = Jim B (u (5F)) = B (u (X))

El Teorema 2.1 proprociona la soluciéon a los problemas de liquidacion e inversion
Optimas. Afirma que ambos problemas en esencia son lo mismo y que se puede hablar
de una unica estrategia optima.

De aqui en adelante, usarémos el término «control éptimo» para referirnos a la
estrategia 6ptima £* o la funcidén 6ptima retroalimentativa ¢ del Teorema 2.1, de-
pendiendo de las circunstancias.
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Notemos que la ecuacion de HJB del Teorema 2.1 es no-lineal en todas las derivadas
parciales de v. Esto se puede observar mejor en la correspondiente forma reducida:
Sustituyendo el minimizador

1
arg min —7023521)” + 77021),, + CU,
ceR 2
en la ecuacion de HJB mencionada se obtiene

2 2.2
v, = —2N0° T U Vpp.

Dicha situacién vuelve muy complejo el problema. Como veremos en el siguiente
Capitulo, la existencia de una solucion a la ecuacion de HJB del Teorema 2.1 sera
derivada a partir de la existencia de una solucién suave a cierta EDP parabdlica
no-lineal satisfecha por el control 6ptimo transformado

ey, r) = c (V5. 1) Vi

Teorema 2.2. El control 6ptimo transformado ¢ (y, r) = ¢ <\/§, r) /\/y es una
solucion clésica de la EDP parabdlica no-lineal

_ ot 3
Cy = 4—ECTT — 57’]C * Cp,
con condicién inicial
2A
50, r) = | 2240,
2n

Las cotas de la aversion al riesgo dan cotas para la solucion via:

7 f ~( ) 7 f ~ (O ) ~ O-QAmzn
in ¢y, r) =1nf (0, 1) = Cpin = 1/
(y,r)E]RarX]R o reR e 277
[o2A
sup  ¢(y, ) =supc (0, r) = Cpax = a e
(v, 1) ER xR rek 2n

De los Teoremas 2.1 y 2.2 rdapidamente se deduce la forma y el comportamiento que
adopta la estrategia 6ptima.
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2.4 Dos problemas en horizonte infinito

Aunque a priori no se excluyeron 6rdenes de compra o ventas en corto intermedias,
el Teorema y Corolario anteriores demuestran que éstas nunca son 6ptimas. Para
agentes con aversion al riesgo constante A = A,,;,, = Aae, €l Corolario 2.1 conduce
a la siguiente féormula explicita para la estrategia 6ptima; la cual es el limite de
estrategias 6ptimas para horizontes de tiempo finitos, véase ec. (2.11).







3. Liquidacidn e inversiéon éptimas I:
Solucion

El contenido de este capitulo estard dedicado a la demostracion del Teorema 2.1. El
primer reto serd demostrar que la ecuaciéon de HJB:

, 1 5, 2 _
(12161]1% (—20 TV + netu,. + cvx> =0, (3.1)
con condicién inicial

v(0,r)=u(r) VrekR, (3.2)

admite una solucién en el sentido clasico. Como ya vimos, la dificultad radica en el
hecho de que esta ecuacion es completamente no-lineal:

v = —2nctzu,,. (3.3)

T

Nos enfrentamos a resolver una ecuaciéon para la cual no hay teoria alguna desarro-
llada. Habra entonces que encontrar una manera de «darle la vuelta al problemay.

El enfoque estandar que se utiliza en los problemas de control éptimo es primero
resolver la ecuacién de HJB asociada y después identificar el control 6ptimo como
el correspondiente maximizador o minimizador. En su lugar, la estrategia propuesta
por Schied y Schoneborn [SS09] es revertir estos pasos. Primero, asumiremos por
un momento que la funcién de valor v es conocida, esto permitird caracterizar al
minimizador ¢ via una EDP parabdlica (independiente de v) satisfecha por cierta
transformacion ¢. Después, mostraremos que la solucion de una ecuacion de trans-
porte de primer orden con coeficiente ¢ conduce a una solucién suave de la ecuacion
de HJB (3.1). Finalmente un teorema de verificacién identificard a dicha solucion
como la funciéon de valor deseada.

3.1. Existencia y caracterizacion de una solucién
suave de la ecuacion HJB

Consideremos el control transformado

ey, r) = c(Vi.7) Vi, (y.7) ERS xR
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Capitulo 3 Liquidacién e inversién éptimas I: Solucion

Esta transformacion nos permite caracterizar el control 6ptimo via una EDP para-
bélica no-lineal.

Proposicién 3.1. Si v es una solucién a la ecuacién de HJB (3.1) entonces ¢ satisface

la EDP: ) ;
o
6y = LG — SE - G 4
Gy 4507«7« 2770 Gy (3.4)

Demostracion. Sea v una solucién clésica a la ecuacién de HJB y hagamos © (y, r) =
v <\/§, r) . De esta forma,

o w(VE)
Uy (y7 T) - W:
U (y, ) =v- (VY, 1)

y en consecuencia

_ 0
¢= —né’; (3.5)
La ecuacion (3.3) se transforma en
B = 100 (3.6)
por lo que )
~ 0~ Upp
= “on s, (3.7)

Derivamos (3.5) con respecto a r :
ﬁyﬁrr - 63/7"777‘

& =
72
no;

Nuevamente derivamos con respecto a r para obtener:
~2 ~ o~ ~ ~ ~ o~ ~ o~ ~ ~
U7 (VyOrpr — VypyOy) — 20,y (Vy Oy — Uy Oy
~4
nu,
~2

,67"7“63/7‘ - 6y7"7‘1~)r + ﬁr?‘f}yrﬁr - @yvrr

Crp =

S~ ~ ~2
UpUyUppr — UyUsy

753 752 753
no; no; no;

LT DTy 1D (i e 0 (1)
- o, Or \ 9, n oy \ U, no, Or \v,/
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3.1 Existencia y caracterizaciéon de una solucion suave de la ecuacion HJB

De las ecuaciones (3.5) y (3.7) concluimos

Crp = —éﬁ <—27752) _ 1o (—27752) _2p 0 (—né)

or \ o2 noy \ o? o2 Or
SUFCTI SR O
= ;c Cr + U2ccy + —CCr
6 5. 4
= ;c Cp + —5CCy.

Ahora bien, intuitivamente ¢ deberia ser decreciente en y: 0, < 0. Asi

i L
Uy = — —5770 UrUpr,

debido a la ecuacién (3.6). Lo que implica

1 2~ ~ =
G— \/ _§n0 Uy Upp . 0'2’07«7«
N0y V' 279,

Por lo tanto, la ecuacion (3.2) conduce a

Esta condicion determina completamente el problema de valor incial que sera clave
en la caracterizacion de la solucién de la ecuacion de HJB (3.1).

En lo que sigue supondremos que la funcién de utilidad v es suficientemente suave
(C%) y que su funcién de aversion al riesgo estd acotada Apin < A (r) < Apae por
dos constantes 0 < A, < Ajee < 00.

Observemos que como consecuencia del acotamiento de A (r), se tiene para todo
relR:

[1 - e_Am“”] <wu(r) <u(0)+ lj‘;nii) [1 - e_A””'”T} . (3.8)

De aqui se deduce que lim, o, u(r) < oo. Entonces sin pérdida de generalidad
supondremos que
lim u (r) = 0. (3.9)

r—00
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Capitulo 3 Liquidacién e inversion 6ptimas I: Solucion

<z . . c s~ e . . i+j . .
La notacién C** significa que la funcién ¢ tiene derivadas continuas a(Zi 57C (Y, ) si

2i + j < 4. En particular, ¢y, y ¢, existen y son continuas.

El resultado se sigue del siguiente teorema auxiliar de la Teoria de Ecuaciones Dife-
renciales Parciales Parabdlicas. No se establece la unicidad de ¢ directamente en el
teorema anterior; sin embargo, se concluye a partir de la Proposicién 3.5.




3.1 Existencia y caracterizaciéon de una solucion suave de la ecuacion HJB

» Existen constantes d; y do > 0 tales que para cada x y ¢,
0 2
b(ﬂf, i, q, O) - a_a’ (xa t, q, 0) q= —516] - 52-
5

= Para todo M > 0, existen constantes Ay, > d,; > 0 tales que para todos z, t,
q y p que estan acotados en médulo por M se tiene:

0
6M S 6_pa'(x7 t? q, p) S AM

oa oa 9
(1 |G} 1 b+ 5]+ < w1

Demostracion. El teorema es una consecuencia directa del Teorema 8.1, Cap. V
(pag. 495) de Ladyzhenskaya, Solonnikov y Ural’ceva [L.SU88]. En seguida esboza-
remos unicamente el iltimo paso de la demostracion, ya que lo usaremos para la
prueba de resultados posteriores.

Las condiciones del teorema garantizan la existencia de soluciones fy de (3.12) en
la banda R x [N, N| con condiciones de frontera

fn (0, x) =g (x), Vaze[-N,N]

fn(t, £N) =y (£N), VteR].

Estas soluciones convergen suavemente conforme N tiende a infinito; i.e., limy_,o fv =

- O

Demostracion de la Proposicion 3.2. Queremos aplicar el Teorema 3.1, para esto
hagamos

(I(ZL‘, ta q, p) = hl (Q)p

3
b(z,t, q,p) =hi(q)p”+ 32 (4) p,

olw) = || 7Al)

con hy (q) = Z—; y ha (¢) = ¢. La ecuacion (3.12) se convierte en (3.4) renombrando las
coordenadas t por y y x por r. Todas las condiciones del Teorema 3.1 se satisfacen,
excepto por la tltima condicién de acotamiento. Con el fin de satisfacerla, tomamos
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Capitulo 3 Liquidacién e inversién éptimas I: Solucion

hy y hy dos funciones suaves no negativas y acotadas tales que hy (¢) = Z—: y ha(q) =q
para Cpin < ¢ < Cnaz- Ahora todas las condiciones del Teorema 3.1 se satisfacen y
entonces existe una solucién suave a

ft — —gﬁh2 (f) f:}c + hl (f) fxm

Mostraremos ahora que dicha soluciéon f también satisface

3 o?

mediante el principio del maximo para mostrar que ¢ < f < Cpaz- SUPONZAMOS
primero que existe un punto (tg, zo) tal que f(tg, o) > Cmaez- Entonces existen
N >0y 8 >0 tales que fy (to, 1) = e P fy (to, T0) > Gmaz con fy la solucién
construida en la prueba del Teorema 3.1. Entonces max »)eo, to]x[~N, N] fN (t, =) se
alcanza en un punto interior (t1, z1); ie., 0 <t; <ty y —N < x; < N. Por lo que,
de acuerdo a las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker y las condiciones de segundo

orden, tenemos

fN,t (t1, 1) >0,
fN,m (t1, 1) =0,
fN,m (t1, z1) < 0.

Por otra parte se tiene
Fue=efn— Be P fy

= —geﬁtﬁhz (fn) e + e (fn) Fvee — Be P fn

= —;)ﬁhQ (fN) fN,x + hl (fN) fN,xz - ﬁfN:

y por lo tanto
1, 71) <0.

Fu(t
> fn (to, ©g) > Cmar > 0. Concluyendo asi que

Esto contradice el hecho fN (t1, 1)
f S Emax'

Con un argumento similar, podemos demostrar que si existe un punto (tg, x¢) con
f (to, o) < Cmin, entonces el minimo interior (¢, x1) de una funcién elegida adecua-
damente fN = N — Cmas satisface fN (t1, x1) > 0, lo cual es contradictorio y por lo
tanto f > Cin- O
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3.1 Existencia y caracterizaciéon de una solucion suave de la ecuacion HJB

Proposicién 3.3. Existe una solucién C** @ : Ry x R — R de la ecuacién de
transporte
By + 1éd, =0 (3.13)

con condicién inicial
w (0, r) =u(r).

La solucién satisface
u (1T = Nemazy) < W (y, ) <0,

y resulta estrictamente creciente en r y estrictamente decreciente en y.

Demostracion. La demostracion se hara utilizando el método de curvas caracteristi-
cas. Para cada s € R, las curvas caracteristicas de la ecuacion de transporte quedan
determinadas por la ecuacion diferencial ordinaria (EDO):

dr

a =ne(y, r)

con condicién incial r (0) = s. Como ¢ es suave y acotada entonces, por el teorema
de existencia y unicidad de EDOs, existe una tunica solucién al problema anterior;
la cual denotaremos por P (y, s). Esta familia de soluciones nunca se cruza:

P(y, s1) < P(y, s2), Vs < sa. (3.14)

Aun mas, de la positividad de ¢ se obtiene:

Py, 8) < Py, 8), Yy <o (3.15)

Ademés, para cada y, P (y, -) es un difeomorfismo de R en R que tiene la misma
suavidad de ¢; i.e. C**.

Con lo anterior en mente, definimos

w(y,r)=u(s) si r=P(y,s), pa seER.

De esta manera o es una funcién C** que satisface la condicién inicial. Notese que,
por definicion,

|
g
<
—~
=
S
—~
=
V2)
~—
~—
_I_
S
3
=
s
—~
=
V2)
~—
~—
3
M =
—~
=
s
—~
=
Va)
~—
~—
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Capitulo 3 Liquidacién e inversién éptimas I: Solucion

Por lo tanto w satisface (3.13).

Ahora, como ¢ < &4, tenemos Py < 1népq, y por consiguiente P (y, $) < S+10Cmazy;
concluyendo asi @ (y, 1) > u (1 — NCnazy)-

La monotonia de @ (y, -) y @ (-, r) se obtiene de las propiedades (3.14)-(3.15). [

Proposicion 3.4. La funcién w (z, r) = @ (2%, ) resuelve la ecuacién de HIB
(3.1). El minimo es tnico y se alcanza en

c(z,r)=c¢ (xQ, 7’) 7 (3.16)

Demostracion. Supongamos por el momento que

2~
~2 _ 0" Wy

_ . 3.17
20 (3.17)

Entonces con y = 22, tenemos
)
2 ~
~ ~ o w?“?“
0 = —nz’w, - <02 + = )

- w; N oWy,
= —nNT Wy - ~ =
K Py 20w,

1 w?
= ——o*r?w,, — —=
2 Anw,

1
= min (—202952er + nc2wT + cw$> )

Donde el tinico minimo se alcanza en ﬁ
™

Mostremos ahora que (3.17) se satisface para todo (y, r) € R{ x R. Primero, ob-
servemos que dicha ecuacion es valida para y = 0. Para y general consideremos las
ecuaciones

0 o?
~2 D~ ~
—c¢" = —=3nc°c, + —Cpp,
dy 2
2.~ ~ ~ 2
0 oWy, o 0 Wyy 9. Wpp 0%

+o0°¢C

"oy 2na, C Coroa, "ow, T 2 O
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3.1 Existencia y caracterizaciéon de una solucion suave de la ecuacion HJB

La primer ecuacién se sigue directamente de (3.10) y la segunda se verifica facilmente
derivando dos veces con respecto a r la ecuaciéon (3.13) y sustituyendo. Entonces,

0 oWy, o? 0 Wy, Wy 02
— &+ = =3 + —Cpp — O — 07— Gy
Jy 2 2

20w,
_0 [ N Wy (24 oW,y
= —nNc—|\c¢C —ne- | C ~
or 2m, g 21,
Por lo que la funcién f := ¢ + % satisface la EDP lineal

fy = —ncfr —nerf (3.18)

con condicién inicial f (0, ) = 0. Una solucién obvia a esta EDP es f = 0; demos-
traremos que es la tinica solucion.

Consideremos de nuevo las curvas carateristicas de la ecuacion de transporte (3.13);
i.e. P(y, s). Sabemos que existe una funcién C** Q (y, r) tal que

Qy, P(y,s)) =s VseR,
Ply,Q(y,r)=r VYreR.

Introducimos un nuevo sistema de coordenadas

t=y, s=Q(y,r).

Usando la regla de la cadena, obtenemos

fy:ft'ty+fs'5y:ft+fsz7
fT:ft'tr+fs'3r:fs'Qr-

Por otra parte,
0= (%Q (y, Py, ) = Qy(y, Py, 5)) + @ (y, Py, s))nc(y, Py, s)).

Combinando las tres ecuaciones anteriores:

fy_’_néfr = ft+fsz +775fs 'Qr = ft~

De esta manera, la ecuacién original (3.18) se reduce a

fi(t, s) =—né, (t, s) f(t, s),

con condicién inicial f (0, s) = 0. Esta ecuacién tiene como tnica solucién f (¢, s) =
0. [
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Capitulo 3 Liquidacién e inversién éptimas I: Solucion

El siguiente Lema auxiliar sera de gran utilidad en lo que sigue.

Lema 3.1 (Auxiliar). Existen constantes a; > 0y «, as, as, aq > 0 tales que

u(r) >w(z, r) > u(r)exp (ax2) (3.19)
0 <w,(x,r) <a+ ayexp (—agr + a4x2) (3.20)

para todo (z, r) € Rf x R.

Demostracion. El lado izquierdo de la primer desigualdad se sigue de la condicion de
frontera para w y la monotonia de w con respecto a x establecida en la Proposicion
3.3. Como la aversion al riesgo de u estd acotada por arriba por A,,,., tenemos

w(r—h) >u(r)etme  h>0. (3.21)

Asi por la proposicion 3.3
Amaznémazxz

w(z, r)>u (r = n&maxacQ) >u(r)e ,

lo que establece el lado derecho de la primer desigualdad con oo = A,,4:MCmaz-

Para la segunda desigualdad, mostraremos la desigualdad equivalente

0 <, (y, ) <ay+ayexp(—asr + asy) .

El lado izquierdo se sigue debido a que w es creciente en r. Para el lado derecho,
notemos que W tiene «aversion al riesgo acotada» por (3.17) y la cota de ¢ establecida
en la Proposicion 3.2:

~ ~2
e e §

W, o2
Entonces, resolviendo con limites r < r,,

~ ~ Wy (y7 T) fﬁ(rufr)
B (0 )+ 0D (1 o)

Como
i1 (3. 7) = Jim () =0
tenemos 5 (4, 1)
~ wr Y, T
0>w(y, r)+ ~—,
> w(y, r) yi

y asi ) 3

Wy <y7 T) < —w (ya 7’) A< —u (T - némaxy) A.
De la desigualdad (3.8) obtenemos la cota deseada para 0. ]
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3.2 Argumento de verificacion

3.2. Argumento de verificacion

Es momento de conectar los resultados de la sec. 3.1 con el problemas de inversion
y liquidacién 6ptima introducidos en la sec. 2.4. Para cualquier estrategia £ € X'y

k € N definamos .
T,f:inf{tZO: / 5§dszk;}.
0

Mostraremos primero que u (Rf) y w (Xf , Rf) satisfacen desigualdades de super-

martingalas locales. Después de eso, mostraremos que w (g, 79) > limy_,oo E (u (Rf))
con igualdad para & = &*.

Lema 3.2. Para cualquier estrategia admisible & € A, la utilidad esperada
E (u (Rf)) es decreciente en t. Aiin mas, se tiene E (u (Rf/\r,f)> > F (u (Rf))

Demostracion. Como el proceso Rf —1p es la diferencia de la martingala o fg X&dw,
y del proceso creciente 7 fot £2ds, entonces se satisface la desigualdad E (Rf |fs> <

RS para s < t (aunque podria no ser supermartingala debido a la falta de inte-

grabilidad). Por lo que E (u (Rf)) es decreciente de acuerdo a la desigualdad de
Jensen.

Para la segunda afirmacién, escribamos 7, := 75 y para cada n > k consideremos

tATE tATh
Zn =10 — 7]/ Eds+o XSdw,. (3.22)
0

0

Por el teorema de paro opcional se obtiene

E (u(Zn)) < E (u(Zy)).

Ahora, sabemos que el proceso Y; := f(f X&dW, es un martingala continua que co-
mienza en cero; por lo que puede ser representado como un movimiento browniano
con cambio de tiempo (posiblemente bajo un alargamiento del espacio de probabili-
dad, véase [SK91] Cap. 3, Secc. 4). Es decir, existe un movimiento browniano B tal
que

Y, = By,v),-

De esta forma es posible acotar por abajo la integral estocastica de la ecuacion
(3.22):

tATh
£ > | >
/0 X;dWs > OIS%fgt By,yy > inf B,

4 0<g<M?2t
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donde M es una cota para ’X 5’.

Finalmente, como u esta acotada por abajo por una funcién exponencial y la integral
de £? est4 acotada por k, el teorema de convergencia dominada conduce a

lm E (u(Z,)) =FE (u (7’0 - n/OtATk £2ds + U/Ot ngWs>> >F (u (Rf)) .

Lema 3.3. Para cualquier estrategia admisible £ € X', w (Xf, Rf) es una superma-

tingala local con sucesion localizante {T,f} .
keN

Demostracion. Para T >t > 0, la férmula de It6 conduce a

w(X§, By) —w(Xf, RY) = /T ow, (X§, RS) X5dW,

t

T 1 2
- / [‘ (0X8) wpr +n€2u, + sswx} (X, RS) ds.
t

2
(3.23)
Por la Proposicion 3.4 la ultima integral es no negativa y obtenemos
T
w(Xf, Rf) > w (X5, RY) - / ow, (X§, RS) XEdW.. (3.24)
t

Ahora, demostraremos que la integral estocéstica en (3.24) es una martingala local
con sucesion localizante {73} = {T,f} Para esto, notese que el acotamiento uniforme

de X¢, la desigualdad de Jensen y la definicién de los tiempos 7’s implican, para
s <tAT

—o X Wy < oM sup |W,|,
q<t
—/ oW,€,dg < 0\/H8up W,
0 q<t

/ néldg < nk,
0

donde M es una cota para ‘X £ ‘ Esto demuestra la existencia de una constante
positiva C' tal que

RE>rg—C (1 + sup \Wq\> : (3.25)

q<t
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Usando el Lema 3.1, observamos que para s < t A 7y

0 <w, (Xﬁ, RE) < ay + azexp lag (C’ (1 + sup |Wq|) — 7"0) + a4M21 :
q<t

Como sup,<, |W,| tiene momentos exponenciales de todos los 6rdenes, concluimos
que la integral estocdstica en (3.24) es una martingala local.

Tomando esperanzas condicionales en (3.24), obtenemos la desigualdad de superma-
tingala deseada:

w (Xinn Ring) = E (w(Xf,, Rins,) 1F) - (3.26)

Para la integrabilidad de w (XfATk, Rka), observemos que de (3.19), (3.21) y (3.25)
para s <t A 7 se cumple

0< —w (XE, RE) < —u (rg) exp (C’ (1 + sup |Wq|) Apaz + aM2> :
q<t

Por lo tanto, E (‘w (Xf/\m, RfATk)

><oo. ]

Lema 3.4. Sea £* definida por

= c(Xt*, Rf*> .

Entonces £* es admisible para los problemas de liquidacién 6ptima y maximiza-
cién del valor asintotico del portafolio (£* € Xy C X) y satisface [;° (& ) dt < oco.

Ademas, w (Xf*, Rf) es una martingala y

w (xg, r9) = tlg})loE (u (Rf)) < vy (g, T0) - (3.27)

Demostracion. Escribamos X = Xy Ry = RS". Por (3.11) y (3.16),

XO exp (_5maxt) S Xt* S XO exXp (_émznt) ;

lo que demuestra £* € &X}. Ademas,

£ < Cmax - Xo exXp (—Cmint) -
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Por lo tanto,

/Oo (&) dt < oo. (3.28)

Después, con la eleccion £ = £* la integral de Riemann en (3.23) se anula y se obtiene
igualdad en (3.26). Sea N el nimero natural més pequeno que supera la integral en

®

(3.28). De esta forma, 75 = 0o y en consecuencia w (X:, Rf) es una martingala.
Por otra parte, de (3.19) obtenemos

w(Ry) > w(X;, RY) > u(Ry)exp (a(X;)?)

Tomando esperanzas, limites y usando las cotas para X, concluimos (3.27). [

Proposicién 3.5. Considérese el caso de maximizacion del valor asintético del por-
tafolio. Entonces vy = w y la tnica estrategia 6ptima (c.s.) estd dada por &*.

Demostracion. Gracias al Lema 3.4 basta demostrar v, < w. Sea & cualquier estra-
tegia admisible tal que

Yim B (u (B7)) > —oe.
De los Lemas 3.1 y 3.3 tenemos para todo k, t y {7} = {T,f}

w (20, 70) > B [w (Xfrry, Rirn)] > E [u (RSnr,) exp (a (foTk)Q)]

Siguiendo la misma linea de razonamiento como en la demostracion del Lema 3.2,
se demuestra que

lim inf E [u (Rirs,) exp (a (XfATk)Q)] > lim inf E [“ (RE) exp (a (XEW)Q)}
= B[u (R exp (o (x9)")].

Asi,

w (o, r0) = B [u (RS)] + B u (5) (exp (0 (xF)") = 1))

Supongamos por un momento que la segunda esperanza del lado derecho toma va-
lores arbitrariamente cercanos a cero conforme t crece. Entonces

oo, ) > fin B o (1))
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Tomando el supremo sobre todas las estrategias £ se obtiene vy < w. La optimalidad
de £ se sigue de la ecuacién (3.27) y su unicidad del hecho que ¢ es la tinica solucién
a la ecuacion de HJB (3.1).

2
Mostraremos ahora que E {u (Rf) <exp (a (Xf) ) - 1)] toma valores arbitraria-

mente cercanos a cero. Por el Lema 3.2 y la formula de 1t6, tenemos para todo k, t

v {m} = {7}
<t Bu(R9)] < B ()] < B (75..)]
=u(ro)+ E [ /O o ou, (RY) XﬁdWS]
. l /OW [négur _ ; ( XE)QUTT} (RS) ds]
)~ B[ [ i - 5 (0x9)"un] (R) 2

Esto implica, tendiendo k y t a infinito,

/ooo E {(XSE)Z“”“ (REH ds > —00.

2
En consecuencia FE {(X §) Uy (RE)] toma valores arbitrariemente cercanos a cero.

Ahora, observemos que

~—
S

uy (r - ()
< < - R
llmin = (T) o llma:r ’ v © ’

debido a la aversion al riesgo acotada de u. Lo que demuestra

asuq (1) < u(r) <0,

con as > 0. Por otra parte, la convexidad de la funcién exponencial y el acotamiento
uniforme de X¢ implican

exp (a (X§>2> — 1 < asa (th)27
con ag > 0. Por lo tanto,

E {aag)aﬁuw () (XE)Q} <E [u (RS) <exp (a (XE)Q) _ 1)] <0

Concluyendo asi el resultado. O]
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Proposicién 3.6. Considérese el problema de liquidacién 6ptima. Entonces v; = w
y la tnica estrategia éptima (c.s.) estd dada por £*.

Demostracién. Para cualquier estrategia & € X, la martingala [ X$dW; es unifor-
memente integrable debido a la condicién (2.12). Lo que implica,

0o t
E<T0+U/ deWS—n/ §§ds|]:t> = RS, Vt>0;
0 0

y por la tanto
E (u (Rﬁo)) <E (u (Rf)) . Vt>0.

De aqui, la Proposiciéon 3.5 conduce

E (u (Ri))) = }LIEOE (u (Rf)) < vy (xg, T9) = w (20, 7o) - (3.29)

Tomando el supremo sobre todas las estrategias admisibles obtenemos v; < w.
Combinando (3.27) y (3.29) concluimos v; = w y la optimalidad de &*. O
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4. Liquidacion e inversion optimas lI:
Caracterizacion

Después del esfuerzo realizado en el Capitulo 3 para demostrar que no sélo tiene
sentido hablar de estrategias «6ptimasy de liquidacién e inversion, sino que ademas
coinciden y se reducen a una unica estrategia éptima, es momento de estudiar el
comportamiento de dicha estrategia.

Este capitulo consiste de dos partes. En la primer parte, enunciamos un conjunto
de propiedades cualitativas que caracterizan a la estrategia éptima y la funcion de
valor. En la segunda, presentamos la justificaciéon matematica de tales propiedades.

La implementacién numérica del modelo, utilizada para realizar las figuras y si-
mulaciones de este capitulo, se realiz6 en MATLAB y los c6digos asociados pueden
consultarse en el Apéndice B.

4.1. Propiedades cualitativas de la estrategia 6ptima
adaptativa

Para comenzar la discusion recordemos, del Corolario 2.1, que la estrategia 6ptima
X} = Xf tiene un comportamiento exponencialmente decreciente:

t
X7 = Xgexp (—/ ¢((x)?, R) ds).
0

El comportamiento de la estrategia éptima queda determinado por las propiedades
de la funcién ¢ (a través de ¢). Vale la pena entonces estudiar con detalle a la

funcién retroalimentativa c. Comenzaremos analizando su dependencia con respecto
al parametro de aversion al riesgo.

Teorema 4.1. Supongamos que uy y u; son dos funciones de utilidad tales que uy
tiene mayor aversion al riesgo que wy, i.e. Ay (r) > Ay (r) para toda r. Entonces un
agente con funciéon de utilidad wu, liquida el mismo portafolio Xy = z¢ mas rapido
que un agente con funcién de utilidad ug. Mas precisamente, las correspondientes
estrategias éptimas satisfacen

ca>c y & >& P—cs.
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Figura 4.1.: Simulacién de estrategias 6ptimas X} asociadas a dos diferentes niveles de
aversién al riesgo. El primer nivel corresponde a Ag (r) = 2 (1.5 + tanh (r — 100))? y el
segundo A; (r) = 10+ 8 (1 + 6_0‘5(T_100))_ . Los pardmetros son n = o =1, Xg = 1,
Ry =99.5y Sp = 100.

El Teorema 4.1 confirma nuestra intuicion; entre mayor es la aversion al riesgo,
mayor es la urgencia de liquidar la posiciéon, por miedo a enfrentar movimientos
adversos en el precio del activo riesgoso.

Ejemplo 4.1. Consideremos un portafolio que contiene una unidad de activo ries-
goso al inicio del periodo, Xy = 1. Sean Ag (r) = 2 (1.5 + tanh (r — 100))* y A, (r) =
10+8 (1 - 6*0'5("*100)) ! dos funciones de aversién al riesgo, y consideremos ademéas
los siguientes parametros:

So | 100
i 1
o 1
Ry | 99.5

De acuerdo con los algoritmos del Apéndice B, se realizo la simulacion del proceso
de liquidacién para ambos niveles de aversion al riesgo y los pardametros anteriores.
La figura Fig. 4.1 muestra las resultantes estrategias 6ptimas correspondientes a una
realizacién del proceso de precios inafectado S;. Observamos que A; > Ao, lo cual
se ve reflajado en las correspondientes velocidades de liquidacion. Aunque ambas
estrategias presentan un decaimento exponencialmente decreciente, es muy notoria
la diferencia que hay entre una estrategia y otra. Por ejemplo, para el tiempo t = 1
con la funcién de aversion al riesgo A; ya se ha liquidado mas del 90 % del portafolio,
mientras que con la funcién Ag se ha liquidado menos del 60 %. De hecho con A; la
posicion queda practicamente liquidada para el tiempo t = 2; situaciéon que con Ag
ocurre hasta después del tiempo ¢t = 4. ¢
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4.1 Propiedades cualitativas de la estrategia 6ptima adaptativa

Dado el control éptimo ¢ (z, r) (o el control 6ptimo transformado ¢ (y, r)), podemos
clasificar la estrategia 6ptima a través de la monotonia en r. Una estrategia con un
control 6ptimo ¢ que es creciente en r (todo lo demds constante), diremos que es
agresiva en el dinero (AIM'); si c es decreciente en 7, serd pasiva en el dinero
(PIM?); y si ¢ es independiente de r, entonces la estrategia serd neutral en el
dinero (NIM?). La interpretaciéon de éstas definiciones descansa en las siguiente
filosofia: Cuando los precios suben, el valor del portafolio R sube. En tal escenario,
algunos inversionistas querran vender més rapido con el propédsito de aprovechar la
situacion y generar ganacias; mientras que cuando los precios bajan, ellos preferiran
vender més lento con el propésito de evitar pérdidas. Estos inversionistas siguen
estrategias que son «agresivas» en el dinero.

La especificacién de valor inicial para ¢ (véase el Teorema 2.2) muestra que existe
una relacion cercana entre el coeficiente de aversiéon al riesgo y la estrategia 6ptima
adaptativa: Si A es una funcién creciente (IARA), entonces la estrategia 6ptima es
agresiva en el dinero por lo menos para valores pequenos de x. El siguiente teorema
establece que dicha monotonia de ¢ se propaga para todos los valores de x, no sélo
para aquellos pequenos.

Teorema 4.2. c(z, r) es creciente (decreciente) en r para todos los valores de z si
y sélo si el coeficiente de aversion al riesgo A (r) es creciente (decreciente) en r. En
particular, A (r) determina las caracteristicas de la estrategia éptima:

Funcion de utilidad Estrategia optima

Aversion al riesgo decreciente (DARA) <= Pasivo en el dinero
Aversion al riesgo constante (CARA) <= Neutral en el dinero
Aversion al riesgo creciente (IARA) <= Agresivo en el dinero

Ejemplo 4.2. Consideremos un portafolio que contiene una unidad de activo ries-
goso al inicio del periodo, Xy = 1, y la funcién de aversién al riesgo creciente
A(r) = 2(1.5 + tanh (r — 100))*, en un mercado financiero determinado por los
siguientes parametros:

So | 100
i 1
o 1

Ry | 99.5

'Del inglés aggressive in-the-money
2Del inglés passive in-the-money
3Del inglés neutral in-the-money
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*
t

Posicion

Tiempo ¢

(b) Estrategias optimas X; asociadas a dos diferentes simulaciones del proceso de

precios inafectado S;. Las lineas punteadas representan las cotas superior e inferior
de Xj.

Figura 4.2.: Ejemplo numérico para una funcién de utilidad con aversién al riesgo
A(r) = 2(1.5 + tanh (r — 100))? . Los pardmetros son n =0 =1, Xg =1, Ry = 99.5 y
So = 100.

La Fig. 4.2 muestra el control 6ptimo y las correspondientes estrategias 6ptimas X;
para dos simulaciones del proceso de precios inafectado S;. En la parte (a), observa-
mos la preservacion de la monotonia tanto en el control éptimo como en el control
6ptimo transformado. Notamos también que el control transformado conserva la for-
ma de la funcién A en cierto grado; ésta se va perdiendo al alejarnos de la frontera
y = 0. La parte (b) muestra que, como se esperaba, la estrategia decrece mas rapido
cuando los precios suben que cuando estan a la baja. ¢
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4.1 Propiedades cualitativas de la estrategia 6ptima adaptativa

Control optimo transformado ¢

1 | 1 1 | | 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Impacto temporal n

0.5 1 1
0

Figura 4.3.: Dependencia del control éptimo transformado ¢ (y, r, n, ) en el pardmetro
de impacto temporal 7. Los pardametros son o = 1, y = 0.5, r = 49.875, y la aversion al
riesgo A (r) = 15+ 12sin (2r — 100) .

Ahora analizaremos la dependencia del control éptimo ¢ respecto a los pardmetros
v, n, x y o. Especificamente hablando sobre los pardmetros de impacto, sorpren-
dentemente tanto la funcién de valor v como el control 6ptimo ¢ ninguno depende
directamente del parametro de impacto permanente ~y. Por otra parte, con respecto
al parametro de impacto temporal n, intuitivamente se esperaria un decremento en la
velocidad de liquidacion conforme 7 aumenta, debido a que trasaccionar rapidamen-
te se vuelve mas costoso. En el Ejemplo 4.3 se muestra que este no es necesariamente
el caso; en este ejemplo, un incremento en el impacto temporal conduce a una ma-
yor velocidad de liquidacion. El siguiente Teorema establece que tal comportamiento
contraintuitivo no ocurre en el caso de aversion al riesgo creciente.

Teorema 4.3. Si la funcién de utilidad u tiene aversién al riesgo creciente (IARA),
entonces el control 6ptimo ¢ es decreciente en el parametro de impacto temporal 7.

Ejemplo 4.3. Sea A (r) = 15 + 12sin (2r — 100) una funcién de aversién al riesgo
oscilante, y ¢ = 1. Con esta especificaciéon de parametros del modelo, se obtuvo
numéricamente el control éptimo transformado ¢ para diferentes valores del para-
metro de impacto temporal: n € (0, 10). Fijando el punto (y, r) = (0.5, 49.875),
la figura Fig.4.3 muestra el comportamiento del control respecto a 7. De la grafica
observamos que un portafolio cuyo valor es R = 49.875, y que cuenta con X = /0.5
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unidades restantes de activo riesgoso, se estaria liquidando mucho mas rapido en un
mercado con parametro de impacto temporal n = 0.63 que en uno con n = 0.36.
Esta misma situaciéon ocurre con los pardmetros de impacto n = 5.31 y n = 4.48.
Lo que demuestra la importancia de la hipétesis de aversion al riesgo creciente en el
Teorema 4.3. ¢

Un incremento en la posicion del activo X tiene dos efectos en la estrategia opti-
ma de liquidacién. Primero, incrementa el riesgo global, conduciendo a un deseo de
incrementar la velocidad de liquidacion. Segundo, cambia la distribuciéon de los in-
gresos totales R.,: Incrementa su dispersion debido al incremento en el riesgo, y los
mueve hacia abajo debido a un incremento en los costos de liquidacién por impacto
temporal. Este cambio en la distribucion puede conducir a un deseo de reducir la
velocidad de liquidacion, con la esperanza de que los precios suban y por tanto R
suba. En la parte (a) de la Fig. 4.2, observamos sorprendentemente que el segundo
efecto puede tener méas peso que el primero; i.e., que la estrategia 6ptima ¢ (x, r) no
necesariamente es creciente en x. Esto es, un incremento en la posicion en el activo
puede conducir a un decremento en la tasa de liquidacion.

Ahora, con respecto al parametro o, es natural pensar que «un inversionista liqui-
dard su posicién méas rapidamente en presencia de mayor volatilidad». Esta es una
conjetura que se verifica cuando el cambio en la volatilidad es lo suficientemente
grande.

Teorema 4.4. Sean o0y, o1 > 0 dos parametros de volatilidad. Si se cumple que
oor/ Amaz/Amin < 01, entonces el agente liquida el portafolio Xy = xy méas rapido
en un mercado con volatilidad o, que en un mercado con volatilidad oy en cualquier
escenario. Es decir,

X7 (w) < X5 (W) Vw,u €.

Como vemos en la Teorema de arriba, se requiere de una condiciéon fuerte sobre
las volatilidades para obtener una conclusion fuerte sobre el comportamiento de las
estrategias optimas. Notese que la conclusion del Teorema 4.4 es de diferente indole
que las conclusiones de los Teoremas 4.1 y 4.3, en el sentido: Primero, la conclusion
del Teorema 4.4 es directamente sobre las estrategias éptimas (X’s) y no sobre las
velocidades de liquidacién (£’s). Segundo, la comparacion de las estrategias éptimas
en el Teorema 4.4 se hace sin importar el escenario que se materialice, mientras que
en los Teoremas 4.1 y 4.3 la comparacién que se hace es w a w.

De esta manera, cuando las volatilidades son diferentes pero cercanas no es posible
hacer conclusiones contundentes sobre la estrategia éptima. De hecho, en el Ejemplo
4.4, se muestra que mas que la volatilidad en si misma, en ese caso resulta més
importante la direccién de los precios.
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Figura 4.4.: Estrategias éptimas X} asociadas a dos simulaciones del proceso de pre-
cios inafectado S; con diferentes niveles de volatilidad. Los pardmetros son oy = 1,
op = 125, n =1, Xo = 1, Ry = 99.5, Sp = 100 y aversion al riesgo A(r) =
2 (1.5 4 tanh (r — 100))%.

Ejemplo 4.4. Sea A (r) = 2(1.5 + tanh (r — 100))” una funcién de aversién al ries-
go,n =100 =1y o, = 1.25. Para cada una de las volatilidades se gener6 una
trayectorfa del porceso de precios inafectado, Sy v S; y se obtuvieron las corres-
pondientes estrategias 6ptimas. En la Fig. 4.4 observamos que la liquidaciéon con oy
se realiza mas rapidamente que con oy. Concluyendo asi que no se debe analizar
el parametro de volatilidad de forma aislada, hay que tomar en cuenta también los
demas factores: la aversion al riesgo, la direccion de los precios, etc. ¢

Concluimos nuestro andlisis con el siguiente teorema que liga la dependencia en o
con la dependencia en n y x.

Teorema 4.5. Sea c(x, r, 1, o) el contro é6ptimo en un mercado con pardmetro de
impacto temporal n y volatilidad o. Entonces

2

(o)) g1 g

C(ZE, r,n, 0'1) = O_—IC (0_—21', r, —oé?’], 0'2) . (41)
1

Por la condicién inicial, sabemos que v (0, 7) = u (r) es una funcién de utilidad. El
siguiente teorema establece que para cada valor de z, la funcién de valor v (z, 7)
puede pensarse como una funcién de utilidad en r.
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°9 \

Figura 4.5.: Funcién de valor v(z,r) para la aversion al riesgo A(r) =
2 (1.5 4 tanh (r — 100))? y pardmetros n = o = 1.

Teorema 4.6. La funcién de valor v (z, r) es estrictamente concava, conjuntamente
en x y r, estrictamente creciente en r y estrictamente decreciente en x. En particular,
para cada x > 0, la funcién de valor v (z, r) es de nuevo una funcién de utilidad
en r. Mas aun, para todo z y r, ¢(x?, r) es proporcional a la raiz cuadrada de la

aversion al riesgo A (z, 1) == —v.. (x, r) /v, (z, r) de v (z, 7); i.e.,
2A (z, 1)
~ 2 _ g )
¢ (:c : 7’) =2y (4.2)

Ejemplo 4.5. Sea A (r) = 2 (1.5 + tanh (r — 100))” una funcién de aversién al ries-
go, yn = o = 1. Con esta especificacion de parametros del modelo, primeramente
se obtuvo las aproximaciones ntmericas de la funciéon de utilidad u y del control
6ptimo ¢, para después aproximar la correspondiente funcién de valor v. La Fig. 4.5
muestra su grafica. Observamos que en la frontera x = 0 se tiene exactamente la
funcion de utilidad u, pero ademas que este efecto se propaga para todos los valores
de z. ¢

Los problemas de liquidacion e inversion éptimas fueron abordados inicamente para
agentes aversos al riesgo. Uno podria preguntarse en que grado la concavidad de la
funcién de utilidad w fue ingrediente esencial en el desarrollo de nuestros analisis.
;Cuales de nuestros resultados podrian extenderse para funciones de utilidad neu-
trales o amantes al riesgo? Supongamos que v esta definida como en (2.14) o (2.15).
Entonces se sigue inmediatamente que r — v (z, r) es estrictamente creciente. Si v
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también satisface la ecuaciéon de HJB (2.16), entonces

2

Uz

———F <0 > 0.
2nolav, — v

Upp =
De esta forma, r +— v (z, 7) es céncava para cada z > 0. Por lo tanto, v no puede ser
solucién del problema de valor incial (2.16)-(2.17) a menos que v (0, ) = u (r) sea
también concava. Esto demuestra que la concavidad de u si esencial para nuestro
enfoque.

4.2. Demostraciones

Demostracion del Teorema 4.1. Demostraremos la desigualdad equivalente ¢; > ¢.
Sea N > 0 y denotemos por f¢ la funcién fy construida en la demostracién de la
Proposicién 3.2 cuando la condicién de frontera esta dada por

o2 A; (r)

iy, r)= o

, paray=0o0 |r| = N.

Basta demostrar que g := f! — f© > 0. Un cdlculo sencillo conduce a que g resuelve
la EDP lineal:

1
9y = 5aGrr + bgr + Vga

2
donde ) 5 - 5
g g
- b _ _Z 1 V — rr Y 0.

La condicién de frontera de g es

2A 2A
g (v, T):\/J 2;<T)—\/U 2;)7(7“) =t h(r), paray=0o0 |r|=N.

Las funciones a, b, V' y h son suaves y (al menos localmente) acotadas en R x
[—N, N], y a>0.

Ahora, tomemos T' > 0, 7 € (=N, N); y sea Z la solucién a la ecuacion diferencial

estocastica
dZt:b<T—t, Zt) dt"’ \/G(T—t, Zt)dVVt, Z():T.

La cual esta definida hasta antes del tiempo

T=mf{t>0]|Z;]=Not=T}.
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De esta manera, la férmula de Feynman-Kac permite representar a g como

g(T,r)=E [h(ZT)eXp </0TV(T—t, Zt)dtﬂ.

Por lo tanto g > 0 debido a que h > 0. O

Demostracion del Teorema 4.2. En el Teorema 4.1 tomemos ug (1) == u (1) y uy (r) =
u(r + h). Si u tiene aversion al riesgo creciente, entonces A; > Ay si h > 0; y en
consecuencia ¢; > ¢y = ¢. Pero claramente tenemos ¢; (z, r) = ¢(z, r + h). El caso
para aversion al riesgo decreciente se sigue tomando h < 0. O

Demostracion del Teorema 4.3. Sean 1; > 1y dos constantes positivas. Fijemos N >
0 y denotemos por f* la funcién fy construida en la demostracién de la Proposicién
3.2 con n = n;. El resultado se sigue si podemos demostrar que g = f* — f° > 0.

Supongamos entonces que (yo, ro) es una raiz de g con yo minimo. El punto (yo, 7o)
no pertenece a la frontera de la banda R x [N, N], ya que g > 0 sobre ella debido
a (3.10). Por lo tanto, (yo, r9) es un minimo local en (0, yo] X (=N, N) y una raiz.
Asi,

9o, ) =0 = fO=f1
9y (Yo, 70) <0,

gr (Yo, 70) =0 = fB: 7«17
9rr (Yo, 70) >0

Por (3.10), se tiene

0 Z Gy (y07 TO)
— fO _ fl

2 2
(9 0 3 o) (94 3 ap
= <4f0 rr 2n0f fr) <4f1 rr 2771]0 fr)
3 0.0 O
:_5 (770—771)f fr +4f0g7“7‘

> 0.

La ultima desigualdad usa el hecho de f° > 0, el cual es vdlido para funciones de
utilidad TARA por el Teorema 4.2. Esta contradiccién nos conduce a concluir que
g no tiene raices y por tanto f° > fi. 0
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Demostracion del Teorema 4.4. Es un consecuencia directa de los Teoremas 2.1y 2.2.
O

2 2
Demostracion del Teorema 4.5. Se verifica facilmente que é ( Sy, v, 27, 05) resuelve
0-2 ) Y 0-1 9

la EDP (3.4) con 0 = o0;. De aqui que é(;—iy, T, Z—én, 02) = ¢(y,m,m, 01) y en
2 1
consecuencia la ecuacién(4.1) se cumple. O

Demostracion del Teorema 4.6. Sean (xy, r1), (72, 2) € Ry x R pares distintos y
0 < XA < 1. Consideremos las estrategias 6ptimas &, & € X tales que v (zy, r;) =

E (u (Ré)) ,i =1, 2. Definamos £ = A& + (1 — \) &. Entonces

V(AT + (L =Ny, Arp + (1= N)rp) > E (u (R&))
> E (u (AR + (1- ) RE))
> AE (u(RE)) + (1 -\ E (u(R%))
= v (x1, r1) + (1 = X)v(xg, re).

De aqui, v es estrictamente concava. Por la Proposicion 3.3, sabemos que v es estric-
tamente creciente en r y estrictamente decreciente en x. La ecuacién (4.2) se sigue
inmediatamente de (3.17). O
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Conclusiones

A lo largo de esta tesis se estudio el problema de ejecucién 6ptima, abandonando el
supuesto clasico de liquidez. Especificamente, nos concentramos en la resolucién de
los problemas de liquidacién e inversion 6ptimas en horizonte infinito bajo aversion
al riesgo. Descubrimos que ambos problemas tenian asociada la misma ecuacion HJB
(véase Teorema 2.1):

) L5 2 _
ilelﬂg <—20 TV + N, + cvx> =0.

La cual es completamente no-lineal, y por tanto muy dificil de resolver directamente
mediante métodos tradicionales. La clave para dar solucion a la ecuacion fue revertir
los pasos del método; primero poder caracterizar el control 6ptimo (transformado)
como solucién de una EDP parabdlica (véase Proposiciones 3.1 y 3.2), y después en-
contrar la funcién de valor como la solucién de una ecuacion de transporte de primer
orden (véase Proposicion 3.3). Sobre esta idea descansan las soluciones a los proble-
mas planteados; es la aportacion de Schied y Schoneborn [SS09]. De aqui, resulta
natural preguntarse si este método puede ser extendido a la resolucion de otro tipo
de problemas de control 6ptimo estocastico. ;Fue un caso especial el haber podido
caracterizar al control 6ptimo de manera independiente a la funcién de valor? Si no
lo fue, ;qué propiedades deberia cumplir un problema de control 6ptimo estocéstico
para poder ser abordado de esta misma manera? Estas preguntas plantean un tra-
bajo de investigacion: Identificar completamente el conjunto de problemas de control
optimo estocastico cuya ecuacion de HJB asociada permita ser resuelta encontrando
primeramente al control optimo y obteniendo después la funcion de valor.

Los problemas de liquidacion e inversion optimas quedaron resueltos demostrando la
existencia del control 6ptimo y la funcién de valor, y obviamente el correspondiente
argumento de verificacién; sin embargo, no se obtuvieron expresiones cerradas para
ninguno de estos objetos. En el Apéndice B se presenta la implementaciéon numérica
del modelo: los esquemas de diferencias finitas utilizados para aproximar las solucio-
nes de las EDPs involucradas y el esquema numérico para obtener simulaciones de
la estrategia 6ptima adaptativa. En dicho apéndice se establecen conjeturas sobre
las condiciones de convergencia y estabilidad de los esquemas numéricos. Bajo estas
condiciones los esquemas tuvieron un buen comportamiento, en la realizacion de los
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ejemplos del Capitulo 4. No obstante, seria interesante justificar rigurosamente que
tales condiciones funcionan. Con el anterior andlisis quedaria redondeado el tema
de ejecucion 6ptima bajo aversién al riesgo en horizonte infinito.
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A. Modelo Almgren-Chriss

El trabajo de Robert Almgren y Neil Chriss [AC99, AC01] fué un parteaguas en la
modelacion del impacto en los precios de los activos financieros; ayudoé a sentar las
bases del desarrollo de los algoritmos de compra-venta. En él se considera la ejecucion
de transacciones de portafolio en tiempo discreto, con el objetivo de minimizar una
combinacion de riesgo volatilidad y costos transaccionales.

El modelo supone lo siguiente:

1. Un agente posee un portafolio con X # 0 unidades de un activo financiero S
que le gustaria liquidar completamente antes del tiempo T'. Este operara en

N periodos del tiempo, descritos por
T

tk::kﬁ> k‘:O,l,...,N.

2. El agente escoge una estrategia de transacciones, la cual describiremos por
la lista @ = (xg, z1, ..., y), donde z es el nimero de unidades restantes en
el portafolio al tiempo t; que éste planea tener. De esta manera, la estrategia
estara sujeta a las condiciones de frontera

.CL’():X,

JTN:O.

3. El precio del activo evoluciona de acuerdo a dos factores, uno exégeno: volati-
lidad, y uno endégeno: impacto de mercado.

a) La volatilidad es el resultado de las fuerzas de mercado que ocurren alea-
toria e independientemente de las operaciones realizadas por el agente.

Dado un precio inicial Sy = Sy > 0, la dinamica del precio inafecta-
do, aquel precio que ocurriria en ausencia de 6rdenes tan grandes, esta
descrita por una caminata aleatoria

Sk =Sy +or2&, Yk=1,...,N, (A.1)

donde o > 0 representa la volatilidad del activo, &.’s son v.a. i.i.d con
media cero y varianza uno.
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b) Debido a insuficiente liquidez, las operaciones del agente impactan el
precio del activo. Se distinguird entre dos tipos de impacto: El impacto
temporal que se refiere a los desbalances entre la oferta y la demanda
causados por la ejecucién de 6rdenes grandes y que conducen a movimien-
tos temporales del precio fuera del equilibrio, y el impacto permanente
que se refiere a cambios en el precio de equilibrio que permanecen durante
toda la vida del proceso de liquidacion.

Los impactos permanente y temporal estaran modelados por funciones
crecientes ¢ (-)y h () respectivamente, las cuales dependen de la «inten-
sidad» con la que el agente transacciona.

Entre los tiempos ¢y y t; el agente operard n; = (x; — zo) unidades de
activo. Si el nimero total de unidades n; es suficientemente grande, el
precio decrecera entre ty y t;, obteniendo asi el nuevo precio de mercado

S1 =S50 —1g (1) = h(v1),

donde vy = ny/7 y 7 = T/N. La variable v; representa la velocidad
o tasa de transacciones del periodo (fo, t1). Entre més grande es la
tasa de transacciones, mayor es el impacto en el precio del activo. Des-
pués, entre los tiempos t; y ty el agente operard ny = (r3 — 1), lo que
nuevamente tendra un impacto en el precio, conduciendo a

Sy =51 —7[g(v1) + g (v2)] — h(va),

donde vy := ny /7. Procediendo de manera andloga, el precio de mer-
cado S, al que se podra operar el activo en el tiempo t, estard dado
por

k
Si =S —ng(’l)k) — h(vg),
j=1

donde v v ni estan definidos de la manera obvia.

Entonces, en cada periodo de tiempo el agente comerciard en el activo con el fin de
liquidar su posicion:

N
X — Z ne = 0.
k=1
Notemos que el vector n = (nq, ng, ..., ny) especifica de manera equivalente a la

estrategia de transacciones; por tanto, utilizaremos el término «estrategia transaccio-
nes» indistintamente para referirinos a o n. Claramente, x;, y ny estan relacionados
por

k N
wk:X—an: Znﬁ Vk=1,..., N —1.

j=1 j=k+1

66



Modelo Almgren-Chriss

Ahora, las ganancias resultantes de seguir cierta estrategia de transacciones estan
dadas por la suma del producto del nimero de unidades nj; que el agente comercia
en cada intervalo de tiempo por el precio efectivo S, recibido en dicha operacion.
Esto es

N N k—1 X N
Z ng Sy = n1Sy + Z N (So + Z (Uﬁ{j —T7g (v]))) — Z ngh (vg)
k=1 k=1

N

El primer término del lado derecho de (A.2) es el valor de la posicién inicial del agen-
te; cada término adicional representa una ganancia o pérdida debido a un factor de
mercado particular. El término ) :Bjo_'régj representa el efecto toal de la volatilidad.
El término— Y x;7g (v;) representa la pérdida de valor de nuestra posicion total,
causada por el impacto permanante. La suma Y- nih (vx) corresponde a los costos
transaccionales resultantes del impacto temporal.

El costo total de la estrategia de transacciones es la diferencia entre el valor inicial
del portafolio y las ganancias asociadas a la estrategia, X.Sy — Zgzl nySy. Notemos
que la distribucién del costo serd exactamente Gaussiana si {;’s son Gaussianas; en
caso contrario, si NV es grande la distribucion serd aproximadamente Gaussiana.

Denotaremos por E (x) al costo esperado de la estrategia @ y por V' () a su varianza.
Entonces

N-1
E(x Z TTRg (Vk) + anh Ug) (A.3)
k=1 k=1
N
V(z) =07y ;. (A.4)
k=1

El objetivo final es encontrar la(s) estrategia(s) 6ptima(s) que minimice(n) una
combinacion de costo medio y volatilidad, cuidando siempre el balance entre éstas
dos ultimas cantidades. Por lo tanto, decimos que una estrategia es eficiente u
optima si no existe otra estrategia con menor varianza para el mismo o menor nivel
de costo medio, o, equivalentemente, no existe estrategia con menor costo medio
para el mismo o menor nivel de varianza.
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Podemos construir estrategias eficientes resolviendo el problema de optimizacién con
restricciones:

m E A5
oin (x) (A.5)

Esto es, dado un méximo nivel de varianza V > 0, encontraremos una estrategia que
tiene minimo nivel de costo. Como V () es convexa, el conjunto {33 Vi(x) < \_/}
es convexo, y suponiendo convexidad estricta en E (x), entonces existe un tnico
minimizador * = x* (V)

Sin importar el balance preferido de riesgo-rendimiento del agente, cualquier otra
estrategia @ con V (x) < V tiene costo medio mayor que z* para la misma o menor
varianza, y por lo tanto no puede ser eficiente. Asi, la familia de todas las posibles
estrategias Optimas estd parametrizada por el valor V, representando todos los po-
sibles niveles maximos de varianza. Llamamos a esta familia la frontera eficiente
de estrategias 6ptimas.

Notemos ahora que resolver (A.5), es equivalente a resolver el siguiente problema
sin restricciones

min E (z) + AV (x) (A.6)

para algin A > 0. Variando A\, &* (\) recorrerda la misma familia de estrategias
Optimas que x* (V)

El pardametro A tiene una interpretacion financiera directa. De la ecuacién (A.6),
observamos que A es una medida de cuanto el agente penaliza la varianza con res-
pecto al costo esperado; por tanto, A puede ser interpretada como una medida de la
aversion al riesgo del agente.

Dado un conjunto de pardmetros, el problema (A.6) puede ser resuelto mediante mé-
todos numéricos dependiendo de la forma de las funciones g (v) y h (v). Sin embargo,
en el caso lineal es posible obtener soluciones analiticas. Asi pues, supongamos que
el impacto permanente es lineal en la tasa media de transacciones

g (v) = v,

con v > 0. De esta manera, cada n unidades que sean vendidas disminuye el precio
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del activo en yv. Entonces, el término de impacto permanente en (A.3) se convierte

N-1 N N
Z TTrg (k) =7 Z TNy =7 Z Ty (Tp—1 — Tp)

1 N
=572 (271 — 27 — (3 — 1 0)?)
k=1

1 2 1 i )
=50 T 57 2
2 2 =

De manera similar, para el impacto temporal

h (v) = esgn (Tv) + no,

donde sgn es la funcién signo.

Asi, el costo medio (A.3) se simplifica a

1 vo, v 7S~ 2
E(x)=-vX"+e) ||+ = nf (A.7)

2 k=1 k=1

donde n =n — %77.

Con E (x) de (A.7) y V (x) de (A.4), y suponiendo que ny no cambia de signo', la
combinaciéon U () = E (x) + AV (x) es una funcién cuadratica, y es estrictamente
convexa para A > 0. Por lo tanto, determinamos el inico minimo global igualando
las derivadas parciales a cero.

ou
B
8Q7k
12
2T ()\02$k—77xk : J;k—'—ka) =0
T
1 -
ﬁ (xk—l — 2$k + xk—&-l) = HZIk (AS)
con i? = AE’Q,pamk:l, ., N—1.

n

La ecuacion (A.8) es una ecuacion en diferencias lineal, cuya estrategia solucion es
de la forma:

1Una estrategia tnicamente de venta.
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Tenemos ng > 0 para todo k siempre y cuando X > 0. Asi, para vender una
posicién inicial grande, la solucion decrece desde su valor inicial hasta cero a un
tasa determinada por el pardmetro x; la ejecucion 6ptima de un problema de venta
nunca involucra compras intermedias.
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Dada una funcién A (r) de aversién al riesgo y un conjunto de pardmetros v, ny o,
el objetivo final en los problemas de liquidacién e inversién éptimas es la obtencién
de la estrategia Optima adaptativa X;. En este punto, queda claro que el paso
fundamental para ello es resolver la EDP asociada al control éptimo transformado
¢, véase el Teorema 2.2. Dicha ecuacién es no-lineal del tipo adveccion-difusién. En
el caso de aversion constante es posible obtener una solucién analitica; pero para
fuciones de aversion mas generales resulta practicamente imposible. Razén por la
que tendremos que recurrir a los métodos numéricos.

Existe una gran variedad de métodos dentro de la literatura de soluciéon numérica
de EDPs. Unos bastante sencillos; donde lo que se hace es reemplazar el problema
original por un conjunto de ecuaciones algebréicas obtenidas mediante la aproxima-
cién discreta de las derivadas involucradas, métodos de diferencias finitas (véase p.
ej. Thomas [Tho98]); hasta métodos que requieren el uso de técnicas mucho més
sofisticadas para su desarrollo, métodos de elemento finito, volumen finito, espectra-
les, etc. (vedse p. €j. Larsson y Thomée [LT08]). Por ser un muy intuitivo y de facil
implementacién, se utilizé el método de diferencias finitas para la aproximacion de
las EDPs involucradas en la obtencion de la estrategia 6ptima X;.

Aproximacion numérica de c y v

Consideremos el problema de valor inicial

. o*_ 3
Cy = yzlrr — 5N &
(B.1)
2A
¢(0,r) = a?A(r)
2n

Nuestro objetivo es construir un esquema numérico para aproximar la solucion del
problema (B.1). La estrategia sera reducir éste a un problema discreto que sea mas
sencillo de resolver. Mientras que la solucién exacta es una funcién ¢ (y, r) definida
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sobre todo el rectangulo Z = Ry x R, nuestra solucién numérica estara definida en
a lo méas un conjunto numerable de puntos':

M = A x1I,

donde
A={yy=0<y; <y <...<— 00}

M={-c0+<...<r 1 <rg=0<r; <...<—>o0}.

Al conjunto M se le conoce como particién o malla del rectangulo Z.

Consideraremos una malla uniforme M = M (h, k); esto es, una malla para la cual
existen constantes positivas h y k tales que

Yp=n-k, VnéeNy,
rm=m-h, VYmé€Z.

A las constantes h y k se les denomina tamanos de paso.

Cuando la solucion ¢ es evaluada sobre la malla obtenemos que

3
@), = g @l = 518 - (@7, Y ENo, mEZ,

donde &, (&), (&) v () son las evaluaciones de cada una de las funciones en
el punto (¥, mm). Usando el Teorema de Taylor, estas ecuaciones pueden reescribirse
en términos de aproximaciones discretas de cada una de las derivadas:

gl _gn o? /e — 280 &
m m n 1{7 — m+1 m m—1 n h2 )
g T On(®) 4577;1( 0 + 05 (1)
3 ~n _~n
- g (g 4 0L (1)),

donde O (k) y O (h?) son los términos de error que convergen a cero cuando
h vy k tienden a cero. Si estos términos no son considerados, entonces la ecuacion
de arriba ya no sera satisfecha por ¢. En su lugar, podria ser satisfecha por cierta
funcién discreta D : M — R, la cual esperariamos se aproxime a ¢, cuando h 'y k
son pequenos. Este proceso conduce al siguiente esquema de diferencias finitas:

!'Naturalmente, en la practica sélo obtendremos la solucién en un numero finito de puntos
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Do _ Vm € Z,

o? (Dp—2Dp + D7,
h? g

Dr — Dn
—§17D” (%) k Vn €Ny, meZ,
(B.2)

donde DI := D (yn, rm) y Am = A(ry). El objetivo es obtener una aproximacion
a la soluciéon de la ecuacion diferencial parcial original, resolviendo el problema
discreto (B.2). Este esquema proporciona un algoritmo recursivo para los valores
de D. Gracias a la condicién inicial, D% es conocido para cualquier m € Z; estos
valores pueden ser utilizados para determinar D! m € Z, y con ellos calcular D?
m € Z; este proceso se puede continuar para determinar D], m € Z, hasta cualquier
nivel de tiempo deseado n.

Asi, la aproximacién D puede ser utilizada para:

1. Obtener una aproximacién al control éptimo ¢, definida sobre la malla N =
{(.Tn, Tm) = (\/ ?Jn, 74Tn) |n c N(), m & Z}, Via:

Cr =D} -z, (B.3)

2. Construir un esquema de diferencias finitas para la funcién de valor v. Las
Proposiciones 3.3 y 3.4 implican que el esquema

Vﬂg = u, Vm e Z,
o (B.4)
Yl —ym_pon (%)k Vn € No, m € Z,

donde u,, = wu (r,,), aproxima la funcién de valor v sobre los punto de malla (y,,, 7.,),
o equivalentemente sobre los puntos de malla (z,,, r,) = ( Ym> Tm ) -

Ahora bien, la exactitud de las aproximaciones C'y V dependera de la exactitud de
la funcién D. Por construccion, entre méas pequenos son los tamanos de paso h y k,
mejor es la aproximacién D. Sin embargo, la convergencia v estabilidad de esquemas
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de diferencias finitas es un tema delicado (en el que no profundizaremos); no basta
con pedir tamanos de paso pequenos, también importa la relaciéon que guardan h y
k (véase Cap. 2 y 3 de Thomas [Tho98]). La dificultad radica en el hecho de que, a
diferencia de las ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecuaciones diferenciales par-
ciales estan definidas en més de una dimensién. Afortunadamente, el problema (B.1)
es un problema de adveccion-difusién. En el caso de coeficientes constantes, esta cla-
se de problemas ha sido extensamente estudiada y se han encontrado condiciones
para el «buen» comportamiento de los métodos niimericos. Asi que, estableceremos
condiciones analogas a las de coeficientes constantes.

Definamos
i k 3nChaz K
Q= MmaxX —Ne— = —
" 2 n
o k o k

Conjeturamos que la condicién de estabilidad y convergencia del esquema numérico
(B.2) se garantiza siempre que
2
e}
— < <
5 SPS

Esta condicién se cumple si

Qémin g

oy h<—2 (B.5)

néminémax

k<

Mismo es el caso de la aproximacién para la funcion de valor v. La EDP satisfecha
por la funcién de valor (transformada o) es del tipo hiperbdlico. Por lo que, la
condicién que podria garantizar estabilidad y convergencia del método (B.4) estd
dada por

e <1,

donde € := méx né% = némw%. Equivalentemente

k<h

- némam

(B.6)

En la implementacion de las simulaciones, elegiremos tamafios de paso h y k peque-
nos que satisfagan las condiciones (B.5)-(B.6).
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Aproximacion numérica de la estrategia optima
adaptativa

La estrategia y valor de portafolio 6ptimos satisfacen el sistema de ecuaciones dife-
renciales estocasticas

X —c(X;, Ry)dt
d< Ry ) B ( —ne (X}, RY)dt + o X[ dW; |~ (B.7)

Este sistema también puede ser aproximado por diferencias finitas, con dos diferen-
cias principales: Primero, como la tinica variable independiente del sistema (B.7) es
el tiempo, y ademés la funciéon ¢ es suave, no habrd que preocuparnos de la con-
vergencia y estabilidad del método; en este caso si bastara pedir tamano de paso
pequeno (véase Cap. 9 de Kloeden y Platen [KP95]). Segundo, existe un componente
aleatorio que conduce el comportamiento de las soluciones; por tanto utilizaremos
simulacion de variables aleatorias gaussianas para aproximar tal componente.

Dada una particién uniforme {t; = j - At|j € Ny At > 0} y un par de condiciones
iniciales (g, 79), €l sistema (B.7) puede ser aproximado a través del esquema

Tjt1 = Ty —C(.I'j, 7"]') At,
VieN.
riv1 =r; —nc(zj, ry) At + ox; AW,

donde {AW;|j € N} es una muestra aleatoria con distribucién N (0, At).

En cada paso del algoritmo anterior, necesitamos la evaluacién del control 6ptimo
c en un punto que no necesariamente pertenece a la malla A. Con el propoésito
de remediar este problema, utilizaremos la funcién C' para interpolar linealmente?
el valor ¢ (x;, ;). Denotemos por ¢é(z;, r;) dicha interpolacién. De esta manera, el
esquema queda:

Tjit1 = Ty —C ($j, ’I"j) At,
VjieN. (B.8)
Tit1 =T —7']6 (.fL'j, Tj) At—l—axjAWj,

2También es posible utilizar interpolacién cuadrética o ciibica. Sin embargo, estas interpolaciones
son computacionalmente mas demandantes. Ademas, cuando los tamanos de paso h y k son
razonablemente pequenos, la diferencia entre los tres tipos de interpolacién es despreciable.
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Codigos de Matlab

A continuacién presentamos los c6digos de la implementacion de los esquemas (B.2),
(B.3) (B4), y (B.8).

Algoritmo B.1 Cédigo para aproximacion de los controles éptimos ¢ y c.

function [y, r, ct, x, c]J=Control_opt(A, sigma, eta, h, k, limy, linfr, Isupr)

Py=0:k:limy;

CardPy=numel(Py);

Pr=linfr:h:lsupr;

CardPr=numel(Pr);

%Como se requiere que los valores de la funcién en [CardPy*CardPr] puntos

%se necesita evaluar la condicién inicial en (CardPr+2*(CardPy-1)) puntos
Pr_ext=[(min(Pr)-(CardPy-1)*h):h:(min(Pr)-h), Pr, (max(Pr)+h):h:(max(Pr)+(CardPy-
1)*h));

CardPr_ext=CardPr+2*(CardPy-1);

%
[y, r]= meshgrid(Py, Pr); %[y__ext, r__ext]= meshgrid(Py, Pr_ext);
ct_ext=zeros(CardPr_ext, CardPy);

%Condicién inicial

ct_ext(:, 1)=sqrt((sigma”2)*A(Pr_ext’)/(2%eta));

A

%Definimos los parametros de malla

rho=k/h™2; pi=k/h;

%
%Definimos variables auxiliares
alfa=(sigma™2)/4; beta=-3*eta/2;
%
%Resolvemos la EDP del control transformado por diferencias finitas

for n=1:(CardPy-1)

for m=(1+n):(CardPr_ext-n)

ct_ext(m, nt1)=ct_ext(m, n)+alfa*rho*(ct_ext(m+1, n)-2*ct_ext(m, n)+ct_ext(m-1,
n))/ct_ext(m, n)+pi*beta*ct_ext(m, n)*(ct_ext(m+1, n)-ct_ext(m-1, n))/2;

end

if sum(isnan(ct_ext(:, n+1))) > 0 || sum(isinf(ct_ext(:, n+1))) > 0

errordlg(’Ocurri6 un error debido a la malla’); break

end

end

%
%Filtramos los valores que necesitamos

ct=ct_ ext(1+(CardPy-1):(CardPr_ext-(CardPy-1)),:);
%
%Obtenemos el control éptimo
x=sqrt(y); c=ct.*x;

end
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Algoritmo B.2 Cédigo para la aproximacion de la funcion de valor v.

function [v__ext, v]=Func_ valor(ct_ext, u, eta, h, k)
[CardPr_ext, CardPy|=size(ct_ext);

v_ ext=zeros(CardPr__ext, CardPy);

%Asignamos la condicion inicial

v_ext(:, 1)=u;

%
param=eta*k/h;

for n=1:(CardPy-1)

for m=(1+n):(CardPr_ext-n)

v_ext(m, n+1)=v_ext(m, n)-param*ct_ext(m, n)*(v_ext(m, n)-v_ext(m-1, n));
end

end

%Filtramos los valores que necesitamos
v=v_ext(1+(CardPy-1):(CardPr_ext-(CardPy-1)),:);

%

end

Algoritmo B.3 Cédigo para simulacion de trayectorias Brownianas.

function [t, Stilde|=Escenarios(SO0, sigma, dt, tf)
t=[0:dt:tf]’;

Cardt=numel(t);

numesc=numel(S0);

%Generamos un vector con variables aleatorias normales
Z=normrnd(0, 1, Cardt-1, numesc);

%Generamos el vector auxiliar

Stilde=tril(ones(Cardt, Cardt))*[S0; sigma*Z*sqrt(dt)];
end
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Algoritmo B.4 Coédigo para simulacion de la estrategia y valor de portafolio 6pti-
mos: X; y R;.

function [St, Xt, Rt, GRt]=Estrategia_opt(t, Stilde, X0, RO, x, r, ¢, eta, gamma)
dt=t(2)-t(1);

Cardt=numel(t);

numej=numel(X0);

St=zeros(Cardt, numej);

Xt=zeros(Cardt, numej);

Rt=zeros(Cardt, nume;j);

%Asignamos valores iniciales

St(1, :)=repmat(Stilde(1), 1, numej);

Xt(1, :)=XO0; Rt(1, :)=R0;

%
for k=1:(Cardt-1)

Xt(k+1, :)=Xt(k, :)-interp2(x, r, ¢, Xt(k, :), Rt(k, :))*dt;

Rt(k+1, :)=Rt(k, :)-eta*dt*interp2(x, r, ¢, Xt(k, :), Rt(k, :)). 2+Xt(k, :)*(Stilde(k+1)-
Stilde(k));

St(k+1, :)=St(k, :)+(Stilde(k+1)-Stilde(k))+gamma* (Xt (k+1, :)-Xt
:))+eta*(interp2(x, r, ¢, Xt(k+1, :), Rt(k+1, :))-interp2(x, r, ¢, Xt(k, :), Rt(k, :)
end

GRt=Rt-Xt.*(repmat(Stilde, 1, numej)+gamma™*(Xt-X0)-(gamma/2)*Xt);

end

(k,
)i
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