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Introduccion

Las propiedades de un fluido se pueden determinar de dos maneras: por medio de
tablas de datos experimentales existentes, donde las mediciones se realizan directa o
indirectamente; a través de ecuaciones de estado (EDE), ya sean éstas empiricas, semi-

empiricas o tedricas. Estos métodos se han desarrollado observando el comportamiento

de los fluidos.

Las EDE describen al fluido por las relaciones entre sus propiedades termodinamicas
tales como: presion, energia interna, densidad, entropia, calores especificos, etc. En
principio, un modelo de ecuacién de estado es aplicable en general, incluyendo moléculas
simples y complicadas, mezclas de moléculas grandes y pequenas, etc. En la practica,
modelos diferentes de ecuaciones de estado se usan para aplicaciones diferentes y no hay
modelos generales ajustables para todas las aplicaciones. La generalidad de una ecuacion

de estado requiere una generalidad en los modelos de los potenciales moleculares.

Una pregunta a ser respondida es: Dado un potencial intermolecular entre las
moléculas de un sistema, ;Cudl serd la estructura del sistema para cierto estado termo-
dinamico? Usualmente se supone que el potencial intermolecular es aditivo por pares,
y como consecuencia, sélo la estructura por pares se necesita para describir todas las
propiedades termodinamicas de interés. Aunque la suposicién de adicion por pares no
es valida a altas densidades y bajas temperaturas, resulta ser una buena aproximacion

en la mayoria de los casos.



Un modelo particular es el gas ideal, estd constituido de moléculas sin volumen y sin
fuerzas intermoleculares. Tal sistema no existe en la realidad, sin embargo, en el limite
de bajas densidades, las moléculas de gases reales estan tan alejadas unas de otras que
el volumen de éstas no tiene influencia en la mayoria de las propiedades termodindmicas
del sistema. Es bien sabido, de observaciones experimentales, que todos los gases en el
limite de densidad cero se comportan como gases ideales.

Muchas teorias moleculares se han propuesto para describir las propiedades de las
sustancias. Una de éstas es el principio de estados correspondientes, propuesta por
J. D. van der Waals en 1880. Esta expresa la generalizacion de que las propiedades,
que dependen de las fuerzas intermoleculares, estan relacionadas con las propiedades
criticas de una manera universal. Esto es, si los diagramas fueran normalizados con las
propiedades criticas, todos los diagramas de estado reducidos serian idénticos.

En 1880 van der Waals mostré que el principio de estados correspondientes era
teoricamente valido para todas las sustancias puras cuyas propiedades termodinamicas
se pueden expresar por medio de una ecuaciéon de estado con dos pardmetros. Sin
embargo, esta teoria no puede representar exactamente el comportamiento de otras
clases de moléculas que no cumplen con lo anterior.

La ecuacién de estado virial es una de las tantas EDE que han sido propuestas en un
intento por obtener descripciones mas precisas del comportamiento real de los fluidos.
La importancia de la EDE virial es que tiene una fundamentacion tedrica rigurosa
de la mecanica estadistica, que provee relaciones entre los coeficientes viriales y las
interacciones entre las moléculas mediante el potencial intermolecular.

Una manera de trabajar con el potencial intermolecular es usar el modelo de van der
Waals, i.e., separar al potencial de interaccién en sus contribuciones repulsiva y atrac-
tiva. Ahora bien, se ha mostrado que las estructura de fluidos simples y fluidos densos

estd determinada por la parte repulsiva de la interaccién molecular. Las interacciones



atractivas dan origen, esencialmente, a la energia cohesiva que se requiere para formar
al liquido pero tiene poco efecto en la estructura del fluido.

Se denota como esferas suaves repulsivas a los fluidos cuya interaccién es puramente
repulsiva y varia suavemente con la distancia intermolecular. Las esferas suaves re-
pulsivas son un camino para la construccion de EDE para sistemas con la interaccion
completa. En la teoria de perturbaciones, se usa al sistema de esferas suaves como el
sistema de referencia y a las interacciones atractivas como la perturbacién [1]. También
se sabe que los fluidos simples a altas temperaturas se comportan como esferas sua-
ves. Ademas, si se conoce la EDE de esferas suaves, se puede utilizar algin otra EDE
existente para la parte repulsiva.

Pero hay una gran cantidad de potenciales intermoleculares, dentro de toda esta
gama disponible se escogié la familia de potenciales ANC (teoria aproximada no con-
formal). Los potenciales ANC han mostrado que son capaces de reproducir, dentro del
error experimental, propiedades termodindmicas de méas de sesenta sustancias en la fa-
se gaseosa. En especifico, el segundo y tercer coeficiente virial de sustancias puras y
algunas de sus mezclas ([2],[3],[4],[5],[6]). Asi pues, si se quiere construir una EDE para
los sistemas ANC, un camino es obtener antes la EDE de las esferas suaves ANC.

La estructura en que se encuentra desarrollada la tesis es la siguiente: en el Capitulo 1
se resumen conceptos de mecanica estadistica. Se discute la obtencién y modelos del
potencial intermolecular, asi mismo se plantea la utilidad de los potenciales efectivos.
También se discute el principio de estados correspondientes y sus limitaciones.

Una vez determinado que el sistema de estudio son las esferas suaves repulsivas,
sigue la construccién de la ecuacién de estado. Debido a la fundamentacion tedrica, se
escogié construir una EDE virial. La teoria del desarrollo en ctimulos y la obtencién
numérica de los primeros coeficientes viriales se discute en el Capitulo 2.

Para probar la validez de la EDE virial se realizaron simulaciones de dinadmica



molecular. En el capitulo 3 se resumen las ideas generales y se muestran los resultados
obtenidos por medio de ésta.
Por ultimo, se presentan las conclusiones y perspectivas obtenidas de este trabajo

de investigacion.



Capitulo 1

Fundamentos tedricos

1.1. Sumario de mecanica estadistica

La mecanica estadistica nos permite calcular las propiedades termodinamicas de un
sistema de particulas si se conocen las fuerzas intermoleculares. Por ello, la determina-
cién de potenciales intermoleculares, de donde obtenemos las fuerzas intermoleculares,
ha sido un problema clésico y de gran importancia en la fisica tedrica.

La conexion entre los dominios molecular y macroscopico se encuentra en la pro-
porcionalidad del logaritmo de la funcién de particion y el potencial termodinamico del
sistema. De las leyes de la termodinamica se pueden obtener, a partir de este potencial,
todas las propiedades termodindmicas restantes.|7]

Consideremos un sistema de N particulas (esféricas y sin estructura interna) que

ocupan un volumen V', en equilibrio con un bano térmico a temperatura 7, la energia

libre de Helmholtz, A, esta dada por
AN, V.T)=—kgTIn Q(N,V,T), (1.1)

donde kg es la constante de Boltzmann y Q es la funcién de particion canoénica, dada



por
1 _ N N
donde h es la constante de Planck, 8 = 1/kgT, los conjuntos de momentos y coorde-

nadas de las N particulas se definen como p”" y q. Por otra parte, el hamiltoniano

H (pN .q ) es la suma de las energias cinética y potencial,
H(P"Y.d") =K (") +U(d"). (1.3)

El resto de las propiedades termodindamicas se pueden obtener derivando A(N, V,T)
con respecto a sus variables. Por ejemplo, la entropia S, la presion p y la energia interna

U se obtienen al sustituir la ec. (1.1) en las relaciones termodindmicas siguientes,

() wo
v (), o
o (2 »”

La ec.(1.2) representa el limite cldsico de la funcién de particién cudntica; esta
descripcién es vélida cuando la distancia media entre particulas, (V/N)'3, es grande
en comparaciéon con la longitud de onda térmica que introdujo de Broglie para particulas

con masa m,
>\B = h/\/ 27rmk;BT.

En otras palabras, en términos de la densidad p = N/V | el limite clasico serd una buena

aproximacion al comportamiento cuantico si
2 <1
pAp < L.

Como A\p es mayor mientras mas ligera es la particula o menor sea la temperatura, en

la practica se encuentra que todos los fluidos a temperaturas mayores a la de su punto



triple pueden tratarse clasicamente, con la excepcion de Hy, Ne y por supuesto He, los
cuales demandan tratamiento cudntico.[1]

Por otra parte, es posible separar las contribuciones cinética y configuracional en la
funcién de particién. Al integrar sobre los momentos p™ en la ec.(1.2) se obtiene como

resultado un factor h/Ap por cada grado de libertad integrado,

Q(N,V,T) = (@) /que—B“(qN>. (1.7)

En el caso de particulas que no interactian —es decir, U (qN ) = (- el sistema se reduce

a un gas ideal, la integral sobre ¢"¥ es V¥ y su funcién de particién es

. 1 (VY
id _
Q" (N,V.T) = — (7%) . (1.8)
Factorizando Q™ en la ec. (1.7) obtenemos
Q(N,V,T) = Q“(N,V,T)Qn (N,V,T), (1.9)

donde Qn (N, V,T) es la funcién de particién configuracional,
Qn (N, V,T) = — / dgN e~ (@), (1.10)
Sustituyendo las ecs. (1.8) y (1.9) en (1.1), obtenemos la energia libre
A(N,V,T) = NkgTln ((pA}) — 1) — kgTInQn (N, V,T).

El primer término conduce a las propiedades del gas ideal: S/Nk = 5/2 — In(pA%),
p' = pkpT, U™ = 3NkgT, entre otras.

Si definimos para cada propiedad termodinamica X, la propiedad de exceso confi-
guracional X como [8]

XF=X-X"
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observamos que (Qn es el origen de las propiedades de exceso configuracionales. Por

ejemplo, la energia interna configuracional es

B__ 1 aQ_N)
vt = w(aﬁ S

_ Jda¥e MU ()
o f que—BU(qN)

En efecto, las propiedades configuracionales son funcionales de i/ (qN ) ,
XP=X"(NV,T; U (qV)]).

Por ello, si se quiere calcular las propiedades termodinamicas de un sistema mediante
la mecdanica estadistica, es necesario averiguar cudl es la energia potencial U (qN )

La termodinamica clasica establece cudles son las leyes que las propiedades de un
sistema tienen que cumplir, pero necesita que le suministren las ecuaciones de estado
y los pardmetros especificos de cada sistema; andlogamente, la mecanica estadistica
recupera las leyes de la termodindmica y permite encontrar las ecuaciones de estado y

sus parametros, pero necesita que le suministren el potencial intermolecular.

1.2. El potencial intermolecular

Hemos visto que la mecanica estadistica requiere conocer el potencial U (qN ) del

sistema de interés. Para esto hay tres vias principales:
1. Calcular directamente las fuerzas intermoleculares a partir de la mecanica cuantica.

2. Estudiar las interacciones de las moléculas mediante experimentos de dispersion

(scattering) de haces moleculares.

3. Medir propiedades macroscépicas, principalmente aquellas directamente relacio-

nadas con U (qN ) e invertir los datos experimentales para obtener el potencial.
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Si optamos calcular el potencial a partir de la mecanica cuantica, debemos resolver
la ecuacién de Schrodinger conjuntamente para los electrones y los ntcleos atomicos
presentes en el sistema, cuidando que la solucién tenga las propiedades de simetria y
antisimetria apropiadas. Esta es una tarea extremadamente dificil, por lo que conviene
introducir aproximaciones.|9]

La aproximaciéon de Born-Oppenheimer aprovecha la disparidad entre las masas
de los electrones y los ntcleos —la masa del electrén es unas 10™* veces la masa de
un nucleo— que lleva a una separacion del orden de magnitud de sus velocidades. Dado
que los nicleos son lentos comparados con los electrones, es posible resolver el problema
electronico para una configuracién estatica de los nticleos y de ahi determinar la funcion
de energia potencial U en funcién de las posiciones nucleares.[10]

Una segunda aproximacion proviene del hecho de que las fuerzas intermoleculares
son frecuentemente mas débiles que las fuerzas intramoleculares. Para las moléculas re-
lativamente rigidas, podemos ignorar el acoplamiento entre las vibraciones moleculares
y el desplazamiento general de la molécula. Esto se traduce en que la energia ¢/ depende
tan sélo de las posiciones del centro de masa r"V y las orientaciones relativas QY de las
moléculas, es decir qV = {r", QN}. Por supuesto, ésta es una aproximacién invalida
para moléculas flexibles, por ejemplo los polimeros.|9]

Una simplificaciéon mas consiste en que las energias potenciales intermoleculares son,
a primera aproximacién, aditivas y puede desarrollarse a U en interacciones de cimulos
de dos 0 mas cuerpos,

U(@") =D us(ana)+ Y uslanaja) +-
i>j i>j>k
donde el primer término es la contribucion debida al potencial intermolecular binario,
el segundo la del potencial ternario, etcétera. El desarrollo continiia hasta la suma

sobre el potencial uy. Ahora bien, el término principal es el binario, y el resto puede



considerarse una pequena perturbacion. Por ejemplo, en el argén, la contribuciéon de ug
representa entre un 5% y un 10 % de la energia total en el punto triple.[§]

Salvo en las sales fundidas, plasmas y otros fluidos iénicos, las particulas de un liqui-
do son eléctricamente neutras; sobre ellas actian las fuerzas electrostaticas originadas
por fluctuaciones en su distribucién de carga o por la asimetria permanente de dicha
distribucion.

De lo anterior, nos enfocamos en wuy y para su andlisis utilizamos el modelo de
van der Waals, i.e., separar al potencial de interacciéon en sus contribuciones repulsiva y
atractiva. Para simplificar la notacion —ya que tratamos con potenciales de tipo central—
se utiliza la distancia relativa r = |ry3| en el potencial, donde |r5| = ro —r; es el vector
de posicion relativa.

El término repulsivo de uy proviene, a distancias interatomicas muy pequenas, del
traslape de las nubes electrénicas. Se conoce a esta interaccion como repulsion de in-
tercambio y su origen es cuantico. Resultados cuanticos aproximados indican que la
contribucién repulsiva debe ser una funcién exponencial de la distancia intermolecu-
lar, pero es mas conveniente representar esta interaccién por una potencia inversa del
tipo [11]

A/

T_n’
donde A’ es una constante positiva y n es un numero que suele adoptar valores entre
8y 16.

Las fuerzas atractivas tienen tres posibles contribuciones dependiendo de la natura-
leza de la interaccién entre las moléculas: fuerzas puramente electrostaticas, su origen
son las fuerzas de Coulomb y en esta categoria entran las interacciones entre cargas,
dipolos permanentes y cuadrupolos; fuerzas de induccién, éstas provienen de la inter-

accion entre dipolos permanentes y dipolos inducidos; y las fuerzas de dispersion. De

10



estas contribuciones sélo una esta presente en todas las interacciones moleculares y es
conocida como fuerza de dispersion de London. Estas son las debidas a la polariza-
cion inducida mutuamente, porque actian sobre todas las moléculas, incluso aquellas
sin polarizacién permanente. Estas fuerzas se comprenden solamente en la descripcion
cuantica de las moléculas y fueron estudiadas por vez primera por F. London en 1930,
quien las denominé “fuerzas de dispersion”; hoy son conocidas también como “fuerzas
de London”.

La energia potencial, asociada a las fuerzas de London, se expresa como la suma de
términos inversamente proporcionales a las potencias pares de la separacién entre las

moléculas, empezando por el término r°

UL(T>:E+T_8+"'

Los coeficientes C),, son negativos y pueden calcularse directamente.

Para tomar en cuenta las fuerzas tanto repulsivas como atractivas entre moléculas no
polares, se supone que el potencial intermolecular es la suma de las dos contribuciones
por separado: [12]

A B
Utotal = Urep + Uqtr = 7’_" - T_ma
donde B se calcula separadamente para cada una de las contribuciones debidas a los
efectos dipolares de induccién y de dispersion y m al igual que n es una constante
positiva tal que n > m.

Los parametros que usualmente caracterizan al potencial molecular son: la separa-
cion a la cual la energia potencial es cero, o, la separacion a la cual la energia adquiere
su valor minimo, ¢,,, y la energia minima, ¢, también conocida como la profundidad del
potencial. Un esquema de esto se muestra en la figura (1.1).

Algunos potenciales binarios (esféricos) que toman en cuenta la forma de los resul-

tados anteriores y que se usan como modelos tedricos son los siguientes:
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ufr) L _

Figura 1.1: Esquema del potencial intermolecular w;;. d,, es la distancia a la cual se
encuentra el minimo del potencial y o es la distancia en la que el potencial tiene el
valor de cero.

= Esferas duras. Imita la repulsién a cortas distancias mediante un escalén infinito

situado a la separacién o,

oo r<oao,
ups (r;0) =
0 r>o.

= Esferas suaves repulsivas de potencia inversa. Es un potencial repulsivo con una
energia ¢ y distancia o caracteristicas, que decae como una potencia inversa de la

separacion entre moléculas,
. _ a\"
Usrs (156, 0,n) = (;) , n>3.
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= Esferas suaves repulsivas ANC (SS ANC). Es un potencial repulsivo con una
energia ¢, distancia d,,, y parametro de forma s, llamado suavidad, caracteristicos.

Este tipo de potencial se obtiene a partir del potencial ANC,

Uane (756, 0m; 8) + € 7 < O,
Uss (T3 €, Oy S) = (1.11)

0 > O,

Este potencial es el potencial de estudio en el presente trabajo.

En la figura 1.2 se muestra el potencial intermolecular para algunos sistemas de SS
ANC. La curva para s = 0.4 es el sistema mas duro, i.e., méds cercano a las esferas
duras, con respecto a la curva para s = 1.0. En la figura 1.3 se muestran algunas
funciones de Mayer para las suavidades s =0.1, s =05y s=1.0, a T* = 1.

Los modelos anteriores carecen de fuerzas atractivas y no presentan coexistencia de

fases liquido-vapor. Los siguientes modelos si poseen tal coexistencia.

= Potencial de pozos cuadrados (SW). Consiste en una esfera dura “cubierta” por

un escalén atractivo finito que llega hasta una distancia Ao:

00 r <o,
Usw (T;€,U, )‘) = — o <r< )\O’7
0 r > Ao.

= Potencial de Born-Mayer (BM o Exp-6). Este potencial incluye la forma aproxi-

mada de la contribucion repulsiva e incluye las fuerzas de dispersién dipolo-dipolo,

C

r6’

upy (r; A", B',C) = Aexp (—r/B') —

donde A” y B’ son constantes describen la interaccién repulsiva y C' describe a la

interaccion atractiva.

13



u(z,s)le |

Figura 1.2: Potencial de esferas suaves repulsivas ANC para distintas suavidades. La
curva para s = 0.4 es el sistema mas duro, i.e., mas cercano a las esferas duras, con
respecto a la curva para s = 1.0.

= Potencial de Lennard-Jones (LJ). Es el mas popular de los potenciales modelos
debido a que tiene una forma simple y es una buena aproximacién de la interaccion
molecular. Utiliza una potencia de r para representar el término repulsivo e incluye

las fuerzas de dispersion dipolo-dipolo:
12 6
upy (rye,0) =4e {(E) - (f) } :
r r

= Potencial de Kihara (Kih). Es una modificacién del potencial de Lennard-Jones

que incorpora un nodulo duro impenetrable, de didmetro a. Esto se consigue

14
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Figura 1.3: Funciéon de Mayer de esferas suaves repulsivas ANC para distintas suavida-

des.

1.3.

reemplazando ¢ — 0 —a y r — r — a en el potencial LJ: es decir,

oc—a\" oc—a)\®
ukin (15 €,0,a) = 4e [( ) —( ) ]
r—a r—a

Potencial ANC (ANC). Es una modificacién del potencial de Kihara que incorpora

—ademas de los pardmetros antes senalados— un parametro de forma s, llamado

suavidad del potencial.

donde (3 (z,8) =1+ (2> —1)/s, 2 =71/d,, y a = 0.0957389. El potencial esférico

de Kihara y de HS se obtiene de (1.12) para s = 1y s — 0, respectivamente.

Potenciales efectivos

El concepto de potencial efectivo surge al expresar de manera adecuada las propie-

dades termodindmicas, a partir de atributos moleculares, y que las predicciones de este

15



potencial sean corroboradas con los datos experimentales. Esto es, construir un poten-
cial intermolecular u.; cuya forma analitica sea lo mas simple posible y que reproduzca
de manera efectiva cierta propiedad termodindmica X de un sistema cuyo potencial es
u para un estado dado p y T ([13],[14]).

Lo anterior se escribe como,
X (p, T; lues]) = X (p, T; [u]) - (1.13)

En general, u.; depende del estado y de la propiedad termodindmica escogida, i.e., tes
cambiara cuando se reproduzca otra propiedad del mismo sistema o la misma X pero
en otro estado.

Una utilidad de los potenciales efectivos en los fluidos reales, donde generalmente se
carece del conocimiento preciso de u (r, §2), es que —corroborando las predicciones con los
datos experimentales existentes— se pueden calcular propiedades en estados diferentes
a los hechos en los experimentos. En la seccion anterior ya hemos dado ejemplos de po-
tenciales efectivos, donde para reproducir las propiedades de cierto sistema necesitamos

los parametros efectivos para éste.

1.4. Conformalidad y principio de estados corres-
pondientes

El principio de estados correspondientes (PEC) fue establecido (en su formulacién
termodindmica) por J. D. van der Waals a partir de su conocida ecuacién de estado.
Este principio expresa que las propiedades de equilibrio estan relacionadas con las
propiedades criticas de una manera universal. En 1873, van der Waals mostré que
era valido para todas las sustancias cuyas propiedades PV'T se pueden expresar por

una ecuacién de estado con dos pardmetros.
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La relaciéon funcional de la presiéon con el volumen a temperatura constante es di-
ferente para cada sustancia; sin embargo, el PEC asegura que si la presiéon, volumen
y la temperatura estan relacionados con las correspondientes propiedades criticas, la
funcién que relaciona la presion reducida con el volumen reducido es la misma para
todas las sustancias.

Lo anterior lo podemos reescribir como sigue: Dadas dos sustancias a y b que se
encuentren en estados (p/,T") y (p",T"), respectivamente, al reescalar en términos de

sus propiedades criticas, en general, las curvas no estaran superpuestas, es decir,

pa (p//pg? T//T(f) * * * * * * pb (p///pc> T///TC)
=D (pa’Ta) %pb (plﬂTb) = : : . (114)

P Py

Ahora bien, si cumple que p} = p; = p*, T =1, =T y pi = p; = p* para cada
estado, entonces se dice que siguen estados correspondientes.

El PEC se mantiene para fluidos constituidos por moléculas simples, extensiones
semiempiricas y para muchas otras sustancias donde la orientacion molecular no es
importante.

En su formulacién estadistica ([15], [16]), el PEC es un teorema valido para dos o
mas fluidos cuyos potenciales tienen la misma forma pero difieren en sus parametros de
escala, siendo aqui la ubicacion §,, vy la profundidad € del minimo del potencial. A los
potenciales que cumplen con esta condicién se les llama “conformales” y, por extension,
se utiliza el mismo adjetivo para los fluidos con esta clase de interaccién [8]. Lo anterior

lo podemos escribir como,

wu(r;e, 0m) = eu® (r/om), (1.15)

donde u* es una funcién universal para estos fluidos.
El PEC afirma que las propiedades termodinamicas de dos o mas fluidos conformales,

entre si, son iguales cuando se escriben en unidades de los atributos moleculares ¢ y
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0., propias de cada fluido. Por ejemplo, las variables reducidas para la densidad, la

temperatura y la presion son, respectivamente,

ph = pdy,,
T = ]{ZBT/é?,
p*=pd? Je.

Si consideramos dos fluidos conformales, = y y, cuyos pardmetros de escala son (J,,z, €2)
Y (Omy,€y) v definimos los factores de escala Ry, = 0pa/0my ¥ Eyy = €2/€y. A cada
estado termodindmico {p,,T,} de z le corresponde otro estado {p,,T,} de y, definido

por las relaciones

pe = 0o/ B, (1.16)
De igual manera, para cada configuracién r se encuentra una configuracién de y dada
por rév = {ry1,Ts2,...,T;n} /Ryy. Ahora bien, la ec.(1.15) implica que los argumentos

del factor de Boltzmann para estas configuraciones cumplen con

Uy (I‘iv) B Uy ((rnyy)N) 118
kgT, kpT, ' (1.18)

Ademés, las ecs. (1.10) y (1.18) permiten calcular la funcién de particién configuracional

del sistema x en términos de la funcién de particién del sistema y
QNx (N7 ‘/:m Tw) = R?;yQNy (N7 Vy7 Ty) )
donde V, = VyRiy. De la misma manera, la energia libre configuracional queda como,

AL (N, V,, T,) = EpyAY (N, V,, T,) — 3NkpT, In R, (1.19)
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Al derivar la ec. (1.19) con respecto al volumen, se obtiene la relacién entre las ecua-

ciones de estado de los sistemas,

Pz (P2 Ti) = py (py, Ty) E:cy/Riy- (1.20)

Resumiendo, las ecs. (1.16), (1.17) y (1.20) son equivalentes a
Pz = Py
T: =T, (1.21)
P (05, Tx) = 5 (03, Ty)
que expresan el PEC con variables reducidas con cantidades moleculares.
No hay razones tedricas para preferir una formulaciéon sobre otra, sin embargo la

formulacién termodindmica es méas usada en la ingenieria, primeramente por razones

histéricas y luego por la amplia disponibilidad de tablas de propiedades criticas.

1.5. No conformalidad y teoria ANC

Las interacciones intermoleculares reales no son propiamente binarias, y aun las
interacciones binarias entre diferentes sustancias, en general, no son conformales. Solo
una pequena cantidad de sustancias puede describirse usando la forma original del
PEC. A pesar de su utilidad como guia cualitativa, el PEC supone la conformalidad
de los potenciales en cuestion para que se cumpla la igualdad de las ecuaciones de
estado reducidas. Sin embargo, la conformalidad es una relacién de “todo o nada”: o
los potenciales son conformales y se aplica el PEC, o no son conformales y este principio
no da razén de las relaciones entre sus ecuaciones de estado.

No obstante, se han detectado relaciones lineales en el segundo coeficiente virial

reducido,
BY(T*)=B(T")/ @wafn) :
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Si z y y son un par de gases reales, para muchos de ellos se ha encontrado empiricamente
[17] que
BI(T*) = co+ a1 B (T"). (1.22)

Las constantes ¢y y ¢; son pardametros que dan cuenta de la no conformalidad en-
tre x y y; si las sustancias son conformales, ¢cg = 0 y ¢; = 1, recobrandose el PEC,
Bl (T*) = B} (T*). La ec. (1.22) se cumple con muy buena aproximacién para molécu-
las de gases nobles, diatémicas no polares o poco polares, alcanos, perfluoroalcanos y
percloroalcanos, entre otras [17].

Para explicar la relacién dada en la ec. (1.22), se desarrollé la teoria aproximada de
fluidos no conformales ANC (Approzimate Non Conformal theory) que introdujo una
familia de potenciales cuya forma cambia de manera continua con un parametro s a
partir de la forma de un potencial de referencia. El potencial de referencia reducido se

escogio como el potencial de Kihara

wi(z) = (i:2)12_2(i:2)6 (1.23)

donde z = 1/0,, y a = 0.0957389, para que el potencial de referencia sea practicamente

conformal a los gases nobles [2]. La familia de potenciales no conformales ANC se

obtiene de la ec. (1.23) al sustituir z por ( = {/1+ (23 —1)/s obteniéndose asi la
expresion (1.12).

El efecto de cambiar el parametro s se muestra en la pendiente del potencial ANC,
ésta crece a medida que s se acerca a cero. Razén por la cual, al parametro s se le

denota como suavidad del potencial.

20



Capitulo 2

Métodos aproximados

En esta etapa del proyecto se eligio la construccion de una EDE virial para el sistema
de esferas suaves ANC, debido a los antecedentes que se tiene de los potenciales ANC
(12],[3],]4],[5],[6]). La importancia de la EDE virial es que tiene una fundamentacién
tedrica rigurosa de la mecanica estadistica, que provee relaciones entre los coeficientes
viriales y las interacciones entre las moléculas. Las EDE viriales se usan para probar la
validez de otras EDE a bajas densidades. Las EDE viriales también se utilizan para la

construccion de nuevas EDE a partir de los coeficientes viriales.

En este capitulo se resume la teoria que nos lleva a la obtencién del desarrollo virial,
el desarrollo en ciimulos; se expresan métodos numéricos para el calculo de los primeros

coeficientes viriales y se aplican al sistema de esferas suaves ANC.

2.1. Coeficientes viriales

Como primer paso, para obtener expresiones microscépicas de las propiedades ter-
modinamicas de los fluidos, esta el encontrar un parametro pequeno que se pueda usar

como un parametro de desarrollo. Para gases diluidos o moderadamente diluidos, tal
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parametro es la densidad. Como ejemplo tenemos el desarrollo virial:

pkBT:1+B(T)p+C(T)p2+D(T)p3+---, (2.1)

donde P es la presién, p es la densidad numérica, T la temperatura absoluta y kg es
la constante de Boltzmann. Los coeficientes de este desarrollo son llamados coeficientes
viriales; B (T'), C'(T'), y D (T') representan el segundo, tercer y cuarto coeficiente virial,
respectivamente.

Los coeficientes viriales son un buen medio para estudiar los efectos termodinamicos
al utilizar cierto potencial intermolecular de interaccién y como fuente de informacién
de éste. En general, las propiedades termodinamicas dependen de la interaccién de
muchos cuerpos; sin embargo, cada coeficiente virial depende de un subconjunto de estas
interacciones. Los andlisis de B (T') nos dan una manera directa de explorar modelos
para el potencial de interaccién binario uy, mientras C (7T') nos la provee para us y
us. Para muchos propdsitos se puede prescindir de la interaccion de muchos cuerpos
y quedarnos con la interaccion por pares. En lo que sigue, suponemos que la energia
potencial total es la suma de las interacciones por pares y que las fuerzas son de tipo

central.

U~ Z Uy (rij) . (2.2)

Es importante hacer notar que el desarrollo virial no converge a altas densidades. El
verdadero radio de convergencia es desconocido en general y la evidencia experimental
es algo ambigua [18]. La cuestién de importancia practica es establecer la regién en la
cual la serie converge rapidamente. Para un fluido de Lennard-Jones 12-6, si se tienen
datos suficientemente precisos de B y C, y se trunca el desarrollo virial después de C, el
error asociado al truncamiento es del orden de 10~%, para temperaturas supercriticas y
densidades cercanas a un sexto de la densidad critica; y 1072 para densidades cercanas

a tres cuartos de la densidad critica ([18], [19]).
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2.2. Desarrollo clasico en cumulos

En el siguiente apartado se muestra cémo las propiedades de gases reales, cuyas
moléculas interactiian a través de un potencial por pares, son calculadas aproximada-
mente. Para dichos sistemas el Hamiltoniano clasico es,

HIES;%WLZU(TU% (2.3)

1<j

donde p; es el momento de la i-ésima particula y 7;; = |r; — r;| es la distancia relativa
entre la i-ésima y la j-ésima particula. Si el sistema ocupa un volumen V| la funcién

de particion canoénica es
Q(Na‘/aT):QZd(N>V>T)QN(N>V>T)a (24)

donde Q' es la funcién de particién del gas ideal, ec. (1.8), y

Qn (N, V,T) = % /dng exp [—EZuij] (2.5)

1<j

es la funcién de particion configuracional.

Un método sistematico para el calculo de la integral configuracional consiste en
realizar un desarrollo del integrando en series de potencias de (exp[—pfu;;| — 1). Esto
lleva al desarrollo en cimulos de Ursell y Mayer. Para un gas diluido, este desarrollo es
de uso practico ya que la serie converge.

Se define a f;; como:

fij = exp [—Puij] — 1, (2.6)
un esquema cualitativo para f;; y u;; se muestra en la figura (2.1).

Asi, la funcién f;; estd acotada y su valor es despreciable a distancias |r; — 1}

mayores a la regién de interaccién intermolecular. En términos de f;; la integral confi-

guracional se expresa como

Qv (N, V,T) = L/d?’rl---dngH(l%—f,-j), (2.7)

VN
i<j
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Figura 2.1: Esquema del potencial intermolecular y de la funciéon de Mayer.

donde el integrando es el producto de %N (N —1) términos, uno para cada par de

particulas distinto. Desarrollando este producto se obtiene

LY it D> fifmmt-o|. (28)

i<j i<jm<n

1
QN(N,V,T) = W/d3r1~-~d3r1\/

Una manera conveniente de enumerar todos los términos en el desarrollo de la

ec. (2.8) es asociar cada término con un diagrama, definido como sigue:

Un diagrama de N particulas es una coleccion de N distintos circulos numerados
1,2,..., N, con cualquier numero de lineas uniendo los distintos pares de circulos. Si

los distintos pares unidos por las lineas son los pares «, 3, ...,7, entonces el diagrama
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representa el término

/d3r1 e d’ryfafs £ (2.9)

que aparece en el desarrollo de la ec. (2.8).
Si el conjunto de distintos pares {«, 3, ...,7} estd unido por lineas en un diagrama
dado, al reemplazar este conjunto por {«/, 5',...,7'}, distinto a {«, 5, ..., 7}, resulta en

un diagrama que es considerado distinto del original (aunque las integrales representadas
por los respectivos diagramas tienen el mismo valor numérico). Por ejemplo, para N = 3

los siguientes diagramas son distintos:

A A

pero los siguientes diagramas son idénticos:

©\® ®\@ (2.11)
Q ®

Se puede considerar un diagrama como una manera pintoresca de escribir la integral

(2.9). Por ejemplo, para N = 10,

3 3
= /d ry - d°ro fi2f30 fer fes fe,10f8 15,10 (2.12)
® 0

Con tal convencién, se puede decir que
1
Qn = TN (es la suma de todos los diagramas de N particulas) . (2.13)

Para facilitar el andlisis, se definen las unidades basicas en las cuales cualquier
diagrama arbitrario se puede descomponer. Consecuentemente, se define a un cimulo
de [ particulas como un diagrama de [ particulas conectadas directa o indirectamente.

Por ejemplo, el siguiente cimulo de 6 particulas:

; | = /d3r1~-~d3r6f12f23f14f46f56- (2.14)
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De lo anterior, la factorizacion del diagrama de la ec. (2.12) queda como:

0—0© —PO Q—0
I X][| - @elo—00—0) ([X]). @
@ O] 0 W D 9
Se define una integral de cimulo b, (V,T') como:
1
b (V,T) = i (la suma sobre todas las clases de ctiimulos de [ particulas) .
Algunas integrales de cimulo son:
1 1
by = V@) = V/dgrl =1, (2.16)
by = L(i)—@))—i/algrd?’rf —l/dsrf (2.17)
2 = oy = o7 17T J12 = 5 12/12; :

1
by = 3 +A+ } +@&@) (2.18)

En general un diagrama de N particulas consiste en m; cimulos de 1 particula, ms
cumulos de 2 particulas, ..., my cimulos de N particulas. Estos niimeros m; tienen que
cumplir con la condicién N

> myl = N. (2.19)
=1

Cada diagrama de N particulas se puede clasificar por un conjunto fijo {m, ..., my}.
La suma sobre todos los diagramas de N particulas que pertenecen al conjunto fijo
{mq,...,my} se denota como S {my,...,my}. Sise realizan todas las S {my,...,my}
sobre cada posible conjunto {my, ..., my}, que cumplen con la condicién de la ec. (2.19),
se registraran todos los posibles diagramas de N particulas. De lo anterior, podemos

reescribir la ecuacién de particion configuracional (2.8) como:

QN(N,V,T):% S S{m. . ma} (2.20)
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Ahora bien, se puede expresar S {my,...,my} en términos de las integrales de ctimulo

COomao:
AN S 1 V™
S{my,...,my} = N'(v) le_lv(A—?»ll) . (2.21)
=1

Por consiguiente, la funcién de particién configuracional Qx (N, V,T) queda como:
1 1 (Vi \™
N, V.T) = — — . 2.22
Qn (N, V,T) de Z }ll_{ml<)\3l) ( )
De las ecs. (2.4) y (2.22), la funcién de particién canénica se reescribe como:
1L (Vi \™

N, V,T — . 2.23
Q(N.V.T) - Z}Hml<w) (2:23)
Esta férmula es complicada debido a la condicién de la ec. (2.19). Esta condicién des-

aparece si consideramos la funciéon de particién gran candnica
E(wV,T) =) e"HQ(N,V,T), (2.24)

usando el hecho de que
N
VB (eﬁu)zll e H (elﬁu)ml ’
=1
la funcién de particién (2.24) se escribe como
—_ Vv bl 18
s =3 % T ()
=0{m1,...mn} I=1

la cual resulta en

Vzﬁe “] : (2.25)

p = b
AT ﬁelﬁ‘ﬂ, (2.26a)
=1
p=Y l%elﬁ“, (2.26b)



las ecs. (2.26) son los famosos desarrollos en cimulos de Mayer.

Si el sistema en estudio es un gas diluido, se puede desarrollar la presién en po-
tencias de la densidad p y obtenerse el desarrollo virial. Ademas de que en el limite
termodindmico b, (V,T) — b, (T'). Se define el desarrollo virial de la ecuacién de estado

COImMo:

p - _
i > B(T) P (2.27)
=1

De las ecs. (2.26) y (2.27) y después de desarrollar, agrupar e igualar coeficientes de
igual potencia en A73e%*, se obtienen las siguientes expresiones para los primeros cuatro

coeficientes viriales:

By (T) =0, (T) =1, (2.28a)
By (T) = —by (T), (2.28D)
Bs (T) = 4b3 (T) — 2b3 (T , (2.28c¢)
By (T) = —20b3 (T) + 18by (T) b3 (T') — 3by (T), (2.28d)

y asi sucesivamente.
Por lo tanto, cada coeficiente virial requiere el calculo de cierto niimero de integrales.

Debido a que la funcién f;; depende de las coordenadas relativas, se puede mostrar

A-ibd e
o R
ZoiA) e

Estas identidades nos permiten simplificar las expresiones para los coeficientes viriales

que [20]

y escribirlas como:

Va, (2.32)



donde V,, es la suma sobre todos los diferentes diagramas irreducibles de n particulas.

Los primeros diagramas irreducibles estan dados por

V, =0—0, (2.33)

Vs :A, (2.34)
‘Zz3i:i+6i2i +m. (2.35)

Los factores numéricos delante de cada diagrama indican que hay tales maneras de

asignar coordenadas a los puntos y obtener topoldgicamente diagramas diferentes.

2.3. Segundo coeficiente virial B

El coeficiente lineal en p, del desarrollo virial (2.27), es el segundo coeficiente vi-
rial. Las dimensiones de B (T') son de volumen y en unidades SI son m?. El segundo

coeficiente virial, para interacciones binarias y esféricas, se escribe como:

B(T) = —%/dgr f(r), (2.36)

donde f(r) = e(r) — 1 es la funcién de Mayer y e (r) = exp [—Su (r)] es el factor de
Boltzmann.
Al integrar sobre el angulo sélido la ec. (2.36), el segundo coeficiente virial se expresa

como:
B(T)
(2m/3)
Otra manera de expresar al segundo coeficiente virial es:

B(T) _ (%, s0f(r)
(27/3) /0 d or (2.38)

que resulta de la integracién por partes la ec. (2.37).

=-3 /000 dr v f (r). (2.37)
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Por otra parte, para gases diluidos, el didmetro de colisiéon promedio o (T') y el

alcance de colisién promedio R (T') estan definidos por ([21],[22],[23])

o3 (T) e = /5m dr rsa‘giy), (2.39a)
3 665 o — > r 7,3 8f (T)
R (T) (% — 1) /5 a2 (2.39b)

Entonces, el segundo coeficiente virial B (T") lo podemos reescribir en términos del
diametro y alcance de colisién,

2T

B(I) =7

[beﬁ‘E —A (658 -1)], (2.40)

donde b = 02 y A = R? son el volumen repulsivo y atractivo de colisién, respectivamente.

Suavidad relativa de interacciones no conformales

Analicemos ahora la conexién entre la forma del potencial intermolecular v y los
volimenes de colision promedio. Para esto, reescribimos los volimenes de colision en
unidades reducidas, usando € y 9, como unidades de distancia y energia, respectiva-

mente. Entonces, integrando por partes las ecs. (2.39)
1
b (T*) =1 —3e " / dz 22 Pu2), (2.41a)
0

A (T*) =1+ / dz (e7P) — 1), (2.41b)
1

efe —1
donde z =1/, y T* = kgT /e = 1/fe.
Siguiendo el procedimiento propuesto por Frisch y Helfand[24] y Coz et al.[25], se

introduce el siguiente potencial adimensional
o(2) =u(z) /e +1, (2.42)
donde ¢ cumple con las siguientes condiciones
p(z—=0) =00, ¢(2=1)=0, ¢(z—>00)—>1.
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Cambiando de variable independiente, de z a ¢, se obtienen las siguientes expresiones

para los volimenes de colisién

b (T*) =1+ /0 h do [822;@} e P9, (2.43a)
R
AT =14 g / @ [872“’”] ey, (2

donde 3dz 2% = dz3 = d¢ (023/0¢) y los indices R y A denotan las regiones repulsiva
y atractiva, respectivamente.

Para describir la diferencia en la forma entre dos o mas potenciales, se toma un
potencial de referencia ug (z), con profundidad £y = ¢, y se introduce la funcién s (¢)

de la siguiente manera

[%f@] o [%m n (2.44)

donde 2y (¢) es la funcién inversa de ¢g (2) = ug (2) /e + 1, ambas derivadas se calculan
al mismo valor ¢.. Por lo tanto, s (¢) describe la no conformalidad entre u (z) y ug (2).

La funcién s(¢), llamada suavidad relativa, nos permite relacionar las propieda-
des termodindmicas de un sistema de referencia con el sistema de interés. Cuando la
suavidad relativa de dos sistemas es la misma entre si, entonces sus potenciales adimen-
sionales tienen la misma forma, i.e., son conformales.

Nétese que, en el caso general tenemos dos funciones s (¢), una para la region re-
pulsiva s (¢), y otra para la regién atractiva s (¢), del potencial.

Considerando, por simplicidad, a sg y s4 independientes de ¢ y sustituyendo la ec.

(2.44) en las ecs. (2.43), se obtiene

b (T*) = 1 — sp + spbi (T7), (2.45a)

A (T*) = 1 — 54+ s4A; (T, (2.45b)
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donde bj y A son los volumenes repulsivo y atractivo de colisién para el sistema de
referencia.

La obtencién del segundo coeficiente virial es simple, ya que solo es necesario susti-
tuir las ecs. (2.45) en la ec. (2.40). La expresion de B* (T™) es particularmente simple
cuando Sp =S4 = S

B* (T*)
(2m/3)

Concluyéndose que, la gréafica paramétrica de B vs. B(T) es una linea recta de pendiente

= BN (IT")=1—s+sB} (T7). (2.46)

s y ordenada al origen 1 — s.

2.3.1. Segundo coeficiente virial de esferas suaves B (T, s)

Como ya se mencioné anteriormente, nuestros sistemas de estudio son las esferas

suaves ANC, cuya familia de potenciales estd determinada por

ur.+1 2<1,
ugs (2,8) =
0 z> 1.

De la ec. (2.37), tenemos que el segundo coeficiente virial reducido B, de esferas

suaves esta dado por
B, (1) / L
= =3 dz z°fs (2
eef3) )y )

1
=1- 3/ dz 2* exp [—Bug) (2.47)
0

donde f, es la funcion de Mayer para las esferas suaves.

Ahora bien, por la misma definicién de las esferas suaves,

B (T%) _ a2
W — 1—3/0 dz 2% exp [—f (Uanc + €)]

1
=1- 36_58/ dz 2% exp [~ Buane] ,
0
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que al comparar con la ec. (2.41a), tenemos que B, lo podemos escribir en términos del
volumen repulsivo de colision ANC. Ahora bien, debido a que la familia de potenciales
ANC cumple de manera exacta con las relaciones (2.45), se tiene que

2
T

2
Bl (T",8) = e (T"8) = S [1— s+ b3 (T)], (2.48)

donde bf se representa, por conveniencia, por medio del desarrollo en serie de Taylor

3
> a, (In[10 7)), 0.01<T <04,
n=0

bi (T) = (2.49)

7
> o, (In[T/10])", 0.4 <T <200,
n=0

En la tabla (2.1) se muestran los valores de los coeficientes {a,, a/,}.

En la figura (2.2) se muestra la grafica B*(T*, s) contra T para 0.2 < s < 1.0 con
ds = 0.2. Los simbolos son el resultado de la integracién numérica de la ec. (2.47) y las
lineas sélidas se obtuvieron al usar la relacién de la ec. (2.48). En esta figura se nota
que, para una s fija, B* disminuye de manera sistemdtica al aumentar T™. También
se puede notar que B* disminuye conforme s aumenta, para una 7™ fija. Ademas, la

tendencia de B*, al disminuir s, es congruente con el limite s — 0, i.e., esferas duras.

ap, al,

8.982506236595648 x 10~ 5.790785807437519 x 107"
—4.137413864556982 x 1072  —8.533180639303072 x 102
—6.68434853004185 x 1073 4.213141656781993 x 1074
2.983351426179836 x 10~* 8.963077511655939 x 10~*
—4.580925303423674 x 1075

—9.698664503087579 x 1076

1.19293944311153 x 107°

6.087708686815012 x 1078

N O U W~ oS

Tabla 2.1: Coeficientes del desarrollo en serie del volumen repulsivo de colisién de refe-
rencia by, ec. (2.49), para el sistema de esferas suaves ANC.
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T*

Figura 2.2: Segundo coeficiente virial B* como funcién de la temperatura T* para el
sistema de esferas suaves ANC y para distintas suavidades. Los simbolos son el resultado
de la integracién numérica de la ec. (2.47) y las lineas sélidas se obtuvieron a partir de
la ec. (2.48).

2.4. Tercer coeficiente virial C

El coeficiente de p* en (2.27) es el tercer coeficiente virial. Las dimensiones de C (T
son de volumen al cuadrado y en unidades SI son m°. El tercer coeficiente virial, para

interacciones binarias, se escribe como:

c(T) = —% //d3F12 d’r13 fiofos f1, (2.50)

donde f;; = e;; — 1y e;; = e(ry;) = exp [—Sug (r;;)] son la funcién de Mayer y factor
de Boltzmann, respectivamente.
El procedimiento més simple para calcular C' (T') es usar el método de la transfor-

mada de Fourier. Definiendo la convolucién v (r13) de fa3 con f3; como

Y12 =7 (7’12) = /d3r13 fisf (\1'12 - I'13|)7
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entonces C (T') se evaliia como

c(T) = —% /d31“12 fi2mz. (2.51)

Ahora bien, el teorema de Parseval afirma que si x (r) y y (r) son funciones complejas
y z* (r) es el complejo conjugado de x (r), entonces la integral del producto (z*y) da el
mismo resultado si se evaliia en el espacio de Fourier o en el espacio de las posiciones,

es decir,
[ @ye = [ @i 19i00,

donde z (k) es la transformada de Fourier de z (r).

De lo anterior, (2.51) queda como

1 .
c(r) =~ [ ¢k F 3w
Aplicando el teorema de convolucion, se tiene que
R . 2
i (k) = [f 0]
y por tanto,
1 . 3
O(1) = — / &k [f (k)} , (2.52)
donde
fey =+ / dr rf (r) ik, (2.53)

es la transformada de Fourier de la funcién de Mayer f(r) en coordenadas esféricas (una

vez que la integral angular se ha llevado acabo) y k es la norma del vector de onda k.

2.4.1. Resultados para el tercer coeficiente virial de esferas

suaves C (T s)

Para la evaluacién numérica de (2.53), usamos cantidades reducidas y la rutina de

Fourier de Mathematica 5.2 [26], con un espaciamiento de muestreo de Ar* = 1073 y
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N = 216 puntos.

Ahora bien, para la forma funcional del tercer coeficiente virial e inspirados en las
esferas duras, supusimos que el tercer y segundo coeficiente virial estan relacionados de
igual manera que en las esferas duras més una funcién de correccion.

Por tanto, el tercer coeficiente virial C' de esferas suaves queda como:
5
C(T,s) = ng (T,s)+ 45, (T, s), (2.54)

donde B (T, s) es el segundo coeficiente virial de esferas suaves y

ClT + 02T2

. 2.55
1 + CgT + C4T2 + C5T3 ( )

51 (T, 8) = 82

Los coeficientes {¢, } fueron ajustados a los valores de C* en las isotermas 0.5 < 7™ < 10,
con 0T = 0.5, y suavidades 0.1 < s < 1.0, con s = 0.1. Los valores de estos coeficientes
se muestran en la tabla (2.2).

En la figura (2.3) se muestra la grafica C*(T*, s) contra 7% para 0.2 < s < 1.0 con
ds = 0.2. Los simbolos son el resultado de la integracién numérica de la ec. (2.52) y
las lineas sélidas se obtuvieron a partir de la ec. (2.54). En esta figura se nota que,
para una s fija, C* disminuye de manera sistematica al aumentar 7. También se puede
notar que C* disminuye conforme s aumenta, para una 7™ fija. Ademas, la tendencia

de C*, al disminuir s, es congruente con el limite s — 0, i.e., esferas duras.

Cn
—0.012557632057418819
—0.028854250955153784
7.9329071522835
5.715855286390082
0.01818953697937071

[ ESJUR NI ]

Tabla 2.2: Coeficientes de la funcién de correccién f; (T, s), ec. (2.55), para el tercer
coeficiente virial de esferas suaves ANC, ec. (2.54).
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e S=02
T = S=04
L5l - + S=06
’ » S=08
10+ .
0 2 4 6 8 10

T*

Figura 2.3: Tercer coeficiente virial C* como funcién de la temperatura 7% para el
sistema de esferas suaves ANC y para distintas suavidades. Los simbolos son el resultado
de la integracién numérica de la ec. (2.52) y las lineas sélidas se obtuvieron a partir de
la ec. (2.54).

2.5. Cuarto coeficiente virial D

El coeficiente de p® en (2.27) es el cuarto coeficiente virial. Las dimensiones de
D (T) son de volumen al cubo y en unidades ST son m?. De la expresién (2.32), el

cuarto coeficiente virial, para interacciones binarias, se escribe como:

D = Dy + D5+ Dg,

donde
3 3 3 3
D, = ~3 for fos fi2 fazd ro1d rped r o3, (2.56a)
3
D5 = —Z///f01f02f03f12f23d31"01d31'02d31'037 (2-56b)
1
D¢ = —g///f01fo2fo3f12f23f31d3r01d31"02d31”03, (2-560)

con f;; como la funcién de Mayer.
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Estas tres integrales corresponden a los tres diagramas que expresan la interacciéon
por pares de las cuatro particulas. La dificultad radica en Dg, ya que este término

contiene los factores de la interaccion de todos los pares de particulas.

Para calcular D usamos el método de Barker y Monaghan ([27], [28], [29]) que ha
mostrado ser muy satisfactorio. La idea general es hacer un cambio de coordenadas para
reducir la integracion de nueve dimensiones a seis dimensiones, para después hacer un

desarrollo en polinomios de Legendre de las funciones de Mayer.

Entonces, hacemos el cambio coordenado a un sistema que tiene a la particula 0
en el origen y al eje polar a lo largo de la linea que une a la particula 0 con la 2. Al
vector que une a la particula ¢ con j lo denotamos como r;;, a su magnitud como 7;; y
al angulo entre los vectores ro, y ro; como ;. Sea 1 el angulo entre los planos 012 y

023, entonces

cos 13 = cos 015 cos Oa3 + sin O3 sin Bo3 cos P, (2.57)

y ademas
i =g + 7’(2Jj — 2rgirg; cos by, (i #j#0). (2.58)

i

Asi pues, el cambio coordenado queda como:

d3r01 = 271'7’(2]1 sin 912d‘912d7’01, (259&)
d31'02 = 471'7’(2]2(17’02, (259b)
d3r03 = 7’83 sin 923d‘923d7’03dlp. (259C)
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Entonces, la forma de Dy, k =4,5,6 es

0 0 0
3 2 2 2
D4 = —6m / d’f’olfol’l“m / d’f’og’l“oz / d’f’ogfog’l“og X
0 0 0

X / d912 sin 912/ d923 sin 923f12f23, (260&)
0 0

o0 o0 o0
3 2 2 2
Ds = —127 / d7°01f017’01/ d7°02f027’02/ dros fo3ros ¥
0 0 0

X / d912 sin 912/ d923 sin 923f12f23, (260b)
0

0

o0 o0 o0
2 2 2 2
D¢ = —7 / d7”01f017’01/ d7“02f027”02/ dros fo3rgs X
0 0 0

T T 2
></ doi, Siﬂ@lz/ dbs Siﬂ923/ di fra fas fa1- (2.60c)
0 0 0

La presencia de los factores sin ;; en las ecs. (2.60) sugiere una simplificacion en las

integrales, al desarrollar f;;, i # j # 0, en polinomios de Legendre. Entonces

fij = Z Aj (roi, m05) Fi (cos by) (2.61)
=0
con
20+1 [T
Al (7’02‘, TOj) = T fzyPl (COSZ']‘) d (COS 92]) . (262)
-1

Ahora bien, no es necesario introducir el desarrollo en los términos D4 y Ds, los

cuales los podemos reescribir como:

0 S 00 +1 +1
D4 = —67'('3/ d?"l fl’f’%/ d?"g 7’%/ d?"g f37’§/ dw12/ dUJ23 f12f23, (263&)
0 0 0 -1 -1

o0 o0 o0 +1 +1
D5 = —127T3/ dry flT%/ dry f27"§/ drs f37’§/ dw12/ dwaz fi2 fa3,
0 0 0 -1 -1

(2.63b)
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donde dw;; = d (cosb;;), (i #j#0).

00 +1
v (rj) = Tj/o dr; fﬂ”?/ dwij fij,

1

Si definimos

entonces, podemos reescribir las ecs. (2.63) como:

D, = —67r3/ v% (r) dr,

0
D5 = —127° f(r)y*(r)dr.
0

(2.64)

(2.65)

(2.66)

Para efectos de cdlculo numérico es conveniente reescribir la ec. (2.64) auxilidndonos

de la ec. (2.58),

o0 |ri+75]
Y (Tj) = / dr; f; 7”2'/ i f (Tij) drj,
0

ri=rjl

donde transformamos en base a

2

.2 2
Tz’j = Ti —I—’f’j — 2’/"Z”l"jwij,
1
dw;; = ———ry; dr;;.
J J J
7"2'7"]‘

(2.67)

Ahora nos enfocamos en Dg, ya que éste es el término en el que debemos de introducir

el desarrollo en polinomios de Legendre. Pero para esto necesitamos dos propiedades

de los polinomios de Legendre.

La primera de estas propiedades es el teorema de adicion,

P, (cos b13) = P, (cos by2) Py (cos Ba3) +

l
+2 Z E; _T_ Z;: P} (cos 013) P (cos fa3) cos (k)

k=1

y la segunda es la propiedad de ortogonalidad de los polinomios de Legendre

+1
5”77’7,
/_1 P, (cos0) P,, (cosf) d(cosl) = 2271 1
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Usando esto en la parte angular de Dg, tenemos que

+1 +1 2m
/ d (cos 912)/ d (cos 923)/ di f12 fo3 f13,
- - 0

1 1

se reduce simplemente a

fe’e) 2 2
27T; (2n+ 1) A, (To1,702) An (o2, T03) An (To1,T03)

y por tanto, Dg se escribe como:

(9 1 2 00 0o 00
_ 3 2.2 2
D¢ = —8x ngzo (271 i 1) /0 /0 /0 fifafsrirarsx

X An (7"1, 7"2) An (7"2, 7’3) An (7"1, 7’3) d?"ldrgdrg. (270)

Entonces, para calcular numéricamente la ec. (2.70) se debe calcular primero las
A, (r,7;), usando 755 de la ec. (2.58), hasta el orden deseado. Claro estd que el orden

a truncar se encuentra limitado por cuestiones tecnologicas.

2.5.1. Resultados para el cuarto coeficiente virial de esferas

suaves D (T, s)

Aplicando la metodologia anterior a las esferas suaves ANC, se utilizé Mathematica
5.2 [26] para la integracién numérica y se truncé la serie hasta As. El siguiente pro-
blema fue encontrar una forma funcional para el cuarto coeficiente virial D de esferas
suaves. Siguiendo con la misma linea de tener al coeficiente virial en términos de una
referencia, se propuso que la proporcionalidad fuera una funcién de la suavidad s y la
temperatura 7.

Ya que también se requeria que el coeficiente cumpliera con los limites s — 0 y

T — 0, se llegd a la siguiente forma para el cuarto coeficiente virial:

D(T,s)=Dps+ [a(T)s+b(T)s*+ (1 —a(T) = b(T)) s*] [D°(T) — Dys] (2.71)
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donde

alT + a2T2 + CL3T2'5

T) = 2.72
“ ( ) a4 + CL5T + CLGT2 + a7T2~5’ ( a>
blT + b2T2 + b3T2'5
b(T) = 2.72b
( ) b4 + b5T + b6T2 + b7T2'5 ( )
y el cuarto coeficiente virial de referencia D estd dado por:
Dy + diT + dyT? + dsT?%5
Do (T) = Zhe T DL Tl F (2.73)

14+ diT 4+ dsT? + dgT3

donde Dy, es el cuarto coeficiente virial de esferas duras 18.364768 (7/6)°.

Los coeficientes {a,,b,} fueron ajustados a los valores de D* en las temperaturas
0.5 < T* <10, con 07" = 0.5, y suavidades 0.2 < s < 1.0, con ds = 0.1; los valores de
estos coeficientes se muestran en la tabla (2.3). Los coeficientes {d,,} fueron ajustados
a los valores de D*(s = 1) = D% en 0.5 < T* < 20; los valores de estos coeficientes se
muestran en la tabla (2.4).

En la figura (2.4) se muestra la grafica D*(T™, s) contra T™* para 0.2 < s < 1.0 con
ds = 0.2. Los simbolos son el resultado de la integraciéon numérica de las ecs. (2.65),
(2.66) y (2.70); las lineas solidas se obtuvieron a partir de la ec. (2.71). En esta figura se
nota que, para una s fija, D* disminuye de manera sistematica al aumentar 7. También
se puede notar que D* disminuye conforme s aumenta, para una 7™ fija. Ademas, la

tendencia de D*, al disminuir s, es congruente con el limite s — 0, i.e., esferas duras.
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(7% bn
5.625673096543854 —7.438832121642144
51.54481267523762 —62.695232128566644
21.189807927713336 —215.0286690605651

0.005024538531357688 0.6012634348419976
5.224521212277417 89.82451534514617
48.49910664009521 862.0309611728773
8.920494635206584 101.93401076706546

BN IS SISO U O |

Tabla 2.3: Coeficientes de las funciones a(T") y b(T), ecs. (2.72), del cuarto coeficiente
virial de esferas suaves ANC, ec. (2.71).

dn
60.44646471708781
24.990454161908758
34.774705372639914
32.56043694956439
48.35106003484793
24.637920261192033

SOk W N 3

Tabla 2.4: Coeficientes del cuarto coeficiente virial de referencia D%, ec. (2.73), para
las esferas suaves ANC.
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T*

Figura 2.4: Cuarto coeficiente virial D* como funcion de la temperatura T para el
sistema de esferas suaves ANC y para distintas suavidades. Los simbolos son el resul-
tado de la integracion numérica de las ecs. (2.65), (2.66) y (2.70); las lineas solidas se
obtuvieron a partir de la ec. (2.71).
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Capitulo 3

Simulacion molecular

En el capitulo anterior se mostré cémo calcular el factor de compresibilidad Z en su
forma virial, cémo calcular los primeros coeficientes viriales y las formas analiticas de
estos. Una manera de probar la validez de estas predicciones es mediante la realizacion
de simulaciones moleculares, donde se “mide” la propiedad termodindmica de interés.

Dentro de estas simulaciones se encuentra la dindmica molecular, elegida en el pre-
sente trabajo. A decir verdad, en un inicio se realizaron simulaciones de Monte Carlo y
dindmica molecular, pero durante la implementacion de los codigos, la parte correspon-
diente a dinamica molecular se tuvo antes que Monte Carlo y dado que con dindamica
molecular se encontraron datos consistentes ya no se continué con simulaciones de Mon-

te Carlo.

3.1. Dinamica molecular

La simulacion por dindmica molecular es la realizacién moderna de una idea antigua,
el comportamiento de un sistema se puede calcular si tenemos, para todos los constitu-
yentes del sistema, las condiciones iniciales y las fuerzas de interaccién. La idea clave

es el movimiento de las particulas, el cual describe la evoluciéon temporal de las posi-
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ciones, velocidades y orientaciones. Los constituyentes del sistema pueden ser similares
o diferentes y la condicion de estas particulas identifica el estado del sistema.

El estado del sistema puede manipularse o controlarse via las interacciones entre
particula-particula y particula-medios. No es posible estudiar el estado de un sistema por
observacion directa, sin embargo, se investigan los estados por manipulacion y medicion
de observables, por ejemplo, en un gas se puede manipular la temperatura y se mide

cémo responde la presion.

3.1.1. Ensamble NVT

Sea nuestro sistema de estudio un conjunto de N particulas idénticas contenidas en
un volumen V' a una temperatura 7'y que interaccionan a través de un potencial por
pares u (1;;) = w;;, donde r;; = r; —r; y r;; = |r;;|. Esta funcién potencial considera
implicitamente la forma geométrica de las moléculas. Por lo tanto, cuando se especifica
la funcién potencial, se establece la simetria molecular.

Ahora bien, la energia potencial de una configuracién particular es:

N
i<j

y la energia cinética para esta configuracién es:

N
1 p?
K=— —=. 3.2
P (3.2)
Por tanto, la energia total es:
H=K+U. (3.3)

Para este sistema, la fuerza sobre la i-ésima particula debida a las N — 1 particulas
restantes se representa de la siguiente manera:
N
F, =) F; (3.4)
J#i

46



donde F;; se calcula por medio del potencial intermolecular de la siguiente manera:

_duij vy

)
d’f’ij Tij

donde r;; es la distancia entre las moléculas i y j.

Unidades Reducidas

En simulaciones es conveniente expresar cantidades tales como la temperatura, den-
sidad, presién y similares en términos de unidades reducidas. Esto significa que elegimos
una unidad de energia, longitud y masa, conveniente, para luego escribir las otras canti-
dades en términos de estas unidades béasicas. Una opcién natural para nuestras unidades

bésicas es la siguiente:

Unidad de longitud | 9,,

Unidad de energia | ¢

Unidad de masa m

donde m es la masa de las particulas. De estas unidades bésicas, se derivan las siguientes:

Unidad de tiempo Omr/m/e

Unidad de temperatura | ¢/kp

En términos de estas unidades expresamos las propiedades reducidas, denotadas
con un superindice *. El potencial reducido u* = u/e es una funcién adimensional de
la distancia reducida r* = r/d,,.

Con esta convencién, se definen las siguientes cantidades reducidas:

Energia interna | U* = Ueg™!
Presién P* = P& et
Densidad p* = pd3
Temperatura T* = kpTe™!
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3.1.2. Ecuaciones de Movimiento

Una vez determinado el sistema o modelo de interacciéon y las unidades que se uti-
lizaran, el siguiente paso constituye la propia simulacién. En dindmica molecular las
posiciones r; y momentos p; de las particulas se obtienen, para cada instante, resol-

viendo numéricamente las ecuaciones diferenciales de movimiento,

. dr; _ bi

NS T (3.6a)
dp;

5, = =F,. 3.6b

bi=— (3.6b)

En general, el sistema con mayor niimero de particulas, para una densidad fija, pro-
porcionar resultados mds precisos ! . Sin embargo, debido a limitaciones tecnolégicas
tenemos una limitacion en el nimero de particulas a utilizar. En dinamica molecular, el
mayor tiempo de computo se ocupa en el calculo de la fuerza. En cada ciclo, el tiempo
de cémputo de la fuerza es proporcional al cuadrado del nimero de particulas. Por
consiguiente, al aumentar el nimero de particulas, el tiempo de ejecucion del programa
se incrementa también.

Ahora bien, al confinar las particulas en un volumen V', habrda una porcion de
particulas sobre la superficie del contenedor y estas particulas tendran un comporta-

miento distinto a las que se encuentran en el bulto.

Condiciones periddicas a la frontera y condicién de minima imagen

Para superar estos efectos de superficie se usa cominmente, lo que se llama, condi-
ciones periddicas a la frontera ([30]). Se hacen réplicas de la caja de simulacién, junto
con todas las particulas y su estado, para formar una red infinita. Durante la simu-

lacién, mientras una particula se mueve de la caja original, las imagenes periddicas,

L El limite termodindmico corresponde al limite cuando (N) — oo, V — oo con p = (N) /V cons-
tante. En el limite termodindmico, las propiedades calculadas en distintos ensambles son las mismas.
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de las cajas vecinas, se mueven de la misma manera. Asi, mientras una particula deja
la caja “principal”, otra imagen entra por el lado opuesto. Por tanto, no hay paredes
en la caja principal ni particulas en la superficie. El niimero de particulas en la caja
principal (y en todo el sistema) se conserva. No es necesario almacenar el estado de
cada particula imagen, sélo el de las particulas de la caja principal. De hecho, el estado
de las particulas imagen se puede obtener con la traslacién de la caja principal.

Es importante hacer notar que depende del alcance del potencial y del fenémeno en
investigacion si las propiedades de un sistema pequeno, infinitamente periddico, y las del
sistema macroscopico que representa, son las mismas. El uso de condiciones peridédicas
a la frontera inhibe la aparicion de fluctuaciones de longitud de onda larga. Para un
cubo de lado L, la periodicidad suprimiré cualquier tipo de ondas cuyas longitudes de
onda sean mayores a L.

A pesar de lo anterior, se ha visto que las condiciones periddicas a la frontera tienen
un efecto pequeno en las propiedades de equilibrio, para simulaciones alejadas de las
transiciones de fase y para interacciones de corto alcance.

Debemos considerar ahora como evaluar las propiedades de sistemas que estan suje-
tos a condiciones periddicas a la frontera. La parte principal de un programa de dinamica
molecular consiste en calcular la energia potencial del sistema y la fuerza que actia so-
bre cada una de las particulas para una configuraciéon particular. Si consideramos el
calculo de la fuerza sobre la particula a y la parte de energia potencial que involucra a
ésta (hemos supuesto que la interaccién es por pares y aditiva), debemos incluir, ademas
de las interacciones de la particula a con el resto en la caja de simulacion, todas las
interacciones con las particulas imagen de las cajas réplica. Esto es un ntimero infinito
de términos y en la practica es imposible de realizar. Para un potencial de corto alcance
podemos restringir la suma si consideramos todas las particulas cercanas a la particula

« e ignoramos las interacciones para particulas lejanas a ésta. Para esto, construimos
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una caja cuya forma y tamano son iguales a la caja de simulacién, donde la particula
a se encuentra en el centro de ésta. Luego entonces, la particula « interacciona con las
N — 1 particulas imagen peridédicas més cercanas. Esta técnica, llamada condicion de

minima imagen, es una consecuencia natural de las condiciones periddicas a la frontera.

3.1.3. Propiedades termodinamicas

Las propiedades de un fluido son una manifestacion de las interacciones entre las
moléculas. Para medir cantidades observables en simulaciones de dinamica molecular,
debemos, antes que nada, expresar estas cantidades como funciéon de las posiciones y
momentos de las particulas del sistema.

La energia interna se calcula de la siguiente manera:
U=(H)=(K)+U), (3.7)
donde (...) denota el promedio, ya sea el promedio del ensamble sobre el espacio fase
o, usando la teoria ergddica, el promedio en el tiempo del sistema.

Del estudio (cldsico) de sistemas de muchos cuerpos, se puede calcular la tempera-

tura y la presion usando el teorema de equiparticion generalizado ([30],[31]),

OH
<pk—apk> = kgT, (3.8a)
<Qk—8H> = kpT, (3.8b)
Gk

para cualquier coordenada g, y momento pj generalizado. Entonces, si usamos las ecua-
ciones de movimiento de Hamilton (¢, = OH/Opr v — pr. = OH/Jqx) y sumamos sobre

todas las particulas, las ecs. (3.8) quedan como:

Al
<Z — |pi|2> = 3NkgT, (3.9a)
m

i=1

— <§:r : pi> = 3NkpT. (3.9b)

1=1
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De la ec. (3.9a) se tiene que la energia cinética promedio es:

(K) = gNkBT. (3.10)

En una simulacién, se usa la ec. (3.10) como una definicién operacional de la tempe-
ratura. En la préactica, para un sistema de N particulas con momento total fijo, se
mide la energia cinética del sistema y se divide por el nimero de grados de libertad
Ny(=3(N —1)). Entonces, la temperatura, para una configuracion (rN, pN) al tiempo

t, se escribe como:
2

(3.11)

Ahora bien, la presién del sistema se puede calcular a partir de la ec. (3.9b), la cual

primero reescribimos de la siguiente manera:
N
— E r; - Fi° ) = 3NkpT.
i=1
F!°' representa la suma de las fuerzas intermoleculares F; y las fuerzas externas F*,

entonces

i=1

N N
- <Zri : F> - <Zri : ngt> = 3NkpT.
=1

Ahora bien, la fuerza externa sobre el sistema es la fuerza aplicada por las paredes del

contenedor, y esta fuerza estd dada por la presién P del gas

N
_<Zri.F?Xt>:P % rdSZBPV

=1 superficie

Por tanto, se tiene que la presion es:

N
1
P:PkBT+W<;ri'Fi>a

donde ahora sélo estdan involucradas la fuerzas intermoleculares.
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Esta tdltima ecuacion se puede reescribir de una manera que sea independiente del
origen del sistema coordenado, ya que el potencial de interaccién es por pares,
1 N
i<j
Asi, la presién tiene una contribucién ideal y otra debida a la interaccion entre las
particulas.

Podemos resumir lo anterior de la siguiente manera:

N
3
U= NksT + <Zu]> , (3.13a)

i<j
1 N
P = pksT + o <; Fij - rij> : (3.13b)
(K)
T=2 3.13

o bien las cantidades instantédneas

U (t) = gNkBT )+ s (1), (3.14a)
P(t) = pkpT (1) + % S (1) xy 1), (3.14b)
()= k:Ble |piﬂ<f>| . (3.14c)

3.2. Dinamica molecular y ecuacion de estado de
esferas suaves

Se realizaron simulaciones de dindmica molecular con N = 500 esferas suaves
ANC (1.11), y con valores de la suavidad (s=0.6,0.7,0.8,0.9,1.0). En cada siste-

ma se simularon 48 estados, 12 isécoras (p* = 0.1,0.2,0.3,...,1.2) y 4 temperaturas
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(T* =1,2,5,10). Se integraron las ecuaciones de movimiento (3.6) utilizando el algo-

ritmo wvelocity Verlet [30] con dt* = 0.002.

Ecuacion de estado virial de esferas suaves ANC

En el Capitulo anterior se mostré cémo calcular numéricamente los primeros coe-
ficientes viriales B* (T*), C* (T*) y D* (T*). Asi pues, la EDE virial truncada queda

COomao:
Zes (p*,T*,5) = 1+ p*B* (T*,s) + p* C* (T*,s) + p* D* (T*, ) . (3.15)

Para probar la EDE virial (3.15), se calculé la compresibilidad Z en los sistemas
y estados simulados. En las figuras (3.1) y (3.2) se muestran las graficas Z contra p*
para T = 1 y T* = 10, respectivamente, para las suavidades 0.2 < s < 1.0 con
0s = 0.2. Los simbolos son el resultado de las simulaciones de dindmica molecular y
las lineas solidas se obtuvieron a partir de la EDE. De estas graficas se puede notar
que las predicciones de la EDE virial son consistentes con los datos de simulacion
para p* < 0.4. Sin embargo, las predicciones para p* > 0.4 son cualitativas. También
podemos notar que las desviaciones de las predicciones de la EDE, con respecto a los
datos de simulacion, disminuyen al aumentar la temperatura. Ademas, la tendencia de
7, al disminuir s, es congruente con el limite s — 0, i.e., esferas duras.

Con respecto a las desviaciones de las predicciones con los datos de simulacion, éstas
son de esperarse ya que, aun para las esferas duras, no es suficiente con los primeros
coeficientes viriales para reproducir la compresibilidad Z.

Ahora bien, se puede intentar mejorar la EDE (3.15) anadiendo més términos a ésta,
i.e., calculado coeficientes viriales de orden superior. Sin embargo, la complejidad en las
integrales de ciimulo y el tiempo de computo son una limitante. Ademas, no garantiza

una mejora considerable en las predicciones.
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Es importante hacer notar que la forma explicita de la EDE virial no es muy com-
pacta y que tiene muchos parametros. Sin embargo, por la propia teoria, la EDE se
construye una sola vez y se aplica para cualquier otro sistema de suavidad distinta a

las usadas para su construccién.
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10} o 7]
Z(p*,T*=1) E s + S=08
5 . S=09

5, _
v S=10

Figura 3.1: Compresibilidad Z como funcién de la densidad p*, en T* = 1, para el
sistema de esferas suaves ANC y para distintas suavidades. Los simbolos son el resultado

de las simulaciones de dindmica molecular y las lineas sélidas se obtuvieron a partir de
la EDE de esferas suaves ANC, ec. (3.15).

[ o |
10: 1 e S=06

= S=07
Z(p*, T*=10) + S5=08
» S§=09

v S§S=10

Figura 3.2: Compresibilidad Z como funcién de la densidad p*, en T™ = 10, para el
sistema de esferas suaves ANC y para distintas suavidades. Los simbolos son el resultado

de las simulaciones de dinamica molecular y las lineas sélidas se obtuvieron a partir de
la EDE de esferas suaves ANC, ec. (3.15).
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Conclusiones y perspectivas

La ecuacion de van der Waals, 1873, fue el punto de partida de la termodinamica
molecular en fluidos, y hasta la fecha ha servido como punto de partida en el desarrollo

de ecuaciones de estado, empiricas y semiempiricas, para fluidos simples y moleculares.

Contar con ecuaciones de estado a la van der Waals, funciones explicitas de las
variables de estado y de los parametros moleculares que caracterizan a las sustancias,
ofrece varias ventajas respecto a modelos semiempiricos, sean estos obtenidos direc-
tamente de la experimentacion con sustancias reales, o bien, de los “experimentos”

computacionales.

Por tanto, construir una ecuacién de estado tedrica, para el sistema de esferas suaves
repulsivas ANC, llevé a la eleccién de una metodologia para esto. La eleccién de una
ecuacién de estado virial, llevo a la tarea de calcular los primeros coeficientes viriales
B(T), C(T)y D(T) de las esferas suaves. Las formas funcionales de los coeficientes
viriales resultaron complicadas. Pero, la concordancia de las predicciones con las inte-
graciones numéricas es buena. El parametro de forma, la suavidad s, permite explorar

una gran cantidad de potenciales no conformales.

Las predicciones de la ecuacién de estado virial, con respecto a los datos de simula-
cion, resultaron en concordancia para densidades menores a p* = 0.4, para densidades
mayores la desviacion disminuye conforme la temperatura aumenta. Esta desviacién

era de esperarse debido a que, aun para las esferas duras, con los primeros coeficientes
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viriales no basta ya que el desarrollo virial no converge a densidades altas.

Por otra parte, existen ecuaciones de estado para sistemas repulsivos tales como: las
esferas suaves WCA, Lennard-Jones repulsivo, que se usan como sistema de referencia
pero no explora el efecto de la no conformalidad; las esferas suaves de potencia inversa,
donde si se estudia la no conformalidad de los potenciales y pueden usarse como sistemas
de referencia [32]. Ahora bien, en las esferas suaves ANC se estudia el efecto de la no
conformalidad de los potenciales y ademas, debido a los antecedentes de los potenciales
ANC ([2],[3],[4],[5],[6]), son una buena opcién como sistema de referencia en la teorfa
de perturbaciones.

La siguiente tarea es buscar métodos para mejorar la ecuacion de estado. Un camino
para mejorar la ecuacion de estado virial es calcular y anadir coeficientes viriales de
orden superior. Esta via tiene como desventaja la complejidad en las integrales de
cumulo y el tiempo de cémputo de las mismas. Ademas, no garantiza una mejora
considerable en las predicciones.

Otro camino es utilizar alguna ecuacion de estado existente de un sistema de referen-
cia y hacer un mapeo entre las esferas suaves y el sistema escogido. Asi, los pardmetros
efectivos, de la ecuacién de estado, dependeran del estado termodindmico.

Dentro de los posibles estudios a futuro se encuentran: el calculo de las propiedades
de transporte de las esferas suaves, estudiar mezclas entre distintos tipos de esferas
suaves, utilizar la teoria de perturbaciones para el calculo de la ecuacion de estado

completa para los sistemas ANC, etc.
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