ESTUDIO CINETICO Y DE TRANSPORTE DE MASA
DE LA ADSORCION DE RODAMINA B
EN UN LECHO EMPACADO CON PARTICULAS DE

ZEOLITA NATURAL

Tesis que presenta
I.Q. Gregorio Guzman Gonzalez
Para obtener el grado de
Maestro en Ciencias en Ingenieria Quimica




AT\

Casa abierta al tiempo

UNIVERSIDAD AUTONOMA METROPOLITANA

Estudio Cinético y de Transporte de Masa de la
Adsorcion de Rodamina B en un Lecho Empacado con
Particulas de Zeolita Natural

TESIS QUE PARA OBTENER EL GRADO DE MAESTRO EN CIENCIAS
EN INGENIERIA QIUIMICA

Presenta:
I. Q. Gregorio Guzman Gonzalez

Asesores:
Dr. Carlos Omar Castillo Araiza

Dr. Richard Stive Ruiz Martinez

03/Mayo/2013



De nuevo me encontré en el pasillo circular,
excitado por la aventura cinegética. Y por
doquiera, en las innumerables puertas,
atrafan las inscripciones:

Teatro Magico
-solo para locos-

La entrada cuesta la razon...

Hermann Hesse

A MIS PADRES...

Pablo y Margarita



Agradecimientos

A mi asesor el Dr. Carlos Omar Castillo Araiza, por todos los conocimientos que com-
partié conmigo, y su valiosa labor como director de este trabajo.

A mi asesor el Dr. Richard Stive Ruiz Martinez, por sus siempre interesares discusiones
acerca del tema, y su valiosa labor como director de este trabajo.

A los sinodales de este trabajo: Dr. Carlos Martinez Vera y la Dra. Miriam Noemi Moreno
Montiel, quienes con sus acertados comentarios y sugerencias enriquecieron el contenido
técnico y mejoraron la presentacion final del trabajo.

A los Maestros y Companeros de estudio por crear un ambiente propicio para el estudio
y formacién profesional.

A mis companeros de estudio: M. C. Guillermo Rivera, M. C. Oscar Luévano, M. C.
Wenceslao Bonilla, M. C. Gustavo Aparicio por su apoyo y amistad.

A mis hermano Pablo y mis hermanas Lety, Adela, Gaby y Mire por apoyarme siempre
sin importar la situacion.

A mi familia, por su amor y confianza.
A ITlda mi novia por..., gracias por todo.

A la Universidad Auténoma Metropolitana-Iztapalapa y al cuerpo academico de IPH
por soportarme por poco mas de 30 meses, gracias.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia por el apoyo econémico brindado como
beca de estudios, para la realizacién de este trabajo, gracias.



Resumen

En este trabajo de investigacién se estudié mediante modelado el comportamiento de
una zeolita natural Mexicana de bajo costo en el proceso de adsorcion de Rodamina B de
una solucién acuosa en un adsorbedor de lecho empacado. Se utilizé6 un modelo pseudo-
heterogéneo que considero el transporte de masa por conveccion y dispersion en la corriente
principal del fluido y el transporte de masa interfacial entre esta corriente de fluido y el
adsorbente. En el adsorbente se consideraron fenémenos difusivos y cinéticos. Con el objetivo
de tener un modelo del adsorbedor del lecho confiable, se determinaron los parametros de
transporte difusivo, de equilibrio y cinéticos de la zeolita natural de experimentos a nivel
laboratorio.

Se caracterizo la zeolita natural por las técnicas de Difraccién de Rayos X y fisisorcion de
Nitrogeno. Los patrones de Difraccion de Rayos X, obtenidos de polvos de zeolita natural,
se ajustan a la tarjeta JCPDS3-0427, lo cual implica que la muestra de zeolita natural
esta compuesta por Clinoptilolita, Mordenita y Cuarzo. Las isotermas obtenidas del estudio
de fisisorcion de nitrégeno, corresponden a isotermas de adsorcién tipo IV en la clasificacién
de la TUPAC, tipicas de materiales mesoporosos con hendiduras entre los planos cristalinos,
y acordes a la estructura de las Clinoptilolitas. El area superficial de la zeolita esta entre 10
y 11 m?/g, y el didmetro promedio de poro se encuentra entre 10 y16 nm.

Se evalu6 la capacidad maxima de adsorcion realizando experimentos de equilibrio en un
adsorbedor de tanque agitado operado por lotes. Las observaciones experimentales tienen el
comportamiento de isotermas de adsorcion tipo I o adsorcién del tipo Langmuir. De estos
experimentos se observé que un gramo de zeolita natural adsorbe 4.7 mg de Rodamina
B. Los datos experimentales se ajustaron con un modelo del tipo Langmuir considerando
un equilibrio dinamico. La regresion y los pardmetros involucrados en el modelo fueron
estadisticamente significativos. Los pardmetros estimados muestran que la capacidad maxima
de adsorcién .. de este sistema es 4.74 mg de rodamina B por cada gramo de zeolita
natural y la constante de afinidad R presenta un valor de 0.077.

Se realizaron experimentos cinéticos en un adsorbedor de tanque agitador por lotes. Las
condiciones cinéticas intrinsecas del material se determinaron variando la velocidad de agi-
tacion y el diametro de particula. Después de 100 rpm la resistencia al transporte de masa
interfacial fue minimizada. Se observa que cuando se utiliza el adsorbente con didmetros de
particula menores 0.06 mm, las resistencias al transporte de masa intra-particula son des-
preciables. Una vez que se encontraron las condiciones de operacién en régimen cinético, se
estudi6 el efecto de la concentracién inicial de rodamina B. Se observé que la rapidez de
adsorcién es proporcional al incremento de la concentracion inicial de Rodamina B. Se desa-
rrollé un modelo cinético siguiendo el formalismo Langmuiriano. El modelo ajusto adecuada-
mente las observaciones. Las contantes de adsorcién y desorcién estimadas son 1.18746 %
gstmg™! y 6.89735E7% gs~lem ™3 respectivamente.



Se realizaron experimentos en un adsorbedor de tanque agitado por lotes utilizando
particulas de la zeolita natural con didmetros promedio de 1 y 2.5 mm para determinar
los fenémenos difusivos en este material. Para estos experimentos la resistencia al transpor-
te de masa interfacial fue despreciable. Las observaciones fueron ajustadas con un modelo
difusion-adsorcion donde el inico parametro a estimar fue la difusividad efectiva. EI modelo
ajusto las observaciones experimentales adecuadamente y los valores estimados de difusivi-
dad efectiva para los particulas de didmetro promedio de 1 y 2.5 mm son 3.88746E~!! y
1.18746 E~1° ¢m?s~!, respectivamente.

La informacién al equilibrio, cinética y de difusién se integré en el modelo del adsorbedor
de lecho empacado y se realizé un estudio de sensibilidad paramétrica y geométrica, evaluan-
do el comportamiento de las curvas de ruptura adsorciéon al variar propiedades del sistema
como longitud y radio del lecho empacado, propiedades del adsorbente como: el diametro,
porosidad y difusividad efectiva, ademés de propiedades como el flujo y la concentracion
inicial de Rodamina B. En todas las simulaciones se evalué la caida de presién con el mo-
delo propuesto por Ergun en 1952, para todos los casos simulados la caida de presion fue
menor al 2%. Las predicciones de las curvas de ruptura indicaron que el tiempo de ruptura
incrementé proporcionalmente con el incremento de la longitud y del radio del lecho. La
disminucién del didmetro de particula, y de la difusividad de la particula ocasioné que el
tiempo de ruptura fuera mayor. Finalmente el tiempo de ruptura de las curvas de adsor-
cién se incremento6 para flujos de alimentacion pequenos y para valores de concentracion de
Rodamina B grandes.

Todos los modelos utilizados en este estudio son ecuaciones diferenciales parciales las
cuales se discretizaron con el método de colocacién ortogonal. Las ecuaciones resultantes
constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que se resolvieron por el método
de Runge-Kutta-Fehlberg. La estimacion de los parametros, se llevé a cabo con el método
de minimos cuadrados utilizando el algoritmo de Levenberg-Marquadt.
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Capitulo 1

Introduccion

Las fuentes no puntuales de aguas superficiales y subterraneas son importantes a nivel mun-
dial en materia econémica, ambiental y de salud humana. La eliminacién de moléculas re-
fractarias de los sistemas acudaticos es importante desde el punto de vista ambiental. Estas
moléculas como los colorantes sintéticos, contienen en su estructura grupos azo-aromaticos
que no pueden ser eliminados por los métodos convencionales de tratamiento de aguas re-
siduales. Por lo tanto, son descargadas a los cuerpos acuaticos y esto constituye sélo una
pequena proporcién de la contaminacion del agua pero tiene consecuencias ambientales y de
salud importantes (Spellman, 2008) (Diao y cols., [2010)) (Gupta y cols., [2008)).

Los procesos convencionales para el tratamiento de agua potable y residual estan enfo-
cados a la eliminacién de productos contaminantes quimicos y microbianos que representan
un peligro para la salud ptblica y ambiental. Sin embargo, la eficiencia de estos procesos es
cada vez mas limitada debido a dos nuevos desafios (Reckhow y Langlais, [1991). El primero
relacionado con la necesidad de mejorar la calidad del agua destinada para el consumo hu-
mano. El segundo, relacionado con la disminucion de recursos hidraulicos y la reutilizacion de
aguas residuales municipales e industriales, debido al crecimiento demografico y al desarrollo
industrial. Esto ha promovido la implementacién de regulaciones cada vez mas estrictas, que
demandan reducir los niveles maximos de contaminantes permisible en las aguas residuales.

Los procesos avanzados de tratamiento de aguas residuales pueden resolver muchos de
los problemas de calidad de agua. Para utilizar estos procesos de tratamiento de aguas, se
ha sugerido su implementacién acoplada a un proceso de tratamiento de agua convencional.
Esta combinacién puede tener impacto si se utiliza adecuadamente, ofreciendo un enfoque
eficaz y econémico para hacer frente a los problemas ambientales actuales y futuros. Sin
embargo, estos métodos de tratamiento requieren un alto consumo energético, por lo que se
requiere experiencia en ingenieria de capital e infraestructura. Como consecuencia no pueden
ser desarrollados, incluso en los paises altamente industrializados (Spellman| 2008)). Existen
otros métodos de eliminacién de contaminantes, entre los mas importantes se encuentran



la 6smosis inversa, intercambio i6nico, precipitaciéon y adsorcién (Rosenberger y cols., 2002)
(Nakatsuka y cols., 1996) (Kwon y cols., 2006) (Gupta y cols., 2008) (Buser y cols., [2006).
La adsorcién, ha demostrado ser el método mas versatil y por lo tanto méas ampliamente
utilizado debido a su naturaleza econémica y facilidad de operacién (Gupta y cols., [2004)
(Selcan y cols., 2010), dado la simplicidad de diseno y su costo inicial.

En este trabajo se realizo una evaluacion detallada del comportamiento de adsorcion de
Rodamina B en una zeolita natural de bajo costo y abundante en México. Primero se llevo a
cabo una parte experimental a nivel laboratorio, cuyos resultados fueron utilizados para
desarrollar modelos de equilibrio de adsorcién, cinética de adsorcion y difusion intra-particu-
la. Estos resultados se integraron en un modelo de un adsorbedor de lecho empacado que
considero los diferentes fenémenos de adsorcion y de transferencia de masa por conveccién,
dispersién, interparticula e intraparticula. El modelo a este nivel de detalle se utilizé pa-
ra llevar a cabo la caracterizacién del comportamiento de la zeolita natural, mediante un
estudio de sensibilidad paramétrica y geométrica.

En el capitulo 2 se presenta el estado del arte de los adsorbentes utilizados para la
remocion de moléculas refractarias. Se da una descripcién de las pruebas de caracterizacion
de equilibrio de adsorcion, cinética de adsorciéon y difusion intraparticula para diferentes
sistemas de adsorcion. Se presentan las caracteristicas y limitaciones de los adsorbedores de
lecho empacado utilizados hasta la fecha.

En el capitulo 3 se plantea el problema, se establecen el objetivo general y los objetivos
especificos. En el capitulo 4 se ilustran las caracteristicas de los materiales, los equipos
de laboratorio y se describen los experimentos realizados para el estudio del equilibrio de
adsorcion, la cinética de adsorcién y el transporte de masa intra-particula. Asi también se
presentan los modelos de adsorbedores de tanque agitado y de lecho empacado estudiados
en este trabajo.

El capitulo 5 contiene el analisis de los resultados obtenidos de la caracterizacién de
una zeolita natural como adsorbente de Rodamina B, y se presenta la discusién sobre los
experimentos de equilibrio, cinéticos y de transferencia de masa intra-particula. También se
presentan predicciones del modelo de un adsorbedor de lecho empacado. En el capitulo 6 se
presentan las conclusiones globales de este trabajo de investigacién, asi como las perspectivas
que pueden contribuir al enriquecimiento del mismo. Ambas basadas en la experiencia y los
resultados obtenidos de este trabajo. Finalmente, el capitulo 7 contiene los apéndices de este
trabajo.



Capitulo 2

Marco teorico actual

En la Seccién 2.1 se mencionan los adsorbentes mas utilizados en los procesos de ad-
sorcion, indicando las ventajas y desventajas de los adsorbentes comerciales y las zeolitas
naturales. En la Seccion 2.2 se describen los fendmenos termodinamicos, de equilibrio y
cinéticos del proceso de adsorcion, presentando los modelos mas utilizados en la literatu-
ra para caracterizar estos fenémenos. En la seccién 2.3 se describe el transporte de masa
por difusion intra-particula y los modelos utilizados en la literatura para caracterizar este
fenémeno. En la seccién 2.4 se presentan los modelos utilizados para describir el transporte
de masa en la interfase fluido-sélido. Finalmente en la secciéon 2.5 se discuten los estudios
tedricos y experimentales del transporte de masa en un adsorbedor de lecho empacado, pre-
sentando algunos modelos que se utilizan en la literatura para describir las curvas de ruptura
en esta clase de adsorbedores.

2.1. Adsorbentes

En las ultimas dos décadas se ha mostrado interés en el desarrollo de materiales de tipo
quimico y biolégico. Dentro de la primera clase se encuentran las zeolitas, arcillas, pilares de
sol-gel derivados de 6xidos metdlicos y materiales a base de carbono, i.e., tamices moleculares
de carbono, fibras de carbén activado, nano tubos de carbono etc. (Ralph) [2003)). Dentro de
la segunda clase se han propuesto mazorcas de maiz, madera, cdscara de arroz, etc. (Allen y
cols., [2005)).

El carbon activado es uno de los adsorbentes mas utilizados para la eliminaciéon de con-
taminantes organicos contenidos en aguas residuales (Gregorio, 2006). En la literatura las
principales moléculas que se han tratado con carbén activado son: Naranja y Violeta de Me-
tilo (S. Chen y cols., 2010), Negro 5 (W.M. y cols., 2010), Rodamina B (L. Li y cols.| [2010]),
Azul acido 25, Amarillo dcido 117 (Mui y cols., |2010)), Piridina (Ramos|, [1985), Verde Mala-



quita (Wang y cols., [2010), Azul basico 9 (Jumasiah y cols.,[2005), Azul de Metileno (1. Qada
y cols., [2006), P-nitro fenol (Sabio y cols., 2006), Rojo Congo (Lorenc-Grabowska y Grygle-
wicz., 2007), Rojo MX-5B (Wu, 2007)), entre otros. La eficiencia de los carbones activados
para esta clase de compuestos se debe principalmente a sus caracteristicas estructurales, area
superficial y aparentemente a su naturaleza quimica que, en algunas investigaciones (S. Chen
y cols., |2010) (W.M. y cols., |2010) (L. Li y cols., 2010), puede ser modificada mediante un
tratamiento quimico. No obstante, hoy en dia no se tiene claro el papel de las propiedades
fisicoquimicas de los adsorbentes con su capacidad de adsorcién. Las principales desventa-
jas que se tienen en los procesos de adsorcién que utilizan carbén activado son (Stoeckli y
Centeno), 2012) el alto costo del carbon activado, el envejecimiento debido a la interaccion
de la superficie con el oxigeno del ambiente y otros agentes oxidantes presentes en soluciones
acuosas y el alto costo energético inherente al proceso de activacion/regeneracion de este
adsorbente.

Por lo anterior se ha intensificado el interés por la investigacion y propuesta de nuevos
adsorbentes para remplazar el carbon activado. Los grupos de investigacién han enfocado sus
investigaciones en el estudio de materiales quimicos y biolégicos naturales, que sean capaces
de eliminar los contaminantes de aguas residuales a un costo bajo. El costo es un parametro
importante para comparar los materiales adsorbentes, los cuales pueden ser considerados de
bajo costo si es natural y es abundante en la naturaleza, o en su caso es un material de
desecho industrial o de actividad agricola, de acuedo con lo reportado por Ahmaruzzaman
(2008), Panagiotis (2011) Malherbe y Gurabo] (s.f.).

Las zeolitas naturales han mostrado capacidad de adsorcién de colorantes orgénicos,
sintéticos y otras moléculas con estructuras complejas, i.e., 2-metil benzotiofeno, 5-metil
benzotiofeno, metil-terbutil éter, clorotriazina, rodamina B, verde de metilo, azul de metileno,
tionina, oxazina 170, azul de Nilo, naranja de acridina, pironina-Y cresil violeta, everzol
entre otros colorantes azoicos y de xanteno (Armagan y cols., 2003) (Chunfeng y cols.|
2009) (Karadag y cols., [2007) (Ramamurthy y cols., |1993). Las zeolitas estan formadas por
aluminosilicatos cristalinos, la base de la estructura de las zeolitas son tetraedros de [Si04]*~
v [AlO4)°~, unidos por cuatro dtomos de oxigeno en los vértices. Los espacios interplanares
se encuentran entre 0.3 y 1 nm que comuinmente estan ocupados por moléculas de agua
y cationes intercambiables de K+, Nat, Ca*t, Mg¢*>" y pueden ser representadas por la
féormula empirica (Bogdanov y cols., 2009) (Velu y cols., [2003):

Donde A es generalmente igual o superior a 2 y n es la valencia del catién. Las zeolitas
naturales se han evaluado como adsorbentes por su abundante presencia en la naturaleza y su
bajo costo con respecto al carbon activado (Abu-Lail y cols., [2010)) (Gupta. y Babu, 2005).
Hasta la fecha se han identificado aproximadamente 50 especies de zeolitas naturales sin
embargo, la Chabazita, Clinoptilolita, Erionita, Ferrierita, Filipsita, Mordenita y Analcima,



tienen la abundacia y pureza necesaria para ser explotadas industrialmente (Malherbe y
Gurabo), s.f.). Dentro de estas zeolitas, la Clinoptilolita es la mas abundante y utilizada en
el mundo (Yuelian y Wangal 2010).

2.2. Fendémenos termodinamicos, de equilibrio y cinéti-
cos de adsorcién

2.2.1. Termodinamica

La cantidad total de calor desprendido en la adsorcion de una cantidad definida de ad-
sorbato en un adsorbente, se denomina el calor de adsorcién (Weber, 1972)). Puesto que el
proceso de adsorcion es espontaneo, la energia libre de Gibbs debe disminuir al pasar el
adsorbato de la fase fluida a la adsorbida AG < 0. Por otra parte la entropia también debe
disminuir AS < 0, ya que durante la adsorcion las moléculas pasan de la fase fluida donde
existe un aparente desorden a la fase sélida donde dicho desorden es disminuye debido a la
reduccién de los grados de libertad, como consecuencia de la adsorcién (Hana y cols., 2009)).
La ecuacién que relaciona las variaciones de energia libre de Gibbs con la de entalpia y con
la entropia como una funcién de la temperatura esta dada por:

AH® = AG® + TAS® < 0 (2.2)

El fenémeno de adsorciéon normalmente es exotérmico, por lo que el grado de adsorcion
es favorecido con la disminucién de la temperatura (Mane y cols., 2007) (Sheha y Metwally),
2007)). La ecuacién de Van’t Hoff proporciona informacién sobre el efecto de la temperatura
sobre la constante de equilibrio de adsorcién y se representa en forma lineal por la siguiente
ecuacion:

AG®° = —RT°InKeq (2.3)

Donde AG® es la energia de libre de Gibbs estandar (J/mol), R es la constante de los
gases ideales (J/mol K), T la temperatura (K) y K., la constante de equilibrio de adsorcion.
La constante de equilibrio de adsorcién K., es especifica para cada sistema de adsorbato-
adsorbente y puede ser determinada mediante experimentos de isotermas de adsorcién (Dhar
y cols., 1973) (Grchev y cols., |1991)) (Sevim y cols., [2011)). De acuerdo al grado de interaccién
que existe entre el adsorbente y el adsorbato, la adsorcion puede ocurrir por dos procesos
distintos: adsorcién fisica y quimisorcion.

La adsorcion fisica o fisisorcién es similar a la condensacién. El proceso es exotérmico y



el calor de reaccién es relativamente pequeno, del orden de 1 a 15 kcal/mol. Las fuerzas de
atraccion entre las moléculas de adsorbato y la superficie sélida son débiles. Estas fuerzas
de van der Waals consisten en interacciones entre dipolos permanentes, entre un dipolo
permanente y un dipolo inducido, y/o entre dtomos y moléculas neutrales. La cantidad de
adsorbato adsorbida disminuira rapidamente al aumentar la temperatura, y por arriba de

la temperatura critica solo se adsorberdn cantidades muy pequenas de sustancia (Scott y
Fogler|, 2008).

La adsorcién quimica o quimisorcién es el tipo de adsorcién que afecta la velocidad de
una reaccion quimica, aqui los atomos o moléculas adsorbidos se sujetan a la superficie por
fuerzas del mismo tipo que las que ocurren entra atomos unidos en las moléculas. El resultado
es que la estructura electronica de la especie quimisorbida se perturba de forma importante
y se vuelve en extremo reactiva. La quimisorcion es un proceso exotérmico, pero los calores
de adsorcion suelen ser de la misma magnitud que el de una reacciéon quimica (es decir, de
10 a 100 kecal/mol) (Scott y Fogler] 2008).

2.2.2. Equilibrio

El equilibrio de adsorcion se presenta cuando el adsorbato contenido en la fase fluida
ha estado suficiente tiempo en contacto con la fase sdlida, y asi se alcanza un equilibrio
dindmico de concentraciones en la interface adsorbato-adsorbente (Foo y Hameed, 2010)).
Las isotermas de adsorcién relacionan la cantidad de sustancia adsorbida en el equilibrio por
un material adsorbente con la concentracién de equilibrio de la fase fluida a temperatura
constante. Son necesarias para establecer parametros de equilibrio que permitan caracterizar
nuevos materiales y comparar su capacidad de adsorcién con los propuestos en otros estudios
de adsorcion. Entre las isotermas que se han propuesto se tienen (Foo y Hameed, 2010)
(Vimonses y cols., [2009) (Mohsen y cols., |2009)): la de Langmuir, la de Freundlich, la de
Brunauer-Emmett-Teller, la de Redlich.Peterson, la de Dubinin-Radushkevich, la de Teknin,
la de Toth, la de Koble-Corrigan, la de Sips, la de Colina, la de Flory-Huggins, la de Radke-
Prausnitz entre otras.

Las generalidades de estas isotermas y sus respectivos modelos se describen a continua-
cién:

La isoterma de Freundlich: describe el equilibrio entre las fases fluida y sélida, en
una superficie energéticamente heterogénea (Foo y Hameed, |2010)) (Zhang y cols., 2010). La
isoterma de Freundlich fue propuesta originalmente para gases. Sin embargo, fue retomada
por Boedecker y van Bemmelen como una isoterma de adsorcion de compuestos polares sobre
adsorbentes polares siendo utilizada para la adsorcién de liquidos (Zhang y cols., |2010). El



modelo de la isoterma de Freundlich esta dado por la siguiente ecuacion:

gie = KpCie'/ (2.4)

Donde g;, es la cantidad de soluto adsorbido en el equilibrio por cada gramo de adsorbente
(mg/g), Cse es la concentracién de equilibrio del adsorbato en la solucién mg/cm?, Kr es la
constante de Freundlich para el equilibrio entre fases y n es un parametro que caracteriza
la heterogeneidad del sistema o la intensidad de adsorciéon. El modelo de la isoterma de
Freundlich, tiene como desventaja el no poder predecir la saturacion, de forma asintética, del
adsorbente a altas concentraciones de adsorbato, lo cual limita su utilizacién a un intervalo
limitado de concentraciones.

La isoterma de Langmuir: considera que la adsorcion se lleva a cabo en sitios locali-
zados de manera homogénea en la superficie del adsorbente y que la adsorcion del adsorbato
ocurre Unicamente en la monocapa. Durante el proceso de adsorcién no existe interaccion
entre las moléculas adsorbidas, de esta forma la rapidez es proporcional al area de adsorcion.
La isoterma de adsorcion de Langmuir se deriva de la ecuacion de rapidez de adsorcion-
desorcién, considerando un estado de equilibrio dindmico entra la rapidez de adsorcion y la
rapidez de desorcién (Foo y Hameed, 2010) (Vimonses y cols., [2009) (Sheha y Metwally),
2007). El modelo que describe la isoterma de Langmuir en el equilibrio puede ser utilizado

en adsorcién fisica y quimica, y esta descrito por la siguiente ecuacién (Sevim y cols., 2011))
(I. Qada y cols., 2006):

o QimaxKLCie (2 5)
Qie = 1r K. Y K.Ch .

Donde g;, es la cantidad de soluto adsorbido en el equilibrio por cada gramo de adsorbente
myg/g, Ci. es la concentracién de equilibrio del adsorbato en la solucién mg/cm?, K, es la
constante de Langmuir para el equilibrio entre fases y ¢;mq: €8 un parametro que caracteriza la
capacidad maxima de adsorcién mg/g. La afinidad de adsorcidn, en la isoterma de Langmuir
puede ser expresada por la constante adimensional Ry, , definida como:

1

Rp=———
L 1+KLOZ‘0

(2.6)

Donde el valor de R;, = 0 indica adsorcion irreversible,0 < R < 1 indica que la adsorcion
es favorable y puede ser descrita por la isoterma de Langmuir, R; = 1 indica el comporta-
miento de una isoterma de tipo lineal y Ry > 1 indica que la isoterma de adsorcién es poco
favorable.

La isoterma de Dubinin-Radushkevich: considera que el proceso de llenado de los
microporos se produce tal como un liquido llena una botella, de manera que el concepto de
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superficie especifica se remplaza por el de volumen de microporo. Una de las caracteristicas
unicas del modelo de la isoterma de Dubinin-Radushkevich se encuentra en el hecho de que

es dependiente de la temperatura y dicho modelo se representa por la siguiente ecuacion
(Foo y Hameed, [2010).

Gie = Gimerp(Kprehp) (2.7)

Donde g;, es la cantidad de soluto adsorbido en el equilibrio por cada gramo de adsorbente
mg/g, Kpr es la constante de Dudinin-Radushkevich para el equilibrio entre fases, ¢;,,, es un
pardmetro que caracteriza la capacidad maxima de adsorcién mg/g y epg es el parametro
que correlaciona la temperatura con la capacidad de adsorcién del adsorbente por medio de

la siguiente ecuacion:
1
2.8
o) (2:5)

Donde R es la constante de los gases ideales (J/molK), T la temperatura (K) y Cj. es la
concentracién de equilibrio del adsorbato en la solucién (mg/cm?). El modelo de la isoterma
de Dubinin-Radushkevich se utiliza normalmente para describir la adsorcién de vapores en
solidos microporos a condiciones supercriticas, ofreciendo resultados satisfactorios cuando la
concentracion de adsorbato es alta (Foo y Hameed, [2010)).

EDR = RTZTL (1 +

La isoterma de Redlich-Peterson: acopla las consideraciones de los mecanismos de
adsorcién de las isotermas de Langmuir y de Freundlich, por lo que el mecanismo de adsorcién
es un hibrido que no sigue el postulado ideal de adsorcién en una monocapa. El modelo de
esta isoterma considera una dependencia lineal de la concentracion del adsorbato en la fase
fluida con la concentracion del adsorbato en la fase sélida y se representa por la siguiente
ecuacién (Foo y Hameed| 2010), (1. Qada y cols. 2006), (Sevim y cols., 2011)).

G = —2e (2.9)
1+a RpCieRP
Donde g;, es la cantidad de soluto adsorbido en el equilibrio por cada gramo de adsorbente
(mg/g), Cie es la concentracion de equilibrio del adsorbato en la solucién (mg/cm?), Kpp es la
constante de Redlich Peterson para el equilibrio entre fases y agrp es un parametro constante
(mg™') y Egrp es el factor exponencial que caracteriza la heterogeneidad del sistema o la
intensidad de la adsorcién.



2.2.3. Cinética

En la practica industrial, el proceso de adsorcion se lleva a cabo en lechos empacados, y
adquiere un caracter dinamico, que en una gran variedad de casos los modelos de las isotermas
de adsorcién no son suficientes para capturar la interaccién cinética entre el adsorbato y el
adsorbente (Subramanyam y Ashutosh, 2009) (Park, 2002)). Existen diferentes modelos que
describen la cinética de adsorcion intrinseca, de los cuales los mas desarrollados son el modelo
de Pseudo primer orden (S. Chen y cols., 2010) (Lorenc-Grabowska y Gryglewicz.,[2007) (Wul,
2007), el modelo de pseudo segundo orden (W.M. y cols., 2010) (L. Li y cols., 2010) (Ramos|,
1985)) y el modelo de Langmuir (L. Li y cols., 2010) (Mui y cols., 2010) (Jumasiah y cols.,
2005) (Sabio y cols., 2006).

El modelo cinético de pseudo primer orden propuesto por (Lagergren) 1898|) des-
cribe la rapidez de adsorcién de sistemas liquido-sélido. La ecuacion correspondiente a una
cinética de pseudo primer orden es irreversible y se deriva considerando que a cada molécu-
la de adsorbato se le asigna un sitio de adsorcién en la superficie del material adsorbente
(Ahmaruzzaman, 2008)) (Vimonses y cols., 2009), lo cual en términos de rapidez de adsorcién
se expresa como:

dgi

— = K e — i 210
o = K1 (G —a) (2.10)
Donde g;e es la cantidad de soluto adsorbido en el equilibrio por cada gramo de adsorbente

(mg/g), q; es la cantidad de soluto adsorbido en el equilibrio del adsorbato en la solucién
(mg/g), k1 es la constante de cinética de primer orden (s7') y t es el tiempo en (s).

Modelo de cinético de pseudo segundo orden desarrollado por (Ho y Mckay, [1998)
considera que el adsorbato se adsorbe en dos sitios activos del adsorbente y se considera
que la capacidad de adsorcién es proporcional al nimero de sitios activos ocupados en el
adsorbente (Vimonses y cols., 2009); por lo tanto este modelo considera la capacidad de
adsorcién en el equilibrio y se describe por la siguiente ecuacién:

dg; 2
S Ky (g — g 2.11
o = K2 (G — @) (2.11)

Donde g;. es la cantidad de soluto adsorbido en el equilibrio por cada gramo de adsorbente
(mg/g), q; es la cantidad de soluto adsorbido en el equilibrio del adsorbato en la solucién
(mg/g), ks es la constante de cinética de pseudo segundo orden (guq/mgses) y t el tiempo
en (s).

Modelo de cinético de Langmuir involucra dos fases, la fase fluida y la fase sélida
(Mane y cols., 2007), este modelo considera las velocidades de adsorcién y desorcién del



adsorbato en la superficie del adsorbente y se representa mediante las siguientes ecuaciones
(Hernandez, 2000):

T = kaCiQG (212)

ra = kagi (2.13)

El nimero maximo de sitios activos en un adsorbente, es la suma de los sitios libres gy y
los sitios ocupados por el adsorbato g; y describe como:

Qim = 90 + G; (2.14)

La variacién de la concentracién en la fase fluida respecto al tiempo esta dada por:

dc;
dt

- kd% - kaOZ(QZm - Qz) (215)

realizando el balance de materia para la fase solida tenemos que:

pBdg;
dt

= koCi(Gim — @) — kadi (2.16)

Donde r, es la rapidez de adsorcién, r, la rapidez de desorciéon, k, es la contante de
adsorcion, kg es la constante de desorcion, C; es la concentracién de adsorbato en la fase
fluida (mg/cm?), ¢; es la cantidad de soluto adsorbido por cada gramo de adsorbente (mg/g),
¢im €S un pardametro que caracteriza la capacidad maxima de adsorciéon (mg/g), py es la
densidad de la fase fluida (mg/cm?), q¢ es el nimero de sitios activos disponibles para la
adsorcién y t el tiempo en (s).

En la Tabla 2.1 se presenta el resumen de los modelos de adsorcién local citados en el
marco tedrico, la clasificacion hecha en dos grupos contempla en primera instancia los mo-
delos de equilibrio local (MEL), basados en las isotermas de adsorcién. El segundo grupo de
modelos presenta los modelos utilizados para la caracterizacion y evaluacion de las cinéticas
de adsorcién. Los modelos cinéticos presentes en la Tabla 2.1 pueden ser utilizados en el
modelado de procesos en régimen intrinseco, ya que en ninguno de estos casos incorpora el
efecto de las resistencias al transporte de masa.
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Tabla 2.1: Resumen de modelos de adsorcion local presentes en el marco tedrico.

Freundlich (4711501 Ec.4

Modelos
equilibrio Langmuir 491122 Ec.5
(MEL, Isotermas
de Adsorcién) | Dubinin-Radushkevich #7 |  Ec.6

Modelos de
Adsorcién local Redlich-Peterson 4711221 Ec.7
Modelos Pseudo 1¢" Orden 22124 Ec.9
Cinéticos
(MCL) Pseudo 2% Orden 16107 Ec.10
Langmuir [7118]20)1] Ec.14-15

2.3. Modelos de Difusion en Poros y Difusién en la
Superficie

En el estudio de procesos de adsorciéon donde intervienen dos o mas fases y donde una
de ellas es una fase sélida, es necesario considerar la difusion del adsorbato en las particulas
de adsorbente. Este fenémeno de difusion se puede llevar a cabo por medio de tres o mas
mecanismos: Difusién de Fick, Difusién de Knudsen y Difusion superficial. Si los poros del
solido son relativamente grandes y la densidad de la fase fluida es relativamente alta, la
transferencia de masa se llevara a cabo por medio de un mecanismo de difusién de Fick. La
difusion de Knudsen ocurre cuando el tamano de los poros es del orden del de la trayectoria
media libre de una molécula que se difunde. La difusion superficial tiene lugar cuando las
moléculas que se han adsorbido se transportan a lo largo de la superficie como consecuencia
de un gradiente bidireccional de concentraciones. Generalmente la difusion superficial tiene
un efecto despreciable (Motoyuki y Kunitaro, |1974) (W.-D. Chen y cols., 2002). La Figura
2.1. Tlustra los diferentes mecanismos de difusion en particulas de sélido en un adsorbedor.

2.3.1. Modelo Homogéneo de Difusiéon

La cinética de transferencia de masa intra-particula puede ser descrita por un modelo que
combina los mecanismos paralelos de difusién en los poros y en la superficie del adsorbente.
Sin embargo algunas investigaciones han demostrado que el flux de transferencia de masa
en la superficie generalmente domina y que la difusiéon en los poros puede ser despreciada
(Slejko, |1985). Suponiendo que la difusion de las moléculas de adsorbato en la superficie es el
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Figura 2.1: Mecanismos de transporte de masa por difusién en una particula adsorbente.

principal mecanismo de transporte intra-particula, con un coeficiente de difusién de superficie
efectivo independiente de la concentracion, la ecuacién de continuidad en el adsorbente para
una geometria esférica se reduce a:

3qi . 2 3 2 8q2~
ot 2 or, (TPDS 6’r> (2.17)

El modelo de difusiéon Homogénea fue aceptado y utilizado por (Mangun y cols., [1999)
para determinar la difusion de acetona y amoniaco en fibras de carbdn, los valores obte-
nidos de difusién fueron utilizados posteriormente para simular el comportamiento de un
adsorbedor de lecho empacado. Por su parte (Z. Li y Yang, |1999) utilizaron el modelo de
difusién homogénea para describir los perfiles de concentracién de una particula esférica. Por
su parte (Serarols y cols.| [1999) determinaron el coeficiente de difusién efectivo del oro (III)
en resina XAD-2, a partir de experimentos de equilibrio realizados a nivel laboratorio (Z. Li
y Yang, |1999) (Serarols y cols.) [1999). Algunos autores como (Al-Qodah |2000) (Scideman y
cols., 2006) (Sulaymon y cols., 2010) han reportado los resultados del estudio de la adsorcién
de azo-colorantes en sales de arcilla, la adsorciéon de herbicidas, materia organica natural y
furfural sobre carbén activado (Al-Qodahl 2000) (Scideman y cols., [2006) (Sulaymon y cols.),
. En estos estudios se determinaron los valores de difusividad, a partir de observaciones
experimentalmente en un adsorbedor de tanque agitado. Si bien estos estudios describieron
las observaciones experimentales, no se tiene claro el papel cinético y de difusién cuando se
utiliza este modelo para describir las curvas de ruptura en un adsorbedor de lecho empa-
cado. Fenémenos que son necesarios conocer de manera independiente en el diseno de un
adsorbedor.
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2.3.2. Modelos de Difusion en Poros y Difusiéon en la Superficie

El modelo para la difusiéon de poro considera que el adsorbato se difunde dentro
de los poros de la particula y se adsorbe en sitios vacantes de la superficie del poro de
manera inmovil, se evita entonces la migracién a lo largo de la superficie eliminando el
efecto de difusion superficial. En esta clase de modelos se considera una solucién diluida, el
transporte de masa convectivo es despreciable y se supone que los factores de tortuosidad
y restriccion espacial son efectivos. Un balance de materia para una particula esférica nos
lleva a la siguiente ecuacién diferencial parcial que describe la difusiéon de un adsorbato en
una particula porosa:

2
reD

p—P
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£, —— = -
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o6 _2 0 ( (2.18)
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El modelo de difusién de superficie considera adsorcién movil en la superficie del
solido; es decir, las moléculas de adsorbato pueden migrar a través de la superficie hacia
otros sitios de adsorcién vacantes. La difusion de superficie solamente ocurre cuando las
moléculas son adsorbidas y las fuerzas de atraccion de superficie no son lo suficientemente
fuertes para prevenir la movilidad en la superficie del adsorbente. Es méas probable que la
difusién de superficie sea significativa en adsorbentes porosos con area superficial alta y poros
angostos (Slejkol, [1985). La ecuacién de continuidad que describe la difusién del adsorbato
en la superficie del adsorbente para el caso de una particula esférica es:

- D — 2.1
ot r2 or, (rp S@Tp> Pr ot (2.19)

Tanto para el modelo de difusion en los poros como para el modelo de difusién superficial,
C;s representa la concentracién del soluto en la superficie del adsorbente (mg/g), €, es la
fraccion vacia intra-particula, ¢; es la concentracién de adsorbato en la fase sélida(mg/g), 7,
es la posicién radial en el interior de la particula (em), D, el coeficiente de difusién efectivo
en los poros (em?/s), Dy es el coeficiente de difusién efectivo en la superficie (em?/s), p, es
la densidad de la particula (g/cm?) y t el tiempo (s).

El modelo general propuesto por Dankohler en 1935 contempla tanto la difusion en los
poros como la difusién en la superficie y esta representado por la siguiente ecuacion diferencial
parcial:

oC;
ot

0g;

= —¢&pDp VQ Ci + (1 —¢p) D, VQ g —(1 _5P>E

(2.20)

Donde C; es la concentracion de adsorbato en el fluido que esta en contacto con la fase
solida (mg/cm?), ¢; es la cantidad de soluto adsorbido en la superficie del adsorbente (mg/g),
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D, el coeficiente de difusién efectivo en los poros (cm?/s), Dy es el coeficiente de difusién
efectivo en la superficie (cm?/s), €, es la fraccién vacfa dentro de la particula y ¢ es el tiempo

(s).

El modelo de difusién combinada o paralela descrito por la Ecuacién 2.20] se puede
representar en su forma unidimensional mediante la siguiente ecuacion diferencial:

80i5+5p%—D 2 0 <T280i> D 1 0 (rzaqi) (2.21)

ot C P20, \ P or r29r, \ P or

La cual considera como primer término del lado izquierdo el cambio de la concentracion
del adsorbato presente en el interior del seno del fluido, el segundo término describe la acu-
mulacién de adsorbato en la superficie del adsorbente, el primer término del lado derecho
describe la difusién en los poros mientras que el tltimo término describe la difusién en la
superficie del adsorbente. Los modelos de difusion independiente y de difusién combinada
fueron aceptados y utilizados por (Komiyama y Smith, [1974) para describir la difusion de
benzaldehido en particulas de Amberlita utilizando agua como solvente, y por (Ramos| [1985))
para describir la rapidez de adsorcion de solutos presentes en liquidos, en sistemas Batch,
mediante isotermas no lineales, utilizando solucién numérica; por (Furuya y cols., 1996)) para
describir la rapidez de adsorcién y el transporte de masa de intra-particula de p-nitrofenol
y p-clorofenol en carbén activado; por (Chahbani y Tondeur, |2000)) para describir el efecto
de la presién sobre la rapidez de adsorcion; por (W.-D. Chen y cols., 2002) para estudiar la
adsorcion de proteinas en adsorbentes porosos de intercambio idnico, utilizando isotermas de
adsorcion para describir la cinética de adsorcién; por (Hsiao-Kuo y Hsuen, 2003)) para descri-
bir el proceso de adsorcién y de transferencia de masa intra-particula, en particulas esféricas
de adsorbente; por (Choong, Wong, Chuah, y Idris, [2006) para estudiar la adsorcién de azul
de metileno encarbén activado; entre otros. En lo general todos estos estudios demuestran
que estos modelos ofrecen resultados que permiten conocer y describir el comportamiento de
los diferentes sistemas de adsorcion, sin embargo existen algunas incertidumbres en el célcu-
lo de la difusién del adsorbato en los poros del adsorbente y en la difusion del adsorbato
en la superficie del adsorbente. Donde la importancia relativa de la difusién en poros y la
difusion en la superficie de los adsorbentes en el proceso de adsorcion ademas de no ser clara,
depende del sistema adsorbato-adsorbente evaluado experimentalmente. Para simplificar la
determinacion de la difusion en sélidos, una aproximacion comun se obtiene combinando la
difusion en los poros con la difusion superficial, en una difusividad aparente o efectiva.

2.3.3. Modelos de Difusion Efectiva heterogénea

El modelo de difusién efectiva heterogénea considera que el adsorbato se difunde dentro
de los poros en el interior de la particula y se difunde en la superficie de los poros del
adsorbente. No obstante estos mecanismos de difusién se consideran en un parametro de
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difusién efectiva. Asi mismo las moléculas de adsorbato se adsorben en toda la superficie
activa del adsorbente. Se considera que los factores de tortuosidad son efectivos y, por lo
tanto, independientes de la posicién radial. Este modelo de difusién efectiva heterogénea
para una particula esférica estd descrito por la siguiente ecuacion diferencial.

. ) . 207,
e, 8qi 20C; | 9*Cu ) (229

6_’LS+ _:&*De -
"o o pel (rp ory or?

Donde Cj, representa la concentracién del adsorbente en los poros del adsorbente (mg/cm?),
e, es la fraccién porosa intra-particula, ¢; es la concentracién de adsorbato en la superficie
activa del adsorbente (mg/g), r, es la posicién radial en el interior de la particula (em), D.gy
es el coeficiente de difusion efectiva que considera la difusién en los poros y en la superficie
del adsorbente (¢cm?/s), p, es la densidad de la particula (g/cm?) y t es el tiempo (t).

El modelo fue utilizado, obteniendo resultados adecuados para diferentes sistemas de
adsorcién, por (L. Liy cols., 2010) (Perego y Peratello, 1999) (Park, [2002)) (Aribike y Olafa-
dehan, 2008) y (Lv y cols., 2008). Los resultados en estos estudios demostraron que esta clase
de modelos es suficiente para describir los fenémenos de adsorcion y de difusion en diferentes
adsorbentes. No obstante, el uso de este modelo requiere de la determinacion independiente
de la cinética de adsorcion y del coeficiente de difusion, que caracteriza la transferencia de
masa por difusion intra-particula, para describir adecuadamente observaciones experimenta-
les en adsorbedores de lecho empacado.

2.4. Transferencia de masa en un adsorbedor de lecho
empacado

El modelado de equipos de proceso mediante la concepcion de fenémenos de transporte,
fue influenciado por (Bird y cols.,|1960). La idea consiste en que todos los equipos de proceso,
pueden ser modelados bajo un mismo enfoque que se rige por los principios de transferencia de
momento, calor y masa. Los principios universales comunes a diferentes equipos de proceso
pueden ser analizados con el enfoque de fenémenos de transporte mediante una ecuacion
diferencial parcial de la forma (Roininen, 2010)).

O (7 VW) 4 (7 DV W)+ (0, T) (2.23)

El término del lado izquierdo de esta ecuacion considera la acumulacion de una propiedad
del proceso, en el primer término del lado derecho se considera el transporte por conveccién,
el segundo término considera el transporte por dispersion y el tercer término los fenémenos
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de generacion, de tal forma que ¥ es alguna propiedad del proceso como la concentracién,
D, es el coeficiente de dispersion axial, u es la velocidad del fluido, z es la posicion en el
sistema y S es el término general de Adsorcién. En la Figura 2.2 se presenta el diagrama de
un adsorbedor de lecho empacado.

Salida

Lecho
empacado

dx

Eje de dr

simetria
Entrada

Figura 2.2: Esquema de adsorbedor de lecho empacado.

La variacién de la velocidad de la masa fluida a lo largo del lecho empacado se puede
despreciar si consideramos que la densidad en las fases permanece constante debido a que
los calores de adsorcién son relativamente bajos. De tal forma que si se considera que el
transporte de masa por conveccion, teniendo una velocidad superficial constante, y que la
dispersién axial de transferencia de masa, caracterizado por el coeficiente de dispersiéon efec-
tivo, son los mecanismos de transporte dominantes, se llega al modelo pseudo homogéneo en
una dimensién que predice las curvas de ruptura en el adsorbedor de lecho empacado. Este
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modelo esta descrito por la siguiente ecuacion.

oC, __ 0C &C,
ot~ Vor T Twge

+S(U,7) (2.24)

Donde C; representa la concentracién del soluto en la fase fluida (mg/ml), z es la posicién
axial a lo largo del lecho empacado (cm), D,, el coeficiente de dispersién axial de flujo (cm/s),
t es el tiempo (s), u es la velocidad del fluido y S es el término general de adsorcion, el cual
puede ser obtenido a partir de las diferentes teorias utilizadas para describir el proceso de
adsorcién, tal y como se muestra en la siguiente diagrama:

IsotermasdeAdsorcion
S(¥,Z) ={ Cinética de Adsorcién
Resistencia al T. M. Externo

Cuando la longitud del lecho empacado es mayor a 50 veces su didmetro y los procesos
son isotérmicos, el transporte de masa por dispersién puede ser despreciable debido a que la
variacién de la concentracion en un elemento diferencial, a lo largo del lecho tiende a cero
(F. Li y cols., [2003). La simplificacién al modelo de un adsorbedor de lecho empacado, en
el cual los efectos de la dispersién de flujo pueden ser despreciables, es mejor conocido como
modelo de flujo pistén y se representa por la siguiente ecuacién diferencial:

oC; oC;
= —Uu

o= U +S(v,7) (2.25)

En la Tabla 2.2 se muestra el resumen de los modelos de adsorcién que incorporan la
resistencia al transporte de masa en las fases fluida y sélida. La primera etapa de la clasifi-
cacion es acorde al niimero de fases consideradas en la solucion de los modelos, siendo esta
homogénea para una fase y heterogénea para dos fases. La segunda etapa de la clasificacién
hace referencia a las especificaciones de cada modelos ya sean de transporte de masa difusivo,
convectivo, dispersivo y/o sus combinaciones.

2.5. Caida de presion en lechos empacados

Cuando un liquido o un gas se mueven con velocidades bajas a través de un lecho poroso
de particulas sélidas como en el caso de una torre de relleno, no produce movimiento de
particulas. El fluido circula a través de canales pequenos y tortuosos, perdiendo energia lo
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Tabla 2.2: Resumen de los modelos de adsorcién con resistencia al transporte de masa
presentes en el marco tedrico.

Difusion
en Poros %) Ec. 18
Difusion
Modelos Fase | en Superficie [ Ec. 19
Pseudo- Sélida Difusion
Homogéneos Combinada (66! Ec. 21
Modelos de Difusion
Adsorcién con Efectiva Ec. 22
Resistencia al Flujo
Transporte de Fase Pistén Ec. 23
Masa Fluida Flujo
Disperso Ec. 24
RTM
Modelos Flujo | interno [64[78-81]
Pseudo Piston Ecs. 22, 23
Heterogéneos RTM
Flujo Interno!82/149) Ecs. 22, 24
Disperso

cual se manifiesta en una disminucion de la presiéon del fluido. El efecto de la caida de presién
no es un factor importante cuando hablamos de la rapidez de adsorcion, es por eso que puede
despreciarse de las ecuaciones modelado. Si la relacion entre la caida de presion a lo largo
del lecho y la presién de entrada es cercana a cero, el proceso puede considerarse ”isobarico”,
por el contrario si la caida de presién es comparable con la presion de entrada, entonces la
caida de presion debera ser considerada en las ecuaciones del modelo. La caida de presién
no tiene efecto significativo en la eficiencia del proceso, sin embargo es un factor importante
que para establecer las condiciones de operacion y los costos de operacién del proceso de
adsorcion en lechosempacados.

Existen varias expresiones para determinar la pérdida de presion a través de un lecho
empacado, es decir cuando no hay movimiento de las particulas sélidas, entre las cuales, la
mas utilizada es la ecuacion de Ergun, la cual se obtiene teniendo en cuenta las siguientes
consideraciones (Ergun, |[1952):

= Las particulas estan dispuestas al azar.
= Los efectos de rugosidad son despreciables.

= Todas las particulas tienen el mismo tamano y forma.
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» Los efectos de pared (disposicion diferente de las particulas vecinas a la pared), son
despreciables. Esto es valido cuando el diametro y la altura del lecho son grandes en
comparacion con el didmetro de la particula.

= Los canales reales por dénde pasa el fluido pueden sustituirse por un conjunto de
conductos idénticos paralelos.

s Fl radio hidraulico medio tiene en cuenta las variaciones de la seccidén transversal.

» Kl frotamiento total por unidad de area de la pared es igual a la suma de las fuerzas
por frotamiento viscoso y fuerzas de inercia.

La ecuacién propuesta por (Ergun, |1952) para determinar la caida de presién en lechos
empacados, esta descrita por la siguiente ecuacion:

_ 2

w1755 s
_u+ 1.

u
L g (ody) & ¢y

(2.26)

Donde L es la longitud de la columna, AP es la variacién de la presién dentro del lecho
empacado, ¢, la fracciéon de soélido vacia, d, el didmetro de la particula empacada, u la
velocidad del fluido, ¢ la esfericidad de las particulas y p, la densidad de la particula.
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Capitulo 3

Planteamiento del Problema

El proceso de adsorcién en lechos empacados juega un papel importante en el trata-
miento de aguas residuales provenientes de la industria textil, farmacéutica, agricola y en el
tratamiento de las fuentes de abastecimiento de agua potable, entre otras, por su efecto en
el ambiente. El carbon activado es uno de los adsorbentes mas utilizados a nivel industrial
para remover esta clase de contaminantes. No obstante, el costo de este adsorbente y su
capacidad de ser reutilizado son factores que ha influenciado la propuesta y evaluaciéon de
nuevos materiales que sean abundantes y de bajo costo como lo son las zeolitas naturales, los
desechos industriales, bio-adsorbentes, entre otros. En la actualidad diversos investigadores
han propuesto una gran variedad de zeolitas naturales para adsorber moléculas presentes
en el agua residual. Sin embargo la mayoria de estas investigaciones realizan estudios de
equilibrio y cinética de adsorcion a nivel del laboratorio, lo cual no permite tener claro el
panorama del comportamiento de estos adsorbentes a nivel del adsorbedor de lecho empa-
cado. Otra corriente de investigaciones utiliza el modelado para llevar a cabo el andlisis del
fenomeno de adsorcion en adsorbedores de lecho empacado a escala de banco o industrial.
No obstante la mayoria de los modelos son simplificados y no describen explicitamente la
interaccién entre los fendmenos cinéticos y de transferencia de masa que permita tener una
descripcion confiable sobre el comportamiento de esta clase de sistemas.

Por lo anterior en el presente trabajo se evalué mediante modelado el comportamiento de
un adsorbedor a escala de banco empacado con una zeolita natural Mexicana, abundante y de
bajo costo, durante la adsorcion de Rodamina B de una solucién acuosa. La aproximacion
para su modelado considerd los fendémenos cinéticos y de transporte difusivos presentes a
nivel del adsorbente y los acopla a los fenémenos de transferencia de masa por conveccién,
dispersién e interfacial presentes a nivel del adsorbedor. Este modelo se utiliza para realizar
un estudio de sensibilidad paramétrica y geométrica del adsorbedor que permita entender
el comportamiento de la zeolita natural en la remocion de esta clase de moléculas. Para
tener confianza en el modelado, las isotermas de equilibrio, la cinética y los fenémenos de
difusion a nivel del adsorbente se caracterizaron en este trabajo; mientras que los fenémenos
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de transferencia de masa a nivel del adsorbedor se obtuvieron de resultados reportados en
la literatura para sistemas y condiciones de operacion similares a los estudiados aqui.

3.1. Objetivos

Objetivo general

Modelar el comportamiento de una zeolita natural Mexicana durante la adsorcién de
Rodamina B en un adsorbedor de lecho empacado.

Objetivos particulares

= Determinar la capacidad de adsorcién de la zeolita natural a partir de isotermas de
adsorcion.

s Desarrollar un modelo cinético.

= Describir el fenémeno de difusion de la Rodamina B en particulas de zeolita natural,
estimando el coeficiente de difusion efectiva.

» Desarrollar un modelo del adsorbedor de lecho empacado que permita describir /entender
de manera confiable,mediante un estudio de sensibilidad paramétrica, la interaccion en-
tre la cinética de adsorcién de una zeolita natural con los fenémenos de transferencia
de masa a nivel del adsorbente y del adsorbedor.
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Capitulo 4

Metodologia

Se presenta la metodologia utilizada para construir el modelo de un adsorbedor de lecho
empacado. Particularmente en la seccion 4.1 se describe el material y los equipos utilizados
para realizar la parte experimental. Estos experimentos fueron realizados en adsorbedores
de tanque agitado operados por lotes. En la seccién 4.2 se describen los experimentos para
determinar la isoterma de adsorciéon de Rodamina B sobre la zeolita natural. En la seccién
4.3 se describen los experimentos cinéticos intrinsecos y aquellos realizados para determinar
la difusion en particulas de zeolita natural con didmetros similares a los utilizados en ad-
sorbedores de lecho empacado industriales. En la seccion 4.4 se presentan los modelos que
fueron utilizados para describir la isoterma de adsorcién, los datos cinéticos y los fenémenos
difusivos en particulas de zeolita natural. En esta seccion se presenta también el modelo
utilizado para analizar y entender el comportamiento de cinético y de transferencia de masa
en un adsorbedor de lecho empacado.

4.1. Equipos y Materiales

4.1.1. Adsorbente

El adsorbente que se estudié fue una zeolita natural (ZN) obtenida de un yacimien-
to ubicado en el estado de Oaxaca en la region de Etla. Esta zeolita se caracteriza por
ser abundante y de bajo costo (1 peso/kg). Antes de ser evaluada en los experimentos de
equilibrio y cinéticos, la zeolita fue molida y tamizada, seleccionando diferentes diametros
promedio de particulas de entre 0.043, 1 y 2.5 mm. Las particulas de 0.043 mm son utilizadas
para realizar los experimentos cinéticos. Mientras que las particulas de 1 mm y 2.5 mm que
corresponden al didmetro de particulas utilizados en lechos empacados (Finlayson, [1980), se
utilizaron para estudiar los fenémenos de transporte de masa por difusién intra-particula.
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Antes de realizar los experimentos la ZN se traté lavandola de dos a tres veces hasta que
fue removido el polvo de la superficie de los adsorbentes, los cuales fueron posteriormente
secados en una mufla de a 110 °C durante 24 horas, tiempo necesario para remover el agua
adsorbida en los poros y en la superficie de la ZN. El aire retenido en los poros de la ZN, fue
removido con agua des-ionizada a temperatura de ebullicién durante 30 minutos y finalmente
se deja enfriar a temperatura ambiente para poder ser utilizada en los experimentos de
adsorcion.

4.1.2. Adsorbato

El adsorbato utilizado para este estudio fue la Rodamina B suministrado por J. T. Baker.
Para la preparacion de las soluciones, se prepard una solucion madre del colorante Rodamina
B con agua des-ionizada donde la concentracién fue de 1000 ppm. Todas las soluciones con
la que se trabajo, fueron preparadas mediante la diluciéon de la solucién madre con agua
des-ionizada. La estructura de la Rodamina B se presenta en la Figura 4.1. La cual tiene
una masa molecular de 479.02 g/mol y una solubilidad de 50 g por cada litro de agua a
condiciones de temperatura y presién estandar

1.2 nm

1.5 nm 0.5 nm

Figura 4.1: Estructura molecular del colorante Rodamina B.

4.1.3. Adsorbedores de tanque agitado

El equipo experimental utilizado para determinar las isotermas de adsorcion esta consti-
tuido por diez matraces Erlenmeyer de vidrio Pyrex con capacidad de 100 mL. Los matraces
Erlenmeyer son preparados con las soluciones con concentraciones de adsorbato conocidas y
gramos de adsorbente especificos, cada matraz cuenta con una tapa de parafilm para evitar
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las pérdidas de agua por evaporacion, la contaminacion de los muestras y obtener medicio-
nes adecuadas. La agitacién de los matraces fue realizada con el equipo Wiseshake Sho-1D,
Freback Control, Digital Program Funtion, el cual se muestra en la Figura 4.2.

El equipo utilizado para realizar los experimentos cinéticos intrinsecos y de difusién en
particulas de zeolita natural, es un tanque agitado tipo Carberry de vidrio con capacidad de
un litro, cuyas dimensiones son: 160 mm de alto, 102 mm de didmetro interior. La agitacién
se impulsé con un motor con selector y regulador de velocidad BDC-6015 (Caframo Limited,
Ontaio, Canadd). En los experimentos realizados para determinar cinética intrinseca de ad-
sorcién, la agitacion se realiza utilizando como agitador una hélice de dos palas de 30 mm de
larga y 15 mm de ancha cada una, la cual se muestra en la Figura 4.3.a. La hélice se coloca
a 35 mm del fondo del tanque.

Figura 4.2: Agitador Wiseshake Sho-1D.

En los experimentos realizados para determinar la difusividad en particulas de zeolita
natural, la agitacién se realiza utilizando un agitador con canastillas fabricadas de acero
inoxidable tamiz US 30 en las cuales se deposité el material adsorbente. El ancho de las
canastillas es de 3/10 del didmetro interno del tanque, las canastillas construidas con geo-
metria de prisma rectangular de 60 mm de largo, 13 mm de ancho y 25 de alto, la cual se
muestra en la Figura 4.3.b. La canastilla es colocada a 35 mm del fondo del tanque.

4.2. Equilibrio de adsorcion

Para determinar la isoterma de adsorcion de Rodamina B sobre la ZN, en cada uno de
los matraces se pusieron en contacto 50 mL de solucion acuosa preparada, de concentracién
inicial Cjy conocida, junto con 250 mg de ZN my . Las concentraciones de Rodamina B que se
manejaron fueron: 10, 40, 80, 120, 160, 180, 200 y 240 ppm. Posteriormente los matraces
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Figura 4.3: Adsorbedor de tanque agitado con canastillas, 1) es el motor de velocidad
variable, 2) Adorbedor (tanque), 3) Canastillas para particulas.

Figura 4.4: a) Hélice de dos palas, b) Canastilla de acero inoxidable.

fueron cerrados herméticamente y se mantuvieron a condiciones de operacién constantes
(25 y 200 rpm) durante el tiempo necesario para alcanzar el equilibrio. El equilibrio de
concentraciones entre el adsorbente y la solucién fue monitoreado tomando muestras de
0.1 mL cada 8 horas. La concentracion se determiné indirectamente midiendo la absorbancia
en un espectrofotémetro DR 2800 Hach Company.

Las muestras obtenidas de los experimentos de equilibrio cuyas concentraciones fueron
mayores a 10 ppm de Rodamina B, fueron diluidas previo a la mediciéon de la absorbancia,
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ya que el espectrofotometro no puede determinar la absorbancia cuando las concentraciones
son mayores a 50 ppm de Rodamina B. La concentraciéon de Rodamina B en ZN fue obtenida
mediante el balance de materia que se presenta a continuacion:

Vi (Crpo — CrB) = ms (qrBO — qrB) (4.1)

Donde V; es el volumen de la fase fluida, Crpo la concentracién inicial de Rodamina B
en la fase fluida, Crp la concentracion de Rodamina B en la fase fluida cuando alcanza el
equilibrio, ms la masa de ZN, qrpo la concentracion inicial de Rodamina B en el adsorbente y
qrp la concentracion de Rodamina B cuando alcanza el equilibrio. Dado que la concentracién
inicial de Rodamina B en el sélido grpo es cero, el balance de materia se puede reescribir
como:

ViCrpo = msqrp + ViCrB (4.2)

La relacién lineal entre la concentracion de la fase fluida y la concentracién de Rodamina
B de la fase sélida estd expresada por la siguiente ecuacion:

Vi (Crpo — C
qrB = i Riz ), (4.3)

Cuando se alcanza el equilibrio de adsorcién, la ecuacién de equilibrio queda representada
por:

Vi (Crio — Crpe
A = REe) (4.4)

Donde Cgp. es la concentracién de Rodamina B en la fase fluida y qgrpg. es la concentracién
de Rodamina B en la ZN en el equilibrio. Los datos de adsorcién al equilibrio fueron utilizados
para determinar la capacidad méxima de adsorcion de ZN y la constante de adsorcion que
caracteriza a la ZN mediante su ajuste con el modelo de isoterma de Langmuir que se presenta
en la seccion 4.4.1.

4.3. Experimentos dinamicos

Los experimentos cinéticos se realizaron en el tanque agitado operado en lotes. Para llevar
a cabo estos experimentos el sistema fue cargado con 500 mL de soluciéon de Rodamina B
con concentraciones conocidas de 10, 20, 50, 100 y 200 ppm y 2.5 g de ZN. Se monitoreo
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el cambio de la concentraciéon en la fase fluida respecto al tiempo. Para el caso de los ex-
perimentos con particulas con didmetro promedio de 43 micrémetros se tomaron muestras
de 0.2 mL cada 5 minutos durante la primer hora de cada experimento, cada 20 minutos
después de la primer hora hasta la tercer hora de experimento y posteriormente en interva-
los de una hora. Para el caso de las particulas de 1 y2.5 mm, el monitoreo fue realizado a
0.25, 1, 2, 4, 6, 8, 12, 18, 24, 36, 48, 72, 96 y 120 horas de iniciados los experimentos. La
concentracion se determiné indirectamente midiendo la absorbancia en un espectrofotémetro
DR 2800 Hach Company.

Los experimentos dindmicos fueron realizados bajo condiciones donde las resistencias
a la transferencia de masa interfacial son despreciables. Estas condiciones de operacion se
obtuvieron realizando experimentos a diferentes velocidades de agitacion.

4.3.1. Velocidad de agitaciéon

Se realizaron experimentos variando la velocidad de agitaciéon de 0, 50, 100 y 200 rpm
para determinar las condiciones de operacién a las cuales las resistencias a la transferencia
de masas interfacial son despreciables. Estos experimentos se realizaron con concentracién
inicial de Rodamina B de 20 ppm, 2.5 g de ZN con didmetro promedio de particula de
1 mmy pH de 4.13.

4.3.2. Tamano de particula

Se realizaron experimentos con particulas de ZN con tres diametros promedio de particula
(0.043, 1y 2.5 mm). Para determinar el didmetro de particula donde se tenfa control cinético
y el didmetro de particula donde se tenia la presencia de resistencia a la transferencia de masa
intra-particula. Estos experimentos se realizaron con concentracién inicial de Rodamina B
de 20 ppm, 2.5 g de ZN, pH de 4.13 y 200 rpm.

4.4. Analisis Matematico

La estrategia que se siguié para el modelado del adsorbedor de lecho empacado es la
siguiente:

= Determinar mediante el ajuste de los experimentos de equilibrio con el modelo de
una isoterma de adsorcién los parametros que caracterizan la capacidad méaxima de
adsorcién qgrp,, de la ZN y la afinidad de adsorcion de Rodamina B mediante constante
de equilibrio K.
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= Desarrollar a partir del ajuste de los experimentos cinéticos intrinsecos un modelo
cinético mediante la estimacion de las constantes cinéticas de adsorcién k, y desorcién
k4 , que caracterizan las velocidades de adsorcién r, y desorcion r4, de Rodamina B en
una ZN.

» Determinar el coeficiente de difusion efectivo D.sf, a partir de los datos dindmicos
obtenidos de los experimentos realizados con particulas de ZN. Para esto se utilizo un
modelo del adsorbedor de tanque agitado acoplado al modelo heterogéneo de difusion
para una particula adsorbente.

= Modelar el comportamiento de una ZN como adsorbente de Rodamina B, en un ad-
sorbedor de lecho empacado, realizando un estudio de sensibilidad paramétrica. En la
construccion del modelo del adsorbedor de lecho empacado, los modelos de equilibrio,
cinéticos y de difusion se acoplan al modelo del adsorbedor que considera los diferentes
fenémenos de transferencia de masa.

4.4.1. Modelo de Equilibrio

El modelo de isoterma de Langmuir se utilizo para describir la isoterma de adsorcién. De
este modelo se determinaron los parametros de equilibrio de adsorciéon de Rodamina B en
una ZN. Dicho modelo se representa por la siguiente ecuacion:

drBm K LCRrBe
= -7 4.5

Donde ggp. es la cantidad de soluto adsorbido en el equilibrio por cada gramo de adsor-
bente mg/g, Crpe es la concentracién de equilibrio del adsorbato en la solucién mg/cm?,
K, es la constante de Langmuir para el equilibrio entre fases y qrpm, €s un parametro que
caracteriza la capacidad maxima de adsorciéon mg/g.

4.4.2. Modelo de Cinético

El modelo cinético de Langmuir se utilizo para describir la velocidad de adsorcion de la
Rodamina B sobre una ZN. El modelo del adsorbedor donde se realizaron los experimentos
dindmicos bajo régimen de control cinético esta dado por las siguientes ecuaciones:

Fase fluida:

dt

= kaqre — k«CrB(qrBm — qRB) (4.6)
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Fase sélida:

pBAGRB
dt

= koCri(qrBm — 4rB) — KaqRB (4.7)

Las condiciones iniciales que representan la situacion fisica del problema estan dadas por:

t=0  qrem =20 (4.8)

t=20 CRBO = CRB (49)

Donde k, es la contante de adsorcién, k, es la constante de desorcion, C'rp es la concen-
tracion de adsorbato en la fase fluida (mg/cm?), qrp es la cantidad de soluto adsorbido por
cada gramo de adsorbente (mg/g), qrpm €s un parametro que caracteriza la capacidad méxi-
ma de adsorcién (mg/g), p, es la densidad de la fase sdlida (g/cm?). La forma adimensional
del modelo cinético, estd dado por las siguientes ecuaciones:

Para la fase fluida:

dX
de = QQrp — Xrp (1 — QrB) (4.10)
Para la fase solida:
dX
8 = (Xnps (1 - Qrp)) — QQns (4.11)

La condicién inicial que representa la situacion fisica del problema estda dada por:

7=0 XRBm =1 (412)

7T=0 QRB:O (413)

Las variables adimensionales utilizadas en la construccion de los modelos adimensionales
son:

CrB 4dRrB kq
XrB = , RB = ; K=—,
CrBo qRBm kq




CrBo 1 1 qrBm
6 - ) Q - ) Te = QRBmkata Q/} = =
Pp KCrpo

M
B &

4.4.3. Modelo de Difusion en la particula

El estudio de la cinética de adsorcién en un sistema tipo lote (batch), permite determinar
el coeficiente efectivo de difusién que puede ser utilizado para el diseno sistemas de lecho
fijo. La ecuacion diferencial que describe la disminucién de concentracion de Rodamina B en
la fase fluida, con respecto al tiempo, para un reactor de tipo lote es:

dCRB 1-— Ep
dt

_ e ) kf% (CRB — CRBS) (414)

La condicién inicial que representa la situacion fisica del problema esta dada por:

t=0 CRB = CRBO (4.15)

Donde Cgp es la concentracién de Rodamina B en la fase fluida (mg/cm}), Crps es la
concentracién de Rodamina B en la fase sélida (mggrps/cm?), ks el coeficiente de tanferencia
de masa externa (c¢m/s), Crpo es la concentracién inicial de Rodamina B en la fase fluida
(mgrp/ cm:}) y & la porosidad o fraccion vacia del adsorbedor.

El modelo de difusiéon en la particula, considera un coeficiente de difusion efectiva que
engloba la difusion de Rodamina B en los poros vacios y en la superficie de la ZN. El cual
asume que los factores de tortuosidad y constriccién son constantes e independientes de la
posicién radial. Con las suposiciones anteriores, el balance de materia para una particula con
geometria esférica genera la siguiente ecuacion diferencial la cual describe la concentracion
del adsorbato en el adsorbente:

2 =¢e D, = 4.16
o TP ff(rp ar, | or ) (4.16)
Donde la cinética de adsorcion esta por dada:
d
% = kaCrB(qrBm — qrB) — kiqrB (4.17)
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Las condiciones inicial y de frontera que representan la situacion fisica del problema estan
dadas por:

t=0  grBm =0, Crpo = Cgrp (4.18)
ICrBs
Ty = 0 afB =0 (4.19)
2
O0CrBs
Tp = Rp — EpDeff afB = kf(CRBs — CRB) (4.20)
P

Donde ¢, es la porosidad de la particula de ZN, D, ¢ es el coeficiente efectivo de difusion
cm?/s, r, es la posicién radial dentro de la particula (cmyg), R, es el radio de la particula
(em) y p, la densidad de la particula (gs/cms).

La forma adimensional del modelo que describe el reactor por lotes es:

dXRB . (1 — &p

d ) Blme (XRB — XRBS) (421)
T Ep

La condicién inicial que representa la situacion fisica del problema esta dada por:

7=0 Xpp=1 (4.22)

La forma adimensional del modelo que describe la difusién en la particula es:

0XRBs 0QrB _ <2 0XRrBs n 82XRBS) (4.23)

o, "V on, T \& o oe

La forma adimensional del modelo que describe la cinética de adsorcién en particulas
de adsorbente, en funcién del tiempo difusivo esta representado por la siguiente ecuacién
diferencial:

dQrB
dr,

= 0?8 [ Xpps (1 — Qrr) — QQrs] (4.24)
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Las condiciones iniciales y de frontera que representa la situacion fisica del problema

esta dada por:

7=0 XRB =1 (425)
7=0 XRBs =0 (426)
0XgrB
=0 =0 4.28
: o (4.25)
O0XnrBs
£=1 "5 — Bi(Xr — Xpps) (4.29)
03
Las variables adimensionales utilizadas en la construccién de los modelos adimensionales
Son:
Crp CrBs 4dRB kq
X - ) X s ) - K = 7
B CrBo e CrBo e gRBm kq
CrBo 1 1 qrBm
/8 - ) Q - ) 0 - R Ay, = >3 )
Dp KCrpo 8 v B e
r K. R ke, Deyyt
5 - _p7 Bzm - pa q) R ) Td = R
R, Deyy Deyy " R2

4.4.4. Modelo del Adsorbedor de Lecho Empacado

El més general de los modelos de balance de masa para la fase fluida dentro de un
lecho empacado unidimensional, en condiciones no estacionarias, se presenta en la siguiente
ecuacion diferencial parcial (EDP).

oc; _ 9C 9C,

f)t 0 32’ — (1 — &?b)kfav (CRB — CRBs) (430)
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Las condiciones inicial y de frontera que representan la situacion fisica del problema estan
dadas por:

oC
z=0 — 5bUO(ORB — CRBO) = D(HWRB (432)
Crp
=1L = 4.
2 5o =0 (4.33)

Donde Cgp es la concentracién de Rodamina B en la fase fluida (mggps/cm?), Crps es la
concentracién de Rodamina B en la particula (mggrps/cm?), Crpo es la concentracién inicial
de Rodamina B en la fase fluida (mgrps/cm?), kf es el coeficiente de transferencia de masa
en la interface cm/s, t es el tiempo en (s), &, es la porosidad o fraccién vacia del adsorbedor,
Dax es el coeficiente de dispersién axial (cm?/s), z es la posicién axial dentro del lecho (cm)
y L es la longitud del lecho empacado en (cm).

La fase sélida del lecho empacado, es descrita por el modelo de difusion en la particula,
el cual considera un coeficiente de difusién efectiva que engloba la difusion de Rodamina B
en los poros vacios y en la superficie de la ZN. El cual asume que los factores de tortuosidad
y constriccion son constantes e independientes de la posicién radial. Representado para un
adsorbente con geometria esférica por la siguiente ecuacion diferencial:

) . . 201,
oC; 0q; 20C;, 0 Czs> (4.34)

This e Doy [ 2
P T Prgr e (r,, ar, | or2

Las condiciones iniciales y de frontera que representan la situacién fisica del problema
estan dadas por:

t=0 Crps=0 0<r,<R, (4.35)
aCRBS
= = 4.
rpy =0 or, 0 (4.36)
OCRrpBs
7“p = Rp EpDeff 8fB = kf(CRBs — CRB) (437)
p
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La cinética de adsorcion en la fase es descrita por el modelo cinético de Langmuir el cual
se describe por la siguiente ecuacion diferencial como:

pBAqRB

T koCre(qrBm — qrB) — kaqrB (4.38)

La condicién inicial que representa la situacion fisica del problema estda dada por:

t=0  qrem =20 (4.39)

La forma adimensional para el modelo unidimensional de un adsorbedor de lecho empa-
cado esta dada por:

0X; 1 0?’Xrp  O0Xgs

or.  Pen, acz ¢ ot (X = Xso) 40

Las condiciones iniciales y de frontera que representan la situacién fisica del problema
esta dadas por:

7T=0 Xpp=0 0<(¢<1 (4.41)

C —0 6XRB5 _ —Pem(l i XRB) (442)
¢

(=0 =0 (4.43)

La forma adimensional del modelo que describe la difusién en la particula es:

(4.44)

0XrBs 20X nBs 0%2X s
RBs waQRB _ 20Xgp n RB
8Td aTd f 85 852

Las condiciones iniciales y de frontera que representa la situacion fisica del problema
esta dada por:

7=0 XRB =0 (445)
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=0 ok 0 (4.46)
§=1 8)2?38 = Bin(Xrp — XrBs) (4.47)

La forma adimensional del modelo que describe la cinética de adsorcién en particulas
de adsorbente, en funcién del tiempo difusivo esta representado por la siguiente ecuacién
diferencial:

d Lk,
22;3 == <CRB (1- Qgp) — %) (4.48)

La condicién inicial que representa la situacion fisica del problema estda dada por:

T=0 Qre=0 (4.49)

Las variables adimensionales utilizadas en la construccion de los modelos adimensionales
son:

Crp CrBs 4dRB kq
X = y X s — s = s K= PR
B CrBo e CrBo ©rs 4dRBm kq
CrBo 1 1 qrBm
/8 - ) Q = ’ 0 - R Ay, - 5 )
Pp KCrpo g v B e
Tp KLRP ka Uot
= —_— BZTI’L — 3 (p — R ) - R )
¢ Ry’ Deys "\ Desy 7
L CrBe 1-— k
Pe,, = 0 ) Of = =& ’ Stmod = & Lav_L
Daw Pb €y Up

4.4.5. Solucién numérica y estimacion de parametros

Todos los modelos utilizados en este estudio son ecuaciones diferenciales parciales (EDP),
en las cuales se discretizaron las coordenadas espaciales con el método de colocacion ortogonal
(CO), utilizando polinomios de Legendre. Las ecuaciones resultantes constituyen un sistema
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de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) que se resolvieron por el método de Runge-
Kutta-Fehlberg (Lapidus y J.H., [1971)). La estimacién de los pardmetros, cuando se requirio,
se llevo a cabo con el método de minimos cuadrados utilizando el algoritmo de Levenberg-
Marquadt (Stewart, (1995). Donde el intervalo de confidencia para todos los casos fue de
95 %. El método de Levenberg-Marquadt combina el método de Gauss (series de Taylor) y
descenso mas pronunciado dando como resultados la estimacién de los parametros 6 que se
desean conocer. Para obtener el valor de los pardmetros que se desean estimar en cada caso
se usan los datos experimentales y el modelo correspondiente a cada caso de estudio.

La estimacién de los parametros 6 se puede llevar a cabo cuando el modelo matematico es
lineal o no con respecto a los parametros desconocidos. Méas detalles sobre las herramientas

matematicas utilizadas en este trabajo se pueden revisar en las referencias (Lapidus y J.H.|
1971)) (Stewart], 1995) (Islas| 1998).
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Capitulo 5

Resultados y Discusion

Se presentan los resultados experimentales y de modelado del proceso de adsorcion de
Rodamina B en ZN. En la seccién 5.1 se muestran las principales caracteristicas estructurales
y quimicas de la ZN utilizada. En la seccién 5.2 se muestran los resultados de la evaluacién a
nivel laboratorio de la ZN como adsorbente. Finalmente en la seccién 5.3 se muestran los re-
sultados del estudio de sensibilidad paramétrica realizado con un modelo para un adsorbedor
de lecho empacado.

5.1. Caracterizacién fisicoquimica del adsorbente

5.1.1. DRX

En la Figura 5.2 se presenta el difractograma de polvos de la ZN utilizada en este estudio,
donde se tienen patrones de difraccién relativamente agudos. Las senales localizados en
la posicion 26 igual a 9.85°, 11.08°, 13.03°, 14.84°, 16.86°, 17.02°, 19.04°, 20.73°, 22.35°,
23.88°, 25.42°, 26.24°, 27.00°. 28.09°, 30.01°, 32.31°, 32.57° y 34.80° se ajustan a la tarjeta
JCPDS3-0427 (de sus siglas en inglés Joint Compounds Powder Diffraction Standards),
sugiriendo que la muestra de ZN estd compuesta por Clinoptilolita (260 = a 9.85°, 11.08°,
16.86°, 22.35°, 23.88°, 25.42°, 26.24°, 27.00°. 28.09°, 30.01°, 32.31° y 32.57°) y Mordenita
(20 = a 13.03°, 19.04°, 26.24°, 31.01°) aunque también se exhibe la presencia de Cuarzo en
(20 = 27.00° y 21.25°).
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Figura 5.1: Adsorbedor de tanque agitado con canastillas, 1) es el motor de velocidad
variable, 2) Adorbedor (tanque), 3) Canastillas para particulas.

5.1.2. Fisisorcion de Nitrogeno

En la Figura 5.1 se presentan las isotermas de adsorcion y desorcién para la ZN utili-
zada en este trabajo. Se determinaron dos isotermas, una para particulas con un didmetro
promedio de 0.04 mm y otra para para particulas con un diametro promedio de 2.5 mm.
De acuerdo con la clasificacion de la IUPAC de isotermas de adsorcion, se puede considerar
que las dos isotermas son de tipo IV. El tipo de histéresis que presenta esta ZN es tipico de
materiales mesoporosos con hendiduras entre los planos cristalinos acordes a la estructura
de las Clinoptilolitas. No obstante, el limite ascendente de estas curvas es similar a la de una
isoterma de nitrégeno sobre un sélido no poroso.

Tabla 5.1: Propiedades texturales de la zeolita natural.

Propiedades/ D, 0.043 (mm) 2.5 (mm)

Area superficial 10 11
Diametro de poro 10 16
Volumen de poro 0.6 0.8
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Figura 5.2: Adsorbedor de tanque agitado con canastillas, 1) es el motor de velocidad
variable, 2) Adorbedor (tanque), 3) Canastillas para particulas.

En la Tabla 5.1 se presentan las propiedades texturales de la ZN, evaluadas para dos
diferentes didmetros de particula; 0.04 y 2.5 mm. El area superficial se encuentra en un
rango de entre 10 y 16 m?/g, con un didmetro promedio de poro de entre 9 y 13 nm. Los
dos diferentes diametros de particula presentan variaciones minimas en el area superficial y
el volumen de poro que pueden ser considerados como iguales tomando en cuenta la incer-
tidumbre experimental del equipo que es del 5%. Estos resultados concuerdan con los de
algunos autores como Hernéndez y col. [56]. No obstante, el valor del drea superficial de la
ZN se puede ver afectada por el bloqueo que ejercen los cationes dentro de los canales de la
zeolita, dificultando la difusién de las moléculas de Nitrégeno (Karadag y cols., 2007), esto
pude ser explicado por el hecho de que la adsorcién en microporos no esta contemplada en
el modelo de BET, dado que se supone que la adsorciéon multimolecular, no es fisicamente
posible en cavidades tan pequenas como los microporos (Hernandez y cols., [2005).
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Tabla 5.2: Concentraciones iniciales de Rodamina B en la fase fluida y concentraciones de
Rodamina B al equilibrio en la fases fluida y sdlida.

Crpo (mg/L) Cgrpe(mg/L) qrpe(mg/g) % de Remocién de RB

10 4 1.17 58.4
40 27 2.5 31.3
80 29 4.2 26.3
120 97 4.49 18.7
160 138 4.42 13.8
200 176 4.75 11.9
240 215 4.88 10.2
280 256 4.76 8.5

5.2. Caracterizacion de la adsorcion de Rodamina B
sobre una zeolita natural

La primera etapa de caracterizacion de la zeolita consiste en la determinacion de la capa-
cidad méaxima de este material para adsorber Rodamina B. Se llevaron a cabo experimentos
de equilibrio, de los cuales se obtiene la isoterma de adsorcion y se ajusta con el modelo de
Langmuir con el objetivo de determinar: la cantidad de Rodamina B que puede adsorberse
por cada gramo de ZN y la constante de adsorciéon que nos indica la afinidad de la Rodamina
B a adsorberse en la ZN. La segunda etapa de caracterizacién de la ZN, es el estudio cinético
intrinseco de la ZN al adsorber Rodamina B. Las observaciones cinéticas permiten desarro-
llar un modelo, estimando los parametros correspondientes. Finalmente la tercera etapa de
caracterizacion de la ZN, considera un estudio experimental de la adsorcion de Rodamina B
en particulas de ZN donde los fenémenos difusivos son dominantes. Estos experimentos se
utilizan para determinar la difusividad efectiva de la ZN, que serd utilizada para el modelado
del comportamiento de este adsorbente en una columna de lecho empacado como se muestra
en la seccién 5.3.

5.2.1. Isoterma de adsorcion

En la Tabla 5.2 se presentan las concentraciones iniciales de Rodamina B utilizadas en los
experimentos de equilibrio. En ésta también se presentan las concentraciones de Rodamina
B al equilibrio tanto en la fase acuosa como en la fase sélida y se presenta el porcentaje de
remocién de Rodamina B de la fase fluida.

En la Figura 5.3 se presentan las observaciones de los experimentos de equilibrio de adsor-
cién de Rodamina B en ZN a temperatura ambiente. Particularmente se presenta la cantidad
de Rodamina B adsorbida por cada gramo de ZN como una funcién de la concentracion de
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Rodamina B en la fase fluida al equilibrio. Se observa que las mediciones experimentales
siguen un comportamiento de una isoterma del tipo I que es caracteristica de adsorcién
del tipo Langmuir. En todos los experimentos nunca se observé un 100 % de remocién de
Rodamina B de la fase fluida, no obstante conforme incremento la concentracién inicial de
Rodamina B lo hizo la concentracién de Rodamina B en el equilibrio y la capacidad maxima
de adsorcién, que alcanzé un valor méximo de 4.76 mg/g.

5 4
° ° °
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[®)]
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2
14 ® Experimental
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| ! | ! | ! | ! | ! | !
0 50 100 150 200 250
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Figura 5.3: Adsorcion de Rodamina B en ZN. Comparacion entre observaciones y predic-
ciones de ge en funcién de la concentracién de equilibrio en la fase fluida C..

La capacidad de la ZN para adsorber Rodamina B es baja comparada con la capacidad de
los carbones activados (20-30 mg/g), sin embargo el uso de materiales de origen natural como
las zeolitas, debido a la abundancia y al bajo costo del pretratamiento, permite minimizar
el costo asociado al proceso de activacién de los carbones, lo cual es un factor importante en
el diseno de adsorbedores de lecho empacado.

El modelo de la isoterma de Langmuir se utilizo6 para ajustar estas observaciones. El
modelo ajusté las observaciones adecuadamente (ver Figura 5.3), donde la regresién y los
parametros involucrados en el modelo fueron estadisticamente significativos. En la Tabla
5.3 se presentan los parametros estimados de capacidad maxima de adsorcién, constante de
afinidad y el coeficiente de correlacion lineal para el modelo de isoterma de Langmuir. La
capacidad maxima de la ZN para adsorber Rodamina B es de 4.74 mg/g, que fue similar
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a la observada experimentalmente. Este valor es congruente con los datos de adsorciéon de
otros colorantes sobre diferentes zeolitas naturales reportados por diversos autores (Yuelian
y Wangal 2010) (Wang y cols., 2010). La constante de afinidad, la cual esta relacionada con
la energfa de activacién o entalpia neta de adsorcién AH,y , como Kpoe"2H/ET)  presenta
un valor de promedio de 0.077, indicando que el proceso de adsorciéon de Rodamina B sobre
ZN es un proceso reversible y termodinamicamente posible.

Tabla 5.3: Parametros de ajuste de la isoterma de Langmuir: capacidad maxima de adsorcién
de Rodamina B, constante de adsorcién, afinidad de adsorcién y coeficiente de regresién
lineal.

qrem (mg/g) Ky (L/g) R, R?
4.74 0.2072 0.077 0.964

5.2.2. Cinética de adsorcion

Para realizar el estudio cinético de la adsorcion de Rodamina B sobre ZN, los experi-
mentos dindmicos de adsorcién se realizaron en un adsorbedor de tanque agitado en régimen
de control cinético, para tener la certeza de que el modelo cinético no este afectado por
las resistencias al transporte de masa inter e intra-particula. En la Tabla 5.4 se presenta el
diseno de los experimentos necesarios para realizar los estudios cinéticos.

Para establecer las condiciones de operacion, se realizan experimentos a diferentes velo-
cidades de agitacién y diametro de particula. Los experimentos 1-3 fueron realizados para
determinar la velocidad de agitacion en la cual los efectos de la resistencia al transporte
de masa externo pueden ser minimizados. Los experimentos 4-7 permitieron encontrar el
didmetro de particula en el que la resistencia al transporte de masa intra- particula no tiene
efecto importante. Los experimentos 8-11 fueron realizados con diferentes concentraciones
iniciales de Rodamina B en la fase fluida en régimen de control cinético, permitiendo desa-
rrollar un modelo cinético mediante la estimacién de los pardmetros cinéticos al ajustar estas
observaciones.

Las Figuras 5.4, 5.5 y 5.6 muestran los resultados obtenidos de los experimentos dindmicos
para la adsorciéon de Rodamina B en ZN. De acuerdo a estas Figuras, las curvas de remocion
de Rodamina B presentan una forma caracterizada por un aumento rapido en la remocién
de Rodamina B cuando el tiempo de contacto estd en el orden de entre 10 y 15 % del tiempo
de saturacion del adsorbente, seguido por un aumento mas lento en un intervalo de tiempo
ubicado entre el 15 y 60% del tiempo de saturacién, finalmente la curva de adsorcién es
mucho mas lenta que en las dos etapas anteriores y no existen cambios significativos en la
concentracion de Rodamina B en la ZN por lo que se alcanza un equilibrio de adsorcion o
saturacion de la ZN.
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Tabla 5.4: Diseno de experimentos cinéticos.

Experimento Crpo(mg/L) R, (mm) wug (rpm)

1 20 1 50
2 20 1 100
3 20 1 200
4 20 0.04 200
5 20 0.06 200
6 20 1 200
7 20 2.5 200
8 10 0.04 200
9 50 0.04 200
10 100 0.04 200
11 200 0.04 200
2,5
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Figura 5.4: Adsorcién de Rodamina B en ZN, ¢. en funcién del tiempo de contacto a
diferentes velocidades de agitacién.
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En la Figura 5.4 se presentan los datos obtenidos de los experimentos realizados para
determinar la velocidad de agitacién necesaria para minimizar la resistencia al transporte
de masa interfacial. Los resultados muestran que la rapidez de adsorcién aumenta conforme
incrementa la velocidad de agitacion, lo cual se atribuye a la minimizacién de la resistencia
al transporte de masa interfacial. Se observa que después de 100 rpm no se presentan mejoras
en la capacidad de adsorcion por lo tanto se puede considerar que a partir de 100 rpm, los
efectos de la resistencia al transporte de masa interfacial se han minimizado y pueden ser
considerados despreciables.
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Figura 5.5: Adsorcién de Rodamina B en ZN, ¢. en funciéon del tiempo de contacto a
diferentes diametros de particula.

En la Figura 5.5 se presentan los datos obtenidos de los experimentos realizados con
diferentes diametros promedio de las particulas de ZN. En estos experimentos se utilizé una
velocidad de agitacién donde las resistencias al transporte de masa interfacial son desprecia-
bles. Los resultados muestran que el incremento en el diametro de particula afecta la rapidez
de adsorcién de Rodamina B en ZN, disminuyendo el porcentaje de remocion del colorante
como consecuencia de los fenémenos difusivos que se vuelven dominantes a mayores didme-
tros de particula. Se observa que cuando se utiliza polvo como adsorbente didmetros de
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particula menores a 0.06 mm, las resistencias al transporte de masa intra-particula son des-
preciables. Por lo anterior este didmetro de particula se utiliza para realizar los experimentos
cinéticos. Las condiciones de operaciéon que permiten minimizar los efectos de las resistencias
al transporte de masa tanto interno como externo son: diametro de particula menor a 0.06
mm y velocidad de agitacion igual o mayor a 200rpm. Estas condiciones permitieron evaluar
el efecto de la concentracion inicial de Rodamina B en la fase fluida sobre la cinética de
adsorcion en un régimen cinético.
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Figura 5.6: Adsorcién de Rodamina B en ZN, ¢. en funciéon del tiempo de contacto a
diferentes concentraciones iniciales de Rodamina B.

En la Figura 5.6 se presentan los datos obtenidos de los experimentos realizados para
diferentes concentraciones iniciales de Rodamina B bajo condiciones de control cinético.
En esta Figura se observa que la capacidad de adsorcién aumenté con el incrementd en la
concentracion inicial de Rodamina B, como se observé en la obtenciéon de la isoterma en
los experimentos de equilibrio. (Wang y cols., |2010) atribuyen este comportamiento a un
incremento de la probabilidad de colisién entre las moléculas de Rodamina B presenten en
la fase fluida del sistema y los sitios activos de la ZN cuando incrementa la concentracién
del adsorbato en la fase fluida.
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Tabla 5.5: Parametros de ajuste para el modelo cinético de Langmuir, para la adsorcién de
Rodamina B en ZN.

ko (gs mg™t s7Y) kg (gs cm™ s71)

1.18746 E—%° 6.89735 %
4
34
©
o 2
é 2
o |
14 Exp C__,=20 ppm
® Exp C_,,=100 ppm
7 # Exp C_,,=300 ppm
—+—Mod C__ =20 ppm
0+ —«—Mod C__,=100 ppm
—+—Mod C_, =300 ppm

T T T T T T
0,0 2,5 5,0 7,5
t(h)

Figura 5.7: Adsorcién de Rodamina B en ZN, ¢. en funcién del tiempo utilizando el modelo
cinético de Langmuir.

En la Figura 5.7 se presentan los ajustes del modelo cinético de Langmuir a los datos
experimentales obtenidos de los experimentos a diferentes concentraciones iniciales de Ro-
damina B en un régimen de control cinético. En la Tabla 5.5 se presenta el valor de los
parametros cinéticos de adsorcién para el sistema Rodamina B en ZN, Los parametros se
estimaron mediante un método de regresién no lineal por minimos cuadrados, utilizando
el algoritmo de Levenberg-Marquardt. El modelo ajusté adecuadamente las observaciones
donde la regresion como los parametros estimados fueron estadisticamente significativos.
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5.2.3. Transporte de masa intraparticula

En la Figura 5.8 se presentan los datos obtenidos de los experimentos para la adsorcion
de Rodamina B en ZN de diferentes didmetros de particula que normalmente se utilizan
en columnas de lecho empacado industriales. Particularmente se presenta la cantidad de
Rodamina B adsorbida por cada gramo de ZN como una funcién del tiempo. En esta Figura
se observa que la capacidad de adsorciéon de Rodamina B es mayor para las particulas de
menor diametro, lo cual se puede atribuir a un menor efecto de los fenémenos difusivos y a
un incremento en al area interfacial de transporte entre la fase fluida y la fase solida.
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Figura 5.8: Adsorciéon de Rodamina B en ZN. Comparacion entre observaciones y ajuste de
ge en funcion del tiempo de contacto en diferentes particulas de ZN.

Si consideramos tres secciones en la Figura 5.8 se puede mencionar lo siguiente: en la
primera seccién, la rapidez de adsorciéon es mayor que en las secciones dos y tres debido a
que todos los sitios activos en el area interfacial de particulas estan disponibles, aunado al
hecho de que a tiempos cortos se tiene el mayor gradiente de concentracion entre el seno del
fluido y el centro de la particula. En la segunda seccién, la rapidez de adsorcion se ve afectada
por la disminucién en el nimero de sitios activos en el adsorbente. En esta seccion es claro
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que las resistencia al transporte de masa intraparticula es importante como consecuencia de
la estructura porosa de la zeolita y a la saturacién de los poros con Rodamina B [90]. En la
tercera seccién, se observa que se alcanza un pseudo-equilibrio donde la rapidez de adsorcion
y el transporte de masa intraparticula (Sze y McKay, 2010). EI proceso de adsorcién en
particulas de ZN se puede explicar modelando el comportamiento cinético y de transferencia
de masa intraparticula en las observaciones. En la Tabla 5.6 se encuentran los valores de los
coeficientes de difusién efectivos estimados con el modelo transporte de masa-adsorcién para
los diferentes diametros de particula utilizados en este estudio. El ajusté las observaciones
experimentales adecuadamente, donde la regresion y los parametros involucrados en el mo-
delo fueron estadisticamente significativos. El error inherente a los datos experimentales y a
la estimacion de parametros de transporte se puede considerar que el coeficiente de difusion
es el mismo para los dos tamanos de particula.

Tabla 5.6: Propiedades texturales de la zeolita natural

D, (mm) Desy (cm?/s)
1 3.887E 1
2.5 1.187E 10

El orden de magnitud nos muestra que los fenémenos de difusiéon son limitantes en el
interior de la particula. Los valores calculados para los coeficientes de difusividad efectiva
para los diferentes diametros de pallets de ZN, son similares a los datos reportados en la
literatura para diferentes adsorbentes. Por ejemplo (Gupta y cols., 2004)) reportan un coefi-
ciente de difusién efectiva de 1.07E~% ¢m?/s para la Rodamina B en particulas de 0.2 mm
de barro rojo, atribuido a la semejanza estructural que existe entre el barro rojo y la ZN,
ya que ambos son aluminosilicatos naturales que no fueron sometidos a un pretratamiento
quimico que permitiera modificar las caracteristicas estructurales de los adsorbentes. Por
ejemplo, adsorbentes sintéticos con dreas superficiales de 490 m?/g como MCM-22 presen-
tan un valor de 2.6~ ¢m?/s para la difusién de Rodamina B en este material (Shaobin y
Yuelian, 2010).

5.3. Modelado de columna empacada

El diseno basado en modelos matematicos de adsorbedores de lecho empacado requie-
re la estimacién independiente de parametros efectivos de transporte de masa asi como de
parametros cinéticos intrinsecos. Los parametros de transporte se obtienen de la columna
de adsorcion donde se quiere estudiar el comportamiento del adsorbente para remover un
determinado adsorbato. Mientras que los pardametros cinético se obtienen a partir de carac-
terizar la cinética de adsorcién de un determinado adsorbato sobre un adsorbente que se
desee estudiar a nivel laboratorio en régimen de control cinético.
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Tabla 5.7: Diseno de simulaciones para describir el comportamiento de un adsorbedor de
lecho empacado escala banco.

Simulacién Lecho Adsorbente Flujo
L R, R, E, Desy F CrBo
i (cm) (em) (cm) (cm?/s)  (em?/s) (mg/L)
1 50 5 0.05 0.324 1.18746 £~ 10 10 20
2 100 5 0.05 0.324 1.18746 10 10 20
3 150 5 0.05 0.324 1.18746 10 10 20
4 180 5 0.05 0.324 1.18746 10 10 20
5 100 6 0.05 0.324 1.18746 E—10 10 20
6 100 5 0.05 0.324 1.18746 £~ 10 10 20
7 100 4 0.05 0.324 1.18746 E~10 10 20
8 100 5 0.05 0.324 1.18746 10 10 20
9 100 5 0.1 0.324 1.18746 10 10 20
10 100 5 0.2 0.324 1.18746 E~10 10 20
11 100 5 0.4 0.324 1.18746 £~ 10 10 20
12 100 5 0.05 0.2 1.18746 £ 10 10 20
13 100 5 0.05 0.3 1.18746 E—10 10 20
14 100 5 0.05 0.5 1.18746 E—10 10 20
15 100 5 0.05 0.324 1.18746 B 12 10 20
16 100 5 0.05 0.324 1.18746 E—10 10 20
17 100 5 0.05 0.324 1.18746 E~%8 10 20
18 100 5 0.05 0.324 1.18746 E—10 06 20
19 100 5 0.05 0.324 1.18746 E~10 10 20
20 100 5 0.05 0.324 1.18746 E~10 15 20
21 100 ) 0.05 0.324 1.18746 10 20 20
22 100 5 0.05 0.324 1.18746 10 30 20
23 100 5 0.05 0.324 1.18746 E~10 10 20
24 100 5 0.05 0.324 1.18746 10 10 40
25 100 5 0.05 0.324 1.18746 E—10 10 80

Para evaluar el comportamiento de un adsorbente en una columna de adsorcion es ne-
cesario realizar un estudio de sensibilidad geométrica y paramétrica sobre el sistema que
se desea estudiar. Para esto se deben tener claros intervalos experimentales de diferentes
variables como: las caracteristicas fisicas del adsorbente (densidad, didmetro de particula),
las caracteristicas fisicas del adsorbato (difusividad molecular), las dimensiones del lecho
(altura, didmetro y porosidad) y las condiciones de operacién del sistema (concentracién de
contaminante a la entrada y velocidad de alimentacion del fluido a tratar). Para tener certi-
dumbre entendiendo el comportamiento del adsorbente en una columna de lecho empacada
es necesario que el modelo utilizado considere todos estos aspectos en su estructura. En la
Tabla 5.6 se presentan los casos considerados en las simulaciones de las curvas de ruptura en
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una columna de adsorcién empacada con una ZN para la remocién de Rodamina B. En las
siguientes secciones se discuten estas simulaciones con el objetivo de estudiar la interaccién
entre el transporte de masa y cinética en este adsorbedor con caracteristicas geométricas a
escala de banco.

Todas las simulaciones fueron realizadas a temperatura ambiente, considerando que la
densidad de la fase fluida es igual a la densidad del agua dada la baja concentracion de
Rodamina B en la solucién, la porosidad del lecho ¢, es funcién del didmetro de particula, el
coeficiente de difusividad efectiva se considera constante e igual al estimado en este trabajo,
el comportamiento cinético de la ZN se describe con el modelo desarrollado y los parametros
de transporte de la columna se determinaron a partir de correlaciones reportadas en la
literatura (Apéndice A).

5.3.1. Efecto de las dimensiones del lecho empacado

Las Figuras 5.9 y 5.10, presentan las curvas de ruptura obtenidas de las simulaciones 1-4 y
5-7, las cuales muestran el efecto de la variacién de las dimensiones del adsorbedor: longitud
y radio, respectivamente. Todas las curvas de ruptura presentan un comportamiento similar,
que es caracteristico los sistemas no ideales donde se tienes adsorbente con area superficial
baja y resistencias al transporte de masa por difusién controlantes (Markovska y cols., 2001]).

En la Figura 5.9 se observa que el tiempo de ruptura de Rodamina B en el adsorbedor
estd afectado por la altura del lecho, entre mayor es la altura el tiempo de ruptura incrementa.
Esto esta lo asociado con un incremento de la masa de ZN empacada en el lecho y por lo
tanto con un incremento de la superficie especifica del adsorbente, proveyendo mas sitios
activos para la adsorciéon de Rodamina B.

En la Figura 5.10 observa un aumento en el tiempo de ruptura cuando la el radio de la
columna incrementa. Comportamiento que es el resultado de empacar una mayor masa de
adsorbente, incrementando la cantidad de sitios activos disponibles para la adsorcion de la
Rodamina B. Es importante resaltar que la altura del lecho en las simulaciones 5-7 es de
un metro, y las relaciones longitud/radio de columna para estas simulaciones son 25, 20 y
16.6 para los radios de 4, 5 y 6 c¢m, respectivamente. De tal forma que en todos los casos
la relacién longitud/radio es menor a 50, y como consecuencia los efectos del transporte de
masa dispersivo son despreciables (F. Li y cols., [2003)).
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Figura 5.9: Adsorcién de Rodamina B en ZN, Crp en la salida del adsorbedor como funcion
del tiempo, para analizar los efectos de la variacion de la longitud de lecho empacado.
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Figura 5.10: Adsorcion de Rodamina B en ZN, Crp en la salida del adsorbedor como funcion
del tiempo, para analizar los efectos de la variacién del radio del lecho empacado.
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5.3.2. Efecto de las caracteristicas del adsorbente

Las Figuras 5.11, 5.12 y 5.13 presentan las curvas de ruptura obtenidas de las simulaciones
8-11, 12-14 y 15-17 las cuales muestran el efecto de la variacion de las propiedades del
adsorbente como: radio de particula, porosidad, y difusividad efectiva, respectivamente.
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Figura 5.11: Adsorciéon de Rodamina B en ZN, Crp en la salida del adsorbedor como funcion
del tiempo, para analizar los efectos de la variacion del radio de particula.

En la Figura 5.11 se puede observar que la pendiente de las curvas de ruptura para la
adsorcién de Rodamina B en ZN aumenta proporcionalmente al incremento del radio de
particula, Se observa un aumento en el tiempo de ruptura de la columna cuando el diametro
de particula disminuye. El tiempo de retenciéon de Rodamina B en el adsorbedor es mayor
cuando disminuye el diametro promedio de las particulas de ZN, lo cual esta asociado al
incremento de la masa del adsorbente y por lo tanto del area interfacial del adsorbente, lo
que se traduce en el incremento sitios activos para llevar a cabo el proceso de la adsorcion.

En la Figura 5.12 se observa que el tiempo de ruptura de la columna aumenta cuando
la porosidad del adsorbente disminuye. Una menor porosidad de la particula se refleja en
una mayor cantidad mésica por unidad de volumen, incrementando asi la densidad de la
particula y, por lo tanto, la capacidad de adsorcién de ésta.

En la Figura 5.13 se muestra el resultado de las simulaciones 12-14 en las que se puede
apreciar el efecto de la difusividad en el proceso de adsorcién. Los coeficientes de difusién
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Figura 5.12: Adsorcion de Rodamina B en ZN, Crp en la salida del adsorbedor como funcion
del tiempo, para analizar los efectos de la variacion de la porosidad del adsorbente.
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Figura 5.13: Adsorcion de Rodamina B en ZN, Crp en la salida del adsorbedor como funcion
del tiempo, para analizar los efectos de la variacién de la porosidad del adsorbente.

23



efectiva estimados para las particulas de ZN con radio promedio de 1 y 2.5 mm, son de
3.88746 E~1 y 1.18746 E~1° cm /s, respectivamente, lo cual no representa una variacion sig-
nificativa, al considerar los errores inherentes al desarrollo experimental y aproximaciones
numeéricas. De hecho, Para los casos en que los valores de coeficiente de difusividad se en-
cuentran entre 1.18746E710 y 1.18746 E~'? c¢m/s, no existe una diferencia apreciable en el
tiempo de ruptura y comportamiento de la columna de adsorcién. Sin embargo para sistemas
de adsorcién en los que la difusién intra-particula incrementa hasta 1.18746E~% cm/s, el
fenémeno difusivo no se vuelva controlante, por lo que el incremento en la difusividad, se
puede inferir en un incremento en la capacidad de adsorciéon y por lo tanto un aumento en
el tiempo de ruptura de las curvas de adsorcion en lechos empacados.

5.3.3. Efecto del flujo volumétrico alimentado

Las Figuras 5.14 y 5.15, presentan las curvas de ruptura obtenidas de las simulaciones
18-22 y 23-25, las cuales muestran el efecto de la variacion del flujo de alimentacién y la
concentracion de Rodamina B en la entrada del adsorbedor, respectivamente.
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Figura 5.14: Adsorcién de Rodamina B en ZN, X g en la salida del adsorbedor como funcién
del tiempo, para analizar los efectos de la variacion del flujo volumétrico.

En la Figura 5.14 se observa un aumento en el tiempo de ruptura al disminuir el flujo
de alimentacién, como consecuencia del incrementar el tiempo de residencia de Rodamina
B en el adsorbedor. En la Figura 5.15 se observa que el tiempo de ruptura de las curvas de
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adsorcion aumenta conforme disminuye la concentracién de Rodamina B a la entrada del
lecho. Este efecto nos indica que a concentraciones de Rodamina B altas, la saturacién de la
columna es més rapida y por lo tanto lo es también el tiempo de ruptura.
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Figura 5.15: Adsorcion de Rodamina B en ZN, Xyp en la salida del adsorbedor como funcion
del tiempo, para analizar los efectos de la concentracién inicial de Rodamina B.

5.3.4. Efecto de la caida de presién en el lecho empacado

En la Tabla 5.7, se presentan los resultados de las evaluaciones de la caida de presion
dentro de un adsorbedor de lecho empacado con ZN, para las condiciones de operacién simu-
ladas en el estudio de sensibilidad paramétrica del modelo de adsorbedor de lecho empacado,
para las cuales la caida de presion tuvo variacion notable.

La caida de presion del sistema de adsorcién fue evaluada utilizando el modelo de (Ergun,
1952)). Donde la caida de presién es funcién de la longitud del lecho, sin embargo también
esta afectado por factores como el radio de columna, el radio de la particula empacada y el
flujo de alimentacién principalmente. Sin embargo todos los casos de estudio son factibles
ya que la caida de presién dentro del adsorbedor de lecho empacado es menor al 10 %.
Las simulaciones 1 y 4 presentan un incremento significativo en la caida de presion cuando
la longitud del lecho empacado aumenta de 50 a 180 cm. Otro incremento importante en
la caida de presion se obtiene de los resultados de las simulaciones 8 y 11 que muestran
los el efecto de cambiar el radio de la particula de ZN empacada 0.05 a 0.4 cm de radio
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Tabla 5.8: Diseno de simulaciones para describir el comportamiento de un adsorbedor de
lecho empacado escala banco.

Simulacién  Lecho Adsorbente  Flujo
L R. R, F AP
4 (em) (om)  (em)  (emP)s) (kPa)
1 50 5 0.05 10 -0.566
2 100 5 0.05 10 -1.132
3 150 5 0.05 10 -1.699
4 180 5 0.05 10 -2.039
5 100 6 0.05 10 -1.133
6 100 5 0.05 10 -1.133
7 100 4 0.05 10 -1.131
8 100 5 0.05 10 -1.452
9 100 5 0.1 10 -1.314
10 100 5 0.2 10 -0.987
11 100 5 0.4 10 -0.954
18 100 5 0.05 06 -1.118
19 100 5 0.05 10 -1.132
20 100 5 0.05 15 -1.145
21 100 5 0.05 20 -1.159
22 100 5 0.05 30 -1.873

promedio. Finalmente la caida de presion esta fuertemente afecta por el incremento del flujo
de alimentacién al incrementar el flujo de 6 a 30 mL/min, lo cual se obtiene de los resultados
de las simulaciones 18 y 22.
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Capitulo 6

Conclusiones

El proceso de adsorcién de la Rodamina B en una zeolita natural se caracterizé en dos
etapas. En la primera se llevaron a cabo experimentos de equilibrio de adsorcién, experi-
mentos cinéticos intrinsecos de adsorcion y experimentos de difusividad en particulas. Las
observaciones en estos experimentos se ajustaron con un modelo de la isoterma de adsor-
cién de Langmuir, un modelo cinético siguiendo el formalismo Langmuiriano, y un modelo
pseudo-heterogéneo difusién-adsorcion, respectivamente. Esta etapa permitio la estimacion
de los parametros caracteristicos como lo son la capacidad de méaxima de adsorcién, cons-
tante de afinidad de adsorcién, constantes cinéticas de adsorcién-desorcion y coeficiente de
difusividad efectiva para la adsorciéon de Rodamina B sobre particulas de zeolita natural.
Parametros ttiles para evaluar mediante modelado, el comportamiento de la zeolita natu-
ral en el proceso de adsorcion de Rodamina B en un adsorbedor de lecho empacado. Las
conclusiones de esta primera etapa son:

» Las propiedades estructurales de la zeolita natural no son funciéon del didmetro de
particula.

= La aplicacién de modelo de isoterma Langmuir, describe adecuadamente el compor-
tamiento de las isotermas de adsorcion de Rodamina B sobre una zeolita natural,
permitiendo asi obtener parametros de equilibrio de adsorcién confiables.

= Los efectos de la resistencia al transporte de masa interparticula y los efectos de la
resistencia al transporte de masa intraparticula sobre la rapidez de adsorcion, son
minimizados cuando velocidad de agitacion es igual o mayor a 200 rpm y el didmetro
de particula es igual o menor a 0.06 mm, respectivamente.

= Kl ajuste de los datos cinéticos fue exitoso cuando se utilizé un modelo siguiendo el
formalismo Langmuiriano. Se estimaron los parametros cinéticos para la adsorcion de
Rodamina B sobre una zeolita natural.
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= De acuerdo con el modelo de difusién-adsorcién, el paso limitante en la cinética de
adsorcion de Rodamina B sobre zeolita natural es la difusion intra-particula.

En la segunda etapa se llevd a cabo un estudio de sensibilidad paramétrica y geométrica
del adsorbedor de lecho empacado utilizando un modelo que acopla la cinética de adsorcion
y los fenémenos de transferencia de masa a nivel del adsorbedor y del adsorbente. Las
conclusiones de esta etapa son:

= Para flujos y concentraciones de Rodamina B constantes, el tiempo de ruptura de las
columnas de adsorcion incrementa proporcionalmente al incremento de la longitud y
radio del lecho empacado.

= Para flujos y concentraciones de Rodamina B constantes, el tiempo de ruptura de las
columnas de adsorcién crece inversamente proporcional al incremento de la porosidad
y tamano de particulas de adsorbente empacadas.

» Fl sistema de adsorcion Rodamina B sobre zeolita natural esté limitado por el trans-
porte de masa intra-particula, lo cual se traduce en la reduccién del tiempo de ruptura
de la columna de adsorcién.

» Para flujos y concentraciones de Rodamina B variables en la corriente de alimenta-
cién, el tiempo de ruptura de las columnas de adsorcién es funciéon de la cantidad de
Rodamina B alimentada al sistema por unidad de tiempo

De acuerdo con las conclusiones derivadas de los resultados obtenidos de este trabajo,
es posible plantear algunas recomendaciones que en el futuro pueden enriquecer el trabajo
desarrollado. La primera recomendacién hace alusiéon al hecho de que la Rodamina B es
una molécula de didmetro relativamente grande comparado con el didmetro de poro de esta
zeolita natural. Por lo tanto es necesario evaluar el comportamiento de la zeolita natural
como adsorbente de moléculas de menor tamano. También es necesario evaluar la capacidad
de adsorcién de Rodamina B de la zeolita natural, al ser modificadas sus caracteristicas
estructurales. La segunda recomendacién estd fundamentada en el hecho de que la variacion
de las propiedades estructurales podria tener un efecto significativo tanto en la cinética
de adsorcién como en la difusion intra-particula, por lo tanto resulta interesante evaluar
mediante modelado, los coeficientes de difusién en los poros y en la superficie de la zeolita
natural.

o8



Apéndice A

Correlaciones asociadas al modelo del
adsorbedor de lecho empacado

A.1. Coeficiente de transferencia de asa externa

El fenémeno de transferencia de masas por convecciéon desde el seno de una fase liquida
hasta la superficie de una particula, esta limitado por el espesor de una pelicula de liquida
a través de la cual se produce la transferencia de masa mediante difusion molecular. El
espesor de esta pelicula y el coeficiente de transferencia de masa dependen de las condiciones
hidrodinamicas y generalmente es expresado de forma adimensional a través del nimero de
Sherwood, Sh, definido como:

 kypd,

Sh =
Dap

(A1)

Donde Dyp es la difusividad de la masa de A que se difunde en el solvente liquido B
en cm?/s , d, el didmetro de la particula en cm y ki es el coeficiente de transferencia de
masa externa, en cm/s. Para una particula esférica rodeada de un fluido estancado, el valor
del nimero de Sherwood tienda a 2 para bajos valores de nimero de Reynolds. Para valores
de nimero de Reynolds mayores, los efectos sin importantes y se decriben por la siguiente
correlacion.

Sh = f(Re, Sc) (A.2)

Para columnas empacadas con particula esféricas, la correlacion utilizada por Wilson y
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Geankoplis en 1966, se expresa por la siguiente ecuacién [94]:

1.09
Sh = E—bReWScl/?’ (A.3)

A.2. Porosidad del lecho

Para particulas de geometria regular, los parametros capaces de modificar la porosidad
de un lecho empacado son: la relacion diametro particula con el didmetro de la columna, el
modo de empaquetamiento, la forma, la rugosidad y la distribucién del tamano de particula.
La rugosidad superficial de la particula y el modo de empaquetamiento se contemplan en un
solo factor de empaquetamiento. La relacion de las variables que modifican la porosidad de
un lecho empacado esta dada por la siguiente ecuacion.

d. d.
ep = €5 + 0.35exp (—0.39—) — > 2 (A.4)
dp dp

Donde varepsilon;, es la porosidad del lecho, ¢} es el valor absoluto de la porosidad sensible
al modo de empaquetamiento y rugosidad de la particula, d. el didmetro de la columna en
cm, d, el didmetro de la particula en cm. Los valores reportados en la literatura para la
porosidad de un lecho empacado estan en funcién de la relacion diametro de particula con el
didmetro de columna, la cual se atribuye a los modos de empaquetamiento, para los cuales
se distinguen cuatro principales formas:

» Empaquetamiento muy suelto (¢; = 0.44): Se obtuvo de una desfluidizacién gradual de
un lecho fluidizado o por sedimentacion.

» Empaquetamiento suelto(e; = 0.41): Se obtuvo de dejar caer las esferas en un conte-
nedor como una masa suelta.

» Empaquetamiento de vertido (¢; = 0.375 — 391): obtuvo de verter esferas en un con-
tenedor.

» Empaquetamiento denso(e; = 0.359 — 0.375): Se obtuvo vibracién o estremecimiento
de hacia abajo en lecho empacado.

A.3. Difusividad molecular

a teoria hidrodinamica establece que el coeficiente de difusién de los liquidos se relaciona
con lo movilidad de las moléculas de soluto; esto es, con la velocidad neta de la molécula
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mientras esta se encuentra bajo la influencia de una fuerza motriz unitaria. Las leyes de la
hidrodindmica establecen la relacién entre fuerza y velocidad (Taty-Costodes y cols., 2005]).
Una de las ecuaciones desarrolladas a partir de la teoria hidrodinamica es la ecuacion de
Stokes- Einstein, que cuya forma original puede ser reordenada como:

D sy _
T

fFv) (A.5)

En la cual f (V) es una funcién del volumen del volumen molecular del soluto en difusién.

Wilke y Chang propusieron la siguiente correlacion para los no electrolitos en una solucion
diluida.

Dappy  TAE% (dpdMp)"°
T o ‘/;)0.6

(A.6)

Donde D 4p es la difusividad de la masa de A que se difunde en el solvente liquido B en
em?/s | up es la viscosidad de la solucién en centipoises; T la temperatura absoluta, en K,
Mp es el peso molecular del solvente, V}, es el volumen molar del soluto en el punto normal

de ebullicién, en em?/gmol y ®p es el parametro de asociacién correspondiente al solvente
B.
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Apéndice B
Estimacion de parametros

Se sabe que los métodos convencionales de series de algoritmos genéticos tienen un com-
portamiento pobre con tamanos de poblacién pequenas debido a que la informacion proce-
sada es insuficiente lo que hace que converjan antes de obtener un resultado éptimo. Para
resolver este tipo de problemas es necesario implementar un método viable para poblaciones
pequenas. Goldberg sugiere que la clave para tener éxito con las poblaciones pequenas es
usar MGA, el cual posee dos ventajas: i) base de poblacién pequena de cada generacion y
ii) alcanza las regiones éptimas més rapido que el AG convencional que tiene que ver con
una base de poblacién general. Mientras que el tamano de la poblacién para el algoritmo
convencional varia entre 100 y 10000 en el MGA se trabaja con un tamano de poblacion
entre 5 y 50 ademas de que experimentos numéricos muestran que usando el MGA se puede
disminuir el tiempo de computo. La implementacién del método de Levenberg-Marquardt pa-
ra optimizar el estudio, por lo que en este trabajo la estimacion de los pardmetros se llevo a
cabo por la minimizacion de la suma ponderada de los cuadrados de los residuos entre un
valor calculado y un valor de referencia cualquiera.

Nresp Nresp Nexp

STOSTWR Y (v — 550) (e — F) 2 min (B.1)
j k i=1

Donde FWSS (B) es la funcién objetivo a minimizar, 5 es el vector de pardmetros épti-
MOS, Negp €5 €l nimero de experimentos independientes, 7,5, €s el nimero de respuestas,
Yi; ¥ Yar son el j y k experimento o respuesta esperada en la i observacion respectivamente
Vji ¥ Vi son las respuestas j y k calculadas para la observacién i respectivamente y final-
mente w;j; es el peso del factor de la respuesta k en el experimento j. Un grupo de pruebas
comunmente usadas es la prueba F, la prueba t de estimaciones individuales y limites de
confianza para las estimaciones se implementaron para la evaluacion de los resultados. La
prueba F es utilizada para determinar la significancia global de la regresién. La suma de los
cuadrados de la regresion y la suma del residual dividido por su respectivo grado de libertad
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se utilizan para obtener el valor F:

2 Wik 557 Wik = Fir) /Mpar

F — Ualue = Nresp Nresp Nresp o O
Do T Wi 2 (i — Vi) Wik — Vi) [ (eapiresp — Mpar)

(B.2)

La regresién es considerada significativa si el valor es mayor que el tabulado a un valor
dado de la distribucién F, por ejemplo, Fip ((Rparfezp — Mresps L — ). La prueba t es usa-
da para evaluar la significancia individual de los pardametros estimados del modelo. Cada
parametro se comprueba frente a un valor t de referencia:

| /B’L - 5iref ‘
(V (Bi))

t — value =

(B.3)
Donde J; es la matriz de Jacobianos de la respuesta y 7 con respecto al parametro f;:

Ji = Pyé—éﬁ)} (B.4)

El resultado obtenido se compara con el valor ¢ tabulado obtenido para negpniresp — Npar
grados de libertad y una probabilidad de 1 — a.. La eleccién de la probabilidad es de 95 %
por lo que a 0.05. Otra prueba estadistica practica equivalente a la prueba ¢, es dada por
el intervalo de confianza de los parametros estimados. Este intervalo delimita el rango en el
cual el valor éptimo de f3; se encuentra en un nivel de probabilidad seleccionado de 1 — «.
Los intervalos de confianza son simétricos con respecto al punto éptimo estimado para [; y
son calculados por la siguiente relacion:

Bi — (t — value)(NegpNiresp — Npars 1 — a/2)7/V (Bi);; < B (B.5)

Bi < +(t — value)(Nexpnresp — Mpars L — a/2)\ [V (Bi) (B.6)

La correlacién entre pares de parametros estimados es también calculada via una corre-
lacion de coeficientes linear. Estos son calculados con la siguiente ecuacion:

VIV (B):V(8))

Para valores absolutos de p;; cercanos a 1 ocurre una fuerte relacion entre los pardmetros
estimados 7 y j.

Pij = (B.7)
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Apéndice C
Método de colocacién ortogonal

El método de colocacién ortogonal es un procedimiento para la solucion de Ecuaciones
Diferenciales Parciales (EDP), desarrollado por Villadsen& Stewart en 1967, es presentado
detalladamente por (Finlayson, 1980)). El cual se basa en la aproximacién de una funcién
compleja utilizando otras funciones mas simples. Las funciones de aproximacién mas comunes
son los polinomios, sin embargo también se pueden ser utilizadas funciones trigonométricas,
exponenciales y racionales. La colocacion ortogonal, es un caso especial del método de Re-
siduos Ponderados, donde la solucién se expande en una serie de funciones conocidas con
coeficientes desconocidos, como se muestra a continuacion:

Nresp

Y () & V() = Yolw) + 3 a;¥(0) (1)

En esta expresién, Y;(u) son las funciones de posicién conocidas, por simplicidad estas
funciones son polinomios elegidos de tal forma que satisfacen las condiciones de frontera,
mientras que los coeficientes {a;} son determinados de tal forma que satisfagan las ecuacio-
nes diferenciales. El método requiere que la ecuacién diferencial sea cero en los puntos de
colocacién y cuando las funciones son sustituidas en la ecuaciéon diferencial, se obtiene el
residuo.

Para la solucién exacta Y (u) , el residuo puede ser cero en todo el dominio de la posicién
0 < wu < 1. Para una solucién aproximada Yx(u), el residuo es cero inicamente en los puntos
de colocacion, esta condicién determina los coeficientes de las funciones. El método presenta
dos casos particulares, el primero se da cuando en el dominio0) < u < 1, exactamente en
u = 0 el sistema es simétrico, el segundo caso se da cuando en el mismo dominio 0 < u < 1,
el sistema no es simétrico.
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C.1. Colocacién Ortogonal para sistemas simétricos

La solucién de muchos problemas en ingenieria, pueden ser solucionados mediante el uso
de funciones simétricas, lo que quiere decir que la solucion de considera tnicamente de las
potencias pares de r y las potencias impares son excluidas. Al incluir esta informacion para la
eleccién de la funcién, se construyen polinomios que son funcién de r2, por lo que al expandir
la funcién, se expresas de la siguiente forma:

Y(r?) =~ Yn(r?) = Y (1) + (1 —r?) Z a; P;(r?) (C.2)

En donde N es el nimero de puntos interiores de colocacion o raices de polinomios
ortogonales Py(r?). Los polinomios Py(7?) por lo general son de tipo Jacobi, los cuales por
naturaleza satisfacen la condiciéon de ortogonalidad, la cual es representa como:

/0 W (r2) Po(r2) Py (r2)r®=tdr — 0 (C.3)

Para k<N —1

Dénde: a = 1, 2, 3 para placa, cilindro y esfera respectivamente, W (r?)es la funcién de
peso especifica para cada polinomio de Jacobi, la cual esta definida como:

W(r?) = (rH)? (1- 7‘2)a (C4)

Para la cual Py(r?) = PY °(r?) | donde o y 3 son pardmetros caracteristicos de los
polinomios de Jacobi. Villadsen y Stewart [34] muestran que la ecuacién para Y (r?) puede
ser simplificada a la forma:

Y(r?) = Z b;Pj-1(r") (C.5)

La cual se puede representar como:

N+1

Y(r?) = d;x¥? (C.6)
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Al obtener la primera y segunda derivada de la ecuacién de Y (r?), y reordenando estas
expresiones en forma matricial, la funcion de Y se representa como:

N+1

dy
J=1

d2Y N+1

—5 =2 By (C.8)
7=1

Para i =1, ..., N; es el nimero de puntos interiores de colocacion.

C.2. Colocacién Ortogonal para sistemas no simétricos

En el caso en que los sistemas no son simétricos, la solucion también se expande en poli-
nomios ortogonales, sin embargo debemos tener considerar un primer término que satisfaga
las condiciones de frontera, seguido por una serie de términos de coeficientes desconocidos,
con cada término satisfaciendo las condiciones de frontera.

Y(2) = Yn(z) = 2+ 2(1 — 2) Z a; Pj(2) (C.9)

En donde N es el nimero de puntos interiores de colocacién, que deben satisfacer la
condicién de ortogonalidad, expresada como:

/01 W (r*)Pu(2) Py (2)dz = 0 (C.10)

Para k<N -1

Para este caso, Villadsen y Stewart muestran que la funcién Y (z) puede ser simplificada
a la forma:

N+2

Y(z) =) d;x77 (C.11)
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Al obtener la primera y segunda derivada de la funcién Y (z), y reordenando estas expre-
siones en forma matricial, la funcién Y se representa como:

N+1
dy

=2
d2Y N+1

7j=2

Para i =1, ..., N; es el nimero de puntos de colocacién.

Tanto para el caso simétrico como para el caso no simétrico, las matrices A y B son calcu-
ladas con el programa reportado por Villadsen y Michelsen. Lo anterior permite aproximar
a una ecuacién diferencial en un sistema de ecuaciones algebraicas lineales (o no lineales),
cuyas incognitas seran las soluciones en cada punto de colocacion.
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