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Introduccion

Los sistemas dindmicos no lineales juegan un papel muy importante en casi
todas las areas de la ciencia y la ingenieria, pues son una herramienta que ayuda
a describir con modelos matematicos los fenémenos del mundo real, lo cuales son
no lineales.

Cuando se modifican los pardmetros de los que depende un sistema dinamico
no lineal podria cambiar la estructura cualitativa del flujo del sistema, lo cual
es conocido como que ocurre una bifurcacion. En este escenario pueden aparecer
nuevos puntos de equilibrio u érbitas periodicas, o desaparecer los que ya existen, o
tal vez cambiar sus estabilidades. En caso de que ocurra esto, se dice que el sistema
es estructuralmente inestable, o equivalentemente que ocurre una bifurcacion para
algunos valores de los parametros.

Por otro lado, en los sistemas no lineales el andlisis del comportamiento de
las soluciones puede ser dividido principalmente en dos categorias: andlisis local
y andlisis global. Por ejemplo, comportamientos originados a partir de los puntos
de equilibrio del tipo de la bifurcacién de Hopf y de la bifurcacién silla-nodo se
pueden estudiar localmente en una vecindad del punto de equilibrio, en tanto que
orbitas heteroclinicas y homoclinicas son practicamante comportamientos globales
y como consecuencia tienen que ser estudiados globalmente.

En este trabajo tenemos como interés estudiar un modelo climatico desarro-
llado por Maasch y Saltzman en [9]. Ellos se enfocaron en describir la dindmica
del volumen total de hielo, la concentracién de CO, y temperatura del océano
profundo. Este modelo ha sido investigado durante muchos anos y la teoria es
resumida en [12] y [3]. La caracteristica importante de ese modelo es la aparicién
de oscilaciones de relajacién que describen las glaciaciones del Pleistoceno.

Nuestro objetivo principal en este trabajo de tesis es realizar un estudio detalla-
do del analisis de la dindmica interna del modelo Maasch-Saltzman llevado a cabo
por Engler et al. en [3]. Este sistema dindmico esta basado en tres ecuaciones dife-
renciales ordinarias no lineales que depende de cuatro pardametros adimensionales



positivos, p, ¢, r v s, que son combinaciones de varios parametros fisicos. Engler
et al. mostraron que, en la mayoria los regimenes de parametros, la dindmica
del sistema a largo plazo ocurre en ciertas variedades invariantes bidimensionales
intrinsecas en el espacio de estados tridimensional. Estas variedades invariantes
son variedades lentas cuando las escalas de tiempo que caracterizan a la masa
de hielo global total y el volumen de las aguas profundas del Atlantico Norte
estan muy separadas, y son variedades centrales cuando estas escalas de tiempo
caracteristicas son comparables. En ambos casos, la dinamica reducida en estas
variedades esta gobernada por singularidades de Bogdanov-Takens, y las curvas de
bifurcaciéon asociadas a estas singularidades organizan las regiones de parametros
en las que el modelo exhibe ciclos glaciales. En este trabajo nos concentraremos
en la dindmica que ocurre en las variedades lentas.

La organizacion de esta tesis es la siguiente. En el capitulo 1 enunciamos el
modelo en toda su generalidad. En el modelo los parametros p y r representan las
constantes de tasa efectiva de cémo la concentracién de CO, (y) cambia a medida
que el volumen de aguas profundas del Atlédntico Norte (z) y la concentracién de
CO, cambian, respectivamente. Por otro lado, ¢ es la razén efectiva de la escalas de
tiempo caracteristicas para la masa de hielo global total (z) y el volumen de aguas
profundas del Atlantico Norte; por razones fisicas, se considera ¢ > 1 [11]. Como
consecuencia s es un parametro de simetria, pues cuando s = 0 el modelo tiene
una simetria de reflexién; si (x,y, z) es solucién entonces (—z, —y, —z) también
lo es. Ademas, incluimos el estudio numérico sobre la existencia de puntos de
equilibrio. A partir de los resultados, es claro que un cambio en los valores de
los parametros significa no sélo un cambio en el comportamiento dindmico del
sistema, sino también en la ubicacion y estabilidad de los puntos de equilibrio
del sistema. Con esta informacion sobre los puntos de equilibrio y su estabilidad
lineal en funcién de los parametros del modelo estamos en posibilidad de conocer
qué esperar dindmicamente (es decir, estado estable o posible ciclo limite) y, por
lo tanto, se elige una region en el espacio de parametros que puede proporcionar
soluciones que tienen caracteristicas compatibles con las observaciones.

Para el andlisis de los sistemas lento-rapido que estudiamos en los capitulos
2 y 3, hemos utilizado la teoria geométrica de la perturbacion singular con un
enfoque basado en teoremas de Fenichel [4, 5].

En el capitulo 2 presentamos el andlisis del modelo simétrico lento-réapido
de Maasch-Saltzman, el cual es obtenido al considerar s = 0 con ¢ > 1. En
estas condiciones, las variables x y y son lentas y z es una variable rapida. Para
este régimen de valores de los parametros se demuestra que hay una familia de
variedades invariantes lentas bidimensionales a lo largo de las cuales la variable
rapida estda subordinada a las variables lentas y en la que todas las soluciones



se relajan rapidamente. El resultado principal obtenido es la existencia de una
bifurcacién de Bogdanov-Takens, la cual contiene un punto Z, simétrico (llamado
centro de organizacién), desde el cual emergen todas las curvas de bifurcacién,
donde p y r son los parametros de bifurcaciéon. Mostramos con detalle las curvas de
las bifurcaciones de Hopf, las bifurcaciones homoclinicas y las bifurcaciones silla-
nodo de los ciclos limite que determinan las regiones en el espacio de pardametros
donde existen los ciclos limite estables.

El capitulo 3 contiene el analisis asimétrico del modelo de Maasch-Saltzman
con s > 0 con valores asintéticamente grandes de g (¢ > 1). En este caso, se ob-
tiene un sistema lento-rapido, con x y y como variables lentas y z como variable
rapida. Al igual que ocurre en el caso simétrico, aqui hay una familia de varie-
dades invariantes bidimensionales que son lentas y exponencialmente atractoras,
pero la ausencia de simetria hace que la dindmica en las variedades lentas sea més
compleja. Ya que s > 0, los ciclos limite observados son asimétricos, exhibiendo
una deglaciacion relativamente rapida y una glaciacion relativamente lenta, como
se muestra en la figura 1. Para este caso, el punto Bogdanov-Takens o centro de
organizacion que existe para s = 0, se divide en dos puntos de organizacion para
s > 0, permitiendo mostrar como las bifurcaciones de Hopf y bifurcaciones ho-
moclinicas que emanan de estas dos singularidades Bogdanov-Takens determinan
los limites de los dominios de lo estable e inestable. En la parte final tomamos
valores grandes de ¢ y el limite cuando s — 0, y posteriormente usamos el método
de Melnikov para determinar las regiones en el espacio de pardmetros donde existe
una bifurcacién de tipo silla-nodo. Como consecuencia mostramos la aparicion y
destruccion de érbitas periddicas.

y(t)
2 z(t)

0 10 20 30 40
t[10 Kyr]

Figura 1: Ciclo limite representativo de 100 Kyr. Cada ciclo es asimétrico: una
rapida deglaciacion es seguida por una lenta glaciacion.






Capitulo 1

El modelo de Maasch-Saltzman

El modelo climético de Maasch-Saltzman (en corto, MS) considera elementos
fisicos, y enfatiza el papel del CO, atmosférico en el desarrollo y evolucion de los
ciclos glaciares. Este modelo se basa en un conjunto de postulados cualitativos,
fisicamente plausibles con respecto al comportamiento de tres variables de res-
puesta a prondsticos que se consideran de relevancia: masa globalizada, diéxido
de carbono atmosférico, y la medida de la fuerza de la inyeccion de COy ocedni-
co que se cree esta relacionado con la cantidad en aguas profundas en el océano
Atlantico Norte (NADW). La temperatura media de la superficie, y la extensién
del hielo marino permanente son variables adicionales de diagndstico para deter-
minar las variables de prondstico, mencionadas anteriormente.

El modelo climético del Pleistoceno propuesto por Maasch y Saltzman [9]
involucra las siguientes cinco variables de estado, cuyas unidades aparecen entre
corchetes:

Masa total de hielo, I [kg]

La concentracién atmésferica de COsq, p [ppm]

El volumen de las aguas profundas en el Atlantico Norte (NADW), N [m?]

La temperatura media de la superficie del mar (SST), 7 [K]

El volumen medio permanente del mar (verano), n [m?]

Las variables de estado varian con el tiempo, aunque en escalas de tiempo
bastante diferentes. La masa total de hielo global, la concentracion de CO, at-
mosférico y el NADW varian en el orden de miles de anos, mientras que la TSM



y el hielo marino de verano varian en el orden de décadas o siglos. Aqui estamos
interesados en el caso cuando la escala de tiempo es lenta, para la cual suponemos
que las variables rapidas se equilibran de forma instantanea. Es decir, la dinamica
del sistema climatico a largo plazo se describe en términos de las variables I, p y
N (las variables pronéstico); 7 y 7 que son variables de diagndstico.

1.1. Formulacion del modelo

El modelo climatico esta formulado en términos de anomalias y desviaciones
de los promedios a largo plazo. La dependencia de las variables principalmente es
lineal, es decir

T =—al'+ B,
n =el —eu .

(1.1)

donde la prima () denota las desviaciones de los promedios a largo plazo.

En ausencia de fuerzas externas, las ecuaciones que dan la dindmica de I’, p’
y N’ son

ar

O = — sl + sl — sl

d/,l// ’ / / / 12\, ,/ /

gy T T = (r3 = bgN')N" — (14 + by N")p" — 151, (1.2)
dN'

a —col’ — sV,

donde el tiempo t' se mide en unidades de 1 ano [yr]. Los coeficiente en estas
ecuaciones son positivos (o cero). En [9], Maasch y Saltzman también incluyeron
un término de fuerza orbital de tierra (la insolacién de verano cambia a 65°N) en
la ecuacién de I, pero nosotros estamos interesados en la dindmica interna del
sistema, por lo tanto no consideraremos ese término.

Las hipétesis fisicas subyacentes a las ecuaciones (1.2) son:

= Las variables prondstico se relajan con sus respectivos promedios a largo
plazo, por lo que sus anomalias tienden a cero a medida que aumenta el
tiempo; en particular, I’ y N’ decrecen a una tasa constante, mientras que
la tasa de decaimiento de p/ aumenta cuadraticamente con N’. Mayores
detalles pueden consultarse en [11].
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= Siel SST excede su valor promedio (7" > 0), la masa total de hielo global y la
concentracién atmosférica de COq disminuyen (debido a la desgasificacién);
si el SST es menor que su valor medio (7" < 0), sucede lo contrario. El
acoplamiento es lineal en los ordenes principales.

= Ya que el CO; es un gas de efecto invernadero, un aumento en la concentra-
cién atmosférica de COy conduce a un clima mas calido y, como consecuencia
a una disminucion en la masa total de hielo.

= Si el volumen de hielo marino excede su valor medio (" > 0), la masa total
de hielo global aumenta y la concentraciéon atmosférica de COy disminuye;
si el volumen de hielo marino permanente es menor que su valor medio
(7 < 0), ocurre el efecto contrario. El acoplamiento es lineal en el orden
principal.

» Una masa de hielo global total mayor que el promedio (I’ > 0) afecta nega-
tivamente en la concentracion atmosférica de CO y la fuerza del Atlantico
Norte tiende a volcar la circulacién; una masa de hielo global total inferior
a la media (I’ < 0) tiene el efecto contrario. El acoplamiento es lineal al
orden principal.

s La concentracién atmosférica de CO4 decrece cuando la fuerza de la circu-
lacién del vuelco del océano Atlantico Norte aumenta, pero el acoplamiento
se debilita (fortalece) cuando la fuerza del NADW estd por encima (por
debajo) del promedio, ver [11].

Al sustituir las expresiones (1.1) en las ecuaciones (1.2), obtenemos

dI’
= —aogl" — ay,
dlu’, ! 12 / ! !
o= —bol" + (by — byN")pt/ — (by — bsN")N', (1.3)
dN'’
dat’ = —C()I/ — CQN/,
donde
ap = s4 — (asy + €153), a; = sy + 351 + ¢,53,
b():?”5+047”1+€17”2, bl :67’14—6#7“2—7’4, b2 =T3.

Tomaremos condiciones similares a las dadas en [11] y [9], con by = 0 y supon-
dremos que los otros coeficientes son positivos. Notemos que ag y b; implican

7



contribuciones positivas y negativas, por lo que el supuesto implicito es que do-
minan las contribuciones positivas.

Ahora consideramos el reescalamiento del tiempo en (1.3) dado por

T = alt', (14)
y las variables adimensionales
1 ! N’
x==% v=£E 7= (1.5)
I f N

donde I , Ly N son valores de referencia de I , 'y N, respectivamente. Ya que
ap ~ 10~ y r~, entonces una unidad de tiempo 7 corresponde aproximadamente
a 10Kyr.

Luego, las ecuaciones (1.3) en términos de las variables adimensionales y en la
nueva escala de tiempo, se transforman en

X =-X-—ay,
Y = (by — by Z2)Y — (by — b32) 2, (1.6)
Z, - —éoX - éQZ,

donde la prima ’ denota la derivada con respecto de 7, y los coeficientes son
combinaciones de pardmetros fisicos del sistema (1.3) dados por

alﬂ A~ b1 o bQN o ngZ

dlz ) blz ) b2_ ~ b3_ ~
aol aop Qo b Qo
~ b4N2 N 00]2 ~ Co
b4 = s Co = —=, Co = —.
Qo agN Qg

Ahora, consideramos el siguiente reescalamiento de las variables X, Y y Z,

xr = g\/aX, Yy = @ E4Y, z = 642. (17)
Co Co

Como consecuencia, las ecuaciones (1.3) del modelo de Maasch-Saltzman en va-
riables adimensionales es descrito por las siguientes ecuaciones diferenciales

]
y =1y —pz+ s2° —y2?, (1.8)
2= —qx —qz

8



donde todos los coeficientes

son positivos.

Notemos que las variables z, y y z representan las anomalias (desviaciones
de promedio a largo plazo) de la masa de hielo global total, la concentracién at-
mosférica de COq, y el volumen de las aguas profundas del océano Atlantico Norte
(NADW), respectivamente. Ademas, p es la constante de la velocidad efectiva de
cambio de la concentracién de COq (y), r es la tasa de cambio de la concentracién
de CO2 en NADW (2), q es la relacién efectiva de escalas de tiempo caracteristicas
para la masa de hielo global total (z) y el volumen de NADW:; por razones fisicas,
g > 1. Por ultimo, s es un parametro de simetria, es decir, cuando s = 0 las
ecuaciones (1.8) tienen la simetria de reflexién dada por (z,y, 2) — (—z, —y, —2).
En este caso especial, glaciacién y deglaciacion ocurren a las mismas velocidades;
sin embargo, fisicamente se observa que la deglaciacion ocurre a un ritmo més
rapido que la glaciacién y s > 0 garantiza esta asimetria.

1.2. Puntos de equilibrio

En esta seccién estudiaremos bajo qué condiciones existen puntos de equilibrio
del sistema (1.8).

Los puntos de equilibrio los obtenemos de la solucion del sistema algebraico

-z —y=0, (1.10a)

ry —pz+ 522 —y2* =0, (1.10b)

—qr —qz = 0. (1.10c)

Usando las ecuaciones (1.10a) y (1.10c) obtenemos que z = —y = —z. Ahora

sustituimos esto en la ecuacién (1.10b) y llegamos a que
z(z® +sz+ (p—1)) =0.
Como consecuencia, los posibles valores de z en los puntos de equilibrio son

—s+/s2—4(p—r)

2o=10 y T12 =



Ya que x = —y = —2z tenemos que para p > % + 7 el (0,0,0) es el tinico punto
de equilibrio, si p =r 6 p = % -+ r hay dos puntos de equilibrio, mientras que
para para p < % + r existen tres puntos de equilibrio. Esto lo resumimos en la
siguiente proposicion.

Proposicién 1. Sea A = s*> — 4(p — r). Luego para el sistema (1.8) se satisface
lo siguiente:

1. Si A < 0 el tnico punto de equilibrio es Py = (0,0,0).

2. Si A = 0 existen dos puntos de equilibrio: Py = (0,0,0)y P, = (—s/2,5/2,5/2).

3. Si A > 0 tenemos dos casos:

» Sip = r existen dos puntos de equilibrio: Py = (0,0,0)y P> = (—s, s, 5).

» Sip # r existen tres puntos de equilibrio: Py = (0,0,0), P, = (‘Sg‘/g, s=VA

y Pg — (—3—2 A7s+;/Z’s+5/Z>'
1.3. Estabilidad lineal de los puntos de equili-
brio

La linealizacién de las ecuaciones (1.8) en un entorno de los puntos de equilibrio
la obtenemos al evaluar la siguiente matriz jacobiana en los puntos,

-1 -1 0
0 r—2z> —p+2sz—2yz|. (1.11)
—q 0 —q

Luego, el polinomio caracteristico asociado es
P(A\) = X —(=1—q+r—2*)N> = (—q+r+qr—2*—qz*)A\—qr+qz*+q(p—2s2+2y2).

Tomando en cuenta que en los puntos de equilibrio se cumple que r = —y = —z,
entonces este polinomio puede reescribirse como

PN =X+ (g—r+14+2HN+ (¢l —r+2H) —r)A+q(p—7r+(25+32)x). (1.12)

Ya que este polinomio depende de los parametros p, ¢, r y s, con el fin de calcular
los valores propios fijaremos algunos valores de éstos. A partir de ahora, usaremos
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Aij para denotar los valores propios, donde el subindice j se refiere al j-ésimo valor
propio del i-ésimo punto de equilibrio.

En la tabla 1.1 mostramos los valores propios del punto Py = (0,0,0) para
p € [0,2]. Notemos que si p € [0,0.8], los valores propios son reales, excepto en
p = 0.8 donde uno de los valores propios es 0, mientras que para p € [0.9,2] dos
de los valores propios son complejos conjugados. Los resultados numéricos estan
graficamente mostrados en la figura 1.1.

Valores propios de Py = (0,0,0)

p Ao,1 Ao,2 Ao,3
0 0.8 —1 —1.2
0.1 0.77 —0.81 —1.36
0.2 0.73 —0.69 —1.44
0.3 0.69 —0.58 —1.51
0.4 0.64 —0.48 —1.56
0.5 0.59 —0.38 —1.61
0.6 0.53 —0.28 —1.65
0.7 0.45 —0.16 —1.69
0.8 0.32 0 —1.72

0.9 | 0.1840.19¢ | 0.18 —0.197 | —1.76
1.0 | 0.19+0.31% | 0.19—-0.31% | —1.79
1.1 | 0.21+0.39¢ | 0.21 —0.397 | —1.82
1.2 | 0.224+0.467 | 0.22 —0.46: | —1.84
1.3 | 0.24+0.52¢ | 0.24 —0.52¢ | —1.87
1.4 | 0.25+0.56¢ | 0.25 —0.56¢ | —1.90
1.5 | 0.26 +0.61¢ | 0.26 — 0.61¢ | —1.92
1.6 | 0.27+40.65¢ | 0.27 —0.65¢ | —1.94
1.7 | 0.28+0.69¢ | 0.28 —0.69¢ | —1.97
1.8 | 0.2940.72¢ | 0.29 —0.72¢ | —1.99
1.9 | 0.30+0.75¢ | 0.30 —0.75¢ | —2.01
2 0.3140.787 | 0.31 —0.78; | —2.03

Tabla 1.1: Valores propios del punto de equilibrio Py = (0,0, 0) para p € [0, 2] con
q=12,r=08y s=0.8.

Im(A)
1.0
Ao,1
05
A
0.3 Re(A)
-2.0 -15 -1.0 ~0.5 05 1.0
~0.5
Ao,2
~1.0

Figura 1.1: Curvas de valores propios en el plano complejo para Py = (0,0,0) y
pel0,2].
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En la tabla 1.2 mostramos los valores propios del punto P;
para valores de p € [0,0.9]. Recordemos que para que exista P; se debe cumplir
la condicién p < s%/4 +r, de tal forma que elegimos s = r = 0.8 y obtenemos que

p < 0.96.

= (-Tla —, _:Cl)

Notemos para p € [0,0.7], dos de los valores propios son complejos conjugados,
mientras que p = 0.8 implica p = r. Luego, s6lo hay dos puntos de equilibrio.
Ademas, la condiciéon p = r implica x; = 0, de tal forma que el punto de equilibrio
P, se convierte en P, y obtenemos que uno de los valores propios es 0, mientras
que si p = 0.9 los valores propios son reales. Los resultados numéricos estan
graficamente mostrados en la figura 1.2.

Valores propios de P, = (x1, —x1, —1)

p T )\1,1 A2 )\1,3

0 0.58 | 0.19+0.78; | 0.19 — 0.78¢ —2.12
0.1 053 |0.1940.73z | 0.19 — 0.732 —2.06
0.2 047 |0.19+0.672 | 0.19 —0.672 —2.01
03| 041 |0.19+0.61z | 0.19 — 0.612 —1.97
04| 0.35 | 0.19+0.547 | 0.19 — 0.54: —1.91
0.5 0.28 |0.19+0.46¢ | 0.19 — 0.46: —1.86
0.6 020 | 0.18+0.352 | 0.18 — 0.352 —1.81
0.7 0.11 |0.18+0.217 | 0.18 — 0.21¢ —1.76
0.8 0 0.32 0 —1.72
0.9 | —0.16 0.41 —0.13 —1.70

Tabla 1.2: Valores propios del punto de equilibrio P
[0,0.9] cong=1.2,r=08y s=0..8.

Im(A)

0.5

= (z1,—x1, —x1) para p €

-2.0

-1.5 -1.0 -0.5 0.5

-0.5

A2

Figura 1.2: Curvas de valores propios en el plano complejo para P, =
(xla —T1, _xl) ypeE [0,09]
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En la tabla 1.3 mostramos los valores propios del punto Py = (29, —x2, —22)
para p € [0,0.9]. Ya que p < 0.96 con s = r = 0.8 garantizamos que P, existe.
Notemos que para p € [0,0.9] siempre hay dos valores propios complejos conju-
gados, sin embargo en el intervalo [0,0.6] la parte real de estos valores propios
complejos es negativa, mientras que en el intervalo [0.7,0.9] la parte real es positi-
va. Este cambio de signo nos dice que hay un cambio de estabilidad en el punto de
equilibrio. Ademds para p = 0.8 s6lo hay dos puntos de equilibrio, Py = (0,0, 0)
y P, = (—0.8,0.8,0.8). En la figura 1.3 mostramos la grafica de los resultados

Nnumericos.
Valores propios de Py = (x9, —3, —x3)
p T2 A1 22 23

0 | —-1.38 | =0.11 +1.02¢ | —0.11 — 1.022 | —3.09
0.1 —-1.33 | —-0.0940.99¢ | —0.09 — 0.99: | —2.97
0.2 | —1.27 | —0.08 4 0.967 | —0.08 — 0.967 | —2.86
0.3 —1.21 | —=0.06 4+ 0.937 | —0.06 — 0.93: | —2.74
04| —1.15| —0.054+0.88; | —0.05 — 0.88¢ | —2.63
05| —1.08 | —0.034+0.847 | —0.03 — 0.847 | —2.51
0.6 -1 —0.0140.782 | —0.01 — 0.787 | —2.38
0.7 —=0.91 | 0.014+0.70¢ 0.01 — 0.704 —2.25
0.8 —0.8 0.04 + 0.60¢ 0.04 — 0.601 —2.11
09| —0.64 | 0.07+ 0.442 0.07 — 0.444 —1.95

Tabla 1.3: Valores propios del punto de equilibrio Py = (29, —22, —5) para p €
[0,0.9] cong=1.2,r=0.8y s=0.8.

Figura 1.3: Curvas de valores propios en el plano complejo para P,
(l‘27 —Zg, _l‘Q) yp S [0,09]

En la tabla 1.4 mostramos los valores propios del punto F,

A3

Im(A)

A2 1&

0.5

-3.0

-25

-2.0

13

-0.5

/\22—1{

Re(A)

(0,0,0) para



valores de ¢ € [0,2]. Notemos que parap =1, 7 = s = 0.8, p > s*/4 + r por lo
tanto solo existe el punto de equilibrio Fy, ademéas en ¢ = 0 uno de los valores
propios es 0, uno es positivo y el otro es negativo, mientras que para ¢ € [0.1,0.5]
los tres valores propios son reales y para ¢ € [0.6, 2] dos de los valores propios son
complejos conjugados. Ver la figura 1.4.

Valores propios de Py = (0,0, 0)

q Ao,1 Ao,2 0,3

0 0.80 0 —1.00
0.1 0.73 0.03 —1.06
0.2 0.66 0.05 —1.11
0.3 0.59 0.09 —1.17
0.4 0.51 0.13 —1.24
0.5 0.41 0.19 —1.30

0.6 | 0.2840.09¢ | 0.28 —0.097 | —1.36
0.7 | 0.2740.17% | 0.27 —0.177 | —1.43
0.8 | 0.2540.217 | 0.25—0.217 | —1.50
09 | 0.2340.247 | 0.23 —0.245 | —1.57
1.0 | 0.22+0.27¢ | 0.22-0.27¢ | —1.64
1.1 | 0.21+0.29¢ | 0.21 —0.29¢ | —1.71
1.2 | 0.1940.31% | 0.19—-0.31¢ | —1.79
1.3 | 0.18+0.33¢ | 0.18—-0.337 | —1.86
1.4 | 0.17+0.34¢ | 0.17—0.347 | —1.94
1.5 | 0.16 +0.35¢ | 0.16 —0.35¢2 | —2.02
1.6 | 0.15+0.36¢ | 0.15—0.36¢ | —2.10
1.7 | 0.14+0.37¢ | 0.14 —0.37¢ | —2.18
1.8 | 0.13+0.38 | 0.13 —0.38: | —2.27
1.9 | 0.12+0.38 | 0.12—-0.38 | —2.35

2 0.1240.397 | 0.12—-0.39¢ | —2.43

Tabla 1.4: Valores propios del punto de Py = (0,0,0) para g € [0,2] con p = 1.0,
r=08ys=0.8.

Im(A)

Ao,

04 '
0.2

Ao3
Re(A)
25 -20 -15 -10  -05 05

-0.2
-04

Ao2

Figura 1.4: Curvas de valores propios en el plano complejo para Py = (0,0,0) y
q € [0,2].

En la tabla 1.5 mostramos los valores propios del punto Py = (0,0,0) para
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valores de r € [0,2]. Notemos que si 7 € [0,0.9] dos de los valores propios son
complejos conjugados, méas atn, si r € [0,0.3] la parte real de estos valores propios
es negativa, mientras que para r € [0.4,0.9] la parte real es positiva, esto nos dice
que existe r € (0.3,0.4) tal que los valores propios son imaginarios puros. En r = 1
tenemos un valor propio 0, finalmente para r € [1.1,2] todos los valores propios
son reales. En la figura 1.5 mostramos la gréafica de los resultados numéricos.

Valores propios de Py = (0,0,0)

r Ao,1 Ao,2 Ao,3

0 —0.15+0.78 | —0.15—0.78 | —1.90
0.1 | —0.1140.75¢ | —0.11 — 0.75¢ | —1.88
0.2 | —0.0740.71¢ | —0.07 —0.71¢ | —1.87
0.3 | —0.0240.67¢: | —0.02 —0.67¢ | —1.85
0.4 0.02 + 0.63¢ 0.02 — 0.63: —1.84
0.5 0.06 4+ 0.57¢ 0.06 — 0.574¢ —1.83
0.6 0.11 4 0.50¢ 0.11 — 0.50¢ —1.81
0.7 0.15 4 0.42¢ 0.15 — 0.423 —1.80
0.8 0.19 4+ 0.31% 0.19 — 0.312 —1.79
0.9 0.24 4+ 0.102 0.24 — 0.10: —1.78
1 0.57 0 —1.77
1.1 0.75 —0.09 —1.76
1.2 0.90 —0.15 —1.75
1.3 1.04 —0.20 —1.74
1.4 1.17 —0.24 —1.73
1.5 1.29 —0.27 —1.72
1.6 1.41 —0.30 —1.71
1.7 1.53 —0.32 —1.70
1.8 1.64 —0.35 —1.69
1.9 1.75 —0.37 —1.69
2 1.86 —0.38 —1.68

Tabla 1.5: Valores propios de Py = (0,0,0) para r € [0,2] con p =1.0, ¢ =12y
s =0.8.

Im(A)

Ao, N\

0.5

Re(A)

-0.5

Aoz /.

Figura 1.5: Curvas de valores propios en el plano complejo para Py = (0,0,0) y
q€[0,2].

En la tabla 1.6 mostramos los valores propios del punto P, = (z1, —z1, —21)
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para valores de r € [0.9, 2] ya que para que exista P, se debe cumplir p—s%/4 < r
y como hemos fijado p = 1, s = 0.8, entonces para r > 0.84 existe P,. Notemos
que si r € [0.9,1.2] los valores propios son reales, sin embargo en r = 1 tenemos
que p = r por lo tanto el punto de equilibrio P; se convierte en Fy y en este
caso uno de los valores propios es 0, si 7 € [1.3,2] dos de los valores propios son
complejos conjugados con parte real positiva. Ver la grafica en la figura 1.6.

Valores propios de Py = (x1, —1, —x1)

r x1 )\1,1 )\1,2 )\1,3
0.9 —-0.16 0.51 —0.10 —1.73

1 0 0.57 0 —1.77
1.1] 0.11 0.57 0.13 —1.82
1.2 0.20 0.54 0.28 —1.87
1.3 0.28 0.47+4+0.12¢ | 0.47 —0.12¢ —1.92
1.4 1] 0.35 0.52 4+ 0.21z | 0.52 —0.21% —1.96
1.5 0.41 | 0.57+0.272; | 0.57 — 0.272 —2.01
1.6 | 047 | 0.6240.32¢ | 0.62 — 0.32: —2.05
1.7 0.53 0.66 + 0.35¢ | 0.66 — 0.35% —2.10
1.8 0.58 0.70 +0.38 | 0.70 — 0.38: —2.14
1.9 0.63 0.74+0.412 | 0.74 — 0.41% —2.17

2 0.68 0.784+0.432z | 0.78 — 0.43: —2.21

Tabla 1.6: Valores propios de P, = (21, —x1, —z1) para r € [0.9,2] con p = 1.0,
q=12ys=0.8.

Im(A)

0.4 /\1y1

0.2

A3
—2.0

Re(A)

-15 -0.5

-0.2

-0.4 /\1’2

Figura 1.6: Curvas de valores propios en el
(21, =21, —21) y 7 € [0.9,2].

plano complejo para P =

En la tabla 1.7 mostramos los valores propios del punto P = (g, —x2, —13)
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para valores de r € [0.9,2], donde p =1, s = 0.8 y P, existe pues r > 0.86. Note-
mos que en este estado de referencia hay dos valores propios complejos conjugados
con parte real positiva, mientras que en todos el valor propio real es negativo. Ver
la grafica en la figura 1.7.

Valores propios de Py = (x9, —3, —3)

r ) )\2,1 /\2,2 >\2,3
09| —-0641]0.12+0.42¢ | 0.12 —0.42: —1.96

1 —0.8 | 0.1440.58¢ | 0.14 — 0.58¢ —2.12
1.1} —091 | 0.16 + 0.68z | 0.16 — 0.682 —2.25
1.2 —1 0.18 4+ 0.762 | 0.18 — 0.762 —2.36
1.3 | —1.08 | 0.20 4+ 0.827 | 0.20 — 0.822 —2.46
14| —1.15] 0.224+0.87¢ | 0.22 — 0.872 —2.55
1.5 —-1.21 1 0.23+0.91: | 0.23 — 0.91% —2.64
1.6 | —1.27 | 0.25 4+ 0.96¢ | 0.25 — 0.962 —2.72
1.7 —1.33 | 0.26 + 0.997 | 0.26 — 0.99: —2.79
1.8 —1.38 | 0.28 4+ 1.037 | 0.28 — 1.032 —2.86
1.9 —1.43 | 0.29+ 1.062 | 0.29 — 1.062 —2.93
2 | —1.48 | 0.31 +1.08 | 0.31 — 1.082 —3.00

Tabla 1.7: Valores propios de Py = (z3, —x9, —x2) para r € [0.9,2] con p = 1,
q=12ys=028.

Im(A)

[

2,1

0.5

A2

05 Re(A)

-3.0 -25 -2.0

A

-

Figura 1.7: Curvas de valores propios en el plano complejo para P,
(ZEQ,—ZEQ,—ZEQ) yre [09,2]

-0.5

El siguiente paso es ver como son los valores propios en el estado de referencia
definido por los valores p = 1, ¢ = 1.2, r = 0.8 y s € [0,2], en el punto de
equilibrio Py = (0,0,0). A partir de (1.12) sabemos que el polinomio caracteristico
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no depende del parametro s, de tal forma que para estos valores de los pardametros
es dado por

P(X\) = \* +1.4)\% — 0.56) + 0.24,

cuyos valores propios son Ag; = 0.19 + 0.31%, A\g2 = 0.19 = 0.312 y Ag3 = —1.79
para toda s € [0,2]. Por lo tanto, en este caso no es necesario elaborar una tabla
de valores propios.

En la tabla 1.8 mostramos los valores propios del punto P, = (z1, —x1, —21)
para s € [0.9,2]. El punto P; existe cuando s > 4(p—r), condicién que se cumple
parap=1,r =08y s > 0 pues s > %g ~ 0.894. En este caso los tres valores
propios son reales, tal que dos son negativos y uno positivo, para toda s € [0.9, 2].

Ver la grafica en la figura 1.8.

Valores propios de P, = (x1, —x1, —1)

S X1 /\1,1 >\1,2 )\1,3

09| —04 |0.289 | —0.095 —1.754
1.0 | —0.28 | 0.428 | —0.204 —1.700
1.1 | —0.23 | 0.460 | —0.228 —1.685
1.2 | —0.2 | 0477 | —0.240 —1.685
1.3 | —0.18 | 0.487 | —0.248 —-1.671
1.4 | —0.16 | 0.495 | —0.251 —1.668
1.5 | —0.15 | 0.500 | —0.257 —1.665
1.6 | —0.14 | 0.504 | —0.259 —1.663
1.7 | —0.13 | 0.507 | —0.262 —1.661
1.8 | —0.12 | 0.510 | —0.263 —1.660
1.9 | —0.11 | 0.512 | —0.265 —1.659
2 | —0.10 | 0.513 | —0.266 —1.658

Tabla 1.8: Valores propios de P, = (z1, —x1,—x1) para s € [0.8,2] con p = 1.0,
q=12yr=0..8.
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Im(A)

0.10

0.05

A4
Re(A
s e(A)

-0.05

-0.10

Figura 1.8: Curvas de valores propios en el plano complejo para P, =
(xh —T1, _113'1) y s & [09,2]

(Iz, —Z2, —Iz)
para valores de s € [0.9,2]. En este caso P, existe para s > %‘?’ donde p = 1,
r = 0.8. Notemos que para s € [0.9,2] dos de los valores propios son complejos
conjugados con parte real negativa y el valor propio real siempre es negativo. Ver
las grafica en al figura 1.9.

En la tabla 1.9 mostramos los valores propios del punto P, =

Valores propios de Py = (x5, —x9, —2)

S €2 /\2,1 /\2,2 /\2,3
09| —0.5 0.08 4+ 0.16¢ 0.08 — 0.162 —1.81
1.0 | —-0.72 | —0.03 +0.447 | —0.03 — 0.442 | —1.99
1.1 | —0.87 | —0.01 +0.562 | —0.01 — 0.562 | —2.14
1.2 -1 —0.05+0.647 | —0.05 —0.647 | —2.30
1.3 —1.12 | —=0.09 +0.71¢z | —0.09 — 0.717 | —2.48
14| —-1.24 | —0.13+0.76¢ | —0.13 — 0.767 | —2.68
1.5 | —-1.35| —0.16 +0.807 | —0.16 — 0.802 | —2.90
1.6 | —1.46 | —0.20+0.84¢ | —0.20 — 0.84: | —3.14
1.7 —=1.57 | —0.24 +0.867 | —0.24 — 0.867 | —3.40
1.8 —1.68 | —0.27 +0.887 | —0.27 — 0.882 | —3.69
1.9 —1.79 | —=0.30 +0.90¢ | —0.30 — 0.907 | —4.00
2 | —1.89 | —0.32+091z | —0.32—0.91: | —4.34

Tabla 1.9: Valores propios de P, = (x9, —%2, —22) para s € [0.9,2] con p = 1.0,
q=12yr=0.28.
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Re(A)

Figura 1.9: Curvas de valores propios en el plano complejo para P, =
(ZL'Q, —Z2, _xQ) ys € [09,2]

El resumen de lo que obtuvimos en las tablas 1.1 a 1.9 es el siguiente: Hemos
obtenido que los puntos de equilibrio tienen todo tipo de combinaciones de valores
propios, los cuales proporcionan informacion de la riqueza dinamica en el modelo
de Maasch-Saltzman. En particular, cuando hay un cambio de signo en la parte
real de los valores propios complejos debera existir un cambio de estabilidad lineal,
ademas de que se generan valores propios imaginarios puros. Estos tltimos dan
origen a la existencia de una bifurcacién de tipo Hopf. Por otro lado, tenemos
que para ciertos valores de los parametros el 0 es valor propio, lo cual es un
caso singular y nos permitird explorar la existencia de otro tipo de bifurcaciones.
Finalmente, mencionamos que en los préoximos capitulos veremos que s = 0 y
s > 0 nos daran informacién sobre otros tipos de bifurcacion, asi como ¢ > 1.
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Capitulo 2

Modelo simétrico lento-rapido

En este capitulo analizaremos el modelo simétrico de Maasch-Saltzman, de-
finido por las ecuaciones (1.8) con s = 0 y ¢ grande (¢ > 1). La interpetacién
fisica de estas condiciones en términos de las variables originales es que la tasa de
cambio de NADW es significativamente mas grande que la masa de total de hielo.

Con el fin de llevar a cabo el estudio del modelo en estas condiciones, introdu-
cimos un pardmetro pequeno y positivo € = 1/¢q, de tal forma que el sistema (1.8)
se transforma en

¥ = —z—y,
y = ry—pz—y2*, (2.1)
g7 = —x — 2.

1

Ademas hacemos el reescalamiento del tiempo ¢ = ™' 7 para obtener

= —ce(z+y),
y= e(ry —pz —yz°), (2.2)
= —x—z,

donde el punto - denota la derivada con respecto de t. Las variables independien-
tes 7 y t son referidas como tiempo lento y rdpido, respectivamente. Mas aun, x,
y son las variables lentas, mientras que z es la variable rapida, y el pardmetro ¢
es el factor que da la diferencia entre las dos escalas de tiempo.

Los sistema (2.1) y (2.2) son equivalentes cuando € # 0, y para su estudio
haremos uso de la teoria de perturbaciones singulares, para mayores detalles sobre
este tema ver [5, 7]. A partir de ahora nos referiremos a (2.1) como el modelo
simétrico lento-rdpido. Ademas, suponemos que p y 7 son O(1) con respecto a e.
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2.1. Variedades invariantes

Sea u = x + z. Con esta nueva variable el sistema (2.2) lo podemos escribir
como

= —e(x+vy),
= e(ry — pu + pr — yu® — 2xyu — xy?), (2.3)

= —u—e(r+y).

Si hacemos € = 0 obtenemos

z = 0,
y=0, (2.4)
U= —u,

cuyas soluciones son (t) = (o, yo, uoe™ "), donde (¢, yo, ug) son las condiciones
iniciales.

Definicién 1. Sea S C R”. Se dice que S es invariante bajo el campo vectorial
& = f(x) si para algin zy € S tenemos que z(t,0,z) € S para todo t € R, donde
z(0,0,x0) = xo.

Notemos que u = 0 es una variedad, My, la cual es invariante bajo el flujo del
campo vectorial definido por (2.3). Esta queda descrita localmente como

{(z,y,u) € R®: x,y son solucién de (2.3)y u = 0}. (2.5)

Luego, la variedad My, globalmente es la unién de las cartas (2.5) y es posible
que no sea compacta, sin embargo podemos considerar un compacto suficiente-
mente grande que la contenga. En la figura 2.1 se muestra la descomposicién de
una variedad M en su parte tangencial y normal, notar que es posible tomar un
compacto suficientemente grande que contenga a la variedad.
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Figura 2.1: Variedades invariantes desbordantes M, M; y M, donde M; corres-
ponde a la parte tangencial del flujo en M y M, a la parte normal del flujo en M;
figura tomada de [13].

Definicién 2. Sea M = M U OM una variedad compacta, conexa, de clase C”
cuya frontera esta contenida en R",

a) M es llamada una variedad invariante desbordante bajo & = f (x) si para cada
p € M, pi(p) € M para toda t < 0y el campo vectorial & = f(z) “apunta”
estrictamente hacia afuera en OM.

b) M seré invariante bajo el flujo de @ = f(z) si para cada p € M, ¢i(p) € M
para toda t > 0 y el campo vectorial & = f(z) “apunta” estrictamente hacia
adentro en oM.

¢) M es llamada invariante bajo @ = f(x) si para cada p € M, ¢;(p) € M para
toda t € R.

Si M es una variedad orientable, invariante en R™, con la métrica estandar en
R™ y la norma inducida por esta métrica, localmente tenemos que
TR"|,,=TM & N,
donde N es el haz normal. Sea
II: TR"|,;, = N

el operador de proyeccién ortogonal. Ahora consideremos los siguientes operadores
lineales construidos a partir del flujo lineal

Ai(p) = Dotlpyyy 0 ToM = Ty, )M,
By(p) = UDpy(o—i(p))ly : Ne_,w) = Np.
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Si p € M consideramos los siguientes vectores no nulos

Wy € Np y Vg € TpM?

w; =Dy _(pwy vy vy =Dp_(p)vo.

Figura 2.2: Trayectoria cercana a la variedad invariante desbordante M; figura
tomada de [13].

Se dice que M es linealmente estable, si se cumple que para todo p € M,
Wq € Np,
lwoll

lim

oo [l

0.

Ademas, las propiedades de diferenciabilidad del flujo cerca de M se caracterizaran
por la existencia del siguiente limite para todo p € M, wy € N,, vy € T, M,

b
i Aol oll_
=% Tlw P/ o]

Notemos que para b = 1, geométricamente tenemos que las vecindades de
puntos en dérbitas que van hacia atrds (tiempos negativos) se aproximan bajo la
dinamica lineal del flujo cuando transcurre el tiempo, para b < 1, esto mismo
ocurre a una velocidad mayor, y las tasas de convergencia de dicho fenémeno
pueden ser descritas mediante los llamados nimeros de Lyapunov generalizados.
Ver figura 2.3.

24



Sea

y(p):inf{a:<‘|w0”)/at—>0 cuando t 1 o0 ‘v’woeNp},

[|w—]]

tal que v(p) < 1, entonces

b
o(p) = inf{b- [[wol|”/1]vol|

t——————— — 0 cuando tToo Vg€ T,M, wOGN}.
[w—e][°/[v—]] : :

N
wy| *-t(P

Figura 2.3: Comportamiento de los vectores tangentes bajo la dindmica lineal en
M; figura tomada de [13].

Lema 1. Los nimeros de Lyapunov generalizados son equivalentes a los siguientes
limites.

1 w(p) = T || Bu(p) "

— Tm log || A+ (p)| ;
2. o(p) = Jm <—%), siv(p) < 1.

Lema 2. Los nimeros de Lyapunov generalizados son constantes en las érbitas,
es decir,

v(p) =viea(p) v alp) =alea(p)
La demostracién de estos lemas pueden consultarse en [13].

Definicién 3. Sea M una variedad invariante bajo el flujo del campo vectorial
& = f(z) en R™ de clase C", r > 1. Decimos que M es normalmente hiperbolica
si, bajo la dinamica lineal en un entorno de la variedad invariante, los niimeros
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de Lyapunov generalizados satisfacen v(p) < 1y o(p) < 1/r para toda p € M. Si
ademéds A C M es un conjunto cerrado invariante y existe una vecindad V' de A,
tal que para toda z € V| ¢ (z) € V para todo t > 0y () — A cuando t — oo,
decimos que M es una variedad normalmente atractora.

Definicién 4. Consideremos el campo vectorial generado por & = fP*(z), z €
R™. Sea K D M un compacto, donde K es la clausura de un abierto en R™ que
contiene a M. Decimos que el campo vectorial f(z) es e-cercano de clase C' a

frert(x) si

sup [| f(z) — [P (2)]| <,
e

up | D7) — D ()] < =
e

donde fP*'*(z) y f(x) son los campos vectoriales con perturbacién y sin pertur-
bacién, respectivamente.

Teorema 1. (Fenichel [4]) Supongamos que & = f(z) es un campo vectorial en
R™ de clase C", r > 1. Sea M = M UOM una variedad invariante desbordante con
frontera, compacta y conexa de clase C" bajo el campo vectorial f(x). Supongamos
que v(p) < 1y o(p) < 1/r para toda p € M. Entonces para cualquier campo
vectorial fPer*(z) de clase C" e-cercano de clase C' a f(x), con ¢ suficientemente
pequefio, existe una variedad MP invariante desbordante bajo fP*(x) de clase
C" difeomorfa a M.

Notemos que la variedad estable de Mg en (2.3) es

W (Mo) = | W(w0.50,0)= | J T (z0,%0.0).
(20,90,0) (70,90,0)
Por lo tanto, si p = (xo,y0,u0) v ©:(p) = (xo, Yo, upe™"), tenemos que para ug

suficientemente pequena, se satisface que

W*#(z0,90,0) = {p: Jim ¢:(p) = (0, %0,0)}
={p: H%(p) — (0,40, 0)[| < e7'}.

Por otro lado, ya que
MO = {H ((lp(t7 Lo, y07u0)) = ($0>y07 0)7 -7 <up < T}a

y considerando que

TR3| =TM & N,

[

26



obtenemos que la matriz asociada al flujo lineal y el operador de proyeccién orto-
gonal son

0 000

0 y II=|[0o0 0],
00 1

[A@I=0 v [Bp)ll=e,

v —_— 1 B
(o) = T 1B = o (e7) " = e <

T log [|A:(p)||
o) =T () =

Sean fP(x) = X. y f(z) = Xo los campos vectoriales perturbado y no
perturbado, respectivamente. Aplicando el Teorema 1 (de Fenichel) garantizamos
la existencia de una variedad invariante M, para X, cercana a M.

Ahora, supongamos que tenemos la descomposicién
TR"|,, =TM & N* @ N",

y los operadores de proyeccién ortogonal asociados

. TR"|,, = N*,

1" : TR"|,;, = N?,
donde N = N® @ N" es la descomposicién del haz normal en los haces normales
estable e inestable, respectivamente. Ademas, supongamos que TM & N° y T'M &
N" son invariantes bajo Dy, para todo t < 0. Consideremos los siguientes vectores

no nulos
UOEN;, U)()GN;, UoETpM,

y
u—y = I1"Dyp_i(p)ug, w—_y =" Dy_y(p)wo, v_¢y = Dp_(p)vo

Ademas definimos los siguientes nimeros de Lyapunov generalizados:

A“(p) = Inf {a : (HutH) /a* — 0 cuando t1 oo Vug € N;j} ,

[[uoll

c®(p) = inf Hu l/llo—] /p' =0 cuando t1 oo Vv € T,M, ug € Ny b,
uoll/llvoll

su [[u—e]l/[[w—] ] "
o (p):mf{p (W /,ot—>() cuando t 1T oo VwOENp,uOGNp )
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Utilizando estos conceptos, tenemos los siguientes resultados.

Lema 3. Los ntimeros de Lyapunov generalizados A%, o y ¢ son equivalentes
a los siguientes limites:

1) A (p) = T || 1*Dip_y(p) "

1t

2) 0°(p) = T | Degrlyy (oep)) I/ “Dip_o(p)]

1t

3) 0*(p) = Im || I*Deoy(p) |y [I'"* | T Dipe(0-1(p))

La demostracién de este lema puede ser consultada en [13].
El haz normal N puede ser perturbado a un haz transversal N’, tal que
Nl = N/s @ N/u
donde N'’* y N'* son e-cercanos de clase C° a N°® y N, respectivamente.

Sean
N ={(p,v’) € N* : |v°|| <&},
N ={(p,v") € N™ ¢ |lv"|| < e},

y la aplicacion
h :NF@ N —R"
(p,v%,0") = p+v° + 0™

En [13] se demuestra que existe un g9 > 0 tal que para todo 0 < ¢ < ¢ la
aplicacion h es de clase C".

Notemos que cuando consideramos la variedad estable e inestable de un punto
fijo hiperbdlico, obtenemos que la variedad inestable es tangente al subespacio
inestable del campo vectorial linealizado en una vecindad del punto fijo. Simi-
larmente, la variedad inestable de M serd tangente a N/*, pues las trayectorias
con condiciones iniciales en este haz normal tienen el comportamiento asintético
apropiado cuando t — —oo, y es posible construir la variedad inestable como la
grafica de N*. Sin embargo, N/* podria no estar contenida en R", pero podemos
garantizar esto si consideramos la siguiente aplicacién

he : N = R"
(p,v") = p+ 0™
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Luego, podemos concluir que h, (N™*) C R™, lo cual garantiza la tangencia de la
variedad inestable de M y h, (N*).

Teorema 2. (Fenichel [4]) Sean & = f(z) un campo vectorial de clase C" en R™,
r > 1y M = MUOM una variedad invariante desbordante con frontera, compacta,
conexa de clase C" bajo el campo vectorial f(x). Si A%(p) < 1, c%(p) < 1y
o*“(p) < 1 para todo p € M, entonces existe una familia paramétrica de conjuntos
de dimensién n— (s+u), F* = Uper f*(p), con f*(p) de dimensién u con frontera,
tal que se cumple lo siguiente:

1. F" es una familia paramétrica de conjuntos negativamente invariante, es

decir, p_¢(f"(p)) C f*(o-+(p)).
2. La superficie f*(p) es de clase C".
3. f(p) es tangente a h,(N')) en p.
4. Existen C,, A\, > 0 tal que si ¢ € f*(p), entonces
lp—i(@) = o)l < Cue™,
para todo t > 0.
5. Siqge fUp)yq € fup), entonces

lp—i(q) — (D)
lp—i(q") — oDl

— 0 cuando t 1 oo,

excepto cuando p = p'.
6. f“(p)N fu(p’) =0, excepto cuando p = p'.

7. Siv¥(p) < 1y o®(p) < 1/r para cada p € M, entonces la superficie f*(p) es
de clase C" con respecto al punto p.

8. F'=WeL.(M).

Considerando tiempos positivos el teorema anterior nos garantiza la existencia
de la variedad estable,

WS(ME>: U Hil(p)a

pEM,
donde
e (I (p)) ST (e(p)),
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es decir, existe F*® una familia paramétrica de conjuntos positivamente invariante.

Si ¢ ¢ M., entonces
i(q) = M.

Ademas existe una vecindad U de M, y una aplicacién I1: U — M.,, tal que si
q € II7*(p), entonces
U=W?*(M,)

lee(a) = @)l < ce™,
por lo tanto es suficiente con conocer la dinamica en M..
El sistema (2.2) con € = 0 tiene una variedad invariante con frontera, dada

por

Mo ={(x,y,2) : z = —x}.

Esta variedad es normalmente hiperbdlica (es decir, existe otro flujo “artificial” que
casi es conjugado al original con cierta hiperbolicidad en direcciones normales),
cuya variedad estable es

WMo = | T 0, 90,0)

(x07y070) Ws(x07y070)

donde
WS('I()vyOa 0) = {p : TILIEO @T(p) = (x()ayO?O)}
= {p : HSDTQD) - (35073/070>H S 677—}'
Sea

X. = (—e(x+y),e(ry — pu+pr — yu* — 2zyu — zy*), —u — e(z + y))

el campo vectorial definido por el lado derecho de (2.3). Aplicando el Teorema 1
(de Fenichel) obtenemos el siguiente resultado, el cual nos garantiza la existencia
de una variedad invariante para X..

Corolario 1. Sean v(p) = e~ ! < 1y o(p) = 0 los niimeros de Lyapunov genera-
lizados. Sean fP' = X, y f° = X,,. Entonces existe una variedad invariante M,
para X..

Por otro lado, el Teorema 2 (de Fenichel) garantiza la existencia de una varie-
dad estable

W M) = | T (),

pEM:
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una vecindad U de M. tal que U = W¥(M,) y un mapeo Il : U — M. tal que si
q € II7*(p) entonces

lor(q) —o-P)|| < ce™™.

Como consecuencia obtenemos que nos basta con estudiar la dindmica en M,
para conocer la dindmica global.

2.2. Sistema lento

Cuando € = 0 el sistema (2.1) se reduce al siguiente sistema bidimensional en
las variables x y v,

T=—-T—1Y,

. ) (2.6)
y=ry—pz—yz’

tal que z = —z. Nos referimos a éste como sistema lento reducido.

Utilizando los resultados vistos anteriormente, obtenemos que el sistema (2.1)
tiene una variedad critica dada por Mo = {(x,y, 2) : z = —z}, la cual es invariante

bajo el flujo. Ademas,
0

82(
para toda (x,y), donde M, es una variedad normalmente atractora. Aplicando la
teoria geométrica de perturbaciones singulares de Fenichel (ver [5, 7]), obtenemos
que una consecuencia de que M, sea una variedad normalmente hiperbdlica, para
cualquier ¢ suficientemente pequena y positiva, existe una familia de variedades
lentas invariantes normalmente atractoras, las cuales denotamos por

M. ={(z,y,2) : 2= h(z,y)}, (2.7)

—r—z)=-1

donde las funciones h.(z, %) son de clase C* para algin k > 0. Ya que €2 = —x— 2,
tenemos que éstas son soluciones de la ecuacién de invariancia, es decir,

d
gahs(‘ray) =~ — hg(.T?y), (28)
tal que
}:I_I)I(l) he(z,y) = —x.

Las funciones h.(z,y) son idénticas en todos los ordenes en potencias de e
y difieren entre sf solamente en términos del orden O(e“/¢) cuando ¢ — 0, para
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algin ¢ > 0; para mayores detalles ver [5, 7]. La expansién formal de h.(z,y) en
serie de potencias de € es dada por

he(z,y) = ho(z,y) + chi(x,y) + 2ha(z, ) Zejh (x,y). (2.9)

Las funciones coeficientes de esta expansion las podemos encontrar al sustituir
(2.9) en (2.8) e igualando los respectivos coeficientes de las potencias de e. Lle-

vando a cabo este procedimiento obtenemos que ho(x,y) = —x, de tal forma que
d \ J N J
cqp 2 o) = =2 = 3 ea)
=0 j=0

0 equivalentemente

CZ (ho T,y —|—Z€ h;(x y)) =—z— (ho(x,y)—irZajhj(x,y)) :

j=1 j=1

por lo tanto
K (Z ) = == 3 ehtan.
j=1
. . . i—1
8% ;ejhj(l’;y) = et — 525] hy(x,y),

de tal forma que

d oo oo

dtzgjh (x, )-i—Zej’lhj(x,y).

=1 j=1

Aplicando el proceso descrito arriba obtenemos

d = . "
p <€h1(x, y) + ;f:‘”hj(x, y)) =1 — hi(z,y) — JZ_;EJ hi(x,y)

lo cual es equivalente a

Ohy . Ohy . 1
8(8x +3_y> Zah (x,y) =2 — hy(z,y) — Zsj hi(z,y).
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Tomando € = 0 llegamos a que
hl (ZL’, y) = :tv
pero de (1.8) tenemos que © = —(z + y), de donde hy(x,y) = —(z + y).

Continuando con este procedimiento llegamos a que
d
hi(z,y) = —Ehk,l(x, ), para toda k=1,2,...

y obtenemos que

d

h?(x7 y) = _ahl(xa y)

d
_ _a(—(:my))
=1+
= —(:p + y) + (ry - p(—ﬁ) - y(_$>2)
= —(z+y) + (ry + pr — 2%y).

Ahora, utilizando las expresiones de hi(x,y) y hao(x,y) obtenemos que

d
h3($a y) = _EhQ(m7 y)

_ —%(—(x +y) + (ry + pz — z°y))

= &4 9 —ry—pi+ 2xiy + 2%y
(1—p—0—2xy)x'+(1—7’—|—a:2)y
= —(1=p+2zy)(z+y) + (1 —r+2°)(ry +px — 2%y),

es decir,

he(z,y) = Y hi(w,y)
§=0

= ho(z,y) + ehi(z,y) + ho(x,y) + . ..
= —z—c(z+y)+e (—(z+y)+ (ry +pz — 2°y)) (2.10)
+et (<L =p+2xy)(z +y) + (L—r+2°)(ry + pz — 2%y)) + O(").

Luego, en la variedad lenta M., el sistema (2.1) se reduce al siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales en el plano:

T=—r— Y,
. (2.11)
= ry — phe(z,y) — (h(z,9))y
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donde h.(x,y) estd dada por (2.10).

Para continuar con el estudio, observemos que la dindamica rapida a lo largo
de la cual las soluciones se “confinan” en M., puede ser analizada introduciendo
el tiempo répido 7 = t/e y reescribiendo a (2.1) como el siguiente sistema répido

= —e(x + y)7
y = e(ry — pz —yz°), (2.12)
Z = —r—2z

donde la prima " denota la derivada con respecto de 7.

Notemos que para ¢ # 0, los sistemas (2.1) y (2.12) son equivalentes. En el
limite cuando € — 0, el sistema répido (2.12) se reduce a una sola ecuacién para
z, con x y y constantes en el tiempo.

Sea (xo, Yo, 20) una condicién inicial. En el tiempo rapido, 7, la solucién con
condicion inicial (zg, yo, z0) se “confina” hasta el punto (xg,yo, —70) € My. En-
tonces, para e positivo y pequeno, la componente z nuevamente se “confina”
rapidamente en la escala de tiempo 7, ahora en M., y las componentes = e y
cambiaran lentamente siguiendo la dindmica en M,; ver el Apéndice 3.4.

2.3. Bifurcaciones globales

Una bifurcacion es un cambio cualitativo en la dindmica de un sistema, el cual
puede ocurrir cuando los parametros se hacen variar desde un cierto valor critico.

Iniciemos por estudiar el tipo de comportamientos dindmicos que son posibles
en el punto de equilibrio Py = (0,0) del sistema (2.11) en M., el cual en términos
fisicos es conocido como estado trivial.

En la seccién anterior vimos que z = h.(z,y) = —x — e(z +y) + O(&?), de tal
forma que el sistema (2.11), ahora lo podemos escribir como

T=-r—y,
y=ry—p(-z—elx+y) +0(e)) - (—z —e(z +y) + O(e"),

0 equivalentemente

l":_l‘_ya

y =ry+pr— x2y + 8[}?(13 + y) — Qxy(x + y>] + 0(62), (213)
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Los puntos de equilibrio de este sistema satisfacen que y = —z, y aplicando esta
condicién en la segunda ecuacién, obtenemos que los puntos de equilibrio son
dados por la solucién de la siguiente ecuacion

z(p—r+2°) +O(*) =0.
Si r > p las soluciones son

To = O<53)7
T12 = :]:\/7" —p+ O(€3>.

Como consecuencia, obtenemos que a orden €2 los puntos de equilibrio son
* * * *
PO = (070)7 b1 = (Il) _1‘1)) b2 = (x27 _ZC2)7

donde x] = \/r —py x5 = —/r — p. Ya que F) existe para todo valor de py r, es
claro que los puntos P; y P, emergen de Fy, en otras palabras, hay una bifurcacién
simétrica de tipo trinche cuando r = p.

11 - .
Ahora, veremos que en el punto (p, ) = (3=, 17=) en el espacio de pardmetros,

el punto de equilibrio Py de (2.11) tiene una bifurcacién de tipo Bogdanov-Takens
(BT) la cual es Zy-simétrica.

Sea h.(z,y) = —x —e(z+y) + O(?), entonces el sistema (2.11) se transforma
en

()= G voe) )+ (ot 2wty -2+ 0 pmmi)

Con el fin de determinar la estabilidad lineal de los puntos de equilibrio, vamos

a evaluar la matriz
A —1 —1 7
p+pe v+ pe

en los puntos de equilibrio y posteriormente calcular los valores propios.

En la figura 2.4 mostramos las diferentes regiones en le plano (p,r) donde
cambia el comportamiento cualitativo de los puntos de equilibrio, donde el punto
Q = (11?, 1%5) es el centro de organizacion. Las regiones de estabilidad lineal
de los puntos de equilibrio estan determinadas por las regiones acotadas por las

funciones r = p, r =24/p(1+¢) — (1 +ep),r=1—ep,p=1+e(1 —2r)y

p*(1—2e)+2p(3+¢)+1

"= 8—4de(p—1)
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Figura 2.4: Regiones de estabilidad lineal e inestabilidad de los puntos de equilibrio
en el plano de pardametros r y p con q = % y s =0.

En el anélisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio utilizaremos el hecho
de que el polinomio caracteristico de una matriz Asyo estd dado por

A — (trA)A + det A = 0,

donde trA = traza(A) y det A es el determinante de A, con valores propios

Mo = <trA + /(trA)? — 4detA> .

DN | —

Ademas, consideraremos las ocho regiones descritas en la figura 2.4.

En la region I el inico punto de equilibrio es el origen, y se cumple la condicion
2y/p(1+¢)— (1+ep) <r < p. Notemos que en esta regién también se satisface
que r < 1 —ep, por lo tanto —1 +7r + ep = trA < 0. Ademds, (=1 + r + ep)? >
(=147 +ep)> —4(p—r) pues p > r, por lo tanto los valores propios satisfacen

)\1<)\2<0,

es decir, tenemos dos valores propios reales negativos y distintos, y como conse-
cuencia By = (0,0) es un nodo estable, ver la figura 2.5.
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Figura 2.5: Retrato fase del sistema (2.11) con condiciones iniciales en la regién
I, para p = 0.2, r = 0.1, e = 0.01. El punto F, es un nodo estable.

En la region I se tiene que r < p, r < 24/p(l +¢)— (14+ep) y r < 1 —ep, por
lo tanto trA = —1 4+ r + pe < 0. Sin embargo

r<2vp(l+e¢e)—(1+ep)

lo cual es equivalente a

(~1+r+pe)<dp—r),

pero p —r = det A, entonces tenemos que (trA)? —4det A < 0. Luego, los valores
propios son de la forma

)\1,2:_05:‘:7;5; Oé,ﬁ>0,

lo cual implica que Py = (0,0) es un foco estable, ver la figura 2.6.
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r =04,

Y

a=£if con a, 5 > 0.

X

1.8, r = 1.5,

es un foco inestable.

p(l+¢€) — (1 +ep) <r < p, de donde
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Figura 2.7: Retrato fase del sistema (2.11) en la regién III para p
En la regién IV se cumple 1 —ep < 2

¢ = 0.01. Para dos diferentes condiciones iniciales P,



es inmediato ver que trA = —1 4+ r 4+ ep > 0. Ademas

2v/p(1+¢e)—(1—ep) <,
lo cual es equivalente a (=1 + 7+ ¢ep)? > 4(p — r), y por lo tanto

(trA)? —4det A > 0.
Por ultimo tenemos que
(=1+7+ep)? > (—=1+7r+ep)?®—4p—1), pues  p>r.
Como consecuencia los valores propios satisfacen
A1 > A > 0,

es decir, los dos valores son reales positivos y diferentes, lo cual implica que Py =
(0,0) es un nodo inestable; ver la figura 2.8.
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-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4
X

Figura 2.8: Retrato fase del sistema 2.11 en la regién IV para p = 1.9, r = 1.8
y € = 0.01 con condiciones iniciales diferentes para las cuales F, es un nodo
inestable.

En las regiones V, VI, VII y VIII se tiene que r > p, por lo tanto el sistema
(2.11) tiene tres puntos de equilibrio, Py = (0,0), P, = (z}, —x7) y P> = (x3, —x3)
donde z7 = \/r —py x5 = —/r —p. Con el fin de hacer un andlisis lineal de la
estabilidad en un entorno de los puntos de equilibrio P, y P,, calculamos la matriz
jacobiana

—1 —1
/= <p(1 +¢e) —2(1 +2e)zy — 2ey® r+ep— (1 +2e)z* — 45xy) '
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Un célculo inmediato nos dice que
J(P) =J(P)
B -1 -1
- \(1+4¢e)(2r—p) p(l1—¢)+ 2er
= A"
Luego, obtenemos que
trA* = —14+p—ep+2er vy det A* = 2(r — p),

y los valores propios son

A2 :% (trA* + /(trA*)2 — 4 det A* )

1
=3 (—1—|—p—5p+25rj:\/(—1+p—5p—|—25r)2—8(r—p)>.

En las regiones V, VI, VII y VIII la curva

p*(1—2¢)+2p(3+¢)+1
8—4e(p—1)

juega un papel importante, pues r = y(p) es equivalente a

(=1+p—ep+2er)>—8(r—p)=0.

Antes de analizar la estabilidad lineal de los puntos de equilibrio P; y P en las
regiones V, VI, VII y VIII, recordemos que la matriz asociada a la linealizacion
del sistema en un entorno de Py = (0,0) tiene valores propios

1
)\1,2=§<—1+7’+5pi \/(—1+T+€p)2—4(p—7")>.

Sin embargo, en estas regiones r > p, lo cual implica que (—1+7r+ep)?—4(p—7r) > 0
y como consecuencia los valores propios son reales y distintos, més atin

(=14+7+ep)? < (—=1+r+ep)?—4(p—7) pues p<r.
Como consecuencia los valores propios son reales y de signo contrario, es decir,
M <0< )\2,

por lo tanto Py = (0,0) es un punto silla para las regiones V, VI, VII y VIII.
Ahora vamos a estudiar qué tipo de estabilidad lineal tienen los puntos P, y Ps.
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En la regién V se cumple que

e+1—p
p<r<alp) vy r>—p—
€
lo cual implica que trA* = —1 +p —ep + 2er > 0, ademdas r < y(p) lo que es

equivalente a (trA*)* — 4det A* > 0. Finalmente, observemos que
(~14+p—ep+2er)> > (—=1+p—ep+2er)? —8(r—p) pues 7 >p,
por lo tanto los valores propios satisfacen
AT > A5 >0,

es decir, los valores propios son reales positivos y distintos, lo cual implica que P,
y P, son nodos inestables; ver la figura 2.9.

T N, AN,
I ANNS AN

AN RN
RTINS RN
AR NN KRN NN
RSN \\\\\ RSN \\\\\

=\ i) —\\ iy
- \V I\ i
| AN ittt W= ]

-3 2

Figura 2.9: Retrato fase del sistema 2.11 en la region V para p = 1.9, r = 1.95,
e = 0.01, tomando condiciones iniciales diferentes para las cuales Py es un punto
silla, mientras que P; y P, son nodos inestables.

En la regién VI se tiene

e+1—p

< > >
p<r, r>v(p) y r 5

Notemos que 7 > v(p) es equivalente a (—1 + p — ep + 2er)? < 8(r — p), es decir
(trA*)? < 4det A*, ademés

e+1—p
>
2
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lo cual implica que trA* = —1+p —ep+ 2er > 0, por lo tanto los valores propios
son de la forma

Al =a" i, o, 3" >0,

es decir, los valores propios son complejos con Re(\},) > 0, lo cual implica que
los equilibrios P, y P, son focos inestables, ver la figura 2.10.
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N ‘\:;*— \{\‘\::,_
SN N A RN
—NNN IS0
N WS AN\ AR
7N M NN\ M
AN AN
72\ HiH L ENNNH

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.10: Retrato fase del sistema (2.11) en la regién VI para p = 1.2, r = 1.8,
e = 0.01, tomando condiciones iniciales diferentes para las cuales Py es un punto
silla, mientras que P; y P, son focos inestables.

En la regiéon VII se cumplen las siguientes condiciones

e+1—p

r>p, r>7p y r< 5

Notemos que estas dos tltimas condiciones son equivalentes a
(—1+p—ep+2er)?<8(r—p) v —14+p—ep+2er<0,

por lo tanto (trA*)?2 — 4det A* < 0 y trA* < 0, entonces los valores propios son
de la forma

Al = —a”" +if%, o, p* >0,

es decir, los valores propios son complejos con Re()\’{,Q) < 0, lo cual implica que
los equilibrios P, y P, son focos estables, ver la figura 2.11.
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Figura 2.11: Retrato fase del sistema (2.11) en la regién VII para p = 0.4, r = 1.2,
¢ = 0.01, tomando condiciones iniciales diferentes para las cuales Py es un punto
silla, mientras que P; y P, son focos estables.

En la regién VIII se tiene

r>p, r<yp) y r<—p—,

las tiltimas dos condiciones son equivalentes a (trA*)? — 4det A* > 0 y trA* < 0,
respectivamente. Ademés

(—14+p—ep+2er)> > (—1+p—ep+2er) —8(r—p), vaque 7r>p,
por lo tanto los valores propios satisfacen
AT < A5 <0,
es decir, los valores propios son reales negativos y distintos. Luego P, y P, son

nodos estables, ver la figura 2.12.
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Figura 2.12: Retrato fase del sistema 2.11 en la regién VIII para p = 0.01, » = 0.10,
e = 0.01, tomando condiciones iniciales para las cuales F; es un punto silla, P; y
P, son nodos estables.
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Capitulo 3

Modelo asimétrico lento-rapido

En este capitulo estudiaremos el efecto de la falta de simetria (s > 0) en (1.8),
cuando tomamos el limite a lo largo de ¢, es decir,

T = —-Tr =Y,
= ry —pz+ szt —y22, (3.1)
€z = —x — 2,

donde € = 1/q. A partir de ahora nos referimos a (3.1) como el modelo asimétrico
lento-rdpido.

Al igual que ocurre en (2.1), el sistema (3.1) tiene una familia de variedades
invariantes lentas en las que se produce la dinamica del sistema a tiempos grandes..
Por lo tanto al estudiar el flujo en estas variedades lentas es posible establecer la
existencia de dos puntos no degenerados de tipo Takens-Bogdanov. Para cada
s > 0, esos puntos son centros de organizacién en el plano de pardmetros (p,r).
La geometria generada a partir de estos centros de organizacion, asi como las
curvas de bifurcacion, pueden entenderse como una ruptura de la simetria del
tnico centro de organizacién del sistema (2.1).

3.1. Variedades lentas

Es importante observar que el modelo asimétrico lento-rapido con € = 0 tiene
la misma variedad normalmente hiperbdlica que el modelo simétrico lento-rapido,
dada por My = {(z,vy, 2) : z = —x}. Esta variedad persiste para todo 0 < & < 1,
por lo tanto, en analogia con la seccién anterior existe una familia de variedades
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invariantes lentas M, definidas por la serie

ha<x>y) = Zgjhj(xa y) = ho(l’,y) + €h1($, y) + €2h2(l',y) + €3h3($7 y) + 0(64)'
=0

Al igual que ocurre en el sistema (2.1), aqui también hy = —x, mientras que

los otros términos se obtienen mediante la formula

d
hk(%@/) - _Ehk—l(‘x?y)ﬂ k= 1727 s

Usando esta relacién de recurrencia tenemos que

d d

hl(xvy) = ——ho(QJ,y) = _£

o (—2) = &= —(z+y),

de forma analoga

d

h2<x7y) = _%hl(xay)

d
= a(ﬂﬁLy)
— @+
= —(z+y) + (ry +px + (s —y)z?),

d

h3($7y) = _Ehﬂ(‘ray)

d
= E(m—l—y—ry—px—sﬁ%—yﬁ)
= &+ —ry —pi — 2sx@ + 2wyd + 2%y

= (1 —p—2sx+2yx)i+ (1 —r+2°)y

(3.2)

= —(1—p+2z(y—s)(x+y)+ (1 —r+2°)(ry +pz+ (s — y)z*).

Finalmente llegamos a que

[e.9]

he(x,y) = Z e'h;(z,y)

= h;(x, y) + ehi(z,y) + 2ha(z, y) + hs(x,y) + O(?)
= —z—e(x+y)—((x+y) — (ry +pz + (s —y)z?))

(3.3)

—(1—p+2z(y—9)(@+y) — 1 —r+2?)(ry +pz+ (s —y)z?))

+ O(eh).
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En la variedad lenta M., el sistema (3.1) se reduce a las siguientes ecuaciones

T = —r =Y,

g = ry— phe(z,y) + s(he(, ) — y(he(z,y))*. (34)

Para simplificar la representacion, estudiaremos la dindmica de (3.4) en la variedad
critica, es decir, tomamos a h.(x,y) = ho(z,y) + O(e), lo cual nos da

b= Ty, (3.5)
y = ry+ px + sz — yzt '

3.2. Centros de organizacién y bifurcaciones de
tipo Hopf

Los puntos de equilibrio del sistema (3.5) son aquellos que satisfacen

_x_y:07
ry + pr + sx? — yx? = 0.

Luego las soluciones de la ecuacién x2+sx?+ (p—r)z = 0 determinan esos puntos,

la cuales son .
%0:0, .1]172:5(—8:& 52+4(7’—p)>

Es evidente que Py = (0,0) es un punto de equilibrio para todo p,r y s.
En el caso r > p — 532, el sistema (3.5) tiene otros dos puntos de equilibrio,
Py = (23, —x7) y P, = (23, —x3), donde

(—s+ V& +ar=p)).

1
2
sz%(—s—W).

(3.6)

Si elegimos al parametro s arbitrario pero fijo, tenemos que sobre la recta

r=p-— isQ se satisface
S
* *

152 < r < p llegamos a que

Sin embargo, si p — ;

x5 < x] <0,
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mientras que si p = r tenemos que
x5 =—5<0 y x] = 0.
Por 1ultimo, cuando r > p obtenemos

x5y <0< aj.

La matriz jacobiana asociada a la linealizacién del sistema (3.5) en un entorno

del punto F, es
-1 -1
AO - < P r ) )

)\172:%(—1+r:|:\/(—1+r)2+4(7’—p)>.

con valores propios

Para encontrar el centro de organizacién en F, es necesario resolver simultanea-
mente las ecuaciones trAy = det Ag = 0, lo cual se traduce a
—1+7r=0,
p—T= 07

cuya solucién es r = p = 1. Para estos valores obtenemos

-1 -1
A0_< 1 1)7

la cual puede factorizarse como Ag = PJP~!, donde

-1 -1\ (-11 0 1\ /0 1
1 1) 10 0 0/\1 1/
Por lo tanto Ag tiene a 0 como valor propio con multiplicidad algebraica dos y

multiplicidad geométrica uno, es decir, el punto Qo = (p,7) = (1,1) es un centro
de organizacién para el sistema (3.5).

Para el punto de equilibrio P; tenemos que la matriz jacobiana es

(- -1
T \or—p p—%—k%s s24+4(r—p)) -

Esta tiene dos valores propios 0 cuando trA; = det A; = 0, lo cual se traduce en
las ecuaciones
s?2 s 5
—14+p——+-/s2+4(r—p) =0,
22 (3.7)

2(r—p)+§<s—\/m>:0.
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La solucion de la primera ecuacion es

1—2p+p? + 52
r= 5 ,

(3.8)

S

y al sustituir este valor en la segunda ecuacién (que es equivalente a det A; = 0)
y resolver para p, obtenemos que

1
=1, po =1+ p3:1+§52,
de donde se sigue que
1
ry =1, ry =14+ %, T3:1+z_182’

respectivamente. Por otro lado, las soluciones del sistema (3.7) son

1 1
(pl;rl) = (1,1), (pg,?”g) = (1+S2,1+82), (pg,?"g) = <1+§S2,1+182) .
Recordemos que el punto (py,r1) corresponde al centro de organizacién Qo,
el cual ya hemos considerado, y si sustituimos (ps,72) en la primera ecuacién de
(3.7) tenemos que
2 s 5?2 g2

-1 — o2 Ar—p) =141+ -+ = =52=0

+p 2+25+(r ) tlts' -5+ 5 =s ,
de donde concluimos que s = 0, pero debido a que estamos en el modelo asimétrico
(s > 0), (p2,72) no es solucién del sistema. Por tltimo, al sustituir (ps,r3) en (3.7)

obtenemos que este punto es solucién para todo s > 0, y al evaluar (ps,r3) en A;

llegamos a que
-1 -1
v=(0 )

Como consecuencia concluimos que ()1 = ( 14 %S2, 1+ isQ) es también un centro
de organizacién del sistema (3.5), para todo s > 0.

Para el punto de equilibrio P, tenemos que la matriz jacobiana es

-1 -1
A2 — 82 1 ) 5
2r—p  p—%5 —58\/s2+4(r—p)
cuyo polinomio caracteristico P(\) = A\? —trAs A +det A, tiene dos valores propios
0 cuando trAs = 0 y det Ay = 0, lo cual es equivalente a resolver el siguiente
sistema de ecuaciones algebraicas
2

—1+p—%—§\/32+4(r—p):0,

g(er 52+4('r—p)) =0.

(3.9)
2(r —p) +
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La primera ecuaciéon corresponde a trd; = 0, y al resolver para r tenemos la
expresion (3.8), es decir,
1—2p+p?+s°
r= :
52

Ahora sustituyendo (3.8) en la segunda ecuacién de (3.9) obtenemos nuevamente

1
p1 =1, pe =1+ 8% p3:1+§s2,

de donde concluimos que los centros de organizacién para el sistema (3.5) son

Q=(L1) vy = <1 + %SZ, 1+ }132) : (3.10)

La bifurcacién de Hopf, es un tipo de bifurcacion que ocurre por pérdida de hi-
perbolicidad en los puntos de equilibrio que presentan algunos sistemas dindmicos,
de tal forma que al variar el valor del parametro de bifurcacién del sistema, éste
sufre un cambio en la estabilidad del punto de equilibrio en estudio, dando origen
o desapareciendo una oOrbita periddica, las cuales tienen una determinada estabi-
lidad. Dicha estabilidad es proporcionada por el signo del nimero de Lyapunov,
denotado por o, el cual introducimos en la seccién 77 del apéndice.

El siguiente paso en nuestro estudio es calcular los niimeros de Lyapunov de
(3.5). Iniciemos por considerar el siguiente sistema sistema de ecuaciones diferen-
ciales analitico en el plano

T =ax+by+ f(z,y),

. 3.11

y=cr+dy+g(z,y), (3.11)

donde

f(z,y) = Z az’ﬂiyj = (a205E2 +anzy + a02y2) + (6130163 + ag 2y + ajazy® + a03y3) + ...
i+5>2

g(x,y) = Z bija'y’ = (baoa® + buizy + bozy?) + (bsoz® + barz”y + biozy® + bosy®) + . ..
i+5>2

con A =ad—bc >0y a+d=0. La matriz jacobiana en el punto (0,0) es

0 =( ),

la cual tiene dos valores propios imaginarios puros, y el origen es un foco débil
(ver [1, 10]).
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Para el sistema (3.11) el nimero de Lyapunov es dado por

37
o= - {{ac(a?; + a11boz + ag2bi1) + ab(bi; + azobi1 + a11bp2)

2bv A3

+ 62(0,11(102 + 2a02b02) — 2ac(b§2 — agoaog) — 2ab(a%0 — bgobog) — 62(2(12062() + b11b20)

+(bc — 2@2)(5111702 — anago)] — (a2 + bC) [3(0()03 — bago) + 2a(a21 =+ blg) =+ (Ca12 — bbgl)]} .

Si o # 0 ocurre una bifurcacion de Hopf en el origen, en el caso o < 0 hay
una bifurcaciéon de Hopf supercritica, mientras que si ¢ > 0 hay una bifurcacién
de Hopf subcritica. Para mayores detalles sobre este tema ver [1] y [10].

Cuando hacemos el cambio de variable a« = a+d, el sistema (3.11) es topoldgi-
camente equivalente al siguiente

= ar—y+ f(z,y),
y=z+ay+g(zy),
donde £(z,y) = O(|(x9)|1?) ¥ 9(x,5) = O([(x,4)[?) son de clase €7, r > 1. Fl
origen es siempre un punto de equilibrio, el cual es un foco estable para o < 0y

un foco inestable para o > 0. En el valor critico o = 0 el punto de equilibrio es
no linealmente estable y topolégicamente equivalente a un foco débil.

(3.12)

Para a > 0 el equilibrio estd envuelto por un ciclo limite estable, es decir,
todas las drbitas inician dentro o fuera del ciclo limite, y las orbitas que salen
del origen tienden al ciclo limite cuando ¢ — oo. Con lo cual obtenemos una
bifurcacion de Hopf supercritica que ocurre cuando o < 0. Geométricamente esta
bifurcacién puede representarse en el espacio (x,y, «), donde la a-familia de ciclos
limites forman un paraboloide, ver la figura 3.1.

|

C-—(—-
a4 >

r2

Figura 3.1: Bifurcacién de Hopf supercritica en el espacio fase y de parametros;
figura tomada de [8].
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Cuando o > 0 tenemos que el origen es un foco estable para a < 0, y un foco
inestable para o > 0, sin embargo en el valor critico a = 0 el punto de equilibrio
es no linealmente inestable y topolégicamente equivalente a un foco débil. En
el caso a < 0, el equilibrio esta envuelto por un ciclo limite inestable. Con lo
cual obtenemos una bifurcacion de Hopf subcritica, la a-familia de ciclos limites
también forma un paraboloide en el espacio (z,y, @), como se muestra en la figura
3.2. Para mayores detalles ver [§].

T2

o S

1

Figura 3.2: Bifurcaciéon de Hopf subcritica en el espacio fase y de parametros;
figura tomada de [8].

Tomando en cuenta estos resultados, vamos a obtener los niimeros de Lyapunov
del sistema (3.5) para varios valores de los parametros.

En r =1 el sistema (3.5) se transforma en

t=-roy (3.13)
y=pxr+y+ sz — ya’. '

En términos de la notacién del (3.11) tenemos que a = b = —1, ¢ =p, d = 1,
flx,y) = 0y g(z,y) = sx* — 2%y. Luego A = —1 + p > 0 para todo p > 1
y a+d = 0, y como consecuencia el sistema (3.13) tiene dos valores propios
imaginarios puros. Por otro lado, a;; = 0,1 +7 > 2y by =5 >0, byy = =1 y el
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resto de los términos b;; = 0. Luego el nimero de Lyapunov es

o= 253—\;5 [—(a? + be) (—bbyy)]
_ 3= - p)((=1)?)
2(-1)y/(p—1)°
3m(p —1)
2y/(p—1)?
3T

== 57— p—1<0 pues p > 1.

Como consecuencia concluimos que el sistema (3.5) tiene una bifurcacién de Hopf
supercritica en el origen parar =1y p > 1.

Ahora consideremos el punto de equilibrio P, = (x7, —z7) del sistema (3.5),

donde .
* 2
] 2( s+/s2+4(r p))

Aplicando el cambio de variables (z,y) — (z + 27,y — x7}), el sistema (3.5) toma
la forma

i':—.%—y,
. 2 s 1 )
y= @r—pjz+ p—5+§ s* 4 4(r —p) y+§<s+ 82+4(r—p))x

+ (s — /82 —|—4(r—p)> Ty — %Y.
(3.14)

Luego, en la notacién de (3.11) tenemos quea = b = —1,d = p—§+§ s2+4(r —p),
c=2r—p, f(z,y) = 0 lo cual implica que a;; = 0 para i +j > 2, y by = —1,
boo = % <3 + /2 +4(r — p)), b1 = s— /s> 4+ 4(r — p) y el resto de los términos
b;j = 0. Por lo tanto

2

A:2r—2p+%—§ s24+4(r—p) >0 para toda 0<p<r,

s s
a+d:—1—|—p—5—l—§ s2+4(r—p) =

para
1—2p+p®+s°
r = 5 y

con 0<p<l
S
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Tomando en cuenta estas condiciones concluimos que el sistema (3.14) tiene dos
valores propios imaginarios puros y el nimero de Lyapunov es

3m 2\ 12 — (a4 be) (—
= [ab(0%)) — V*(bi1bs) — (a® + be) (—bbay)]

= T IR b+ 1 d

2V A3
3T [(s—\/my—f—l—p}
2VA3 ‘

Yaque A > 0,0 < p<1yp<r, obtenemos que ¢ > 0, y concluimos que
el sistema (3.5) tiene una bifurcaciéon de Hopf subcritica en el punto de equilibrio
Py alo largo de

1—2p+p?+s°
r =
52

para toda p € (0,1).
Ahora consideremos el punto de equilibrio P, = (23, —x3) del sistema (3.5),

donde
vy =1 (~s— VE AT ).

2
Aplicando el cambio de variable (z,y) — (x + a3,y — x3) el sistema (3.5) se
transforma en

i' = —Tr—Yy,
, s s 1 N
y= (2r—p)z+ ~ 3 73 s2+4(r —p) y—|—§(s—\/52+4(7‘—p)>$
+ (s +/s2+4(r —p)) ry — 2%y,
(3.15)
Tomando en cuenta la notacién del sistema (3.11) tenemos que a = b = —1,

d :p—§—§\/s2 +4(r —p), c=2r—p. Yaque f(z,y) = 0los a;; = 0 parai+j >
2; ademds, by = —1, by = 3 (5 — /82 +A(r —p)), bir = s++/s2 4+ 4(r — p). Con

esto obtenemos que A = 2r—2p+§+§ s2+4(r —p) > 0, paratodap < r+ %.

Adem3s )

a+d=—1+p—%—gvs?+4(r—p):0,
2

1-2 2452 1
r= p—:p +8, con p>14 =s".
s 2

para
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Con estas condiciones el sistema (3.15) tiene dos valores propios imaginarios
puros y el nimero de Lyapunov es

3
7= ST ) — ) — (@ b))
3
= T% [b%l — b11b20 +1- C]
2
3 |:(S+ S2+4(T—p)> +1—p}

2V A3

1—2p+p*+s?
52
bien definida pues r > 1 + }152. El ntimero de Lyapunov es

A partir de r = obtenemos que p = 1 — sy/r — 1, la cual esta

3 (s+\/32+4(r—1—sm))2+1—1+sm]
_ 2V/A3

31 _(S+\/82+4(r—1—5m))2+8\/7’——1]

_ 2V/A3

Tomando en cuenta que s >0y r > 1+ %182 tenemos que sv/r — 1 > 0. Ademas
A > 0, de tal forma que el nimero de Lyapunov ¢ > 0. Como consecuencia el
sistema (3.5) tiene una bifurcacién de Hopf subcritica en el punto de equilibrio P,

1 —2p+p? + 52
2

a lo largo de r = , para toda p > 1+ %52.

S

Ahora estamos en posibilidad de describir el tipo de estabilidad de los puntos
de equilibrio Py, P, y P, del sistema (3.5) en las cinco regiones dadas en la figura
3.3. En la region I, Py es linealmente estable, mientras que a lo largo de ey se
produce a una bifurcacién de tipo Hopf supercritica, lo cual garantiza la existencia
de un ciclo limite estable en la regién II. P; es linealmente estable en la region
V, mientras que a lo largo de e; el equilibrio P; se produce una bifurcacion de
Hopf subcritica, por lo tanto es posible garantizar la existencia de un ciclo limite
inestable en la regién V. En la regién IV el equilibrio P, es linealmente estable,
mientras que a lo largo de e el equilibrio P, da origen a una bifurcacién de Hopf
subcritica. Luego es posible garantizar la existencia de un ciclo limite inestable en
la regién IV.
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Figura 3.3: Regiones de estabilidad de los puntos de equilibrio Py, P, y P, para
el sistema (3.5) con s = 0.8.

3.3. Ecuacién de Liénard y bifurcacion de Hopf

Haciendo el cambio de variables (z, —(z + y)) — (x,y) en (3.5), obtenemos

T =y,

g=(r—paz+ @ —1Dy—(s+y)a?—a> (3.16)

Un célculo sencillo nos muestra que este sistema es equivalente a la ecuacién de
Liénard
Z+g(x)t + f(x) =0, (3.17)

donde f y g son las funciones polinémicas

flx)=a*+s2> — (r —p)z, g(x) =2~ (r—1). (3.18)

Hay que notar que en limite cuando s — 0 el sistema (3.16) es equivalente a
una ecuaciéon de tipo Liénard.

El siguiente resultado estd enfocado en analizar lo que ocurre alrededor de la
bifurcacion de Hopf al variar el valor del parametro de bifurcacion en la ecuacién
de Liénard, éste sufre un cambio en la estabilidad del punto critico en estudio,
dando origen o desapareciendo una érbita periddica, la cual tienen una determi-
nada estabilidad, la cual es proporcionada por el signo del primer coeficiente de
Lyapunov, denotado por {*(0) (o nimero de Lyapunov o). Para mayores detalles
sobre este tema, consultar [8].
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Teorema 3. Dada la ecuacion
i+ g(x)s + f(r) =0,

y * un cero simple de f, una bifurcacién de Hopf ocurre cuando f'(z*) > 0y z*
es un cero simple de g, con frecuencia natural w* = / f/(x*) y el primer coeficiente
de Lyapunov esta dado por

d /
o P— g'(z)
8dx \ f'(z)
Si 1*(0) < 0 la bifurcacién de Hopf es supercritica, mientras que para (*(0) > 0 la
bifurcacion de Hopf es subcritica.

r=x*

Demostracion. La ecuacién (3.17) puede ser escrita como

T =y,
y= —g(r)y — f(z).

Luego los puntos de equilibrio son de la forma P* = (z*,0), donde z* son ceros
simples de f. Por otro lado tenemos que la matriz jacobiana del sistema (3.19) es

(3.19)

por lo tanto
1= (gt —oter):

Para que ocurra una bifurcacién tipo Hopf requerimos que trA(P*) = 0y
det A(P*) > 0, por lo tanto es necesario que x* sea un cero simple de g y

det A(P*) = f'(z*) > 0,
de tal forma que los valores propios son imaginarios puros de la forma
A2 = £/ —f'(x*),

con frecuencia natural es

ut) = 2(t) — o,y v(t):—$¢
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en el sistema (3.19) y obtenemos que puede escribirse como

1 (3.20)
0(t) = —g(ult) + 2")o(t) + — f(ul?) +27)
Notemos que
(0) = —g(u(t) +°)o(t) + — F(ult) + )
= wrult) — glu(t) + #)t) + — Flu(t) + %) — wu(t)
= wu(t) — glu(t) +a")o(t) + — (f(ult) +27) = (W) *u(t))
= wu(t) — g(u(t) + 2" )o(t) + — (f(u®) +27) — f'(z")u(t))
Luego el sistema (3.20) se puede escribir como
u(t) = —wv(t)
0(t) = wru(t) — g(u(t) + 2")o(t) + — (f(u(t) + 27) = f(z")u(t))
6 bien
wt)) (0 —w"\ [ult) P(u(t),v(t))
(i) = (& ) () + (@t aion) 321

Ademas se cumple que P(0,0) = Q(0,0) =0y DP(0,0) = DQ(0,0) = 0, pues

Q(0,0) = —f(a*) =0
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ya que f(z*) =0, pues z* es punto de equilibrio, y

0Q du  0Q dv
DRO.0 = FoG * o |
= (~eOg 0t + 27 + 5 fule) +a) — L) )l
F(=0(u(®) + ) (0

= (“oO a0 + )+ 00+ 27) = ) ) (-ole)

F(otult) +27) (~alu(®) + )ole) + 2 Flate) +2°)

(0,0)

Por lo tanto tenemos que el primer coeficiente de Lyapunov (ver [6]) estd dado
por,

1 1
l* 0 e P uuw P uvVY uUuUY VUV P uv P uy PU’U
(0) = g P+ P + Quuw + Qo) + 5755 [P (P + Pro)

_qu (Quu + vi) - PuuQuu + PUUQUU] |(070)

1 1
= wQuuv - —quQuu
w

8(w*)? 0.0)
d2
= () + o)
1 d d? 1 d?
a0 2 |0 et )+ s 0|

_83)* %g@*) * 8(@3*)3 %g(x*)diﬂ

= ) + g )
L (@9 @) = g @) )

o ()

-5 (7)

donde " = d/dx.

)
r=x*
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Para este ultimo calculo hemos usado

Qui = s (—alult) 429000 + L () +27) = "))

d2
Wg
Qu = o (o) +0)0(0)+ = (1(ult) + ) = Pyt

(u(t) + =),

Ovou
= Lttt + ),
oz (a0 + 2)0l0) + 2 () + ) = (o))
= o) palult) + o) () 7).

ademds que du = dz, pues u(t) = x(t) — x*.

Quu - o2

Finalmente concluimos que una bifurcacién de Hopf ocurre cuando f(z*) = 0,
f'(x*) > 0y z* es un cero simple de g. La frecuencia natural de oscilaciones es
w* = 4/ f'(x*) y el primer coeficiente de Lyapunov en z* estd dado por la expresién

T R R

8 (f"(z))?
Los puntos de equilibrio del sistema (3.16) son
Py = (1'3,0), Py = (21,0) y Py = (25,0)

r=x*

donde x5 =0, 27 5 = % <_5:|: s2 4+ 4(r — p) )
Nos interesa determinar el signo de [*(0) para estos puntos de equilibrio. Ob-
servemos que
8 (f/(x*))z )

entonces el signo de [*(0) es el mismo que el de la expresién

f”(l’*)g,(l'*) _ f/({L‘*)g”(l’*),

pues w* =/ f'(z*) > 0.

Usando el hecho de que el sistema (3.16) puede escribirse en la forma (3.19)

con f(z) =a3+sz> — (r—p)z y g(z)=2*>— (r —1), obtenemos

f'@)g (@) = f(a")g"(@") = (62" + 25)(227) — (3(z")" + 252 — (r = p))(2)
= 12(2*)? + 4s2* — 6(z*)* — dsa* + 2(r — p)
= 2(3(z")* +r —p),
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de donde concluimos que el signo de I*(0) es igual al signo de 3(z*)* +r — p.

Lo siguiente es observar que la recta r = 1 para p > 1 estd asociada al
equilibrio Py = (z§,0) = (0,0), por lo tanto el signo del primer coeficiente de
Lyapunov [§(0) es el mismo que el de 1 — p, el cual es negativo. Luego, bajo estas
condiciones tenemos una bifurcacién de Hopf supercritica con frecuencia natural

eswh =+/f(zf) =vp— 1
El equilibrio P, = (z73,0) = <% (—S + /8?2 +4(r — p)) ,0) se encuentra aso-
ciado a la curva
1—2p+p° + s
r =
52

Y

para p € (0,1), y en este punto el signo del primer coeficiente de Lyapunov {5 (0)
es el mismo que el de

1 2
3(3(:’{)2—1—7“—]0—3(5 <—s—|— s2+4(r—p)>) +r—p>0,

ya que para p € (0,1) tenemos r > p. Por lo tanto [§ > 0, y bajo estas condiciones
tenemos una bifurcacion de Hopf subcritica con frecuencia natural

wi = V ['(])

= V/3(})? + 2525 — (r — p)

3 3
= \/—32+3(r—p)—§s 2+4(r—p)—s2+sy/s2+4(r—p)—(r—p)

2
1 1
= 532—1—2(7“—]9)—53\/32—#4(7“—1)),

debido a que

1—2p+p? + 52
r= 5 ,

S

para p € (0,1) tenemos que p =1 — sy/r — 1, y por lo tanto

wy = \/Q(T—l)—ksm.

Ahora consideremos el equilibrio P, = (z3,0) = (% <—s — /2 +4(r— p)) ,O),

el cual esta asociado a la curva

1—2p+p? + 52
r =

)
82
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parap > 1+ 552. Notemos que

3(x§)2+r—p:3(%(—5—\/m))2+r—p>0,

la cual se cumple para s >0y p — }152 <r, puesto que r > 1+ }152. En resumen,
la desigualdad siempre se cumple dadas las condiciones anteriores, de tal forma
que el primer coeficiente de Lyapunov [5 > 0 y tenemos una bifurcaciéon de Hopf
subcritica con frecuencia natural

wy =/ f'(x3)

V/3(23)? + 2525 — (r — p)
(& (o vmTTTR)) s (3 (o V) )

1, 1
= \/552+§8 s +4(r —p) +2(r —p)

Tomando en cuenta que
1—2p+p* + s
r =
52
parap > 1+ %32 tenemos que p = 1 + sy/r — 1 obtenemos

w;:\/2(r—1)—sm.

3.4. Analisis de la bifurcacién de Bogdanov-Takens

En esta seccion presentamos el analisis de despliegue de los puntos BT no
degenerados del sistema (3.5), denotados por Qg y Q1.

Primero realizamos el cambio de variables (z, —(z+vy)) — (x,y), y obtenemos
que (3.5) se transforma en

&=y,
g= (r—pa+(r—1y—(s+y)a>—2° (3.23)

Los puntos de equilibrio de este sistema son Py = (0,0), P, = (z7,0) y P, =
(x3,0), donde

=y (-4 VFEIT 1) v ai=y (s - VETATP).
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Ahora reescalamos las variables y los parametros de la siguiente forma:

o(t) =nu(r),  y(t) =n"v(r),

T =,
—p r—1 s (3.24)
n= 2 )\ = 2 5 = -
n n n
Con este reescalamiento el sistema (3.23) toma la forma
U= v
’ 3.25
O = pu — ou® —u® +n(\ —u?)v, (3:25)
d
donde - = —.
onde I

Tomando el limite cuando n — 0y u = 1, las ecuaciones (3.25) se transforman
en

U= v,
0= u—out—u’. (3.26)

Estas ecuaciones tienen estructura de sistema hamiltoniano con funcién hamilto-
niana

1 1 1 1
H(u,v) = 51)2 — §u2 + §5u3 + Zu4'

Los puntos de equilibrio del sistema (3.26) son (0,0), (u},0) y (u5,0), donde
] 1 ‘ 1
ui () = ; (—5 FRV/on 4) Cu0) =3 (—5 ERV/on 4) .

Notemos que la matriz hessiana de la funciéon hamiltoniana es

—14+20u+3u® 0
0 1

de donde se sigue que (0, 0) es un punto silla 'y (uf,0), (u5,0) son minimos relativos
de H.

Hess(H)

Ahora vamos a comprobar que en la curva de nivel dada por H(u,v) = 0 hay
una oOrbita homoclinica. Iniciemos por considerar

6 equivalentemente




Usando el sistema (3.26) obtenemos que % = v y por lo tanto

1
=+ d—uzl.

\/u2 — 26ud — Jut dt

Tomando la raiz positiva y suponiendo que u > 0 obtenemos
1 du
2 1,0 dt

u\/ 1 —30u— ju?

Ahora integramos de u(0) = ug a u(t) = u para y llegamos a que

/“ ds _
up g 1—%53—182

=1.

es decir,

ou — St —
arctanh u-3 arctanh[ U —3 ={.

\/—%u2—65u—|—9 \/—%u3—65u0+9

+
Tomando el limite cuando ug — % (—5 +4/0%2+ g) , tenemos

Su —
arctanh Y ] — arctanh[oo] =

\/— 2 _ 60u+9

o equivalentemente

arctanh + — =1,

y finalmente

¥\/62 (—12tan2(a) — 12)% — 4 (18 tan2(a) + 18) (262 — 9tan?(a)) + 126 tan?(a) + 126

u(a(t)) = 2(262 — 9tan2(a)) 7

(3.27)

donde a = —1(m + 2it).
Usando la identidad

tan (%(—W - 2@'t)> _ _icoth(t)
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la expresién (3.27) se transforma en

3 (—25 F \/5\/(252 + 9) coth?(t)csch?(t) + 26 coth2(t))

t) = —
u(?) 202 + 9 coth?(t)

(3.28)

la cual es equivalente a

j:3\/§\/(262 4 9) coth?(t)csch®(t) — 66csch?(t)

t pu—
w(?) 202 + 9 coth?(t)

Para simplificar esta expresion usamos identidades trigonométricas hiperbdlicas y
obtenemos

6 <j:\/§\/(252 +9) coth?(t)csch?(t) — 25csch2(t)>
462 + 9esch?(t) + 9 cosh(2t)esch?(t)

6 ( F coth(t)csch(t)y/2(20% 4 9) —|—25csch2 )

5
462 4 9csch?(t)(1 + cosh(2t))
0 (V2T ) + )
5
5

u(t) =

452 m(Q COSh2< ))

6 ( F cosh(t)\/2(262 +9) —1—25)

462 sinh®(t) + 18 cosh?(t)

6 ( F cosh(t)\/2(26%2 4+ 9) +25>

(402 + 18) cosh?(t) — 402

) 6 - +3
B QMCOSh(ﬂ +26 - @ (COSh( )£0 262+9 >
B +34/ 3575

cosh(t) + 6 262+9

Por otro lado sabemos que u = v lo cual nos permite afirmar que

du d +3 252+9 T3 2522+9 sinh(?)
¢t dt cosh(t) £ 0

Il
e

2
m <cosh( E=X) 252+9 )
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A partir de estas expresiones obtenemos que el punto silla estd conectado a si
mismo por un par de érbitas homoclinicas asimétricas, T'y y T'y, que contienen a
los puntos de equilibrio (u},0) y (u3,0), respectivamente.

Las érbitas homoclinicas estan dadas explicitamente por

£33 T3/ sinh(t) )
cosh(t) £ 86 " (cosh(t) £ 35)°)

TE : (1), v (1)) = ( (3.29)

donde g = 2

26249°

En general para p > 0 tenemos que

3u <25 F \/5\/(262 + 9u) coth? (/at) esch? (\/at) — 26 coth? (\/,Et))
262 + 9y coth? ((/7it)
3u (—25 F cosh (\/ﬁt) ﬂM)
262 (cosh2 (\/ﬁt) — 1) + 9 cosh? (\/ﬁt)
+311/2 +3,/1

VAT Omeosh (VI £V OV o (s

VI oy

u(t) =

)

- 2 5
cosh (\/ﬁt) + 9+<\}sﬁ)2‘/_’7

Por lo tanto

donde

Ya que © = v, obtenemos

d_u:i( +38,/11 ) __ F3ufsinh (y/t)
At dt Neosh (Vi) £50)  (cosh () + 3)

Finalmente, las drbitas homoclinicas que conectan al punto silla (0,0) a si mismo
estan dadas por I'j y Iy, las cuales encierran (envuelven) a los puntos de equilibrio
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(u1,0) y (ug,0), respectivamente, donde
1
ULQ = 5 (—5:': \ 52 —1—4,u> .

Las expresiones explicitas de las érbitas homoclinicas estan dadas por

+£38 /1 W F3pf sinh (y/7t)
cosh (\/pit) £ B8 (cosh (y/at) £ 55)2

0y« (ug (1), 05 (1)) = (3.30)

En la figura 3.4 mostramos drbitas homoclinicas para 6 = 2 y pu € [0.3,1.8], asi
como para =2y 0 € [0.3,1.8].

Figura 3.4: Orbitas homoclinicas IT: (a) 6§ = 2y pu € [0.3,1.8], (b) p = 2y
5 €10.3,1.8].

En lo que sigue, vamos a verificar cudles érbitas homoclinicas se preservan.
Iniciemos por observar que (3.25) puede escribirse en la forma

<z) N (uu e u3) I ((A _Ouz)v) = JVH +nX, (3.31)

(),
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Con el fin de llevar a cabo el anédlisis de este sistema fijaremos u = 1 (para p > 0 el
andlisis es similar) y 7 = 0. Ya que el punto Py = (0, 0) es hiperbdlico y en la curva
de nivel Hy = H(u,v) = 0 hay dos érbitas homoclinicas, podemos garantizar que

wo(t) € W*(Fy) N W"(F).

Por otro lado, es inmediato ver que el sistema (3.31) es una perturbacién del
sistema

CD::JVH; (3.32)

es decir de (3.26). Luego, aplicando el teorema de la funcién implicita y el teo-
rema de la variedad estable, para n suficientemente pequena existe un punto fijo
hiperbdlico de (3.31), denotado por P,, tal que W*(FP,) y W*(P,) varfan suave-
mente con respecto a 7. Ver la figura 3.5.

W (F,)

Figura 3.5: Existencia del punto hiperbdlico P, y la perturbacién de la érbita
homoclinica que conecta al punto de equilibrio silla Py = (0,0) con si mismo.

Sean z = @y(tg) € W*(Py) N W*(Py) y ¥ una seccién normal de z, entonces
existen

2 eXNW(R),

Ver la figura 3.6.

68



Figura 3.6: Seccién normal X.

Si 22 = 2!, entonces hay una érbita homoclinica, o equivalentemente

Expandiendo en serie de Taylor tenemos

2
H(z2) — H(z¢) = [H(z2) — H(z)]l.=o + 6% [H(z2) — H(zZ)]

e=0 0e?

= Y & H() - H)
=0

e=0

pero
[H(=2) — Hlog = H(z) — H(2) = 0,

(3 3

por lo tanto

0= eM()+ & [(2) ~ 2| e
donde
M(z) = S [H() ~ H2)

Sea z"(t,¢) solucién del sistema
(:”j) =JVH+ X, con (u(0),v(0)) =z,

entonces

0
—z" = H+ X
55 ° (t,e) = JVH+ X,
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y por lo tanto

0 u d u
= VH -JVH+VH -X

= VH- X,

pues VH - JVH = 0. Luego

0 a 0
/—H(z“(t,a))dt:/ VH . Xdt,
o A

A
o equivalentemente

H(z(0,¢)) — H(z"(A,£)) = /A vH . Xt

Evaluando en € = 0 y tomando A — —oo tenemos

g (HC:2) — H(P,) = | v X0y, (3.33)
similarmente
% (H(Pn> H(zZ)) - = /OOO VH - X(po(t))ds. (3.34)

por lo tanto

M(z) = /00 VH - X(po(t))ds.

Esta es llamada funcion de Melnikov.

Sea D*(§, \) la distancia entre las variedades W*(P,) y W*(P,), definida me-
diante la siguiente expansion asintética en potencias de 7,

DE(6,\) = nM=(6,\) + O(1), (3.35)
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donde las funciones de Melnikov son

o= [ (1 (o Cep) )]
:/_ (u+5u L ( )

- [T (- ) i) a

= M (0) — I3(9),

dt

y las integrales son

)= [ )

o0 T34/ 5555 sinh(t) :
:/ )
0 ((cosh()jzé ) )

262+9

3 ((ﬁ252 +2) /1 — 3202 + 655 tan~* (%))
(1 - p26%)"”
- ( (62 +3) + V26 (20% +9) tan ™! (‘/553F : 252+9>) 7

27

(wiem) ((ﬁﬂ(t)rfg;)) g

/
_ /°° ((—952sinh(t) )th

cosh(t) £ B6)3

252 -1 BOF1
BOﬁé (46 o +3) tan ( /1_5252) N 654544—835252 +16

(1— p262)" (8262 — 1)*

:275

2 (3 (700* + 34502 + 216) + 5v/26 (285* + 18082 + 243) tan~" (L 252+9>>

3
1215

_ 2
donde 5 =/ 5555-
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Como consecuencia la ecuacién de bifurcacién D*(5, \) = 0 nos da el conjunto
de parametros para los cuales persisten las 6rbitas homoclinicas Foi a Py. Estas
persisten para

Iy ()
A=2\E(0) = 3 O(n).

, 2 (0)

En la figura 3.7 mostramos las graficas de ———.
Iy7(9)

A
Ao
6
-2 -1 1 2
()

Figura 3.7: Graficas de \f(8) a orden cero en 7, es decir, =0
0

Lo siguiente es llevar a cabo el analisis de las érbitas homoclinicas para u €
(—62/4,0). Sin pérdida de generalidad fijamos 1 = —1 y tomamos el limite cuando
n — 0 en el sistema (3.25), y obtenemos

ey , (3.36)

0= —u—ou®—u’

Este sistema tiene tres puntos de equilibrio,
1 ————
PO = (Uo,'l}o) = (070) y P1,2 = (U’T,Q?UT,Z) = <§ (_5 e 4) 70) :

Notemos que las ecuaciones (3.36) tienen estructura de sistema hamiltoniano cuya
funcién hamiltoniana es
1

1 1 1
H(u,v) = Evz + §u2 + §5u3 + Z_lu4'
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Es facil verificar que P, = (uf,v]) es un punto sillay Py = (0,0), P» = (u}, v3)
son minimos de la funciéon hamiltoniana. Ahora realizamos el siguiente cambio de
coordenadas (u,v) — (u} +u,v), de tal forma que el sistema (3.25) se transforma
en

0= —(ui +u) —6(ui +u)* — (uf +u) + 0\ — (uf +u)?)v.

Usando los valores de las coordenadas de P; podemos simplificar la segunda
ecuacion,

0= —(uy +u) = 8(uy +u)? = (uy +u)’ + 9\ = (u) +u)*)y
= —(1+ 0w} + (u))?)u; — (1 + 20u; + 3(u})*)u — (6 + 3ul)u® — u?
+ 1\ — (u})? — 2utu — u?)v
= —(1+26u} + 3(u})*)u — (0 + 3u))u? — v + n(A — (u})? — 2uiu — u?)v
= —(1+ duj + (u})? + duj + 2(u})*)u — (6 + 3u)u® — v
+ 1\ — (u})? = 2utu — u?)v
= —ui(0 4 2ud)u — (8 + 3ub)u® — v + n(\ — (u})? — 2uiu — u®)v
= —uiV02 — 4 — (6 + 3u)u® — v + )\ — (uh)? — 2utu — u?)v.

Aqui usamos que 1+ dui + (u})? = 0, la cual es una condicién de los puntos de
equilibrio, ademds que ¢ + 2uj = /6% — 4 ya que uj = 5 (—(5 +10? — 4) . Luego
(3.25) lo reescribimos como

w=v (3.37)
v = vu— ku? —u® + A — (u})? — 2uiu — u?)v, '

donde v = —uivd%2 — 4y k = + 3uj.

Notemos que debido a que P; = (u}, v]) es un punto silla de la funcién hamil-
toniana entonces uj < 0, lo cual implica que v > 0.

Tomando el limite cuando n — 0 en el sistema (3.37), éste se transforma en
un sistema hamiltoniano cuya funcién hamiltoniana es

1 1 1 1
H(u,v) = 51)2 - §Vu2 + g/{u?’ + ZLU4'

La curva de nivel H = 0 corresponde a un par de érbitas homoclinicas que conec-
tan al punto silla P; con él mismo.
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A partir de (3.30) conocemos que las érbitas homoclinicas para Py con p > 0
son

ng\/ﬁ _ $3u6~ sinh (\/,Et)
cosh (\/ﬁt) = ﬁéj <cosh (\/,l_Lt) + BS>2

Lo+ (ug (1,05 (1)) =

donde

Sean
g \ /2
uw=rv>0, 0 =k, Oz:(HQ-f-—V) )

Tomando en cuenta estas definiciones tenemos que

5 9 9 g2\ /2 9 K2\ V2 9 , -1/2
Vo are) —6Y) v(Eee) -

55— ayv (%) ~ on.

Como consecuencia tenemos que las érbitas homoclinicas I't que conectan a P,
estan dadas por

+3av :FSQVﬁsinh(ﬁt)) . (3.38)

TF (Ui (1), vy (1) = (cosh(\/;t) +ar’ (cosh(y/ut) + ak)’

La expansién asintética para D* en potencias de 7, la cual contiene a la funcién
de Melnikov M*, est4 dada por

DE(S,N) = pME(5,\) + O(1?)

oL (5 (i ), A0
- "/Z( S +u)'<<A—<w;>2>—Ozu*;u—u?)v) L 2o
=0 [ O ) - 20 0) — (i (0F) ()" dr+ O

(3.39)
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La ecuacién D*(6,\) = 0 nos proporciona los valores de los pardmetros § y
A, para los cuales las érbitas homoclinicas persisten bajo perturbaciones en el
sistema hamiltoniano. Es decir,

Quily + I

Ait = (UT)Q + I:t )
0

(3.40)

donde

Observemos que

_ /°° (:FSQV\/;sinh(\/;t))zdt
—o \ (cosh(y/vt) £ ak)?

2
2/°° F3avy/vsinh(y/vt) it
0 (cosh(y/7t) £ ak)?
a?Kk2 4+ 9 6ok tan ™t (\/%)
+
(a2k2 — 1)° (1 — a2r2)"?

4kV/2K2 + v tan™! <M)
\/ HQ—HSV

— g <\/§ (K* +3v) + gli (2k% + 9v) tan ™! <

5/2

= 3a’v

= g\/;(li2+3l/) +

V2, FV2Kk2 4+ 9
3V ’

5



= [ uo (tw) @

—00

_ /°° ( +3av > F3avy/vsinh(y/vt) ’ i@t
cosh(v/vt) £ ar ) \ (cosh(y/vt) + ak)?
2
B 0 +3av F3avy/vsinh(y/vt)
a 2/0 (COSh(ﬁt) + an) ( (cosh(y/vt) £ ak)? ) a

9 37/ (0‘“ (20242 +13) 0 (40%s" +1) tan™ <¢%) )

4 (a2k2 — 1) - (1— a2x2)"/?

V262 + 9 (10£? + 9v) tan™* (L V2"i2+9”)

NG
1
81 \/ 4x2+18v

_ 1 2 _
= —275\5 (10x* + 39v)

P
— —2% <mﬁ (10x% + 39v) + \f (26% + 9v) (10s2 + 9v) tan™* (ﬁﬂ jFW)) :

/ t))* dt

/ +3av F3av+/vsinh(y/vt) Zdt
(cosh(y/vt) £ ak) (cosh(y/vt) + ak)”

_ 2/00 (—9a2u2 l/SiIlh(\/;t))th
0 (cosh(y/vt) £ ak)’

2.2 —1 arkFl
§a4yg/z 30ak (4a”k* + 3) tan (%W%Q 6ot 4 8302K2 + 16

~ 20 (1— a2/12)9/2 + (a2K? — 1)4
2
= = (g (708 + 3457w + 2161°)
2 V2K?
+ gli (14K* 4 27v) (26 + 9v) tan™ (\/_K $3\/_/€ i 91/))

Recordemos que
1 1
v=—ujVvoé®—4= —562 + 55\/52 —442,
1 3
/€:(5+3UT:—§5—|—§\/(52—4,

76



ya que uj = 1 (—(5 +V6% — 4), por lo tanto

Iy (0) =

I (0) =

L(0) =

donde

0.014
0.012
0.010
0.008
0.006
0.004

0.002

7

= f (3\/527 +6) (—416% + 210V07 = 4+ 144) tan ™! (6%(9))

Vel (652+3)m—215)\/5<\/ —4-0) 44,

gﬁ (266" — 2316% + (145" - 5310) V67 — 4+ 648) \/5 (Vo7 =1-5)+4

V26 _
+ o (2079 (4387 = 150V/8 — 1 — 144) tan™! (65(9))

(3\/52 q:\/cs 3/37 — +5) 5)
0=(0) =

3\/5 -|-4

300
250
200
150
100

50

Figura 3.8: Gréfica de: (a) \{ (0) = (u’{)%L% y (b) A7 () = (u”{)2+%

A partir del reescalamiento (3.24) tenemos la relacién

r—op r—1
y A=
n

)

y por tanto

AMr—p)=pr—1), Vo Ap#0,



o equivalentemente (A — p)r = Ap — p, pero
A=p)r=Ap—p
= Ap—p+A—=A
= AMp—1)+(A—n),
por lo tanto
A=—mwr—A—p)= Ap-1).
Finalmente llegamos a la siguiente relacién lineal entre r y p:
=) 1) = A(p — 1). (3.41)

Esta formula produce la pendiente de la recta tangente a las curvas de bifurcacio-
nes homoclinicas en el centro de organizacién @)y, para p > 0.

Con el fin de establecer la existencia y persistencia de las 6rbitas homoclinicas
de lazo doble, debemos hacer notar que éstas convergen en el limite simétrico
cuando § — 0 (cuando s — 0), u = 1 y n = 0 en el sistema (3.25) al par de
orbitas homoclinicas del modelo

U= v,
. 3 (3.42)
U= u—u’.
Este sistema es equivalente a la ecuaciéon de Duffing
ih—u+u® =0, (3.43)

cuyas Orbitas homoclinicas son
Iy (ug(t), vy (b)) = <:|:\/§ sech(t) , Tv/2 sech(t) tanh(t)) :

En la figura 3.9 mostramos el retrato fase de la ecuacién de Duffing (3.43).

2

Figura 3.9: Retrato fase de la ecuacién de Duffing (3.43).
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La 6rbita homoclinica de lazo doble est4 dada por la unién I'y UT'{, es decir, son
las 6rbitas homoclinicas localizadas a la izquierda y a la derecha de F,. Las 6rbitas
homoclinicas de lazo doble se originan por la suma de funciones de Melnikov de
lazo tnico. Usando de la ecuacién de bifurcacién D*(8,\) = 0 podemos calcular
la persistencia de las homoclinicas de lazo doble a P, dadas por

I+ I

A=\ =2 "2
LR A

+ O(n).

Un céalculo inmediato nos permite verificar que

4
lim A7 (6) = lim AG(6) = -

6—0 —0

Luego, fijando i = 1 y tomando el limite cuando 6 — 0, las 6rbitas homoclinicas
derecha e izquierda a Py cuando A = 4/5 coinciden con las 6rbitas homoclinicas
simétricas dadas por la ecuacién de Duffing.

Ahora, utilizando la ecuacién (3.41) tenemos que

(;-1)e-v=36-0,
6 bien
r—1= —4(p-1),

que corresponde a la recta tangente a la curva de bifurcaciones homoclinicas con
las condiciones dadas previamente.

A
3.0

25
20
15 AoV
10

0.5 A0+

0.0 6
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 3.10: Gréficas de A\(8) y A5(8). Las tres curvas de bifurcacién coinciden
para A = 4/5 cuando § — 0, generando dos érbitas homoclinicas simétricas.

79



Por otra lado, usando el reescalamiento (3.24) tenemos que,

A=wr=2Ap—p

1 1
= A\p+ A (—1 +1— 532 + 532) + p(—1)

1 1 1

En otras palabras

(A= p)r — (X — p) (1+ 352) = Ap— A\ (1+ %52) - }132(A+u),

de donde obtenemos la siguiente relaciéon lineal entre r y p:

(A —p) (r — (1 + %132)) = A (p — (1 + 332)> + isQ(A + p). (3.44)

Esta férmula produce la pendiente de la recta tangente a las curvas de bifurca-
ciones homoclinicas en el centro de organizacién @ para u € (—42/4,0). En este
caso las 6rbitas homoclinicas de lazo doble estan dadas por la unién I'y U T,
Las o6rbitas homoclinicas derecha e izquierda a P; y la ecuacion de bifurcacion
D*(5,\) = 0 nos proporciona los valores de los pardmetros § y A para los cuales
persisten las orbitas homoclinicas de lazo doble a P;, dadas por

2ui (IF +1I7) + (I5 + 13)

A= \Y(0) = (u)?

+ O(n).

Como consecuencia de que

1
lim AT (0) = lim A\{(6) = = y lim Ay (9) = 1,

5—2 5—2 9 5—2

obtenemos que fijando y© = —1 y tomando el limite cuando § — 2, las Orbitas
homoclinicas derecha y de lazo doble a P; colapsan cuando A = 1/9, mientras
que la 6rbita homoclinica izquierda tiende a A = 1 cuando 0 — 2. Por otro lado
tenemos que 6% + 4u = 62 — 4 > 0, por lo tanto § > 2, es decir, las érbitas
homoclinicas de lazo tnico y de lazo doble a P; persisten para § € [2,00), con A
a orden uno.
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3.0

25

nmY
2.0 Mo

/\1+
2.0 21 22 23 24 25 26

Figura 3.11: Gréficas de AF(6) y AY(8). Las curvas de bifurcacién A\ (8) y AY(8)
coinciden para A = 1/9 cuando § — 2.

Lo siguiente es observar que cuando tomamos el limite cuando s — 0 en (3.23)
llegamos al sistema

T =y,

. 3 5 (3.45)
Y= T+ oy — " — T7Y,

donde py =r—py ps=r—1.

Para 11 < 0 el dnico punto de equilibrio del sistema (3.45) es Py = (0,0),
mientras que para p; > 0 el sistema (3.45) tiene tres puntos de equilibrio,

POZ(O,O) y P1,2:(:|:\/E70)-

Introduciendo el siguiente rescalamiento de las variables y los parametros

2 2 2
T =¢&u, y=¢ewv, M1:€£17 M2:€£27 t_>€t7

el sistema (3.45) se transforma en

e (3.46)

0= &u+ ebv —ud — eutv.
Eligiendo & =1y € = 0 obtenemos el sistema hamiltoniano

U= v,

0= u—u,
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cuya funcién hamiltoniana es

1 1 1
H(u,v) = 51}2 — §u2 + Zu‘l. (3.47)

Como vimos antes, este sistema hamiltoniano es equivalente a la ecuacién de
Duffing
i —u+u®=0.

Los respectivos puntos de equilibrio P, » = (£1,0) son minimos de H(u,v) y el
punto de equilibrio Py = (0,0) es un punto silla de H(u,v). Ademas en la curva
de nivel Hy = H(u,v) = 0 tenemos la pareja de érbitas homoclinicas simétricas

5 (g (1), o (1) = (£V2sech(t), Fv2sech(?) tanh(1))

que conectan al punto silla. Ya hemos mostrado que una conexién doble de tipo
silla ocurre para & = 4/5, ¢ bien en términos de p; y pg ocurre en una curva
tangente a o = /1 cuando (ug, p2) = (0,0), equivalentemente en un curva
tangente a

r—1=—4(p-1),

cuando (r,p) = (1,1).

Observemos que para po < 0 no existen érbitas periédicas, pues por el criterio
de Bendixson tenemos que

o, of

=5 9y = g — 22 <0 para toda z € R,

div(f)
donde
flxy) = (y, e+ poy — a* — 2°y).
A partir de esto inferimos que las orbitas peridédicas que rodean a los tres puntos
de equilibrio deben desaparecer en alguna curva de bifurcacién en el primer cua-
drante, la cual debe estar localizada entre las rectas o = %,ul y po = 0. Con el fin

de comprobar esto, consideremos el sistema hamiltoniano perturbado (3.46) con
& =1, es decir,

(Z) = (u _UUS) +e ((52 _OUQ)U) — JVH +¢X,

donde



Usando el método de Melnikov obtenemos el siguiente expansiéon asintotica
para D* en potencias de «.

D*(&) = eM™ (&) + O(e?),
donde la funcién de Melnikov es

@ [ (v (g )

dt

Ty
[T (—utdd 0
L) (e )]
= / (§2 - (uoi(t))2> (v (6))? dt.
Como consecuencia obtenemos que M*(&;) = 0 cuando
L (g () e 2 [ sech? (1) tanh?()dt
@ 2 (v (2) )2dt [ sech®(t) tanh®(¢)dt
& tanh(t) 2 tanh(t)sech®(t) + 2 tanh(t)sech®(t) ~ 4
B 1 tanh’(t) . 5

Por lo tanto las dérbitas homoclinicas del sistema hamiltoniano perturbado
(3.46) que conectan al punto silla Py se preservan para { = = cuando &=1,1o
cual ya era conocido.

"? %
A

. R
’ i
e |® g

Figura 3.12: Digrama de bifurcacién de (3.45); figura tomada de [6].
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Sea 7 = (ua(t),v4(t)) una érbita periddica elegida arbitrariamente dentro 6
fuera de la érbita homoclinica I'y, cuya funcién hamiltoniana es H (uq,v,) = «
de periodo T,,. Tomando una de las curvas de nivel ¥* = H;'(a) tenemos que la
funcién de Melnikov puede ser descrita por

M%@:AW@ﬂmmﬁmw
=@Aaﬁ@ﬁ—laﬁwﬁww

= 52/ Udu—/ u?vdu,
7 e

du . . .,
donde hemos usado que v = — para convertir la integracion con respecto de la

variable ¢, en una integral de linea a lo largo de la érbita periddica .

Para poder evaluar las integrales es necesario expresar a v en términos de u a
través de la funcién hamiltoniana (3.47). Para que una érbita peridédica persista
necesitamos que M*(&) = 0, lo cual ocurre cuando

_ f% w?vdu

&2 f,ya vdu

= R(«). (3.48)
En [2], J. Carr usé propiedades de integrales elipticas para demostrar que R(«)
tiene la forma que se muestra en la figura 3.13, ademas demostré que tiene un
tnico punto minimo en ¢ & 0.752, para algin a > 0. Ademds, R(«) toma valores
grandes cuando o — 0o, de tal forma que para & € (1,00) se conserva una unica
orbita periddica proxima a una de las curvas de nivel para algin a > 0, mientras
que para & € (4/5,1) se preservan tres Orbitas periddicas, dos de estas para
a € (—1/4,0) y una para algin o > 0. En & = 4/5 hay una 6rbita homoclinica de
lazo doble que conecta al punto silla la cual tiene una separatriz. Para & € (¢,4/5)
hay dos orbitas periddicas, una atractora y la otra repulsora, las cuales contienen
a los tres puntos de equilibrio. Estas orbitas periddicas se fusionan en & = ¢y
desaparecen cuando & < c¢. Para & € (—oo, ¢) el punto de equilibrio Py = (0, 0)
es una silla y los otros dos puntos de equilibrio son topoldgicamente equivalentes
a un nodo. Luego en & = ¢ ocurre una bifurcacién de tipo silla-nodo, 6 bien en
términos de py y p2 hay en una curva tangente a pg = cpy cuando (uq, p2) = (0,0),
que equivale a en una curva tangente a

c

— =1,

cuando (r,p) = (1,1). Mas aun, ya que ¢ =~ 0.752 obtenemos que la curva de
bifurcacion silla-nodo es tangente a la curva

r—1~-3.032(p—1).

r—1=
c
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Figura 3.13: Grafica de R(«) con las curvas de nivel asociadas; figura tomada de

[6].

Figura 3.14: Terminacién del diagrama de bifurcacién de (3.45); figura tomada de

[6].

En conclusién tenemos que para el sistema (2.11) el dnico centro de organiza-

cion es el punto
1 1
Q = Y )
l+e 1+¢

ademas, a lo largo de la recta » = p ocurre una bifurcaciéon de tipo trinche.

En ey dada por la recta r = 1 — ep la cual se encuentra definida para p > 1%5

el punto de equilibrio Py del sistema (2.11) se somete a una bifurcacién de Hopf
supercritica, mientras que en e y e dadas (ambas) por la relaciéon p = 1+¢(1—2r)
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las cuales se encuentran definidas para p < ﬁ, los puntos de equilibrio P; v P,

de (2.11) se someten a una bifuracién de Hopf subcritica.

Por otra lado la recta r — (1 —¢) = —4(p — (1 — €)) es tangente a la curva de
bifurcacién homoclinica para el sistema (2.11), mientras que una bifurcacién de
tipo silla-nodo es tangente a la curva

r—(1—e)~-=3.032(p— (1—¢)).
Concluimos el analisis para el despliegue del campo vectorial perturbado del sis-

tema (2.11) con parte lineal
01
(). s

2.0
BH T
1.5 SN €1,62
1.0
Q (=)
0.5
0.5 1.0 1.5 2.0 p

Figura 3.15: Diagrama de despliegue de (2.11) para ¢ = 0.01 (¢ = 100) con una
aproximacién del orden O(g?) en h.. Aqui Q es el centro de organizacion, ey estd
asociada a la bifurcacion de Hopf supercritica para F,, mientras que eq, eo estan
asociadas a la bifurcaciéon de Hopf subcritica para P, y P, respectivamente, T’
se encuentra asociada a una bifurcaciéon de tipo trinche, BH a una bifuraciéon
homoclinica y SN a una bifurcacién de tipo silla-nodo.
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Teoremas de Andronov et al.
para sistemas en el plano

Las versiones de los teoremas presentados aqui, han sido tomadas de los libros
de A. A. Andronov et al. [1] y de L. Perko [10].

Consideremos que el origen es un punto de equilibrio aislado del sistema en el
plano definido por

&= P(z,y),

¥ =Q(z,y),

donde el punto denota la derivada con respecto de t, y P, () son funciones analiticas
en un entorno del origen.

(3.50)

Sea f(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) y A = Df(0,0) la matriz de la parte lineal
evaluada en el origen.

Vamos a estudiar los retratos fase de (3.50) cuando la matriz A tiene valores
propios cero pero A # 0.

Primero consideremos el caso cuando A tiene un valor propio cero, es decir,
det A = 0, pero trA # 0. En el libro de Andronov et al. [1] pdgina 338, se demostré
que el sistema (3.50) puede ser escrito en la siguiente forma

'i - p2<I,y),
) 3.51
U =y+q(z,y), (3:51)

donde p, y g2 son analiticas en un entorno del origen y tienen una expansién en
serie en las variables z y y que inicia con términos de segundo orden.

El siguiente teorema fue demostrado en la pagina 340 en [1].

Teorema 4. Sea el origen un punto de equilibrio aislado para el sistema analitico
(3.51). Sea y = ¢(x) la solucién de la ecuacién y + gz(z,y) = 0 en un entorno
del origen y sea la expansion de la funcién ¢(x) = pa(x, ¢(x)) en un entorno de
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z = 0 de la forma ¢ (z) = a,,2™ + --- donde m > 2y a,, # 0. Entonces (1) para
m impar y a,, > 0, el origen es un nodo estable, (2) para m impar y a,, < 0, el
origen es (topoldgicamente) un una silla y (3) para m par, el origen es un silla
nodo, ver la figura 3.16.

Figura 3.16: El origen es un punto silla-nodo; figura tomada de [10].

Ahora, vamos a considerar el caso cuando A tiene dos valores propios cero,
es decir, det A = 0 y trA = 0, pero A # 0. Para este caso, en [1] pagina 356,
demostraron que el sistema (3.50) puede ser escrito en la forma normal

T=1

v = apz®[1+ h(x)] + bpa™y[1 + g(2)] + ¥*R(x,y) (3.52)

donde h(z), g(x) y R(z,y) son analiticas en un entorno del origen, 2(0) = ¢(0) = 0,
k> 2 a, # 0y n > 1. Los siguientes dos teoremas fueron demostrados en [1]
paginas 357-362.

Teorema 5. Sea k = 2m + 1 con m > 1 en (3.52) y sea A\ = b2 + 4(m + 1)ay,.
Entonces si a; > 0, el origen es (topolégicamente) una silla. Si a < 0, el origen
es (1) un foco o un centro si b, = 0y también si b, #0yn>mdbdsin=my
A < 0, (2) un nodo si b, # 0, n es un nimero par y n < m y también si b, # 0,
n es un nimero par, n = my A > 0y (3) un punto de equilibrio con dominio
eliptico si b, # 0, n es un nimero impar y n < m y también si b, # 0, n es un
nimero impar, n =m y A > 0.

Teorema 6. Sea k = 2m con m > 1 en (3.52). Entonces el origen es (1) una
cispide si b, = 0 y también si b, # 0y n > m y (2) es un silla-nodo si b, # 0y
n < m. Ver las figuras 3.16 y 3.17, respectivamente.
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Figura 3.17: Cuspide en el origen; figura tomada de [10].

En resumen, si Df(xg,1o) tiene un valor propio cero, entonces el punto de
equilibrio (x, ) es un nodo, una (topoldgicamente) silla, o un silla-nodo; y si
Df(xg,yo) tiene dos valores propios cero, entonces el punto de equilibrio (zg, 3o),
es un foco, un centro, un nodo, una (topolégicamente) silla, un silla-nodo, una
cuspide, o un punto de equilibrio con un dominio eliptico.

El mapeo de Poincaré

En esta seccion definimos el mapeo de Poincaré, el cual es una herramienta
muy usada para el estudio de la estabilidad y bifurcaciones de orbitas periddicas.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales
x = f(x) (3.53)

donde f : F — R" y E es un subconjunto abierto en R".

Sea I' una érbita periddica del sistema (3.53), la cual pasa por el punto xg, y
Y. es un hiperplano perpendicular a I' en x, entonces para cualquier punto x € X
suficientemente cercano a X, las solucién de (3.53) a través de x en t = 0, ¢y(x),
cruzard a ¥ nuevamente en un punto P(x) cerca de xo; ver la figura 3.18. El
mapeo x — P(x) es llamado mapeo de Poincaré.
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Figura 3.18: El mapeo de Poincaré; figura tomada de [10].

El mapeo de Poincaré también puede ser definido cuando X es una superficie
suave, a través de un punto xg € I, la cual no es tangente a I' en x,. En ese caso,
la superficie ¥ se dice que intersecta la curva transversalmente en x.

Definicién 5. Sea P(s) el mapeo de Poincaré para un ciclo I' de un sistema
analitico en el plano (3.53) y sea

la funcion desplazamiento. Entonces si
d(0)=d(0)=---=d"'(0)=0 y d¥(0)#0,

I' es llamada un ciclo limite simple de multiplicidad k. Si k = 1 entonces I' es
llamado un ciclo limite simple.

Foco en el origen

Supongamos que el sistema (3.53) tiene un foco en el origen y que Df(0,0) # 0.
Entonces (3.53) es linealmente equivalente al sistema

T =ax — by +p($ay)7

y = bz +ay + q(z,y), (3:54)

con b # 0, donde
ple,y) = > ayz'y’
i+5>2
= (a02® + anzy + agy?®) + (a307° + annay + arpry® + agsy®) + - -
Q(ll y) = Z biﬂiyj
i17>2
= (b202® 4 buiwy + boay®) + (bsox” + barx’y + biaay® + bosy”) + - - -
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El siguiente teorema fue demostrado en [1], pag. 241.

Teorema 7. Sea P(s) el mapeo de Poincaré para un foco en el origen del sistema
analitico en el plano (3.54) con b # 0 y supongamos que P(s) es definido para
0 < s < d&p. Entonces existe un 6 > 0 tal que P(s) puede ser extendido a una
funcién analitica para |s| < 6. Mas aun, P(0) = 0, P’(0) = exp(2ma(|b|), y si
d(s) = P(s) — s entonces d(s)d(—s) < 0 para 0 < |s| < .

El hecho de que d(s)d(—s) < 0 para 0 < |s| < § puede ser usado para mostrar
que si

d0)=d'(0)=---=d*DV0)=0 y d¥(0)#0

entonces k es impar; i.e., k = 2m + 1. El entero m = (k — 1)/2 es llamado la
multiplicidad del foco. Si m = 0 el foco es llamado un foco simple, y del teorema
anterior obtenemos que el sistema (3.54), con b # 0, tiene un foco simple en el
origen siy solo si a # 0. El signo de d'(0), i.e., el signo de a determina la estabilidad
del origen en este caso. Si a < 0, el origen es un foco estable y si a > 0, el origen es
un foco inestable. Si d'(0) = 0, i.e., si a = 0, entonces (3.54) tiene un foco miltiple
o centro en el origen. Si d'(0) = 0 entonces la primera derivada diferente de cero
o = d*(0) # 0 es llamada el nimero de Lyapunov para el foco. Si o < 0 entonces
el foco es estable y si o > 0 es inestable. Si d'(0) = d”(0) = 0y d”’(0) # 0 entonces
el nimero de Lyapunov para el foco en el origen de (3.54) es dado por la férmula

o=d"(0) = —{[3(a30 + boz) + (a1 + ba1))]

2(ag0b20 — ao2b02) — a11(ao2 + azo) + b1 (boz + 520)]}‘ (3.55)

Bifurcaciéon de Hopf

En esta seccién estamos interesados en conocer qué tipo de bifurcaciones ocu-
rren en un punto de equilibrio no hiperbdlico xy del sistema de ecuaciones dife-
renciales no lineales dependiente de un parametro

x = f(x, 1) (3.56)

donde f : ' — R", E es un subconjunto abierto en R" y 1 € R es el parametro.
En particular nos interesa estudiar el caso cuando la matriz Df (xg, po) tiene un
par de valores imaginarios puros y ningun otro valor propio con parte real cero. En
este caso, el teorema de la funcién implicita garantiza que para cada p cercano a
fto existird un inico punto de equilibrio x,, cercano a xo; sin embargo, si los valores
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propios de Df(x,,, ) cruzan el eje imaginario en p = p, entonces las dimensiones
de las variedades estables e inestables de x,, cambiardn, y el retrato de fase local
de (3.56) cambiard cuando p pase a través del valor de bifurcacion pp.

Iniciemos por estudiar el sistema en el plano definido por
&= px —y+p(z,y),
) 3.57
y=z+py+q,y), (3:57)
donde las funciones analiticas
p(r) = ) aya'y
i+j>2

= (agx® + ayzy + agey?) + (asex® + anx®y + ary® + agsy®) + - -
y

g(x) = > bya'y’

i+j>2
= (bgol’g —+ bllfL‘y —+ bong) —+ (bgo[L‘S —+ bgley + blgl'yQ + b03y3> 4+

El siguiente teorema fue demostrado en [1] pdginas 261-264.

Teorema 8 (Bifurcacién de Hopf). Si o # 0, entonces una bifurcacién de Hopf
ocurre en el origen de (3.57) en el valor de bifurcaciéon p = 0; en particular, si
o < 0, entonces un tunico ciclo limite estable bifurca del origen de (3.57) cuando
i crece desde cero y si o > 0, entonces un unico ciclo limite inestable bifurca
del origen de (3.57) cuando p decrece desde cero. Si o < 0, los retratos de fase
locales para (3.57) son topoldgicamente equivalentes al que se muestra en la figura
3.19 y existe una superficie de orbitas periodicas las cuales tienen un tangencia
cuadrética con en el plano (x,y) en el origen de R? x R; ver la figura 3.20

N

ML &0 >0
Figura 3.19: Retrato fase cuando 4 < 0y p > 0. Figura tomada de [10].

92



Figura 3.20: Diagrama de bifurcacién y la familia 1-paramétrica de ciclos limite
', resultando una bifurcacién de Hopf. Figura tomada de [10].

En primer caso (0 < 0) del Teorema 8 el punto de equilibrio genera un ciclo
limite estable cuando p cruza a través del valor de bifurcacién = 0, y obtenemos
lo que se llama bifurcacion de Hopf supercritica (ver la figura 3.21) y en el segundo
caso (o > 0) en el Teorema 8 donde el punto de equilibrio genera un ciclo limite
inestable cuando p pasa a través del valor de bifurcacién p = 0, y obtenemos lo
que se llama una bifurcacion de Hopf subcritica (ver la figura 3.22).

Figura 3.21: Bifurcacién supercritica de Hopf donde el niimero de Lyapunov o < 0.

@S
Q@ —

Figura 3.22: Bifurcacién subcritica de Hopf donde el nimero de Lyapunov o > 0.
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Ahora, consideremos el caso general de un sistema analitico en el plano

T =ax+ by +p(x,y),

y=cx+dy+q(z,y), (3:58)

donde
p(z,y) = Z ai;z'y’
i+5>2
= (a20x2 +anxy + a02y2) + (agoxg + a21x2y + a12363/2 + aosl/g) +o

q(z,y) = Z bija'y’

i+j5>2
= (booa® + brizy + boay®) + (bsox® + bara®y + biazy”® + bosy®) + - - -

La matriz de la parte lineal de (3.58) en el origen es

a b
a= (0 4),

tal que A = det A = ad — bc > 0, y la traza de A es cero, es decir, a + d = 0.

Luego
a b
oo (24

tendra un par de valores propios imaginarios puros y el origen serd un foco débil.
En este caso el nimero de Liapunov, denotado por o, esta dado por la siguiente
férmula

3
20A3/2

+ 02(a11a02 + 2@02b02) — QGC(ng — agoaog) — 2@6(&%0 — b20b02>

— b*(2ag0bag + b11bao) + (be — 2a%) (by1bgg — a11a20)]

o= — { [ac(a%l + a11boz + aozbi1) + ab(by; + asobiy + a11bps)
(3.59)

— (CL2 + bC) [3(0 bog — bag()) + 2@(&21 + blg) + (C a9 — b bgl)] },

ver [1], pagina 253. Para o # 0 en (3.59), el teorema 8 con = a + d se cumple
para el sistema (3.58).
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