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2.1. Variedades invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.2. Sistema lento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.3. Bifurcaciones globales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3. Modelo asimétrico lento-rápido 45
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Introducción

Los sistemas dinámicos no lineales juegan un papel muy importante en casi
todas las áreas de la ciencia y la ingenieŕıa, pues son una herramienta que ayuda
a describir con modelos matemáticos los fenómenos del mundo real, lo cuales son
no lineales.

Cuando se modifican los parámetros de los que depende un sistema dinámico
no lineal podŕıa cambiar la estructura cualitativa del flujo del sistema, lo cual
es conocido como que ocurre una bifurcación. En este escenario pueden aparecer
nuevos puntos de equilibrio u órbitas periodicas, o desaparecer los que ya existen, o
tal vez cambiar sus estabilidades. En caso de que ocurra esto, se dice que el sistema
es estructuralmente inestable, o equivalentemente que ocurre una bifurcación para
algunos valores de los parámetros.

Por otro lado, en los sistemas no lineales el análisis del comportamiento de
las soluciones puede ser dividido principalmente en dos categoŕıas: análisis local
y análisis global. Por ejemplo, comportamientos originados a partir de los puntos
de equilibrio del tipo de la bifurcación de Hopf y de la bifurcación silla-nodo se
pueden estudiar localmente en una vecindad del punto de equilibrio, en tanto que
órbitas heterocĺınicas y homocĺınicas son prácticamante comportamientos globales
y como consecuencia tienen que ser estudiados globalmente.

En este trabajo tenemos como interés estudiar un modelo climático desarro-
llado por Maasch y Saltzman en [9]. Ellos se enfocaron en describir la dinámica
del volumen total de hielo, la concentración de CO2 y temperatura del océano
profundo. Este modelo ha sido investigado durante muchos años y la teoŕıa es
resumida en [12] y [3]. La caracteŕıstica importante de ese modelo es la aparición
de oscilaciones de relajación que describen las glaciaciones del Pleistoceno.

Nuestro objetivo principal en este trabajo de tesis es realizar un estudio detalla-
do del análisis de la dinámica interna del modelo Maasch-Saltzman llevado a cabo
por Engler et al. en [3]. Este sistema dinámico está basado en tres ecuaciones dife-
renciales ordinarias no lineales que depende de cuatro parámetros adimensionales
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positivos, p, q, r y s, que son combinaciones de varios parámetros f́ısicos. Engler
et al. mostraron que, en la mayoŕıa los reǵımenes de parámetros, la dinámica
del sistema a largo plazo ocurre en ciertas variedades invariantes bidimensionales
intŕınsecas en el espacio de estados tridimensional. Estas variedades invariantes
son variedades lentas cuando las escalas de tiempo que caracterizan a la masa
de hielo global total y el volumen de las aguas profundas del Atlántico Norte
están muy separadas, y son variedades centrales cuando estas escalas de tiempo
caracteŕısticas son comparables. En ambos casos, la dinámica reducida en estas
variedades está gobernada por singularidades de Bogdanov-Takens, y las curvas de
bifurcación asociadas a estas singularidades organizan las regiones de parámetros
en las que el modelo exhibe ciclos glaciales. En este trabajo nos concentraremos
en la dinámica que ocurre en las variedades lentas.

La organización de esta tesis es la siguiente. En el caṕıtulo 1 enunciamos el
modelo en toda su generalidad. En el modelo los parámetros p y r representan las
constantes de tasa efectiva de cómo la concentración de CO2 (y) cambia a medida
que el volumen de aguas profundas del Atlántico Norte (z) y la concentración de
CO2 cambian, respectivamente. Por otro lado, q es la razón efectiva de la escalas de
tiempo caracteŕısticas para la masa de hielo global total (x) y el volumen de aguas
profundas del Atlántico Norte; por razones f́ısicas, se considera q > 1 [11]. Como
consecuencia s es un parámetro de simetŕıa, pues cuando s = 0 el modelo tiene
una simetŕıa de reflexión; si (x, y, z) es solución entonces (−x,−y,−z) también
lo es. Además, incluimos el estudio numérico sobre la existencia de puntos de
equilibrio. A partir de los resultados, es claro que un cambio en los valores de
los parámetros significa no sólo un cambio en el comportamiento dinámico del
sistema, sino también en la ubicación y estabilidad de los puntos de equilibrio
del sistema. Con esta información sobre los puntos de equilibrio y su estabilidad
lineal en función de los parámetros del modelo estamos en posibilidad de conocer
qué esperar dinámicamente (es decir, estado estable o posible ciclo ĺımite) y, por
lo tanto, se elige una región en el espacio de parámetros que puede proporcionar
soluciones que tienen caracteŕısticas compatibles con las observaciones.

Para el análisis de los sistemas lento-rápido que estudiamos en los caṕıtulos
2 y 3, hemos utilizado la teoŕıa geométrica de la perturbación singular con un
enfoque basado en teoremas de Fenichel [4, 5].

En el caṕıtulo 2 presentamos el análisis del modelo simétrico lento-rápido
de Maasch-Saltzman, el cual es obtenido al considerar s = 0 con q � 1. En
estas condiciones, las variables x y y son lentas y z es una variable rápida. Para
este régimen de valores de los parámetros se demuestra que hay una familia de
variedades invariantes lentas bidimensionales a lo largo de las cuales la variable
rápida está subordinada a las variables lentas y en la que todas las soluciones
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se relajan rápidamente. El resultado principal obtenido es la existencia de una
bifurcación de Bogdanov-Takens, la cual contiene un punto Z2 simétrico (llamado
centro de organización), desde el cual emergen todas las curvas de bifurcación,
donde p y r son los parámetros de bifurcación. Mostramos con detalle las curvas de
las bifurcaciones de Hopf, las bifurcaciones homocĺınicas y las bifurcaciones silla-
nodo de los ciclos ĺımite que determinan las regiones en el espacio de parámetros
donde existen los ciclos ĺımite estables.

El caṕıtulo 3 contiene el análisis asimétrico del modelo de Maasch-Saltzman
con s > 0 con valores asintóticamente grandes de q (q � 1). En este caso, se ob-
tiene un sistema lento-rápido, con x y y como variables lentas y z como variable
rápida. Al igual que ocurre en el caso simétrico, aqúı hay una familia de varie-
dades invariantes bidimensionales que son lentas y exponencialmente atractoras,
pero la ausencia de simetŕıa hace que la dinámica en las variedades lentas sea más
compleja. Ya que s > 0, los ciclos ĺımite observados son asimétricos, exhibiendo
una deglaciación relativamente rápida y una glaciación relativamente lenta, como
se muestra en la figura 1. Para este caso, el punto Bogdanov-Takens o centro de
organización que existe para s = 0, se divide en dos puntos de organización para
s > 0, permitiendo mostrar cómo las bifurcaciones de Hopf y bifurcaciones ho-
mocĺınicas que emanan de estas dos singularidades Bogdanov-Takens determinan
los ĺımites de los dominios de lo estable e inestable. En la parte final tomamos
valores grandes de q y el ĺımite cuando s→ 0, y posteriormente usamos el método
de Melnikov para determinar las regiones en el espacio de parámetros donde existe
una bifurcación de tipo silla-nodo. Como consecuencia mostramos la aparición y
destrucción de órbitas periódicas.

0 10 20 30 40
-3

-2

-1

0

1

2

3

t [10 Kyr]

x,
y,
z

x(t)

y(t)

z(t)

Figura 1: Ciclo ĺımite representativo de 100 Kyr. Cada ciclo es asimétrico: una
rápida deglaciación es seguida por una lenta glaciación.
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Caṕıtulo 1

El modelo de Maasch-Saltzman

El modelo climático de Maasch-Saltzman (en corto, MS) considera elementos
f́ısicos, y enfatiza el papel del CO2 atmosférico en el desarrollo y evolución de los
ciclos glaciares. Este modelo se basa en un conjunto de postulados cualitativos,
f́ısicamente plausibles con respecto al comportamiento de tres variables de res-
puesta a pronósticos que se consideran de relevancia: masa globalizada, dióxido
de carbono atmosférico, y la medida de la fuerza de la inyección de CO2 oceáni-
co que se cree está relacionado con la cantidad en aguas profundas en el océano
Atlántico Norte (NADW). La temperatura media de la superficie, y la extensión
del hielo marino permanente son variables adicionales de diagnóstico para deter-
minar las variables de pronóstico, mencionadas anteriormente.

El modelo climático del Pleistoceno propuesto por Maasch y Saltzman [9]
involucra las siguientes cinco variables de estado, cuyas unidades aparecen entre
corchetes:

Masa total de hielo, I [kg]

La concentración atmósferica de CO2, µ [ppm]

El volumen de las aguas profundas en el Atlántico Norte (NADW), N [m3]

La temperatura media de la superficie del mar (SST), τ [K]

El volumen medio permanente del mar (verano), η [m3]

Las variables de estado vaŕıan con el tiempo, aunque en escalas de tiempo
bastante diferentes. La masa total de hielo global, la concentración de CO2 at-
mosférico y el NADW vaŕıan en el orden de miles de años, mientras que la TSM
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y el hielo marino de verano vaŕıan en el orden de décadas o siglos. Aqúı estamos
interesados en el caso cuando la escala de tiempo es lenta, para la cual suponemos
que las variables rápidas se equilibran de forma instantánea. Es decir, la dinámica
del sistema climático a largo plazo se describe en términos de las variables I, µ y
N (las variables pronóstico); τ y η que son variables de diagnóstico.

1.1. Formulación del modelo

El modelo climático está formulado en términos de anomaĺıas y desviaciones
de los promedios a largo plazo. La dependencia de las variables principalmente es
lineal, es decir

τ ′ = −αI ′ + βµ′,

η′ = e1I
′ − eµµ′.

(1.1)

donde la prima (′) denota las desviaciones de los promedios a largo plazo.

En ausencia de fuerzas externas, las ecuaciones que dan la dinámica de I ′, µ′

y N ′ son

dI ′

dt′
= −s1τ

′ − s2µ
′ + s3η

′ − s4I
′,

dµ′

dt′
= r1τ

′ − r2η
′ − (r3 − b3N

′)N ′ − (r4 + b4N
′2)µ′ − r5I

′,

dN ′

dt′
= −c0I

′ − c2N
′,

(1.2)

donde el tiempo t′ se mide en unidades de 1 año [yr]. Los coeficiente en estas
ecuaciones son positivos (o cero). En [9], Maasch y Saltzman también incluyeron
un término de fuerza orbital de tierra (la insolación de verano cambia a 65◦N) en
la ecuación de I ′, pero nosotros estamos interesados en la dinámica interna del
sistema, por lo tanto no consideraremos ese término.

Las hipótesis f́ısicas subyacentes a las ecuaciones (1.2) son:

Las variables pronóstico se relajan con sus respectivos promedios a largo
plazo, por lo que sus anomaĺıas tienden a cero a medida que aumenta el
tiempo; en particular, I ′ y N ′ decrecen a una tasa constante, mientras que
la tasa de decaimiento de µ′ aumenta cuadráticamente con N ′. Mayores
detalles pueden consultarse en [11].
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Si el SST excede su valor promedio (τ ′ > 0), la masa total de hielo global y la
concentración atmosférica de CO2 disminuyen (debido a la desgasificación);
si el SST es menor que su valor medio (τ ′ < 0), sucede lo contrario. El
acoplamiento es lineal en los ordenes principales.

Ya que el CO2 es un gas de efecto invernadero, un aumento en la concentra-
ción atmosférica de CO2 conduce a un clima más cálido y, como consecuencia
a una disminución en la masa total de hielo.

Si el volumen de hielo marino excede su valor medio (η′ > 0), la masa total
de hielo global aumenta y la concentración atmosférica de CO2 disminuye;
si el volumen de hielo marino permanente es menor que su valor medio
(η′ < 0), ocurre el efecto contrario. El acoplamiento es lineal en el orden
principal.

Una masa de hielo global total mayor que el promedio (I ′ > 0) afecta nega-
tivamente en la concentración atmosférica de CO2 y la fuerza del Atlántico
Norte tiende a volcar la circulación; una masa de hielo global total inferior
a la media (I ′ < 0) tiene el efecto contrario. El acoplamiento es lineal al
orden principal.

La concentración atmosférica de CO2 decrece cuando la fuerza de la circu-
lación del vuelco del océano Atlántico Norte aumenta, pero el acoplamiento
se debilita (fortalece) cuando la fuerza del NADW está por encima (por
debajo) del promedio, ver [11].

Al sustituir las expresiones (1.1) en las ecuaciones (1.2), obtenemos

dI ′

dt′
= −a0I

′ − a1µ
′,

dµ′

dt′
= −b0I

′ + (b1 − b4N
′2)µ′ − (b2 − b3N

′)N ′,

dN ′

dt′
= −c0I

′ − c2N
′,

(1.3)

donde

a0 = s4 − (αs1 + e1s3), a1 = s2 + βs1 + eµs3,

b0 = r5 + αr1 + e1r2, b1 = βr1 + eµr2 − r4, b2 = r3.

Tomaremos condiciones similares a las dadas en [11] y [9], con b0 = 0 y supon-
dremos que los otros coeficientes son positivos. Notemos que a0 y b1 implican
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contribuciones positivas y negativas, por lo que el supuesto impĺıcito es que do-
minan las contribuciones positivas.

Ahora consideramos el reescalamiento del tiempo en (1.3) dado por

τ = a1t
′, (1.4)

y las variables adimensionales

X =
I

Î
, Y =

µ′

µ̂
, Z =

N ′

N̂
, (1.5)

donde Î, µ̂ y N̂ son valores de referencia de I, µ y N , respectivamente. Ya que
a0 ≈ 10−4 y r−1, entonces una unidad de tiempo τ corresponde aproximadamente
a 10Kyr.

Luego, las ecuaciones (1.3) en términos de las variables adimensionales y en la
nueva escala de tiempo, se transforman en

X ′ = −X − â1Y,

Y ′ = (b̂1 − b̂4Z
2)Y − (b̂2 − b̂3Z)Z,

Z ′ = −ĉ0X − ĉ2Z,

(1.6)

donde la prima ′ denota la derivada con respecto de τ , y los coeficientes son
combinaciones de parámetros f́ısicos del sistema (1.3) dados por

â1 =
a1µ̂

a0Î
, b̂1 =

b1

a0

, b̂2 =
b2N̂

a0µ̂
, b̂3 =

b3N̂
2

a0µ̂
,

b̂4 =
b4N̂

2

a0

, ĉ0 =
c0Î

2

a0N̂
, ĉ2 =

c2

a0

.

Ahora, consideramos el siguiente reescalamiento de las variables X, Y y Z,

x =
ĉ0

ĉ2

√
b̂4X, y =

â1ĉ0

ĉ2

√
b̂4Y, z =

√
b̂4Z. (1.7)

Como consecuencia, las ecuaciones (1.3) del modelo de Maasch-Saltzman en va-
riables adimensionales es descrito por las siguientes ecuaciones diferenciales

x′ = −x− y,
y′ = ry − pz + sz2 − yz2,

z′ = −qx− qz
(1.8)
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donde todos los coeficientes

p =
â1b̂2ĉ0

ĉ2

, q = ĉ2, r = b̂1, s =
â1b̂3ĉ0

ĉ2

√
b̂4

, (1.9)

son positivos.

Notemos que las variables x, y y z representan las anomaĺıas (desviaciones
de promedio a largo plazo) de la masa de hielo global total, la concentración at-
mosférica de CO2, y el volumen de las aguas profundas del océano Atlántico Norte
(NADW), respectivamente. Además, p es la constante de la velocidad efectiva de
cambio de la concentración de CO2 (y), r es la tasa de cambio de la concentración
de CO2 en NADW (z), q es la relación efectiva de escalas de tiempo caracteŕısticas
para la masa de hielo global total (x) y el volumen de NADW; por razones f́ısicas,
q > 1. Por último, s es un parámetro de simetŕıa, es decir, cuando s = 0 las
ecuaciones (1.8) tienen la simetŕıa de reflexión dada por (x, y, z) 7→ (−x,−y,−z).
En este caso especial, glaciación y deglaciación ocurren a las mismas velocidades;
sin embargo, f́ısicamente se observa que la deglaciación ocurre a un ritmo más
rápido que la glaciación y s > 0 garantiza esta asimetŕıa.

1.2. Puntos de equilibrio

En esta sección estudiaremos bajo qué condiciones existen puntos de equilibrio
del sistema (1.8).

Los puntos de equilibrio los obtenemos de la solución del sistema algebraico

−x− y = 0, (1.10a)

ry − pz + sz2 − yz2 = 0, (1.10b)

−qx− qz = 0. (1.10c)

Usando las ecuaciones (1.10a) y (1.10c) obtenemos que x = −y = −z. Ahora
sustituimos esto en la ecuación (1.10b) y llegamos a que

x(x2 + sx+ (p− r)) = 0.

Como consecuencia, los posibles valores de x en los puntos de equilibrio son

x0 = 0 y x1,2 =
−s±

√
s2 − 4(p− r)

2
.
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Ya que x = −y = −z tenemos que para p > s2

4
+ r el (0, 0, 0) es el único punto

de equilibrio, si p = r ó p = s2

4
+ r hay dos puntos de equilibrio, mientras que

para para p < s2

4
+ r existen tres puntos de equilibrio. Esto lo resumimos en la

siguiente proposición.

Proposición 1. Sea ∆ = s2 − 4(p − r). Luego para el sistema (1.8) se satisface
lo siguiente:

1. Si ∆ < 0 el único punto de equilibrio es P0 = (0, 0, 0).

2. Si ∆ = 0 existen dos puntos de equilibrio: P0 = (0, 0, 0) y P1 = (−s/2, s/2, s/2).

3. Si ∆ > 0 tenemos dos casos:

Si p = r existen dos puntos de equilibrio: P0 = (0, 0, 0) y P2 = (−s, s, s).

Si p 6= r existen tres puntos de equilibrio: P0 = (0, 0, 0), P1 =
(
−s+

√
∆

2
, s−

√
∆

2
, s−

√
∆

2

)
y P2 =

(
−s−

√
∆

2
, s+

√
∆

2
, s+

√
∆

2

)
.

1.3. Estabilidad lineal de los puntos de equili-

brio

La linealización de las ecuaciones (1.8) en un entorno de los puntos de equilibrio
la obtenemos al evaluar la siguiente matriz jacobiana en los puntos,−1 −1 0

0 r − z2 −p+ 2sz − 2yz
−q 0 −q

 . (1.11)

Luego, el polinomio caracteŕıstico asociado es

P (λ) = λ3−(−1−q+r−z2)λ2−(−q+r+qr−z2−qz2)λ−qr+qz2+q(p−2sz+2yz).

Tomando en cuenta que en los puntos de equilibrio se cumple que x = −y = −z,
entonces este polinomio puede reescribirse como

P (λ) = λ3 +(q−r+1+x2)λ2 +(q(1−r+x2)−r)λ+q(p−r+(2s+3x)x). (1.12)

Ya que este polinomio depende de los parámetros p, q, r y s, con el fin de calcular
los valores propios fijaremos algunos valores de éstos. A partir de ahora, usaremos
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λij para denotar los valores propios, donde el sub́ındice j se refiere al j-ésimo valor
propio del i-ésimo punto de equilibrio.

En la tabla 1.1 mostramos los valores propios del punto P0 = (0, 0, 0) para
p ∈ [0, 2]. Notemos que si p ∈ [0, 0.8], los valores propios son reales, excepto en
p = 0.8 donde uno de los valores propios es 0, mientras que para p ∈ [0.9, 2] dos
de los valores propios son complejos conjugados. Los resultados numéricos están
gráficamente mostrados en la figura 1.1.

Valores propios de P0 = (0, 0, 0)
p λ0,1 λ0,2 λ0,3
0 0.8 −1 −1.2

0.1 0.77 −0.81 −1.36
0.2 0.73 −0.69 −1.44
0.3 0.69 −0.58 −1.51
0.4 0.64 −0.48 −1.56
0.5 0.59 −0.38 −1.61
0.6 0.53 −0.28 −1.65
0.7 0.45 −0.16 −1.69
0.8 0.32 0 −1.72
0.9 0.18 + 0.19i 0.18− 0.19i −1.76
1.0 0.19 + 0.31i 0.19− 0.31i −1.79
1.1 0.21 + 0.39i 0.21− 0.39i −1.82
1.2 0.22 + 0.46i 0.22− 0.46i −1.84
1.3 0.24 + 0.52i 0.24− 0.52i −1.87
1.4 0.25 + 0.56i 0.25− 0.56i −1.90
1.5 0.26 + 0.61i 0.26− 0.61i −1.92
1.6 0.27 + 0.65i 0.27− 0.65i −1.94
1.7 0.28 + 0.69i 0.28− 0.69i −1.97
1.8 0.29 + 0.72i 0.29− 0.72i −1.99
1.9 0.30 + 0.75i 0.30− 0.75i −2.01
2 0.31 + 0.78i 0.31− 0.78i −2.03

Tabla 1.1: Valores propios del punto de equilibrio P0 = (0, 0, 0) para p ∈ [0, 2] con
q = 1.2, r = 0.8 y s = 0.8.

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0
Re(λ)

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Im(λ)

λ0,1

λ0,2

λ0,3

Figura 1.1: Curvas de valores propios en el plano complejo para P0 = (0, 0, 0) y
p ∈ [0, 2].
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En la tabla 1.2 mostramos los valores propios del punto P1 = (x1,−x1,−x1)
para valores de p ∈ [0, 0.9]. Recordemos que para que exista P1 se debe cumplir
la condición p < s2/4 + r, de tal forma que elegimos s = r = 0.8 y obtenemos que
p < 0.96.

Notemos para p ∈ [0, 0.7], dos de los valores propios son complejos conjugados,
mientras que p = 0.8 implica p = r. Luego, sólo hay dos puntos de equilibrio.
Además, la condición p = r implica x1 = 0, de tal forma que el punto de equilibrio
P1 se convierte en P0 y obtenemos que uno de los valores propios es 0, mientras
que si p = 0.9 los valores propios son reales. Los resultados numéricos están
gráficamente mostrados en la figura 1.2.

Valores propios de P1 = (x1,−x1,−x1)
p x1 λ1,1 λ1,2 λ1,3

0 0.58 0.19 + 0.78i 0.19− 0.78i −2.12
0.1 0.53 0.19 + 0.73i 0.19− 0.73i −2.06
0.2 0.47 0.19 + 0.67i 0.19− 0.67i −2.01
0.3 0.41 0.19 + 0.61i 0.19− 0.61i −1.97
0.4 0.35 0.19 + 0.54i 0.19− 0.54i −1.91
0.5 0.28 0.19 + 0.46i 0.19− 0.46i −1.86
0.6 0.20 0.18 + 0.35i 0.18− 0.35i −1.81
0.7 0.11 0.18 + 0.21i 0.18− 0.21i −1.76
0.8 0 0.32 0 −1.72
0.9 −0.16 0.41 −0.13 −1.70

Tabla 1.2: Valores propios del punto de equilibrio P1 = (x1,−x1,−x1) para p ∈
[0, 0.9] con q = 1.2, r = 0.8 y s = 0.8.

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.5
Re(λ)
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0.5

Im(λ)

λ1,1

λ1,2

λ1,3

Figura 1.2: Curvas de valores propios en el plano complejo para P1 =
(x1,−x1,−x1) y p ∈ [0, 0.9].
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En la tabla 1.3 mostramos los valores propios del punto P2 = (x2,−x2,−x2)
para p ∈ [0, 0.9]. Ya que p < 0.96 con s = r = 0.8 garantizamos que P2 existe.
Notemos que para p ∈ [0, 0.9] siempre hay dos valores propios complejos conju-
gados, sin embargo en el intervalo [0, 0.6] la parte real de estos valores propios
complejos es negativa, mientras que en el intervalo [0.7, 0.9] la parte real es positi-
va. Este cambio de signo nos dice que hay un cambio de estabilidad en el punto de
equilibrio. Además para p = 0.8 sólo hay dos puntos de equilibrio, P0 = (0, 0, 0)
y P2 = (−0.8, 0.8, 0.8). En la figura 1.3 mostramos la gráfica de los resultados
numéricos.

Valores propios de P2 = (x2,−x2,−x2)
p x2 λ2,1 λ2,2 λ2,3

0 −1.38 −0.11 + 1.02i −0.11− 1.02i −3.09
0.1 −1.33 −0.09 + 0.99i −0.09− 0.99i −2.97
0.2 −1.27 −0.08 + 0.96i −0.08− 0.96i −2.86
0.3 −1.21 −0.06 + 0.93i −0.06− 0.93i −2.74
0.4 −1.15 −0.05 + 0.88i −0.05− 0.88i −2.63
0.5 −1.08 −0.03 + 0.84i −0.03− 0.84i −2.51
0.6 −1 −0.01 + 0.78i −0.01− 0.78i −2.38
0.7 −0.91 0.01 + 0.70i 0.01− 0.70i −2.25
0.8 −0.8 0.04 + 0.60i 0.04− 0.60i −2.11
0.9 −0.64 0.07 + 0.44i 0.07− 0.44i −1.95

Tabla 1.3: Valores propios del punto de equilibrio P2 = (x2,−x2,−x2) para p ∈
[0, 0.9] con q = 1.2, r = 0.8 y s = 0.8.

-3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5
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Figura 1.3: Curvas de valores propios en el plano complejo para P2 =
(x2,−x2,−x2) y p ∈ [0, 0.9].

En la tabla 1.4 mostramos los valores propios del punto P0 = (0, 0, 0) para
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valores de q ∈ [0, 2]. Notemos que para p = 1, r = s = 0.8, p > s2/4 + r por lo
tanto sólo existe el punto de equilibrio P0, además en q = 0 uno de los valores
propios es 0, uno es positivo y el otro es negativo, mientras que para q ∈ [0.1, 0.5]
los tres valores propios son reales y para q ∈ [0.6, 2] dos de los valores propios son
complejos conjugados. Ver la figura 1.4.

Valores propios de P0 = (0, 0, 0)
q λ0,1 λ0,2 λ0,3
0 0.80 0 −1.00

0.1 0.73 0.03 −1.06
0.2 0.66 0.05 −1.11
0.3 0.59 0.09 −1.17
0.4 0.51 0.13 −1.24
0.5 0.41 0.19 −1.30
0.6 0.28 + 0.09i 0.28− 0.09i −1.36
0.7 0.27 + 0.17i 0.27− 0.17i −1.43
0.8 0.25 + 0.21i 0.25− 0.21i −1.50
0.9 0.23 + 0.24i 0.23− 0.24i −1.57
1.0 0.22 + 0.27i 0.22− 0.27i −1.64
1.1 0.21 + 0.29i 0.21− 0.29i −1.71
1.2 0.19 + 0.31i 0.19− 0.31i −1.79
1.3 0.18 + 0.33i 0.18− 0.33i −1.86
1.4 0.17 + 0.34i 0.17− 0.34i −1.94
1.5 0.16 + 0.35i 0.16− 0.35i −2.02
1.6 0.15 + 0.36i 0.15− 0.36i −2.10
1.7 0.14 + 0.37i 0.14− 0.37i −2.18
1.8 0.13 + 0.38i 0.13− 0.38i −2.27
1.9 0.12 + 0.38i 0.12− 0.38i −2.35
2 0.12 + 0.39i 0.12− 0.39i −2.43

Tabla 1.4: Valores propios del punto de P0 = (0, 0, 0) para q ∈ [0, 2] con p = 1.0,
r = 0.8 y s = 0.8.
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Figura 1.4: Curvas de valores propios en el plano complejo para P0 = (0, 0, 0) y
q ∈ [0, 2].

En la tabla 1.5 mostramos los valores propios del punto P0 = (0, 0, 0) para
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valores de r ∈ [0, 2]. Notemos que si r ∈ [0, 0.9] dos de los valores propios son
complejos conjugados, más aún, si r ∈ [0, 0.3] la parte real de estos valores propios
es negativa, mientras que para r ∈ [0.4, 0.9] la parte real es positiva, esto nos dice
que existe r ∈ (0.3, 0.4) tal que los valores propios son imaginarios puros. En r = 1
tenemos un valor propio 0, finalmente para r ∈ [1.1, 2] todos los valores propios
son reales. En la figura 1.5 mostramos la gráfica de los resultados numéricos.

Valores propios de P0 = (0, 0, 0)
r λ0,1 λ0,2 λ0,3
0 −0.15 + 0.78i −0.15− 0.78i −1.90

0.1 −0.11 + 0.75i −0.11− 0.75i −1.88
0.2 −0.07 + 0.71i −0.07− 0.71i −1.87
0.3 −0.02 + 0.67i −0.02− 0.67i −1.85
0.4 0.02 + 0.63i 0.02− 0.63i −1.84
0.5 0.06 + 0.57i 0.06− 0.57i −1.83
0.6 0.11 + 0.50i 0.11− 0.50i −1.81
0.7 0.15 + 0.42i 0.15− 0.42i −1.80
0.8 0.19 + 0.31i 0.19− 0.31i −1.79
0.9 0.24 + 0.10i 0.24− 0.10i −1.78
1 0.57 0 −1.77

1.1 0.75 −0.09 −1.76
1.2 0.90 −0.15 −1.75
1.3 1.04 −0.20 −1.74
1.4 1.17 −0.24 −1.73
1.5 1.29 −0.27 −1.72
1.6 1.41 −0.30 −1.71
1.7 1.53 −0.32 −1.70
1.8 1.64 −0.35 −1.69
1.9 1.75 −0.37 −1.69
2 1.86 −0.38 −1.68

Tabla 1.5: Valores propios de P0 = (0, 0, 0) para r ∈ [0, 2] con p = 1.0, q = 1.2 y
s = 0.8.
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Figura 1.5: Curvas de valores propios en el plano complejo para P0 = (0, 0, 0) y
q ∈ [0, 2].

En la tabla 1.6 mostramos los valores propios del punto P1 = (x1,−x1,−x1)
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para valores de r ∈ [0.9, 2] ya que para que exista P1 se debe cumplir p− s2/4 < r
y como hemos fijado p = 1, s = 0.8, entonces para r > 0.84 existe P1. Notemos
que si r ∈ [0.9, 1.2] los valores propios son reales, sin embargo en r = 1 tenemos
que p = r por lo tanto el punto de equilibrio P1 se convierte en P0 y en este
caso uno de los valores propios es 0, si r ∈ [1.3, 2] dos de los valores propios son
complejos conjugados con parte real positiva. Ver la gráfica en la figura 1.6.

Valores propios de P1 = (x1,−x1,−x1)
r x1 λ1,1 λ1,2 λ1,3

0.9 −0.16 0.51 −0.10 −1.73
1 0 0.57 0 −1.77

1.1 0.11 0.57 0.13 −1.82
1.2 0.20 0.54 0.28 −1.87
1.3 0.28 0.47 + 0.12i 0.47− 0.12i −1.92
1.4 0.35 0.52 + 0.21i 0.52− 0.21i −1.96
1.5 0.41 0.57 + 0.272i 0.57− 0.27i −2.01
1.6 0.47 0.62 + 0.32i 0.62− 0.32i −2.05
1.7 0.53 0.66 + 0.35i 0.66− 0.35i −2.10
1.8 0.58 0.70 + 0.38i 0.70− 0.38i −2.14
1.9 0.63 0.74 + 0.41i 0.74− 0.41i −2.17
2 0.68 0.78 + 0.43i 0.78− 0.43i −2.21

Tabla 1.6: Valores propios de P1 = (x1,−x1,−x1) para r ∈ [0.9, 2] con p = 1.0,
q = 1.2 y s = 0.8.
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Figura 1.6: Curvas de valores propios en el plano complejo para P1 =
(x1,−x1,−x1) y r ∈ [0.9, 2].

En la tabla 1.7 mostramos los valores propios del punto P2 = (x2,−x2,−x2)
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para valores de r ∈ [0.9, 2], donde p = 1, s = 0.8 y P2 existe pues r > 0.86. Note-
mos que en este estado de referencia hay dos valores propios complejos conjugados
con parte real positiva, mientras que en todos el valor propio real es negativo. Ver
la gráfica en la figura 1.7.

Valores propios de P2 = (x2,−x2,−x2)
r x2 λ2,1 λ2,2 λ2,3

0.9 −0.64 0.12 + 0.42i 0.12− 0.42i −1.96
1 −0.8 0.14 + 0.58i 0.14− 0.58i −2.12

1.1 −0.91 0.16 + 0.68i 0.16− 0.68i −2.25
1.2 −1 0.18 + 0.76i 0.18− 0.76i −2.36
1.3 −1.08 0.20 + 0.82i 0.20− 0.82i −2.46
1.4 −1.15 0.22 + 0.87i 0.22− 0.87i −2.55
1.5 −1.21 0.23 + 0.91i 0.23− 0.91i −2.64
1.6 −1.27 0.25 + 0.96i 0.25− 0.96i −2.72
1.7 −1.33 0.26 + 0.99i 0.26− 0.99i −2.79
1.8 −1.38 0.28 + 1.03i 0.28− 1.03i −2.86
1.9 −1.43 0.29 + 1.06i 0.29− 1.06i −2.93
2 −1.48 0.31 + 1.08i 0.31− 1.08i −3.00

Tabla 1.7: Valores propios de P2 = (x2,−x2,−x2) para r ∈ [0.9, 2] con p = 1,
q = 1.2 y s = 0.8.
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Figura 1.7: Curvas de valores propios en el plano complejo para P2 =
(x2,−x2,−x2) y r ∈ [0.9, 2].

El siguiente paso es ver cómo son los valores propios en el estado de referencia
definido por los valores p = 1, q = 1.2, r = 0.8 y s ∈ [0, 2], en el punto de
equilibrio P0 = (0, 0, 0). A partir de (1.12) sabemos que el polinomio caracteŕıstico
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no depende del parámetro s, de tal forma que para estos valores de los parámetros
es dado por

P (λ) = λ3 + 1.4λ2 − 0.56λ+ 0.24,

cuyos valores propios son λ0,1 = 0.19 + 0.31i, λ0,2 = 0.19 − 0.31i y λ0,3 = −1.79
para toda s ∈ [0, 2]. Por lo tanto, en este caso no es necesario elaborar una tabla
de valores propios.

En la tabla 1.8 mostramos los valores propios del punto P1 = (x1,−x1,−x1)
para s ∈ [0.9, 2]. El punto P1 existe cuando s2 > 4(p−r), condición que se cumple

para p = 1, r = 0.8 y s ≥ 0 pues s > 2
√

5
5
≈ 0.894. En este caso los tres valores

propios son reales, tal que dos son negativos y uno positivo, para toda s ∈ [0.9, 2].
Ver la gráfica en la figura 1.8.

Valores propios de P1 = (x1,−x1,−x1)
s x1 λ1,1 λ1,2 λ1,3

0.9 −0.4 0.289 −0.095 −1.754
1.0 −0.28 0.428 −0.204 −1.700
1.1 −0.23 0.460 −0.228 −1.685
1.2 −0.2 0.477 −0.240 −1.685
1.3 −0.18 0.487 −0.248 −1.671
1.4 −0.16 0.495 −0.251 −1.668
1.5 −0.15 0.500 −0.257 −1.665
1.6 −0.14 0.504 −0.259 −1.663
1.7 −0.13 0.507 −0.262 −1.661
1.8 −0.12 0.510 −0.263 −1.660
1.9 −0.11 0.512 −0.265 −1.659
2 −0.10 0.513 −0.266 −1.658

Tabla 1.8: Valores propios de P1 = (x1,−x1,−x1) para s ∈ [0.8, 2] con p = 1.0,
q = 1.2 y r = 0.8.

18



-1.5 -1.0 -0.5 0.5
Re(λ)

-0.10

-0.05

0.05

0.10

Im(λ)

λ1,1λ1,2λ1,3

Figura 1.8: Curvas de valores propios en el plano complejo para P1 =
(x1,−x1,−x1) y s ∈ [0.9, 2].

En la tabla 1.9 mostramos los valores propios del punto P2 = (x2,−x2,−x2)

para valores de s ∈ [0.9, 2]. En este caso P2 existe para s > 2
√

5
5

donde p = 1,
r = 0.8. Notemos que para s ∈ [0.9, 2] dos de los valores propios son complejos
conjugados con parte real negativa y el valor propio real siempre es negativo. Ver
las gráfica en al figura 1.9.

Valores propios de P2 = (x2,−x2,−x2)
s x2 λ2,1 λ2,2 λ2,3

0.9 −0.5 0.08 + 0.16i 0.08− 0.16i −1.81
1.0 −0.72 −0.03 + 0.44i −0.03− 0.44i −1.99
1.1 −0.87 −0.01 + 0.56i −0.01− 0.56i −2.14
1.2 −1 −0.05 + 0.64i −0.05− 0.64i −2.30
1.3 −1.12 −0.09 + 0.71i −0.09− 0.71i −2.48
1.4 −1.24 −0.13 + 0.76i −0.13− 0.76i −2.68
1.5 −1.35 −0.16 + 0.80i −0.16− 0.80i −2.90
1.6 −1.46 −0.20 + 0.84i −0.20− 0.84i −3.14
1.7 −1.57 −0.24 + 0.86i −0.24− 0.86i −3.40
1.8 −1.68 −0.27 + 0.88i −0.27− 0.88i −3.69
1.9 −1.79 −0.30 + 0.90i −0.30− 0.90i −4.00
2 −1.89 −0.32 + 0.91i −0.32− 0.91i −4.34

Tabla 1.9: Valores propios de P2 = (x2,−x2,−x2) para s ∈ [0.9, 2] con p = 1.0,
q = 1.2 y r = 0.8.
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Figura 1.9: Curvas de valores propios en el plano complejo para P2 =
(x2,−x2,−x2) y s ∈ [0.9, 2].

El resumen de lo que obtuvimos en las tablas 1.1 a 1.9 es el siguiente: Hemos
obtenido que los puntos de equilibrio tienen todo tipo de combinaciones de valores
propios, los cuales proporcionan información de la riqueza dinámica en el modelo
de Maasch-Saltzman. En particular, cuando hay un cambio de signo en la parte
real de los valores propios complejos deberá existir un cambio de estabilidad lineal,
además de que se generan valores propios imaginarios puros. Estos últimos dan
origen a la existencia de una bifurcación de tipo Hopf. Por otro lado, tenemos
que para ciertos valores de los parámetros el 0 es valor propio, lo cual es un
caso singular y nos permitirá explorar la existencia de otro tipo de bifurcaciones.
Finalmente, mencionamos que en los próximos caṕıtulos veremos que s = 0 y
s > 0 nos darán información sobre otros tipos de bifurcación, aśı como q � 1.
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Caṕıtulo 2

Modelo simétrico lento-rápido

En este caṕıtulo analizaremos el modelo simétrico de Maasch-Saltzman, de-
finido por las ecuaciones (1.8) con s = 0 y q grande (q � 1). La interpetación
f́ısica de estas condiciones en términos de las variables originales es que la tasa de
cambio de NADW es significativamente más grande que la masa de total de hielo.

Con el fin de llevar a cabo el estudio del modelo en estas condiciones, introdu-
cimos un parámetro pequeño y positivo ε = 1/q, de tal forma que el sistema (1.8)
se transforma en

x′ = −x− y,
y′ = ry − pz − yz2,

εz′ = −x− z.
(2.1)

Además hacemos el reescalamiento del tiempo t = ε−1τ para obtener

ẋ = −ε(x+ y),

ẏ = ε(ry − pz − yz2),

ż = −x− z,
(2.2)

donde el punto · denota la derivada con respecto de t. Las variables independien-
tes τ y t son referidas como tiempo lento y rápido, respectivamente. Más aun, x,
y son las variables lentas, mientras que z es la variable rápida, y el parámetro ε
es el factor que da la diferencia entre las dos escalas de tiempo.

Los sistema (2.1) y (2.2) son equivalentes cuando ε 6= 0, y para su estudio
haremos uso de la teoŕıa de perturbaciones singulares, para mayores detalles sobre
este tema ver [5, 7]. A partir de ahora nos referiremos a (2.1) como el modelo
simétrico lento-rápido. Además, suponemos que p y r son O(1) con respecto a ε.
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2.1. Variedades invariantes

Sea u = x + z. Con esta nueva variable el sistema (2.2) lo podemos escribir
como

ẋ = −ε(x+ y),

ẏ = ε(ry − pu+ px− yu2 − 2xyu− xy2),

u̇ = −u− ε(x+ y).

(2.3)

Si hacemos ε = 0 obtenemos

ẋ = 0,

ẏ = 0,

u̇ = −u,
(2.4)

cuyas soluciones son ϕ(t) = (x0, y0, u0e
−t), donde (x0, y0, u0) son las condiciones

iniciales.

Definición 1. Sea S ⊂ Rn. Se dice que S es invariante bajo el campo vectorial
ẋ = f(x) si para algún x0 ∈ S tenemos que x(t, 0, x0) ∈ S para todo t ∈ R, donde
x(0, 0, x0) = x0.

Notemos que u = 0 es una variedad,M0, la cual es invariante bajo el flujo del
campo vectorial definido por (2.3). Ésta queda descrita localmente como

{(x, y, u) ∈ R3 : x, y son solución de (2.3) y u = 0}. (2.5)

Luego, la variedadM0, globalmente es la unión de las cartas (2.5) y es posible
que no sea compacta, sin embargo podemos considerar un compacto suficiente-
mente grande que la contenga. En la figura 2.1 se muestra la descomposición de
una variedad M en su parte tangencial y normal, notar que es posible tomar un
compacto suficientemente grande que contenga a la variedad.
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Figura 2.1: Variedades invariantes desbordantes M , M1 y M2, donde M1 corres-
ponde a la parte tangencial del flujo en M y M2 a la parte normal del flujo en M ;
figura tomada de [13].

Definición 2. Sea M̄ ≡ M ∪ ∂M una variedad compacta, conexa, de clase Cr
cuya frontera está contenida en Rn,

a) M̄ es llamada una variedad invariante desbordante bajo ẋ = f(x) si para cada
p ∈ M̄ , ϕt(p) ∈ M̄ para toda t ≤ 0 y el campo vectorial ẋ = f(x) “apunta”
estrictamente hacia afuera en ∂M .

b) M̄ será invariante bajo el flujo de ẋ = f(x) si para cada p ∈ M , ϕt(p) ∈ M̄
para toda t ≥ 0 y el campo vectorial ẋ = f(x) “apunta” estrictamente hacia
adentro en ∂M .

c) M̄ es llamada invariante bajo ẋ = f(x) si para cada p ∈ M̄ , ϕt(p) ∈ M̄ para
toda t ∈ R.

Si M es una variedad orientable, invariante en Rn, con la métrica estándar en
Rn y la norma inducida por esta métrica, localmente tenemos que

TRn|M = TM ⊕N,

donde N es el haz normal. Sea

Π : TRn|M → N

el operador de proyección ortogonal. Ahora consideremos los siguientes operadores
lineales construidos a partir del flujo lineal

At(p) ≡ Dϕ−t|M(p) : TpM → Tϕ−t(p)M,

Bt(p) ≡ ΠDϕt(ϕ−t(p))|N : Nϕ−t(p) → Np.
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Si p ∈M consideramos los siguientes vectores no nulos

w0 ∈ Np y v0 ∈ TpM,

y

w−t = ΠDϕ−t(p)w0 y v−t = Dϕ−t(p)v0.

Figura 2.2: Trayectoria cercana a la variedad invariante desbordante M ; figura
tomada de [13].

Se dice que M es linealmente estable, si se cumple que para todo p ∈ M ,
w0 ∈ Np,

ĺım
t→∞

‖w0‖
‖w−t‖

= 0.

Además, las propiedades de diferenciabilidad del flujo cerca deM se caracterizarán
por la existencia del siguiente ĺımite para todo p ∈M , w0 ∈ Np, v0 ∈ TpM ,

ĺım
t→∞

‖w0‖b/‖v0‖
‖w−t‖b/‖v−t‖

= 0.

Notemos que para b = 1, geométricamente tenemos que las vecindades de
puntos en órbitas que van hacia atrás (tiempos negativos) se aproximan bajo la
dinámica lineal del flujo cuando transcurre el tiempo, para b < 1, esto mismo
ocurre a una velocidad mayor, y las tasas de convergencia de dicho fenómeno
pueden ser descritas mediante los llamados números de Lyapunov generalizados.
Ver figura 2.3.
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Sea

ν(p) = ı́nf

{
a :

(
||w0||
||w−t||

)
/at → 0 cuando t ↑ ∞ ∀w0 ∈ Np

}
,

tal que ν(p) < 1, entonces

σ(p) = ı́nf

{
b :
||w0||b/||v0||
||w−t||b/||v−t||

→ 0 cuando t ↑ ∞ ∀v0 ∈ TpM, w0 ∈ Np

}
.

Figura 2.3: Comportamiento de los vectores tangentes bajo la dinámica lineal en
M ; figura tomada de [13].

Lema 1. Los números de Lyapunov generalizados son equivalentes a los siguientes
ĺımites.

1. ν(p) = ĺım
t→∞
‖Bt(p)‖1/t.

2. σ(p) = ĺım
t→∞

(
− log ‖At(p)‖

log ‖Bt(p)‖

)
, si ν(p) < 1.

Lema 2. Los números de Lyapunov generalizados son constantes en las órbitas,
es decir,

ν(p) = ν(ϕ−t(p)) y σ(p) = σ(ϕ−t(p)).

La demostración de estos lemas pueden consultarse en [13].

Definición 3. Sea M una variedad invariante bajo el flujo del campo vectorial
ẋ = f(x) en Rn de clase Cr, r ≥ 1. Decimos que M es normalmente hiperbólica
si, bajo la dinámica lineal en un entorno de la variedad invariante, los números
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de Lyapunov generalizados satisfacen ν(p) < 1 y σ(p) < 1/r para toda p ∈M . Si
además A ⊂M es un conjunto cerrado invariante y existe una vecindad V de A,
tal que para toda x ∈ V , ϕt(x) ∈ V para todo t ≥ 0 y ϕt(x)→ A cuando t→∞,
decimos que M es una variedad normalmente atractora.

Definición 4. Consideremos el campo vectorial generado por ẋ = fpert(x), x ∈
Rn. Sea K ⊃ M un compacto, donde K es la clausura de un abierto en Rn que
contiene a M . Decimos que el campo vectorial f(x) es ε-cercano de clase C1 a
fpert(x) si

sup
x∈K

∥∥f(x)− fpert(x)
∥∥ ≤ ε,

sup
x∈K

∥∥Df(x)−Dfpert(x)
∥∥ ≤ ε,

donde fpert(x) y f(x) son los campos vectoriales con perturbación y sin pertur-
bación, respectivamente.

Teorema 1. (Fenichel [4]) Supongamos que ẋ = f(x) es un campo vectorial en
Rn de clase Cr, r ≥ 1. Sea M̄ ≡M ∪∂M una variedad invariante desbordante con
frontera, compacta y conexa de clase Cr bajo el campo vectorial f(x). Supongamos
que ν(p) < 1 y σ(p) < 1/r para toda p ∈ M . Entonces para cualquier campo
vectorial fpert(x) de clase Cr ε-cercano de clase C1 a f(x), con ε suficientemente
pequeño, existe una variedad M̄pert invariante desbordante bajo fpert(x) de clase
Cr difeomorfa a M̄ .

Notemos que la variedad estable de M0 en (2.3) es

W s(M0) =
⋃

(x0,y0,0)

W s(x0, y0, 0) =
⋃

(x0,y0,0)

Π−1(x0, y0, 0).

Por lo tanto, si p = (x0, y0, u0) y ϕt(p) = (x0, y0, u0e
−t), tenemos que para u0

suficientemente pequeña, se satisface que

W s(x0, y0, 0) = {p : ĺım
t→∞

ϕt(p) = (x0, y0, 0)}

= {p : ‖ϕt(p)− (x0, y0, 0)‖ ≤ e−t}.

Por otro lado, ya que

M0 = {Π (ϕ(t, x0, y0, u0)) = (x0, y0, 0),−τ < u0 < τ},

y considerando que
TR3

∣∣
M

= TM ⊕N,
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obtenemos que la matriz asociada al flujo lineal y el operador de proyección orto-
gonal son

Dϕt =

0 0 0
0 0 0
0 0 e−t

 y Π =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,

respectivamente. Por lo tanto, obtenemos que

‖At(p)‖ = 0 y ‖Bt(p)‖ = e−t,

y

ν(p) = ĺım
t→∞
‖Bt(p)‖1/t = ĺım

t→∞

(
e−t
)1/t

= e−1 < 1,

σ(p) = ĺım
t→∞

(
− log ‖At(p)‖

log ‖Bt(p)‖

)
= 0.

Sean fpert(x) = Xε y f(x) = X0 los campos vectoriales perturbado y no
perturbado, respectivamente. Aplicando el Teorema 1 (de Fenichel) garantizamos
la existencia de una variedad invariante Mε para Xε cercana a M0.

Ahora, supongamos que tenemos la descomposición

TRn|M = TM ⊕N s ⊕Nu,

y los operadores de proyección ortogonal asociados

Πu : TRn|M → Nu,

Πs : TRn|M → N s,

donde N ≡ N s ⊕ Nu es la descomposición del haz normal en los haces normales
estable e inestable, respectivamente. Además, supongamos que TM⊕N s y TM⊕
Nu son invariantes bajoDϕt, para todo t < 0. Consideremos los siguientes vectores
no nulos

u0 ∈ Nu
p , w0 ∈ N s

p , v0 ∈ TpM,

y
u−t = ΠuDϕ−t(p)u0, w−t = ΠsDϕ−t(p)w0, v−t = Dϕ−t(p)v0.

Además definimos los siguientes números de Lyapunov generalizados:

λu(p) = ı́nf

{
a :

(
‖u−t‖
‖u0‖

)
/at → 0 cuando t ↑ ∞ ∀u0 ∈ Nu

p

}
,

σcu(p) = ı́nf

{
ρ :

(
‖u−t‖/‖v−t‖
‖u0‖/‖v0‖

)
/ρt → 0 cuando t ↑ ∞ ∀v0 ∈ TpM, u0 ∈ Nu

p

}
,

σsu(p) = ı́nf

{
ρ :

(
‖u−t‖/‖w−t‖
‖u0‖/‖w0‖

)
/ρt → 0 cuando t ↑ ∞ ∀w0 ∈ N s

p , u0 ∈ Nu
p

}
.
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Utilizando estos conceptos, tenemos los siguientes resultados.

Lema 3. Los números de Lyapunov generalizados λu, σcu y σsu son equivalentes
a los siguientes ĺımites:

1) λu(p) = ĺım
t→∞
‖ ΠuDϕ−t(p)|Nu

p
‖1/t.

2) σcu(p) = ĺım
t→∞
‖ Dϕt|M (ϕ−t(p))‖1/t‖ ΠuDϕ−t(p)|Nu

p
‖1/t.

3) σsu(p) = ĺım
t→∞
‖ ΠuDϕ−t(p)|Nu

p
‖1/t ‖ ΠsDϕt(ϕ−t(p))|Ns

p
‖1/t.

La demostración de este lema puede ser consultada en [13].

El haz normal N puede ser perturbado a un haz transversal N ′, tal que

N ′ ≡ N ′s ⊕N ′u,

donde N ′s y N ′u son ε-cercanos de clase C0 a N s y Nu, respectivamente.

Sean

N ′sε ≡ {(p, vs) ∈ N ′s : ‖vs‖ ≤ ε} ,
N ′uε ≡ {(p, vu) ∈ N ′u : ‖vu‖ ≤ ε} ,

y la aplicación

h :N ′sε ⊕N ′uε → Rn

(p, vs, vu) 7→ p+ vs + vu.

En [13] se demuestra que existe un ε0 > 0 tal que para todo 0 < ε < ε0 la
aplicación h es de clase Cr.

Notemos que cuando consideramos la variedad estable e inestable de un punto
fijo hiperbólico, obtenemos que la variedad inestable es tangente al subespacio
inestable del campo vectorial linealizado en una vecindad del punto fijo. Simi-
larmente, la variedad inestable de M̄ será tangente a N ′uε , pues las trayectorias
con condiciones iniciales en este haz normal tienen el comportamiento asintótico
apropiado cuando t → −∞, y es posible construir la variedad inestable como la
gráfica de N ′uε . Sin embargo, N ′uε podŕıa no estar contenida en Rn, pero podemos
garantizar esto si consideramos la siguiente aplicación

hu : N ′uε → Rn

(p, vu) 7→ p+ vu.
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Luego, podemos concluir que hu (N ′uε ) ⊂ Rn, lo cual garantiza la tangencia de la
variedad inestable de M̄ y hu (N ′uε ).

Teorema 2. (Fenichel [4]) Sean ẋ = f(x) un campo vectorial de clase Cr en Rn,
r ≥ 1 y M̄ ≡M∪∂M una variedad invariante desbordante con frontera, compacta,
conexa de clase Cr bajo el campo vectorial f(x). Si λu(p) < 1, σcu(p) < 1 y
σsu(p) < 1 para todo p ∈ M̄ , entonces existe una familia paramétrica de conjuntos
de dimensión n−(s+u), Fu = ∪p∈Mfu(p), con fu(p) de dimensión u con frontera,
tal que se cumple lo siguiente:

1. Fu es una familia paramétrica de conjuntos negativamente invariante, es
decir, ϕ−t(f

u(p)) ⊂ fu(ϕ−t(p)).

2. La superficie fu(p) es de clase Cr.

3. fu(p) es tangente a hu(N
′u
p) en p.

4. Existen Cu, λu > 0 tal que si q ∈ fu(p), entonces

‖ϕ−t(q)− ϕ−t(p)‖ ≤ Cue
−λut,

para todo t ≥ 0.

5. Si q ∈ fu(p) y q′ ∈ fu(p′), entonces

‖ϕ−t(q)− ϕ−t(p)‖
‖ϕ−t(q′)− ϕ−t(p)‖

→ 0 cuando t ↑ ∞,

excepto cuando p = p′.

6. fu(p) ∩ fu(p′) = ∅, excepto cuando p = p′.

7. Si νs(p) < 1 y σs(p) < 1/r para cada p ∈ M̄ , entonces la superficie fu(p) es
de clase Cr con respecto al punto p.

8. Fu = W u
loc(M).

Considerando tiempos positivos el teorema anterior nos garantiza la existencia
de la variedad estable,

W s(Mε) =
⋃
p∈Mε

Π−1(p),

donde
ϕt
(
Π−1(p)

)
⊆ Π−1 (ϕt(p)) ,
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es decir, existe F s una familia paramétrica de conjuntos positivamente invariante.

Si q /∈Mε, entonces
ϕt(q)→Mε.

Además existe una vecindad U de Mε y una aplicación Π : U →Mε, tal que si
q ∈ Π−1(p), entonces

U = W s (Mε)

y
‖ϕt(q)− ϕt(p)‖ ≤ ce−t,

por lo tanto es suficiente con conocer la dinámica en Mε.

El sistema (2.2) con ε = 0 tiene una variedad invariante con frontera, dada
por

M0 = {(x, y, z) : z = −x}.
Esta variedad es normalmente hiperbólica (es decir, existe otro flujo “artificial”que
casi es conjugado al original con cierta hiperbolicidad en direcciones normales),
cuya variedad estable es

W s(M0) =
⋃

(x0,y0,0)

Π−1(x0, y0, 0)︸ ︷︷ ︸
W s(x0,y0,0)

donde

W s(x0, y0, 0) = {p : ĺım
τ→∞

ϕτ (p) = (x0, y0, 0)}

= {p : ‖ϕτ (p)− (x0, y0, 0)‖ ≤ e−τ}.

Sea

Xε = (−ε(x+ y), ε(ry − pu+ px− yu2 − 2xyu− xy2),−u− ε(x+ y))

el campo vectorial definido por el lado derecho de (2.3). Aplicando el Teorema 1
(de Fenichel) obtenemos el siguiente resultado, el cual nos garantiza la existencia
de una variedad invariante para Xε.

Corolario 1. Sean ν(p) = e−1 < 1 y σ(p) = 0 los números de Lyapunov genera-
lizados. Sean fpert = Xε y f 0 = X0. Entonces existe una variedad invariante Mε

para Xε.

Por otro lado, el Teorema 2 (de Fenichel) garantiza la existencia de una varie-
dad estable

W s(Mε) =
⋃
p∈Mε

Π−1(p),
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una vecindad U deMε tal que U = W s(Mε) y un mapeo Π : U →Mε tal que si
q ∈ Π−1(p) entonces

‖ϕτ (q)− ϕτ (p)‖ < ce−τ .

Como consecuencia obtenemos que nos basta con estudiar la dinámica en Mε

para conocer la dinámica global.

2.2. Sistema lento

Cuando ε = 0 el sistema (2.1) se reduce al siguiente sistema bidimensional en
las variables x y y,

ẋ = −x− y,
ẏ = ry − pz − yz2,

(2.6)

tal que z = −x. Nos referimos a éste como sistema lento reducido.

Utilizando los resultados vistos anteriormente, obtenemos que el sistema (2.1)
tiene una variedad cŕıtica dada porM0 = {(x, y, z) : z = −x}, la cual es invariante
bajo el flujo. Además,

∂

∂z
(−x− z) = −1

para toda (x, y), dondeM0 es una variedad normalmente atractora. Aplicando la
teoŕıa geométrica de perturbaciones singulares de Fenichel (ver [5, 7]), obtenemos
que una consecuencia de queM0 sea una variedad normalmente hiperbólica, para
cualquier ε suficientemente pequeña y positiva, existe una familia de variedades
lentas invariantes normalmente atractoras, las cuales denotamos por

Mε = {(x, y, z) : z = hε(x, y)}, (2.7)

donde las funciones hε(x, y) son de clase Ck para algún k > 0. Ya que εż = −x−z,
tenemos que éstas son soluciones de la ecuación de invariancia, es decir,

ε
d

dt
hε(x, y) = −x− hε(x, y), (2.8)

tal que
ĺım
ε→0

hε(x, y) = −x.

Las funciones hε(x, y) son idénticas en todos los ordenes en potencias de ε
y difieren entre śı solamente en términos del orden O(ec/ε) cuando ε → 0, para
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algún c > 0; para mayores detalles ver [5, 7]. La expansión formal de hε(x, y) en
serie de potencias de ε es dada por

hε(x, y) = h0(x, y) + εh1(x, y) + ε2h2(x, y) + . . . =
∞∑
j=0

εjhj(x, y). (2.9)

Las funciones coeficientes de esta expansión las podemos encontrar al sustituir
(2.9) en (2.8) e igualando los respectivos coeficientes de las potencias de ε. Lle-
vando a cabo este procedimiento obtenemos que h0(x, y) = −x, de tal forma que

ε
d

dt

∞∑
j=0

εjhj(x, y) = −x−
∞∑
j=0

εjhj(x, y)

ó equivalentemente

ε
d

dt

(
h0(x, y) +

∞∑
j=1

εjhj(x, y)

)
= −x−

(
h0(x, y) +

∞∑
j=1

εjhj(x, y)

)
,

por lo tanto

ε
d

dt

(
−x+

∞∑
j=1

hj(x, y)

)
= −x− (−x)−

∞∑
j=1

εjhj(x, y),

ε
d

dt

∞∑
j=1

εjhj(x, y) = εẋ− ε
∞∑
j=1

εj−1hj(x, y),

de tal forma que

d

dt

∞∑
j=1

εjhj(x, y) = ẋ−
∞∑
j=1

εj−1hj(x, y).

Aplicando el proceso descrito arriba obtenemos

d

dt

(
εh1(x, y) +

∞∑
j=2

εjhj(x, y)

)
= ẋ− h1(x, y)−

∞∑
j=2

εj−1hj(x, y)

lo cual es equivalente a

ε

(
∂h1

∂x
ẋ+

∂h1

∂y
ẏ

)
+
d

dt

∞∑
j=2

εjhj(x, y) = ẋ− h1(x, y)−
∞∑
j=2

εj−1hj(x, y).
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Tomando ε = 0 llegamos a que

h1(x, y) = ẋ,

pero de (1.8) tenemos que ẋ = −(x+ y), de donde h1(x, y) = −(x+ y).

Continuando con este procedimiento llegamos a que

hk(x, y) = − d

dt
hk−1(x, y), para toda k = 1, 2, . . .

y obtenemos que

h2(x, y) = − d

dt
h1(x, y)

= − d

dt
(−(x+ y))

= ẋ+ ẏ

= −(x+ y) + (ry − p(−x)− y(−x)2)

= −(x+ y) + (ry + px− x2y).

Ahora, utilizando las expresiones de h1(x, y) y h2(x, y) obtenemos que

h3(x, y) = − d

dt
h2(x, y)

= − d

dt
(−(x+ y) + (ry + px− x2y))

= ẋ+ ẏ − rẏ − pẋ+ 2xẋy + x2ẏ

= (1− p+ 2xy)ẋ+ (1− r + x2)ẏ

= −(1− p+ 2xy)(x+ y) + (1− r + x2)(ry + px− x2y),

es decir,

hε(x, y) =
∞∑
j=0

εjhj(x, y)

= h0(x, y) + εh1(x, y) + ε2h2(x, y) + . . .

= −x− ε(x+ y) + ε2
(
−(x+ y) + (ry + px− x2y)

)
(2.10)

+ ε3
(
−(1− p+ 2xy)(x+ y) + (1− r + x2)(ry + px− x2y)

)
+O(ε4).

Luego, en la variedad lentaMε, el sistema (2.1) se reduce al siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales en el plano:

ẋ = −x− y,
ẏ = ry − phε(x, y)− (hε(x, y))2y

(2.11)
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donde hε(x, y) está dada por (2.10).

Para continuar con el estudio, observemos que la dinámica rápida a lo largo
de la cual las soluciones se “confinan” en Mε, puede ser analizada introduciendo
el tiempo rápido τ = t/ε y reescribiendo a (2.1) como el siguiente sistema rápido

x′ = −ε(x+ y),

y′ = ε(ry − pz − yz2),

z′ = −x− z,
(2.12)

donde la prima ′ denota la derivada con respecto de τ .

Notemos que para ε 6= 0, los sistemas (2.1) y (2.12) son equivalentes. En el
ĺımite cuando ε→ 0, el sistema rápido (2.12) se reduce a una sola ecuación para
z, con x y y constantes en el tiempo.

Sea (x0, y0, z0) una condición inicial. En el tiempo rápido, τ , la solución con
condición inicial (x0, y0, z0) se “confina” hasta el punto (x0, y0,−x0) ∈ M0. En-
tonces, para ε positivo y pequeño, la componente z nuevamente se “confina”
rápidamente en la escala de tiempo τ , ahora en Mε, y las componentes x e y
cambiarán lentamente siguiendo la dinámica en Mε; ver el Apéndice 3.4.

2.3. Bifurcaciones globales

Una bifurcación es un cambio cualitativo en la dinámica de un sistema, el cual
puede ocurrir cuando los parámetros se hacen variar desde un cierto valor cŕıtico.

Iniciemos por estudiar el tipo de comportamientos dinámicos que son posibles
en el punto de equilibrio P0 = (0, 0) del sistema (2.11) enMε, el cual en términos
f́ısicos es conocido como estado trivial.

En la sección anterior vimos que z = hε(x, y) = −x− ε(x+ y) +O(ε2), de tal
forma que el sistema (2.11), ahora lo podemos escribir como

ẋ = −x− y,
ẏ = ry − p(−x− ε(x+ y) +O(ε2))− (−x− ε(x+ y) +O(ε2))2y,

ó equivalentemente

ẋ = −x− y,
ẏ = ry + px− x2y + ε[p(x+ y)− 2xy(x+ y)] +O(ε2).

(2.13)
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Los puntos de equilibrio de este sistema satisfacen que y = −x, y aplicando esta
condición en la segunda ecuación, obtenemos que los puntos de equilibrio son
dados por la solución de la siguiente ecuación

x(p− r + x2) +O(ε3) = 0.

Si r > p las soluciones son

x0 = O(ε3),

x1,2 = ±
√
r − p+O(ε3).

Como consecuencia, obtenemos que a orden ε3 los puntos de equilibrio son

P0 = (0, 0), p1 = (x∗1,−x∗1), p2 = (x∗2,−x∗2),

donde x∗1 =
√
r − p y x∗2 = −

√
r − p. Ya que P0 existe para todo valor de p y r, es

claro que los puntos P1 y P2 emergen de P0, en otras palabras, hay una bifurcación
simétrica de tipo trinche cuando r = p.

Ahora, veremos que en el punto (p, r) = ( 1
1+ε

, 1
1+ε

) en el espacio de parámetros,
el punto de equilibrio P0 de (2.11) tiene una bifurcación de tipo Bogdanov-Takens
(BT) la cual es Z2-simétrica.

Sea hε(x, y) = −x− ε(x+ y) +O(ε2), entonces el sistema (2.11) se transforma
en(

ẋ
ẏ

)
=

(
−1 −1

p+ pε r + pε

)(
x
y

)
+

(
0

−(1 + 2ε)x2y − 2εxy2 +O(ε2, ‖(x, y)‖4)

)
.

Con el fin de determinar la estabilidad lineal de los puntos de equilibrio, vamos
a evaluar la matriz

A =

(
−1 −1

p+ pε r + pε

)
,

en los puntos de equilibrio y posteriormente calcular los valores propios.

En la figura 2.4 mostramos las diferentes regiones en le plano (p, r) donde
cambia el comportamiento cualitativo de los puntos de equilibrio, donde el punto
Q =

(
1

1+ε
, 1

1+ε

)
es el centro de organización. Las regiones de estabilidad lineal

de los puntos de equilibrio están determinadas por las regiones acotadas por las
funciones r = p, r = 2

√
p(1 + ε)− (1 + εp), r = 1− εp, p = 1 + ε(1− 2r) y

r =
p2(1− 2ε) + 2p(3 + ε) + 1

8− 4ε(p− 1)
.
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Figura 2.4: Regiones de estabilidad lineal e inestabilidad de los puntos de equilibrio
en el plano de parámetros r y p con q = 1

ε
y s = 0.

En el análisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio utilizaremos el hecho
de que el polinomio caracteŕıstico de una matriz A2×2 está dado por

λ2 − (trA)λ+ detA = 0,

donde trA = traza(A) y detA es el determinante de A, con valores propios

λ1,2 =
1

2

(
trA±

√
(trA)2 − 4 detA

)
.

Además, consideraremos las ocho regiones descritas en la figura 2.4.

En la región I el único punto de equilibrio es el origen, y se cumple la condición
2
√
p(1 + ε)− (1 + εp) < r < p. Notemos que en esta región también se satisface

que r < 1 − εp, por lo tanto −1 + r + εp = trA < 0. Además, (−1 + r + εp)2 >
(−1 + r + εp)2 − 4(p− r) pues p > r, por lo tanto los valores propios satisfacen

λ1 < λ2 < 0,

es decir, tenemos dos valores propios reales negativos y distintos, y como conse-
cuencia P0 = (0, 0) es un nodo estable, ver la figura 2.5.
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Figura 2.5: Retrato fase del sistema (2.11) con condiciones iniciales en la región
I, para p = 0.2, r = 0.1, ε = 0.01. El punto P0 es un nodo estable.

En la región II se tiene que r < p, r < 2
√
p(1 + ε)− (1 + εp) y r < 1− εp, por

lo tanto trA = −1 + r + pε < 0. Sin embargo

r < 2
√
p(1 + ε)− (1 + εp)

lo cual es equivalente a

(−1 + r + pε)2 < 4(p− r),

pero p− r = detA, entonces tenemos que (trA)2− 4 detA < 0. Luego, los valores
propios son de la forma

λ1,2 = −α± iβ, α, β > 0,

lo cual implica que P0 = (0, 0) es un foco estable, ver la figura 2.6.
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Figura 2.6: Retrato fase del sistema (2.11) en la región II para p = 0.8, r = 0.4,
ε = 0.01, para diferentes condiciones iniciales. P0 es un foco estable.

En la región III se tiene que 1−εp < r < 2
√
p(1 + ε)−(1+εp), pero 1−εp < r

de tal forma que 0 < −1+r+εp = trA. Además r < 2
√
p(1 + ε)−(1+εp), lo cual

es equivalente a (−1 + r+ εp)2 < 4(p− r). Luego se cumple (trA)2 − 4 detA < 0,
lo cual implica que los valores propios son de la forma λ1,2 = α± iβ con α, β > 0.
Por lo tanto concluimos que P0 = (0, 0) es un foco inestable, ver la figura 2.7.
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Figura 2.7: Retrato fase del sistema (2.11) en la región III para p = 1.8, r = 1.5,
ε = 0.01. Para dos diferentes condiciones iniciales P0 es un foco inestable.

En la región IV se cumple 1− εp < 2
√
p(1 + ε)− (1 + εp) < r < p, de donde
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es inmediato ver que trA = −1 + r + εp > 0. Además

2
√
p(1 + ε)− (1− εp) < r,

lo cual es equivalente a (−1 + r + εp)2 > 4(p− r), y por lo tanto

(trA)2 − 4 detA > 0.

Por último tenemos que

(−1 + r + εp)2 > (−1 + r + εp)2 − 4(p− r), pues p > r.

Como consecuencia los valores propios satisfacen

λ1 > λ2 > 0,

es decir, los dos valores son reales positivos y diferentes, lo cual implica que P0 =
(0, 0) es un nodo inestable; ver la figura 2.8.
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Figura 2.8: Retrato fase del sistema 2.11 en la región IV para p = 1.9, r = 1.8
y ε = 0.01 con condiciones iniciales diferentes para las cuales P0 es un nodo
inestable.

En las regiones V, VI, VII y VIII se tiene que r > p, por lo tanto el sistema
(2.11) tiene tres puntos de equilibrio, P0 = (0, 0), P1 = (x∗1,−x∗1) y P2 = (x∗2,−x∗2)
donde x∗1 =

√
r − p y x∗2 = −

√
r − p. Con el fin de hacer un análisis lineal de la

estabilidad en un entorno de los puntos de equilibrio P1 y P2, calculamos la matriz
jacobiana

J =

(
−1 −1

p(1 + ε)− 2(1 + 2ε)xy − 2εy2 r + εp− (1 + 2ε)x2 − 4εxy

)
.
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Un cálculo inmediato nos dice que

J(P1) = J(P2)

=

(
−1 −1

(1 + ε)(2r − p) p(1− ε) + 2εr

)
= A∗.

Luego, obtenemos que

trA∗ = −1 + p− εp+ 2εr y detA∗ = 2(r − p),

y los valores propios son

λ1,2 =
1

2

(
trA∗ ±

√
(trA∗)2 − 4 detA∗

)
=

1

2

(
−1 + p− εp+ 2εr ±

√
(−1 + p− εp+ 2εr)2 − 8(r − p)

)
.

En las regiones V, VI, VII y VIII la curva

r = γ(p) =
p2(1− 2ε) + 2p(3 + ε) + 1

8− 4ε(p− 1)

juega un papel importante, pues r = γ(p) es equivalente a

(−1 + p− εp+ 2εr)2 − 8(r − p) = 0.

Antes de analizar la estabilidad lineal de los puntos de equilibrio P1 y P2 en las
regiones V, VI, VII y VIII, recordemos que la matriz asociada a la linealización
del sistema en un entorno de P0 = (0, 0) tiene valores propios

λ1,2 =
1

2

(
−1 + r + εp±

√
(−1 + r + εp)2 − 4(p− r)

)
.

Sin embargo, en estas regiones r > p, lo cual implica que (−1+r+εp)2−4(p−r) > 0
y como consecuencia los valores propios son reales y distintos, más aún

(−1 + r + εp)2 < (−1 + r + εp)2 − 4(p− r) pues p < r.

Como consecuencia los valores propios son reales y de signo contrario, es decir,

λ1 < 0 < λ2,

por lo tanto P0 = (0, 0) es un punto silla para las regiones V, VI, VII y VIII.
Ahora vamos a estudiar qué tipo de estabilidad lineal tienen los puntos P1 y P2.
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En la región V se cumple que

p < r < γ(p) y r >
ε+ 1− p

2ε
,

lo cual implica que trA∗ = −1 + p − εp + 2εr > 0, además r < γ(p) lo que es
equivalente a (trA∗)2 − 4 detA∗ > 0. Finalmente, observemos que

(−1 + p− εp+ 2εr)2 > (−1 + p− εp+ 2εr)2 − 8(r − p) pues r > p,

por lo tanto los valores propios satisfacen

λ∗1 > λ∗2 > 0,

es decir, los valores propios son reales positivos y distintos, lo cual implica que P1

y P2 son nodos inestables; ver la figura 2.9.
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Figura 2.9: Retrato fase del sistema 2.11 en la región V para p = 1.9, r = 1.95,
ε = 0.01, tomando condiciones iniciales diferentes para las cuales P0 es un punto
silla, mientras que P1 y P2 son nodos inestables.

En la región VI se tiene

p < r, r > γ(p) y r >
ε+ 1− p

2ε
.

Notemos que r > γ(p) es equivalente a (−1 + p− εp + 2εr)2 < 8(r − p), es decir
(trA∗)2 < 4 detA∗, además

r >
ε+ 1− p

2ε
,
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lo cual implica que trA∗ = −1 + p− εp+ 2εr > 0, por lo tanto los valores propios
son de la forma

λ∗1,2 = α∗ ± iβ∗, α∗, β∗ > 0,

es decir, los valores propios son complejos con Re(λ∗1,2) > 0, lo cual implica que
los equilibrios P1 y P2 son focos inestables, ver la figura 2.10.
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Figura 2.10: Retrato fase del sistema (2.11) en la región VI para p = 1.2, r = 1.8,
ε = 0.01, tomando condiciones iniciales diferentes para las cuales P0 es un punto
silla, mientras que P1 y P2 son focos inestables.

En la región VII se cumplen las siguientes condiciones

r > p, r > γ(p) y r <
ε+ 1− p

2ε
.

Notemos que estas dos últimas condiciones son equivalentes a

(−1 + p− εp+ 2εr)2 < 8(r − p) y − 1 + p− εp+ 2εr < 0,

por lo tanto (trA∗)2 − 4 detA∗ < 0 y trA∗ < 0, entonces los valores propios son
de la forma

λ∗1,2 = −α∗ ± iβ∗, α∗, β∗ > 0,

es decir, los valores propios son complejos con Re(λ∗1,2) < 0, lo cual implica que
los equilibrios P1 y P2 son focos estables, ver la figura 2.11.
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Figura 2.11: Retrato fase del sistema (2.11) en la región VII para p = 0.4, r = 1.2,
ε = 0.01, tomando condiciones iniciales diferentes para las cuales P0 es un punto
silla, mientras que P1 y P2 son focos estables.

En la región VIII se tiene

r > p, r < γ(p) y r <
ε+ 1− p

2ε
,

las últimas dos condiciones son equivalentes a (trA∗)2 − 4 detA∗ > 0 y trA∗ < 0,
respectivamente. Además

(−1 + p− εp+ 2εr)2 > (−1 + p− εp+ 2εr)2 − 8(r − p), ya que r > p,

por lo tanto los valores propios satisfacen

λ∗1 < λ∗2 < 0,

es decir, los valores propios son reales negativos y distintos. Luego P1 y P2 son
nodos estables, ver la figura 2.12.
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Figura 2.12: Retrato fase del sistema 2.11 en la región VIII para p = 0.01, r = 0.10,
ε = 0.01, tomando condiciones iniciales para las cuales P0 es un punto silla, P1 y
P2 son nodos estables.
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Caṕıtulo 3

Modelo asimétrico lento-rápido

En este caṕıtulo estudiaremos el efecto de la falta de simetŕıa (s > 0) en (1.8),
cuando tomamos el ĺımite a lo largo de q, es decir,

ẋ = −x− y,
ẏ = ry − pz + sz2 − yz2,

εż = −x− z,
(3.1)

donde ε = 1/q. A partir de ahora nos referimos a (3.1) como el modelo asimétrico
lento-rápido.

Al igual que ocurre en (2.1), el sistema (3.1) tiene una familia de variedades
invariantes lentas en las que se produce la dinámica del sistema a tiempos grandes..
Por lo tanto al estudiar el flujo en estas variedades lentas es posible establecer la
existencia de dos puntos no degenerados de tipo Takens-Bogdanov. Para cada
s > 0, esos puntos son centros de organización en el plano de parámetros (p, r).
La geometŕıa generada a partir de estos centros de organización, aśı como las
curvas de bifurcación, pueden entenderse como una ruptura de la simetŕıa del
único centro de organización del sistema (2.1).

3.1. Variedades lentas

Es importante observar que el modelo asimétrico lento-rápido con ε = 0 tiene
la misma variedad normalmente hiperbólica que el modelo simétrico lento-rápido,
dada porM0 = {(x, y, z) : z = −x}. Esta variedad persiste para todo 0 < ε� 1,
por lo tanto, en analoǵıa con la sección anterior existe una familia de variedades
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invariantes lentas Mε definidas por la serie

hε(x, y) =
∞∑
j=0

εjhj(x, y) = h0(x, y) + εh1(x, y) + ε2h2(x, y) + ε3h3(x, y) +O(ε4).

Al igual que ocurre en el sistema (2.1), aqúı también h0 = −x, mientras que
los otros términos se obtienen mediante la fórmula

hk(x, y) = − d

dt
hk−1(x, y), k = 1, 2, . . . (3.2)

Usando esta relación de recurrencia tenemos que

h1(x, y) = − d

dt
h0(x, y) = − d

dt
(−x) = ẋ = −(x+ y),

de forma análoga

h2(x, y) = − d

dt
h1(x, y)

=
d

dt
(x+ y)

= ẋ+ ẏ

= −(x+ y) + (ry + px+ (s− y)x2),

y

h3(x, y) = − d

dt
h2(x, y)

=
d

dt
(x+ y − ry − px− sx2 + yx2)

= ẋ+ ẏ − rẏ − pẋ− 2sxẋ+ 2xyẋ+ x2ẏ

= (1− p− 2sx+ 2yx)ẋ+ (1− r + x2)ẏ

= −(1− p+ 2x(y − s))(x+ y) + (1− r + x2)(ry + px+ (s− y)x2).

Finalmente llegamos a que

hε(x, y) =
∞∑
j=0

εjhj(x, y)

= h0(x, y) + εh1(x, y) + ε2h2(x, y) + ε3h3(x, y) +O(ε4)

= −x− ε(x+ y)− ε2((x+ y)− (ry + px+ (s− y)x2)) (3.3)

− ε3((1− p+ 2x(y − s))(x+ y)− (1− r + x2)(ry + px+ (s− y)x2))

+O(ε4).
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En la variedad lentaMε, el sistema (3.1) se reduce a las siguientes ecuaciones

ẋ = −x− y,
ẏ = ry − phε(x, y) + s(hε(x, y))2 − y(hε(x, y))2.

(3.4)

Para simplificar la representación, estudiaremos la dinámica de (3.4) en la variedad
cŕıtica, es decir, tomamos a hε(x, y) = h0(x, y) +O(ε), lo cual nos da

ẋ = −x− y,
ẏ = ry + px+ sx2 − yx2.

(3.5)

3.2. Centros de organización y bifurcaciones de

tipo Hopf

Los puntos de equilibrio del sistema (3.5) son aquellos que satisfacen

−x− y = 0,

ry + px+ sx2 − yx2 = 0.

Luego las soluciones de la ecuación x3 +sx2 +(p−r)x = 0 determinan esos puntos,
la cuales son

x0 = 0, x1,2 =
1

2

(
−s±

√
s2 + 4(r − p)

)
.

Es evidente que P0 = (0, 0) es un punto de equilibrio para todo p, r y s.
En el caso r > p − 1

4
s2, el sistema (3.5) tiene otros dos puntos de equilibrio,

P1 = (x∗1,−x∗1) y P2 = (x∗2,−x∗2), donde

x∗1 =
1

2

(
−s+

√
s2 + 4(r − p)

)
,

x∗2 =
1

2

(
−s−

√
s2 + 4(r − p)

)
.

(3.6)

Si elegimos al parámetro s arbitrario pero fijo, tenemos que sobre la recta
r = p− 1

4
s2 se satisface

x∗2 = x∗1 = −s
2
< 0.

Sin embargo, si p− 1
4
s2 < r < p llegamos a que

x∗2 < x∗1 < 0,
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mientras que si p = r tenemos que

x∗2 = −s < 0 y x∗1 = 0.

Por último, cuando r > p obtenemos

x∗2 < 0 < x∗1.

La matriz jacobiana asociada a la linealización del sistema (3.5) en un entorno
del punto P0 es

A0 =

(
−1 −1
p r

)
,

con valores propios

λ1,2 =
1

2

(
−1 + r ±

√
(−1 + r)2 + 4(r − p)

)
.

Para encontrar el centro de organización en P0 es necesario resolver simultánea-
mente las ecuaciones trA0 = detA0 = 0, lo cual se traduce a

−1 + r = 0,

p− r = 0,

cuya solución es r = p = 1. Para estos valores obtenemos

A0 =

(
−1 −1

1 1

)
,

la cual puede factorizarse como A0 = PJP−1, donde(
−1 −1

1 1

)
=

(
−1 1

1 0

)(
0 1
0 0

)(
0 1
1 1

)
.

Por lo tanto A0 tiene a 0 como valor propio con multiplicidad algebraica dos y
multiplicidad geométrica uno, es decir, el punto Q0 = (p, r) = (1, 1) es un centro
de organización para el sistema (3.5).

Para el punto de equilibrio P1 tenemos que la matriz jacobiana es

A1 =

(
−1 −1

2r − p p− s2

2
+ 1

2
s
√
s2 + 4(r − p)

)
.

Ésta tiene dos valores propios 0 cuando trA1 = detA1 = 0, lo cual se traduce en
las ecuaciones

−1 + p− s2

2
+
s

2

√
s2 + 4(r − p) = 0,

2(r − p) +
s

2

(
s−

√
s2 + 4(r − p)

)
= 0.

(3.7)
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La solución de la primera ecuación es

r =
1− 2p+ p2 + s2

s2
, (3.8)

y al sustituir este valor en la segunda ecuación (que es equivalente a detA1 = 0)
y resolver para p, obtenemos que

p1 = 1, p2 = 1 + s2, p3 = 1 +
1

2
s2,

de donde se sigue que

r1 = 1, r2 = 1 + s2, r3 = 1 +
1

4
s2,

respectivamente. Por otro lado, las soluciones del sistema (3.7) son

(p1, r1) = (1, 1), (p2, r2) = (1 + s2, 1 + s2), (p3, r3) =

(
1 +

1

2
s2, 1 +

1

4
s2

)
.

Recordemos que el punto (p1, r1) corresponde al centro de organización Q0,
el cual ya hemos considerado, y si sustituimos (p2, r2) en la primera ecuación de
(3.7) tenemos que

−1 + p− s2

2
+
s

2

√
s2 + 4(r − p) = −1 + 1 + s2 − s2

2
+
s2

2
= s2 = 0,

de donde concluimos que s = 0, pero debido a que estamos en el modelo asimétrico
(s > 0), (p2, r2) no es solución del sistema. Por último, al sustituir (p3, r3) en (3.7)
obtenemos que este punto es solución para todo s > 0, y al evaluar (p3, r3) en A1

llegamos a que

A1 =

(
−1 −1

1 1

)
Como consecuencia concluimos que Q1 =

(
1 + 1

2
s2, 1 + 1

4
s2
)

es también un centro
de organización del sistema (3.5), para todo s > 0.

Para el punto de equilibrio P2 tenemos que la matriz jacobiana es

A2 =

(
−1 −1

2r − p p− s2

2
− 1

2
s
√
s2 + 4(r − p)

)
,

cuyo polinomio caracteŕıstico P (λ) = λ2−trA2λ+detA2 tiene dos valores propios
0 cuando trA2 = 0 y detA2 = 0, lo cual es equivalente a resolver el siguiente
sistema de ecuaciones algebraicas

−1 + p− s2

2
− s

2

√
s2 + 4(r − p) = 0,

2(r − p) +
s

2

(
s+

√
s2 + 4(r − p)

)
= 0.

(3.9)
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La primera ecuación corresponde a trA2 = 0, y al resolver para r tenemos la
expresión (3.8), es decir,

r =
1− 2p+ p2 + s2

s2
.

Ahora sustituyendo (3.8) en la segunda ecuación de (3.9) obtenemos nuevamente

p1 = 1, p2 = 1 + s2, p3 = 1 +
1

2
s2,

de donde concluimos que los centros de organización para el sistema (3.5) son

Q0 = (1, 1) y Q1 =

(
1 +

1

2
s2, 1 +

1

4
s2

)
. (3.10)

La bifurcación de Hopf, es un tipo de bifurcación que ocurre por pérdida de hi-
perbolicidad en los puntos de equilibrio que presentan algunos sistemas dinámicos,
de tal forma que al variar el valor del parámetro de bifurcación del sistema, éste
sufre un cambio en la estabilidad del punto de equilibrio en estudio, dando origen
o desapareciendo una órbita periódica, las cuales tienen una determinada estabi-
lidad. Dicha estabilidad es proporcionada por el signo del número de Lyapunov,
denotado por σ, el cual introducimos en la sección ?? del apéndice.

El siguiente paso en nuestro estudio es calcular los números de Lyapunov de
(3.5). Iniciemos por considerar el siguiente sistema sistema de ecuaciones diferen-
ciales anaĺıtico en el plano

ẋ = ax+ by + f(x, y),

ẏ = cx+ dy + g(x, y),
(3.11)

donde

f(x, y) =
∑
i+j≥2

aijx
iyj =

(
a20x

2 + a11xy + a02y
2
)

+
(
a30x

3 + a21x
2y + a12xy

2 + a03y
3
)

+ . . .

g(x, y) =
∑
i+j≥2

bijx
iyj =

(
b20x

2 + b11xy + b02y
2
)

+
(
b30x

3 + b21x
2y + b12xy

2 + b03y
3
)

+ . . .

con ∆ = ad− bc > 0 y a+ d = 0. La matriz jacobiana en el punto (0, 0) es

J(0) =

(
a b
c d

)
,

la cual tiene dos valores propios imaginarios puros, y el origen es un foco débil
(ver [1, 10]).
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Para el sistema (3.11) el número de Lyapunov es dado por

σ = − 3π

2b
√

∆3

{[
ac(a2

11 + a11b02 + a02b11) + ab(b211 + a20b11 + a11b02)

+ c2(a11a02 + 2a02b02)− 2ac(b202 − a20a02)− 2ab(a2
20 − b20b02)− b2(2a20b20 + b11b20)

+(bc− 2a2)(b11b02 − a11a20)
]
− (a2 + bc) [3(cb03 − ba30) + 2a(a21 + b12) + (ca12 − bb21)]

}
.

Si σ 6= 0 ocurre una bifurcación de Hopf en el origen, en el caso σ < 0 hay
una bifurcación de Hopf supercŕıtica, mientras que si σ > 0 hay una bifurcación
de Hopf subcŕıtica. Para mayores detalles sobre este tema ver [1] y [10].

Cuando hacemos el cambio de variable α = a+d, el sistema (3.11) es topológi-
camente equivalente al siguiente

ẋ = αx− y + f(x, y),

ẏ = x+ αy + g(x, y),
(3.12)

donde f(x, y) = O(‖(x, y)‖2) y g(x, y) = O(‖(x, y)‖2) son de clase Cr, r ≥ 1. El
origen es siempre un punto de equilibrio, el cual es un foco estable para α < 0 y
un foco inestable para α > 0. En el valor cŕıtico α = 0 el punto de equilibrio es
no linealmente estable y topológicamente equivalente a un foco débil.

Para α > 0 el equilibrio está envuelto por un ciclo ĺımite estable, es decir,
todas las órbitas inician dentro o fuera del ciclo ĺımite, y las órbitas que salen
del origen tienden al ciclo ĺımite cuando t → ∞. Con lo cual obtenemos una
bifurcación de Hopf supercŕıtica que ocurre cuando σ < 0. Geométricamente esta
bifurcación puede representarse en el espacio (x, y, α), donde la α-familia de ciclos
ĺımites forman un paraboloide, ver la figura 3.1.

Figura 3.1: Bifurcación de Hopf supercŕıtica en el espacio fase y de parámetros;
figura tomada de [8].
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Cuando σ > 0 tenemos que el origen es un foco estable para α < 0, y un foco
inestable para α > 0, sin embargo en el valor cŕıtico α = 0 el punto de equilibrio
es no linealmente inestable y topológicamente equivalente a un foco débil. En
el caso α < 0, el equilibrio está envuelto por un ciclo ĺımite inestable. Con lo
cual obtenemos una bifurcación de Hopf subcŕıtica, la α-familia de ciclos ĺımites
también forma un paraboloide en el espacio (x, y, α), como se muestra en la figura
3.2. Para mayores detalles ver [8].

Figura 3.2: Bifurcación de Hopf subcŕıtica en el espacio fase y de parámetros;
figura tomada de [8].

Tomando en cuenta estos resultados, vamos a obtener los números de Lyapunov
del sistema (3.5) para varios valores de los parámetros.

En r = 1 el sistema (3.5) se transforma en

ẋ = − x− y,
ẏ = px+ y + sx2 − yx2.

(3.13)

En términos de la notación del (3.11) tenemos que a = b = −1, c = p, d = 1,
f(x, y) = 0 y g(x, y) = sx2 − x2y. Luego ∆ = −1 + p > 0 para todo p > 1
y a + d = 0, y como consecuencia el sistema (3.13) tiene dos valores propios
imaginarios puros. Por otro lado, aij = 0, i + j ≥ 2 y b20 = s > 0, b21 = −1 y el
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resto de los términos bij = 0. Luego el número de Lyapunov es

σ =− 3π

2b
√

∆3

[
−(a2 + bc)(−bb21)

]
=− 3π((−1)2 − p)((−1)2)

2(−1)
√

(p− 1)3

=− 3π(p− 1)

2
√

(p− 1)3

=− 3π

2
√
p− 1

< 0 pues p > 1.

Como consecuencia concluimos que el sistema (3.5) tiene una bifurcación de Hopf
supercŕıtica en el origen para r = 1 y p > 1.

Ahora consideremos el punto de equilibrio P1 = (x∗1,−x∗1) del sistema (3.5),
donde

x∗1 =
1

2

(
−s+

√
s2 + 4(r − p)

)
.

Aplicando el cambio de variables (x, y) 7→ (x + x∗1, y − x∗1), el sistema (3.5) toma
la forma

ẋ = −x− y,

ẏ = (2r − p)x+

(
p− s2

2
+
s

2

√
s2 + 4(r − p)

)
y +

1

2

(
s+

√
s2 + 4(r − p)

)
x2

+
(
s−

√
s2 + 4(r − p)

)
xy − x2y.

(3.14)

Luego, en la notación de (3.11) tenemos que a = b = −1, d = p− s2

2
+ s

2

√
s2 + 4(r − p),

c = 2r − p, f(x, y) = 0 lo cual implica que aij = 0 para i + j ≥ 2, y b21 = −1,

b20 = 1
2

(
s+

√
s2 + 4(r − p)

)
, b11 = s−

√
s2 + 4(r − p) y el resto de los términos

bij = 0. Por lo tanto

∆ = 2r − 2p+
s2

2
− s

2

√
s2 + 4(r − p) > 0 para toda 0 < p < r,

y

a+ d = −1 + p− s2

2
+
s

2

√
s2 + 4(r − p) = 0

para

r =
1− 2p+ p2 + s2

s2
, con 0 < p < 1.
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Tomando en cuenta estas condiciones concluimos que el sistema (3.14) tiene dos
valores propios imaginarios puros y el número de Lyapunov es

σ = − 3π

2b
√

∆3

[
ab(b2

11)− b2(b11b20)− (a2 + bc)(−bb21)
]

=
3π

2
√

∆3

[
b2

11 − b11b20 + 1− c
]

=

3π

[(
s−

√
s2 + 4(r − p)

)2

+ 1− p
]

2
√

∆3
.

Ya que ∆ > 0, 0 < p < 1 y p < r, obtenemos que σ > 0, y concluimos que
el sistema (3.5) tiene una bifurcación de Hopf subcŕıtica en el punto de equilibrio
P1 a lo largo de

r =
1− 2p+ p2 + s2

s2

para toda p ∈ (0, 1).

Ahora consideremos el punto de equilibrio P2 = (x∗2,−x∗2) del sistema (3.5),
donde

x∗2 =
1

2

(
−s−

√
s2 + 4(r − p)

)
.

Aplicando el cambio de variable (x, y) 7→ (x + x∗2, y − x∗2) el sistema (3.5) se
transforma en

ẋ = −x− y,

ẏ = (2r − p)x+

(
p− s2

2
− s

2

√
s2 + 4(r − p)

)
y +

1

2

(
s−

√
s2 + 4(r − p)

)
x2

+
(
s+

√
s2 + 4(r − p)

)
xy − x2y.

(3.15)

Tomando en cuenta la notación del sistema (3.11) tenemos que a = b = −1,
d = p− s2

2
− s

2

√
s2 + 4(r − p), c = 2r−p. Ya que f(x, y) = 0 los aij = 0 para i+j ≥

2; además, b21 = −1, b20 = 1
2

(
s−

√
s2 + 4(r − p)

)
, b11 = s+

√
s2 + 4(r − p). Con

esto obtenemos que ∆ = 2r−2p+ s2

2
+ s

2

√
s2 + 4(r − p) > 0, para toda p < r+ s2

4
.

Además

a+ d = −1 + p− s2

2
− s

2

√
s2 + 4(r − p) = 0,

para

r =
1− 2p+ p2 + s2

s2
, con p > 1 +

1

2
s2.
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Con estas condiciones el sistema (3.15) tiene dos valores propios imaginarios
puros y el número de Lyapunov es

σ = − 3π

2b
√

∆3

[
ab(b211)− b2(b11b20)− (a2 + bc)(−bb21)

]
=

3π

2
√

∆3

[
b211 − b11b20 + 1− c

]

=

3π

[(
s+

√
s2 + 4(r − p)

)2
+ 1− p

]
2
√

∆3
.

A partir de r =
1− 2p+ p2 + s2

s2
obtenemos que p = 1− s

√
r − 1, la cual está

bien definida pues r > 1 + 1
4
s2. El número de Lyapunov es

σ =

3π

[(
s+

√
s2 + 4(r − 1− s

√
r − 1)

)2

+ 1− 1 + s
√
r − 1

]
2
√

∆3

=

3π

[(
s+

√
s2 + 4(r − 1− s

√
r − 1)

)2

+ s
√
r − 1

]
2
√

∆3

Tomando en cuenta que s > 0 y r > 1 + 1
4
s2 tenemos que s

√
r − 1 > 0. Además

∆ > 0, de tal forma que el número de Lyapunov σ > 0. Como consecuencia el
sistema (3.5) tiene una bifurcación de Hopf subcŕıtica en el punto de equilibrio P2

a lo largo de r =
1− 2p+ p2 + s2

s2
, para toda p > 1 + 1

2
s2.

Ahora estamos en posibilidad de describir el tipo de estabilidad de los puntos
de equilibrio P0, P1 y P2 del sistema (3.5) en las cinco regiones dadas en la figura
3.3. En la región I, P0 es linealmente estable, mientras que a lo largo de e0 se
produce a una bifurcación de tipo Hopf supercŕıtica, lo cual garantiza la existencia
de un ciclo ĺımite estable en la región II. P1 es linealmente estable en la región
V, mientras que a lo largo de e1 el equilibrio P1 se produce una bifurcación de
Hopf subcŕıtica, por lo tanto es posible garantizar la existencia de un ciclo ĺımite
inestable en la región V. En la región IV el equilibrio P2 es linealmente estable,
mientras que a lo largo de e2 el equilibrio P2 da origen a una bifurcación de Hopf
subcŕıtica. Luego es posible garantizar la existencia de un ciclo ĺımite inestable en
la región IV.
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Figura 3.3: Regiones de estabilidad de los puntos de equilibrio P0, P1 y P2 para
el sistema (3.5) con s = 0.8.

3.3. Ecuación de Liénard y bifurcación de Hopf

Haciendo el cambio de variables (x,−(x+ y)) 7→ (x, y) en (3.5), obtenemos

ẋ = y,

ẏ = (r − p)x+ (r − 1)y − (s+ y)x2 − x3.
(3.16)

Un cálculo sencillo nos muestra que este sistema es equivalente a la ecuación de
Liénard

ẍ+ g(x)ẋ+ f(x) = 0, (3.17)

donde f y g son las funciones polinómicas

f(x) = x3 + sx2 − (r − p)x, g(x) = x2 − (r − 1). (3.18)

Hay que notar que en ĺımite cuando s → 0 el sistema (3.16) es equivalente a
una ecuación de tipo Liénard.

El siguiente resultado está enfocado en analizar lo que ocurre alrededor de la
bifurcación de Hopf al variar el valor del parámetro de bifurcación en la ecuación
de Liénard, éste sufre un cambio en la estabilidad del punto cŕıtico en estudio,
dando origen o desapareciendo una órbita periódica, la cual tienen una determi-
nada estabilidad, la cual es proporcionada por el signo del primer coeficiente de
Lyapunov, denotado por l∗(0) (o número de Lyapunov σ). Para mayores detalles
sobre este tema, consultar [8].
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Teorema 3. Dada la ecuación

ẍ+ g(x)ẋ+ f(x) = 0,

y x∗ un cero simple de f , una bifurcación de Hopf ocurre cuando f ′(x∗) > 0 y x∗

es un cero simple de g, con frecuencia natural ω∗ =
√
f ′(x∗) y el primer coeficiente

de Lyapunov está dado por

l∗(0) = −ω
8

d

dx

(
g′(x)

f ′(x)

)∣∣∣∣
x=x∗

.

Si l∗(0) < 0 la bifurcación de Hopf es supercŕıtica, mientras que para l∗(0) > 0 la
bifurcación de Hopf es subcŕıtica.

Demostración. La ecuación (3.17) puede ser escrita como

ẋ = y,

ẏ = −g(x)y − f(x).
(3.19)

Luego los puntos de equilibrio son de la forma P ∗ = (x∗, 0), donde x∗ son ceros
simples de f . Por otro lado tenemos que la matriz jacobiana del sistema (3.19) es

A =

(
0 1

−f ′(x)− g′(x)y −g(x)

)
,

por lo tanto

A(P ∗) =

(
0 1

−f ′(x∗) −g(x∗)

)
.

Para que ocurra una bifurcación tipo Hopf requerimos que trA(P ∗) = 0 y
detA(P ∗) > 0, por lo tanto es necesario que x∗ sea un cero simple de g y

detA(P ∗) = f ′(x∗) > 0,

de tal forma que los valores propios son imaginarios puros de la forma

λ1,2 = ±
√
−f ′(x∗),

con frecuencia natural es
ω∗ =

√
f ′(x∗).

Ahora hacemos el cambio de variables

u(t) = x(t)− x∗, y v(t) = − 1

ω∗
ẋ
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en el sistema (3.19) y obtenemos que puede escribirse como

u̇(t) = −ω∗v(t),

v̇(t) = −g(u(t) + x∗)v(t) +
1

ω∗
f(u(t) + x∗).

(3.20)

Notemos que

v̇(t) = −g(u(t) + x∗)v(t) +
1

ω∗
f(u(t) + x∗)

= ω∗u(t)− g(u(t) + x∗)v(t) +
1

ω∗
f(u(t) + x∗)− ω∗u(t)

= ω∗u(t)− g(u(t) + x∗)v(t) +
1

ω∗
(
f(u(t) + x∗)− (ω∗)2u(t)

)
= ω∗u(t)− g(u(t) + x∗)v(t) +

1

ω∗
(f(u(t) + x∗)− f ′(x∗)u(t)) .

Luego el sistema (3.20) se puede escribir como

u̇(t) = −ω∗v(t)

v̇(t) = ω∗u(t)− g(u(t) + x∗)v(t) +
1

ω∗
(f(u(t) + x∗)− f ′(x∗)u(t)) ,

ó bien (
u̇(t)
v̇(t)

)
=

(
0 −ω∗
ω∗ 0

)(
u(t)
v(t)

)
+

(
P (u(t), v(t))
Q(u(t), v(t))

)
, (3.21)

donde P (u(t), v(t)) = 0 y

Q(u(t), v(t)) = −g(u(t) + x∗)v(t) +
1

ω∗
(f(u(t) + x∗)− f ′(x∗)u(t)) .

Además se cumple que P (0, 0) = Q(0, 0) = 0 y DP (0, 0) = DQ(0, 0) = 0, pues

Q(0, 0) =
1

ω∗
f(x∗) = 0
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ya que f(x∗) = 0, pues x∗ es punto de equilibrio, y

DQ(0, 0) =
∂Q

∂u

du

dt
+
∂Q

∂v

dv

dt

∣∣∣∣
(0,0)

=

(
−v(t)

∂

∂u
g(u(t) + x∗) +

1

ω∗
∂

∂u
f(u(t) + x∗)− 1

ω∗
f ′(x∗)

)
u̇(t)

+ (−g(u(t) + x∗)) v̇(t)|(0,0)

=

(
−v(t)

∂

∂u
g(u(t) + x∗) +

1

ω∗
∂

∂u
f(u(t) + x∗)− 1

ω∗
f ′(x∗)

)
(−ω∗v(t))

+ (−g(u(t) + x∗))

(
−g(u(t) + x∗)v(t) +

1

ω∗
f(u(t) + x∗)

)∣∣∣∣
(0,0)

= − 1

ω∗
g(x∗)f(x∗)

= 0.

Por lo tanto tenemos que el primer coeficiente de Lyapunov (ver [6]) está dado
por,

l∗(0) =
1

8ω∗
(Puuu + Puvv +Quuv +Qvvv) +

1

8(ω∗)2
[Puv (Puu + Pvv)

−Quv (Quu +Qvv)− PuuQuu + PvvQvv]|(0,0)

=
1

8ω∗
Quuv −

1

8(ω∗)2
QuvQuu

∣∣∣∣
(0,0)

= − 1

8ω∗
d2

du2
g(u(t) + x∗)

+
1

8(ω∗)2

d

du
g(u(t) + x∗)

[
−v(t)

d2

du2
g(u(t) + x∗) +

1

ω∗
d2

du2
f(u(t) + x∗)

]∣∣∣∣
(0,0)

= − 1

8ω∗
d2

du2
g(x∗) +

1

8(ω∗)3

d

du
g(x∗)

d2

du2
f(x∗)

= − 1

8ω∗
g′′(x∗) +

1

8(ω∗)3
g′(x∗)f ′′(x∗)

= − 1

8ω∗

(
(ω∗)2g′′(x∗)− g′(x∗)f ′′(x∗)

(ω∗)2

)
= −ω

∗

8

d

dx

(
g′(x)

f ′(x)

)∣∣∣∣
x=x∗

,

donde ′ = d/dx.
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Para este último cálculo hemos usado

Quuv =
∂3

∂v∂u2

(
−g(u(t) + x∗)v(t) +

1

ω∗
(f(u(t) + x∗)− f ′(x∗)u(t))

)
= − d2

du2
g(u(t) + x∗),

Quv =
∂2

∂v∂u

(
−g(u(t) + x∗)v(t) +

1

ω∗
(f(u(t) + x∗)− f ′(x∗)u(t))

)
= − d

du
g(u(t) + x∗),

Quu =
∂2

∂u2

(
−g(u(t) + x∗)v(t) +

1

ω∗
(f(u(t) + x∗)− f ′(x∗)u(t))

)
= −v(t)

d2

du2
g(u(t) + x∗) +

1

ω∗
d2

du2
f(u(t) + x∗),

además que du = dx, pues u(t) = x(t)− x∗.

Finalmente concluimos que una bifurcación de Hopf ocurre cuando f(x∗) = 0,
f ′(x∗) > 0 y x∗ es un cero simple de g. La frecuencia natural de oscilaciones es
ω∗ =

√
f ′(x∗) y el primer coeficiente de Lyapunov en x∗ está dado por la expresión

l∗(0) = −ω
∗

8

d

dx

(
g′(x)

f ′(x)

)∣∣∣∣
x=x∗

=
ω∗

8

(
f ′′(x∗)g′(x∗)− f ′(x∗)g′′(x∗)

(f ′(x∗))2

)
. (3.22)

Los puntos de equilibrio del sistema (3.16) son

P0 = (x∗0, 0), P1 = (x∗1, 0) y P2 = (x∗2, 0)

donde x∗0 = 0, x∗1,2 = 1
2

(
−s±

√
s2 + 4(r − p)

)
.

Nos interesa determinar el signo de l∗(0) para estos puntos de equilibrio. Ob-
servemos que

l∗(0) =
ω∗

8

(
f ′′(x∗)g′(x∗)− f ′(x∗)g′′(x∗)

(f ′(x∗))2

)
,

entonces el signo de l∗(0) es el mismo que el de la expresión

f ′′(x∗)g′(x∗)− f ′(x∗)g′′(x∗),
pues ω∗ =

√
f ′(x∗) > 0.

Usando el hecho de que el sistema (3.16) puede escribirse en la forma (3.19)
con f(x) = x3 + sx2 − (r − p)x y g(x) = x2 − (r − 1), obtenemos

f ′′(x∗)g′(x∗)− f ′(x∗)g′′(x∗) = (6x∗ + 2s)(2x∗)− (3(x∗)2 + 2sx− (r − p))(2)

= 12(x∗)2 + 4sx∗ − 6(x∗)2 − 4sx∗ + 2(r − p)
= 2(3(x∗)2 + r − p),

60



de donde concluimos que el signo de l∗(0) es igual al signo de 3(x∗)2 + r − p.

Lo siguiente es observar que la recta r = 1 para p > 1 está asociada al
equilibrio P0 = (x∗0, 0) = (0, 0), por lo tanto el signo del primer coeficiente de
Lyapunov l∗0(0) es el mismo que el de 1− p, el cual es negativo. Luego, bajo estas
condiciones tenemos una bifurcación de Hopf supercŕıtica con frecuencia natural
es ω∗0 =

√
f ′(x∗0) =

√
p− 1.

El equilibrio P1 = (x∗1, 0) =
(

1
2

(
−s+

√
s2 + 4(r − p)

)
, 0
)

se encuentra aso-

ciado a la curva

r =
1− 2p+ p2 + s2

s2
,

para p ∈ (0, 1), y en este punto el signo del primer coeficiente de Lyapunov l∗1(0)
es el mismo que el de

3(x∗1)2 + r − p = 3

(
1

2

(
−s+

√
s2 + 4(r − p)

))2

+ r − p > 0,

ya que para p ∈ (0, 1) tenemos r > p. Por lo tanto l∗1 > 0, y bajo estas condiciones
tenemos una bifurcación de Hopf subcŕıtica con frecuencia natural

ω∗1 =
√
f ′(x∗1)

=
√

3(x∗1)2 + 2sx∗1 − (r − p)

=

√
3

2
s2 + 3(r − p)− 3

2
s
√
s2 + 4(r − p)− s2 + s

√
s2 + 4(r − p)− (r − p)

=

√
1

2
s2 + 2(r − p)− 1

2
s
√
s2 + 4(r − p),

debido a que

r =
1− 2p+ p2 + s2

s2
,

para p ∈ (0, 1) tenemos que p = 1− s
√
r − 1, y por lo tanto

ω∗1 =

√
2(r − 1) + s

√
r − 1.

Ahora consideremos el equilibrio P2 = (x∗2, 0) =
(

1
2

(
−s−

√
s2 + 4(r − p)

)
, 0
)

,

el cual está asociado a la curva

r =
1− 2p+ p2 + s2

s2
,
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para p > 1 + 1
2
s2. Notemos que

3(x∗2)2 + r − p = 3

(
1

2

(
−s−

√
s2 + 4(r − p)

))2

+ r − p > 0,

la cual se cumple para s > 0 y p− 1
4
s2 ≤ r, puesto que r > 1 + 1

4
s2. En resumen,

la desigualdad siempre se cumple dadas las condiciones anteriores, de tal forma
que el primer coeficiente de Lyapunov l∗2 > 0 y tenemos una bifurcación de Hopf
subcŕıtica con frecuencia natural

ω∗2 =
√
f ′(x∗2)

=
√

3(x∗2)2 + 2sx∗2 − (r − p)

=

√
3

(
1

2

(
−s−

√
s2 + 4(r − p)

))2

+ 2s

(
1

2

(
−s−

√
s2 + 4(r − p)

))
− (r − p)

=

√
1

2
s2 +

1

2
s
√
s2 + 4(r − p) + 2(r − p)

Tomando en cuenta que

r =
1− 2p+ p2 + s2

s2

para p > 1 + 1
2
s2 tenemos que p = 1 + s

√
r − 1 obtenemos

ω∗2 =

√
2(r − 1)− s

√
r − 1.

3.4. Análisis de la bifurcación de Bogdanov-Takens

En esta sección presentamos el análisis de despliegue de los puntos BT no
degenerados del sistema (3.5), denotados por Q0 y Q1.

Primero realizamos el cambio de variables (x,−(x+y)) 7→ (x, y), y obtenemos
que (3.5) se transforma en

ẋ = y,

ẏ = (r − p)x+ (r − 1)y − (s+ y)x2 − x3.
(3.23)

Los puntos de equilibrio de este sistema son P0 = (0, 0), P1 = (x∗1, 0) y P2 =
(x∗2, 0), donde

x∗1 =
1

2

(
−s+

√
s2 + 4(r − p)

)
y x∗2 =

1

2

(
−s−

√
s2 + 4(r − p)

)
.
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Ahora reescalamos las variables y los parámetros de la siguiente forma:

x(t) = ηu(τ), y(t) = η2v(τ), τ = ηt,

µ =
r − p
η2

, λ =
r − 1

η2
, δ =

s

η
.

(3.24)

Con este reescalamiento el sistema (3.23) toma la forma

u̇ = v,

v̇ = µu− δu2 − u3 + η(λ− u2)v,
(3.25)

donde · = d

dτ
.

Tomando el ĺımite cuando η → 0 y µ = 1, las ecuaciones (3.25) se transforman
en

u̇ = v,

v̇ = u− δu2 − u3.
(3.26)

Estas ecuaciones tienen estructura de sistema hamiltoniano con función hamilto-
niana

H(u, v) =
1

2
v2 − 1

2
u2 +

1

3
δu3 +

1

4
u4.

Los puntos de equilibrio del sistema (3.26) son (0, 0), (u∗1, 0) y (u∗2, 0), donde

u∗1(δ) =
1

2

(
−δ +

√
δ2 + 4

)
, u∗2(δ) =

1

2

(
−δ −

√
δ2 + 4

)
.

Notemos que la matriz hessiana de la función hamiltoniana es

Hess(H) =

(
−1 + 2δu+ 3u2 0

0 1

)
de donde se sigue que (0, 0) es un punto silla y (u∗1, 0), (u∗2, 0) son mı́nimos relativos
de H.

Ahora vamos a comprobar que en la curva de nivel dada por H(u, v) = 0 hay
una órbita homocĺınica. Iniciemos por considerar

1

2
v2 =

1

2
u2 − 1

3
δu3 − 1

4
u4

ó equivalentemente

v = ±
√
u2 − 2

3
δu3 − 1

2
u4.
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Usando el sistema (3.26) obtenemos que u̇ = v y por lo tanto

± 1√
u2 − 2

3
δu3 − 1

2
u4

du

dt
= 1.

Tomando la ráız positiva y suponiendo que u > 0 obtenemos

1

u
√

1− 2
3
δu− 1

2
u2

du

dt
= 1.

Ahora integramos de u(0) = u0 a u(t) = u para y llegamos a que∫ u

u0

ds

s
√

1− 2
3
δs− 1

2
s2

= t,

es decir,

arctanh

 δu− 3√
−9

2
u2 − 6δu+ 9

− arctanh

 δu0 − 3√
−9

2
u2

0 − 6δu0 + 9

 = t.

Tomando el ĺımite cuando u0 → 2
3

(
−δ +

√
δ2 + 9

2

)+

, tenemos

arctanh

 δu− 3√
−9

2
u2 − 6δu+ 9

− arctanh[∞] = t

o equivalentemente

arctanh

 δu− 3√
−9

2
u2 − 6δu+ 9

+
iπ

2
= t,

y finalmente

u(α(t)) =
∓
√
δ2 (−12 tan2(α)− 12)2 − 4 (18 tan2(α) + 18) (2δ2 − 9 tan2(α)) + 12δ tan2(α) + 12δ

2 (2δ2 − 9 tan2(α))
, (3.27)

donde α = −1
2
(π + 2it).

Usando la identidad

tan

(
1

2
(−π − 2it)

)
= −i coth(t)
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la expresión (3.27) se transforma en

u(t) = −
3

(
−2δ ∓

√
2
√

(2δ2 + 9) coth2(t)csch2(t) + 2δ coth2(t)

)
2δ2 + 9 coth2(t)

(3.28)

la cual es equivalente a

u(t) =
±3
√

2
√

(2δ2 + 9) coth2(t)csch2(t)− 6δcsch2(t)

2δ2 + 9 coth2(t)
.

Para simplificar esta expresión usamos identidades trigonométricas hiperbólicas y
obtenemos

u(t) =

6

(
±
√

2
√

(2δ2 + 9) coth2(t)csch2(t)− 2δcsch2(t)

)
4δ2 + 9csch2(t) + 9 cosh(2t)csch2(t)

= −
6
(
∓ coth(t)csch(t)

√
2(2δ2 + 9) + 2δcsch2(t)

)
4δ2 + 9csch2(t)(1 + cosh(2t))

= −
6
(
∓ cosh(t)

sinh2(t)

√
2(2δ2 + 9) + 2δ

sinh2(t)

)
4δ2 + 9

sinh2(t)
(2 cosh2(t))

= −
6
(
∓ cosh(t)

√
2(2δ2 + 9) + 2δ

)
4δ2 sinh2(t) + 18 cosh2(t)

= −
6
(
∓ cosh(t)

√
2(2δ2 + 9) + 2δ

)
(4δ2 + 18) cosh2(t)− 4δ2

=
±6

2
√
δ2 + 9

2
cosh(t)± 2δ

=
±3√

2δ2+9
2

(
cosh(t)± δ

√
2

2δ2+9

)
=

±3
√

2
2δ2+9

cosh(t)± δ
√

2
2δ2+9

.

Por otro lado sabemos que u̇ = v lo cual nos permite afirmar que

du

dt
=

d

dt

 ±3
√

2
2δ2+9

cosh(t)± δ
√

2
2δ2+9

 =
∓3
√

2
2δ2+9

sinh(t)(
cosh(t)± δ

√
2

2δ2+9

)2 = v.

65



A partir de estas expresiones obtenemos que el punto silla está conectado a śı
mismo por un par de órbitas homocĺınicas asimétricas, Γ+

0 y Γ−0 , que contienen a
los puntos de equilibrio (u∗1, 0) y (u∗2, 0), respectivamente.

Las órbitas homocĺınicas están dadas expĺıcitamente por

Γ±0 : (u±0 (t), v±0 (t)) =

(
±3β

cosh(t)± βδ
,
∓3β sinh(t)

(cosh(t)± βδ)2

)
, (3.29)

donde β =
√

2
2δ2+9

.

En general para µ > 0 tenemos que

u(t) =
3µ
(

2δ ∓
√

2
√

(2δ2 + 9µ) coth2
(√

µt
)

csch2
(√

µt
)
− 2δ coth2

(√
µt
))

2δ2 + 9µ coth2
(√

µt
)

=
3µ
(
−2δ ∓ cosh

(√
µt
)√

2
√

2δ2 + 9µ
)

2δ2
(
cosh2

(√
µt
)
− 1
)

+ 9µ cosh2
(√

µt
)

=
±3µ
√

2√
2δ2 + 9µ cosh

(√
µt
)
±
√

2δ
=

±3
√
µ√(

δ√
µ

)2

+ 9
2

cosh
(√

µt
)
± δ√

µ

=

±3
√
µ
√

2

9+2
(
δ√
µ

)2
cosh

(√
µt
)
±
√

2

9+
(
δ√
µ

)2 δ√
µ

.

Por lo tanto

u(t) =
±3β̃
√
µ

cosh
(√

µt
)
± β̃δ̃

,

donde

δ̃ =
δ
√
µ

y β̃ =

√
2

9 + 2(δ̃)2
.

Ya que u̇ = v, obtenemos

du

dt
=

d

dt

(
±3β̃
√
µ

cosh
(√

µt
)
± β̃δ̃

)
=
∓3µβ̃ sinh

(√
µt
)(

cosh
(√

µt
)
± β̃δ̃

)2 = v.

Finalmente, las órbitas homocĺınicas que conectan al punto silla (0, 0) a śı mismo
están dadas por Γ̃+

0 y Γ̃−0 , las cuales encierran (envuelven) a los puntos de equilibrio
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(u1, 0) y (u2, 0), respectivamente, donde

u1,2 =
1

2

(
−δ ±

√
δ2 + 4µ

)
.

Las expresiones expĺıcitas de las órbitas homocĺınicas están dadas por

Γ̃±0 :
(
u±0 (t), v±0 (t)

)
=

 ±3β̃
√
µ

cosh
(√

µt
)
± β̃δ̃

,
∓3µβ̃ sinh

(√
µt
)(

cosh
(√

µt
)
± β̃δ̃

)2

 . (3.30)

En la figura 3.4 mostramos órbitas homocĺınicas para δ = 2 y µ ∈ [0.3, 1.8], aśı
como para µ = 2 y δ ∈ [0.3, 1.8].

-4 -2 0 2 4
-4

-2

0

2

4

u

v

(a)

-4 -2 0 2 4
-4

-2

0

2

4

u

v

(b)

Figura 3.4: Órbitas homocĺınicas Γ̃±0 : (a) δ = 2 y µ ∈ [0.3, 1.8], (b) µ = 2 y
δ ∈ [0.3, 1.8].

En lo que sigue, vamos a verificar cuáles órbitas homocĺınicas se preservan.
Iniciemos por observar que (3.25) puede escribirse en la forma(

u̇
v̇

)
=

(
v

µu− δu2 − u3

)
+ η

(
0

(λ− u2)v

)
= J∇H + ηX, (3.31)

donde

J =

(
0 1
−1 0

)
.
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Con el fin de llevar a cabo el análisis de este sistema fijaremos µ = 1 (para µ > 0 el
análisis es similar) y η = 0. Ya que el punto P0 = (0, 0) es hiperbólico y en la curva
de nivel H0 = H(u, v) = 0 hay dos órbitas homocĺınicas, podemos garantizar que

ϕ0(t) ⊆ W s(P0) ∩W u(P0).

Por otro lado, es inmediato ver que el sistema (3.31) es una perturbación del
sistema (

u̇
v̇

)
= J∇H, (3.32)

es decir de (3.26). Luego, aplicando el teorema de la función impĺıcita y el teo-
rema de la variedad estable, para η suficientemente pequeña existe un punto fijo
hiperbólico de (3.31), denotado por Pη, tal que W s(Pη) y W u(Pη) vaŕıan suave-
mente con respecto a η. Ver la figura 3.5.

Figura 3.5: Existencia del punto hiperbólico Pη y la perturbación de la órbita
homocĺınica que conecta al punto de equilibrio silla P0 = (0, 0) con śı mismo.

Sean z = ϕ0(t0) ∈ W s(P0) ∩W u(P0) y Σ una sección normal de z, entonces
existen

zsε ∈ Σ ∩W s
ε (P0),

zuε ∈ Σ ∩W u
ε (P0).

Ver la figura 3.6.
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Figura 3.6: Sección normal Σ.

Si zsε = zuε , entonces hay una órbita homocĺınica, o equivalentemente

H(zsε)−H(zuε ) = 0.

Expandiendo en serie de Taylor tenemos

H(zsε)−H(zuε ) = [H(zsε)−H(zuε )]|ε=0 + ε
∂

∂ε
[H(zsε)−H(zuε )]

∣∣∣∣
ε=0

+ ε2
∂2

∂ε2
[H(zsε)−H(zuε )]

∣∣∣∣
ε=0

+ · · ·

=

∞∑
j=0

εj
∂j

∂εj
[H(zsε)−H(zuε )]

∣∣∣∣
ε=0

,

pero

[H(zsε)−H(zuε )]|ε=0 = H(z)−H(z) = 0,

por lo tanto

0 = εM(z) + ε2 ∂
2

∂ε2
[H(zsε)−H(zuε )]

∣∣∣∣
ε=0

+ · · · ,

donde

M(z) =
∂

∂ε
[H(zsε)−H(zuε )]

∣∣∣∣
ε=0

.

Sea zu(t, ε) solución del sistema(
u̇
v̇

)
= J∇H +X, con (u(0), v(0)) = zuε ,

entonces
∂

∂t
zu(t, ε) = J∇H +X,
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y por lo tanto

∂

∂t
H(zu(t, ε)) = ∇H · ∂

∂t
zu(t, ε)

= ∇H · J∇H +∇H ·X
= ∇H ·X,

pues ∇H · J∇H = 0. Luego∫ 0

A

∂

∂t
H(zu(t, ε))dt =

∫ 0

A

∇H ·Xdt,

o equivalentemente

H(zu(0, ε))−H(zu(A, ε)) =

∫ 0

A

∇H ·Xdt.

Evaluando en ε = 0 y tomando A→ −∞ tenemos

∂

∂ε
(H(zuε )−H(Pη))

∣∣∣∣
ε=0

=

∫ 0

−∞
∇H ·X(ϕ0(t))ds, (3.33)

similarmente

∂

∂ε
(H(Pη)−H(zsε))

∣∣∣∣
ε=0

=

∫ ∞
0

∇H ·X(ϕ0(t))ds. (3.34)

Sumando (3.33) y (3.34) tenemos

∂

∂ε
[H(zuε )−H(zsε)]

∣∣∣∣
ε=0

=

∫ ∞
−∞
∇H ·X(ϕ0(t))ds,

por lo tanto

M(z) =

∫ ∞
−∞
∇H ·X(ϕ0(t))ds.

Ésta es llamada función de Melnikov.

Sea D±(δ, λ) la distancia entre las variedades W s(Pη) y W u(Pη), definida me-
diante la siguiente expansión asintótica en potencias de η,

D±(δ, λ) = ηM±(δ, λ) +O(η2), (3.35)
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donde las funciones de Melnikov son

M±(δ, λ) =

∫ ∞
−∞

(
∇H ·

(
0

(λ− u2)v

))∣∣∣∣
Γ±0

dt

=

∫ ∞
−∞

(
−u+ δu2 + u3

v

)
·
(

0
(λ− u2)v

)∣∣∣∣
Γ±0

dt

=

∫ ∞
−∞

(
λ−

(
u±0 (t)

)2
) (
v±0 (t)

)2
dt

= λI±0 (δ)− I±2 (δ),

y las integrales son

I±0 (δ) =

∫ ∞
−∞

(
v±0 (t)

)2
dt

=

∫ ∞
−∞

 ∓3
√

2
2δ2+9

sinh(t)(
cosh(t)± δ

√
2

2δ2+9

)2


2

dt

=

3β2

(
(β2δ2 + 2)

√
1− β2δ2 + 6βδ tan−1

(
βδ∓1√
1−β2δ2

))
(1− β2δ2)5/2

=
4

27

(
3
(
δ2 + 3

)
+
√

2δ
(
2δ2 + 9

)
tan−1

(√
2δ ∓

√
2δ2 + 9

3

))
,

I±2 (δ) =

∫ ∞
−∞

(
u±0 (t)v±0 (t)

)2
dt

=

∫ ∞
−∞

(
±3β

cosh(t)± βδ

)2( ∓3β sinh(t)

(cosh(t)± βδ)2

)2

dt

=

∫ ∞
−∞

(
−9β2 sinh(t)

(cosh(t)± βδ)3

)2

dt

=
27

20
β4

30βδ (4β2δ2 + 3) tan−1

(
βδ∓1√
1−β2δ2

)
(1− β2δ2)9/2

+
6β4δ4 + 83β2δ2 + 16

(β2δ2 − 1)4


=

2
(

3 (70δ4 + 345δ2 + 216) + 5
√

2δ (28δ4 + 180δ2 + 243) tan−1
(√

2δ∓
√

2δ2+9
3

))
1215

,

donde β =
√

2
2δ2+9

.
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Como consecuencia la ecuación de bifurcación D±(δ, λ) = 0 nos da el conjunto
de parámetros para los cuales persisten las órbitas homocĺınicas Γ±0 a P0. Éstas
persisten para

λ = λ±0 (δ) =
I±2 (δ)

I±0 (δ)
+O(η).

En la figura 3.7 mostramos las gráficas de
I±2 (δ)

I±0 (δ)
.

-2 -1 1 2
δ

1

2

3

4

λ

λ0
- λ0

+

Figura 3.7: Gráficas de λ±0 (δ) a orden cero en η, es decir,
I±2 (δ)

I±0 (δ)
.

Lo siguiente es llevar a cabo el análisis de las órbitas homocĺınicas para µ ∈
(−δ2/4, 0). Sin pérdida de generalidad fijamos µ = −1 y tomamos el ĺımite cuando
η → 0 en el sistema (3.25), y obtenemos

u̇ = v

v̇ = −u− δu2 − u3.
(3.36)

Este sistema tiene tres puntos de equilibrio,

P0 = (u0, v0) = (0, 0) y P1,2 = (u∗1,2, v
∗
1,2) =

(
1

2

(
−δ ±

√
δ2 − 4

)
, 0

)
.

Notemos que las ecuaciones (3.36) tienen estructura de sistema hamiltoniano cuya
función hamiltoniana es

H(u, v) =
1

2
v2 +

1

2
u2 +

1

3
δu3 +

1

4
u4.
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Es fácil verificar que P1 = (u∗1, v
∗
1) es un punto silla y P0 = (0, 0), P2 = (u∗2, v

∗
2)

son mı́nimos de la función hamiltoniana. Ahora realizamos el siguiente cambio de
coordenadas (u, v)→ (u∗1 +u, v), de tal forma que el sistema (3.25) se transforma
en

u̇ = v,

v̇ = −(u∗1 + u)− δ(u∗1 + u)2 − (u∗1 + u)3 + η(λ− (u∗1 + u)2)v.

Usando los valores de las coordenadas de P1 podemos simplificar la segunda
ecuación,

v̇ = −(u∗1 + u)− δ(u∗1 + u)2 − (u∗1 + u)3 + η(λ− (u∗1 + u)2)v

= −(1 + δu∗1 + (u∗1)2)u∗1 − (1 + 2δu∗1 + 3(u∗1)2)u− (δ + 3u∗1)u2 − u3

+ η(λ− (u∗1)2 − 2u∗1u− u2)v

= −(1 + 2δu∗1 + 3(u∗1)2)u− (δ + 3u∗1)u2 − u3 + η(λ− (u∗1)2 − 2u∗1u− u2)v

= −(1 + δu∗1 + (u∗1)2 + δu∗1 + 2(u∗1)2)u− (δ + 3u∗1)u2 − u3

+ η(λ− (u∗1)2 − 2u∗1u− u2)v

= −u∗1(δ + 2u∗1)u− (δ + 3u∗1)u2 − u3 + η(λ− (u∗1)2 − 2u∗1u− u2)v

= −u∗1
√
δ2 − 4− (δ + 3u∗1)u2 − u3 + η(λ− (u∗1)2 − 2u∗1u− u2)v.

Aqúı usamos que 1 + δu∗1 + (u∗1)2 = 0, la cual es una condición de los puntos de
equilibrio, además que δ + 2u∗1 =

√
δ2 − 4 ya que u∗1 = 1

2

(
−δ +

√
δ2 − 4

)
. Luego

(3.25) lo reescribimos como

u̇ = v

v̇ = νu− κu2 − u3 + η(λ− (u∗1)2 − 2u∗1u− u2)v,
(3.37)

donde ν = −u∗1
√
δ2 − 4 y κ = δ + 3u∗1.

Notemos que debido a que P1 = (u∗1, v
∗
1) es un punto silla de la función hamil-

toniana entonces u∗1 < 0, lo cual implica que ν > 0.

Tomando el ĺımite cuando η → 0 en el sistema (3.37), éste se transforma en
un sistema hamiltoniano cuya función hamiltoniana es

H(u, v) =
1

2
v2 − 1

2
νu2 +

1

3
κu3 +

1

4
u4.

La curva de nivel H = 0 corresponde a un par de órbitas homocĺınicas que conec-
tan al punto silla P1 con él mismo.
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A partir de (3.30) conocemos que las órbitas homocĺınicas para P0 con µ > 0
son

Γ̃±0 :
(
u±0 (t), v±0 (t)

)
=

 ±3β̃
√
µ

cosh
(√

µt
)
± β̃δ̃

,
∓3µβ̃ sinh

(√
µt
)(

cosh
(√

µt
)
± β̃δ̃

)2

 ,

donde

δ̃ =
δ
√
µ

y β̃ =

√
2

9 + 2(δ̃)2
.

Sean

µ = ν > 0, δ = κ, α =

(
κ2 +

9

2
ν

)−1/2

.

Tomando en cuenta estas definiciones tenemos que

β̃ =

√
2

9 + 2(δ̃)2
=

(
9

2
+
δ2

µ

)−1/2

=

(
9

2
+
κ2

ν

)−1/2

=
√
ν

(
9

2
ν + κ2

)−1/2

= α
√
ν,

y

β̃δ̃ = α
√
ν

(
κ√
ν

)
= ακ.

Como consecuencia tenemos que las órbitas homocĺınicas Γ±1 que conectan a P1

están dadas por

Γ±1 : (u±1 (t), v±1 (t)) =

(
±3αν

cosh(
√
νt)± ακ

,
∓3αν

√
ν sinh(

√
νt)

(cosh(
√
νt)± ακ)

2

)
. (3.38)

La expansión asintótica para D± en potencias de η, la cual contiene a la función
de Melnikov M±, está dada por

D±(δ, λ) = ηM±(δ, λ) +O(η2)

= η

∫ ∞
−∞

(
∇H ·

(
0

(λ− (u∗1)2 − 2u∗1u− u2) v

))∣∣∣∣
Γ±1

dt+O(η2)

= η

∫ ∞
−∞

(
−νu+ κu2 + u3

v

)
·
(

0
(λ− (u∗1)2)− 2u∗1u− u2)v

)∣∣∣∣
Γ±1

dt+O(η2)

= η

∫ ∞
−∞

(
λ− (u∗1)2 − 2u∗1(u±1 (t))− (u±1 (t))2

) (
v±1 (t)

)2
dt+O(η2).

(3.39)
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La ecuación D±(δ, λ) = 0 nos proporciona los valores de los parámetros δ y
λ, para los cuales las órbitas homocĺınicas persisten bajo perturbaciones en el
sistema hamiltoniano. Es decir,

λ±1 = (u∗1)2 +
2u∗1I

±
1 + I±2
I±0

, (3.40)

donde

I±0 =

∫ ∞
−∞

(
v±1 (t)

)2
dt,

I±1 =

∫ ∞
−∞

u±1 (t)
(
v±1 (t)

)2
dt,

I±2 =

∫ ∞
−∞

(
u±1 (t)v±1 (t)

)2
dt.

Observemos que

I±0 =

∫ ∞
−∞

(
v±1 (t)

)2
dt

=

∫ ∞
−∞

(
∓3αν

√
ν sinh(

√
νt)

(cosh(
√
νt)± ακ)

2

)2

dt

= 2

∫ ∞
0

(
∓3αν

√
ν sinh(

√
νt)

(cosh(
√
νt)± ακ)

2

)2

dt

= 3α2ν5/2

 α2κ2 + 2

(α2κ2 − 1)2 +
6ακ tan−1

(
ακ∓1√
1−α2κ2

)
(1− α2κ2)5/2


=

4

9

√
ν
(
κ2 + 3ν

)
+

4κ
√

2κ2 + 9ν tan−1
(√

2κ∓
√

2κ2+9ν
3
√
ν

)
27
√

1
4κ2+18ν

=
4

9

(
√
ν
(
κ2 + 3ν

)
+

√
2

3
κ
(
2κ2 + 9ν

)
tan−1

(√
2κ∓

√
2κ2 + 9ν

3
√
ν

))
,
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I±1 =

∫ ∞
−∞

u±1 (t)
(
v±1 (t)

)2
dt

=

∫ ∞
−∞

(
±3αν

cosh(
√
νt)± ακ

)(
∓3αν

√
ν sinh(

√
νt)

(cosh(
√
νt)± ακ)

2

)2

dt

= 2

∫ ∞
0

(
±3αν

cosh(
√
νt)± ακ

)(
∓3αν

√
ν sinh(

√
νt)

(cosh(
√
νt)± ακ)

2

)2

dt

=
9

4
α3ν7/2

ακ (2α2κ2 + 13
)

(α2κ2 − 1)3 −
6
(
4α2κ2 + 1

)
tan−1

(
ακ∓1√
1−α2κ2

)
(1− α2κ2)7/2


= − 1

27
κ
√
ν
(
10κ2 + 39ν

)
−

√
2κ2 + 9ν

(
10κ2 + 9ν

)
tan−1

(√
2κ∓
√

2κ2+9ν
3
√
ν

)
81
√

1
4κ2+18ν

= − 1

27

(
κ
√
ν
(
10κ2 + 39ν

)
+

√
2

3

(
2κ2 + 9ν

) (
10κ2 + 9ν

)
tan−1

(√
2κ∓

√
2κ2 + 9ν

3
√
ν

))
,

I±2 =

∫ ∞
−∞

(
u±1 (t)v±1 (t)

)2
dt

=

∫ ∞
−∞

(
±3αν

(cosh(
√
νt)± ακ)

∓3αν
√
ν sinh(

√
νt)

(cosh(
√
νt)± ακ)

2

)2

dt

= 2

∫ ∞
0

(
−9α2ν2

√
ν sinh (

√
νt)

(cosh(
√
νt)± ακ)

3

)2

dt

=
27

20
α4ν9/2

30ακ (4α2κ2 + 3) tan−1
(

ακ∓1√
1−α2κ2

)
(1− α2κ2)9/2

+
6α4κ4 + 83α2κ2 + 16

(α2κ2 − 1)4


=

2

81

(√
ν

5

(
70κ4 + 345κ2ν + 216ν2

)
+

√
2

3
κ
(
14κ2 + 27ν

) (
2κ2 + 9ν

)
tan−1

(√
2κ∓

√
2κ2 + 9ν

3
√
ν

))
.

Recordemos que

ν = −u∗1
√
δ2 − 4 = −1

2
δ2 +

1

2
δ
√
δ2 − 4 + 2,

κ = δ + 3u∗1 = −1

2
δ +

3

2

√
δ2 − 4,
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ya que u∗1 = 1
2

(
−δ +

√
δ2 − 4

)
, por lo tanto

I±0 (δ) =
2
√

2

27

(
3
(
δ2 − 3

)√
δ
(√

δ2 − 4− δ
)

+ 4 + 2δ
(
2δ2 − 9

)
tan−1

(
θ±(δ)

))
,

I±1 (δ) =
δ

162
√

2

(
3
√
δ2 − 4 + δ

)(
−41δ2 + 21δ

√
δ2 − 4 + 144

)
tan−1

(
θ±(δ)

)
− 1

27
√

2

(
4δ3 +

(
6δ2 + 3

)√
δ2 − 4− 21δ

)√
δ
(√

δ2 − 4− δ
)

+ 4,

I±2 (δ) =

√
2

810

(
26δ4 − 231δ2 +

(
114δ3 − 531δ

)√
δ2 − 4 + 648

)√
δ
(√

δ2 − 4− δ
)

+ 4

+

√
2δ

243

(
2δ2 − 9

) (
43δ2 − 15δ

√
δ2 − 4− 144

)
tan−1

(
θ±(δ)

)
,

donde

θ±(δ) =

3
√
δ2 − 4∓

√
δ
(
3
√
δ2 − 4 + δ

)
− δ

3
√
δ
(√

δ2 − 4− δ
)

+ 4

 .
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Figura 3.8: Gráfica de: (a) λ+
1 (δ) = (u∗1)2+

2u∗1I
+
1 +I+2
I+0

y (b) λ−1 (δ) = (u∗1)2+
2u∗1I

−
1 +I−2
I−0

.

A partir del reescalamiento (3.24) tenemos la relación

µ =
r − p
η2

y λ =
r − 1

η2
,

y por tanto
λ(r − p) = µ(r − 1), ∀ η, λ, µ 6= 0,
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o equivalentemente (λ− µ)r = λp− µ, pero

(λ− µ)r = λp− µ
= λp− µ+ λ− λ
= λ(p− 1) + (λ− µ),

por lo tanto
(λ− µ)r − (λ− µ) = λ(p− 1).

Finalmente llegamos a la siguiente relación lineal entre r y p:

(λ− µ)(r − 1) = λ(p− 1). (3.41)

Esta fórmula produce la pendiente de la recta tangente a las curvas de bifurcacio-
nes homocĺınicas en el centro de organización Q0, para µ > 0.

Con el fin de establecer la existencia y persistencia de las órbitas homocĺınicas
de lazo doble, debemos hacer notar que éstas convergen en el ĺımite simétrico
cuando δ → 0 (cuando s → 0), µ = 1 y η = 0 en el sistema (3.25) al par de
órbitas homocĺınicas del modelo

u̇ = v,

v̇ = u− u3.
(3.42)

Este sistema es equivalente a la ecuación de Duffing

ü− u+ u3 = 0, (3.43)

cuyas órbitas homocĺınicas son

Γ±0 :
(
u±0 (t) , v±0 (t)

)
=
(
±
√

2 sech(t) , ∓
√

2 sech(t) tanh(t)
)
.

En la figura 3.9 mostramos el retrato fase de la ecuación de Duffing (3.43).

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

u

v

Figura 3.9: Retrato fase de la ecuación de Duffing (3.43).
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La órbita homocĺınica de lazo doble está dada por la unión Γ−0 ∪Γ+
0 , es decir, son

las órbitas homocĺınicas localizadas a la izquierda y a la derecha de P0. Las órbitas
homocĺınicas de lazo doble se originan por la suma de funciones de Melnikov de
lazo único. Usando de la ecuación de bifurcación D±(δ, λ) = 0 podemos calcular
la persistencia de las homocĺınicas de lazo doble a P0 dadas por

λ = λ∪0 =
I+

2 + I−2
I+

0 + I−0
+O(η).

Un cálculo inmediato nos permite verificar que

ĺım
δ→0

λ±0 (δ) = ĺım
δ→0

λ∪0 (δ) =
4

5
,

Luego, fijando µ = 1 y tomando el ĺımite cuando δ → 0, las órbitas homocĺınicas
derecha e izquierda a P0 cuando λ = 4/5 coinciden con las órbitas homocĺınicas
simétricas dadas por la ecuación de Duffing.

Ahora, utilizando la ecuación (3.41) tenemos que(
4

5
− 1

)
(r − 1) =

4

5
(p− 1) ,

ó bien

r − 1 = −4(p− 1),

que corresponde a la recta tangente a la curva de bifurcaciones homocĺınicas con
las condiciones dadas previamente.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
δ0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0
λ

λ0
+

λ0
U

λ0
-

Figura 3.10: Gráficas de λ±0 (δ) y λ∪0 (δ). Las tres curvas de bifurcación coinciden
para λ = 4/5 cuando δ → 0, generando dos órbitas homocĺınicas simétricas.
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Por otra lado, usando el reescalamiento (3.24) tenemos que,

(λ− µ)r = λp− µ

= λp+ λ

(
−1 + 1− 1

2
s2 +

1

2
s2

)
+ µ(−1)

= λp− λ
(

1 +
1

2
s2

)
+

1

4
s2(λ+ µ) + (λ− µ)

(
1 +

1

4
s2

)
.

En otras palabras

(λ− µ)r − (λ− µ)

(
1 +

1

4
s2

)
= λp− λ

(
1 +

1

2
s2

)
+

1

4
s2(λ+ µ),

de donde obtenemos la siguiente relación lineal entre r y p:

(λ− µ)

(
r −

(
1 +

1

4
s2

))
= λ

(
p−

(
1 +

1

2
s2

))
+

1

4
s2(λ+ µ). (3.44)

Esta fórmula produce la pendiente de la recta tangente a las curvas de bifurca-
ciones homocĺınicas en el centro de organización Q1 para µ ∈ (−δ2/4, 0). En este
caso las órbitas homocĺınicas de lazo doble están dadas por la unión Γ−1 ∪ Γ+

1 .
Las órbitas homocĺınicas derecha e izquierda a P1 y la ecuación de bifurcación
D±(δ, λ) = 0 nos proporciona los valores de los parámetros δ y λ para los cuales
persisten las órbitas homocĺınicas de lazo doble a P1, dadas por

λ = λ∪1 (δ) = (u∗1)2 +
2u∗1

(
I+

1 + I−1
)

+
(
I+

2 + I−2
)

I+
0 + I−0

+O(η).

Como consecuencia de que

ĺım
δ→2

λ+
1 (δ) = ĺım

δ→2
λ∪1 (δ) =

1

9
y ĺım

δ→2
λ−1 (δ) = 1,

obtenemos que fijando µ = −1 y tomando el ĺımite cuando δ → 2, las órbitas
homocĺınicas derecha y de lazo doble a P1 colapsan cuando λ = 1/9, mientras
que la órbita homocĺınica izquierda tiende a λ = 1 cuando δ → 2. Por otro lado
tenemos que δ2 + 4µ = δ2 − 4 ≥ 0, por lo tanto δ ≥ 2, es decir, las órbitas
homocĺınicas de lazo único y de lazo doble a P1 persisten para δ ∈ [2,∞), con λ
a orden uno.
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Figura 3.11: Gráficas de λ±1 (δ) y λ∪1 (δ). Las curvas de bifurcación λ+
1 (δ) y λ∪1 (δ)

coinciden para λ = 1/9 cuando δ → 2.

Lo siguiente es observar que cuando tomamos el ĺımite cuando s→ 0 en (3.23)
llegamos al sistema

ẋ = y,

ẏ = µ1x+ µ2y − x3 − x2y,
(3.45)

donde µ1 = r − p y µ2 = r − 1.

Para µ1 < 0 el único punto de equilibrio del sistema (3.45) es P0 = (0, 0),
mientras que para µ1 > 0 el sistema (3.45) tiene tres puntos de equilibrio,

P0 = (0, 0) y P1,2 = (±√µ1, 0) .

Introduciendo el siguiente rescalamiento de las variables y los parámetros

x = εu, y = ε2v, µ1 = ε2ξ1, µ2 = ε2ξ2, t→ εt,

el sistema (3.45) se transforma en

u̇ = v,

v̇ = ξ1u+ εξ2v − u3 − εu2v.
(3.46)

Eligiendo ξ1 = 1 y ε = 0 obtenemos el sistema hamiltoniano

u̇ = v,

v̇ = u− u3,
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cuya función hamiltoniana es

H(u, v) =
1

2
v2 − 1

2
u2 +

1

4
u4. (3.47)

Como vimos antes, este sistema hamiltoniano es equivalente a la ecuación de
Duffing

ü− u+ u3 = 0.

Los respectivos puntos de equilibrio P1,2 = (±1, 0) son mı́nimos de H(u, v) y el
punto de equilibrio P0 = (0, 0) es un punto silla de H(u, v). Además en la curva
de nivel H0 = H(u, v) = 0 tenemos la pareja de órbitas homocĺınicas simétricas

Γ±0 :
(
u±0 (t) , v±0 (t)

)
=
(
±
√

2 sech(t) , ∓
√

2 sech(t) tanh(t)
)
,

que conectan al punto silla. Ya hemos mostrado que una conexión doble de tipo
silla ocurre para ξ2 = 4/5, ó bien en términos de µ1 y µ2 ocurre en una curva
tangente a µ2 = 4

5
µ1 cuando (µ1, µ2) = (0, 0), equivalentemente en un curva

tangente a

r − 1 = −4(p− 1),

cuando (r, p) = (1, 1).

Observemos que para µ2 < 0 no existen órbitas periódicas, pues por el criterio
de Bendixson tenemos que

div(f) =
∂f1

∂x
+
∂f2

∂y
= µ2 − x2 < 0 para toda x ∈ R,

donde

f(x, y) = (y , µ1x+ µ2y − x3 − x2y).

A partir de esto inferimos que las órbitas periódicas que rodean a los tres puntos
de equilibrio deben desaparecer en alguna curva de bifurcación en el primer cua-
drante, la cual debe estar localizada entre las rectas µ2 = 4

5
µ1 y µ2 = 0. Con el fin

de comprobar esto, consideremos el sistema hamiltoniano perturbado (3.46) con
ξ1 = 1, es decir,(

u̇
v̇

)
=

(
v

u− u3

)
+ ε

(
0

(ξ2 − u2)v

)
= J∇H + εX,

donde

J =

(
0 1
−1 0

)
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Usando el método de Melnikov obtenemos el siguiente expansión asintótica
para D± en potencias de ε.

D±(ξ2) = εM±(ξ2) +O(ε2),

donde la función de Melnikov es

M±(ξ2) =

∫ ∞
−∞

(
∇H ·

(
0

(ξ2 − u2)v

))∣∣∣∣
Γ±0

dt

=

∫ ∞
−∞

(
−u+ u3

v

)
·
(

0
(ξ2 − u2)v

)∣∣∣∣
Γ±0

dt

=

∫ ∞
−∞

(
ξ2 −

(
u±0 (t)

)2
) (
v±0 (t)

)2
dt.

Como consecuencia obtenemos que M±(ξ2) = 0 cuando

ξ2 =

∫∞
−∞

(
u±0 (t)v±0 (t)

)2
dt∫∞

−∞

(
v±0 (t)

)2
dt

=
2
∫∞

0
sech4(t) tanh2(t)dt∫∞

0
sech2(t) tanh2(t)dt

=
4
15

tanh(t)− 2
5

tanh(t)sech4(t) + 2
15

tanh(t)sech2(t)
1
3

tanh3(t)

∣∣∣∣∣
∞

0

=
4

5
.

Por lo tanto las órbitas homocĺınicas del sistema hamiltoniano perturbado
(3.46) que conectan al punto silla P0 se preservan para ξ2 = 4

5
cuando ξ1 = 1, lo

cual ya era conocido.

Figura 3.12: Digrama de bifurcación de (3.45); figura tomada de [6].
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Sea γ = (uα(t), vα(t)) una órbita periódica elegida arbitrariamente dentro ó
fuera de la órbita homocĺınica Γ0, cuya función hamiltoniana es H (uα, vα) = α
de periodo Tα. Tomando una de las curvas de nivel γα = H−1

0 (α) tenemos que la
función de Melnikov puede ser descrita por

Mα(ξ2) =

∫ Tα

0

(
ξ2 − u2

α(t)
)
v2
α(t)dt

= ξ2

∫ Tα

0

v2
α(t)dt−

∫ Tα

0

u2
α(t)v2

α(t)dt

= ξ2

∫
γα
vdu−

∫
γα
u2vdu,

donde hemos usado que v =
du

dt
para convertir la integración con respecto de la

variable t, en una integral de ĺınea a lo largo de la órbita periódica γα.

Para poder evaluar las integrales es necesario expresar a v en términos de u a
través de la función hamiltoniana (3.47). Para que una órbita periódica persista
necesitamos que Mα(ξ2) = 0, lo cual ocurre cuando

ξ2 =

∫
γα
u2vdu∫

γα
vdu

= R(α). (3.48)

En [2], J. Carr usó propiedades de integrales eĺıpticas para demostrar que R(α)
tiene la forma que se muestra en la figura 3.13, además demostró que tiene un
único punto mı́nimo en c ≈ 0.752, para algún α > 0. Además, R(α) toma valores
grandes cuando α→∞, de tal forma que para ξ2 ∈ (1,∞) se conserva una única
órbita periódica próxima a una de las curvas de nivel para algún α > 0, mientras
que para ξ2 ∈ (4/5, 1) se preservan tres órbitas periódicas, dos de estas para
α ∈ (−1/4, 0) y una para algún α > 0. En ξ2 = 4/5 hay una órbita homocĺınica de
lazo doble que conecta al punto silla la cual tiene una separatriz. Para ξ2 ∈ (c, 4/5)
hay dos órbitas periódicas, una atractora y la otra repulsora, las cuales contienen
a los tres puntos de equilibrio. Estas órbitas periódicas se fusionan en ξ2 = c y
desaparecen cuando ξ2 < c. Para ξ2 ∈ (−∞, c) el punto de equilibrio P0 = (0, 0)
es una silla y los otros dos puntos de equilibrio son topológicamente equivalentes
a un nodo. Luego en ξ2 = c ocurre una bifurcación de tipo silla-nodo, ó bien en
términos de µ1 y µ2 hay en una curva tangente a µ2 = cµ1 cuando (µ1, µ2) = (0, 0),
que equivale a en una curva tangente a

r − 1 =
c

c− 1
(p− 1) ,

cuando (r, p) = (1, 1). Mas aun, ya que c ≈ 0.752 obtenemos que la curva de
bifurcación silla-nodo es tangente a la curva

r − 1 ≈ −3.032(p− 1).
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Figura 3.13: Gráfica de R(α) con las curvas de nivel asociadas; figura tomada de
[6].

Figura 3.14: Terminación del diagrama de bifurcación de (3.45); figura tomada de
[6].

En conclusión tenemos que para el sistema (2.11) el único centro de organiza-
ción es el punto

Q =

(
1

1 + ε
,

1

1 + ε

)
,

además, a lo largo de la recta r = p ocurre una bifurcación de tipo trinche.

En e0 dada por la recta r = 1− εp la cual se encuentra definida para p > 1
1+ε

el punto de equilibrio P0 del sistema (2.11) se somete a una bifurcación de Hopf
supercŕıtica, mientras que en e1 y e2 dadas (ambas) por la relación p = 1+ε(1−2r)
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las cuales se encuentran definidas para p < 1
1+ε

, los puntos de equilibrio P1 y P2

de (2.11) se someten a una bifuración de Hopf subcŕıtica.

Por otra lado la recta r − (1− ε) = −4(p− (1− ε)) es tangente a la curva de
bifurcación homocĺınica para el sistema (2.11), mientras que una bifurcación de
tipo silla-nodo es tangente a la curva

r − (1− ε) ≈ −3.032(p− (1− ε)).

Concluimos el análisis para el despliegue del campo vectorial perturbado del sis-
tema (2.11) con parte lineal (

0 1
0 0

)
. (3.49)

0.5 1.0 1.5 2.0
p

0.5

1.0

1.5

2.0
r

T

e0

e1,e2

BH

SN

Q

Figura 3.15: Diagrama de despliegue de (2.11) para ε = 0.01 (q = 100) con una
aproximación del orden O(ε2) en hε. Aqúı Q es el centro de organización, e0 está
asociada a la bifurcación de Hopf supercŕıtica para P0, mientras que e1, e2 están
asociadas a la bifurcación de Hopf subcŕıtica para P1 y P2 respectivamente, T
se encuentra asociada a una bifurcación de tipo trinche, BH a una bifuración
homocĺınica y SN a una bifurcación de tipo silla-nodo.
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Teoremas de Andronov et al.
para sistemas en el plano

Las versiones de los teoremas presentados aqúı, han sido tomadas de los libros
de A. A. Andronov et al. [1] y de L. Perko [10].

Consideremos que el origen es un punto de equilibrio aislado del sistema en el
plano definido por

ẋ = P (x, y),
ẏ = Q(x, y),

(3.50)

donde el punto denota la derivada con respecto de t, y P ,Q son funciones anaĺıticas
en un entorno del origen.

Sea f(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) y A = Df(0, 0) la matriz de la parte lineal
evaluada en el origen.

Vamos a estudiar los retratos fase de (3.50) cuando la matriz A tiene valores
propios cero pero A 6= 0.

Primero consideremos el caso cuando A tiene un valor propio cero, es decir,
detA = 0, pero trA 6= 0. En el libro de Andronov et al. [1] página 338, se demostró
que el sistema (3.50) puede ser escrito en la siguiente forma

ẋ = p2(x, y),
ẏ = y + q2(x, y),

(3.51)

donde p2 y q2 son anaĺıticas en un entorno del origen y tienen una expansión en
serie en las variables x y y que inicia con términos de segundo orden.

El siguiente teorema fue demostrado en la página 340 en [1].

Teorema 4. Sea el origen un punto de equilibrio aislado para el sistema anaĺıtico
(3.51). Sea y = φ(x) la solución de la ecuación y + q2(x, y) = 0 en un entorno
del origen y sea la expansión de la función ψ(x) = p2(x, φ(x)) en un entorno de
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x = 0 de la forma ψ(x) = amx
m + · · · donde m ≥ 2 y am 6= 0. Entonces (1) para

m impar y am > 0, el origen es un nodo estable, (2) para m impar y am < 0, el
origen es (topológicamente) un una silla y (3) para m par, el origen es un silla
nodo, ver la figura 3.16.

Figura 3.16: El origen es un punto silla-nodo; figura tomada de [10].

Ahora, vamos a considerar el caso cuando A tiene dos valores propios cero,
es decir, detA = 0 y trA = 0, pero A 6= 0. Para este caso, en [1] página 356,
demostraron que el sistema (3.50) puede ser escrito en la forma normal

ẋ = y
ẏ = akx

k[1 + h(x)] + bnx
ny[1 + g(x)] + y2R(x, y)

(3.52)

donde h(x), g(x) yR(x, y) son anaĺıticas en un entorno del origen, h(0) = g(0) = 0,
k ≥ 2, ak 6= 0 y n ≥ 1. Los siguientes dos teoremas fueron demostrados en [1]
páginas 357-362.

Teorema 5. Sea k = 2m + 1 con m ≥ 1 en (3.52) y sea λ = b2
n + 4(m + 1)ak.

Entonces si ak > 0, el origen es (topológicamente) una silla. Si ak < 0, el origen
es (1) un foco o un centro si bn = 0 y también si bn 6= 0 y n > m ó si n = m y
λ < 0, (2) un nodo si bn 6= 0, n es un número par y n < m y también si bn 6= 0,
n es un número par, n = m y λ ≥ 0 y (3) un punto de equilibrio con dominio
eĺıptico si bn 6= 0, n es un número impar y n < m y también si bn 6= 0, n es un
número impar, n = m y λ ≥ 0.

Teorema 6. Sea k = 2m con m ≥ 1 en (3.52). Entonces el origen es (1) una
cúspide si bn = 0 y también si bn 6= 0 y n ≥ m y (2) es un silla-nodo si bn 6= 0 y
n < m. Ver las figuras 3.16 y 3.17, respectivamente.
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Figura 3.17: Cúspide en el origen; figura tomada de [10].

En resumen, si Df(x0, y0) tiene un valor propio cero, entonces el punto de
equilibrio (x0, y0) es un nodo, una (topológicamente) silla, o un silla-nodo; y si
Df(x0, y0) tiene dos valores propios cero, entonces el punto de equilibrio (x0, y0),
es un foco, un centro, un nodo, una (topológicamente) silla, un silla-nodo, una
cúspide, o un punto de equilibrio con un dominio eĺıptico.

El mapeo de Poincaré

En esta sección definimos el mapeo de Poincaré, el cual es una herramienta
muy usada para el estudio de la estabilidad y bifurcaciones de órbitas periódicas.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales no lineales

ẋ = f(x) (3.53)

donde f : E → Rn y E es un subconjunto abierto en Rn.

Sea Γ una órbita periódica del sistema (3.53), la cual pasa por el punto x0, y
Σ es un hiperplano perpendicular a Γ en x0, entonces para cualquier punto x ∈ Σ
suficientemente cercano a x0, las solución de (3.53) a través de x en t = 0, φt(x),
cruzará a Σ nuevamente en un punto P(x) cerca de x0; ver la figura 3.18. El
mapeo x→ P(x) es llamado mapeo de Poincaré.
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Figura 3.18: El mapeo de Poincaré; figura tomada de [10].

El mapeo de Poincaré también puede ser definido cuando Σ es una superficie
suave, a través de un punto x0 ∈ Γ, la cual no es tangente a Γ en x0. En ese caso,
la superficie Σ se dice que intersecta la curva transversalmente en x0.

Definición 5. Sea P(s) el mapeo de Poincaré para un ciclo Γ de un sistema
anaĺıtico en el plano (3.53) y sea

d(s) = P(s)− s

la función desplazamiento. Entonces si

d(0) = d′(0) = · · · = dk−1(0) = 0 y d(k)(0) 6= 0,

Γ es llamada un ciclo ĺımite simple de multiplicidad k. Si k = 1 entonces Γ es
llamado un ciclo ĺımite simple.

Foco en el origen

Supongamos que el sistema (3.53) tiene un foco en el origen y que Df(0, 0) 6= 0.
Entonces (3.53) es linealmente equivalente al sistema

ẋ = ax− by + p(x, y),
ẏ = bx+ ay + q(x, y),

(3.54)

con b 6= 0, donde

p(x, y) =
∑
i+j≥2

aijx
iyj

=
(
a20x

2 + a11xy + a02y
2
)

+
(
a30x

3 + a21x
2y + a12xy

2 + a03y
3
)

+ · · ·

q(x, y) =
∑
i+j≥2

bijx
iyj

=
(
b20x

2 + b11xy + b02y
2
)

+
(
b30x

3 + b21x
2y + b12xy

2 + b03y
3
)

+ · · ·
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El siguiente teorema fue demostrado en [1], pág. 241.

Teorema 7. Sea P(s) el mapeo de Poincaré para un foco en el origen del sistema
anaĺıtico en el plano (3.54) con b 6= 0 y supongamos que P(s) es definido para
0 < s < δ0. Entonces existe un δ > 0 tal que P(s) puede ser extendido a una
función anaĺıtica para |s| < δ. Más aún, P(0) = 0, P′(0) = exp(2πa(|b|), y si
d(s) = P(s)− s entonces d(s)d(−s) < 0 para 0 < |s| < δ.

El hecho de que d(s)d(−s) < 0 para 0 < |s| < δ puede ser usado para mostrar
que si

d(0) = d′(0) = · · · = d(k−1)(0) = 0 y d(k)(0) 6= 0

entonces k es impar; i.e., k = 2m + 1. El entero m = (k − 1)/2 es llamado la
multiplicidad del foco. Si m = 0 el foco es llamado un foco simple, y del teorema
anterior obtenemos que el sistema (3.54), con b 6= 0, tiene un foco simple en el
origen si y solo si a 6= 0. El signo de d′(0), i.e., el signo de a determina la estabilidad
del origen en este caso. Si a < 0, el origen es un foco estable y si a > 0, el origen es
un foco inestable. Si d′(0) = 0, i.e., si a = 0, entonces (3.54) tiene un foco múltiple
o centro en el origen. Si d′(0) = 0 entonces la primera derivada diferente de cero
σ ≡ dk(0) 6= 0 es llamada el número de Lyapunov para el foco. Si σ < 0 entonces
el foco es estable y si σ > 0 es inestable. Si d′(0) = d′′(0) = 0 y d′′′(0) 6= 0 entonces
el número de Lyapunov para el foco en el origen de (3.54) es dado por la fórmula

σ = d′′′(0) =
3π

2b

{
[3(a30 + b03) + (a12 + b21)]

− 1

b
[2(a20b20 − a02b02)− a11(a02 + a20) + b11(b02 + b20)]

}
. (3.55)

Bifurcación de Hopf

En esta sección estamos interesados en conocer qué tipo de bifurcaciones ocu-
rren en un punto de equilibrio no hiperbólico x0 del sistema de ecuaciones dife-
renciales no lineales dependiente de un parámetro

ẋ = f(x, µ) (3.56)

donde f : E → Rn, E es un subconjunto abierto en Rn y µ ∈ R es el parámetro.
En particular nos interesa estudiar el caso cuando la matriz Df(x0, µ0) tiene un
par de valores imaginarios puros y ningún otro valor propio con parte real cero. En
este caso, el teorema de la función impĺıcita garantiza que para cada µ cercano a
µ0 existirá un único punto de equilibrio xµ cercano a x0; sin embargo, si los valores
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propios de Df(xµ, µ) cruzan el eje imaginario en µ = µ0, entonces las dimensiones
de las variedades estables e inestables de xµ cambiarán, y el retrato de fase local
de (3.56) cambiará cuando µ pase a través del valor de bifurcación µ0.

Iniciemos por estudiar el sistema en el plano definido por

ẋ = µx− y + p(x, y),
ẏ = x+ µy + q(x, y),

(3.57)

donde las funciones anaĺıticas

p(x) =
∑
i+j≥2

aijx
iyj

= (a20x
2 + a11xy + a02y

2) + (a30x
3 + a21x

2y + a12xy
2 + a03y

3) + · · ·

y

q(x) =
∑
i+j≥2

bijx
iyj

= (b20x
2 + b11xy + b02y

2) + (b30x
3 + b21x

2y + b12xy
2 + b03y

3) + · · · .

El siguiente teorema fue demostrado en [1] páginas 261-264.

Teorema 8 (Bifurcación de Hopf). Si σ 6= 0, entonces una bifurcación de Hopf
ocurre en el origen de (3.57) en el valor de bifurcación µ = 0; en particular, si
σ < 0, entonces un único ciclo ĺımite estable bifurca del origen de (3.57) cuando
µ crece desde cero y si σ > 0, entonces un único ciclo ĺımite inestable bifurca
del origen de (3.57) cuando µ decrece desde cero. Si σ < 0, los retratos de fase
locales para (3.57) son topológicamente equivalentes al que se muestra en la figura
3.19 y existe una superficie de órbitas periodicas las cuales tienen un tangencia
cuadrática con en el plano (x, y) en el origen de R2 × R; ver la figura 3.20

.

Figura 3.19: Retrato fase cuando µ ≤ 0 y µ > 0. Figura tomada de [10].
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Figura 3.20: Diagrama de bifurcación y la familia 1-paramétrica de ciclos ĺımite
Γµ resultando una bifurcación de Hopf. Figura tomada de [10].

En primer caso (σ < 0) del Teorema 8 el punto de equilibrio genera un ciclo
ĺımite estable cuando µ cruza a través del valor de bifurcación µ = 0, y obtenemos
lo que se llama bifurcación de Hopf supercŕıtica (ver la figura 3.21) y en el segundo
caso (σ > 0) en el Teorema 8 donde el punto de equilibrio genera un ciclo ĺımite
inestable cuando µ pasa a través del valor de bifurcación µ = 0, y obtenemos lo
que se llama una bifurcación de Hopf subcŕıtica (ver la figura 3.22).

Figura 3.21: Bifurcación supercŕıtica de Hopf donde el número de Lyapunov σ < 0.

Figura 3.22: Bifurcación subcŕıtica de Hopf donde el número de Lyapunov σ > 0.
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Ahora, consideremos el caso general de un sistema anaĺıtico en el plano

ẋ = ax+ by + p(x, y),
ẏ = cx+ dy + q(x, y),

(3.58)

donde

p(x, y) =
∑
i+j≥2

aijx
iyj

=
(
a20x

2 + a11xy + a02y
2
)

+
(
a30x

3 + a21x
2y + a12xy

2 + a03y
3
)

+ · · ·

q(x, y) =
∑
i+j≥2

bijx
iyj

=
(
b20x

2 + b11xy + b02y
2
)

+
(
b30x

3 + b21x
2y + b12xy

2 + b03y
3
)

+ · · ·

La matriz de la parte lineal de (3.58) en el origen es

A =

(
a b
c d

)
,

tal que ∆ = detA = ad − bc > 0, y la traza de A es cero, es decir, a + d = 0.
Luego

Df(0) =

(
a b
c d

)
tendrá un par de valores propios imaginarios puros y el origen será un foco débil.
En este caso el número de Liapunov, denotado por σ, está dado por la siguiente
fórmula

σ =− 3π

2b∆3/2

{[
ac(a2

11 + a11b02 + a02b11) + ab(b2
11 + a20b11 + a11b02)

+ c2(a11a02 + 2a02b02)− 2ac(b2
02 − a20a02)− 2ab(a2

20 − b20b02)

− b2(2a20b20 + b11b20) + (bc− 2a2)(b11b02 − a11a20)
]

− (a2 + bc)
[
3(c b03 − ba30) + 2a(a21 + b12) + (c a12 − b b21)

]}
,

(3.59)

ver [1], página 253. Para σ 6= 0 en (3.59), el teorema 8 con µ = a + d se cumple
para el sistema (3.58).
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