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Resumen

El primer caṕıtulo de este trabajo contiene resultados preliminares importantes
para el desarrollo de los siguientes dos caṕıtulos. En la primera sección se construye un
espacio que se utilizará constantemente para demostrar la no equivalencia entre clases
de espacios topológicos; este espacio es el espacio generalizado de Mröwka determinado
por familias casi ajenas maximales en algún cardinal infinito κ. En la segunda sección
se demuestran propiedades de los espacios celular Q y casi celular Q, cuando Q es una
propiedad topológica que se preserva bajo productos con espacios compactos y bajo
imágenes continuas.

En el Caṕıtulo 2 se estudian las propiedades celular numerablemente compacto
y casi celular numerablemente compacto. En la primera sección se proporcionan condi-
ciones para que la propiedad celular numerablemente compacto sea equivalente a ser
numerablemente compacto. En la segunda sección se estudia el comportamiento de la
propiedad celular compacto bajo productos con espacios compactos y se proporciona
una condición necesaria y suficiente para que el producto de un espacio de Hausdorff y
un espacio compacto sea casi celular numerablemente compacto. La última sección se
centra en el estudio de la maximalidad de la propiedad celular numerablemente com-
pacto.

En el Caṕıtulo 3 se estudian dos subclases de los espacios tenuemente Lindelöf
los cuales son: celular Lindelöf y casi celular Lindelöf. En la primer sección pro-
porcionaremos condiciones para que la clase de los espacios casi celular Lindelöf sea
equivalente a la clase de los espacios ω1-compactos. En la segunda sección se estudia el
comportamiento de estas subclases bajo productos con espacios separables, compactos
y P -espacios de Lindelöf.

El último caṕıtulo está dedicado a los LOTS funcionalmente numerables. En
este caṕıtulo se demuestra que bajo la existencia de rectas de Souslin se puede concluir
que si X es un LOTS que cumple que X2 \∆ es funcionalmente numerable, entonces
X es un espacio numerable.
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Introducción

Decimos que un espacio topológico es celular Lindelöf si para cada familia celular
de subconjuntos abiertos no vaćıos en el espacio existe un subespacio de Lindelöf que
interseca a cada elemento de dicha familia celular de subconjuntos abiertos no vaćıos;
este concepto fue definido en el año 2017 por A. Bella y S. Spadaro.

En el presente trabajo, generalizamos el concepto de celular Lindelöf; dado
un espacio topológico X y una propiedad topológica Q, decimos que el espacio X es
celular Q si, para cualquier familia celular de subconjuntos abiertos no vaćıos U de X,
podemos encontrar un subconjunto A con la propiedad Q tal que U ∩A ̸= ∅ para cada
U ∈ U . Estas propiedades topológicas son de tipo compacidad. El objetivo de esta
tesis es presentar condiciones bajo las cuales dos clases de espacios topológicos sean
equivalentes; es decir, dada una propiedad topológica Q, estudiaremos en qué clases de
espacios tener la propiedad celular Q implica tener la propiedad Q. A lo largo de la tesis
se exhiben diversos ejemplos de espacios topológicos que algunos autores han constru-
ido para evidenciar las diferencias entre las clases de los espacios con la propiedad Q y
con la propiedad celular Q. Estos ejemplos son de gran importancia ya que nos ayudan
a cuestionar bajo qué condiciones las clases de estos espacios pueden ser equivalentes.
Además, se presentan algunos resultados sobre la maximalidad de la propiedad celular
Q y sobre su comportamiento bajo productos con espacios compactos y P -espacios de
Lindelöf.

También debilitaremos la propiedad celular Q, esta superclase de espacios es lla-
mada casi celular Q y mostraremos la diferencia entre estas clases para cada propiedad
topológica Q. En particular, notaremos que muchas de estas propiedades son subclases
de las clases de los espacios tenuemente compactos y de los espacios tenuemente Lin-
delöf.

En la última parte del trabajo se investiga la propiedad topológica llamada nu-
merabilidad funcional y se estudia en espacios linealmente ordenados (LOTS). Decimos
que un espacio topológico X es funcionalmente numerable si f [X] es numerable para
cada función continua real valuada. El estudio se enfoca en determinar si un espacio
linealmente ordenado, cuyo complemento de su diagonal es funcionalmente numerable,
posee un subespacio numerable denso.

IX



INTRODUCCION

X



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Notación y nociones fundamentales

En este trabajo R denotará al conjunto de los números reales con la topoloǵıa Eu-
clideana. Dado un espacio topológico (X, τ), denotaremos por τ ∗ a la familia de los
subconjuntos abiertos no vaćıos en X y para indicar que U es un subconjunto abierto en
X que contiene a un elemento a ∈ X utilizaremos la siguiente notación: U ∈ τ(a,X).
Por P(X) denotaremos a el conjunto potencia del conjunto X y por [X]κ la colección
de subconjuntos de X de cardinalidad κ, mientras que [X]<κ será la colección de sub-
conjuntos de X de cardinalidad menor que κ.

En particular, en este caṕıtulo mencionaremos algunos resultados que serán de gran
importancia para el entendimiento de los caṕıtulos siguientes, se demostrarán los resul-
tados más relevantes para fines de este trabajo.

Definición 1.1.1. Sea X un espacio topológico; se le llama celularidad de X al cardinal

c(X) = sup{| U |: U ⊂ τ ∗ y U es ajena dos a dos}.

Si U ⊆ τ ∗ es una familia ajena dos a dos, diremos que U es una familia celular en X.

Definición 1.1.2. Sea X un espacio topológico. Un subespacio D ⊆ X se llama
discreto si para cada d ∈ D existe V ∈ τ(d,X) tal que V ∩D = {d}.

Definición 1.1.3. Sea X un espacio topológico. Un subespacio D ⊆ X se llama
fuertemente discreto si para cada d ∈ D existe Vd ∈ τ(d,X) tal que Vd ∩ D = {d} y
Vd ∩ Vd′ = ∅ siempre que d y d

′
sean elementos distintos del subespacio D.

En un espacio de Hausdorff cada subconjunto infinito tiene un subconjunto infinito
discreto, pero no siempre existe un subespacio fuertemente discreto, en [22] se presentó
un ejemplo de este hecho. La siguiente definición es una generalización de un espacio
fuertemente discreto.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.1.4. Sea X un espacio topológico. Un subespacio Y ⊆ X se llama peludo
si existe una familia celular {Uy : y ∈ Y } ⊆ τ ∗ tal que y ∈ cl(Uy) para cada y ∈ Y .

El siguiente teorema fue demostrado por I. Juhász, L. Soukup y Z. Szentmiklossy
en el 2020 y es de gran importancia para probar un resultado relevante en este trabajo:

Teorema 1.1.5 ([24], Teorema 2.3). Cada subconjunto infinito Y en un espacio de
Hausdorff X contiene un subconjunto infinito peludo.

Recordemos que una familia F de subconjuntos de un espacio topológico X se llama
localmente finita (respectivamente, discreta) si para cada x ∈ X, existe V ∈ τ(x,X)
tal que V interseca a lo más una cantidad finita de elementos (respectivamente, a lo
más a un elemento) de la familia F . Los siguientes dos resultados son del folklore de la
Topoloǵıa General y expondremos sus demostraciones para completez de este trabajo.

Lema 1.1.6. Cada familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vaćıos F de
cardinalidad κ, tiene un refinamiento celular de cardinalidad κ.

Demostración. Sea F = {Fα : α < κ} una familia localmente finita de subconjuntos
abiertos no vaćıos. Elegimos U0 ⊆ F0 tal que U0 intersecta solamente a un número finito
de elementos de F , digamos F0 = {F ∈ F : F ∩ U0 ̸= ∅}. Al haber elegido subfamilias
finitas Fβ ⊆ F y subconjuntos abiertos mutuamente ajenos Uβ para cada β < α < κ
tales que Uβ ⊆ Fβ; notemos que |

⋃
{Fβ : β < α}| < |F| y sea γ = min{ξ : Fξ /∈⋃

{Fβ : β < α}}. Como Fγ ∩ Uβ = ∅ para cada β < α, tomamos Uα un subconjunto
abierto no vaćıo contenido en Fγ, el cual intersecta únicamente a un número finito de
elementos de la familia F , digamos Fα. De esta forma la familia U = {Uα : α < κ} es
un refinamiento celular de F .

Lema 1.1.7. Sea X un espacio topológico T1 y sea F = {Fα : α < κ} una familia
localmente finita. Si para cada α < κ, elegimos xα ∈ Fα, entonces el conjunto D =
{xα : α < κ} es un subconjunto cerrado y discreto.

Demostración. Primero demostremos que D es un subconjunto cerrado. Sea z ∈
X \ D. Entonces, existe U ∈ τ(z,X) y una subfamilia {Fα1 , · · ·, Fαn} ⊆ F tal que si
α ∈ κ \ {α1, · · ·, αn}, entonces Fα ∩ U = ∅; aśı el conjunto V = U \ {xα1 , · · ·, xαn} es
abierto, contiene a z y es ajeno a D.

Para ver que D es discreto, sea xβ ∈ D. Entonces existe W ∈ τ(xβ, X) y una
subfamilia {Fβ1 , · · ·, Fβm} ⊆ F tal que si α ∈ κ \ {β1, · · ·, βm}, entonces Fα ∩W = ∅.
Aśı el conjunto O = W \ ({xβj

: 1 ≤ j ≤ n} \ {xβ}) cumple O∩D = {xβ}. Por lo tanto
D es un subespacio discreto.

2



1.1. NOTACIÓN Y NOCIONES FUNDAMENTALES

En lo sucesivo presentaremos dos espacios de gran importancia para este trabajo, ya
que los ocuparemos recurrentemente como ejemplos para demostrar que ciertas condi-
ciones son necesarias para que dos propiedades topoógicas sean equivalentes; estos es-
pacios son llamados espacios de tipo Mrówka-Isbell. Antes de definirlos requerimos los
siguientes conceptos:

Definición 1.1.8. Sea κ un cardinal infinito; una familia A ⊂ [κ]κ es una familia casi
ajena (CA) si para cada A,B ∈ A se tiene que |A ∩B| < κ.

Una familia casi ajena A es maximal casi ajena (MCA) si A ⊆ B y B es casi ajena
implica que A = B.

Lema 1.1.9. Cada familia CA en [κ]κ está contenida en una familia MCA.

Demostración. Sean A una familia CA en [κ]κ y C una cadena de familias CA en la
familia:

B = {D : D es una familia CA y A ⊆ D}.

Sea M =
⋃

C. Afirmamos que M es una familia CA. Para demostrar este hecho,
sean A,B ∈ M, entonces existen CA y CB en C tales que A ∈ CA y B ∈ CB, como C
es una cadena podemos suponer sin pérdida de generalidad que CA ⊆ CB. Entonces
A,B ∈ CB, ya que CB es una familia CA, se sigue que |A∩B| < κ. EntoncesM es una
familia CA. Por el Lema de Zorn se sigue que C tiene un elemento maximal.

En este trabajo estudiaremos dos casos particulares de familias casi ajenas, estos
son cuando κ es ω1 y cuando es igual a ω. El siguiente resultado describe a las familias
maximales casi ajenas en ω1.

Teorema 1.1.10. En [ω1]
ω1 existen familias MCA numerables y de cardinalidad mayor

que ω1.

Demostración. � Sean L el conjunto de los ordinales ĺımites de ω1 y A = ω1 \ L;
si C es cualquier conjunto infinito no numerable de ω1, entonces C ∩ L o C ∩ A
es no numerable. Por lo tanto, {L,A} es una familia MCA.

� Sea L el conjunto de los ordinales ĺımites de ω1 y para cada n ∈ ω definimos
An = {σ + n ∈ ω1 : σ ∈ L}. Si C es cualquier conjunto infinito no numerable de
ω1, entonces C∩An es no numerable para algún n ∈ ω. Por lo tanto, {An : n < ω}
es una familia MCA.

� Supongamos que existe una familia MCA infinita de cardinalidad ω1, es decir,
A = {Aσ : σ ∈ ω1}. Sea x0 ∈ A0; al haber escogido elementos x1, · · ·, xβ tales que
xβ ∈ Aβ \

⋃
{Aγ : γ < β} para cada γ < β < α, consideremos el conjunto:

S = Aα \
⋃
{Aξ : ξ < α}.

3



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Como |Aα ∩Aξ| ≤ ω para cada ξ < α < ω1 se tiene que S es un conjunto infinito
no numerable. Aśı, podemos elegir xα ∈ S. Sea B = {xα : α ∈ ω1}, entonces
B es un subconjunto infinito no numerable de ω1 y B ∩ Aγ ⊆ {x0, · · ·, xγ} para
cada γ < ω1, esto demuestra que B = A∪{B} es una familia CA y A ⊊ B lo que
contradice que A es maximal.

Para cada ν < ω1 sea Fν = {ν}×ω1 ⊆ ω1×ω1 , aśı, la familia F = {Fν : ν < ω1}
es una familia CA en ω1×ω1. Puesto que |ω2

1| = |ω1|, podemos asumir que existe
una familia B casi ajena no numerable en ω1. Por el Lema 1.1.9 existe una familia
maximal casi ajena C en ω1 tal que F ⊂ C. Por lo demostrado en el párrafo
anterior |C| > ω1.

Los siguientes resultados sobre familias maximales casi ajenas en ω son análogos al
resultado anterior y son bien conocidos:

� Existe una familia MCA finita en ω.

� Una familia MCA infinita en [ω]ω es no numerable.

Ejemplo 1.1.11. Existe una familia CA en [ω]ω de cardinalidad c.

Demostración. Para cada r ∈ R sea {xrn} una sucesión inyectiva de racionales que
converge a r. Sea A = {{xrn} : r ∈ R}. Si r, s ∈ R son distintos, entonces los
conjuntos {xrn : n ∈ ω} y {xsn : n ∈ ω} tienen intersección finita, ya que de lo contrario
la intersección de los dos conjuntos determinaŕıa una subsucesión de cada una de las
sucesiones que convergeŕıa tanto a r como a s. Por lo tanto, A es una familia casi ajena
de cardinalidad c.

Corolario 1.1.12. Existe una familia MCA [ω]ω de cardinalidad c.

Ahora procederemos a construir los dos espacios topológicos prometidos anterior-
mente:

Si A ⊆ [κ]κ es una familia MCA en κ de cardinalidad λ > κ, tal que
⋃
A = κ,

entonces podemos definir una topoloǵıa τ en Ψ(A) = κ ∪ A de la siguiente manera:

(1) Si α ∈ κ, entonces {α} es abierto.

(2) Si A ∈ A, entonces una vecindad básica de A es de la forma {A} ∪ (A \ C),
donde |C| < κ.

� Si κ = ω, el espacio se llama un espacio de Mrówka-Isbell en ω o Ψ(A) en ω

� Si κ = ω1, el espacio se llama un espacio tipo Mrówka-Isbell generalizado en ω1 o
Ψ(A) en ω1.
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1.2. ESPACIOS CELULAR Q Y CASI CELULAR Q

El siguiente concepto se utilizará recurrentemente a lo largo de este trabajo:

Definición 1.1.13. Un espacio topológico X se llama tenuemente compacto si cada
familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vaćıos de X es finita.

Recordemos que un espacio se llama pseudocompacto si cada función continua real
valuada es acotada, este concepto fue introducido en 1948 por E. Hewitt y es bien
conocido que en la clase de los espacios de Tychonoff ser pseudocompacto es equiva-
lente a ser tenuemente compacto. Un espacio se llama numerablemente compacto si
cada cubierta abierta numerable tiene una subcubierta finita o equivalentemente (en la
clase de espacios T1) si cada subconjunto cerrado y discreto es finito. Veamos algunas
propiedades básicas del espacio de Mrówka-Isbell en ω en el siguiente resultado:

Proposición 1.1.14. Sea A una familia MCA infinita en [ω]ω; el espacio (Ψ(A), τ)
tiene las siguientes propiedades:

(a) Es un espacio de Hausdorff;

(b) Ψ(A) es separable;

(c) no es un espacio numerablemente compacto;

(d) es un espacio pseudocompacto.

Demostración. (a) Sean A,B ∈ A distintos. Entonces F = A ∩ B es finito y por
tanto, {A}∪ (A \F ) y {B}∪ (B \F ) son vecindades ajenas de A y B respectivamente.

(b) El subconjunto ω es denso y numerable en Ψ(A).

(c) Sea x ∈ Ψ(A)\A, entonces x ∈ κ y {x} es una vecindad de x que no intersecta a
A. Se sigue que A es un conjunto cerrado en Ψ(A). Por otro lado, VA = {A}∪A es una
vecindad de A para cada A ∈ A. Más aún, VA∩A = {A}, entonces A es un subespacio
infinito, cerrado y discreto de Ψ(A), se sigue que el espacio no es numerablemente
compacto.

(d) Supongamos que f : Ψ(A) → R es una función continua y no acotada. Como
κ es denso en Ψ(A) tenemos que f no es acotada en κ. Entonces existe una sucesión
inyectiva {xn} tal que f(xn) > n para cada n ∈ ω; sea B = {xn : n ∈ ω}. Puesto que
A es una familia MCA existe A ∈ A tal que |A∩B| = ω; entonces f no es continua en
(A ∩B) ∪ {A}, pues A ∩B es una sucesión que converge a A.

1.2 Espacios celular Q y casi celular Q

En esta sección estudiaremos en general la propiedad más importante de este trabajo.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Definición 1.2.1. Sea Q una propiedad topológica. Un espacio X se llama celular Q
si para cada familia celular U en X existe un subespacio A ⊆ X con la propiedad Q tal
que A ∩ U ̸= ∅ para cada U ∈ U .

Definición 1.2.2. Sea Q una propiedad topológica. Un espacio X se llama casi celular
Q si para cada familia celular U en X existe un subespacio M ⊆ X con la propiedad
Q tal que M interseca a |U| elementos de la familia U .

Evidentemente cada espacio celular Q es un espacio casi celular Q.

Proposición 1.2.3. Si X contiene un subespacio denso D celular Q (respectivamente,
casi celular Q), entonces X es celular Q (respectivamente, casi celular Q).

Demostración. Sean D ⊆ X un subespacio denso celular Q, (respectivamente, casi
celular Q) y U = {Uα : α < κ} ⊆ τ ∗ una familia celular, entonces D interseca a todos
los elementos de la familia U . Como D es un espacio celular Q (respectivamente, casi
celular Q), podemos encontrar un subconjunto A ⊆ D con la propiedad Q que interseca
a todos los elementos de V = {Uα ∩D : α < κ} (respectivamente, a κ elementos de la
familia V = {Uα∩D : α < κ}) y por lo tanto, A también interseca a todos los elementos
de la familia U (respectivamente, a κ elementos de la familia U).

Corolario 1.2.4. Si X contiene un subespacio denso D con la propiedad Q, entonces
X es celular Q.

Proposición 1.2.5. Sea Q una propiedad topológica que se preserva bajo funciones
continuas, entonces la imagen continua de un espacio celular Q, (respectivamente, casi
celular Q) es un espacio celular Q (respectivamente, casi celular Q).

Demostración. Sean X un espacio celular Q (respectivamente, casi celular Q) y f :
(X, τ) → (Y, σ) una función continua y sobreyectiva. Supongamos que V ⊆ σ∗ es una
familia celular, entonces la familia U = {f−1(V ) : V ∈ V} es una familia celular de
subconjuntos abiertos no vaćıos en X. Como X es celular Q (respectivamente, casi
celular Q), podemos encontrar un subespacio A ⊆ X con la propiedad Q que interseca
a todos los elementos de la familia U (respectivamente, que interseca |U| elementos de la
familia U). Ya que f es una función continua y Q se preserva bajo funciones continuas
se tiene que f(A) interseca todos los elementos de la familia V (respectivamente, que
interseca |V| elementos de la familia V) y f(A) tiene la propiedad Q.

Recordemos los siguientes conceptos:

Definición 1.2.6. Un espacio topológico X se llama tenuemente Lindelöf si cada
familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vaćıos en X es numerable.

Definición 1.2.7. Un espacio topológico X tiene la DCCC si cada familia discreta de
subconjuntos abiertos no vaćıos en X es numerable.
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1.2. ESPACIOS CELULAR Q Y CASI CELULAR Q

De las definiciones se sigue que cada espacio tenuemente Lindelöf tiene la DCCC.
Un espacio se llama débilmente regular si para cada subconjunto abierto no vaćıo U ,
existe un subconjunto abierto V no vaćıo tal que cl(V ) ⊆ U ; el Ejemplo 22 de [28]
muestra que estas dos propiedades no son equivalentes en la clase de los espacios de
Hausdorff.

Lema 1.2.8. Sea X un espacio topológico débilmente regular. Entonces X es tenue-
mente Lindelöf si y solo si X tiene la DCCC.

Demostración. (⇒) Inmediato.

(⇐) Sea U = {Uα : α < ω1} una familia localmente finita de subconjuntos abiertos no
vaćıos. Por el Lema 1.1.6 existe una familia localmente finita celular V = {Vα : α < ω1}.
Como X es un espacio débilmente regular, para cada α < ω1 existe Wα ∈ τ(X) tal que
Wα ⊂ cl(Wα) ⊂ Vα. Aśı, la familia W = {Wα : α < ω1} es una familia discreta.

Proposición 1.2.9. Si Q es una propiedad topológica que implica compacidad tenue
(respectivamente, la propiedad tenuemente Lindelöf), entonces un espacio celular Q es
también tenuemente compacto (respectivamente, tenuemente Lindelöf).

Demostración. Sea (X, τ) un espacio celular Q y supongamos que U ⊆ τ ∗ es una
familia infinita (respectivamente, no numerable), celular y localmente finita en X. Sea
A ⊆ X un subespacio con la propiedad Q, tal que A∩U ̸= ∅ para cada U ∈ U . Entonces
la familia V = {A ∩ U : U ∈ U} es una familia celular, infinita (respectivamente, no
numerable) y localmente finita de subconjuntos abiertos no vaćıos en A; esto contradice
el hecho de que A tiene la propiedad Q.

La demostración del siguiente resultado es análoga a la prueba de la proposición
anterior.

Proposición 1.2.10. Si Q es una propiedad topológica que implica la propiedad tenue-
mente compacto (respectivamente, tenuemente Lindelöf), entonces un espacio casi celu-
lar Q es también tenuemente compacto (respectivamente, tenuemente Lindelöf).

Una κ-sucesión de subconjuntos de X es una función f : κ → P(X), en donde κ
es un cardinal infinito; la cual denotamos por ⟨Uα : α < κ⟩ si f(α) = Uα para cada
α < κ. Para el siguiente resultado es importante notar la diferencia entre una familia
de subconjuntos y una κ-sucesión de subconjuntos. Sea κ un cardinal infinito, entonces
una familia de subconjuntos U = {Uα : α < κ} es fielmente indizada, es decir, Uβ ̸= Uγ

siempre que β ̸= γ, mientras que esto no necesariamente sucede para una κ-sucesión
⟨Uα : α < κ⟩.

Lema 1.2.11. Sea X un espacio topológico; entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:
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1. Para cada cardinal κ y cada κ-sucesión ⟨Uα : α < κ⟩ de subconjuntos no vaćıos de
X, existe un subespacio A ⊆ X con la propiedad Q tal que {α ∈ κ : Uα ∩A ̸= ∅}
tiene cardinalidad κ.

2. Para cada familia U de subconjuntos no vaćıos de X, existe un subespacio B con
la propiedad Q tal que |{U ∈ U : U ∩B ̸= ∅}| = |U|.

Demostración. (1) ⇒ (2) Una familia de subconjuntos es una sucesión fielmente
indizada de subconjuntos.
(2)⇒ (1) Supongamos que V es el rango de la κ-sucesión ⟨Uα : α < κ⟩ tal que |V| = λ.
Consideremos los siguientes casos:
(a) Si λ = κ, entonces el resultado es inmediato.
(b) Si λ < cof(κ), entonces existe algún V ∈ V tal que el conjunto {α ∈ κ : Uα = V }
tiene cardinalidad κ y aśı cualquier B ⊆ X con la propiedad Q que interseque a V
interseca a κ elementos de la familia U .
(c) Si λ = cof(κ), entonces podemos encontrar una λ-sucesión creciente de cardinales
regulares ⟨κξ⟩ξ<λ cuyo supremo es κ y para cada ξ existe Vξ ∈ V tal que el conjunto
{α ∈ κ : Uα = Vξ} tiene cardinalidad al menos κξ. Como la cofinalidad es única, es
fácil ver que los conjuntos Vξ se pueden elegir distintios. Aplicando el inciso (2) para la
familia {Vξ : ξ ∈ λ}, tenemos un subconjunto B ⊆ X con la propiedad Q que interseca
a λ elementos de la familia {Vξ : ξ ∈ λ}. Aśı, el conjunto {α ∈ κ : Uα ∩ B} tiene
cardinalidad κ.
(d) Si cof(κ) < λ < κ, entonces como en caso (c), podemos encontrar una sucesión
creciente de cardinales regulares ⟨κξ⟩ξ<cof(κ) cuyo supremo es κ. Fijemos ξ0 de tal modo
que κξ0 > λ; como κ =

⋃
{{α ∈ κ : Uα = V } : V ∈ V} y |V| = λ, se sigue que para

cada ξ > ξ0 existe un subconjunto Vξ ∈ V tal que |{α ∈ κ : Uα = Vξ}| ≥ κξ, y otra vez
podemos elegir los conjuntos Vξ distintos. Aplicando el caso (c) obtenemos el resultado.

Definición 1.2.12. Decimos que una propiedad topológica Q es compactamente pro-
ductiva si X es un espacio topológico con la propiedad Q y K es un espacio compacto
de Hausdorff, entonces X ×K tiene la propiedad topológica Q.

Teorema 1.2.13. Sea Q una propiedad topológica compactamente productiva que
también se preserva bajo funciones continuas. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes para cualquier espacio de Hausdorff X:

1. El espacio X ×K es casi celular Q para cada espacio compacto K.

2. Para cada familia U de conjuntos abiertos no vaćıos en X, existe un subespacio
N ⊆ X con la propiedad Q tal que N interseca |U| elementos de la familia U .

Demostración. (1) ⇒ (2) Sean U = {Uα : α < κ} ⊆ τ ∗(X) y K la compactación
unipuntual de un espacio discreto de cardinalidad κ. Sea W = {Uα × {α} : α ∈ κ} ⊆
X × K; como W es una familia celular en X × K podemos encontrar un subespacio
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M ⊆ X ×K con la propiedad Q que interseca a κ elementos de la familia W . Aśı, el
subespacio πX [M ] tiene la propiedad Q e interseca κ elementos de la familia U .

(2)⇒ (1) Supongamos que K es un espacio compacto yW es una familia celular en
X×K. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada elemento de la familiaW
es un abierto básico en el producto, es decir,W = {Uα×Vα : α < κ}, donde Uα ∈ τ ∗(X)
y Vα ∈ τ ∗(K) para cada α ∈ κ. Por el Lema 1.2.11, existe un subespacio N ⊆ X con la
propiedad Q que interseca a κ elementos de la κ-sucesión ⟨Uα⟩α∈κ; como la propiedad
Q se preserva bajo productos con espacios compactos, entonces el subespacio N × K
tiene la propiedad Q e interseca a κ elementos de la familia W .

Denotamos por Aκ la compactación unipuntual de un espacio discreto de cardinali-
dad κ y por o(X) la cardinalidad de la topoloǵıa de un espacio X. El siguiente teorema
es una pequeña extensión del teorema anterior:

Teorema 1.2.14. Sea Q una propiedad topológica compactamente productiva y que se
preserva bajo funciones continuas. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes
para cualquier espacio de Hausdorff X:

1. El espacio X ×K es casi celular Q para cada espacio compacto K.

2. X × Aκ es casi celular Q para cada cardinal infinito κ ≤ o(X).

Demostración. (1)⇒ (2) Inmediato
(2) ⇒ (1) Supongamos que K es un espacio compacto y W es una familia celular

en X × K. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada elemento de la
familia W es un abierto básico en el producto, es decir, W = {Uα × Vα : α < κ},
donde Uα ∈ τ ∗(X) y Vα ∈ τ ∗(K) para cada α ∈ κ. Aśı, ⟨Uα⟩α∈κ es una κ sucesión
de subconjuntos abiertos en X. Sea O = {Uγ × {γ} : γ ∈ κ} en el espacio X × Aκ,
como O es una familia celular podemos encontrar un subconjunto A ⊆ X × Aκ con
la propiedad Q que interseca κ elementos de la familia O. Ya que la propiedad Q se
preserva bajo funciones continuas tenemos que πX [A] es un subconjunto en X con la
propiedad Q que interseca κ elementos de ⟨Uα⟩α∈κ. Por lo tanto, πX [A]×K ⊆ X ×K
tiene la propiedad Q e interseca κ elementos de la familia O.

Ahora supongamos que o(X) = κ y que existe un subespacio compacto K tal que
X ×K no es casi celular Q. Por el Teorema 1.2.13, existe una familia de subconjuntos
abiertos U = {Uα : α < λ} en X tal que ningún subconjunto en X con la propiedad
Q interseca λ elementos de la familia U . Notemos que λ = |U| ≤ o(X) y consideremos
el espacio X × Aλ. Aśı, la familia de subconjuntos abiertos V = {Uβ × {β} : β < λ}
es celular en X × Aλ, por lo que existe un subespacio B ⊆ X × Aλ que interseca λ
elementos de la familia V . Se sigue que πX [B] tiene la propiedad Q e interseca a λ
elementos de la familia U , lo cual es una contradicción.

El siguiente resultado se sigue de los teoremas previos.
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Corolario 1.2.15. Sea Q una propiedad topológica compactamente productiva que
también se preserva bajo funciones continuas. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes para cualquier espacio de Hausdorff X:

1. El espacio X ×K es casi celular Q para cada espacio compacto K.

2. Para cada familia U de conjuntos abiertos no vaćıos en X, existe un subespacio
N ⊆ X con la propiedad Q tal que N interseca |U| elementos de la familia U .

3. X × Aκ es casi celular Q para cada cardinal infinito κ ≤ o(X).

Proposición 1.2.16. Sea Q una propiedad topológica que se preserva en subespacios
cerrados. Si X es un espacio celular Q y H ⊆ X es un espacio cerrado regular, entonces
H es celular Q.

Demostración. Sea U = {Uα : α < κ} ⊆ τ ∗(H) una familia celular en H, entonces
para cada α < κ existe Vα ∈ τ ∗(X) tal que Uα = Vα ∩ H. Aśı, la familia V =
{Vα∩ int(H) : α < κ} es una familia de subconjuntos abiertos celular en X, donde cada
elemento es no vaćıo, ya que int(H) es denso en H. Como X es celular Q, existe un
subespacio A con la propiedad Q que interseca a cada elemento de la familia V . Por ser
H un subespacio cerrado, se sigue que H ∩A es un subconjunto en H con la propiedad
Q que interseca a cada elemento de la familia V .

Definición 1.2.17. Si (X, τ) es un espacio topológico y x ∈ X, entonces una familia
B ⊆ τ ∗ es una π-base local en el elemento x, si para cada U ∈ τ(x,X) existe B ∈ B tal
que B ⊆ U .

El siguiente resultado generaliza a la Proposición 3.11 de [40] y su demostración es
análoga, pero la agregamos para completez de este trabajo.

Lema 1.2.18. Sea Q una propiedad topológica que se preserva en subespacios cerrados.
Si X es un espacio regular celular Q y p ∈ X es un elemento que no tiene una π-base
local ajena, entonces X \ {p} es celular Q.

Demostración. Sea U una familia celular en X \ {p}. Tenemos que U no es una
π-base local en p y como X es regular, podemos encontrar una vecindad V de p tal
que U \ cl(V ) ̸= ∅ para cada U ∈ U . El subespacio Y = cl(X \ cl(V )) es celular Q por
la Proposición 1.2.16 y la familia W = {U \ cl(V ) : U ∈ U} es una familia celular en
Y . Aśı, podemos encontrar un subespacio N con la propiedad Q que interseca a cada
elemento de W . Por lo tanto, N es testigo de que X \ {p} es celular Q.

Si C es una clase de espacios topológicos y Q es una propiedad topológica, decimos
que un espacio (X, τ) es maximal Q en la clase C, si siempre que (X, σ) ∈ C y σ es una
topoloǵıa en X estrictamente más fuerte que τ , entonces (X, σ) no tiene la propiedad
Q.
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Teorema 1.2.19. Sea Q una propiedad topológica que se hereda por subconjuntos
cerrados. Si (X, τ) es un espacio regular y maximal celular Q, entonces cada elemento
en X tiene una π-base local celular.

Demostración. Supongamos que p ∈ X es un elemento que no tiene una π-base local
celular, por el Lema 1.2.18 se tiene que X \ {p} es un espacio celular Q y la topoloǵıa
generada por la subbase τ ∪ {{p}} también es celular Q, lo que contradice que (X, τ)
es maximal celular Q.

Proposición 1.2.20. Sea Q una propiedad topológica que se preserva bajo uniones
numerables. Si X =

⋃
{Yn : n ∈ ω} donde Yn es celular Q (respectivamente, casi

celular-Q) para cada n ∈ ω, entonces X es celular Q (respectivamente, casi celular Q).

Demostración. Sea U = {Uα : α < κ} ⊆ τ ∗ una familia celular. Notemos que
Un = {Yn ∩ U : U ∈ U} es una familia celular en cada Yn y κ =

∑
{|Un| : n ∈ ω},

entonces podemos encontrar un subconjunto An ⊆ Yn con la propiedad Q para cada
n ∈ ω que interseca a cada elemento de la familia Un (respectivamente, interseca a |Un|
elementos de la familia Un). Aśı, A =

⋃
{An : n ∈ ω} es un subconjunto de X con la

propiedad Q que interseca a cada elemento de la familia U (respectivamente, interseca
a κ elementos de la familia U).

Proposición 1.2.21. Sea Q una propiedad topológica que se preserva bajo uniones
numerables. Si X =

⋃
{Yn : n ∈ ω} donde Yn es celular Q (respectivamente, casi

celular-Q) para cada n ∈ ω, entonces X es celular Q (respectivamente, casi celular Q).

Demostración. Sea U = {Uα : α < κ} ⊆ τ ∗ una familia celular. Notemos que
Un = {Yn ∩ U : U ∈ U} es una familia celular en cada Yn, entonces podemos encontrar
un subconjunto An ⊆ Yn con la propiedad Q para cada n ∈ ω que interseca a cada
elemento de la familia Un (respectivamente, interseca a |Un| elementos de la familia Un).
Aśı, A =

⋃
{An : n ∈ ω} es un subconjunto de X con la propiedad Q que interseca a

cada elemento de la familia U (respectivamente, interseca a κ elementos de la familia
U).

Proposición 1.2.22. Sea Q una propiedad topológica que se hereda a subespacios
cerrados y que se preserva bajo uniones numerables. Si X es un espacio celular Q
(respectivamente, casi celular Q) entonces cada subespacio abierto Fσ es celular Q
(respectivamente, casi celular Q).

Demostración. Sean Z ⊆ X un subconjunto abierto Fσ y U = {Uα : α < κ} ⊆ τ ∗(Z)
una familia celular. Tenemos que Z =

⋃
{Fn : n < ω}, donde Fn es un subconjunto

cerrado para cada n < ω. Como U también es una familia celular en X, podemos
encontrar un subespacio A ⊆ X con la propiedad Q que interseca a cada elemento
de la familia U (respectivamente, interseca a κ elementos de la familia U). Aśı, F =⋃
{A ∩ Fn : n < ω} ⊆ Z es un subespacio con la propiedad Q que interseca a cada

elemento de la familia U (respectivamente, interseca a κ elementos de la familia U).
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Caṕıtulo 2

Dos subclases de la clase de los
espacios tenuemente compactos

En este caṕıtulo estudiaremos las clases de los espacios celular numerablemente com-
pactos y la de los casi celular numerablemente compactos. Enfocaremos nuestra atención
en los siguientes tres temas:

� Condiciones para que un espacio topológico celular numerablemente compacto sea
numerablemente compacto.

� Condiciones para que el producto de un espacio celular numerablemente compacto
con un espacio compacto sea un espacio casi celular numerablemente compacto.

� Condiciones para que un espacio sea maximal celular numerablemente compacto.

Todos los resultados en este caṕıtulo sin atribución a algún autor son resultados del
art́ıculo [1].

2.1 ¿Cuándo un espacio celular numerablemente

compacto es numerablemente compacto?

Recordemos dos conceptos importantes para el entendimiento de esta sección:

Definición 2.1.1. Un espacio topológico X se llama de Urysohn si dados dos elementos
distintos en el espacio X, existen dos vecindades cerradas ajenas que los contienen
respectivamente.

Definición 2.1.2. Sea X un espacio topológico. El pseudocarácter cerrado ψc(p,X)
para algún elemento p ∈ X está definido por:

ψc(p,X) = min{|U| : U ⊆ τ(p,X) y {p} =
⋂
U∈U

cl(U)}.
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Si X es un espacio de Hausdorff, entonces ψc(p,X) está definido para cada p ∈ X y aśı:

ψc(X) = sup{ψc(p,X) : p ∈ X}.

es el pseudocarácter cerrado del espacio X.

En esta sección se demostrará que un espacio de Hausdorff celular numerablemente
compacto con pseudocarácter cerrado numerable es numerablemente compacto, la mo-
tivación de este resultado es el siguiente teorema demostrado en [3]:

Teorema 2.1.3 ([3], Corolario 5.12). Si X es un espacio topológico de Urysohn celu-
lar numerablemente compacto y primero numerable, entonces X es numerablemente
compacto.

Antes de demostrar el resultado principal, analizaremos algunas propiedades impor-
tantes de los espacios celular numerablemente compactos.

� Si X contiene un subespacio denso D celular numerablemente compacto (respec-
tivamente, casi celular numerablemente compacto), entonces X es un espacio
celular numerablemente compacto (respectivamente, casi celular numerablemente
compacto).

� La imagen continua de un espacio celular numerablemente compacto (respecti-
vamente, casi celular numerablemente compacto) es también un espacio celular
numerablemente compacto (respectivamente, casi celular numerablemente com-
pacto).

Estos últimos dos enunciados son consecuencias de la Proposición 1.2.3 y de la
Proposición 1.2.5. El siguiente resultado es parte del folklore de la Topoloǵıa General,
el Teorema 3.10.20 de [17] es una versión de este teorema en espacios de Tychonoff.

Teorema 2.1.4. Si X es un espacio T1 numerablemente compacto, entonces X es
tenuemente compacto.

Para espacios normales la implicación rećıproca del teorema previo es válida.

Corolario 2.1.5. Si X es un espacio celular numerablemente compacto (respectiva-
mente, casi celular numerablemente compacto), entonces X es tenuemente compacto.

Demostración. Se sigue de la Proposición 1.2.9 y de la Proposición 1.2.10.

Veamos que las propiedades celular numerablemente compacto y casi celular nu-
merablemente compacto son distintas en una clase amplia de espacios topológicos.

Teorema 2.1.6. Existe un espacio X de Tychonoff casi celular numerablemente com-
pacto y primero numerable que no es celular numerablemente compacto.

14



2.1. ¿CUÁNDO UN ESPACIO CELULAR NUMERABLEMENTE
COMPACTO ES NUMERABLEMENTE COMPACTO?

Demostración. El espacio de Ψ(A) en ω definido en el Caṕıtulo 1 cumple las condi-
ciones del teorema. Recordemos que A es una familia MCA infinita no numerable. Para
ver que Ψ(A) no es un espacio celular numerablemente compacto, sea U = {{n} : n ∈ ω}
y supongamos que C ⊆ Ψ(A) es un subconjunto numerablemente compacto que inter-
seca a cada elemento de la familia celular U . Como C es un subespacio numerablemente
compacto se tiene que su intersección con el subconjunto cerrado y discreto A es finita.
Sea {A0, .., Ak} = A∩C, entonces existe A∗ ∈ A\{A0, .., Ak}, aśı, A∗ es un subconjunto
infinito de C que no tiene punto de acumulación en C ∩A y esto es una contradicción.

Veamos que Ψ(A) en ω es un espacio casi celular numerablemente compacto. Ya que
c(Ψ(A)) = ω, podemos suponer sin pérdida de generalidad que U = {Um : m ∈ ω} ⊆ τ ∗

es una familia celular en Ψ(A). Para cada Um ∈ U podemos elegir xm ∈ Um∩ω. Como
B = {xm : m ∈ ω} es un subconjunto infinito existe A ∈ A tal que |A∩B| = ω, se sigue
que A es punto de acumulación del subconjunto B y por lo tanto también de la familia
U . Se sigue que {A} ∪ A, es un subespacio numerablemente compacto que interseca ω
elementos de la familia U .

En [3] los autores se preguntaron si cada espacio de Hausdorff primero numerable y
celular numerablemente compacto es un espacio numerablemente compacto. El teorema
subsiguiente responde esta pregunta de forma afirmativa, la demostración es muy similar
a la prueba del Teorema 2.7 de [24], pero emplea una hipótesis que a simple vista no
es equivalente a la usada en el art́ıculo citado.

Teorema 2.1.7. Si X es un espacio de Hausdorff, celular numerablemente compacto
con pseudocarácter cerrado numerable, entonces X es un espacio regular, primero nu-
merable y numerablemente compacto.

Demostración. Supongamos primero que x no es un punto aislado de X y que U es
un subconjunto abierto tal que x ∈ cl(U). Sea {Vn : n ∈ ω} una familia de vecindades
de x tales que

⋂
{cl(Vn) : n ∈ ω} = {x}. Afirmamos que para cada n ∈ ω existe algún

mn > n tal que Vn ∩U ⊋ cl(Vmn)∩U , es decir, (Vn \ cl(Vmn))∩U ̸= ∅. Pues si no fuera
aśı, para cada m > n tendŕıamos cl(Vm) ∩ U ⊇ Vn ∩ U y entonces:

{x} =
⋂
{cl(Vm) : m > n} ⊇

⋂
{cl(Vm) ∩ U : m > n} ⊇ Vn ∩ U,

lo que implicaŕıa que x es un elemento aislado de cl(U) y por lo tanto un elemento aislado
de X. Sea W0 = (V0 ∩ U) \ (cl(Vm0) ∩ U) y para cada n ∈ ω definimos recursivamente:

Wn+1 = (Vmn ∩ U) \ (cl(Vmn+1) ∩ U).

Aśı, la familia {Wn : n ∈ ω} consiste de subconjuntos abiertos ajenos y no vaćıos
contenidos en U . Además, como X es celular numerablemente compacto, podemos en-
contrar un subespacio numerablemente compacto C ⊆ X que interseca a Wn para cada
n ∈ ω. Elegimos cn ∈ C ∩Wn para cada n ∈ ω, aśı el subconjunto D = {cn : n ∈ ω} es
discreto y como clC(D) es numerablemente compacto, D tiene punto de acumulación
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p ∈ X. Además, si p ̸= x, entonces existe k ∈ ω tal que p /∈ Vmk
lo que contradice que

p es un punto de acumulación de D. Esto demuestra que cada subespacio numerable-
mente compacto que interseca a cada elemento de la familia {Wn : n ∈ ω} contiene al
elemento x.

Veamos que X es un espacio numerablemente compacto; para ello supongamos que
A = {an : n ∈ ω} ⊆ X es un subconjunto infinito y discreto. Por el Teorema 1.1.5
existen un subconjunto infinito peludo E ⊆ A y una familia celular {Ue : e ∈ E} tal
que e ∈ cl(Ue) para cada e ∈ E y sin pérdida de generalidad podemos asumir que si e
es un elemento aislado, entonces Ue = {e}. Para cada e ∈ E podemos encontrar una fa-
milia celular We (como la construida en el párrafo anterior) contenida en Ue. Entonces
W =

⋃
{We : e ∈ E} es una familia celular en X, por lo tanto existe un subespacio

numerablemente compacto Y ⊆ X que interseca a cada elemento de la familia W, se
sigue que E ⊆ Y , por lo que E tiene punto de acumulación, se sigue que A también
tiene punto de acumulación en X, aśı, X es un espacio numerablemente compacto.

Para mostrar que el espacio es regular, supongamos que existe un elemento q ∈ X y
una vecindad V de q que no contiene ninguna vecindad cerrada de q. Sea {Wn : n ∈ ω}
una familia anidada de subconjuntos abiertos tal que {q} =

⋂
{cl(Wn) : n ∈ ω}.

Claramente, cl(Wn) \ V es infinito para cada n ∈ ω y aśı podemos elegir elementos
distintos xn ∈ cl(Wn) \V , como el único posible punto de acumulación del subconjunto
{xn : n ∈ ω} es p y V es una vecindad de p que no interseca al subconjunto {xn : n ∈ ω},
lo que es una contradicción, ya que el espacio es numerablemente compacto.

Finalmente, veamos que el espacio es primero numerable. Sea p ∈ X un punto no
aislado, como ψ(X) ≤ ψc(X) existe una familia de subconjuntos abiertos {Bn : n ∈ ω}
tal que

⋂
{Bn : n ∈ ω} = {p}, ya que X es un espacio regular podemos suponer que

para cada n ∈ ω se cumple que cl(Bn+1) ⊊ Bn. Aśı, O = {Bn \cl(Bn+1) : n ∈ ω} es una
familia infinita de subconjuntos abiertos no vaćıos cuyo único punto de acumulación es p.
Supongamos que {Bn : n ∈ ω} no es una base local en p, entonces existe U ∈ τ(p,X) tal
que para cada n ∈ ω, Bn ⊈ cl(U). Por lo tanto, la familiaW = {(Bn\cl(Bn+1))\cl(U) :
n ∈ ω} es una familia infinita de subconjuntos abiertos no vaćıos localmente finita, lo
que contradice que X es numerablemente compacto.

En el Teorema 4.13 de [39] se demostró que un espacio regular, primero numerable
y celular compacto tiene cardinalidad a lo más c, el siguiente resultado se sigue del
Teorema 2.1.7 y lo mencionado anteriormente.

Corolario 2.1.8. Si X es un espacio de Hausdorff, celular compacto y con pseudo-
carácter cerrado numerable, entonces |X| ≤ c.

Observación 2.1.9. Notemos que en el Teorema 2.1.7 no es posible sustituir la condición
de ser celular numerablemente compacto por casi celular numerablemente compacto,
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2.1. ¿CUÁNDO UN ESPACIO CELULAR NUMERABLEMENTE
COMPACTO ES NUMERABLEMENTE COMPACTO?

ya que el espacio de Mrówka-Isbell en ω descrito en el Teorema 2.1.6 es un espacio
de Tychonoff casi celular numerablemente compacto y primero numerable que no es
numerablemente compacto.

El siguiente teorema debe compararse con el Teorema 2.1.7 ya que tienen hipótesis
distintas y llegan a la misma conclusión:

Teorema 2.1.10 ([24], Teorema 2.7). Si X es un espacio de Hausdorff con pseudo-
carácter cerrado numerable y cumple que la cerradura de cada subespacio numerable
fuertemente discreto es numerablemente compacto, entonces X es un espacio regular,
primero numerable y numerablemente compacto.

Como consecuencia del Teorema 2.1.10 tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.1.11. Si X es un espacio con pseudocarácter cerrado numerable, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es regular, primero numerable y numerablemente compacto;

2. la cerradura de cada subconjunto numerable fuertemente discreto es numerable-
mente compacto;

3. X es celular numerablemente compacto.

Demostración. � (1)⇒ (2) Inmediato.

� (2)⇒ (3) Se sigue del Teorema 2.1.10.

� (3)⇒ (1) Se sigue del Teorema 2.1.7.

Las generalizaciones de los espacios primero numerables han sido un tema de estudio
desde el origen de la Topoloǵıa General, la clase de los espacios de Fréchet y la de los
espacios secuenciales son dos de las generalizaciones de la clase de los espacios primero
numerables más conocidas; un espacio topológico es de Fréchet si para cada A ⊆ X y
cada x ∈ cl(A) existe una sucesión en A que converge a x y un espacio topológico es
secuencial si para cada A ⊆ X no cerrado existen x ∈ cl(A) \ A y una sucesión en A
que converge a x; observemos que cada espacio primero numerable es de Fréchet y cada
espacio de Fréchet es secuencial. Recordemos que si Xα es un espacio topológico para
cada α ∈ I, entonces un subespacio de X =

∏
{Xα : α ∈ I} es llamado un Σ-producto

de X, el cual se denota por Σ(ȳ) si es de la forma {x̄ ∈ X : δ(x̄, ȳ) es numerable} para
algún elemento fijo ȳ ∈ X, donde δ(x̄, ȳ) = {α : xα ̸= yα}, el elemento fijo ȳ se llama el
punto base del Σ-producto.

El siguiente ejemplo demuestra que en la clase de los espacios de Tychonoff Fréchet
la propiedad celular numerablemente compacto no es equivalente a ser numerablemente
compacto. Lo que demuestra que las propiedades 2 y 3 del teorema anterior no son
equivalentes en dicha clase de espacios.
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Ejemplo 2.1.12. Sea Σ(0̄) el Σ-producto en {0, 1}ω1 con base en 0̄, es decir, la función
identicamente 0; por el Teorema 2.1 de [29] tenemos que el espacio Σ(0̄) es un espacio
de Fréchet numerablemente compacto. Sea X = Σ(0̄) \ {0̄}; el espacio X no es nu-
merablemente compacto, ya que 0̄ es el ĺımite de una sucesión inyectiva en Σ(0̄) y en
el espacio X esta sucesión es un subespacio infinito, cerrado y discreto.

Veamos que X es celular compacto y por lo tanto celular numerablemente compacto.
Por el Teorema 3.13 de [40] basta demostrar que Σ(0̄) no tiene una π-base local celular en
0̄. Como Σ(0̄) es denso en {0, 1}ω1 del Corolario 2.3.18 de [17] se sigue que c(Σ(0̄)) = ω.
Supongamos que U = {Un : n ∈ ω} es una familia celular de subconjuntos abiertos
básicos en Σ(0̄), digamos Un =

⋂
{π−1[anα] : α ∈ In} ∩ Σ(0̄), donde anα ∈ {0, 1}

e In ⊆ ω1 es un subconjunto finito para cada n ∈ ω; aśı I =
⋃
{In : n ∈ ω} es

un subconjunto numerable y si elegimos β ∈ ω1 \ I tenemos que la vecindad abierta
π−1[0] ∩ Σ(0̄) no contiene ningún elemento de la familia U .

Si X es un espacio topológico y A ⊆ X, decimos que una familia U es una ex-
pansión abierta de A si U = {Ua : a ∈ A} y Ua ∈ τ(a,X) para cada a ∈ A. Un espacio
topológico X se llama fuertemente Hausdorff si cada subconjunto infinito S ⊆ X con-
tiene un subconjunto infinito numerable con un expansión abierta celular. Es bien
conocido que un espacio regular siempre es fuertemente discreto y en [22] se demostró
que cada espacio de Urysohn es fuertemente Hausdorff.

En este trabajo ocuparemos una generalización de los espacios de Hausdorff primero
numerables definida por primera vez como “Accessibility spaces” en [46], pero actual-
mente estos espacios son llamados espacios de Whyburn, decimos que X es un espacio
de Whyburn si para cada subconjunto A ⊆ X y cada x ∈ cl(A), existe B ⊆ A tal que
cl(B) \ A = {x} y un espacio es débilmente Whyburn si para cada subconjunto no
cerrado A ⊆ X existe B ⊆ A tal que cl(B) \A = {x} para algún x ∈ cl(A). Todo espa-
cio de Hausdorff y de Fréchet es de Whyburn y cada espacio de Hausdorff secuencial es
débilmente Whyburn. También se sabe que los espacios de Whyburn secuenciales son
de Fréchet.

Teorema 2.1.13. Si X es un espacio de Whyburn, fuertemente Hausdorff, celular
numerablemente compacto y cada punto tiene una π-base local celular, entonces X es
un espacio de Fréchet numerablemente compacto.

Demostración. Supongamos que E = {en : n < ω} ⊆ X es un subconjunto in-
finito numerable y discreto. Como X es espacio fuertemente Hausdorff podemos en-
contrar un subconjunto D = {dn : n < ω} ⊆ E ⊆ X con una expansión abierta
celular {Un : n < ω} y para cada n ∈ ω podemos encontrar una π-base local celular
Pn = {Wαn : α ∈ In} en dn. Para demostrar que X es numerablemente compacto
basta demostrar que el subconjunto D no es cerrado. Si dn es un punto aislado de X
podemos asumir que Un = {dn} y Pn = {{dn}}; para cada n ∈ ω y cada α ∈ In sea
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Vαn = Wαn ∩ Un, aśı, la familia Dn = {Vαn : α ∈ In} también es una π-base local
celular en dn para cada n ∈ ω y cumple que

⋃
Dn ⊆ Un para cada n ∈ ω. Notemos

que D =
⋃
{Dn : n ∈ ω} es una familia celular de subconjuntos abiertos, por lo que

podemos encontrar un subconjunto numerablemente compacto C ⊆ X que interseca a
cada Vαn para cada n ∈ ω y para cada α ∈ In.

Para cada n ∈ ω y para α ∈ In, podemos elegir xαn ∈ Vαn ∩ C; aśı, el subconjunto
{xαn : α ∈ In} es discreto en X para cada n ∈ ω, ya que Dn es una π-base local celular
en dn; por lo que dn ∈ cl({xαn : α ∈ In}) para cada n ∈ ω. Como X es un espacio
de Whyburn podemos encontrar un subconjunto An ⊆ {xαn : α ∈ In} ⊆ C tal que
cl(An) \ {xαn : α ∈ In} = {dn}, por lo que dn es el único punto de acumulación de An,
lo que implica dn ∈ C para cada n ∈ ω. Como el subespacio C es numerablemente
compacto, concluimos que el subconjunto D no es cerrado.

El Teorema 2.2 de [42] prueba que un espacio de Whyburn y numerablemente com-
pacto es un espacio de Fréchet, pero por completez de este trabajo presentaremos
la demostración de este hecho. Para este propósito sean A ⊆ X y y ∈ cl(A) \ A,
como X es un espacio de Whyburn podemos encontrar un subconjunto B ⊆ A tal
que cl(B) \ A = {y}. Sea W una familia celular maximal de subconjuntos abiertos
de B tal que y /∈ cl(W ) para cada W ∈ W . Como

⋃
W es denso en el subconjunto

B tenemos que y ∈ cl(
⋃
W) y por lo tanto existe un subconjunto S ⊆

⋃
W tal que

cl(S) \ (
⋃
W) = {y}. Para cada W ∈ W elegimos yW ∈ S ∩W , aśı, el subconjunto

R = {yW : W ∈ W} es un subconjunto discreto y (cl(R) \ R) ∩ (
⋃
W) = ∅, se sigue

que R es un subconjunto cerrado en S por lo que y es el único punto de acumulación
de R en el subespacio numerablemente compacto S ∪ {y}. Por lo tanto, R ∪ {y} es un
espacio infinito numerablemente compacto, donde todos los elementos distintos de y son
aislados. Entonces el espacio R ∪ {y} es la compactación unipuntal de un subespacio
discreto, por lo que podemos encontrar una sucesión en R ⊆ A que converge a y.

Corolario 2.1.14. Si X es un espacio de Whyburn, fuertemente Hausdorff, celular
numerablemente compacto con un subconjunto D denso de puntos aislados, entonces
X es numerablemente compacto y de Fréchet.

Demostración. La familia D = {{d} : d ∈ D} es una π-base local celular para cada
elemento de X. Por lo tanto, X cumple las condiciones del teorema anterior.

Es natural preguntarse si los resultados del Teorema 2.1.13 se pueden extender a
una clase más amplia de espacios topológicos. El siguiente ejemplo muestra que tal
extensión no puede ser a la clase de los espacios débilmente Whyburn.

Ejemplo 2.1.15. La Plancha de Tychonoff T = (ω1+1)×(ω+1)\{(ω1, ω)} dotado con
la topoloǵıa de subespacio del producto (ω1+1)×(ω+1) es un espacio débilmente Why-
burn y cada punto en T tiene un π-base local celular. El subconjunto D = {(ω1, n) :
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n < ω} es cerrado y discreto en T , por lo que T no es numerablemente compacto. Falta
ver que T es celular numerablemente compacto. En efecto, como ω1 es un espacio nu-
merablemente compacto y ω+1 es compacto, tenemos que ω1×(ω+1) es un subespacio
numerablemente compacto y es denso en T ; por el Corolario 1.2.4 se sigue que T es
celular numerablemente compacto.

Decimos que un espacio X tiene diagonal Gδ (respectivamente, diagonal regular Gδ)
si la diagonal ∆ = {(x, x) : x ∈ X} ⊆ X×X es la intersección numerable de vecindades
abiertas en el producto (respectivamente, es la intersección numerable de vecindades
cerradas en el producto). Un espacio con diagonal regular Gδ tiene pseudocarácter
cerrado numerable.

Teorema 2.1.16 ([15], Corolario 2.A). Si X es un espacio de Hausdorff numerable-
mente compacto con diagonal Gδ, entonces X es compacto y metrizable.

Teorema 2.1.17. Si X es un espacio de Hausdorff, celular numerablemente compacto
y con diagonal regular Gδ, entonces X es un espacio compacto y metrizable, por lo
tanto X tiene cardinalidad a lo más c.

Demostración. Como X tiene diagonal regular Gδ, se sigue que X tiene pseudo-
carácter cerrado numerable y por el Teorema 2.1.7, X es un espacio regular, primero
numerable, numerablemente compacto. Por el Teorema 2.1.16 se sigue que X es com-
pacto y metrizable.

2.2 Productos de algunas subclases de los espacios

tenuemente compactos

Es bien conocido que la clase de los espacios numerablemente compactos es compacta-
mente productiva, pero el Ejemplo 3.10.19 de [17] muestra que producto de dos es-
pacios numerablemente compactos no necesariamente es un espacio numerablemente
compacto. En esta sección estudiaremos el comportamiento de los espacios casi celular
compactos y la de los espacios casi celular numerablemente compactos bajo productos.
Para este fin necesitamos los siguientes conceptos:

Definición 2.2.1. Sean X un espacio topológico y κ un cardinal infinito. Decimos que
p es un punto de acumulación completo de una familia F = {Fα : α < κ} ⊆ P(X)\{∅}
si cada vecindad de p interseca κ elementos de la familia F .

Una cubierta abierta de un espacio topológico se llama encadenada si está lineal-
mente ordenada por la contención.

Definición 2.2.2. Un espacio topológico X se llama linealmente H-cerrado si cada
cubierta abierta encadenada de X tiene un elemento que es denso en X.
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El siguiente resultado caracteriza a los espacios linealmente H-cerrados en términos
de familias celulares de subconjuntos abiertos no vaćıos.

Teorema 2.2.3 ([4], Teorema 2.12). Un espacio topológico es linealmente H-cerrado si
y solo si cada familia celular U ⊆ τ ∗ de cardinalidad regular tiene punto de acumulación
completo.

A continuación se presenta un resultado que muestra que los espacios casi celular
compactos son una subclase de la clase de los espacios linealmente H-cerrados.

Lema 2.2.4 ([6], Teorema 5.4). Si X es un espacio casi celular compacto, entonces
cada familia celular U ⊆ τ ∗ tiene un punto de acumulación completo. Por lo tanto,
cada espacio casi celular compacto es linealmente H-cerrado.

Notemos que si X es un espacio con celularidad menor que ℵω, entonces cada familia
celular en el espacio X es de cardinalidad regular; una consecuencia de esta observación
y del lema anterior es el siguiente resultado:

Teorema 2.2.5 ([6], Teorema 5.10). Si X es un espacio localmente compacto y c(X) <
ℵω, entonces X es linealmente H-cerrado si y solo si X es casi celular compacto.

El teorema subsecuente es una generalización del Teorema 2.2.5:

Teorema 2.2.6. Si X es un espacio localmente compacto, numerablemente compacto y
c(X) < ℵω1 , entoncesX es linealmenteH-cerrado si y solo siX es casi celular compacto.

Demostración. (⇒) Sean κ < ℵω1 un cardinal y U = {Uα : α < κ} ⊆ τ ∗ una familia
celular en X.

(1) Si κ es un cardinal regular, como X es linealmente H-cerrado existe un punto
de acumulación completo q para la familia U , como X es localmente compacto pode-
mos encontrar una vecindad compacta de q que intersecta a κ elementos de la familia
U , se sigue que X es casi celular compacto.

(2) Si cof(κ) = ω, entonces κ =
⋃

n∈ω λn, donde λn es un cardinal regular para cada
n ∈ ω. Definimos U0 = {Uα : α < λ0} ⊆ U y para cada 0 < n < ω hacemos
Un = {Uα : λn−1 ≤ α < λn} ⊆ U . Como X es linealmente H-cerrado, para cada n < ω
existe un punto de acumulación completo pn de la familia Un. Consideremos el conjunto
P = {pn : n < ω}.

(a) Si P es infinito, por ser X numerablemente compacto P tiene un punto de acumu-
lación, digamos q. Sea W una vecindad compacta de q, entonces existe un subconjunto
infinito J ⊆ ω tal que pm ∈ W para cada m ∈ J , aśı W es una vecindad de pm para
cada m ∈ J , se sigue que q es punto de acumulación completo de la familia Um para
cada m ∈ J y por lo tanto |{U ∈ Um : W ∩ U ̸= ∅}| = λm para cada m ∈ J . Entonces

21
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|{U ∈
⋃
{Um : m ∈ J} : W ∩ U ̸= ∅}| =

∑
m∈J

λm = κ. Aśı W es un subconjunto com-

pacto que intersecta κ elementos de la familia
⋃
{Um : m ∈ J} y por lo tanto también

intersecta a κ elementos de la familia U .

(b) Si P es finito, digamos P = {p0, · · ·, pn}, entonces existe 0 ≤ j ≤ n y J ⊆ ω
infinito tal que pj es punto de acumulación completo para cada familia Um con m ∈ J .
Sea W una vecindad compacta de pj, entonces |{U ∈

⋃
{Um : m ∈ J} : W ∩ U ̸=

∅}| =
∑
m∈J

λm = κ. Aśı W es un subconjunto compacto que intersecta κ elementos de

la familia
⋃
{Um : m ∈ J} y por lo tanto también intersecta a κ elementos de la familia

U .

(⇐) Del Lema 2.2.4 sabemos que cada familia celular de subconjuntos abiertos no
vaćıos en un espacio casi celular compacto tiene un punto de acumulación completo y
por el Teorema 2.2.3 el espacio es linealmente H-cerrado.

En el Teorema 4.1 de [4] se demostró que la clase de los espacios linealmente H-
cerrados es compactamente productiva, como consecuencia de esto se tiene el siguiente
resultado:

Corolario 2.2.7. Si X es un espacio localmente compacto, casi celular compacto y
K es un espacio compacto tal que c(X × K) < ℵω, entonces X × K es casi celular
compacto.

Del Teorema 2.1.7 y del resultado anterior se sigue el siguiente corolario:

Corolario 2.2.8. Si X es un espacio primero numerable, celular compacto y K es com-
pacto primero numerable, entonces X ×K es linealmente H-cerrado, numerablemente
compacto, primero numerable y regular.

Corolario 2.2.9. Sean X un espacio primero numerable, celular compacto, localmente
compacto y K un espacio compacto y primero numerable; si c(X ×K) < ℵω1 , entonces
X × K es casi celular compacto, numerablemente compacto, localmente compacto,
primero numerable y regular.

Los siguientes resultados describen el comportamiento de los espacios casi celular
numerablemente compactos bajo productos.

Teorema 2.2.10. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. El espacio X × K es casi celular numerablemente compacto para cada espacio
compacto K.
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2. Para cada familia U de conjuntos abiertos no vaćıos en X, existe un subespacio
N ⊆ X numerablemente compacto tal que N interseca |U| elementos de la familia
U .

Demostración. Es un caso particular del Teorema 1.2.13.

El siguiente resultado es una extensión del teorema anterior.

Teorema 2.2.11. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. El espacio X × K es casi celular numerablemente compacto para cada espacio
compacto K.

2. X × Aκ es casi celular numerablemente compacto para cada cardinal infinito
κ ≤ o(X).

Demostración. Es un caso particular del Teorema 1.2.14.

Para el teorema siguiente recordemos que un espacio topológico se llama k-espacio si
es un espacio de Hausdorff y es la imagen cociente de un espacio localmente compacto.

Lema 2.2.12 ([17], Teorema 3.10.13). Si X es un k-espacio numerablemente compacto
y Y es un espacio numerablemente compacto, entonces X × Y es un espacio numer-
ablemente compacto.

Teorema 2.2.13. Si X es un espacio de Hausdorff y para cada familia U de conjuntos
abiertos no vaćıos en X, existe un subespacio N ⊆ X tal que N es un k-espacio
numerablemente compacto que interseca |U| elementos de la familia U , entonces X×M
es casi celular numerablemente compacto para cada espacio numerablemente compacto
M .

Demostración. Supongamos que M es un numerablemente compacto y W es una
familia celular en X × M . Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada
elemento de la familia W es un abierto básico en el producto, es decir, W = {Uα×Vα :
α < κ}, donde Uα ∈ τ ∗(X) y Vα ∈ τ ∗(M) para cada α ∈ κ. Por el Lema 1.2.11,
existe un k-espacio N ⊆ X numerablemente compacto que interseca a κ elementos de
la κ-sucesión ⟨Uα⟩α∈κ; aśı, por el Lema 2.2.12 tenemos que el subespacio N ×M es
numerablemente compacto e interseca κ elementos de la familia W .

Corolario 2.2.14. Si X es un espacio de Hausdorff y para cada familia U de conjuntos
abiertos no vaćıos en X, existe un subespacio N ⊆ X numerablemente compacto y
primero numerable tal que N interseca |U| elementos de la familia U , entonces X ×M
es casi celular numerablemente compacto para cada espacio numerablemente compacto
M .
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2.3 Maximalidad de la celularidad numerablemente

compacta

Es esta sección estudiaremos la maximalidad de la celularidad numerablemente com-
pacta. La maximalidad de la compacidad tenue y compacidad numerable ha sido ampli-
amente estudiada en [31], [14] y [32]. A continuación se expone un resultado demostrado
en [32]:

Teorema 2.3.1 ([32], Corolario 5). Si (X, τ) es un espacio de Hausdorff numerable-
mente compacto y primero numerable, entonces (X, τ) es maximal numerablemente
compacto.

Teorema 2.3.2. Si (X, τ) es un espacio de Hausdorff celular numerablemente compacto
con pseudocarácter cerrado numerable, entonces (X, τ) es maximal celular numerable-
mente compacto.

Demostración. Se sigue del Teorema 2.1.7 que el espacio (X, τ) es un espacio regular,
primero numerable y numerablemente compacto. Por el Teorema 2.3.1 se sigue que
(X, τ) es maximal numerablemente compacto. Como cada topoloǵıa σ en X más fuerte
que τ también tiene pseudocarácter cerrado numerable, se sigue que si (X, σ) es celular
numerablemente compacto, entonces es numerablemente compacto y por lo tanto σ = τ ,
esto muestra que (X, τ) es maximal celular numerablemente compacto.

Teorema 2.3.3. Si (X, τ) es un espacio de Whyburn, fuertemente Hausdorff, celular
numerablemente compacto y cada punto tiene una π-base local celular, entonces (X, τ)
es maximal celular numerablemente compacto.

Demostración. Del Teorema 2.1.13 se sigue que el espacio (X, τ) es de Fréchet y nu-
merablemente compacto. Para ver que el espacio es maximal celular numerablemente
compacto supongamos que σ es un topoloǵıa estrictamente más fuerte que τ . Como el
espacio (X, τ) es de Fréchet, existe una sucesión inyectiva ⟨xn⟩ que converge a algún ele-
mento p en (X, τ), pero no tiene punto de acumulación en (X, σ). Sea S = {xn : n ∈ ω},
como ⟨xn⟩ es inyectiva se tiene que S \{p} es un subconjunto infinito, cerrado y discreto
en (X, σ). Sea ξ la topoloǵıa en X generada por la subbase τ ∪ (X \ S); notemos que
si U ∈ ξ y p /∈ U , entonces U ∈ τ . El espacio (X, ξ) no es numerablemente compacto,
ya que S \ {p} es un subconjunto infinito, cerrado y discreto en la topoloǵıa ξ, pero
veamos que el espacio (X, ξ) es de Whyburn. Para este fin sea A ⊆ X y supongamos
que p ∈ clξ(A) \ A; como p /∈ clξ(A ∩ S), entonces p ∈ clξ(A \ S). Ya que τ y ξ
coinciden en X \ S y (X, τ) es de Whyburn, se sigue que existe B ⊆ A \ S tal que
clξ(B) \ A = clτ (B) \ A = {p}.

Ahora veamos que el espacio (X, σ) no es celular numerablemente compacto, para
este propósito es suficiente demostrar que el espacio (X, ξ) no es celular numerable-
mente compacto. Supongamos lo contrario, es decir, que (X, ξ) es un espacio celular
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numerablemente compacto. Como S ∪{p} es un subespacio compacto en (X, τ), pode-
mos encontrar una expansión abierta celularW = {Un : n < ω}. Aśı, W es una familia
celular de subconjuntos abiertos no vaćıos en (X, ξ) tal que xn ∈ Un y p /∈ Un para cada
n < ω. Para cada xn existe una π-base local celular Vn en (X, τ) tal que

⋃
Vn ⊆ Un y

xn /∈
⋃
Vn. Como S es un subconjunto cerrado en (X, ξ) se sigue que

⋃
{Vn : n < ω}

es una π-base local celular en p en (X, ξ). Por el Teorema 2.1.13, el espacio (X, ξ) es
numerablemente compacto, lo que es una contradicción.

El siguiente resultado es un caso particular del Teorema 1.2.19

Teorema 2.3.4. Si (X, τ) es un espacio regular maximal celular numerablemente com-
pacto, entonces cada x ∈ X tiene una π-base local celular.
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Caṕıtulo 3

Dos subclases de la clase de los
espacios tenuemente Lindelöf

Decimos que un espacio X es de Lindelöf si cada cubierta abierta de X tiene una subcu-
bierta abierta numerable. SiX es un espacio topológico, la extensión deX, es la función
cardinal e(X) y se define como e(X) = sup{| D | : D ⊆ X es cerrado y discreto}. Un
espacio se llama ω1-compacto si e(X) = ω. En este caṕıtulo estudiaremos las clases
de los espacios celular Lindelöf y la de los casi celular Lindelöf. Enfocaremos nuestra
atención en los siguientes temas:

� Condiciones para que un espacio casi celular Lindelöf sea Lindelöf u ω1-compacto.

� Condiciones para que el producto de un espacio casi celular Lindelöf con un espacio
compacto sea casi celular Lindelöf.

Todos los resultados en este caṕıtulo sin atribución a algún autor son resultados del
art́ıculo [2].

3.1 Espacios celular Lindelöf y casi celular Lindelöf

Los siguientes enunciados son consecuencias de la Proposición 1.2.3 y de la Proposición
1.2.5.

� Si X contiene un subespacio denso D celular Lindelöf (respectivamente, casi celu-
lar Lindelöf), entonces X es celular Lindelöf (respectivamente, casi celular Lin-
delöf).

� La imagen continua de un espacio celular Lindelöf (respectivamente, casi celular
Lindelöf) es también un espacio celular Lindelöf (respectivamente, casi celular
Lindelöf).

Proposición 3.1.1. Si X es un espacio celular Lindelöf (respectivamente, casi celular
Lindelöf), entonces X es tenuemente Lindelöf.
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Demostración. Se sigue de la Proposición 1.2.9 y de la Proposición 1.2.10.

Los siguientes dos resultados son casos particulares de las Proposiciones 1.2.21 y
1.2.22 respectivamente.

Proposición 3.1.2. Si X =
⋃
{Yn : n ∈ ω} donde Yn es celular Lindelöf (respec-

tivamente, casi celular Lindelöf) para cada n ∈ ω, entonces X es celular Lindelöf
(respectivamente, casi celular Lindelöf).

Proposición 3.1.3. Si X es un espacio celular Lindelöf (respectivamente, casi celular
Lindelöf entonces cada subespacio abierto Fσ es celular Lindelöf (respectivamente, casi
celular Lindelöf).

El siguiente resultado aparece en [23] y es conocido como la desigualdad de Hajnal-
Juhász y lo utilizaremos para obtener una cota de la cardinalidad de la clase de los
espacios casi celular Lindelöf.

Teorema 3.1.4 ([23], Teorema 2.15 (b)). Si X es un espacio topológico T1, entonces
|X| ≤ 2χ(X)·c(X).

En [12] los autores definieron el concepto celular Lindelöf y demostraron los sigu-
ientes resultados.

Teorema 3.1.5 ([12], Teorema 12). SiX es un espacio de Hausdorff, primero numerable
y celular Lindelöf, entonces c(X) ≤ c.

Corolario 3.1.6 ([12], Corolario 13). Si X es un espacio de Hausdorff, primero numer-
able y celular Lindelöf, entonces |X| ≤ 2c.

Los siguientes resultados son unas ligeras generalizaciones del Teorema 3.1.5 y del
Corolario 3.1.6, aunque las demostraciones son análogas a la de los resultados previos
incluimos las demostraciones para la completez de este trabajo.

Teorema 3.1.7. Sea X un espacio de Hausdorff primero numerable y casi celular
Lindelöf. Entonces c(X) ≤ c.

Demostración. Sea U una familia celular en X. Como X es casi celular Lindelöf,
existe un subespacio de Lindelöf L ⊆ X tal que |{U ∈ U : L ∩ U ̸= ∅}| = |U|. Se sabe
que cada subespacio de Lindelöf en un espacio primero numerable tiene cardinalidad a
lo más c, aśı |L| ≤ c y por lo tanto |U| ≤ c.

Corolario 3.1.8. Sea X un espacio de Hausdorff primero numerable y casi celular
Lindelöf. Entonces |X| ≤ 2c.

Demostración. Se sigue del Teorema 3.1.7 y del Teorema 3.1.4.
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Un espacio topológico se llama fuertemente celular Q si para cada familia celular U
en X existe un subespacio cerrado A ⊆ X con la propiedad Q tal que A ∩ U ̸= ∅ para
cada U ∈ U . En [9] se demostró que un espacio de Urysohn, fuertemente celular Lin-
delöf y primero numerable tiene cardinalidad a lo más el continuo; la siguiente pregunta
continua abierta: ¿Es cierto que cada espacio X de Hausdorff, primero numerable y
celular Lindelöf tiene cardinalidad a los más el continuo?

Decimos que un espacio topológicoX es un P -espacio si la intersección numerable de
subconjuntos abiertos no vaćıos es un subconjunto abierto en X, el término P -espacio
fue acuñado por Gillman y Henriksen en [19], análogamente decimos que p ∈ X es un
P -punto si la intersección numerable de sus vecindades sigue siendo una vecindad de p.

Definición 3.1.9. Un espacio X se llama débilmente Lindelöf si cada cubierta abierta
U ⊆ τ ∗ de X tiene una subfamilia numerable cuya unión es densa en X.

En [12] se especuló sobre la existencia de un P -espacio celular Lindelöf que no sea
débilmente Lindelöf; el Teorema 3.16 de [37] proporciona un ejemplo de un espacio
topológico con las propiedades antes mencionadas.

Definición 3.1.10. Un espacio X se llama débilmente linealmente Lindelöf si cada
familia U ⊆ τ ∗ de cardinalidad regular no numerable tiene punto de acumulación com-
pleto.

Proposición 3.1.11 ([25], Proposition 3.10). Sea (X, τ) un espacio toplógico. Si
U ⊆ τ ∗ es una familia de cardinalidad regular no numerable que no tiene punto de
acumulación completo, entonces existe una familia celular V ⊆ τ ∗ de cardinalidad |U|
que no tiene punto de acumulación completo.

De la Proposición 3.1.11 se sigue que un espacio es débilmente linealmente Lindelöf
si y solo si cada familia celular U ⊆ τ ∗ de cardinalidad regular no numerable tiene
punto de acumulación completo.

Teorema 3.1.12 ([25], Teorema 3.11 (a)). Si X es un espacio débilmente linealmente
Lindelöf, entonces X es tenuemente Lindelöf.

Teorema 3.1.13 ([25], Teorema 3.14 (c)). Si X es un espacio débilmente Lindelöf,
entonces X es débilmente linealmente Lindelöf.

De los dos teoremas anteriores se sigue inmediatamente que cada espacio débilmente
Lindelöf es tenuemente Lindelöf; aśı, las clases de espacios celular Lindelöf, casi celular
Lindelöf y débilmente Lindelöf son subclases de la clase de los espacios tenuemente
Lindelöf, los siguientes ejemplos muestran que estas subclases de espacios topológicos
son distintas en una clase amplia de espacios topológicos.

Ejemplo 3.1.14. Existe un P -espacio de Tychonoff casi celular Lindelöf que no es
celular Lindelöf ni débilmente Lindelöf.
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Demostración. El ejemplo requerido es Ψ(A) en ω1 definido en el Caṕıtulo 1. Para
ver que Ψ(A) no es celular Lindelöf, sean U = {{α} : α ∈ ω1} y L ⊆ Ψ(A) un subespa-
cio que interseca a cada elemento de la familia U . Notemos que si L fuera un subespacio
de Lindelöf, entonces |L ∩ A| ≤ ω, por lo que podŕıamos elegir A ∈ A \ L, aśı, A ⊆ L
es un subconjunto no numerable sin punto de acumulación en L, lo que demuestra la
no existencia de un subespacio de Lindelöf que interseca a todos los elementos de la
familia celular U .

Para ver que el espacio Ψ(A) no es débilmente Lindelöf, consideremos la cubierta
abierta V = {V ∪ {V } : V ∈ A} y supongamos que W = {Vn ∪ {Vn} : n ∈ ω} es
una subcolección numerable de V . Como W tiene cardinalidad numerable podemos
encontrar B ∈ A \ {Vn : n ∈ ω}. Aśı, para cada n ∈ ω se tiene que |B ∩ Vn| = ω y por
lo tanto |

⋃
{Vn : n ∈ ω} ∩ B| = ω; se sigue que B /∈ cl(

⋃
W), lo que demuestra que

Ψ(A) no es débilmente Lindelöf.

Veamos que Ψ(A) en ω1 es un espacio casi celular Lindelöf. Ya que c(Ψ(A)) = ω1,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que U = {Uα : α ∈ ω1} ⊆ τ ∗ es una
familia celular en Ψ(A). Para cada Uα ∈ U podemos elegir xα ∈ Uα ∩ ω1. Como
B = {xα : α ∈ ω1} es un subconjunto infinito existe A ∈ A tal que |A ∩ B| = ω1, se
sigue A es punto de acumulación del subconjunto B y por lo tanto también de la familia
U . Se sigue que {A} ∪ A, es un subespacio de Lindelöf que interseca ω1 elementos de
la familia U .

El siguiente ejemplo fue introducido en [8] para mostrar que en la clase de los espacios
de Hausdorff primero numerables las propiedades Lindelöf y débilmente Lindelöf no son
equivalentes.

Ejemplo 3.1.15. Existe un espacio de Hausdorff débilmente Lindelöf que no es casi
celular Lindelöf.

Demostración. Sea Y = Q∩ [0, 1]. El espacio requerido es Z = (Y ×κ)∪A, donde κ
es un cardinal no numerable con la topoloǵıa discreta y A es un subconjunto numerable
denso de los números irracionales del intervalo [0, 1]. El subespacio Y × κ tiene la
topoloǵıa producto y una vecindad abierta básica de un elemento a ∈ A es de la forma:

[(a− ϵ, a+ ϵ) ∩ A] ∪ [((a− ϵ, a+ ϵ) ∩ Y )× (κ \ F )],

donde F es un subconjunto finito de κ. En el Ejemplo 2.3 de [8] se demostró que el
espacio Z es débilmente Lindelöf. Para ver que el espacio Z no es casi celular Lindelöf,
sea U = {Y × {α} : α ∈ κ} y supongamos que L es un subespacio de Z que interseca
κ elementos de la familia U . Sea I = {α ∈ κ : L ∩ (Y × {α}) ̸= ∅}; como κ es un
cardinal no numerable, se sigue que existe un elemento y0 ∈ Y tal que el conjunto
{α ∈ κ : (y0, α) ∈ L} es no numerable y como y0 /∈ A, el conjunto L ∩ {(y0, α) : α ∈ I}
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es un subconjunto cerrado, discreto y no numerable en L, lo que muestra que L no es
un subespacio de Lindelöf.

Definición 3.1.16. Sea X un espacio topológico T1, entonces:

ν(X) = min{α : ∆X es la interseccion de α subconjuntos abiertos de X2 }.
Cuando ν(X) = ω, decimos que el espacio tiene diagonal Gδ.

Teorema 3.1.17 ([21], Teorema 2.1). Si X es un espacio T1, entonces |X| ≤ 2ν(X)·e(X).

Teorema 3.1.18. Si X es un espacio casi celular Lindelöf con diagonal Gδ, entonces
c(X) ≤ c.

Demostración. Sea U = {Uα : α < κ} una familia celular en X; como X es un
espacio casi celular Lindelöf podemos encontrar un subespacio de Lindelöf N ⊆ X tal
que N interseca a κ elementos de la familia U . Por el Teorema 3.1.17, se tiene que
|N | ≤ 2ω·ω, se sigue que c(X) ≤ c.

Definición 3.1.19. Un espacio topológico X se llama fuertemente Hausdorff por colec-
ciones si para cada conjunto cerrado y discreto D = {dα : α < κ} en X existe una
familia discreta de conjuntos abiertos U = {Uα : α < κ}, tal que dα ∈ Uα para cada
α < κ.

Teorema 3.1.20. Si X es un espacio fuertemente Hausdorff por colecciones y casi
celular Lindelöf, entonces X es ω1-compacto.

Demostración. Supongamos que existe un subespacio cerrado y discreto D = {dα :
α < ω1} ⊆ X. Como X es fuertemente Hausdorff por colecciones, podemos encontrar
una familia discreta U = {Uα : α < ω1} tal que dα ∈ Uα para cada α < ω1.

Como X es un espacio casi celular Lindelöf, existe un subespacio de Lindelöf A ⊆ X tal
que |{Uα ∈ U : A∩Uα ̸= ∅}| = ω1. Para cada Uα ∈ U tal que Uα∩A ̸= ∅, sea zα ∈ Uα∩A.
Como U es una familia discreta se sigue que el conjunto C = {zα : α < ω1} ⊆ A es un
subconjunto cerrado y discreto. Lo que contradice que A es de Lindelöf.

Definición 3.1.21. Un espacio X se llama perfecto si cada subconjunto cerrado es un
conjunto Gδ.

Definición 3.1.22. Decimos que un espacio topológico X tiene un desarrollo si existe
una sucesión de cubiertas abiertas {Un : n ∈ ω} de X tal que para cada x ∈ X, la
sucesión {St(x,Un) : n ∈ ω} es una base local para x. Un espacio es de Moore si es
regular y tiene un desarrollo.

Teorema 3.1.23. Si X es un espacio perfecto, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

31
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1. c(X) = ω;

2. X es casi celular Lindelöf

Demostración. (1)⇒ (2) : Inmediato.
(2) ⇒ (1) : Supongamos que U = {Uα : α < ω1} es una familia celular en X. Como
X es casi celular Lindelöf, podemos encontrar un subespacio de Lindelöf E ⊆ X tal
que E ∩ Uα ̸= ∅ para cada α < ω1. Para cada α < ω1 sea xα ∈ E ∩ Uα. Entonces
el subconjunto D = {xα : α < ω1} es un subconjunto discreto de E. Como X es un
espacio perfecto,

⋃
{Uα : α < ω1} =

⋃
{Fn : n < ω} donde Fn es un subconjunto

cerrado para cada n < ω. Aśı, existe un subconjunto no numerable N = D ∩ Fn0 ⊆ X
para algún n0 ∈ ω.
Ahora veamos que el conjunto N es cerrado y discreto en X. Supongamos que z es
un punto de acumulación de N . Como Fn0 es un subconjunto cerrado, tenemos que
z ∈ Fn0 ⊂

⋃
{Uα : α < ω1}. Por lo tanto, existe α < ω1 tal que z ∈ Uα, se sigue que

Uα contiene una cantidad infinita de elementos de N lo que contradice la elección de U .
Por lo tanto, N ⊆ E es un conjunto no numerable, cerrado y discreto, lo cual es una
contradicción.

Corolario 3.1.24. Si X es un espacio perfecto, primero numerable y casi celular Lin-
delöf, entonces |X| ≤ c.

Demostración. Se sigue de la famosa desigualdad de Hajnal-Juhász |X| ≤ 2χ(X)·c(X)

y del Teorema anterior.

Corolario 3.1.25. Si X es un espacio de Moore, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. c(X) = ω;

2. X es casi celular Lindelöf.

Definición 3.1.26. El número débil de Lindelöf de un espacio topológico X, se denota
por wL(X) y se define como la mı́nima cardinalidad tal que cada cubierta abierta en
X tiene una subfamilia de cardinalidad wL(X) cuya unión es densa en X.

Teorema 3.1.27. Supongamos que κ es un cardinal infinito y que X es un espacio casi
celular Lindelöf tal que L(X) ≤ κ+, entonces wL(X) ≤ κ.

Demostración. Supongamos que U = {Uα : α < κ+} es una cubierta abierta de X y
que:

I =
{
α < κ+ : Uα \ cl

(⋃
{Uβ : β < α}

)
̸= ∅

}
.

� Si |I| ≤ κ, como κ+ es un cardinal regular, podemos encontrar algún γ < κ+ tal
que para cada α > γ, α /∈ I y por lo tanto {Uα : α < γ} es una subfamilia de U
de cardinalidad a lo más κ cuya unión es densa en X.
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� Si |I| = κ+, como X es casi celular Lindelöf podemos encontrar un subespacio de
Lindelöf L ⊆ X que interseca a κ+ elementos de la familia celular de subconjuntos
abiertos no vaćıos {Uα \ cl(

⋃
{Uβ : β < α}) : α ∈ I}. Como L es un subespacio de

Lindelöf y U es una cubierta abierta de X, existe γ < κ+ tal que el subespacio L
está contenido en

⋃
{Uα : α < γ}. Entonces podemos encontrar algún λ ∈ I tal

que λ > γ y aśı L ∩ (Uλ \ cl(
⋃
{Uα : α < λ})) = ∅, lo que es una contradiccón.

Corolario 3.1.28. Si X es un espacio casi celular Lindelöf y L(X) ≤ ω1, entonces X
es débilmente Lindelöf.

Definición 3.1.29. Si X es un espacio topológico y U es una familia de subonjuntos
de X, entonces la estrella de un conjunto A ⊆ X con respecto a la familia U es el
conjunto:

St(A,U) =
⋃
{U ∈ U : U ∩ A ̸= ∅}.

Recursivamente definimos Stk+1(A,U) = St(Stk(A,U),U), donde St0(A,U) = A y por
tanto St1(A,U) = St(A,U).

Definición 3.1.30. Una familia {Un : n ∈ ω} de cubiertas abiertas de un espacio
topológico X se llama sucesión diagonal de orden k, donde k ∈ ω, si para cada x ∈ X
se tiene que {x} =

⋂
{Stk(x,Un) : n ∈ ω}. Decimos que un espacio X tiene diagonal

de orden k si existe una sucesión diagonal de orden k en X.

Notemos que un espacio topológico X tiene diagonal Gδ si y solo si existe una familia
{Un : n ∈ ω} de cubiertas abiertas del espacio tales que para cada par de elementos
distintos x, y ∈ X, existe n ∈ ω con y /∈ St(x,Un) o equivalentemente, para cada x ∈ X
se cumple que {x} =

⋂
{St(x,Un) : n ∈ ω}, es decir, X tiene diagonal de orden 1.

El siguiente teorema se conoce universalmente como Teorema de Erdös-Rado:

Teorema 3.1.31 ([23], A 4.4). Sea X un conjunto con |X| > c y supongamos que
[X]2 =

⋃
{Pn : n ∈ ω}. Entonces existen n0 ∈ ω y un subconjunto S de X con |S| > ω

tal que [S]2 ⊆ Pn0 .

Teorema 3.1.32. Si X es un espacio de Hausdorff tenuemente Lindelöf con diagonal
de orden 3, entonces la cardinalidad de X es a lo más c.

Demostración. Supongamos que |X| > c. Como X tiene diagonal de orden 3, existe
una sucesión {Un : n ∈ ω} de cubiertas abiertas de X tales que para cada x ∈ X,
tenemos {x} =

⋂
{St3(x,Un) : n ∈ ω}. Para cada n ∈ ω definimos Pn = {{x, y} ∈

[X]2 : x /∈ St3(y,Un)}.

Veamos que [X]2 =
⋃
{Pn : n ∈ ω}. Sea {x, y} ∈ [X]2 y supongamos que

x ∈ St3(y,Un) para cada n ∈ ω. Entonces x ∈
⋂
{St3(y,Un) : n ∈ ω} = {y}, aśı
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x = y; lo cual es una contradicción; aśı, [X]2 =
⋃
{Pn : n ∈ ω}. Por el Teorema 3.1.31

existe un subconjunto no numerable T en X tal que [T ]2 ⊆ Pn0 para algún n0 ∈ ω.
Para ver que X no es tenuemente Lindelöf, basta demostrar que {St(x,Un0) : x ∈ T}
es una familia no numerable localmente finita de subconjuntos abiertos no vaćıos en X.

Con este fin notemos los siguientes hechos:

(1) cl(St(T,Un0)) ⊆ St2(T,Un0).

(2)
⋃
{cl(St(x,Un0)) : x ∈ T} = cl(St(T,Un0)). Para ver esto es suficiente mostrar

que {St(x,Un0) : x ∈ T} no tiene punto de acumulación en X. Si y fuera un punto
de acumulación de la familia {St(x,Un0) : x ∈ T}, entonces por (1) tendŕıamos que
y ∈ St2(T,Un0). Por lo que existe x0 ∈ T tal que y ∈ St2(x0,Un0). De esto podemos
deducir que si x ∈ T \ {x0} tenemos que St2(x0,Un0) ∩ St(x,Un0) = ∅, pues de otro
modo x ∈ St3(x0,Un0) lo que contradice la elección del conjunto T . Esto muestra que y
no es punto de acumulación de {St(x,Un0) : x ∈ T}; aśı, hemos demostrado que esta fa-
milia no numerable es localmente finita. Por lo tanto, la cardinalidad de X es a lo más c.

Corolario 3.1.33. Si X es un espacio casi celular Lindelöf con diagonal de orden 3,
entonces |X| ≤ 2ω.

3.2 Productos de algunas subclases de los espacios

tenuemente Lindelöf

Se sabe que el producto de dos espacios de Lindelöf no necesariamente es un espa-
cio de Lindelöf, más aún, en la Proposición 32 de [33] se exhibieron dos subespacios de
Lindelöf cuyo producto contiene un subespacio no numerable, abierto, cerrado y dis-
creto; lo que demuestra que tal producto no es ni tenuemente Lindelöf. En esta sección
estudiaremos el comportamiento bajo productos de algunas subclases de la clase de los
espacios tenuemente Lindelöf.

Teorema 3.2.1. Si X es un espacio celular Lindelöf (respectivamente, casi celular
Lindelöf) y Y es un espacio separable, entonces X × Y es un espacio celular Lindelöf
(respectivamente, casi celular Lindelöf).

Demostración. Sea D = {dn : n ∈ ω} ⊆ Y un subespacio denso y numerable. Como
X × {dn} es homeomorfo a X se sigue que es un espacio celular Lindelöf (respectiva-
mente, casi celular Lindelöf) para cada n ∈ ω, por lo que

⋃
{X×{dn} : n ∈ ω} también

es un espacio celular Lindelöf (respectivamente, casi celular Lindelöf) por ser unión nu-
merable de espacios celular Lindelöf (respectivamente, casi celular Lindelöf) y además
es denso en el producto Por lo tanto, X × Y es celular Lindelöf (respectivamente, casi
celular Lindelöf).
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Teorema 3.2.2 ([3], Teorema 5.4). Un espacio celular Lindelöf X cumple que su pro-
ducto con cualquier espacio compacto es celular Lindelöf si y solo si X contiene un
subespacio denso de Lindelöf.

El Ejemplo 2.4 de [16] es un P -espacio de Tychonoff, localmente compacto, celular
compacto cuyo producto con un espacio compacto no es celular Lindelöf.

Teorema 3.2.3. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. El espacio X ×K es casi celular Lindelöf para cada espacio compacto K.

2. Para cada familia U de conjuntos abiertos no vaćıos en X, existe un subespacio
L ⊆ X de Lindelöf tal que L interseca |U| elementos de la familia U .

Demostración. Es un caso particular del Teorema 1.2.13.

Teorema 3.2.4. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. El espacio X × L es casi celular Lindelöf para cada P -espacio de Lindelöf L.

2. Para cada familia U de conjuntos abiertos no vaćıos en X, existe un subespacio
N ⊆ X de Lindelöf tal que N interseca |U| elementos de la familia U .

Demostración. (1) ⇒ (2) Sean U = {Uα : α < κ} ⊆ τ ∗(X) y L la lindelöficación
unipuntual de un espacio discreto de cardinalidad κ. Sea W = {Uα × {α} : α ∈ κ} ⊆
X × L; como W es una familia celular en X × L podemos encontrar un subespacio de
Lindelöf M ⊆ X × L que interseca a κ elementos de la familia W . Aśı, el subespacio
πX [M ] es un subespacio de Lindelöf que interseca κ elementos de la familia U .

(2)⇒ (1) Supongamos que L es un P -espacio de Lindelöf yW es una familia celular
en X×L. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada elemento de la familia
W es un abierto básico en el producto, es decir, W = {Uα × Vα : α < κ}, donde
Uα ∈ τ ∗(X) y Vα ∈ τ ∗(L) para cada α ∈ κ. Por el Lema 1.2.11, existe un subespacio
de Lindelöf N ⊆ X que interseca a κ elementos de la κ-sucesión ⟨Uα⟩α∈κ; como la
propiedad de Lindelöf se preserva bajo productos con P -espacios de Lindelöf, entonces
el subespacio N × L es de Lindelöf e interseca a κ elementos de la familia W .

Teorema 3.2.5. Si X es un espacio de Hausdorff y para cada familia U de conjuntos
abiertos no vaćıos en X, existe un P -espacio L ⊆ X de Lindelöf tal que L interseca |U|
elementos de la familia U , entonces X ×M es casi celular Lindelöf para cada espacio
de Lindelöf M .
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Demostración. Supongamos que M es un espacio de Lindelöf y W es una familia
celular en X ×M . Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada elemento de
la familia W es un abierto básico en el producto, es decir, W = {Uα × Vα : α < κ},
donde Uα ∈ τ ∗(X) y Vα ∈ τ ∗(M) para cada α ∈ κ. Por el Lema 1.2.11, existe un
P -espacio de Lindelöf L ⊆ X que interseca a κ elementos de la κ-sucesión ⟨Uα⟩α∈κ;
como la propiedad de Lindelöf se preserva bajo productos con P -espacios de Lindelöf,
entonces el subespacio L×M es de Lindelöf e interseca a κ elementos de la familia W .

El siguiente resultado demuestra que la propiedad débilmente linealmente Lindelöf
es compactamente productiva:

Teorema 3.2.6 ([25], Proposición 11 (f)). Sean X un espacio débilmente linealmente
Lindelöf y K un espacio compacto, entonces X×K es débilmente linealmente Lindelöf.

Es bien conocido que en la clase de los espacios de Hausdorff el producto de un
P -espacio de Lindelöf y un espacio Lindelöf es un espacio de Lindelöf; el siguiente lema
se requiere para tener una versión del resultado antes mencionado para los espacios
débilmente linealmente Lindelöf.

Lema 3.2.7. Un espacio X es débilmente linealmente Lindelöf si y solo si para cada
sucesión transfinita ⟨Uα : α < κ⟩ de subconjuntos abiertos no vaćıos con κ un cardinal
regular no numerable, existe un elemento p ∈ X tal que todas sus vecindades intersecan
κ elementos de la sucesión transfinita.

Demostración. (⇐) Sea {Wα : α < λ} una enumeración fielmente indizada por los
términos de la sucesión transfinita ⟨Uα : α < κ⟩. Si λ = κ, entonces el resultado es
inmediato. Si λ < κ, como κ es un cardinal regular, existe β ∈ λ tal que |{α ∈ κ : Uα =
Wβ}| = κ, aśı cada elemento p ∈ Wβ tiene la propiedad requerida.

Teorema 3.2.8. El producto de un P -espacio débilmente linealmente Lindelöf y un
espacio de Lindelöf es un espacio débilmente linealmente Lindelöf.

Demostración. Sean X un P -espacio débilmente linealmente Lindelöf y L un espacio
de Lindelöf. Supongamos queW = {Uα×Vα : α < κ} es un familia celular de cardinal-
idad regular no numerable. Por el Lema anterior la sucesión transfinita ⟨Uα : α < κ⟩
tiene un punto de acumulación completo p ∈ X.

Afirmamos que existe y ∈ L tal que (p, y) es punto de acumulación completo de la
familia W . Supongamos lo contrario, es decir, para cada y ∈ Y , el elemento (p, y) ∈
X ×L tiene una vecindad Sy tal que Sy interseca una cantidad menor que κ elementos
de la familiaW . Entonces el subespacio de Lindelöf {p}×L ⊆ X×L, está cubierto por
la familia {Sy : y ∈ L} y por lo tanto tiene una subcubierta numerable {Syn : n ∈ ω}.
Como X es un P -espacio y κ es un cardinal regular no numerable, S =

⋂
{πX [Syn ] :
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n ∈ ω} es un conjunto abierto que contiene a p y que interseca una cantidad menor que
κ elementos de la sucesión transfinita ⟨Uα : α < κ⟩.
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Caṕıtulo 4

LOTS funcionalmente numerables

Un espacio X se llama funcionalmente numerable si f [X] es numerable para cada
función continua f : X → R. Este concepto fue introducido en los años cincuenta en los
art́ıculos [30] y [34]. Esta propiedad topológica ha sido estudiada por diversos autores
en los siguientes art́ıculos [27], [36], [41]. Dado un conjunto linealmente ordenado
⟨X,<⟩, la topoloǵıa del orden es la topoloǵıa τ< generada por todos los intervalos
(←, x) y (x,→) para cada x ∈ X; el par ⟨X, τ<⟩ llamado espacio topológico linealmente
ordenado (“linearly ordered topological space”), LOTS para abreviar. En este caṕıtulo
nos enfocaremos en la siguiente pregunta que aparece en [38]:

Pregunta 4.0.1. Supongamos que X es un LOTS y X2 \ ∆X es funcionalmente nu-
merable. ¿Es cierto que X es separable?

Todos los resultados en este caṕıtulo sin atribución a algún autor son resultados del
art́ıculo [20].

4.1 Herramientas para contestar la pregunta

Los siguientes resultados son mencionados en [38], pero por completez de este trabajo
incluimos la demostración del primero.

Teorema 4.1.1 ([38], Proposición 3.1 (b)). Si X es un espacio de Tychonoff funcional-
mente numerable, entonces X tiene la DCCC.

Demostración. Supongamos que U = {Uα : α < ω1} es una familia discreta de subcon-
juntos abiertos no vaćıos. Sea f : ω1 → R una función inyectiva. Definimos la siguiente
función g : X → R de la siguiente manera:

g(x) =


f(α), si x ∈ Uα,

0, si x /∈
⋃
{Uα : α < ω1}.
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Entonces g es una función continua tal que |g[X]| > ω.

Lema 4.1.2 ([38], Proposición 3.1 (a)). Sean X un espacio funcionalmente numerable y
f : X → Y una función continua sobreyectiva, entonces Y es un espacio funcionalmente
numerable.

Lema 4.1.3 ([38], Proposición 3.2). Si X es un espacio topológico y X2 \ ∆ es fun-
cionalmente numerable, entonces X y X2 son espacios funcionalmente numerables.

Dado un conjunto linealmente ordenado ⟨X,<⟩ y A,B ⊂ X diremos A <s B (“A
está antes de B”) si para a ∈ A y para cada b ∈ B se cumple a < b. El siguiente
resultado es importante para dar respuesta a la primer Pregunta 4.0.1.

Lema 4.1.4. Sea ⟨X, τ<⟩ un LOTS. Supongamos que existe una familia no numerable
U = {Uα : α < ω1} de subconjuntos abiertos no vaćıos tales que:

� para cada α < ω1 existen subconjuntos abiertos no vaćıos Iα, Jα ⊂ Uα tales que
Iα <s Jα; y

� si α, β < ω1 tales que α ̸= β, entonces Uα <s Uβ o Uβ <s Uα.

Entonces W = {Iα × Jα : α < ω1} es una familia discreta de subconjuntos abiertos no
vaćıos en X2 \∆. (La Figura 4.1 al final de la demostración ilustra a la familia U).

Demostración. Sean x, y ∈ X elementos distintos, consideremos los siguientes casos:

� Caso (1.1). Si y < x y existe z ∈ (y, x), entonces W = (z,→) × (←, z) es un
abierto que contiene a ⟨x, y⟩ y que no interseca a ningún elemento de la familia
W .

� Caso (1.2). Si y < x y (y, x) = ∅, entonces W = (y,→) × (←, x) es un abierto
que contiene a ⟨x, y⟩ y que no interseca a ningún elemento de la familia W .

� Caso (2.1). Si x < y y existen α, β < ω1 con α ̸= β tales que (Iα∪Jα)∩(x, y) ̸= ∅ y
(Iβ∪Jβ)∩ (x, y) ̸= ∅. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que Uα <s Uβ,
entonces (Iα ∪ Jα) <s (Iβ ∪ Jβ) aśı podemos encontrar p ∈ (Iα ∪ Jα) ∩ (x, y) y
q ∈ (Iβ ∪ Jβ) ∩ (x, y) que cumplen lo siguiente x < p < q < y. Aśı, el conjunto
W = (←, p)× (q,→) es un conjunto abierto que contiene a ⟨x, y⟩. Ahora veamos
que W no interseca ningún elemento de la familia W .

Sean γ < ω1 y ⟨a, b⟩ ∈ W . Si Uγ ≤s Uα, como b > q, tenemos que b /∈ Iγ ∪ Jγ,
aśı ⟨a, b⟩ /∈ Iγ × Jγ. Si Uγ >s Uα, como a < p, tenemos que a /∈ Iγ ∪ Jγ, aśı
⟨a, b⟩ /∈ Iγ × Jγ.
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� Caso (2.2). Si x < y y existe un único α0 < ω1 tal que (Iα0 ∪ Jα0) ∩ (x, y) ̸= ∅.
Sean z ∈ (Iα0∪Jα0)∩(x, y) yW = (←, z)×(z,→), ahora veamos queW interseca
a lo más a un elemento de la familia W .

Sean γ < ω1 y ⟨a, b⟩ ∈ W . Si Uγ <s Uα0 , como b > z tenemos que b /∈ Iγ ∪ Jγ,
aśı ⟨a, b⟩ /∈ Iγ × Jγ. Si γ > α0, como a < z, tenemos que a /∈ Iγ ∪ Jγ, aśı
⟨a, b⟩ /∈ Iγ × Jγ. Entonces el único elemento de la familia W al que W puede
intersecar es a lo más a Iα0 × Jα0 .

� Caso (2.3). Si x < y y para cada α < ω1 se tiene que (Iα ∪ Jα) ∩ (x, y) = ∅,
tenemos los siguientes subcasos:

(2.3.1). Si existe α0 < ω1 tal que Iα0 ⊆ (←, x] y Jα0 ⊆ [y,→), sea W = (←
, y)× (x,→); ahora veamos que W interseca a lo más a un elemento de la familia
W .

Sean γ < ω1 y ⟨a, b⟩ ∈ W . Si Uγ <s Uα0 , como b > x, tenemos que b /∈ Iγ ∪ Jγ,
aśı ⟨a, b⟩ /∈ Iγ × Jγ. Si γ > α0, tenemos que a < y, entonces a /∈ Iγ ∪ Jγ, aśı
⟨a, b⟩ /∈ Iγ × Jγ. Entonces el único elemento de la familia W al que W puede
intersecar es a lo más a Iα0 × Jα0 .

(2.3.2). Si para todo α < ω1 se tiene que Iα∪Jα ⊆ (←, x] o Iα∪Jα ⊆ [y,→). Sea
W = (←, y)× (x,→), ahora veamos que W no interseca a ningún elemento de la
familia W .

Sean γ < ω1 y ⟨a, b⟩ ∈ W . Si Iγ ∪ Jγ ⊆ (←, x], como b > x se sigue que
b /∈ Iγ ∪ Jγ, aśı ⟨a, b⟩ /∈ Iγ × Jγ. Si Iα ∪ Jα ⊆ [y,→) como a < y se sigue que
a /∈ Iγ ∪ Jγ, aśı ⟨a, b⟩ /∈ Iγ × Jγ.

Aśı, la familia W es una familia discreta de subconjuntos abiertos no vaćıos en
X2 \∆.

U0 U1 U2

I0 J0 I1 J1 I2 J2

Figura 4.1: Familia U del Lema 4.1.4

Sean ⟨X,<⟩ y ⟨Y,<⟩ conjuntos linealmente ordenados, decimos que una función
f : X → Y es un encaje ordenado si para cada par de elementos x0, x1 ∈ X tales que
x0 < x1 se cumple que f(x0) < f(x1). Si f : X → Y es un encaje ordenado, diremos
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que Y contiene una copia ordenada de X. Si f es una función sobreyectiva, entonces f
se llama isomorfismo de orden. Es bien conocido que para cada conjunto linealmente
ordenado ⟨X,<⟩ existe un conjunto linealmente ordenado ⟨Y,<⟩ y un encaje ordenado
g : X → Y tal que:

� Y es Dedekind completo, es decir, cada subconjunto no vaćıo de Y tiene supremo
e ı́nfimo; y

� h[X] es topológicamente denso en Y , es decir, cada intervalo abierto en Y tiene
intersección no vaćıa con h[X].

Consideremos al ordinal ω1 con su orden canónico y denotemos por ω∗
1 a ω1 con el

orden inverso del canónico.

Proposición 4.1.5. Sea X un LOTS. Si X contiene una copia ordenada de ω1 o de ω∗
1,

entonces X2 \∆X no tiene la DCCC y por lo tanto, X no es funcionalmente numerable.

Demostración. Supongamos que X contiene una copia ordenada de ω1. Es decir,
{xα : α < ω1} ⊂ X tal que si α < β < ω1 tenemos que xα < xβ. Dado α < ω1 existen
ordinales únicos γ < ω1 que es un ordinal ĺımite o es 0 y algún n < ω tal que α = γ+n;
definimos Uα = (xγ+4n, xγ+4n+4). Sean Iα = (xγ+4n, xγ+4n+2) y Jα = (xγ+4n+2, xγ+4n+4).
Entonces la familia U = {Uα : α < ω1} satisface las hipótesis del Lemma 4.1.4. Aśı, X
no tiene la DCCC.

Si X contiene una copia ordenada de ω∗
1, podemos concluir de forma análoga que

X no tiene la DCCC.

La existencia de copias ordenadas de ω1 o de ω∗
1 está relacionado con el primer

axioma de numerabilidad de la siguiente manera:

Lema 4.1.6. Sean Y un conjunto linealmente ordenado Dedekind completo y X ⊂ Y
topológicamente denso en Y . Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X no contiene copias ordenadas de ω1 ni de ω∗
1,

2. Y no contiene copias ordenadas de ω1 ni de ω∗
1, y

3. Y es primero numerable con la topoloǵıa del orden.

En la Proposición 3.14 [41] se demostró (1)⇒ (2) y las otras implicaciones se siguen
del Problema 3.12.4 de [17].

Corolario 4.1.7. Sea X un LOTS. Si (X × X) \ ∆X es funcionalmente numerable,
entonces X no contiene copias ordenadas de ω1 ni de ω∗

1.

Corolario 4.1.8. Sea ⟨X, τ<⟩ un LOTS tal que X2 \∆ es un espacio DCCC, entonces
X es primero numerable.

42



4.1. HERRAMIENTAS PARA CONTESTAR LA PREGUNTA

Corolario 4.1.9. Sea X un LOTS. Si (X × X) \ ∆X es funcionalmente numerable,
entonces X es primero numerable.

Lema 4.1.10. Sean X un espacio linealmente ordenado, D ⊆ X y h : D → (0, 1)
un encaje ordenado con Im(h) denso en (0, 1). Entonces existe una función continua
H : X → [0, 1] tal que H ↾D= h.

Demostración. Para cada x ∈ X, sea Ax = {h(d) : d ∈ D y d ≤ x} y definimos la
siguiente función:

H(x) =


sup(Ax), si Ax ̸= ∅,

0, si Ax = ∅
entonces H es una función continua y H : X → [0, 1].

Veamos que H es una función continua, para este fin sean x ∈ X y ϵ > 0.

� Supongamos que Ax ̸= ∅, entonces H(x) = sup{h(d) : d ∈ D, d ≤ x}. Como
h[D] es denso en (0, 1), podemos encontrar h(d0) ∈ (H(x) − ϵ,H(x)) y h(d1) ∈
(H(x), H(x) + ϵ). Basta probar que x ∈ (d0, d1) y que para cada y ∈ (d0, d1),
se cumple que H(y) ∈ (H(x) − ϵ,H(x) + ϵ). Como h es un encaje ordenado se
cumple que h(d0) < h(d1).

Para probar la primer parte, primero supongamos que:

1. x ≤ d0, entonces H(x) = sup{h(d) : d ∈ D, d ≤ x}. Como x < d0, se tiene
que h(d0) es cota superior de Ax. Aśı, H(x) ≤ h(d0), lo que contradice que
h(d0) ∈ (H(x)− ϵ,H(x)).

2. Ahora supongamos que d1 ≤ x. Entonces h(d1) ∈ Ax, por lo que h(d1) ≤
H(x), lo que contradice que h(d1) ∈ (H(x), H(x) + ϵ).¨

Para probar la segunda parte, sea y ∈ (d0, d1). Tenemos que que H(x) − ϵ <
h(d0) ≤ H(y), ya que h(d0) ∈ Ay. Por otro lado, h(y) ∈ Ad1 , y h(d1) < H(x) + ϵ,
por lo que h(y) ≤ H(d1) < H(x)+ ϵ. De las dos desigualdades anteriores tenemos
que H(y) ∈ (H(x)− ϵ,H(x) + ϵ).

� Si Ax = ∅;

1. Si x = inf(D). Como h[D] es denso en (0, 1), existe d0 ∈ D tal que h(d0) ∈
(0, ϵ). Sea d ∈ (←, d0). Si x < d, entonces H(d) ≤ h(d0) < ϵ y si d ≤ x,
entonces H(d) = 0 < ϵ.

2. Si x ̸= inf(D). Sea z ∈ X con x < z y z ≤ d, para cada d ∈ D, aśı
U = (←, z) es un abierto tal que H[U ] = {0} ⊆ [0, ϵ).
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Veamos que la imagen de H es todo el intervalo [0, 1]. Si x < d para cada d ∈ D,
entonces H(x) = 0 y si x > d para algún d ∈ D, entonces Ax es no vaćıo y 1 es
cota superior de Ax, por lo que H(x) ∈ [0, 1].

Definición 4.1.11. Un conjunto linealmente ordenado ⟨X,<⟩ es una Recta de Aron-
szajn si:

1. |X| > ω;

2. X no contiene copias ordenadas de ω1 ni de ω∗
1; y

3. cualquier subconjunto de X que es isomorfo a un subconjunto de R es numerable.

Teorema 4.1.12. SeaX un LOTS no numerable conX2\∆ funcionalmente numerable,
entonces X es una Recta de Aronszajn.

Demostración. Basta demostrar que cualquier subconjunto de X que es isomorfo a
un subconjunto de R es numerable. Para este fin, supongamos que Y ⊆ X es un
subconjunto no numerable y que j : Y → (0, 1) es un encaje ordenado. Sean:

� Z = j[Y ];

� Z0 =
⋃
{(a, b) ∩ Z : a, b ∈ Q, a < b, y |(a, b) ∩ Z| ≤ ω};

� I = inf(Z \ Z0) y S = sup(Z \ Z0).

� Z1 = {x ∈ Z \ Z0 : existe y ∈ Z \ Z0 con (y, x) ∩ (Z \ Z0) = ∅};

� Z2 = Z \ (Z0 ∪ Z1 ∪ {I, S}).

Supongamos que Z2 es un subconjunto numerable del intervalo (0, 1). Notemos
que Z ⊆ Z2 ∪ (Z0 ∪ Z1 ∪ {I, S}) y que Z0 es un subconjunto numerable por ser la
unión numerable de subconjuntos numerables. Dado x ∈ Z1, existe y ∈ Z \ Z0 tal que
(y, x) ∩ (Z \ Z0) = ∅, por la densidad de los racionales existe qx ∈ (y, x) ∩ Q. Como
ϕ : Z1 → Q, dada por ϕ(x) = qx es inyectiva, tenemos que |Z1| = ω. Entonces Z está
contenido en la unión finita de subconjuntos numerables, lo que es una contradicción.
Por lo tanto |Z2| > ω.

Veamos que dados a, b ∈ Z2 con a < b, se tiene que (a, b) ∩Z2 ̸= ∅. Para demostrar
esto, supongamos que existen a0, b0 ∈ Z2, a0 < b0 y (a0, b0) ∩ Z2 = ∅. Si I, S /∈ (a0, b0),
entonces (a0, b0) ∩ (Z \ Z0) ⊆ Z1. Sea c ∈ Z1 ∩ (a0, b0), entonces existe w ∈ Z \ Z0

tal que (w, c) ∩ (Z \ Z0) = ∅. Si w < a0, entonces a0 ∈ (w, c) ∩ (Z \ Z0), lo que es
una contradicción, por lo que a0 ≤ w. Notemos que existe y ∈ (Z \ Z0) ∩ (c, b0), de
lo contrario c seŕıa un elemento aislado en Z \ Z0. Entonces existe v ∈ Z \ Z0 tal que
(v, y)∩(Z \Z0) = ∅. Si v < c, entonces c ∈ (v, y)∩(Z \Z0), lo que es una contradicción;
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aśı c ≤ v. Entonces v ∈ Z1, por lo que existe u ∈ Z \ Z0, tal que (u, v) ∩ (Z \ Z0) = ∅,
esto implica que v es elemento aislado de Z \ Z0, lo que es una contradicción. Por lo
tanto, dados cualesquiera a, b ∈ Z2 con a < b, se tiene que (a, b) ∩ Z2 ̸= ∅.

Sea Q ⊆ Z2 un subconjunto denso numerable (topológicamente). Veamos que dados
a, b ∈ Q, con a < b, entonces (a, b) ∩ Q ̸= ∅. Para ver esto, sean a, b ∈ Q, con a < b.
Por lo demostrado anteriormente tenemos que U = (a, b) ∩ Z2 ̸= ∅, es decir, U es un
subconjunto abierto no vaćıo en Z2, como Q es denso topológicamente en Z2, existe
p ∈ Q ∩ U , es decir, a < p < b.

Veamos que Z2 no tiene elemento mı́nimo ni máximo, para este fin sean:

� W = j−1[Z2] ⊆ Y ⊆ X;

� D = j−1[Q] ⊆ W ⊆ Y ⊆ X;

Como j es un isomorfismo de orden, se tiene que para cualesquiera d0, d1 ∈ D
tales que d0 < d1, existe d ∈ D tal que d0 < d < d1, además, D no tiene ele-
mento mı́nimo ni máximo. Por el Teorema 10.2 de. [26], D es isomorfo como orden
a Q ∩ (0, 1). Sea h : D → Q ∩ (0, 1) el isomorfismo de orden. Para cada x ∈ X, sea
Ax = {h(d) : d ∈ D y d ≤ x} y definimos H : X → [0, 1] de la siguiente forma:

H(x) =


sup(Ax), si Ax ̸= ∅,

0, si Ax = ∅

Por el Lema 4.1.10, H es una función continua y es no decreciente; por lo tanto Q
tampoco tiene elemento mı́nimo ni máximo.

Veamos que H ↾W es una función inyectiva; para este propósito sean w0, w1 ∈
W ⊆ Y con w0 < w1, entonces existen d0, d1 ∈ D tales que w0 < d0 < d1 < w1,
aśı h(d0) < h(d1). Como el subconjunto Aw0 está acotado superiormente por h(d0),
tenemos que sup(Aw0) ≤ h(d0). Además, h(d1) ∈ Aw1 , se sigue que h(d1) ≤ sup(Aw1).
Por lo tanto:

H(w0) ≤ H(d0) < H(d1) ≤ H(w1)

Se sigue que H ↾W es inyectiva. Como |W | > ω, tenemos que H[X] es no numerable
en [0, 1], lo que contradice que X es funcionalmente numerable, por lo tanto |Y | = ω.

Corolario 4.1.13. Si X es un LOTS funcionalmente numerable, entonces X no con-
tiene copias ordenadas de subconjuntos no numerables de R.
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Un espacio topológico se llama disperso si cada subespacio no vaćıo tiene un punto
aislado. Decimos que ⟨X, τ<⟩ es un espacio ordenado generalizado (“generalized ordered
space”) si es un subespacio de un LOTS; para abreviar diremos que ⟨X, τ<⟩ es un
espacio GO por sus siglas en inglés.

Teorema 4.1.14 ([41], Teorema 3.10). Si ⟨X, τ<⟩ es un espacio GO funcionalmente
numerable yA ⊆ X es un subconjunto numerable, entonces cl(A) también es numerable.

El siguiente ejemplo demuestra que en la clase de los espacios GO ser funcional-
mente numerable no es equivalente a tener la propiedad en donde la cerradura de cada
subespacio numerable sea también numerable.

Ejemplo 4.1.15. Sea X = (Q × {0, 2}) ∪ (R × {1}) con la topoloǵıa de subespacio
de R × 3 con el orden lexicográfico. Primero notemos que si p1 = (x, 1) ∈ R × {1} y
tomamos el intervalo V = (p0, p2)<, donde p0 = (x, 0) y p2 = (x, 2), entonces p1 ∈ V
y V ∩X = {p1}, por lo que los elementos de R× {1} son puntos aislados. Ahora, sea
N ⊆ X un subespacio numerable, observemos que M = (N ∩ (R×{1}))∪ (Q×{0, 2})
es un subconjunto numerable, por lo que X \M es un subconjunto abierto por ser un
subconjunto de puntos aislados y N ⊆ M . Por lo tanto, cl(N) ⊆ M y como M es un
subconjunto numerable, se sigue que cl(N) también lo es. Como R× {1} es una copia
isomorfa (no homeomorfa) a R, se sigue del Corolario 4.1.13 queX no es funcionalmente
numerable.

46



4.2. RECTAS DE SOUSLIN FUNCIONALMENTE NUMERABLES

4.2 Rectas de Souslin funcionalmente numerables

Para responder la Pregunta 4.0.1 planteada al inicio del caṕıtulo, es necesario definir
un tipo especial de puntos en un conjunto linealmente ordenado.

Definición 4.2.1. Sea ⟨X, τ<⟩ un conjunto linealmente ordenado, decimos que x es
solitario en X si sucede alguno de los siguientes casos:

1. x = min(X) y existe a ∈ X, con a > x, (x, a) = ∅, (a,→) ̸= ∅ y a = inf((a,→));

2. x = max(X) y existe a ∈ X, con a < x, (a, x) = ∅, (←, a) ̸= ∅ y a = sup((←, a));

3. existen a, b ∈ X con a < x < b, (a, b) = {x}, (b,→) ̸= ∅ ≠ (←, a), a = sup((←, a))
y b = inf((b,→)).

Figura 4.2: Puntos solitarios de un LOTS

Denotaremos por S(X) al conjunto de elementos solitarios de un espacio X.

Sean X un LOTS y Y ⊆ X, un intervalo abierto en Y se denotará por (a, b)Y =
(a, b) ∩ Y , donde (a, b) es intervalo abierto en X.

Lema 4.2.2. Si X es un LOTS y Y = X \ S(X), entonces S(Y ) = ∅.
Demostración. Supongamos que S(Y ) ̸= ∅. Sea p ∈ S(Y ) ⊆ Y = X \ S(X), entonces
tenemos los siguiente casos:

1. p = min(Y ), entonces existe y ∈ Y con p < y tal que (p, y)Y = ∅ y y = infY (y,→).
Como (p, y) ∩ Y = ∅, se sigue que (p, y) ⊆ X \ Y = S(X). Si |(p, y)| ≥ 2. Sean
x1, x2 ∈ (p, y) ⊆ S(X) con x1 < x2, entonces existe z1 con x1 < z1 tal que
(x1, z1) = ∅ y z1 = infX(z1,→). Como z1 no es un elemento aislado de X se
tiene que z1 /∈ (p, y) ⊆ S(X), aśı, z1 ≥ y lo que es una contradicción, ya que
x2 ∈ (x1, y) ⊆ (p, y) y (x1, z1) = ∅. Entonces |(p, y)| ≤ 1.

� Si p = min(X). Sea x1 ∈ (p, y) ⊆ S(X). Notemos (←, p) = ∅, por lo que x1
no puede ser solitario.

� Si p ̸= min(X) = m. Sea x1 ∈ (p, y) ⊆ S(X). Si (m, p) = ∅, tenemos que
{x1} = (p, y), y = infX((y,→)), pero p ̸= supX((←, p)), por lo tanto x1 /∈
S(X). Supongamos que |(m, p)| ≥ 2. Sean w1, w2 ∈ (m, p) ⊆ S(X) con w1 <
w2, entonces existe d1 con w1 < d1 tal que (w1, d1) = ∅ y d1 = infX(d1,→).
Como d1 no es un elemento aislado de X se tiene que d1 /∈ (m, y) ⊆ S(X),
aśı, d1 ≥ y, lo que es una contradicción, ya que w2 ∈ (w1, y) ⊆ (m, y) y
(w1, d1) = ∅. Entonces |(m, p)| ≤ 1. Sea w1 ∈ (m, p) ⊆ S(X), pero w1 es
sucesor de m, lo que contradice que w1 es solitario.
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2. p = max(Y ). Es análogo al caso 1, tomando las desigualdades rećıprocas.

3. existen a, b ∈ Y ⊆ X con a < p < b, (a, b) = {p}, a = sup((←, a)) y b = inf((b,→
)), también es análogo. Es una combinación de los casos 1 y 2.

Lema 4.2.3. Si X es un LOTS y Y = X \ S(X), entonces Y es un LOTS.

Recordemos el siguiente concepto:

Definición 4.2.4. Un conjunto linealmente ordenado ⟨X,<⟩ es una Recta de Souslin
si:

� d(X) > ω; y

� c(X) = ω.

Es bien conocido que la existencia de Rectas de Souslin es independiente de los
axiomas de ZFC.

Definición 4.2.5. Decimos que una función continua ψ : X → Y es una retracción si
Y ⊂ X y para cada y ∈ Y , ψ(y) = y.

Teorema 4.2.6. Sea X un LOTS no numerable tal que X2 \ ∆ es funcionalmente
numerable, entonces Y = X \ S(X) es una Recta de Souslin y existe una retracción
h : X → Y con fibras convexas de cardinalidad menor o igual a dos.

Demostración. Sean Y = X \ S(X) y h : X → Y , dada por:

h(x) =


x, si x ∈ Y,

x+, si x ∈ S(X), x ̸= max(X)

x−, si x ∈ S(X), x = max(X)

Veamos que h tiene fibras de cardinalidad menor o igual a dos, para este fin, sea
y ∈ Y :

� Si y ̸= max(Y ) y existe x ∈ S(X) tal que y = x+, entonces h(x) = y y h(x+) = y,
por lo que h−1[{y}] ⊆ {y, y−}.

� si y = max(Y ) y existe x ∈ S(X) tal que y = x−, entonces h(x) = y y h(x−) = y,
por lo que h−1[{y}] ⊆ {y, y+}.
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Por lo tanto, |h−1[{y}]| ≤ 2 para cada y ∈ Y .

Para ver que h es una función continua, sea U = (a,→) ∩ Y , si:

� a ∈ S(X), entonces h−1[U ] = (a,→) ∪ {a}, como a es un punto aislado, se sigue
que h−1[U ] es un subconjunto abierto.

� a ∈ X \ S(X), entonces h−1[U ] = (a,→).

Ahora, sea U = (←, a) ∩ Y , si:

� a = max(X) y a ∈ S(X), entonces h−1[U ] = (←, a) ∪ {a} = X.

� a = max(X) y a ∈ X \ S(X), entonces h−1[U ] = (←, a).

� a ̸= max(X) y a no tiene antecesor inmediato, entonces h−1[U ] = (←, a).

� a ̸= max(X) y a tiene antecesor inmediato b, pero b ∈ X \ S(X), entonces
h−1[U ] = (←, a).

� a ̸= max(X) y a tiene antecesor inmediato b con b ∈ S(X), entonces h−1[U ] =
(←, b).

Por lo tanto, h es una función continua.

Notemos que Y es un subconjunto no numerable; ya que si |S(X)| = ω, entonces
|Y | > ω y si |S(X)| > ω, entonces {x+ : x ∈ S(X), x ̸= max(X)} es un subconjunto no
numerable de Y , y por lo tanto |Y | > ω.

Como X2 \ ∆ es funcionalmente numerable, entonces X es un espacio funcional-
mente numerable por el Lema 4.1.3 y como h : X → Y es una función continua, se
sigue que Y es funcionalmente numerable. Si D ⊆ Y es un subconjunto numerable, por
el Teorema 4.1.14 tenemos que cl(D) es numerable, por lo tanto Y no es separable.

Veamos que c(Y ) = ω, para este fin supongamos lo contrario, es decir, que U =
{Uα : α < ω1} es una familia celular en Y y que para cada α < ω1 el subconjunto
Uα es convexo. Definimos A = {x ∈ Y : {x} es un subconjunto abierto}. Si A es un
subconjunto numerable, entonces V = {U ∈ U : A ∩ U = ∅}, es una subcolección de U
de cardinalidad ω1 con las propiedades del Lema 4.1.4, lo que es una contradicción; si
A es un subconjunto no numerable, entonces para cada par a, b ∈ A, definimos a ∽ b
si a = b o [min{a, b},max{a, b}] es finito. Notemos que a ∽ a para cada a ∈ A, si
a ∽ b, entonces [min{a, b},max{a, b}] = [min{b, a},max{b, a}], por lo que b ∽ a; para
ver que la relación es transitiva sean a ∽ b y b ∽ c, entonces [min{a, b},max{a, b}]
y [min{b, c},max{b, c}] son subconjuntos finitos, entonces [min{a, c},max{a, c}] es un
subconjunto finito ya que está contenido en la unión de dos subconjuntos finitos; por
lo que ∽ es una relación de equivalencia en A. Sea E = A/ ∽ y veamos que cada
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clase de equivalencia de E es convexa, para demostrar esto supongamos que E ∈ E
y sean e1, e2 ∈ E; si z es un elemento tal que e1 < z < e2, entonces |[e1, e2]| < ω y
[e1, z] ⊆ [e1, e2], por lo que |[e1, z]| < ω, aśı z ∽ e1, y por lo tanto z ∈ E se sigue que
cada elemento de E es un subconjunto convexo. Por el Lema 4.2.3 de la definición de
Y se puede ver que cada elemento de E tiene cardinalidad al menos dos.

Observemos que si E ∈ E y min(E) = e0, max(E) = e1 existen, entonces E = [e0, e1]
y como |[e0, e1]| = n ∈ ω, se sigue que E es isomorfo a n con n ≥ 2. Ahora, si
min(E) = e0 existe, pero E no tiene máximo, entonces para cada e ∈ E tenemos que
|[e0, e]| es un número entero positivo y definimos λ : E → ω por λ(e) = |[e0, e]| − 1.

La función λ es inyectiva, veamos que λ es sobreyectiva, para este fin supongamos
que existe m = min{l ∈ ω : l /∈ λ[E]}, entonces m−1 = λ(e) para algún e ∈ E, como E
no tiene máximo existe e∗ ∈ E tal que e < e∗, aśı |[e, e∗]| = k < ω con k ≥ 2, por lo que
existe e

′ ∈ (e, e∗] tal que e′ = e+, se sigue que λ(e′) = m, lo que es una contradicción,
por lo tanto λ es una función sobreyectiva. Por la tanto, E es isomorfo a ω. De forma
análoga se puede ver que si E tiene máximo, pero no mı́nimo, entonces E es isomorfo
a ω∗ y si E no tiene elemento mı́nimo ni máximo, entonces usando las dos conclusiones
previas se tiene que E es isomorfo a Z.

Aśı, cada elemeto de E es un subconjunto abierto, numerable con al menos dos ele-
mentos. Como A es un subconjunto no numerable, también lo es E . Por lo que podemos
tomar una subcolección no numerable de E , es decir, sea V = {Vα : α < ω1} ⊆ E tal
que V es una familia celular de subconjuntos convexos de cardinalidad al menos dos.

Para cada α < ω1 sean Iα, Jα subconjuntos abiertos no vaćıos tales que Iα∪Jα ⊆ Vα
con Iα <s Jα. Por el Lema 4.1.4 tenemos que {Iα × Jα : α < ω1} es una familia
discreta en Y 2 \ ∆Y . Definimos g : X2 \ ∆X → Y 2 por g((x, y)) = (h(x), h(y))
para cada (x, y) ∈ X2 \ ∆X . Veamos que {g−1[Iα × Jα] : α < ω1} es una familia
discreta en X2 \ ∆X . Para este fin, sea (x0, x1) ∈ X2 \ ∆X . Si h(x0) ̸= h(x1),
entonces g((x0, x1)) = (h(x0), h(x1)) ∈ Y 2 \ ∆Y , por lo que existe un subconjunto
abierto W ⊆ Y 2 \ ∆Y tal que g((x0, x1)) ∈ W yW interseca a lo más a un ele-
mento de la familia {Iα × Jα : α < ω1}. Aśı, g−1[W ] es un subconjunto abierto de
X2 \∆X con (x0, x1) ∈ g−1[W ] y g−1[W ] interseca a lo más a un elemento de la familia
{g−1[Iα×Jα] : α < ω1}. Ahora, si h(x0) = h(x1). Entonces x0 o x1 es un punto solitario,
sin pérdida de generalidad, supongamos que x0 < x1 con x1 ̸= max(X) y que x0 ∈ S(X).
Como x0 es un punto aislado, se sigue queW = {x0}×(x0 →) es un subconjunto abierto
que contiene a (x0, x1). Observemos que si α < ω1 y W ∩ g−1[Iα × Jα] es no vaćıo es
equivalente a W ∩ (h−1[Iα] × h−1[Jα]) es no vaćıo, lo que implica que x0 ∈ h−1[Iα], es
decir, h(x0) ∈ Iα. Como V es una familia celular, se sigue que h(x0) pertenece a un
único elemento Iα. Por lo tanto, a lo más un elemento de {g−1[Iα × Jα] : α < ω1}
interseca a W .
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Aśı, se ha demostrado que {g−1[Iα × Jα] : α < ω1} es una familia discreta no
numerable de subconjuntos abiertos no vaćıos en X2 \∆X , lo que es una contradicción
ya que el espacio X2 \∆X es funcionalmente numerable. De esta contradicción se sigue
que c(Y ) = ω y por lo tanto Y es una Recta de Souslin.

De los teoremas previos podemos concluir lo siguiente:

Teorema 4.2.7. Si X es un LOTS no numerable tal que X2 \∆X es funcionalmente
numerable. Entonces

� X es una recta de Aronszajn,

� Y = X \ {x ∈ X : x es solitario} es una recta de Souslin, y

� existe una retracción f : X → Y con fibras convexas de cardinalidad menor o
igual a 2.

Pregunta 4.2.8 ([38], Pregunta 4.11). SeaX un LOTS y supongamos que (X×X)\∆X

es funcionalmente numerable. ¿Es cierto que X es separable?

Aśı, en cualquier modelo de ZFC donde no existen rectas de Souslin tenemos una
respuesta a la pregunta anterior.

Corolario 4.2.9. Asumimos que no existen rectas de Souslin. Sea X un LOTS tal que
X2 \∆X es funcionalmente numerable. Entonces X es numerable.
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Conclusiones

En este trabajo se presentaron nuevos resultados y un panorama amplio de las
propiedades celular Q y casi celular Q. Aunque todav́ıa hay mucho trabajo por hacer
en estos temas, por ejemplo, se tienen las siguientes preguntas:

Pregunta 4.2.10. Si X es un espacio celular ω1-compacto o casi celular ω1-compacto,
¿es cierto que X es tenuemente Lindelöf?

Pregunta 4.2.11. Si X es un espacio celular ω1-compacto yK es un espacio compacto,
¿es cierto que X ×K es celular ω1-compacto?

Pregunta 4.2.12. Si X es un espacio celular ω1-compacto y cada subespacio cerrado
es ceulular ω1-compacto, ¿es cierto que X es maximal celular ω1-compacto?

Otra subclase de los espacios tenuemente Lindelöf es la de los espacios débilmente
Lindelöf, respecto a este tema, algo interesante es saber cuándo un espacio topológico
de Hausdorff es maximal débilmente Lindelöf. Es bien conocido que cada P -espacio
regular y débilmente Lindelöf es un espacio de Lindelöf, también se sabe que en la clase
de los espacios de Hausdorff un espacio es maximal Lindelöf si y solo si es un P -espacio,
por lo que naturalmente surgen las siguientes preguntas en la clase de los espacios de
Hausdorff:

Pregunta 4.2.13. Si (X, τ) es un espacio maximal débilmente Lindelöf, ¿es cierto que
X es un P -espacio?

Pregunta 4.2.14. Si (X, τ) es un P -espacio débilmente Lindelöf, ¿es cierto que X es
maximal débilmente Lindelöf?

En la segunda parte del trabajo se contestó una pregunta abierta sobre la
propiedad funcionalmente numerable en LOTS, por lo que es natural preguntarse si este
resultado se puede extender a la clase de los espacios normales por colecciones, es decir,
¿es cierto que si X es un espacio normal por colecciones y X2 \∆X es funcionalmente
numerable se cumple que X es un espacio separable? Actualmente la clase de los
espacios funcionalmante numerables sigue siendo estudiada por reconocidos autores,
por lo que queda mucho trabajo por hacer en este tema. Para futuros trabajos dos
preguntas que resultan interesantes son las siguientes:
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Pregunta 4.2.15. Si (X, τ) es un espacio maximal funcionalmente numerable, ¿es
cierto que X es un P -espacio?

Pregunta 4.2.16. Si (X, τ) es un espacio funcionalmente numerable en el que cada
subespacio cerrado es funcionalmente numerable, ¿es cierto que X es maximal fun-
cionalmente numerable?
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