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Resumen

El primer capitulo de este trabajo contiene resultados preliminares importantes
para el desarrollo de los siguientes dos capitulos. En la primera seccién se construye un
espacio que se utilizara constantemente para demostrar la no equivalencia entre clases
de espacios topologicos; este espacio es el espacio generalizado de Mrowka determinado
por familias casi ajenas maximales en algin cardinal infinito x. En la segunda seccién
se demuestran propiedades de los espacios celular @) y casi celular (), cuando () es una
propiedad topoldgica que se preserva bajo productos con espacios compactos y bajo
iméagenes continuas.

En el Capitulo 2 se estudian las propiedades celular numerablemente compacto
y casi celular numerablemente compacto. En la primera seccién se proporcionan condi-
ciones para que la propiedad celular numerablemente compacto sea equivalente a ser
numerablemente compacto. En la segunda seccion se estudia el comportamiento de la
propiedad celular compacto bajo productos con espacios compactos y se proporciona
una condicion necesaria y suficiente para que el producto de un espacio de Hausdorff y
un espacio compacto sea casi celular numerablemente compacto. La tltima seccién se
centra en el estudio de la maximalidad de la propiedad celular numerablemente com-
pacto.

En el Capitulo 3 se estudian dos subclases de los espacios tenuemente Lindelof
los cuales son: celular Lindelof y casi celular Lindelof. En la primer seccién pro-
porcionaremos condiciones para que la clase de los espacios casi celular Lindelof sea
equivalente a la clase de los espacios wi-compactos. En la segunda seccién se estudia el
comportamiento de estas subclases bajo productos con espacios separables, compactos
y P-espacios de Lindelof.

El ultimo capitulo estd dedicado a los LOTS funcionalmente numerables. En
este capitulo se demuestra que bajo la existencia de rectas de Souslin se puede concluir
que si X es un LOTS que cumple que X2\ A es funcionalmente numerable, entonces
X es un espacio numerable.
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Introduccion

Decimos que un espacio topolédgico es celular Lindelof si para cada familia celular
de subconjuntos abiertos no vacios en el espacio existe un subespacio de Lindelof que
interseca a cada elemento de dicha familia celular de subconjuntos abiertos no vacios;
este concepto fue definido en el ano 2017 por A. Bella y S. Spadaro.

En el presente trabajo, generalizamos el concepto de celular Lindelof; dado
un espacio topologico X y una propiedad topoldgica (), decimos que el espacio X es
celular @) si, para cualquier familia celular de subconjuntos abiertos no vacios U de X,
podemos encontrar un subconjunto A con la propiedad @ tal que U N A # () para cada
U € U. Estas propiedades topoldgicas son de tipo compacidad. El objetivo de esta
tesis es presentar condiciones bajo las cuales dos clases de espacios topoldgicos sean
equivalentes; es decir, dada una propiedad topolédgica @), estudiaremos en qué clases de
espacios tener la propiedad celular () implica tener la propiedad @). A lo largo de la tesis
se exhiben diversos ejemplos de espacios topoldgicos que algunos autores han constru-
ido para evidenciar las diferencias entre las clases de los espacios con la propiedad @) y
con la propiedad celular ). Estos ejemplos son de gran importancia ya que nos ayudan
a cuestionar bajo qué condiciones las clases de estos espacios pueden ser equivalentes.
Ademas, se presentan algunos resultados sobre la maximalidad de la propiedad celular

(@ v sobre su comportamiento bajo productos con espacios compactos y P-espacios de
Lindelof.

También debilitaremos la propiedad celular (), esta superclase de espacios es lla-
mada casi celular () y mostraremos la diferencia entre estas clases para cada propiedad
topoldgica (). En particular, notaremos que muchas de estas propiedades son subclases

de las clases de los espacios tenuemente compactos y de los espacios tenuemente Lin-
delof.

En la ultima parte del trabajo se investiga la propiedad topoldgica llamada nu-
merabilidad funcional y se estudia en espacios linealmente ordenados (LOTS). Decimos
que un espacio topolégico X es funcionalmente numerable si f[X] es numerable para
cada funcién continua real valuada. El estudio se enfoca en determinar si un espacio
linealmente ordenado, cuyo complemento de su diagonal es funcionalmente numerable,
posee un subespacio numerable denso.

IX
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacion y nociones fundamentales

En este trabajo R denotara al conjunto de los niimeros reales con la topologia Eu-
clideana. Dado un espacio topoldgico (X, 7), denotaremos por 7" a la familia de los
subconjuntos abiertos no vacios en X y para indicar que U es un subconjunto abierto en
X que contiene a un elemento a € X utilizaremos la siguiente notacién: U € 7(a, X).
Por P(X) denotaremos a el conjunto potencia del conjunto X y por [X]* la coleccién
de subconjuntos de X de cardinalidad x, mientras que [X]<" serd la coleccién de sub-
conjuntos de X de cardinalidad menor que k.

En particular, en este capitulo mencionaremos algunos resultados que seran de gran
importancia para el entendimiento de los capitulos siguientes, se demostraran los resul-
tados mas relevantes para fines de este trabajo.

Definicién 1.1.1. Sea X un espacio topoldgico; se le llama celularidad de X al cardinal

c(X)=sup{|U |:U C 7"y U es ajena dos a dos}.

SiU C 7* es una familia ajena dos a dos, diremos que U es una familia celular en X.

Definicién 1.1.2. Sea X un espacio topoldgico. Un subespacio D C X se llama
discreto si para cada d € D existe V € 7(d, X) tal que VN D = {d}.

Definicién 1.1.3. Sea X un espacio topolégico. Un subespacio D C X se llama
fuertemente discreto si para cada d € D existe V; € 7(d, X) tal que VN D = {d} y
VaNVy = siempre que d y d sean elementos distintos del subespacio D.

En un espacio de Hausdorff cada subconjunto infinito tiene un subconjunto infinito
discreto, pero no siempre existe un subespacio fuertemente discreto, en [22] se presentd
un ejemplo de este hecho. La siguiente definicion es una generalizacion de un espacio
fuertemente discreto.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.1.4. Sea X un espacio topoldgico. Un subespacio Y C X se llama peludo
si existe una familia celular {U, : y € Y} C 7* tal que y € cl(U,) para cada y € Y.

El siguiente teorema fue demostrado por 1. Juhasz, L. Soukup y Z. Szentmiklossy
en el 2020 y es de gran importancia para probar un resultado relevante en este trabajo:

Teorema 1.1.5 ([24], Teorema 2.3). Cada subconjunto infinito ¥ en un espacio de
Hausdorff X contiene un subconjunto infinito peludo.

Recordemos que una familia F de subconjuntos de un espacio topolégico X se llama
localmente finita (respectivamente, discreta) si para cada x € X, existe V € 7(z, X)
tal que V interseca a lo més una cantidad finita de elementos (respectivamente, a lo
més a un elemento) de la familia F. Los siguientes dos resultados son del folklore de la
Topologia General y expondremos sus demostraciones para completez de este trabajo.

Lema 1.1.6. Cada familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios F de
cardinalidad «, tiene un refinamiento celular de cardinalidad k.

Demostracion. Sea F = {F, : a < x} una familia localmente finita de subconjuntos
abiertos no vacios. Elegimos Uy C Fj tal que U intersecta solamente a un nimero finito
de elementos de F, digamos Fo = {F € F : FNUy # 0}. Al haber elegido subfamilias
finitas Fg C F y subconjuntos abiertos mutuamente ajenos Ug para cada 8 < a < K
tales que Ug C Fjp; notemos que || J{Fs : 8 < a}| < |F| y sea v = min{¢{ : F; ¢
U{Fs : B < a}}. Como F,NUsz =0 para cada 8 < «, tomamos U, un subconjunto
abierto no vacio contenido en F), el cual intersecta inicamente a un nimero finito de
elementos de la familia F, digamos F,. De esta forma la familia Y = {U, : a < K} es
un refinamiento celular de F.

]

Lema 1.1.7. Sea X un espacio topoldgico T} y sea F = {F, : a < k} una familia
localmente finita. Si para cada a < k, elegimos x, € F,, entonces el conjunto D =
{Zs 1 @ < K} es un subconjunto cerrado y discreto.

Demostracion. Primero demostremos que D es un subconjunto cerrado. Sea z €
X \ D. Entonces, existe U € 7(z, X) y una subfamilia {F,,,- - -, F,, } C F tal que si
a € k\{ag, - a,}, entonces F, NU = ; asi el conjunto V= U \ {za,, -, Ta, } €8
abierto, contiene a z y es ajeno a D.

Para ver que D es discreto, sea 3 € D. Entonces existe W € 7(z3,X) y una
subfamilia {Fg,,- -+, Fp,, } C F tal que si « € K\ {1, -+, Bm}, entonces F, N W = 0.
Asi el conjunto O = W\ ({xg; : 1 < j <n}\{zs}) cumple OND = {x3}. Por lo tanto
D es un subespacio discreto.

m



1.1. NOTACION Y NOCIONES FUNDAMENTALES

En lo sucesivo presentaremos dos espacios de gran importancia para este trabajo, ya
que los ocuparemos recurrentemente como ejemplos para demostrar que ciertas condi-
ciones son necesarias para que dos propiedades topodgicas sean equivalentes; estos es-
pacios son llamados espacios de tipo Mrowka-Isbell. Antes de definirlos requerimos los
siguientes conceptos:

Definicién 1.1.8. Sea x un cardinal infinito; una familia A C [k]" es una familia casi
ajena (C'A) si para cada A, B € A se tiene que |[AN B| < k.

Una familia casi ajena A es mazimal casi ajena (MCA) si A C By B es casi ajena
implica que A = B.

Lema 1.1.9. Cada familia CA en [k]" estd contenida en una familia MCA.

Demostracion. Sean A una familia CA en [k]" y € una cadena de familias CA en la
familia:

B = {D : D es una familia CA y A C D}.

Sea M = |J€. Afirmamos que M es una familia CA. Para demostrar este hecho,
sean A, B € M, entonces existen C4 y Cp en € tales que A € C4, vy B € Cg, como €
es una cadena podemos suponer sin pérdida de generalidad que C4 C Cp. Entonces
A, B € Cg, ya que Cp es una familia CA, se sigue que |AN B| < k. Entonces M es una
familia CA. Por el Lema de Zorn se sigue que € tiene un elemento maximal.

O

En este trabajo estudiaremos dos casos particulares de familias casi ajenas, estos
son cuando k es w; y cuando es igual a w. El siguiente resultado describe a las familias
maximales casi ajenas en w.

Teorema 1.1.10. En [w;]“! existen familias MCA numerables y de cardinalidad mayor
que wy.

Demostracion. e Sean L el conjunto de los ordinales limites de w; y A = wy \ L;
si C' es cualquier conjunto infinito no numerable de w;, entonces CNL o CN A
es no numerable. Por lo tanto, {L, A} es una familia MCA.

e Sea L el conjunto de los ordinales limites de w; y para cada n € w definimos
A, ={o+necw :0€ L} SiC escualquier conjunto infinito no numerable de
wy, entonces C'N A, es no numerable para algin n € w. Por lo tanto, {A, : n < w}
es una familia MCA.

e Supongamos que existe una familia MCA infinita de cardinalidad wq, es decir,
A={A,:0 €w}. Seax e Ag; al haber escogido elementos 1, - - -, 75 tales que
zg € Ag \ U{4, : 7 < B} para cada v < § < «, consideremos el conjunto:

S=A\|J{4e: €< al.

3



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Como |A, N A¢| < w para cada £ < o < wy se tiene que S es un conjunto infinito
no numerable. Asi, podemos elegir z, € S. Sea B = {z, : @ € w;}, entonces
B es un subconjunto infinito no numerable de wy y BN A, C {zo,- - -, 2} para
cada vy < wy, esto demuestra que B = AU {B} es una familia CA y A C B lo que
contradice que A es maximal.

Para cada v < wy sea F, = {v} xw; Cwy Xwy , asi, la familia F = {F, : v < w;}
es una familia CA en w; X w;. Puesto que |[w}| = |w;|, podemos asumir que existe
una familia B casi ajena no numerable en w;. Por el Lema[l.1.9|existe una familia
maximal casi ajena C en w; tal que F C C. Por lo demostrado en el parrafo
anterior |C| > w;.

O

Los siguientes resultados sobre familias maximales casi ajenas en w son analogos al
resultado anterior y son bien conocidos:

e Existe una familia MCA finita en w.
e Una familia MCA infinita en [w]* es no numerable.

Ejemplo 1.1.11. Existe una familia CA en [w]* de cardinalidad c.

Demostracion. Para cada r € R sea {2} una sucesién inyectiva de racionales que
converge a r. Sea A = {{z.} : r € R}. Sir s € R son distintos, entonces los
conjuntos {z] :n € w} y {xf : n € w} tienen interseccién finita, ya que de lo contrario
la interseccion de los dos conjuntos determinaria una subsucesion de cada una de las
sucesiones que convergeria tanto a r como a s. Por lo tanto, A es una familia casi ajena
de cardinalidad c.

O

Corolario 1.1.12. Existe una familia MCA [w]“ de cardinalidad c.

Ahora procederemos a construir los dos espacios topolégicos prometidos anterior-
mente:

Si A C [k]" es una familia MCA en k de cardinalidad A > &, tal que JA = &,
entonces podemos definir una topologia 7 en V(A) = kU A de la siguiente manera:

(1) Si « € K, entonces {a} es abierto.

(2) Si A € A, entonces una vecindad bésica de A es de la forma {A} U (A \ C),
donde |C] < k.

e Si k = w, el espacio se llama un espacio de Mrowka-Isbell en w o W(A) en w

e Si Kk = wi, el espacio se llama un espacio tipo Mréwka-Isbell generalizado en w; o
U(A) en wy.



1.2. ESPACIOS CELULAR QY CASI CELULAR Q

El siguiente concepto se utilizara recurrentemente a lo largo de este trabajo:

Definicién 1.1.13. Un espacio topoldgico X se llama tenuemente compacto si cada
familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios de X es finita.

Recordemos que un espacio se llama pseudocompacto si cada funcién continua real
valuada es acotada, este concepto fue introducido en 1948 por E. Hewitt y es bien
conocido que en la clase de los espacios de Tychonoff ser pseudocompacto es equiva-
lente a ser tenuemente compacto. Un espacio se llama numerablemente compacto si
cada cubierta abierta numerable tiene una subcubierta finita o equivalentemente (en la
clase de espacios T7) si cada subconjunto cerrado y discreto es finito. Veamos algunas
propiedades basicas del espacio de Mrowka-Isbell en w en el siguiente resultado:

Proposicién 1.1.14. Sea A una familia MCA infinita en [w]|*; el espacio (V(A), )
tiene las siguientes propiedades:

(a) Es un espacio de Hausdorff;
(b) U(A) es separable;
(¢) no es un espacio numerablemente compacto;

(d) es un espacio pseudocompacto.

Demostracion. (a) Sean A, B € A distintos. Entonces F' = AN B es finito y por
tanto, {A}U(A\ F) y {B}U(B\ F) son vecindades ajenas de A y B respectivamente.

(b) El subconjunto w es denso y numerable en W(.A).

(c) Seax € U(A)\ A, entonces x € ky {x} es una vecindad de z que no intersecta a
A. Se sigue que A es un conjunto cerrado en W(.A). Por otro lado, V4 = {A} UA es una
vecindad de A para cada A € A. Mds atin, VyNA = {A}, entonces A es un subespacio
infinito, cerrado y discreto de W(A), se sigue que el espacio no es numerablemente
compacto.

(d) Supongamos que f : ¥(A) — R es una funcién continua y no acotada. Como
rk es denso en U(A) tenemos que f no es acotada en x. Entonces existe una sucesién
inyectiva {z,} tal que f(x,) > n para cada n € w; sea B = {z,, : n € w}. Puesto que
A es una familia MCA existe A € A tal que |AN B| = w; entonces f no es continua en
(AN B)U{A}, pues AN B es una sucesién que converge a A.

1.2 Espacios celular Q y casi celular Q

En esta seccion estudiaremos en general la propiedad mas importante de este trabajo.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.2.1. Sea () una propiedad topolégica. Un espacio X se llama celular ()
si para cada familia celular I/ en X existe un subespacio A C X con la propiedad @) tal
que ANU # 0 para cada U € U.

Definicién 1.2.2. Sea () una propiedad topoldgica. Un espacio X se llama casi celular
Q) si para cada familia celular U en X existe un subespacio M C X con la propiedad
@ tal que M interseca a || elementos de la familia U.

Evidentemente cada espacio celular () es un espacio casi celular Q).

Proposicién 1.2.3. Si X contiene un subespacio denso D celular @) (respectivamente,
casi celular @), entonces X es celular @) (respectivamente, casi celular Q).

Demostracion. Sean D C X un subespacio denso celular @, (respectivamente, casi
celular Q) y U = {U, : @ < k} C 7* una familia celular, entonces D interseca a todos
los elementos de la familia ¢4. Como D es un espacio celular ) (respectivamente, casi
celular @), podemos encontrar un subconjunto A C D con la propiedad () que interseca
a todos los elementos de V = {U, N D : o < k} (respectivamente, a x elementos de la
familia V = {U,ND : a < k}) y por lo tanto, A también interseca a todos los elementos
de la familia U (respectivamente, a k elementos de la familia U). O

Corolario 1.2.4. Si X contiene un subespacio denso D con la propiedad (), entonces
X es celular Q).

Proposicion 1.2.5. Sea () una propiedad topoldgica que se preserva bajo funciones
continuas, entonces la imagen continua de un espacio celular @), (respectivamente, casi
celular Q) es un espacio celular ) (respectivamente, casi celular Q).

Demostracion. Sean X un espacio celular @) (respectivamente, casi celular Q) y f :
(X,7) = (Y, 0) una funcién continua y sobreyectiva. Supongamos que V C o* es una
familia celular, entonces la familia 4 = {f~*(V) : V € V} es una familia celular de
subconjuntos abiertos no vacios en X. Como X es celular @) (respectivamente, casi
celular Q), podemos encontrar un subespacio A C X con la propiedad @) que interseca
a todos los elementos de la familia U (respectivamente, que interseca || elementos de la
familia ¢). Ya que f es una funcién continua y ) se preserva bajo funciones continuas
se tiene que f(A) interseca todos los elementos de la familia V (respectivamente, que
interseca |V| elementos de la familia V) y f(A) tiene la propiedad Q.

]

Recordemos los siguientes conceptos:

Definicién 1.2.6. Un espacio topolégico X se llama tenuemente Lindelof si cada
familia localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios en X es numerable.

Definicién 1.2.7. Un espacio topoldgico X tiene la DCCC' si cada familia discreta de
subconjuntos abiertos no vacios en X es numerable.



1.2. ESPACIOS CELULAR QY CASI CELULAR Q

De las definiciones se sigue que cada espacio tenuemente Lindelof tiene la DCCC.
Un espacio se llama débilmente reqular si para cada subconjunto abierto no vacio U,
existe un subconjunto abierto V' no vacio tal que cl(V) C U; el Ejemplo 22 de [2§]
muestra que estas dos propiedades no son equivalentes en la clase de los espacios de
Hausdorff.

Lema 1.2.8. Sea X un espacio topolégico débilmente regular. Entonces X es tenue-
mente Lindelof si y solo si X tiene la DCCC.

Demostracion. (=) Inmediato.

(<) Seald = {U, : @ < wy} una familia localmente finita de subconjuntos abiertos no
vacios. Por el Lemall.1.6]existe una familia localmente finita celular V = {V,, : @ < w1 }.
Como X es un espacio débilmente regular, para cada o < w; existe W, € 7(X) tal que
W, C cl(W,) C V,. Asi, la familia W = {W,, : @ < w1} es una familia discreta.

O

Proposicién 1.2.9. Si () es una propiedad topoldgica que implica compacidad tenue
(respectivamente, la propiedad tenuemente Lindel6f), entonces un espacio celular @) es
también tenuemente compacto (respectivamente, tenuemente Lindelof).

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio celular @) y supongamos que U C 7* es una
familia infinita (respectivamente, no numerable), celular y localmente finita en X. Sea
A C X un subespacio con la propiedad @, tal que ANU # () para cada U € U. Entonces
la familia V = {ANU : U € U} es una familia celular, infinita (respectivamente, no
numerable) y localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios en A; esto contradice
el hecho de que A tiene la propiedad Q.

O

La demostracion del siguiente resultado es analoga a la prueba de la proposicién
anterior.

Proposicion 1.2.10. Si () es una propiedad topoldgica que implica la propiedad tenue-
mente compacto (respectivamente, tenuemente Lindeldf), entonces un espacio casi celu-
lar @ es también tenuemente compacto (respectivamente, tenuemente Lindelof).

Una k-sucesion de subconjuntos de X es una funcién f : k — P(X), en donde &
es un cardinal infinito; la cual denotamos por (U, : a < k) si f(a) = U, para cada
a < k. Para el siguiente resultado es importante notar la diferencia entre una familia
de subconjuntos y una k-sucesion de subconjuntos. Sea x un cardinal infinito, entonces
una familia de subconjuntos U = {U, : o < k} es fielmente indizada, es decir, Uz # U,
siempre que  # -, mientras que esto no necesariamente sucede para una k-sucesion
(Uy : a0 < K).

Lema 1.2.11. Sea X un espacio topoldgico; entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:
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1. Para cada cardinal k y cada r-sucesién (U, : o < k) de subconjuntos no vacios de
X, existe un subespacio A C X con la propiedad @ tal que {a € K : U, N A # 0}
tiene cardinalidad &.

2. Para cada familia & de subconjuntos no vacios de X, existe un subespacio B con
la propiedad @ tal que |{U €U : UN B # 0} = |U|.

Demostracion. (1) = (2) Una familia de subconjuntos es una sucesién fielmente
indizada de subconjuntos.
(2) = (1) Supongamos que V es el rango de la k-sucesion (U, : a < k) tal que [V| = .
Consideremos los siguientes casos:
(a) Si A = k, entonces el resultado es inmediato.
(b) Si A < cof(k), entonces existe algin V' € V tal que el conjunto {a € k: U, = V'}
tiene cardinalidad k y asi cualquier B C X con la propiedad ) que interseque a V'
interseca a x elementos de la familia U.
(¢) Si A = cof(k), entonces podemos encontrar una A-sucesion creciente de cardinales
regulares (k¢)e<y Cuyo supremo es k y para cada £ existe Ve € V tal que el conjunto
{a € K : Uy = V¢} tiene cardinalidad al menos xe. Como la cofinalidad es unica, es
facil ver que los conjuntos Vg se pueden elegir distintios. Aplicando el inciso (2) para la
familia {V¢ : £ € A}, tenemos un subconjunto B C X con la propiedad @) que interseca
a A elementos de la familia {V; : £ € A}. Asi, el conjunto {o € k : U, N B} tiene
cardinalidad .
(d) Si cof(k) < A < K, entonces como en caso (c), podemos encontrar una sucesién
creciente de cardinales regulares (ke)e<cof(x) Cuyo supremo es . Fijemos & de tal modo
que kg, > Ay como k = | J{{a ek : U, =V} :V € V}hy |V =, sesigue que para
cada £ > ¢ existe un subconjunto Ve € V tal que [{a € k: U, = Ve}| > ke, y otra vez
podemos elegir los conjuntos Ve distintos. Aplicando el caso (¢) obtenemos el resultado.
O

Definicién 1.2.12. Decimos que una propiedad topologica @) es compactamente pro-
ductiva si X es un espacio topolégico con la propiedad ) y K es un espacio compacto
de Hausdorff, entonces X x K tiene la propiedad topologica Q).

Teorema 1.2.13. Sea () una propiedad topoldgica compactamente productiva que
también se preserva bajo funciones continuas. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes para cualquier espacio de Hausdorff X:

1. El espacio X x K es casi celular () para cada espacio compacto K.

2. Para cada familia ¢ de conjuntos abiertos no vacios en X, existe un subespacio
N C X con la propiedad @ tal que N interseca || elementos de la familia U.

Demostracion. (1) = (2) Sean U = {U, : a < k} C 7"(X) y K la compactacién
unipuntual de un espacio discreto de cardinalidad k. Sea W = {U, x {a} : a € Kk} C
X x K; como W es una familia celular en X x K podemos encontrar un subespacio
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M C X x K con la propiedad () que interseca a k elementos de la familia WW. Asi, el
subespacio mx[M] tiene la propiedad @ e interseca k elementos de la familia U.
(2) = (1) Supongamos que K es un espacio compacto y W es una familia celular en
X x K. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada elemento de la familia W
es un abierto basico en el producto, es decir, W = {U, xV,, : a < k}, donde U, € 7(X)
y Vo € 7(K) para cada a € k. Por el Lema [1.2.11] existe un subespacio N C X con la
propiedad @ que interseca a k elementos de la k-sucesion (U, )aex; como la propiedad
(@ se preserva bajo productos con espacios compactos, entonces el subespacio N x K
tiene la propiedad () e interseca a k elementos de la familia W .
m

Denotamos por A, la compactacién unipuntual de un espacio discreto de cardinali-
dad k y por o(X) la cardinalidad de la topologia de un espacio X. El siguiente teorema
es una pequena extensioén del teorema anterior:

Teorema 1.2.14. Sea () una propiedad topolégica compactamente productiva y que se
preserva bajo funciones continuas. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes
para cualquier espacio de Hausdorff X:

1. El espacio X x K es casi celular () para cada espacio compacto K.
2. X x A, es casi celular ) para cada cardinal infinito k < o(X).

Demostracion. (1) = (2) Inmediato

(2) = (1) Supongamos que K es un espacio compacto y W es una familia celular
en X x K. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada elemento de la
familia VW es un abierto bésico en el producto, es decir, W = {U, x V,, : a < K},
donde U, € 7"(X) y V, € 7"(K) para cada a € k. Asi, (Uy)acx €s una k sucesiéon
de subconjuntos abiertos en X. Sea O = {U, x {7} : v € s} en el espacio X x A,,
como O es una familia celular podemos encontrar un subconjunto A C X x A, con
la propiedad ) que interseca k elementos de la familia O. Ya que la propiedad @) se
preserva bajo funciones continuas tenemos que mx[A] es un subconjunto en X con la
propiedad @ que interseca k elementos de (U,)aex. Por lo tanto, mx[A] x K C X x K
tiene la propiedad @) e interseca x elementos de la familia O.

Ahora supongamos que o(X) = k y que existe un subespacio compacto K tal que
X X K no es casi celular ). Por el Teorema [1.2.13] existe una familia de subconjuntos
abiertos U = {U, : @« < A} en X tal que ningin subconjunto en X con la propiedad
() interseca A elementos de la familia &. Notemos que A\ = [U| < o(X) y consideremos
el espacio X x A,. Asi, la familia de subconjuntos abiertos V = {Us x {f} : f < A}
es celular en X x A,, por lo que existe un subespacio B C X x A, que interseca A
elementos de la familia V. Se sigue que mx[B] tiene la propiedad @) e interseca a A
elementos de la familia U, lo cual es una contradiccion.

]

El siguiente resultado se sigue de los teoremas previos.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Corolario 1.2.15. Sea () una propiedad topoldgica compactamente productiva que
también se preserva bajo funciones continuas. Entonces los siguientes enunciados son
equivalentes para cualquier espacio de Hausdorff X:

1. El espacio X x K es casi celular () para cada espacio compacto K.

2. Para cada familia ¢ de conjuntos abiertos no vacios en X, existe un subespacio
N C X con la propiedad @ tal que N interseca || elementos de la familia U.

3. X x A, es casi celular ) para cada cardinal infinito x < o(X).

Proposicion 1.2.16. Sea () una propiedad topoldgica que se preserva en subespacios
cerrados. Si X es un espacio celular ) y H C X es un espacio cerrado regular, entonces
H es celular Q).

Demostracion. Sead = {U, : o« < k} C 7*(H) una familia celular en H, entonces
para cada a < k existe V, € 7%(X) tal que U, = V, N H. Asi, la familia V =
{VoNint(H) : @ < k} es una familia de subconjuntos abiertos celular en X, donde cada
elemento es no vacio, ya que int(H) es denso en H. Como X es celular @), existe un
subespacio A con la propiedad @) que interseca a cada elemento de la familia V. Por ser
H un subespacio cerrado, se sigue que H N A es un subconjunto en H con la propiedad
() que interseca a cada elemento de la familia V. O

Definicién 1.2.17. Si (X, 7) es un espacio topoldgico y z € X, entonces una familia
B C 7* es una 7-base local en el elemento z, si para cada U € 7(z, X) existe B € B tal
que B CU.

El siguiente resultado generaliza a la Proposicién 3.11 de [40] y su demostracién es
analoga, pero la agregamos para completez de este trabajo.

Lema 1.2.18. Sea () una propiedad topoldgica que se preserva en subespacios cerrados.
Si X es un espacio regular celular () y p € X es un elemento que no tiene una m-base
local ajena, entonces X \ {p} es celular Q.

Demostracion. Sea U una familia celular en X \ {p}. Tenemos que U no es una
m-base local en p y como X es regular, podemos encontrar una vecindad V' de p tal
que U\ cl(V) # 0 para cada U € U. El subespacio Y = cl(X \ cl(V)) es celular @ por
la Proposicion y la familia W = {U \ cl(V) : U € U} es una familia celular en
Y. Asi, podemos encontrar un subespacio N con la propiedad () que interseca a cada
elemento de W. Por lo tanto, N es testigo de que X \ {p} es celular Q.

O

Si C es una clase de espacios topolégicos v () es una propiedad topoldgica, decimos
que un espacio (X, 7) es mazimal Q) en la clase C, si siempre que (X,0) € Cy o es una
topologia en X estrictamente més fuerte que 7, entonces (X, o) no tiene la propiedad

0.
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Teorema 1.2.19. Sea () una propiedad topoldgica que se hereda por subconjuntos
cerrados. Si (X, 7) es un espacio regular y maximal celular @), entonces cada elemento
en X tiene una 7m-base local celular.

Demostracion. Supongamos que p € X es un elemento que no tiene una m-base local
celular, por el Lema [1.2.18 se tiene que X \ {p} es un espacio celular @ y la topologia
generada por la subbase 7 U {{p}} también es celular @, lo que contradice que (X, )

es maximal celular Q).
O

Proposicion 1.2.20. Sea () una propiedad topoldgica que se preserva bajo uniones
numerables. Si X = [J{Y, : n € w} donde Y,, es celular ) (respectivamente, casi
celular-QQ) para cada n € w, entonces X es celular @) (respectivamente, casi celular Q).

Demostracion. Sea U = {U, : o < sk} C 7" una familia celular. Notemos que
U, ={Y,NU : U € U} es una familia celular en cada Y, y K = > {|U,| : n € w},
entonces podemos encontrar un subconjunto A, C Y, con la propiedad () para cada
n € w que interseca a cada elemento de la familia U, (respectivamente, interseca a |U,,|
elementos de la familia U,). Asi, A = |J{A, : n € w} es un subconjunto de X con la
propiedad @) que interseca a cada elemento de la familia U (respectivamente, interseca
a k elementos de la familia U). [

Proposicion 1.2.21. Sea ) una propiedad topoldgica que se preserva bajo uniones
numerables. Si X = [J{Y, : n € w} donde Y,, es celular ) (respectivamente, casi
celular-Q)) para cada n € w, entonces X es celular @) (respectivamente, casi celular Q).

Demostracion. Sea U = {U, : o < k} C 7" una familia celular. Notemos que
U, ={Y,NU:U €U} es una familia celular en cada Y;,, entonces podemos encontrar
un subconjunto A, C Y, con la propiedad ) para cada n € w que interseca a cada
elemento de la familia U, (respectivamente, interseca a |U,,| elementos de la familia U,,).
Asi; A =[J{A, : n € w} es un subconjunto de X con la propiedad @ que interseca a
cada elemento de la familia U (respectivamente, interseca a x elementos de la familia
U). O

Proposicion 1.2.22. Sea ) una propiedad topoldgica que se hereda a subespacios
cerrados y que se preserva bajo uniones numerables. Si X es un espacio celular @)
(respectivamente, casi celular @)) entonces cada subespacio abierto F, es celular @
(respectivamente, casi celular @Q)).

Demostracion. Sean Z C X un subconjunto abierto F, yU = {U, : o« < k} C 7%(2)
una familia celular. Tenemos que Z = |J{F), : n < w}, donde F,, es un subconjunto
cerrado para cada n < w. Como U también es una familia celular en X, podemos
encontrar un subespacio A C X con la propiedad ) que interseca a cada elemento
de la familia U (respectivamente, interseca a x elementos de la familia U). Asi, F' =
U{ANF, :n < w} C Z es un subespacio con la propiedad ) que interseca a cada
elemento de la familia U (respectivamente, interseca a k elementos de la familia /). O
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Capitulo 2

Dos subclases de la clase de los
espacios tenuemente compactos

En este capitulo estudiaremos las clases de los espacios celular numerablemente com-
pactos y la de los casi celular numerablemente compactos. Enfocaremos nuestra atencion
en los siguientes tres temas:

e Condiciones para que un espacio topolégico celular numerablemente compacto sea
numerablemente compacto.

e Condiciones para que el producto de un espacio celular numerablemente compacto
con un espacio compacto sea un espacio casi celular numerablemente compacto.

e Condiciones para que un espacio sea maximal celular numerablemente compacto.

Todos los resultados en este capitulo sin atribucién a algiin autor son resultados del
articulo [IJ.

2.1 ;Cuando un espacio celular numerablemente
compacto es numerablemente compacto?

Recordemos dos conceptos importantes para el entendimiento de esta seccion:

Definicién 2.1.1. Un espacio topolégico X se llama de Urysohn si dados dos elementos
distintos en el espacio X, existen dos vecindades cerradas ajenas que los contienen
respectivamente.

Definicién 2.1.2. Sea X un espacio topoldgico. El pseudocardcter cerrado ¢.(p, X)
para algtin elemento p € X esta definido por:

Ye(p, X) = min{|td| : U S 7(p, X) y {p} = ) A(V)}.

veu
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Si X es un espacio de Hausdorff, entonces 1.(p, X ) esta definido para cada p € X y asi:

Ve(X) = sup{the(p, X) : p € X}

es el pseudocaracter cerrado del espacio X.

En esta seccién se demostrarda que un espacio de Hausdorff celular numerablemente
compacto con pseudocaracter cerrado numerable es numerablemente compacto, la mo-
tivacion de este resultado es el siguiente teorema demostrado en [3]:

Teorema 2.1.3 ([3], Corolario 5.12). Si X es un espacio topolégico de Urysohn celu-
lar numerablemente compacto y primero numerable, entonces X es numerablemente
compacto.

Antes de demostrar el resultado principal, analizaremos algunas propiedades impor-
tantes de los espacios celular numerablemente compactos.

e Si X contiene un subespacio denso D celular numerablemente compacto (respec-
tivamente, casi celular numerablemente compacto), entonces X es un espacio
celular numerablemente compacto (respectivamente, casi celular numerablemente
compacto).

e La imagen continua de un espacio celular numerablemente compacto (respecti-
vamente, casi celular numerablemente compacto) es también un espacio celular
numerablemente compacto (respectivamente, casi celular numerablemente com-
pacto).

Estos ultimos dos enunciados son consecuencias de la Proposicion y de la
Proposicién [1.2.5] El siguiente resultado es parte del folklore de la Topologia General,
el Teorema 3.10.20 de [I7] es una versién de este teorema en espacios de Tychonoff.

Teorema 2.1.4. Si X es un espacio 7} numerablemente compacto, entonces X es
tenuemente compacto.

Para espacios normales la implicacion reciproca del teorema previo es valida.

Corolario 2.1.5. Si X es un espacio celular numerablemente compacto (respectiva-
mente, casi celular numerablemente compacto), entonces X es tenuemente compacto.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion y de la Proposicién [1.2.10
]

Veamos que las propiedades celular numerablemente compacto y casi celular nu-
merablemente compacto son distintas en una clase amplia de espacios topolégicos.

Teorema 2.1.6. Existe un espacio X de Tychonoff casi celular numerablemente com-
pacto y primero numerable que no es celular numerablemente compacto.

14
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COMPACTO ES NUMERABLEMENTE COMPACTO?

Demostracion. El espacio de W(A) en w definido en el Capitulo 1 cumple las condi-
ciones del teorema. Recordemos que A es una familia MCA infinita no numerable. Para
ver que V(.A) no es un espacio celular numerablemente compacto, seald = {{n} : n € w}
y supongamos que C' C W(A) es un subconjunto numerablemente compacto que inter-
seca a cada elemento de la familia celular /. Como C' es un subespacio numerablemente
compacto se tiene que su interseccién con el subconjunto cerrado y discreto A es finita.
Sea {Ao, .., A} = ANC, entonces existe A* € A\{Ao, .., Ay}, asi, A* es un subconjunto
infinito de C' que no tiene punto de acumulaciéon en C'N A y esto es una contradiccién.

Veamos que W(.A) en w es un espacio casi celular numerablemente compacto. Ya que
c¢(¥(A)) = w, podemos suponer sin pérdida de generalidad que d = {U,,, : m € w} C 7*
es una familia celular en W(A). Para cada U,, € U podemos elegir x,, € U,, Nw. Como
B = {x,, : m € w} es un subconjunto infinito existe A € A tal que |[ANB| = w, se sigue
que A es punto de acumulacién del subconjunto B y por lo tanto también de la familia
U. Se sigue que {A} U A, es un subespacio numerablemente compacto que interseca w
elementos de la familia U. [

En [3] los autores se preguntaron si cada espacio de Hausdorff primero numerable y
celular numerablemente compacto es un espacio numerablemente compacto. El teorema
subsiguiente responde esta pregunta de forma afirmativa, la demostracion es muy similar
a la prueba del Teorema 2.7 de [24], pero emplea una hipdtesis que a simple vista no
es equivalente a la usada en el articulo citado.

Teorema 2.1.7. Si X es un espacio de Hausdorff, celular numerablemente compacto
con pseudocaracter cerrado numerable, entonces X es un espacio regular, primero nu-
merable y numerablemente compacto.

Demostraciéon. Supongamos primero que x no es un punto aislado de X y que U es
un subconjunto abierto tal que = € cl(U). Sea {V,, : n € w} una familia de vecindades
de z tales que ({cl(V,) : n € w} = {z}. Afirmamos que para cada n € w existe algin
my > n tal que V, NU 2 cl(V,,,) NU, es decir, (V,,\ cl(V,,,)) NU # 0. Pues si no fuera
asi, para cada m > n tendriamos cl(V,,) NU 2 V,, N U y entonces:

{z} =({el(Vin) :m >n} 2 ({l(Vi) NU :m >n} 2V, N,

lo que implicarfa que z es un elemento aislado de cl(U) y por lo tanto un elemento aislado
de X. Sea Wy = (VuNU)\ (cl(Vin,) NU) y para cada n € w definimos recursivamente:

Wi = (an N U) \ (Cl<an+1) N U)'

Asi, la familia {W,, : n € w} consiste de subconjuntos abiertos ajenos y no vacios
contenidos en U. Ademas, como X es celular numerablemente compacto, podemos en-
contrar un subespacio numerablemente compacto C' C X que interseca a W, para cada
n € w. Elegimos ¢, € CNW, para cada n € w, asi el subconjunto D = {¢,, : n € w} es
discreto y como clg(D) es numerablemente compacto, D tiene punto de acumulacién
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p € X. Ademas, si p # z, entonces existe k € w tal que p ¢ V,,,, lo que contradice que
p es un punto de acumulacion de D. Esto demuestra que cada subespacio numerable-
mente compacto que interseca a cada elemento de la familia {W,, : n € w} contiene al
elemento x.

Veamos que X es un espacio numerablemente compacto; para ello supongamos que
A ={a, : n € w} C X es un subconjunto infinito y discreto. Por el Teorema [1.1.5]
existen un subconjunto infinito peludo £ C A y una familia celular {U, : e € E} tal
que e € cl(U,) para cada e € E y sin pérdida de generalidad podemos asumir que si e
es un elemento aislado, entonces U, = {e}. Para cada e € E podemos encontrar una fa-
milia celular W, (como la construida en el parrafo anterior) contenida en U,. Entonces
W = (J{W, : e € E} es una familia celular en X, por lo tanto existe un subespacio
numerablemente compacto Y C X que interseca a cada elemento de la familia 20, se
sigue que E C Y, por lo que E tiene punto de acumulacion, se sigue que A también
tiene punto de acumulacion en X, asi, X es un espacio numerablemente compacto.

Para mostrar que el espacio es regular, supongamos que existe un elemento g € X y
una vecindad V' de g que no contiene ninguna vecindad cerrada de ¢q. Sea {W,, : n € w}
una familia anidada de subconjuntos abiertos tal que {¢} = ({cl(W,) : n € w}.
Claramente, cl(W,) \ V es infinito para cada n € w y asi podemos elegir elementos
distintos z,, € cl(W,,) \ V, como el unico posible punto de acumulacién del subconjunto
{z, :n € w} espy V es una vecindad de p que no interseca al subconjunto {x,, : n € w},
lo que es una contradiccién, ya que el espacio es numerablemente compacto.

Finalmente, veamos que el espacio es primero numerable. Sea p € X un punto no
aislado, como (X)) < 9.(X) existe una familia de subconjuntos abiertos {B,, : n € w}
tal que ({B, : n € w} = {p}, ya que X es un espacio regular podemos suponer que
para cada n € w se cumple que cl(B,11) € B,,. Asi, O ={B,\cl(Bnt1) : n € w} es una
familia infinita de subconjuntos abiertos no vacios cuyo tinico punto de acumulacion es p.
Supongamos que {B,, : n € w} no es una base local en p, entonces existe U € 7(p, X) tal
que para cadan € w, B, € cl(U). Por lo tanto, la familia W = {(B, \ cl(B,+1))\cl(U) :
n € w} es una familia infinita de subconjuntos abiertos no vacios localmente finita, lo

que contradice que X es numerablemente compacto.
]

En el Teorema 4.13 de [39] se demostré que un espacio regular, primero numerable
y celular compacto tiene cardinalidad a lo mas ¢, el siguiente resultado se sigue del
Teorema y lo mencionado anteriormente.

Corolario 2.1.8. Si X es un espacio de Hausdorff, celular compacto y con pseudo-
caracter cerrado numerable, entonces | X| < c.

Observacion 2.1.9. Notemos que en el Teorema no es posible sustituir la condicion
de ser celular numerablemente compacto por casi celular numerablemente compacto,
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ya que el espacio de Mrowka-Isbell en w descrito en el Teorema [2.1.6] es un espacio
de Tychonoff casi celular numerablemente compacto y primero numerable que no es
numerablemente compacto.

El siguiente teorema debe compararse con el Teorema ya que tienen hipdtesis
distintas y llegan a la misma conclusion:

Teorema 2.1.10 ([24], Teorema 2.7). Si X es un espacio de Hausdorff con pseudo-
caracter cerrado numerable y cumple que la cerradura de cada subespacio numerable
fuertemente discreto es numerablemente compacto, entonces X es un espacio regular,
primero numerable y numerablemente compacto.

Como consecuencia del Teorema [2.1.10[ tenemos el siguiente resultado.

Corolario 2.1.11. Si X es un espacio con pseudocaracter cerrado numerable, entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es regular, primero numerable y numerablemente compacto;

2. la cerradura de cada subconjunto numerable fuertemente discreto es numerable-
mente compacto;

3. X es celular numerablemente compacto.

Demostracion. e (1) = (2) Inmediato.

e (2) = (3) Se sigue del Teorema [2.1.10

e (3) = (1) Se sigue del Teorema[2.1.7]
[

Las generalizaciones de los espacios primero numerables han sido un tema de estudio
desde el origen de la Topologia General, la clase de los espacios de Fréchet y la de los
espacios secuenciales son dos de las generalizaciones de la clase de los espacios primero
numerables mas conocidas; un espacio topoldgico es de Fréchet si para cada A C X y
cada x € cl(A) existe una sucesién en A que converge a x y un espacio topolégico es
secuencial si para cada A C X no cerrado existen z € cl(A) \ A y una sucesién en A
que converge a x; observemos que cada espacio primero numerable es de Fréchet y cada
espacio de Fréchet es secuencial. Recordemos que si X, es un espacio topoldgico para
cada a € I, entonces un subespacio de X = [[{X, : a € I} es llamado un X-producto
de X, el cual se denota por X(y) si es de la forma {Z € X : 6(Z,y) es numerable} para
algtin elemento fijo g € X, donde §(Z,y) = {a : T4 # Ya}, €l elemento fijo § se llama el
punto base del X-producto.

El siguiente ejemplo demuestra que en la clase de los espacios de Tychonoff Fréchet
la propiedad celular numerablemente compacto no es equivalente a ser numerablemente
compacto. Lo que demuestra que las propiedades 2 y 3 del teorema anterior no son
equivalentes en dicha clase de espacios.
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Ejemplo 2.1.12. Sea %(0) el ¥-producto en {0, 1}** con base en 0, es decir, la funcién
identicamente 0; por el Teorema 2.1 de [29] tenemos que el espacio 3(0) es un espacio
de Fréchet numerablemente compacto.  Sea X = %(0) \ {0}; el espacio X no es nu-
merablemente compacto, ya que 0 es el limite de una sucesién inyectiva en $(0) y en

el espacio X esta sucesion es un subespacio infinito, cerrado y discreto.

Veamos que X es celular compacto y por lo tanto celular numerablemente compacto.
Por el Teorema 3.13 de [40] basta demostrar que ¥(0) no tiene una m-base local celular en
0. Como %(0) es denso en {0, 1}** del Corolario 2.3.18 de [17] se sigue que ¢(X(0)) = w.
Supongamos que U = {U, : n € w} es una familia celular de subconjuntos abiertos
basicos en %(0), digamos U, = ({7 [an.] : @ € I,} N 3(0), donde a,, € {0,1}
e I, € w; es un subconjunto finito para cada n € w; asi [ = |J{I, : n € w} es
un subconjunto numerable y si elegimos 5 € w; \ I tenemos que la vecindad abierta

770] N £(0) no contiene ningin elemento de la familia U.

Si X es un espacio topologico y A C X, decimos que una familia U es una ex-
pansion abierta de Asid = {U, : a € A} y U, € 7(a, X) para cada a € A. Un espacio
topologico X se llama fuertemente Hausdorff si cada subconjunto infinito S C X con-
tiene un subconjunto infinito numerable con un expansién abierta celular. Es bien
conocido que un espacio regular siempre es fuertemente discreto y en [22] se demostrd
que cada espacio de Urysohn es fuertemente Hausdorff.

En este trabajo ocuparemos una generalizacién de los espacios de Hausdorff primero
numerables definida por primera vez como “Accessibility spaces” en [46], pero actual-
mente estos espacios son llamados espacios de Whyburn, decimos que X es un espacio
de Whyburn si para cada subconjunto A C X y cada x € cl(A), existe B C A tal que
c(B)\ A = {z} y un espacio es débilmente Whyburn si para cada subconjunto no
cerrado A C X existe B C A tal que cl(B) \ A = {z} para algin = € cl(A). Todo espa-
cio de Hausdorff y de Fréchet es de Whyburn y cada espacio de Hausdorff secuencial es
débilmente Whyburn. También se sabe que los espacios de Whyburn secuenciales son
de Fréchet.

Teorema 2.1.13. Si X es un espacio de Whyburn, fuertemente Hausdorff, celular
numerablemente compacto y cada punto tiene una m-base local celular, entonces X es
un espacio de Fréchet numerablemente compacto.

Demostracion. Supongamos que E = {e, : n < w} C X es un subconjunto in-
finito numerable y discreto. Como X es espacio fuertemente Hausdorff podemos en-
contrar un subconjunto D = {d, : n < w} € EF C X con una expansion abierta
celular {U,, : n < w} y para cada n € w podemos encontrar una 7m-base local celular
Pn = {Wan : a € I,} en d,. Para demostrar que X es numerablemente compacto
basta demostrar que el subconjunto D no es cerrado. Si d,, es un punto aislado de X
podemos asumir que U, = {d,} v P, = {{d.}}; para cada n € w y cada a € I, sea
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Von = Wan NU,, asi, la familia D,, = {V,, : @ € I,} también es una m-base local
celular en d,, para cada n € w y cumple que |JD,, C U, para cada n € w. Notemos
que D = |{D, : n € w} es una familia celular de subconjuntos abiertos, por lo que
podemos encontrar un subconjunto numerablemente compacto C' C X que interseca a
cada V,, para cada n € w y para cada o € [,.

Para cada n € w y para a € I,,, podemos elegir x,, € V,, N C; asi, el subconjunto
{Zon : @ € I} es discreto en X para cada n € w, ya que D,, es una m-base local celular
en d,; por lo que d,, € cl({za, : @ € I,,}) para cada n € w. Como X es un espacio
de Whyburn podemos encontrar un subconjunto A, C {z., : a € I,} C C tal que
cl(A,) \{zan : € I,} = {d,}, por lo que d,, es el tinico punto de acumulacién de A,,
lo que implica d,, € C' para cada n € w. Como el subespacio C' es numerablemente
compacto, concluimos que el subconjunto D no es cerrado.

El Teorema 2.2 de [42] prueba que un espacio de Whyburn y numerablemente com-
pacto es un espacio de Fréchet, pero por completez de este trabajo presentaremos
la demostracién de este hecho. Para este propdsito sean A C X y y € cl(A4) \ A,
como X es un espacio de Whyburn podemos encontrar un subconjunto B C A tal
que cl(B) \ A = {y}. Sea W una familia celular maximal de subconjuntos abiertos
de B tal que y ¢ cl(W) para cada W € W. Como [JW es denso en el subconjunto
B tenemos que y € cl(|lJW) y por lo tanto existe un subconjunto S C [JW tal que
c(S)\ (UW) = {y}. Para cada W € W elegimos yy € S N W, asi, el subconjunto
R = {yw : W € W} es un subconjunto discreto y (cI(R) \ R) N (UW) = 0, se sigue
que R es un subconjunto cerrado en S por lo que y es el inico punto de acumulacién
de R en el subespacio numerablemente compacto S U {y}. Por lo tanto, RU {y} es un
espacio infinito numerablemente compacto, donde todos los elementos distintos de y son
aislados. Entonces el espacio R U {y} es la compactacién unipuntal de un subespacio
discreto, por lo que podemos encontrar una sucesion en R C A que converge a y.

]

Corolario 2.1.14. Si X es un espacio de Whyburn, fuertemente Hausdorff, celular
numerablemente compacto con un subconjunto D denso de puntos aislados, entonces
X es numerablemente compacto y de Fréchet.

Demostracion. La familia D = {{d} : d € D} es una m-base local celular para cada
elemento de X. Por lo tanto, X cumple las condiciones del teorema anterior. O

Es natural preguntarse si los resultados del Teorema [2.1.13] se pueden extender a
una clase més amplia de espacios topologicos. El siguiente ejemplo muestra que tal
extension no puede ser a la clase de los espacios débilmente Whyburn.

Ejemplo 2.1.15. La Plancha de Tychonoff T' = (w; +1) X (w+1)\{(w1,w)} dotado con
la topologia de subespacio del producto (w;+1) x (w+1) es un espacio débilmente Why-
burn y cada punto en T tiene un 7m-base local celular. El subconjunto D = {(wy,n) :
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n < w} es cerrado y discreto en T', por lo que 7" no es numerablemente compacto. Falta
ver que T es celular numerablemente compacto. En efecto, como w; es un espacio nu-
merablemente compacto y w+ 1 es compacto, tenemos que w; X (w+1) es un subespacio
numerablemente compacto y es denso en T'; por el Corolario se sigue que T’ es
celular numerablemente compacto.

Decimos que un espacio X tiene diagonal Gs (respectivamente, diagonal reqular Gy)
si la diagonal A = {(z,x) : x € X} C X x X es la interseccién numerable de vecindades
abiertas en el producto (respectivamente, es la interseccién numerable de vecindades
cerradas en el producto). Un espacio con diagonal regular G4 tiene pseudocaracter
cerrado numerable.

Teorema 2.1.16 ([15], Corolario 2.A). Si X es un espacio de Hausdorff numerable-
mente compacto con diagonal Gy, entonces X es compacto y metrizable.

Teorema 2.1.17. Si X es un espacio de Hausdorff, celular numerablemente compacto
y con diagonal regular Gy, entonces X es un espacio compacto y metrizable, por lo
tanto X tiene cardinalidad a lo mas c.

Demostracion. Como X tiene diagonal regular Gy, se sigue que X tiene pseudo-
caracter cerrado numerable y por el Teorema [2.1.7], X es un espacio regular, primero
numerable, numerablemente compacto. Por el Teorema [2.1.16| se sigue que X es com-

pacto y metrizable.
O

2.2 Productos de algunas subclases de los espacios
tenuemente compactos

Es bien conocido que la clase de los espacios numerablemente compactos es compacta-
mente productiva, pero el Ejemplo 3.10.19 de [I7] muestra que producto de dos es-
pacios numerablemente compactos no necesariamente es un espacio numerablemente
compacto. En esta seccion estudiaremos el comportamiento de los espacios casi celular
compactos y la de los espacios casi celular numerablemente compactos bajo productos.
Para este fin necesitamos los siguientes conceptos:

Definicién 2.2.1. Sean X un espacio topoldgico y k un cardinal infinito. Decimos que
p es un punto de acumulacién completo de una familia F = {F, : a < k} C P(X)\ {0}
si cada vecindad de p interseca k elementos de la familia F.

Una cubierta abierta de un espacio topoldgico se llama encadenada si esté lineal-
mente ordenada por la contencion.

Definicién 2.2.2. Un espacio topolégico X se llama linealmente H-cerrado si cada
cubierta abierta encadenada de X tiene un elemento que es denso en X.
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El siguiente resultado caracteriza a los espacios linealmente H-cerrados en términos
de familias celulares de subconjuntos abiertos no vacios.

Teorema 2.2.3 ([4], Teorema 2.12). Un espacio topoldgico es linealmente H-cerrado si
y solo si cada familia celular 4 C 7* de cardinalidad regular tiene punto de acumulacién
completo.

A continuacién se presenta un resultado que muestra que los espacios casi celular
compactos son una subclase de la clase de los espacios linealmente H-cerrados.

Lema 2.2.4 ([6], Teorema 5.4). Si X es un espacio casi celular compacto, entonces
cada familia celular &/ C 7* tiene un punto de acumulacion completo. Por lo tanto,
cada espacio casi celular compacto es linealmente H-cerrado.

Notemos que si X es un espacio con celularidad menor que X, entonces cada familia
celular en el espacio X es de cardinalidad regular; una consecuencia de esta observacion
y del lema anterior es el siguiente resultado:

Teorema 2.2.5 ([6], Teorema 5.10). Si X es un espacio localmente compacto y ¢(X) <
N, entonces X es linealmente H-cerrado si y solo si X es casi celular compacto.

El teorema subsecuente es una generalizacion del Teorema [2.2.5}

Teorema 2.2.6. Si X es un espacio localmente compacto, numerablemente compacto y
c(X) < R,,, entonces X es linealmente H-cerrado siy solo si X es casi celular compacto.

Demostracion. (=) Sean k < W, un cardinal y U = {U,, : @ < k} C 7" una familia
celular en X.

(1) Si Kk es un cardinal regular, como X es linealmente H-cerrado existe un punto
de acumulacion completo ¢ para la familia U, como X es localmente compacto pode-
mos encontrar una vecindad compacta de g que intersecta a s elementos de la familia
U, se sigue que X es casi celular compacto.

(2) Si cof(k) = w, entonces k£ = |J,c,, An, donde A, es un cardinal regular para cada
n € w. Definimos Uy = {U, : @ < A} € U y para cada 0 < n < w hacemos
Uy, ={Uqs : M1 S a < N} CU. Como X es linealmente H-cerrado, para cada n < w
existe un punto de acumulacién completo p,, de la familia U,,. Consideremos el conjunto
P={p,:n<w}

(a) Si P es infinito, por ser X numerablemente compacto P tiene un punto de acumu-
lacién, digamos ¢q. Sea W una vecindad compacta de ¢, entonces existe un subconjunto
infinito J C w tal que p,, € W para cada m € J, asi W es una vecindad de p,, para
cada m € J, se sigue que ¢ es punto de acumulaciéon completo de la familia U, para
cada m € J y por lo tanto [{U € U,,, : W NU # 0} = \,, para cada m € J. Entonces
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HU e {Up, :m e J} W NU#D} = > A\ = k. Asi W es un subconjunto com-

meJ
pacto que intersecta x elementos de la familia | J{U,, : m € J} y por lo tanto también

intersecta a k elementos de la familia U.

(b) Si P es finito, digamos P = {po,- - -, pn}, entonces existe 0 < j < ny J C w
infinito tal que p; es punto de acumulacién completo para cada familia U, con m € J.
Sea W una vecindad compacta de p;, entonces {U € J{U,, : m € J} : WNU #

0} = > A = k. Asi W es un subconjunto compacto que intersecta s elementos de
meJ
la familia (J{U,, : m € J} y por lo tanto también intersecta a x elementos de la familia

Uu.

(<) Del Lema sabemos que cada familia celular de subconjuntos abiertos no
vacios en un espacio casi celular compacto tiene un punto de acumulaciéon completo y

por el Teorema [2.2.3| el espacio es linealmente H-cerrado.
]

En el Teorema 4.1 de [4] se demostré que la clase de los espacios linealmente H-
cerrados es compactamente productiva, como consecuencia de esto se tiene el siguiente
resultado:

Corolario 2.2.7. Si X es un espacio localmente compacto, casi celular compacto y
K es un espacio compacto tal que ¢(X x K) < W, entonces X x K es casi celular
compacto.

Del Teorema y del resultado anterior se sigue el siguiente corolario:

Corolario 2.2.8. Si X es un espacio primero numerable, celular compacto y K es com-
pacto primero numerable, entonces X X K es linealmente H-cerrado, numerablemente
compacto, primero numerable y regular.

Corolario 2.2.9. Sean X un espacio primero numerable, celular compacto, localmente
compacto y K un espacio compacto y primero numerable; si ¢(X x K) < N, , entonces
X x K es casi celular compacto, numerablemente compacto, localmente compacto,
primero numerable y regular.

Los siguientes resultados describen el comportamiento de los espacios casi celular
numerablemente compactos bajo productos.

Teorema 2.2.10. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. El espacio X x K es casi celular numerablemente compacto para cada espacio
compacto K.
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2. Para cada familia ¢ de conjuntos abiertos no vacios en X, existe un subespacio
N C X numerablemente compacto tal que N interseca |U| elementos de la familia

Uu.

Demostracion. Es un caso particular del Teorema [1.2.13

El siguiente resultado es una extension del teorema anterior.

Teorema 2.2.11. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. El espacio X x K es casi celular numerablemente compacto para cada espacio
compacto K.

2. X x A, es casi celular numerablemente compacto para cada cardinal infinito
k< o(X).

Demostracion. Es un caso particular del Teorema [1.2.14
m

Para el teorema siguiente recordemos que un espacio topologico se llama k-espacio si
es un espacio de Hausdorff y es la imagen cociente de un espacio localmente compacto.

Lema 2.2.12 ([I7], Teorema 3.10.13). Si X es un k-espacio numerablemente compacto
v Y es un espacio numerablemente compacto, entonces X X Y es un espacio numer-
ablemente compacto.

Teorema 2.2.13. Si X es un espacio de Hausdorff y para cada familia &/ de conjuntos
abiertos no vacios en X, existe un subespacio N C X tal que N es un k-espacio
numerablemente compacto que interseca [U| elementos de la familia ¢, entonces X x M
es casi celular numerablemente compacto para cada espacio numerablemente compacto

M.

Demostracion. Supongamos que M es un numerablemente compacto y W es una
familia celular en X x M. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada
elemento de la familia VV es un abierto béasico en el producto, es decir, W = {U, x V, :
o < k}, donde U, € 7%(X) y Vo, € 7"(M) para cada a € k. Por el Lema [[.2.11]
existe un k-espacio N C X numerablemente compacto que interseca a k elementos de
la k-sucesion (Uy)aex; asi, por el Lema tenemos que el subespacio N x M es
numerablemente compacto e interseca k elementos de la familia WW.

m

Corolario 2.2.14. Si X es un espacio de Hausdorff y para cada familia ¢/ de conjuntos
abiertos no vacios en X, existe un subespacio N C X numerablemente compacto y
primero numerable tal que N interseca |U| elementos de la familia U, entonces X x M
es casi celular numerablemente compacto para cada espacio numerablemente compacto
M.
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2.3 Maximalidad de la celularidad numerablemente

compacta

Es esta seccion estudiaremos la maximalidad de la celularidad numerablemente com-
pacta. La maximalidad de la compacidad tenue y compacidad numerable ha sido ampli-
amente estudiada en [31]], [14] y [32]. A continuacién se expone un resultado demostrado
en [32]:

Teorema 2.3.1 ([32], Corolario 5). Si (X, 7) es un espacio de Hausdorff numerable-
mente compacto y primero numerable, entonces (X, 7) es maximal numerablemente
compacto.

Teorema 2.3.2. Si (X, 7) es un espacio de Hausdorff celular numerablemente compacto
con pseudocaracter cerrado numerable, entonces (X, 7) es maximal celular numerable-
mente compacto.

Demostracion. Se sigue del Teorema que el espacio (X, 7) es un espacio regular,
primero numerable y numerablemente compacto. Por el Teorema se sigue que
(X, 7) es maximal numerablemente compacto. Como cada topologia o en X mads fuerte
que 7 también tiene pseudocardcter cerrado numerable, se sigue que si (X, o) es celular
numerablemente compacto, entonces es numerablemente compacto y por lo tanto o = 7,
esto muestra que (X, 7) es maximal celular numerablemente compacto.

]

Teorema 2.3.3. Si (X, 7) es un espacio de Whyburn, fuertemente Hausdorff, celular
numerablemente compacto y cada punto tiene una m-base local celular, entonces (X, 7)
es maximal celular numerablemente compacto.

Demostracion. Del Teorema se sigue que el espacio (X, 7) es de Fréchet y nu-
merablemente compacto. Para ver que el espacio es maximal celular numerablemente
compacto supongamos que o es un topologia estrictamente mas fuerte que 7. Como el
espacio (X, 7) es de Fréchet, existe una sucesién inyectiva (z,) que converge a algin ele-
mento p en (X, 7), pero no tiene punto de acumulacién en (X, o). Sea S = {z,, : n € w},
como (x,) es inyectiva se tiene que S\ {p} es un subconjunto infinito, cerrado y discreto

n (X,0). Sea ¢ la topologia en X generada por la subbase 7 U (X \ S); notemos que
siUe&ypé¢U,entonces U € 7. El espacio (X, ) no es numerablemente compacto,
ya que S\ {p} es un subconjunto infinito, cerrado y discreto en la topologia £, pero
veamos que el espacio (X, &) es de Whyburn. Para este fin sea A C X y supongamos
que p € cleg(A) \ A; como p ¢ clg(ANS), entonces p € clg(A\S). Ya que 7y ¢
coinciden en X \ S y (X, 7) es de Whyburn, se sigue que existe B C A\ S tal que

e(B)\ A = cl,(B) \ A = {p}.

Ahora veamos que el espacio (X, o) no es celular numerablemente compacto, para
este proposito es suficiente demostrar que el espacio (X, &) no es celular numerable-
mente compacto. Supongamos lo contrario, es decir, que (X, &) es un espacio celular
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numerablemente compacto. Como S'U {p} es un subespacio compacto en (X, 7), pode-
mos encontrar una expansion abierta celular W = {U,, : n < w}. Asi, W es una familia
celular de subconjuntos abiertos no vacios en (X, §) tal que x,, € U, y p ¢ U,, para cada
n < w. Para cada x, existe una m-base local celular V, en (X, 1) tal que JV,, C U, y
zn, & [JVn. Como S es un subconjunto cerrado en (X, ) se sigue que ({V,, : n < w}
es una 7-base local celular en p en (X, &). Por el Teorema el espacio (X, &) es
numerablemente compacto, lo que es una contradiccion.

]
El siguiente resultado es un caso particular del Teorema [1.2.19

Teorema 2.3.4. Si (X, 7) es un espacio regular maximal celular numerablemente com-
pacto, entonces cada z € X tiene una m-base local celular.
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Capitulo 3

Dos subclases de la clase de los
espacios tenuemente Lindelof

Decimos que un espacio X es de Lindelof si cada cubierta abierta de X tiene una subcu-
bierta abierta numerable. Si X es un espacio topoldgico, la extension de X, es la funcion
cardinal e(X) y se define como e(X) = sup{| D | : D C X es cerrado y discreto}. Un
espacio se llama wi-compacto si e(X) = w. En este capitulo estudiaremos las clases
de los espacios celular Lindelof y la de los casi celular Lindelof. Enfocaremos nuestra
atencién en los siguientes temas:

e Condiciones para que un espacio casi celular Lindelof sea Lindelof u wy-compacto.

e Condiciones para que el producto de un espacio casi celular Lindel6f con un espacio
compacto sea casi celular Lindelof.

Todos los resultados en este capitulo sin atribucién a algtin autor son resultados del
articulo [2].

3.1 Espacios celular Lindelof y casi celular Lindelof

Los siguientes enunciados son consecuencias de la Proposicion [1.2.3|y de la Proposicién

2.5

e Si X contiene un subespacio denso D celular Lindeldf (respectivamente, casi celu-
lar Lindel6f), entonces X es celular Lindelof (respectivamente, casi celular Lin-
deldf).

e La imagen continua de un espacio celular Lindelof (respectivamente, casi celular
Lindel6f) es también un espacio celular Lindelof (respectivamente, casi celular
Lindeldf).

Proposicién 3.1.1. Si X es un espacio celular Lindel6f (respectivamente, casi celular
Lindel6f), entonces X es tenuemente Lindel6f.
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Demostracion. Se sigue de la Proposicion y de la Proposicién [1.2.10]

]

Los siguientes dos resultados son casos particulares de las Proposiciones [1.2.21] y
[L.2.22] respectivamente.

Proposicién 3.1.2. Si X = (J{Y,, : n € w} donde Y,, es celular Lindeléf (respec-
tivamente, casi celular Lindel6f) para cada n € w, entonces X es celular Lindelof
(respectivamente, casi celular Lindel6f).

Proposicién 3.1.3. Si X es un espacio celular Lindel6f (respectivamente, casi celular
Lindel6f entonces cada subespacio abierto F,, es celular Lindelof (respectivamente, casi
celular Lindelof).

El siguiente resultado aparece en [23] y es conocido como la desigualdad de Hajnal-
Juhasz y lo utilizaremos para obtener una cota de la cardinalidad de la clase de los
espacios casi celular Lindelof.

Teorema 3.1.4 ([23], Teorema 2.15 (b)). Si X es un espacio topoldgico Ti, entonces
1X| < X (X)-e(X)

En [12] los autores definieron el concepto celular Lindelof y demostraron los sigu-
ientes resultados.

Teorema 3.1.5 ([12], Teorema 12). Si X es un espacio de Hausdorff, primero numerable
y celular Lindeldf, entonces ¢(X) < c.

Corolario 3.1.6 ([12], Corolario 13). Si X es un espacio de Hausdorff, primero numer-
able y celular Lindeldf, entonces | X| < 2°.

Los siguientes resultados son unas ligeras generalizaciones del Teorema y del
Corolario aunque las demostraciones son andlogas a la de los resultados previos
incluimos las demostraciones para la completez de este trabajo.

Teorema 3.1.7. Sea X un espacio de Hausdorff primero numerable y casi celular
Lindel6f. Entonces ¢(X) < c.

Demostracion. Sea U una familia celular en X. Como X es casi celular Lindelof,
existe un subespacio de Lindelof L C X tal que [{U e U : LNU # (0}| = |U|. Se sabe
que cada subespacio de Lindel6f en un espacio primero numerable tiene cardinalidad a
lo més ¢, asi |L| < ¢y por lo tanto [U| < c.

m

Corolario 3.1.8. Sea X un espacio de Hausdorff primero numerable y casi celular
Lindeldf. Entonces | X| < 2°.

Demostracion. Se sigue del Teorema y del Teorema [3.1.4
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Un espacio topoldgico se llama fuertemente celular () si para cada familia celular U
en X existe un subespacio cerrado A C X con la propiedad Q) tal que ANU # () para
cada U € U. En [9] se demostré que un espacio de Urysohn, fuertemente celular Lin-
delof y primero numerable tiene cardinalidad a lo maés el continuo; la siguiente pregunta
continua abierta: ;Es cierto que cada espacio X de Hausdorff, primero numerable y
celular Lindelof tiene cardinalidad a los mas el continuo?

Decimos que un espacio topologico X es un P-espacio si la interseccion numerable de
subconjuntos abiertos no vacios es un subconjunto abierto en X, el término P-espacio
fue acunado por Gillman y Henriksen en [I9], andlogamente decimos que p € X es un
P-punto si la interseccién numerable de sus vecindades sigue siendo una vecindad de p.

Definicién 3.1.9. Un espacio X se llama débilmente Lindelof si cada cubierta abierta
U C 7 de X tiene una subfamilia numerable cuya unién es densa en X.

En [12] se especulé sobre la existencia de un P-espacio celular Lindelof que no sea
débilmente Lindelof; el Teorema 3.16 de [37] proporciona un ejemplo de un espacio
topologico con las propiedades antes mencionadas.

Definicién 3.1.10. Un espacio X se llama débilmente linealmente Lindelof si cada
familia & C 7* de cardinalidad regular no numerable tiene punto de acumulacion com-
pleto.

Proposicién 3.1.11 ([25], Proposition 3.10). Sea (X,7) un espacio topldgico. Si
U C 7 es una familia de cardinalidad regular no numerable que no tiene punto de
acumulacién completo, entonces existe una familia celular V C 7* de cardinalidad |U/|
que no tiene punto de acumulacién completo.

De la Proposicion [3.1.11] se sigue que un espacio es débilmente linealmente Lindelof
si y solo si cada familia celular 4 C 7 de cardinalidad regular no numerable tiene
punto de acumulacién completo.

Teorema 3.1.12 ([25], Teorema 3.11 (a)). Si X es un espacio débilmente linealmente
Lindelof, entonces X es tenuemente Lindelof.

Teorema 3.1.13 ([25], Teorema 3.14 (c)). Si X es un espacio débilmente Lindelof,
entonces X es débilmente linealmente Lindelof.

De los dos teoremas anteriores se sigue inmediatamente que cada espacio débilmente
Lindelof es tenuemente Lindelof; asi, las clases de espacios celular Lindelof, casi celular
Lindelof y débilmente Lindelof son subclases de la clase de los espacios tenuemente
Lindeldf, los siguientes ejemplos muestran que estas subclases de espacios topolédgicos
son distintas en una clase amplia de espacios topoldgicos.

Ejemplo 3.1.14. Existe un P-espacio de Tychonoff casi celular Lindel6f que no es
celular Lindel6f ni débilmente Lindelof.
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Demostracion. El ejemplo requerido es ¥(.A) en w; definido en el Capitulo 1. Para
ver que U(.A) no es celular Lindeldf, sean U = {{a} :a € w;} y L C V(A) un subespa-
cio que interseca a cada elemento de la familia &/. Notemos que si L fuera un subespacio
de Lindelof, entonces |L N A| < w, por lo que podriamos elegir A € A\ L, asi, A C L
es un subconjunto no numerable sin punto de acumulacién en L, lo que demuestra la
no existencia de un subespacio de Lindel6f que interseca a todos los elementos de la
familia celular U.

Para ver que el espacio W(.A) no es débilmente Lindel6f, consideremos la cubierta
abierta V = {VU{V} : V € A} y supongamos que W = {V, U{V,,} : n € w} es
una subcoleccién numerable de V. Como W tiene cardinalidad numerable podemos
encontrar B € A\ {V,, : n € w}. Asi, para cada n € w se tiene que |[BNV,| =w y por
lo tanto || U{V, : n € w} N B| = w; se sigue que B ¢ cl(JW), lo que demuestra que
U (A) no es débilmente Lindeldf.

Veamos que ¥(A) en w; es un espacio casi celular Lindelof. Ya que ¢(V(A)) = wy,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que U = {U, : a € w1} C 7* es una
familia celular en W(A). Para cada U, € U podemos elegir z, € U, Nw;. Como
B = {x, : @ € wy} es un subconjunto infinito existe A € A tal que |[AN B| = wy, se
sigue A es punto de acumulacién del subconjunto B y por lo tanto también de la familia
U. Se sigue que {A} U A, es un subespacio de Lindeldf que interseca w; elementos de
la familia U.

]

El siguiente ejemplo fue introducido en [8] para mostrar que en la clase de los espacios
de Hausdorff primero numerables las propiedades Lindelof y débilmente Lindelof no son
equivalentes.

Ejemplo 3.1.15. Existe un espacio de Hausdorff débilmente Lindelof que no es casi
celular Lindelof.

Demostracion. SeaY = QnN|0,1]. El espacio requerido es Z = (Y x k) U A, donde &
es un cardinal no numerable con la topologia discreta y A es un subconjunto numerable
denso de los numeros irracionales del intervalo [0,1]. El subespacio Y X x tiene la
topologia producto y una vecindad abierta basica de un elemento a € A es de la forma:

[(a—€e,a+e)NAJU[((a—€,a+€e)NY) x (k\ F)l,

donde F' es un subconjunto finito de k. En el Ejemplo 2.3 de [§] se demostré que el
espacio Z es débilmente Lindelof. Para ver que el espacio Z no es casi celular Lindelof,
sead = {Y x {a} : a € K} y supongamos que L es un subespacio de Z que interseca
k elementos de la familia . Sea I = {a € kK : LN (Y x {a}) # 0}; como £ es un
cardinal no numerable, se sigue que existe un elemento yo € Y tal que el conjunto
{a € Kk : (yo,a) € L} es no numerable y como yo ¢ A, el conjunto L N {(yo, ) : a € I}
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es un subconjunto cerrado, discreto y no numerable en L, lo que muestra que L no es
un subespacio de Lindelof.
m

Definicién 3.1.16. Sea X un espacio topoldgico T}, entonces:

v(X) = min{a : Ax es la interseccion de a subconjuntos abiertos de X? }.

Cuando v(X) = w, decimos que el espacio tiene diagonal Gy.
Teorema 3.1.17 ([21], Teorema 2.1). Si X es un espacio T}, entonces | X | < 2v(X)-e(X),

Teorema 3.1.18. Si X es un espacio casi celular Lindelof con diagonal G, entonces
oX)<ec

Demostracion. Sea U = {U, : o < k} una familia celular en X; como X es un
espacio casi celular Lindelof podemos encontrar un subespacio de Lindelof N C X tal
que N interseca a k elementos de la familia &/. Por el Teorema se tiene que
|N| <29 se sigue que ¢(X) < c. O

Definicién 3.1.19. Un espacio topoldgico X se llama fuertemente Hausdorff por colec-
ciones si para cada conjunto cerrado y discreto D = {d, : @ < k} en X existe una
familia discreta de conjuntos abiertos U = {U, : o < k}, tal que d,, € U, para cada
a < K.

Teorema 3.1.20. Si X es un espacio fuertemente Hausdorff por colecciones y casi
celular Lindel6f, entonces X es w;-compacto.

Demostracion. Supongamos que existe un subespacio cerrado y discreto D = {d,, :
a <w} € X. Como X es fuertemente Hausdorff por colecciones, podemos encontrar
una familia discreta U = {U, : o < wy} tal que d,, € U, para cada o < wy.

Como X es un espacio casi celular Lindelof, existe un subespacio de Lindelof A C X tal
que [{U, €U : ANU,, # 0}| = wy. Paracada U, € U tal que U,NA # (), sea z, € U,NA.
Como U es una familia discreta se sigue que el conjunto C' = {z, : @ < w;} C A es un

subconjunto cerrado y discreto. Lo que contradice que A es de Lindelof.
O

Definicién 3.1.21. Un espacio X se llama perfecto si cada subconjunto cerrado es un
conjunto Gs.

Definicién 3.1.22. Decimos que un espacio topologico X tiene un desarrollo si existe
una sucesién de cubiertas abiertas {U, : n € w} de X tal que para cada z € X, la
sucesion {St(z,U,) : n € w} es una base local para x. Un espacio es de Moore si es
regular y tiene un desarrollo.

Teorema 3.1.23. Si X es un espacio perfecto, entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:
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L o(X) =w;
2. X es casi celular Lindelof

Demostracion. (1) = (2) : Inmediato.

(2) = (1) : Supongamos que U = {U, : @ < wy} es una familia celular en X. Como
X es casi celular Lindelof, podemos encontrar un subespacio de Lindelof £ C X tal
que ENU, # 0 para cada a@ < w;. Para cada o < w; sea z, € ENU,. Entonces
el subconjunto D = {z, : @ < wy} es un subconjunto discreto de E. Como X es un
espacio perfecto, | J{Us : o < w1} = U{F. : n < w} donde F,, es un subconjunto
cerrado para cada n < w. Asi, existe un subconjunto no numerable N =DNF,, C X
para algin ngy € w.

Ahora veamos que el conjunto N es cerrado y discreto en X. Supongamos que z es
un punto de acumulacién de N. Como F,,, es un subconjunto cerrado, tenemos que
z € Fpy C|U{U, : @ < wi}. Por lo tanto, existe o < wy tal que z € U,, se sigue que
U, contiene una cantidad infinita de elementos de N lo que contradice la eleccion de U.
Por lo tanto, N C E es un conjunto no numerable, cerrado y discreto, lo cual es una
contradiccion. m
Corolario 3.1.24. Si X es un espacio perfecto, primero numerable y casi celular Lin-
delof, entonces | X| < c.

Demostracion. Se sigue de la famosa desigualdad de Hajnal-Juhész |X| < 2x(X)-(X)
y del Teorema anterior. O

Corolario 3.1.25. Si X es un espacio de Moore, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. ¢(X) = w;
2. X es casi celular Lindelof.

Definicién 3.1.26. El nimero débil de Lindelof de un espacio topoldgico X, se denota
por wL(X) y se define como la minima cardinalidad tal que cada cubierta abierta en
X tiene una subfamilia de cardinalidad wL(X) cuya unién es densa en X.

Teorema 3.1.27. Supongamos que k es un cardinal infinito y que X es un espacio casi
celular Lindelof tal que L(X) < k™, entonces wL(X) < k.

Demostracion. Supongamos que U = {U, : @ < K1} es una cubierta abierta de X y
que:

I:{a<n+:Ua\cl<U{U5:6<oz}> 7&@}.
e Si|I| < Kk, como kT es un cardinal regular, podemos encontrar algin v < k" tal

que para cada « > v, a ¢ I y por lo tanto {U, : @ < v} es una subfamilia de U
de cardinalidad a lo mas x cuya union es densa en X.
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e Si|I| =kT, como X es casi celular Lindel6f podemos encontrar un subespacio de
Lindelof L € X que interseca a k' elementos de la familia celular de subconjuntos
abiertos no vacios {U, \ cl(J{Us : B < a}) : @« € I}. Como L es un subespacio de
Lindelof y U es una cubierta abierta de X, existe v < k* tal que el subespacio L
estd contenido en (J{U, : @ < v}. Entonces podemos encontrar algin A\ € I tal
que A >~y yasi LN (Uy\ cl(U{Ua. : @« < A})) =0, lo que es una contradiccédn.

O

Corolario 3.1.28. Si X es un espacio casi celular Lindelof y L(X) < wy, entonces X
es débilmente Lindelof.

Definicién 3.1.29. Si X es un espacio topologico y U es una familia de subonjuntos
de X, entonces la estrella de un conjunto A C X con respecto a la familia U es el
conjunto:

StAU) = fU eu:UnA+0}.

Recursivamente definimos St**1(A,U) = St(St*(A,U),U), donde St°(A,U) = A y por
tanto St'(A,U) = St(A,U).

Definicién 3.1.30. Una familia {{/,, : n € w} de cubiertas abiertas de un espacio
topologico X se llama sucesion diagonal de orden k, donde k € w, si para cada ©r € X
se tiene que {z} = N{St*(x,U,) : n € w}. Decimos que un espacio X tiene diagonal
de orden k si existe una sucesion diagonal de orden k£ en X.

Notemos que un espacio topolégico X tiene diagonal G si y solo si existe una familia
{U,, : n € w} de cubiertas abiertas del espacio tales que para cada par de elementos
distintos z,y € X, existe n € w con y ¢ St(x,U,) o equivalentemente, para cada x € X
se cumple que {z} = ("{St(z,U,) : n € w}, es decir, X tiene diagonal de orden 1.

El siguiente teorema se conoce universalmente como Teorema de Erdos-Rado:

Teorema 3.1.31 ([23], A 4.4). Sea X un conjunto con |X| > ¢ y supongamos que
[X]? = U{P, : n € w}. Entonces existen ny € w y un subconjunto S de X con |S| > w
tal que [S]> C P,,.

Teorema 3.1.32. Si X es un espacio de Hausdorff tenuemente Lindelof con diagonal
de orden 3, entonces la cardinalidad de X es a lo mas c.

Demostracion. Supongamos que | X| > ¢. Como X tiene diagonal de orden 3, existe
una sucesién {U, : n € w} de cubiertas abiertas de X tales que para cada x € X,
tenemos {z} = N{St*(z,U,) : n € w}. Para cada n € w definimos P, = {{z,y} €
XJ2 o g St (y,Un)}.

Veamos que [X]*> = [J{P, : n € w}. Sea {z,y} € [X]* y supongamos que
xr € St¥(y,U,) para cada n € w. Entonces z € N{St(y,U,) : n € w} = {y}, asf
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x = y; lo cual es una contradiccion; asi, [X]> = (J{P, : n € w}. Por el Teorema
existe un subconjunto no numerable T en X tal que [T)> C P,, para algin ng € w.
Para ver que X no es tenuemente Lindelof, basta demostrar que {St(z,U,,) : * € T}
es una familia no numerable localmente finita de subconjuntos abiertos no vacios en X.

Con este fin notemos los siguientes hechos:
(1) (ST, Uy,)) C St3(T, Uy, ).

(2) U{l(St(x,Up,)) : @ € T} = cl(St(T,U,,)). Para ver esto es suficiente mostrar
que {St(xz,Uy,,) : * € T} no tiene punto de acumulaciéon en X. Si y fuera un punto
de acumulacién de la familia {St(x,U,,) : © € T}, entonces por (1) tendriamos que
y € St*(T,U,,). Por lo que existe zg € T tal que y € St*(xg,U,,). De esto podemos
deducir que si z € T\ {zo} tenemos que St*(xo,Un,) N St(z,U,,) = 0, pues de otro
modo z € St3(xg,U,,) lo que contradice la eleccién del conjunto T'. Esto muestra que y
no es punto de acumulacién de {St(x,U,,) : © € T}; asi, hemos demostrado que esta fa-
milia no numerable es localmente finita. Por lo tanto, la cardinalidad de X es a lo mas c.

]

Corolario 3.1.33. Si X es un espacio casi celular Lindelof con diagonal de orden 3,
entonces | X| < 2¢.

3.2 Productos de algunas subclases de los espacios
tenuemente Lindelof

Se sabe que el producto de dos espacios de Lindelof no necesariamente es un espa-
cio de Lindel6f, més atin, en la Proposicién 32 de [33] se exhibieron dos subespacios de
Lindelof cuyo producto contiene un subespacio no numerable, abierto, cerrado y dis-
creto; lo que demuestra que tal producto no es ni tenuemente Lindelof. En esta seccion
estudiaremos el comportamiento bajo productos de algunas subclases de la clase de los
espacios tenuemente Lindelof.

Teorema 3.2.1. Si X es un espacio celular Lindelof (respectivamente, casi celular
Lindel6f) y Y es un espacio separable, entonces X X Y es un espacio celular Lindel6f
(respectivamente, casi celular Lindel6f).

Demostracion. Sea D = {d, : n € w} C Y un subespacio denso y numerable. Como
X x {d,} es homeomorfo a X se sigue que es un espacio celular Lindeldf (respectiva-
mente, casi celular Lindelof) para cada n € w, por lo que | J{X x {d,,} : n € w} también
es un espacio celular Lindeldf (respectivamente, casi celular Lindelof) por ser unién nu-
merable de espacios celular Lindeldf (respectivamente, casi celular Lindelof) y ademas
es denso en el producto Por lo tanto, X X Y es celular Lindel6f (respectivamente, casi
celular Lindelof). O
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Teorema 3.2.2 (3], Teorema 5.4). Un espacio celular Lindeléf X cumple que su pro-
ducto con cualquier espacio compacto es celular Lindelof si y solo si X contiene un
subespacio denso de Lindelof.

El Ejemplo 2.4 de [I6] es un P-espacio de Tychonoff, localmente compacto, celular
compacto cuyo producto con un espacio compacto no es celular Lindelof.

Teorema 3.2.3. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. El espacio X x K es casi celular Lindelof para cada espacio compacto K.

2. Para cada familia U de conjuntos abiertos no vacios en X, existe un subespacio
L C X de Lindeldf tal que L interseca |U| elementos de la familia U.

Demostracion. Es un caso particular del Teorema [1.2.13
m

Teorema 3.2.4. Si X es un espacio de Hausdorff, entonces los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. El espacio X x L es casi celular Lindelof para cada P-espacio de Lindelof L.

2. Para cada familia U de conjuntos abiertos no vacios en X, existe un subespacio
N C X de Lindeldf tal que N interseca |U| elementos de la familia U.

Demostracion. (1) = (2) Sean U = {U, : @ < k} C 7%(X) y L la lindel6ficaciéon
unipuntual de un espacio discreto de cardinalidad k. Sea W = {U, x {a} : a« € Kk} C
X x L; como W es una familia celular en X x L podemos encontrar un subespacio de
Lindelof M C X x L que interseca a k elementos de la familia WW. Asi, el subespacio
mx|[M] es un subespacio de Lindel6f que interseca x elementos de la familia U.

(2) = (1) Supongamos que L es un P-espacio de Lindel6f y W es una familia celular
en X x L. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada elemento de la familia
W es un abierto bésico en el producto, es decir, W = {U, x V,, : a < k}, donde
U, € 7™(X) y V, € 7"(L) para cada a € k. Por el Lema existe un subespacio
de Lindelof N C X que interseca a x elementos de la k-sucesion (Ug)aex; como la
propiedad de Lindelof se preserva bajo productos con P-espacios de Lindelof, entonces
el subespacio N x L es de Lindeldf e interseca a k elementos de la familia W.

m

Teorema 3.2.5. Si X es un espacio de Hausdorff y para cada familia & de conjuntos
abiertos no vacios en X, existe un P-espacio L C X de Lindelof tal que L interseca |U|
elementos de la familia U/, entonces X x M es casi celular Lindelof para cada espacio
de Lindelof M.
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Demostracion. Supongamos que M es un espacio de Lindelof y W es una familia
celular en X x M. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que cada elemento de
la familia W es un abierto bésico en el producto, es decir, W = {U, x V,, : o < K},
donde U, € 7*(X) y Vo € 7°(M) para cada o € k. Por el Lema [1.2.11] existe un
P-espacio de Lindel6f L C X que interseca a k elementos de la k-sucesion (U,)aex;
como la propiedad de Lindelof se preserva bajo productos con P-espacios de Lindelof,
entonces el subespacio L x M es de Lindeldf e interseca a k elementos de la familia W.

m

El siguiente resultado demuestra que la propiedad débilmente linealmente Lindelof
es compactamente productiva:

Teorema 3.2.6 ([25], Proposicién 11 (f)). Sean X un espacio débilmente linealmente
Lindelof y K un espacio compacto, entonces X x K es débilmente linealmente Lindelof.

Es bien conocido que en la clase de los espacios de Hausdorff el producto de un
P-espacio de Lindelof y un espacio Lindelof es un espacio de Lindelof; el siguiente lema
se requiere para tener una version del resultado antes mencionado para los espacios
débilmente linealmente Lindelof.

Lema 3.2.7. Un espacio X es débilmente linealmente Lindelof si y solo si para cada
sucesién transfinita (U, : @ < k) de subconjuntos abiertos no vacios con x un cardinal
regular no numerable, existe un elemento p € X tal que todas sus vecindades intersecan
k elementos de la sucesién transfinita.

Demostracion. (<) Sea {W, : @ < A} una enumeracién fielmente indizada por los
términos de la sucesién transfinita (U, : @ < k). Si A = k, entonces el resultado es
inmediato. Si A < k, como k es un cardinal regular, existe 8 € A tal que |[{a € K : U, =
W3} = k, asi cada elemento p € Wj tiene la propiedad requerida.

O

Teorema 3.2.8. El producto de un P-espacio débilmente linealmente Lindeldf y un
espacio de Lindelof es un espacio débilmente linealmente Lindelof.

Demostracion. Sean X un P-espacio débilmente linealmente Lindelof y L un espacio
de Lindel6f. Supongamos que W = {U, x V,, : @ < k} es un familia celular de cardinal-
idad regular no numerable. Por el Lema anterior la sucesién transfinita (U, : a < k)
tiene un punto de acumulacion completo p € X.

Afirmamos que existe y € L tal que (p,y) es punto de acumulacién completo de la
familia WW. Supongamos lo contrario, es decir, para cada y € Y, el elemento (p,y) €
X x L tiene una vecindad S, tal que S, interseca una cantidad menor que s elementos
de la familia W. Entonces el subespacio de Lindelof {p} x L C X x L, esté cubierto por
la familia {S, : y € L} y por lo tanto tiene una subcubierta numerable {S,, : n € w}.
Como X es un P-espacio y k es un cardinal regular no numerable, S = ({7nx[S,.] :
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3.2. PRODUCTOS DE ALGUNAS SUBCLASES DE LOS ESPACIOS
TENUEMENTE LINDELOF

n € w} es un conjunto abierto que contiene a p y que interseca una cantidad menor que
r elementos de la sucesion transfinita (U, : o < k).
O]
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Capitulo 4

LOTS funcionalmente numerables

Un espacio X se llama funcionalmente numerable si f[X] es numerable para cada
funcién continua f : X — R. Este concepto fue introducido en los anos cincuenta en los
articulos [30] y [34]. Esta propiedad topoldgica ha sido estudiada por diversos autores
en los siguientes articulos [27], [36], [4I]. Dado un conjunto linealmente ordenado
(X, <), la topologia del orden es la topologia 7. generada por todos los intervalos
(«—, )y (z,—) para cada x € X; el par (X, 7.) llamado espacio topoldgico linealmente
ordenado (“linearly ordered topological space”), LOTS para abreviar. En este capitulo
nos enfocaremos en la siguiente pregunta que aparece en [3§]:

Pregunta 4.0.1. Supongamos que X es un LOTS y X2\ Ax es funcionalmente nu-
merable. ;FEs cierto que X es separable?

Todos los resultados en este capitulo sin atribucién a algtin autor son resultados del
articulo [20].

4.1 Herramientas para contestar la pregunta

Los siguientes resultados son mencionados en [38], pero por completez de este trabajo
incluimos la demostracién del primero.

Teorema 4.1.1 ([38], Proposicién 3.1 (b)). Si X es un espacio de Tychonoff funcional-
mente numerable, entonces X tiene la DCCC.

Demostracion. Supongamos que U = {U, : @ < w; } es una familia discreta de subcon-
juntos abiertos no vacios. Sea f : w; — R una funcién inyectiva. Definimos la siguiente
funcién g : X — R de la siguiente manera:
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Entonces ¢ es una funcién continua tal que |g[X]| > w.
O]

Lema 4.1.2 ([38], Proposicién 3.1 (a)). Sean X un espacio funcionalmente numerable y
f X — Y una funcién continua sobreyectiva, entonces Y es un espacio funcionalmente
numerable.

Lema 4.1.3 ([38], Proposicién 3.2). Si X es un espacio topoldgico y X? \ A es fun-
cionalmente numerable, entonces X y X? son espacios funcionalmente numerables.

Dado un conjunto linealmente ordenado (X, <) y A, B C X diremos A < B (“A
estd antes de B”) si para a € A y para cada b € B se cumple a < b. El siguiente
resultado es importante para dar respuesta a la primer Pregunta [£.0.1]

Lema 4.1.4. Sea (X, 7.) un LOTS. Supongamos que existe una familia no numerable
U ={U, : o < wy} de subconjuntos abiertos no vacios tales que:

e para cada a < w; existen subconjuntos abiertos no vacios I, J, C U, tales que
Io <s Jaiy

e sia, 3 <w tales que a # B, entonces U, <; Ug 0 Ug <, U,.

Entonces W = {I, x J, : @ < w;} es una familia discreta de subconjuntos abiertos no
vacfos en X?\ A. (La Figural4.1]al final de la demostracién ilustra a la familia U/).

Demostracion. Sean x,y € X elementos distintos, consideremos los siguientes casos:

e Caso (1.1). Siy < x y existe z € (y,x), entonces W = (z,—) X (4, 2) es un
abierto que contiene a (z,y) y que no interseca a ningin elemento de la familia

W.

e Caso (1.2). Siy <z y (y,z) = (), entonces W = (y,—) X (+—, ) es un abierto
que contiene a (z,y) y que no interseca a ningin elemento de la familia W.

e Caso (2.1). Siz < yy existen a, f < wy con o # [ tales que (I,UJ,)N(x,y) # 0y
(IgUJg)N(z,y) # 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que U, <; Up,
entonces (I, U J,) <s (I U Jpg) asi podemos encontrar p € (I, U J,) N (z,y) v
q € (IgU Jg) N (z,y) que cumplen lo siguiente z < p < ¢ < y. Asi, el conjunto
W = (+,p) x (¢,—) es un conjunto abierto que contiene a (z,y). Ahora veamos
que W no interseca ningin elemento de la familia W .

Sean v < wy y (a,b) € W. Si U, <, U,, como b > ¢, tenemos que b ¢ I, U J,,
asi (a,b) ¢ I, x J,. Si U, >, U,, como a < p, tenemos que a ¢ I, U J,, asi
(a,b) ¢ I, x J.,.
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e Caso (2.2). Si z < y y existe un tnico oy < wy tal que (Iy, U Joy) N (z,y) # 0.
Sean z € (IoyUdJo,)N(2,y) y W = (4=, 2) X (2, —), ahora veamos que W interseca
a lo més a un elemento de la familia W.

Sean v < wy y (a,b) € W. Si U, <, U,,, como b > z tenemos que b ¢ I, U J,,
asi (a,b) ¢ I, x J,. Si~y > ap, como a < z, tenemos que a ¢ I, U J,, asi
(a,b) ¢ I, x J,. Entonces el tnico elemento de la familia W al que W puede
intersecar es a lo mas a I, X Jyu,.

e Caso (2.3). Six <y y para cada o < wy se tiene que (I, U J,) N (z,y) = 0,
tenemos los siguientes subcasos:

(2.3.1). Si existe ap < wy tal que I, C (<, 2]y Jo, C [y,—), sea W = («
,y) X (z,—); ahora veamos que W interseca a lo mas a un elemento de la familia

W.

Sean v < wy y (a,b) € W. Si U, <4 Uy, como b > z, tenemos que b ¢ I, U J,,
asi (a,b) ¢ I, x J,. Si~y > ap, tenemos que a < y, entonces a ¢ I, U J,, asi
(a,b) ¢ I, x J,. Entonces el tnico elemento de la familia YW al que W puede
intersecar es a lo mas a I, X Jy,.

(2.3.2). Si para todo a < wy se tiene que I, U J, C (<, z| 0 [,UJ, C [y,—). Sea
W = (+,y) x (x,—), ahora veamos que W no interseca a ningin elemento de la
familia W.

Sean v < wy y (a,b) € W. Si I, U.J, C (+,x], como b > z se sigue que
b¢ I, UJ, ast(ab) ¢ I, xJ, Sil,UJ, C[y,—) como a < y se sigue que
a¢l,UJ,, asi(a,b) ¢ I, xJ,.

Asi, la familia W es una familia discreta de subconjuntos abiertos no vacios en
X2\ A.
O

Uo Uy Us
Figura 4.1: Familia &/ del Lema

Sean (X, <) y (Y, <) conjuntos linealmente ordenados, decimos que una funcién
f: X — Y es un encaje ordenado si para cada par de elementos zg, x1 € X tales que
zo < xp se cumple que f(zo) < f(x1). Si f: X — Y es un encaje ordenado, diremos
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que Y contiene una copia ordenada de X. Si f es una funcién sobreyectiva, entonces f
se llama isomorfismo de orden. Es bien conocido que para cada conjunto linealmente
ordenado (X, <) existe un conjunto linealmente ordenado (Y, <) y un encaje ordenado
g: X =Y tal que:

e Y es Dedekind completo, es decir, cada subconjunto no vacio de Y tiene supremo
e infimo; y

e h[X] es topolégicamente denso en Y, es decir, cada intervalo abierto en Y tiene
interseccién no vacia con h[X].

Consideremos al ordinal w; con su orden canénico y denotemos por wi a w; con el
orden inverso del candnico.

Proposicién 4.1.5. Sea X un LOTS. Si X contiene una copia ordenada de w; o de wf,
entonces X2\ Ax no tiene la DCCC y por lo tanto, X no es funcionalmente numerable.

Demostracion. Supongamos que X contiene una copia ordenada de w;. Es decir,
{Zo: @ <wi} C X tal que si @ < f < wy tenemos que z, < 3. Dado a < w; existen
ordinales tinicos v < w; que es un ordinal limite o es 0 y algin n < w tal que a = v+ n;

definimos Uy = (T 14n, Tyranta). Sean Lo = (Typan, Torant2) ¥ Jo = (Tyant2, Tyianya)-
Entonces la familia U = {U,: o < w;} satisface las hipdtesis del Lemma Asi, X
no tiene la DCCC.

Si X contiene una copia ordenada de wj, podemos concluir de forma analoga que
X no tiene la DCCC.
m

La existencia de copias ordenadas de w; o de wi estd relacionado con el primer
axioma de numerabilidad de la siguiente manera:

Lema 4.1.6. Sean Y un conjunto linealmente ordenado Dedekind completo y X C Y
topoldgicamente denso en Y. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X no contiene copias ordenadas de w; ni de wy,
2. Y no contiene copias ordenadas de w; ni de wj, y
3. Y es primero numerable con la topologia del orden.

En la Proposicion 3.14 [41] se demostré (1) = (2) y las otras implicaciones se siguen
del Problema 3.12.4 de [17].

Corolario 4.1.7. Sea X un LOTS. Si (X x X) \ Ax es funcionalmente numerable,
entonces X no contiene copias ordenadas de w; ni de wj.

Corolario 4.1.8. Sea (X, 7.) un LOTS tal que X2\ A es un espacio DCCC, entonces
X es primero numerable.
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Corolario 4.1.9. Sea X un LOTS. Si (X x X) \ Ax es funcionalmente numerable,
entonces X es primero numerable.

Lema 4.1.10. Sean X un espacio linealmente ordenado, D C X y h : D — (0,1)
un encaje ordenado con I'm(h) denso en (0,1). Entonces existe una funcién continua
H: X —[0,1] tal que H [p= h.

Demostracion. Para cada x € X, sea A, = {h(d) : d € Dy d < x} y definimos la
siguiente funcion:

Sup(ACE)7 Si AJE%QL

0, si A, =10

entonces H es una funcién continuay H : X — [0,1].

Veamos que H es una funcion continua, para este fin sean x € X y € > 0.

e Supongamos que A, # (), entonces H(z) = sup{h(d) : d € D, d < z}. Como
h[D] es denso en (0, 1), podemos encontrar h(dy) € (H(x) — ¢, H(x)) y h(dy) €
(H(x),H(z) + €). Basta probar que = € (do,d;) y que para cada y € (dy,d;),
se cumple que H(y) € (H(z) — ¢, H(xz) 4+ ¢). Como h es un encaje ordenado se
cumple que h(dy) < h(dy).

Para probar la primer parte, primero supongamos que:

1. x < dp, entonces H(xz) = sup{h(d) : d € D, d < z}. Como z < dy, se tiene
que h(dy) es cota superior de A,. Asi, H(xz) < h(dp), lo que contradice que
h(do) € (H(x) — ¢, H(x)).

2. Ahora supongamos que d; < z. Entonces h(d;) € A,, por lo que h(d;) <
H(z), lo que contradice que h(dy) € (H(x),H(x) +¢€).”

Para probar la segunda parte, sea y € (do,d;). Tenemos que que H(z) — € <
h(dy) < H(y), ya que h(dy) € A,. Por otro lado, h(y) € A4, y h(dy) < H(x) +e,
por lo que h(y) < H(d;) < H(x)+e. De las dos desigualdades anteriores tenemos
que H(y) € (H(x) — €, H(z) + ¢).

o Si A, =10;
1. Si x = inf(D). Como h[D] es denso en (0,1), existe dy € D tal que h(dy) €

(0,€). Sea d € (+,dy). Si x < d, entonces H(d) < h(dy) < eysid < z,
entonces H(d) =0 < e.

2. Siz # inf(D). Sea z € X conz < zy z < d, para cada d € D, asi
U = (4, z) es un abierto tal que H[U] = {0} C [0, ¢).
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Veamos que la imagen de H es todo el intervalo [0, 1]. Si < d para cada d € D,
entonces H(xz) = 0y si x > d para algin d € D, entonces A, es no vacio y 1 es
cota superior de A,, por lo que H(z) € [0,1].

]

Definicién 4.1.11. Un conjunto linealmente ordenado (X, <) es una Recta de Aron-
szajn si:

L | X]| > w;
2. X no contiene copias ordenadas de w; ni de wi; y
3. cualquier subconjunto de X que es isomorfo a un subconjunto de R es numerable.

Teorema 4.1.12. Sea X un LOTS no numerable con X?\ A funcionalmente numerable,
entonces X es una Recta de Aronszajn.

Demostracion. Basta demostrar que cualquier subconjunto de X que es isomorfo a
un subconjunto de R es numerable. Para este fin, supongamos que ¥ C X es un
subconjunto no numerable y que j : Y — (0, 1) es un encaje ordenado. Sean:

o 7 =j[Y];

o Zo=U{(a,b)NZ:a,beQ, a<b, yl|(a,b)NZ| <wh

o I=inf(Z\ Z)y S =sup(Z\ Z).

o Zy={z€Z\Zy: existey € Z\ Z con (y,z) N (Z\ Zo) = 0};
o Iy =7\ (ZyUZyU{I,S}).

Supongamos que Z5 es un subconjunto numerable del intervalo (0,1). Notemos
que Z C Zy U (ZyU Z1 U{I,S}) y que Zy es un subconjunto numerable por ser la
unién numerable de subconjuntos numerables. Dado = € Z;, existe y € Z \ Z, tal que
(y,2) N (Z\ Zy) = 0, por la densidad de los racionales existe ¢, € (y,z) N Q. Como
¢ : Z1 — Q, dada por ¢(z) = ¢, es inyectiva, tenemos que |Z;| = w. Entonces Z esta
contenido en la union finita de subconjuntos numerables, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto |Z3| > w.

Veamos que dados a,b € Z5 con a < b, se tiene que (a,b) N Zy # (). Para demostrar
esto, supongamos que existen ag, by € Za, ag < by y (ag,bo) N Zy = 0. Si I,S ¢ (ao,by),
entonces (ag,by) N (Z \ Zy) C Zy. Sea ¢ € Z; N (ao, by), entonces existe w € Z \ Z
tal que (w,c) N (Z\ Zy) = 0. Si w < ag, entonces ag € (w,c) N (Z\ Zy), lo que es
una contradiccién, por lo que ag < w. Notemos que existe y € (Z \ Zy) N (¢, by), de
lo contrario ¢ serfa un elemento aislado en Z \ Zy. Entonces existe v € Z \ Z tal que
(v,y)N(Z\ Zy) = (. Siv < ¢, entonces ¢ € (v,y)N(Z\ Zy), lo que es una contradiccion;
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asi ¢ < wv. Entonces v € Zy, por lo que existe u € Z \ Zy, tal que (u,v) N (Z\ Zy) = 0,
esto implica que v es elemento aislado de Z \ Zy, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, dados cualesquiera a,b € Z5 con a < b, se tiene que (a,b) N Zy # ().

Sea () C Z5 un subconjunto denso numerable (topolégicamente). Veamos que dados
a,b € @, con a < b, entonces (a,b) N Q # (). Para ver esto, sean a,b € @, con a < b.
Por lo demostrado anteriormente tenemos que U = (a,b) N Zy # (0, es decir, U es un
subconjunto abierto no vacio en Zy, como () es denso topolégicamente en Z,, existe
peQNU, es decir, a < p <b.

Veamos que Z, no tiene elemento minimo ni maximo, para este fin sean:

o W=j'2Z]CY C

X;
e D=j'QICWCY CX;

Como j es un isomorfismo de orden, se tiene que para cualesquiera dy,d; € D
tales que dy < di, existe d € D tal que dy < d < di, ademés, D no tiene ele-
mento minimo ni méaximo. Por el Teorema 10.2 de. [26], D es isomorfo como orden
aQn(0,1). Sea h: D — Qn(0,1) el isomorfismo de orden. Para cada x € X, sea
A, ={h(d):d e Dyd<z}y definimos H : X — [0, 1] de la siguiente forma:

Sup(AI)7 Si A‘T#(Z)v

0, si Ay =10

Por el Lema H es una funcion continua y es no decreciente; por lo tanto ()
tampoco tiene elemento minimo ni maximo.

Veamos que H [y es una funcién inyectiva; para este propdsito sean wg,w; €
W C Y con wg < wy, entonces existen dy,d; € D tales que wy < dy < di < wy,
asi h(dy) < h(dy). Como el subconjunto A, esta acotado superiormente por h(dp),
tenemos que sup(Ay,) < h(dy). Ademds, h(d;) € A,,, se sigue que h(d;) < sup(A,,).
Por lo tanto:

H(wy) < H(dy) < H(dy) < H(wy)

Se sigue que H [y es inyectiva. Como |W| > w, tenemos que H[X] es no numerable
en [0, 1], lo que contradice que X es funcionalmente numerable, por lo tanto |Y| = w.
[

Corolario 4.1.13. Si X es un LOTS funcionalmente numerable, entonces X no con-
tiene copias ordenadas de subconjuntos no numerables de R.

45



CAPITULO 4. LOTS FUNCIONALMENTE NUMERABLES

Un espacio topoldgico se llama disperso si cada subespacio no vacio tiene un punto
aislado. Decimos que (X, 7.) es un espacio ordenado generalizado (“generalized ordered
space”) si es un subespacio de un LOTS; para abreviar diremos que (X, 7.) es un
espacio GO por sus siglas en inglés.

Teorema 4.1.14 ([41], Teorema 3.10). Si (X,7.) es un espacio GO funcionalmente
numerable y A C X es un subconjunto numerable, entonces cl(A) también es numerable.

El siguiente ejemplo demuestra que en la clase de los espacios GO ser funcional-
mente numerable no es equivalente a tener la propiedad en donde la cerradura de cada
subespacio numerable sea también numerable.

Ejemplo 4.1.15. Sea X = (Q x {0,2}) U (R x {1}) con la topologia de subespacio
de R x 3 con el orden lexicogréfico. Primero notemos que si p; = (x,1) € R x {1} y
tomamos el intervalo V' = (pg, p2)<, donde py = (x,0) y po = (z,2), entonces p; € V
y VN X = {p}, por lo que los elementos de R x {1} son puntos aislados. Ahora, sea
N C X un subespacio numerable, observemos que M = (N N (R x {1})) U (Q x {0,2})
es un subconjunto numerable, por lo que X \ M es un subconjunto abierto por ser un
subconjunto de puntos aislados y N C M. Por lo tanto, cl(N) C M y como M es un
subconjunto numerable, se sigue que cl(N) también lo es. Como R x {1} es una copia
isomorfa (no homeomorfa) a R, se sigue del Corolario[4.1.13|que X no es funcionalmente
numerable.
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4.2 Rectas de Souslin funcionalmente numerables

Para responder la Pregunta planteada al inicio del capitulo, es necesario definir
un tipo especial de puntos en un conjunto linealmente ordenado.

Definicién 4.2.1. Sea (X, 7.) un conjunto linealmente ordenado, decimos que z es
solitario en X si sucede alguno de los siguientes casos:

1. z =min(X) y existe a € X, con a > z, (z,a) =0, (a,—) #0 y a =inf((a, —));
2. x =max(X) y existe a € X, con a < z, (a,z) =0, (+-,a) # 0y a = sup((+,a));
)

)

3. existena,b € X cona < x < b, (a,b) = {z}, (b, =) #0 # (+,a), a = sup((+, a
y b =1inf((b, —)).

1 2 3

o~ ®

[ ]
xr

8
e
2
8
o e

Figura 4.2: Puntos solitarios de un LOTS

Denotaremos por S(X) al conjunto de elementos solitarios de un espacio X.

Sean X un LOTS y Y C X, un intervalo abierto en Y se denotard por (a,b)y =
(a,b) NY, donde (a,b) es intervalo abierto en X.

Lema 4.2.2. Si X esun LOTS y Y = X \ S(X), entonces S(Y) = 0.

Demostracion. Supongamos que S(Y) # (. Seap e S(Y) CY = X \ S(X), entonces
tenemos los siguiente casos:

1. p = min(Y), entonces existe y € Y con p < y tal que (p,y)y = 0y y = infy (y, —).
Como (p,y) NY = 0, se sigue que (p,y) C X \Y = S(X). Si|(p,y)| > 2. Sean
1, T3 € (p,y) € S(X) con z; < 9, entonces existe z; con x; < 2 tal que
(x1,21) = 0y 21 = infx(21,—). Como z; no es un elemento aislado de X se
tiene que z; ¢ (p,y) C S(X), asi, z; > y lo que es una contradiccién, ya que
x2 € (21,y) € (p,y) y (z1,21) = 0. Entonces |(p,y)| < 1.

e Sip=min(X). Sea 21 € (p,y) C S(X). Notemos (+,p) = 0, por lo que x;
no puede ser solitario.

e Sip# min(X)=m. Sea z; € (p,y) C S(X). Si (m,p) =0, tenemos que
{z1} = (p,y), y = infx((y,—)), pero p # supx((+—,p)), por lo tanto z; ¢
S(X). Supongamos que |(m, p)| > 2. Sean wy, we € (m,p) C S(X) con w; <
wy, entonces existe d; con w; < dy tal que (wy,dy) =0y dy = infx(dy, —).
Como d; no es un elemento aislado de X se tiene que d; ¢ (m,y) C S(X),
asi, d; > y, lo que es una contradiccién, ya que wy € (wy,y) C (m,y) y
(wi,d1) = 0. Entonces |(m,p)] < 1. Sea wy € (m,p) C S(X), pero w; es
sucesor de m, lo que contradice que w; es solitario.
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2. p=max(Y). Es andlogo al caso 1, tomando las desigualdades reciprocas.

3. existen a,b €Y C X con a < p < b, (a,b) = {p}, a = sup((+—,a)) y b = inf((b, —»
)), también es andlogo. Es una combinacién de los casos 1y 2.

O
Lema 4.2.3. Si X es un LOTS y Y = X \ S(X), entonces Y es un LOTS.
Recordemos el siguiente concepto:

Definicién 4.2.4. Un conjunto linealmente ordenado (X, <) es una Recta de Souslin
si:

o d(X)>uw;y
o ¢(X)=w.

Es bien conocido que la existencia de Rectas de Souslin es independiente de los
axiomas de ZFC.

Definicién 4.2.5. Decimos que una funcién continua ¢ : X — Y es una retraccion si
Y C X yparacaday €Y, ¥(y) =v.

Teorema 4.2.6. Sea X un LOTS no numerable tal que X2\ A es funcionalmente
numerable, entonces Y = X \ S(X) es una Recta de Souslin y existe una retraccién
h: X — Y con fibras convexas de cardinalidad menor o igual a dos.

Demostracion. Sean Y = X \ S(X)y h: X — Y, dada por:

xr, Si rx ey,
h(z) =< z%, si € S(X), r# max(X)
z=, si xeS(X), r=max(X)
Veamos que h tiene fibras de cardinalidad menor o igual a dos, para este fin, sea

yeyY:

e Siy # max(Y) y existe x € S(X) tal que y = ™, entonces h(z) =y y h(z™) =y,
por lo que A" [{y}] € {y,y~}.

e si y = max(Y) y existe x € S(X) tal que y = z~, entonces h(z) =y y h(z™) =y,
por lo que A [{y}] € {y,y"}.
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Por lo tanto, [h™*[{y}]| < 2 para caday € Y.

Para ver que h es una funcién continua, sea U = (a, —) NY, si:

e a € S(X), entonces h™'[U] = (a,—) U {a}, como a es un punto aislado, se sigue
que h™[U] es un subconjunto abierto.

e a € X\ S(X), entonces h ' [U] = (a, —).
Ahora, sea U = (+<—,a)NY, si:

e o = max(X) y a € S(X), entonces h'[U] = (+,a) U {a} = X.
e o =max(X) yae€ X\ S(X), entonces h U] = (+, a).
)

e a # max(X) y a no tiene antecesor inmediato, entonces h ' [U] = (+, a).

a # max(X) y a tiene antecesor inmediato b, pero b € X \ S(X), entonces
h=HU] = (¢ a).

e a # max(X) y a tiene antecesor inmediato b con b € S(X), entonces h~![U] =
().

Por lo tanto, h es una funcién continua.

Notemos que Y es un subconjunto no numerable; ya que si |S(X)| = w, entonces
Y| >wysi|S(X)| > w, entonces {1 : 2 € S(X),x # max(X)} es un subconjunto no
numerable de Y, y por lo tanto |Y| > w.

Como X2\ A es funcionalmente numerable, entonces X es un espacio funcional-
mente numerable por el Lema y como h : X — Y es una funcién continua, se
sigue que Y es funcionalmente numerable. Si D C Y es un subconjunto numerable, por
el Teorema tenemos que cl(D) es numerable, por lo tanto Y no es separable.

Veamos que ¢(Y) = w, para este fin supongamos lo contrario, es decir, que U =
{Us : @ < wy} es una familia celular en Y y que para cada a < w; el subconjunto
U, es convexo. Definimos A = {z € Y : {x} es un subconjunto abierto}. Si A es un
subconjunto numerable, entonces V = {U € U : ANU = B}, es una subcoleccién de U
de cardinalidad w; con las propiedades del Lema [£.1.4] lo que es una contradiccién; si
A es un subconjunto no numerable, entonces para cada par a,b € A, definimos a «~ b
si a = b o [min{a, b}, max{a,b}] es finito. Notemos que a «~ a para cada a € A, si
a « b, entonces [min{a, b}, max{a,b}| = [min{b, a}, max{b,a}|, por lo que b ~ a; para
ver que la relacién es transitiva sean a «~ by b « ¢, entonces [min{a, b}, max{a, b}|
y [min{b, ¢}, max{b, c}| son subconjuntos finitos, entonces [min{a, ¢}, max{a, c}| es un
subconjunto finito ya que estd contenido en la unién de dos subconjuntos finitos; por
lo que « es una relacién de equivalencia en A. Sea & = A/ « y veamos que cada
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clase de equivalencia de £ es convexa, para demostrar esto supongamos que FE € &
y sean e, es € E; si z es un elemento tal que e; < z < eq, entonces |[eg,e]| < w y
le1, 2] C [eq,eq], por lo que |[eq, z]| < w, asi z «~ eg, y por lo tanto z € E se sigue que

cada elemento de £ es un subconjunto convexo. Por el Lema de la definicién de
Y se puede ver que cada elemento de £ tiene cardinalidad al menos dos.

Observemos que si £ € £ y min(E) = eg, max(FE) = e; existen, entonces E = [eg, €]

y como |[eg,e1]] = n € w, se sigue que E es isomorfo a n con n > 2. Ahora, si
min(E) = ey existe, pero F no tiene méaximo, entonces para cada e € F tenemos que
|[eo, €]] es un nimero entero positivo y definimos A : £ — w por A(e) = |[eg, ]| — 1.

La funcién A es inyectiva, veamos que A es sobreyectiva, para este fin supongamos
que existe m = min{l € w : [ ¢ A[E]}, entonces m—1 = A(e) para algin e € E, como E
no tiene maximo existe e* € E tal que e < e*, asi |[e, e*]| = k < w con k > 2, por lo que
existe ¢ € (e, e*] tal que ¢/ = e*, se sigue que A(e’) = m, lo que es una contradiccion,
por lo tanto A es una funcién sobreyectiva. Por la tanto, E es isomorfo a w. De forma
andloga se puede ver que si E tiene maximo, pero no minimo, entonces E es isomorfo
a w* y si K no tiene elemento minimo ni maximo, entonces usando las dos conclusiones
previas se tiene que E es isomorfo a Z.

Asi, cada elemeto de £ es un subconjunto abierto, numerable con al menos dos ele-
mentos. Como A es un subconjunto no numerable, también lo es £. Por lo que podemos
tomar una subcoleccién no numerable de &£, es decir, sea V = {V, : @ < w;} C &€ tal
que V es una familia celular de subconjuntos convexos de cardinalidad al menos dos.

Para cada o < wy sean [,, J, subconjuntos abiertos no vacios tales que I,UJ, C V,
con I, <, J,. Por el Lema tenemos que {I, X J, : @ < w;i} es una familia
discreta en Y2 \ Ay. Definimos g : X2\ Ax — Y2 por g((z,y)) = (h(z),h(y))
para cada (z,y) € X?\ Ayx. Veamos que {¢7'[I, x J,] : @ < w;} es una familia
discreta en X? \ Ax. Para este fin, sea (7o, z1) € X2\ Ax. Si h(zg) # h(x1),
entonces g((zg, 1)) = (h(xp), h(x1)) € Y2\ Ay, por lo que existe un subconjunto
abierto W C Y2\ Ay tal que g((zo,71)) € W yW interseca a lo mds a un ele-
mento de la familia {I, x J, : @ < w;}. Asi, g7'[W] es un subconjunto abierto de
X2\ Ax con (zg,71) € g7 [W]y ¢g7'[W] interseca a lo mds a un elemento de la familia
{971, x J,] : @ < wy}. Ahora, si h(zg) = h(z1). Entonces zg o z; es un punto solitario,
sin pérdida de generalidad, supongamos que xy < x1 con 1 # max(X) y que o € S(X).
Como zy es un punto aislado, se sigue que W = {x¢} x (9 —) es un subconjunto abierto
que contiene a (xg,z1). Observemos que si o < w; y W N g I, x J,] es no vacio es
equivalente a W N (h™1[I,] x h™'[J,]) es no vacio, lo que implica que zy € h™1[I,], es
decir, h(zg) € I,. Como V es una familia celular, se sigue que h(xg) pertenece a un
tinico elemento I,. Por lo tanto, a lo méds un elemento de {g7[I, x J,| : a < wi}
interseca a W.
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Asi, se ha demostrado que {g7'[I, X Ja] : @ < w;} es una familia discreta no
numerable de subconjuntos abiertos no vacios en X?\ Ay, lo que es una contradiccién
va que el espacio X2\ Ax es funcionalmente numerable. De esta contradiccién se sigue
que ¢(Y') = w y por lo tanto Y es una Recta de Souslin.

O

De los teoremas previos podemos concluir lo siguiente:

Teorema 4.2.7. Si X es un LOTS no numerable tal que X2\ Ax es funcionalmente
numerable. Entonces

e X es una recta de Aronszajn,
e V=X \{z € X: zessolitario} es una recta de Souslin, y

e existe una retraccion f: X — Y con fibras convexas de cardinalidad menor o
igual a 2.

Pregunta 4.2.8 ([38], Pregunta 4.11). Sea X un LOTS y supongamos que (X x X )\ Ax
es funcionalmente numerable. ;Es cierto que X es separable?

Asi, en cualquier modelo de ZFC donde no existen rectas de Souslin tenemos una
respuesta a la pregunta anterior.

Corolario 4.2.9. Asumimos que no existen rectas de Souslin. Sea X un LOTS tal que
X2\ Ax es funcionalmente numerable. Entonces X es numerable.
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Conclusiones

En este trabajo se presentaron nuevos resultados y un panorama amplio de las
propiedades celular () y casi celular (). Aunque todavia hay mucho trabajo por hacer
en estos temas, por ejemplo, se tienen las siguientes preguntas:

Pregunta 4.2.10. Si X es un espacio celular wi-compacto o casi celular w;-compacto,
jes cierto que X es tenuemente Lindelof?

Pregunta 4.2.11. Si X es un espacio celular w;-compacto y K es un espacio compacto,
ies cierto que X x K es celular w-compacto?

Pregunta 4.2.12. Si X es un espacio celular w;-compacto y cada subespacio cerrado
es ceulular wi-compacto, jes cierto que X es maximal celular w;-compacto?

Otra subclase de los espacios tenuemente Lindeldf es la de los espacios débilmente
Lindeldf, respecto a este tema, algo interesante es saber cuando un espacio topoldgico
de Hausdorff es maximal débilmente Lindelof. Es bien conocido que cada P-espacio
regular y débilmente Lindel6f es un espacio de Lindelof, también se sabe que en la clase
de los espacios de Hausdorff un espacio es maximal Lindeldf si y solo si es un P-espacio,
por lo que naturalmente surgen las siguientes preguntas en la clase de los espacios de
Hausdorft:

Pregunta 4.2.13. Si (X, 7) es un espacio maximal débilmente Lindeldf, jes cierto que
X es un P-espacio?

Pregunta 4.2.14. Si (X, 7) es un P-espacio débilmente Lindel6f, jes cierto que X es
maximal débilmente Lindelof?

En la segunda parte del trabajo se contest6 una pregunta abierta sobre la
propiedad funcionalmente numerable en LOTS, por lo que es natural preguntarse si este
resultado se puede extender a la clase de los espacios normales por colecciones, es decir,
jes cierto que si X es un espacio normal por colecciones y X2\ Ax es funcionalmente
numerable se cumple que X es un espacio separable? Actualmente la clase de los
espacios funcionalmante numerables sigue siendo estudiada por reconocidos autores,
por lo que queda mucho trabajo por hacer en este tema. Para futuros trabajos dos
preguntas que resultan interesantes son las siguientes:
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Pregunta 4.2.15. Si (X, 7) es un espacio maximal funcionalmente numerable, jes
cierto que X es un P-espacio?

Pregunta 4.2.16. Si (X, 7) es un espacio funcionalmente numerable en el que cada
subespacio cerrado es funcionalmente numerable, jes cierto que X es maximal fun-
cionalmente numerable?
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