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Contenido

Durante la Maestria en Ciencias Fisica dediqué mi tiempo en resolver
dos problemas en particular: la distribucion de velocidades de materia activa
no interactiva y el tiempo de primer paso para particulas activas en curvas
planas. La intencién de abordar dichos problemas fue el de adquirir durante
su desarrollo las herramientas necesarias, tanto técnicas, como teoricas, para
poder resolverlos de manera satisfactoria.

Es importante mencionar que durante mi Licenciatura en Fisica comen-
cé a abordar el movimiento de particulas activas en curvas planas junto a
mi actual asesor, el Dr. Mario Sandoval, siendo fruto de ello fue un articulo
publicado en Molecular Physics [19] en el 2019. De ello surgi6 la idea de abor-
dar el problema de primer paso del modelo que habia caracterizado, y del
que habfa aprendido a realizar simulaciones de las ecuaciones de Langevin
en MatLab. Sin embargo, para ello era necesario ahora emplear el formalis-
mo de Fokker-Planck, asi que durante los primeros meses de mi maestria me
dediqué a estudiar las bases de este formalismo, que a pesar de estar ya bien
cimentadas para sistemas pasivos, existen huecos en donde la mayoria de
textos no se abordan. Es por ello que decidi poner en los primeros capitulos
de esta tesis las ideas, que para mi, son las mas importantes para abordar un
sistema estocastico. Finalmente, al tener éxito en la obtencion del tiempo de
primer paso, y aprovechando que ya estaba un poco familiarizado con el for-
malismo de Fokker-Planck, mi asesor el Dr. Sandoval me motivo a abordar la
ecuacion de Fokker-Planck activa, con la intencién de demostrar, hasta donde
fuera posible, el efecto que tiene la inercia rotacional, en los sistemas activos.
A pesar de no lograr caracterizar, hasta el momento, completamente dicha
ecuacion, dimos un gran paso en la obtencion de la funciéon de distribucion
de velocidades para este tipo de sistemas con el efectos de la inercia.

Por lo tanto, recapitulando, los resultados que estamos reportando en
esta tesis surgen de dos trabajos de investigacion independientes. Por un lado
tenemos la caracterizacion de materia activa con efectos de Inercia rotacional
a partir del formalismo de Fokker-Planck en el espacio plano unidimensional,
y por otro, la obtencion del tiempo promedio de primer paso (MFPT por



sus siglas en inglés) para un modelo de particulas activas Brownianas que se
restringen a moverse sobre curvas planas en el limite sobreamortiguado.

Sobre la primer linea de investigacion, en el capitulo {4| se describe, de
manera general, la forma en que obtuvimos la funcién de distribucion de ve-
locidades para un modelo de particulas activas Brownianas (ABP’s, Active
Brownian Particles) no interactuantes donde el efecto debido a la inercia ro-
tacional no lo hemos despreciado debido a que éste no habia sido reportado
con el formalismo de Fokker-Planck, sino, solo en trabajos previos donde em-
plean el formalismo de Langevin [14][23-25|. En el capitulo |3 introducimos de
manera detallada el modelo matematico que estamos empleando de ABP’s
en el espacio plano, asi como hemos introducido todas las herramientas ma-
tematicas que usamos para su desarrollo en el capitulo [2l Es importante
mencionar que por su relevancia, los resultados obtenidos fueron publicados
en el articulo “Maxwell-Boltzmann velocity distribution for noninteracting
active matter” en la revista Physical Review E en 2021. |20]

Por otro lado, en la segunda linea de investigacion hallamos una expresion
teorica para el Mean First-Passage Time (MFPT) de un modelo sobreamor-
tiguado de particulas Brownianas activas que se desplazan sobre cualquier
1-variedad Riemanniana (Capitulo , de tal manera que en el mismo hemos
ido exponiendo de manera sistematica todas las herramientas necesarias pa-
ra su obtencién. Partimos analizando el modelo matemético de ABP’s, que
se mueven sobre cualquier curva plana, que emplearemos, asi como de las
respectivas ecuaciones de Langevin que caracterizan el Modelo. Posterior-
mente empleamos el formalismo de Novikov para la obtenciéon de la ecuaciéon
de Smoluchowski asociada a la evolucion temporal de la funcién de distri-
bucién de probabilidad de las variables aleatorias de nuestro modelo. Final-
mente realizamos una analogia del MFPT de particulas pasivas en 1D, con
nuestro modelo, donde empleamos la ecuacion de Smoluchowski en su for-
ma backward para poder hallar la expresiéon tedrica que hemos mencionado
anteriormente del MFPT.

Dentro de ambas lineas de investigacion, hemos realizado también un ané-
lisis de los resultados obtenidos tedricamente a partir de la comparacion de
estos con simulaciones de las ecuaciones de Langevin para casos particulares.

Sin embargo, antes de entrar a los detalles peculiares y particulares en
cada linea de investigacion, hemos decidido agregar el capitulo [1| para que
aquellas personas ajenas a los procesos estocésticos puedan apreciar la his-
toria del fenémeno que hoy conocemos como Movimiento Browniano, y con
ella, también vislumbrar la evoluciéon del pensamiento humano en el enten-
dimiento de los fenémenos estocésticos. Para complementar la historia del
estudio del Movimiento Browniano, el capitulo [2] mostramos de manera sis-
tematica, y compacta, las dos herramientas que, hoy en dia, poseemos para
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caracterizar este tipo de sistemas: el formalismo de Langevin y formalismo de
Fokker-Planck. Ademés mostramos los métodos usando como ejemplo el mo-
vimiento Browniano clasico (todo ello para movimiento en el espacio plano,
pues como se menciond parrafos atras, el movimiento en curvas se introduce
en el capitulo [5)).

Para poder visualizar el salto entre lo que se considera materia pasiva y
materia activa, hemos agregado el capitulo 3] donde definimos el concepto
de este tipo de Materia, asi como su importancia en la actualidad. También
en este mismo capitulo (como mencionamos anteriormente) introducimos el
modelo mateméatico de ABP que emplearemos posteriormente en nuestra
investigacion del movimiento de ABP en espacios planos, asi como algunos
resultados relevantes que se encuentran en la literatura y que son de vital
importancia para poder visualizar hasta que punto se ha logrado caracterizar
a este tipo de sistemas activos.

Finalmente, en los Apéndices [7] se encuentran algunos desarrollos mate-
maticos que podrian ayudar al lector en la verificacion de los resultados aqui
reportados.

Sin mas que agregar, espero tengan un viaje emocionante a través de las
péaginas de este trabajo, bienvenidos.
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Motivacion

En la naturaleza existen sistemas formados por conjuntos de elementos
que tienen la capacidad individual de transformar la energia de su ambiente
en movimiento autodirigido, es decir, de autopropulsarse. Esta capacidad la
apreciamos en un cardumen de peces, una parvada de aves, una suspension
de bacterias, y muchos otros conjuntos de seres vivos. Esta cualidad marca la
diferencia entre los sistemas activos y los sistemas pasivos, pues, los elementos
de estos ultimos no tienen la capacidad de autopropulsarse. Recordemos que
la dindmica de un sistema de elementos pasivos, como las moléculas de un
gas, es afectada por fuerzas externas, e internas, sobre, o entre, cada elemento
E], mientras que la dindmica de un sistema activo también esté sujeta al movi-
miento intrinseco de cada elemento. Ademas, la capacidad de autopropulsion
implica que el sistema se encuentre fuera del equilibrio termodinamico, por
lo que, el estudio de este tipo de sistemas nos permite obtener resultados
teodricos a partir de los formalismos empleados en la teoria de procesos en el
equilibrio (véase Fig.

Formalmente la materia activa se define como un conjunto de N elementos
capaces de transformar energia de su entorno en movimiento autodirigido,
por lo que entonces, no sélo estamos limitados a elementos biologicos, si no
también a elementos artificiales. Los humanos, los insectos, las plantas, los
animales, los virus, las bacterias, las células, los motores biol6gicos, son tipos
de materia activa biologica, mientras que las particulas J anusE], los Hexbugﬂ
son ejemplos de materia activa artificial (véase Fig.

Pero ; Es posible caracterizar ese tipo de sistemas?, ;Qué es lo interesan-
te?. Sabemos que el movimiento individual de cada elemento es intrinseca-
mente aleatorio, entonces, al igual que en el estudio de materia pasiva, los
efectos macroscopicos estan condensados en promedios estadisticos, y no en
la dindmica individual de cada elemento. El efecto de los elementos activos

1Si las moléculas interactian entre si.

2Particulas micrométricas recubiertas por dos distintos materiales que al contacto con
alguna solucién son capaces de autopropulsarse.

3Mini-bots capaces de autopropulsarse debido a vibraciones.
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en las cantidades macroscopicas de sistemas pasivos, tales como la presion,
la temperatura, el desplazamiento cuadratico medio (MSD), o la rapidez
cuadratica media (MSS), son de gran interés ya que estas cantidades depen-
deran de la autopropulsion de sus elementos en comparacion a los resultados
de sistemas pasivos que dependen solo de cantidades del sistema, ademas de
nuevas cantidades de interés tales como la motilidad. Todo lo anterior en
sistemas con elementos de escala microscopica y mesoscopica, sin embargo,
la materia activa estd presente también en escala macrométrica, por lo que
podriamos pensar en un Nu, cuyo movimiento es autodirigido, pero total-
mente impredecible [] sin embargo, cuando tenemos una manada de ellos
ocurre algo fascinante, un "movimiento colectivo” donde pareciera haber des-
aparecido el comportamiento individual de cada elemento para dar paso a
una danza casi perfecta de materia blanda (véase Fig. Dado que este efec-
to no es exclusivo para los Nu, si no que es un fenémeno caracteristico de
diversos conjuntos de especies animales, es de interés comprender qué hay
detrés de la sincronizaciéon instantanea entre los elementos del conjunto co-
lectivo para posteriormente recrearlo en conjuntos de elementos artificiales y
asi aprovechar esta caracteristica en diversas aplicaciones.

Dado que es necesario optar por un modelo que generalice a cualquier
sistema activo, sin importar su escala, nos toparemos limites donde propie-
dades tales como la masa e inercia rotacional de sus elementos pueden ser
muy pequenas, y entonces, las propiedades el medio donde se desplazan son
relevantes para su movimiento en comparacion a los efectos debido a la iner-
cia [14]. Por otro lado tendremos sistemas macrométricos donde el efecto de
las fluctuaciones del medio son despreciables, los efectos de inercia son vi-
sibles [35], y donde la aleatoriedad que regira al sistema sera la intrinseca
de los elementos que lo conforman. Sin embargo, existen sistemas que se en-
cuentran entre la interfaz de lo micrométrico y macrométrico, en donde a
pesar de que su inercia es pequena, no se puede despreciar, pues la capacidad
de autopropulsarse hace que estas propiedades sean mas relevantes que en
sistemas pasivos [35].

Por lo tanto, estudiar este tipo de sistemas nos permite comprender algu-
nas caracteristicas de estos fenomenos fuera del equilibrio, dado que, hasta
hoy en dia no existe una teoria completa para describir este tipo de siste-
mas, aprovechando todo el formalismo que existe en el estudio de sistemas
estocasticos.

4Debido a que este depende totalmente del libre albedrio.



(a) Aguila Real (b) Bacteria (c) Hexbugs

Figura 1: Ejemplos de materia activa: entes biologicos y artificiales que son capaces
de autopropulsarse en un medio.

(a) Elemento artificial (b) Elemento biologico

Figura 2: Sistemas fuera del equilibrio cuyos elementos toman energia de su en-
torno: a) en el caso artificial se transforma energia de una fuente de alimentacion
(Bateria alcalina); b) en el caso biolégico se toma energia a partir de los alimentos
que el elemento consume.

(a) Cardumen (b) Manada de Nus

Figura 3: Movimiento colectivo: fenémeno particular en sistemas activos biologicos
que muestra caracteristicas peculiares no visualizadas en sistemas pasivos, tal como,
a-b) aglomeramiento de materia o cambios de fase.
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Capitulo 1

Movimiento Browniano

La materia esta constituida por elementos fundamentales tales como los
Bosones y los Leptones (hasta donde sabemos...), sin embargo, esta concep-
cion de la estructura fundamental de la materia es reciente. Confirmar la
existencia de atomos y moléculas, como los elementos fundamentales de la
materia (el viejo paradigma), fue un parte aguas en la historia de la Fisica del
siglo XIX, y en particular, de la Fisica estadistica, pues, ésta tuvo un papel
fundamental en la comprension y caracterizacion de propiedades macroscod-
picas de un sistema a partir de la estadistica de los elementos individuales
que componen el mismo. La fisica estadistica del equilibrio quedé sentada
ain cuando la existencia de moléculas era sélo una hipoétesis, sin embargo,
fue la fisica estadistica aplicada a fenémenos fuera del equilibrio, en parti-
cular con el estudio del movimiento Browniano, la que logré confirmar de
manera contundente la existencia de éstas. En este capitulo haremos un re-
cuento sobre la manera en que fue evolucionando la formulaciéon matematica
del movimiento Browniano, de tal manera que empezaremos analizando este
fendémeno a partir de los argumentos puramente fisicos empleados por Albert
Einstein, o por Langevin, para caracterizarlo. Todo aquello para que des-
pués abordemos el formalismo actual que existe para el estudio de procesos
estocasticos, formalismo que emplearemos posteriormente para caracterizar
sistemas activos, tales como las particulas activas Brownianas.

1.1. Historia

En el ano de 1827 Robert Brown , Médico y Boténico escocés, describio
por primera vez el movimiento erratico de particulas de polen suspendidas en
agua al estar estudiando la impregnaciéon de éstas en el proceso de ovulaciéon
vegetal. En palabras del propio Robert Brown: “ I observed many of them



(Polen particles) very evidently in motion; their motion consisting not only
of a change of place in the fluid...” [7], sin embargo, no pudo explicar la causa
de tal movimiento, pero, pudo darse cuenta de que éste no estaba asociado
solo a elementos organicos sino también a inorganicos. El acuno el término
“Molécula Activa” a este tipo de particulas, con el cual podemos inferir que
¢l podria haber pensado que el movimiento era intrinseco a las particulas, y
no al medio en donde estaba sumergido. En reconocimiento a su observacion,
al movimiento azaroso en un sistema se le denomina Movimiento Browniano.

La causa del movimiento erratico de las particulas observadas por Brown
podia ser asociada a distintos procesos fisicos, tales como a un gradiente de
temperatura, a la presencia de fuerzas externas, o a la vaporizacion del fluido
en el que estaban, sin embargo, ninguna de estas explicaciones era correcta.
Recordemos que la existencia de atomos como parte fundamental de la ma-
teria no habia sido aceptada debido a la escasa evidencia cientifica hasta ese
momento, pero, en el ano de 1877 Delsaux propuso la idea de que el movi-
miento erratico de las particulas suspendidas era debido a las colisiones de
ella misma con las moléculas que formaban el medio en donde se encontra-
ba . Fue Albert Einstein, partiendo de una idea como la de Delsaux (se
desconoce si A. Einstein sabia de la propuesta de Delsaux) quién caracteri-
z6 de manera analitica el movimiento erratico de las particulas brownianas
en su articulo “On the movement of small paticles suspended in stationary
liquids required by the molecular-kinetic theory of heat” de 1905, pero fue
Jean Perrin en 1909 quien experimentalmente validé sus resultados, y con
ello finalmente se verifico la existencia de los d&tomos y moléculas como la
estructura de la Materia.

Figura 1.1: A la izquierda, fotografia de Robert Brown. A la derecha, esquema del
fenémeno que observo Robert Brown al estudiar el papel del polen en el proceso
de ovulacién vegetal.



1.2. Einstein y el movimiento Browniano

Pero, ;Cémo Einstein caracterizé el movimiento de particulas erraticas?,
bueno, veamos la manera en que Einstein abordé el problema:

Consideremos M particulas suspendidas en un fluido que ocupa un vo-
lumen finito V. El fluido esta constituido por N particulas puntuales que
estan desplazéandose y colisionando entre si, de manera elastica, en contra
las particulas suspendidas y contra las fronteras que delimitan el volumen.
Como sabemos, la dindmica de un sistema de M particulas suspendidas en
un fluido formado por N particulas puntuales clasicamente quedaria deter-
minado al resolver el sistema de N+M ecuaciones diferenciales de segundo
orden dado por las leyes de Newton. Para ello, también es necesario conocer
las condiciones iniciales de todos los elementos que forman el sistema, algo
que es poco practico e incluso imposible de hacer cuando N es del orden del
ntimero de Avogadro (10%3).

La genialidad de Albert Einstein yace en que ademés de considerar co-
mo causa del movimiento Browniano una hipoétesis igual a la que consider6
Delsaux en 1877 (donde la causa del movimiento erratico de la particula
Browniana eran las colisiones de las particulas del medio con ella) caracteri-
z6 el sistema considerando tnicamente el efecto estadistico de los N elemen-
tos que formaban el medio sobre el movimiento las particulas suspendidas
(Brownianas).

El estudio de las propiedades macroscopicas de un sistema a partir de
la estadistica de sus constituyentes nacié como una herramienta para poder
reproducir las Leyes de la Termodinamica a partir de la suposiciéon de la
existencia de particulas. En el ano de 1738 Bernoulli sent6 las bases de lo que
hoy conocemos como Teoria cinética de los gases, en la cual se consideraba
que un gas era compuesto por un nimero muy grande de moléculas que
se desplazaban en todas direcciones. El consideré que los impactos de las
moléculas con alguna superficie causaba lo que conocemos como la presion
y también que lo que medimos como temperatura no era mas que la energia
cinética de sus constituyentes. Cabe aclarar que en esa época estas moléculas
eran s6lo un andamio matematico, pues la materia se consideraba como un
continuo. Posteriormente estas ideas las retomaron Maxwell y Boltzmann, y
emplearon por primera vez aspectos estadisticos de variables microscépicas
para obtener propiedades macroscopicas, de tal manera que desarrollaron lo
que hoy en dia conocemos como Mecénica Estadistica del equilibrio.

Albert Einstein se baso, al igual que Maxwell y Boltzmann, en la Teoria
Cinética para describir el movimiento de las particulas Brownianas, tal y
como lo menciona en su articulo de 1905 “On the movement of small paticles
suspended in stationary liquids required by the molecular-kinetic theory of



heat” [1].

Para resolver el problema, Einstein hace una analogia entre la difusion
de un soluto en un solvente y el movimiento de particulas suspendidas en un
fluido, esto debido a que un soluto tenia que estar formado por particulas,
so6lo que éstas eran de menor tamano que las Brownianasﬂ La difusion es un
proceso espontaneo que ocurre cuando dos sistemas, inicialmente en equilibrio
y separados por una pared, se dejan interactuar al eliminar la pared que
los separaba, causando que después de cierto tiempo el sistema final sea
homogéneo. La difusion al ser un proceso Irreversible fuera del equilibrio
no podia explicarse con lo que hoy en dia conocemos como Termodinamica
Clasica (Termostatica), sin embargo, esta fue caracterizada empiricamente
por Fick en el ano de 1885, proponiendo lo que hoy conocemos como las
Leyes de Fick, basandose en las leyes de difusiéon que habian propuesto en la
época, tal como la Ley de difusiéon de Calor de Fourier.

En un proceso de difusion selectivo [23] (tal y como ocurre en la disolucion
de un soluto en un solvente) la pared que separa a los subsistemas es una
membrana semi-impermeable que permite el intercambio de particulas en
una sola direccion (del solvente al soluto). El flujo de solvente a través de la
membrana se debe a una diferencia de presiones que aparece en la membrana,
llamada presion Osmotica, que ocurre por la diferencia de concentraciones del
soluto. Debido a que las particulas del soluto no pueden atravesar la membra-
na semipermeable, el volumen inicial de cada subsistema tiende a cambiar E] y
entonces simultdneamente aparece una diferencia de altura que provoca una
presion hidrostatica que se opone al flujo de solvente. La presiéon osmotica
empieza a disminuir por que la diferencia de concentraciones de particulas
del soluto disminuye. Llega un punto en donde la presion osmotica se iguala
a la presion hidrostética debida al fluido desplazado, y entonces el flujo de
solvente se detiene y el sistema llega a un estado estacionario. Si Einstein po-
dia obtener la presion osmotica, que se produce en la membrana durante el
proceso de difusion, bajo los argumentos de la Teoria Cinética, entonces po-
dria caracterizar la difusion de particulas Brownianas (Si la disolucion es un
proceso de difusion de materia, entonces, el movimiento Browniano también
lo es, solo que la densidad y tamano de particulas cambia) .

Einstein efectivamente demostro, al hacer un analisis en la energia libre
de Helmholtz (F), que a partir de los argumentos de la teoria cinética podia
obtener la presion osmotica . A partir del resultado, y usando Hidrodinamica
clasica, pudo demostrar que las particulas se difundian en el fluido con un

IPodrfamos pensar en una soluciéon de “particulas Brownianas” que se aiade al fluido.
2No el volumen total del sistema, ni la forma del recipiente que lo contiene, pues la
membrana queda fija.
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Semipermeable membrane

Figura 1.2: Diagrama que ejemplifica el proceso de difusion osmotica. Inicialmente
tenemos dos sistemas separados por una membrana semipermeable, que permite
el paso del solvente, al soluto. Debido a la diferencia de concentraciones a ambos
lados de la membrana, el solvente fluye hacia el soluto, hasta que desaparece esta
diferencia. La presidén necesaria para mantener al sistema en estado estacionario,
recibe el nombre de presiéon osmobtica.

coeficiente de difusion D (llamada relacion de Einstein-Stokes) dado por:

RT

D=— 1.1
6T Nnr (1.1)

Sin embargo, aun faltaba por determinar cuéal era la ecuaciéon de difusion
de la materia a partir de los argumentos de la Teoria Cinética. Veamos, la
difusion de materia viene dada por la segunda Ley de Fick y establece que
dada la concentracion ¢(z, t), (en una dimension), ésta evoluciona de la forma:

—~—_0D 1.2
5 — PVe (1.2)

donde D es el coeficiente de Difusion.
Einstein debia de demostrar, con base en argumentos de la Teoria Ciné-
tica, que la ecuacion que regia a las Particulas suspendidas era la ecuacion

de difusion de Fick con coeficiente de difusién D dado por [Ec[L.1].

Ecuacion de Difusion de Einstein

El modelo de Einstein, como vimos, se basa en la idea de M moléculas
suspendidas dentro de un sistema de N particulas puntuales. Se establece que
las M moléculas no tienen interaccion entre ellas, y que ademés, su movimien-
to es independiente cada cierto intervalo de tiempo 7, siendo este intervalo
de tiempo suficientemente grande para que el sistema no sea determinista,



y no tan grande, para que éste no afecte a las mediciones macroscopicas de
alguna variable del sistema.

Pensemos en un sistema unidimensional, es decir, donde las particulas
suspendidas solo pueden moverse sobre el eje x, entonces la posicién de cada
particula en un intervalo de tiempo 7 incrementara en

r =+ Ax (1.3)

donde Ax es el incremento en la posicion debido a la colision de las particulas
del fluido sobre la particula suspendida y es considerado como aleatorio,
es decir, tiene asociado una funcién de densidad de probabilidad dada por
6(A).

Debido a la isotropia del espacio, pues no hay preferencia en la direccion,
se debe cumplir la condicién en la funcién de densidad de probabilidad:

¢(Azr) = ¢(—-Ax) (1.4)

ademés de la propiedad de normalizaciéon que permite la conservacion de
probabilidad:

/oo 6(An)dAz = 1 (1.5)

Veamos, la densidad de particulas suspendidas en el espacio vendra dada
por:
n(zx,t)
por lo que entonces el nimero de particulas dentro de un intervalo diferencial
de longitud dx al tiempo ¢ sera

(1.6)

n(x,t) = p(x,t)dx (1.7)

donde hemos considerado que dl = dx.

Entonces, ;Cuantas particulas habra en x al tiempo t + 77. Pues, todas
las particulas que estaban en = + Ax en el tiempo t que se desplacen una
distancia —Ax al tiempo t + 7 seran las que contribuyan a n(z,t+ 7), pero
puesto que la posicion de cada una de ellas es aleatoria, entonces n(z,t + 1)
serd igual al namero de particulas que estdn en z + Az y que tuvieron la
probabilidad de desplazarse la distancia —Ax, i.e. de manera explicita:

n(z,t+7) = /_OO n(z + Az, t)p(—Ax)dAx (1.8)

o0



Multiplicando por dx a ambos lados y usando la propiedad de isotropia

|Ec[1.4], obtenemos:

ple,t+7) = /00 plx 4+ Az, t)p(Azx)dAx (1.9)

[e.e]

Pero, dado que 7 es pequeno:

pla,t+7) =~ p(x,t) + T% +O(1?) (1.10)

y también Az :

Op(xz,t) 1 5 0%p(z, 1)

plz+ Ax,t) ~ p(x,t) + Ax 5 + Q(Ax) 2 + O(Az°) (1.11)
al sustituir en [Ec[1.9] obtenemos:

p,t) + Tap(;;’ &

o op(x,t) 1 ,0*p(x,t)
/_Oo [p(x,t) + Az o T 2Ax 902 d(Azx)dAx )
:p(x,t)/ o(Az)dAz + 8péx,t)/ o(Azx)AzdAx

—o0 x —0o0
Pp(x,t) (<1 )

Ahora, dado que ¢(Ax) es una funciéon par las integrales con potencia Ax
impar se anulan y las integrales con potencias pares se mantienen, ademas, se
desprecian ordenes superiores a (Az)? y entonces bajo estas consideraciones
se obtiene:

Op(x,t) e
plx,t) + 7——"—= = p(z,1) d(Ax)dAx
ot /—°° (1.13)

Pp(x,t) [ 1
—l—%/_ §¢(Ax)(Acc)2dAx

o0

donde emplearemos [EC. para que nuestra expresion tome la forma:

Pp(z, 1)
0x?

plx,t) + TM = p(x,t) +

ot /_ i %ﬁb(Aw)(Ax)ZdAx (1.14)

[e.9]



lo que implica que:

Op(x,t) _ 10%p(x,1) / h %qﬁ(Am)(AxfdAx (1.15)

ot T Ox?

o0

En esta expresion podemos reconocer que el coeficiente de difusion de
Einstein toma la forma:

D= %/OO %d)(Am)(Ax)ZdAx (1.16)

Y por lo tanto que recuperemos la ecuacion de Difusion de Fick:
Op(x,t) _ Pp(z,t)

= ’ 1.17
ot b 0x? ( )

donde esta vez p(x,t) es una variable aleatoria donde p(z,t)dz representa
el nimero de particulas suspendidas que incrementan su posicion en Az al
tiempo t + 7.

Solucion a la ecuacion de Difusion de Einstein

Ahora sabemos que el movimiento Browniano es un proceso de difusion
que rige su comportamiento por la ecuacién |1.17] sin embargo el proceso
al estar asociado a la funcion de distribucién de probabilidad debemos de
emplear un método de solucién de ecuaciones diferenciales parciales que nos
permitan emplear las condiciones iniciales para su solucién particular. Enton-
ces, para obtener la solucién a [EC. primero haremos la transformacion
al espacio de Fourier, donde:

ﬁ:/ pe*rdy (1.18)

[e.9]

Al emplear [Ec)1.18] podemos verificar que nuestra [Ec{l.17| se reescribe

como una ecuaciéon de primer orden de la forma:

ap 9 -
——D 1.19
ot WP (1.19)

Para la condicion inicial debemos considerar que todas las particulas se
encuentran concentradas en x al tiempo t = 0, es decir:

p(x,0) = M§(x — o) (1.20)



donde tomaremos como caso particular zo = 0
Podemos verificar que la solucién particular al problema vendra dada

porf’}

$2

M
p(z,t) = JiDi exp <_4_Dt)

donde D es el coeficiente de difusion [Ec[L.I] y M es el ntmero de particulas
suspendidas. Como podemos observar, [Ec es un distribucion Gaussiana
con media y = 0 y varianza o2 = 2Dt, que no depende de la masa de las
particulas, sino s6lo de su tamano, pues D o 1/r donde r es el radio de la
particula.

(1.21)

Desplazamiento cuadratico medio (MSD)

Dado que la descripciéon del movimiento de las particulas suspendidas que-
da determinada por la funcién de distribucion p(z, t) [Ec[L.21], es decir, sobre
una funcién que nos dice la distribucion temporal de los valores numéricos
que toma la variable aleatoria x, las cantidades medibles macroscépicamen-
te deben estar asociadas a promedios estadisticos. Dado que las colisiones,
del medio, con la particula suspendida son en todas direcciones, el promedio

estadistico del desplazamiento de éstas es cero [ f_oooo p(x, t)rdr = O]. Es por

ello que la cantidad medible macroscopicamente (propuesta por Einstein) es
el desplazamiento cuadréatico medio ( en inglés: mean square displacement o

MSD) [ffooo p(z, t)z*dr = 0].
Para una particula suspendida (M = 1) el MSD vendra dado por:

(z?) = 2Dt (1.22)

y como podemos observar, es una cantidad lineal en el tiempo que es posible
medir experimentalmente. Al ser una expresion lineal en el tiempo se dice
que esta particula esté asociada a un proceso de difusiénﬁ De esta manera
Einstein logré caracterizar el movimiento erratico de los granos de polen
observados por Brown. [12]

3La solucion completa a este problema se puede visualizar en el apéndice A
4Si ", con n = 1, se dice que el proceso es de difusién lineal. Si n > 1, se dice que es
un proceso superdifusivo. Si n < 1, se dice que es proceso subdifusivo.



1.3. Langevin y el movimiento Browniano

Gracias a los experimentos realizados por Perrin en 1909, se pudo validar
la estructura de la Materia tal y como la Teoria Cinética lo planteaba. Sin
embargo, el camino que tomo6 Einstein para la descripcion del movimiento
erratico de las particulas suspendidas no fue el inico. Langevin en el ano de
1908 dentro su articulo “Sobre la Teoria del Movimiento Browniano” demostré
que podia obtener el resultado que Einstein habia encontrado empleando un
nuevo formalismo (que hoy en dia conocemos como célculo estocéstico) en el
que el efecto total de las colisiones sobre la particula suspendida se sustituye
por una fuerza aleatoria, de tal manera que se desprecia el efecto individual
de cada colision.

La propuesta se basa en el hecho de que si la dindmica clasica de cual-
quier particula es caracterizada por las ecuaciones de Newton, entonces, la
dinamica de una particula suspendida también tendria que serlo. Entonces,
,Cuales son las fuerzas que acttian sobre una particula suspendida?

Veamos, de la Hidrodindmica clasica se sabe que una particula movién-
dose dentro de un fluido siente una fuerza de arrastre P_’;, que analiticamente
viene dada por la ley de Stokes, entonces, una particula suspendida en un
fluido debe sentir esta fuerza. Por otro lado, al considerar la existencia de
moléculas, la particula suspendida siente una fuerza E (t) asociada a todas
aquellas colisiones que la misma tiene con aquellas. Entonces, al ser estas las
unicas fuerzas que la particula suspendida siente, su ecuaciéon de movimiento
(en una dimension) es:

ma, = —yv, + & (1) (1.23)

donde m es la masa de la particula suspendida, v = 6mur, u es la viscosidad
del medio, y 7 es el radio de la particula.

La manera en que Langevin resolvio la ecuacion dindmica [Ec[1.23] fue la
siguiente, al multiplicar por x a ambos lados de la igualdad tenemos que:

m(zd) = —y(xx) + x& (1) (1.24)

Por otro lado, es posible demostrar las siguientes igualdades:

da? 1 da?

— 20 P= 1.25
7 22T = x% 5 ( )

d*z? .9 . 1d*zr
T = 2+ 8] sk = o —d (1.26)
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Entonces al sustituir estas ultimas expresiones en [Ecl.24] ésta se trans-
froma en:

1d%2? . 1 dz?
m {5 o ﬁ] = 57— + z€, (1.27)

Dado que la particula suspendida esta en equilibrio con el medio en donde
estd sumergida ésta debe satisfacer el Teorema de equiparticion de Energia
que establece que el promedio de energia cinética de la particula en cada
direccién debe satisfacer la relacion:

(smi?) = 521

2 2
donde kg es la constante de Boltzmann y T la temperatura del medio.

Ya que podemos formar un ensamble de particulas brownianas sujetas a
las mismas condiciones iniciales, entonces es posible calcular las cantidades
medibles macroscopicas mediante promedios estadisticos espaciales (-).

Tomando el promedio estadistico a la expresion [Ec tenemos que:

(1.28)

Sm{ ) —m(#) = ) + (et (1.29)

Al emplear el Teorema de Equiparticion de energia dado por [Ec|1.2§]

y considerar que el término (z&,) = 0 se desvanece debido a que la fuerza

estocéstica &, y la variable aleatoria x no estan correlacionados entre si EL
podemos verificar que la [Ec|1.29| se transforma en:
1 d%2? 1 da?

§m< 72 ) — kpT = _§7<E> (1.30)

Ahora, dado que los operadores diferenciales temporales conmutan con
los promedios estadisticos espaciales, la expresion anterior se reescribe como:

1 d 1 d

Zm— — kT = —=~— (22 1.31

Mg\ ke SATAR (1:31)
siendo esta una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden cuya solucion

ﬁviene dada por:

2kgT
v

(z2(t)) = Ae ™ + t+B (1.32)

Para mas detalles, véase |9] pag.14
6para mas detalles de la solucién véase el apéndice
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donde A y B son constantes que quedan determinadas por condiciones ini-
ciales.

Para que sea valida nuestra suposicion, de que el sistema esté en equilibrio
termodinédmico, tomamos el limite a tiempos largos del resultado [Ec.
Podemos verificar que se obtiene:

2kgT
v

(@2 ()5 5m/y = t (1.33)

un proceso de difusion lineal en el tiempo donde al comparar con [Ec{l.22]
reconocemos que:

_ kgT
g

D (1.34)

es el coeficiente de Difusion de una particula suspendida.

Por lo tanto, ambos enfoques, que en esencia son totalmente distintos, nos
dan como resultado el MSD lineal en el tiempo (cuando la particula suspen-
dida esta en equilibrio con el sistema). Entonces, la relevancia de Langevin
en el estudio del movimiento Browniano fue la de introducir el concepto de
Fuerzas estocésticas (que sentaria las bases del Calculo estocéstico) y el uso
de la ley de equiparticion de la energia para caracterizarlo. Es importante de-
cir que el procedimiento que él desarrollo para resolver la ecuacion [EC.
no es el utilizado en el Formalismo que hoy lleva su nombre. En el capitulo
mostramos la manera en que hoy en dia se trabajan con las ecuaciones
diferenciales estocéasticas.

12



Capitulo 2

Formalismo de los procesos
estocasticos

La ideas que llevaron a los resultados obtenidos por Einstein y Langevin
(al caracterizar la dindmica de una particula Browniana) posteriormente se
generalizaron matematicamente para poder estudiar sistemas sujetos a pro-
cesos estocasticos mas complejos, no sélo en fenémenos de la Fisica, sino
también de la Economia, la Medicina, la Biologia, y otras ciencias. Entre los
personajes mas importantes en el desarrollo de lo que hoy conocemos como
procesos estocésticos y teoria de probabilidades, destacan los aportes realiza-
dos por M.Smoluchowski, A.Markov, S.Chapman, N.Wiener, A.Kolmogorov,
entre muchos otros [25|, sin embargo, dado que las ideas revolucionarias que
son base de los formalismos actuales (que describiremos en este capitulo)
fueron las de Einstein y las de Langevin, no daremos detalles acerca de las
contribuciones de los personajes antes citados.

Actualmente hay dos maneras de estudiar un proceso estocastico: por un
lado tenemos el formalismo de Langevin en el que se resuelven ecuaciones dife-
renciales estocésticas para obtener cantidades estadisticas asociadas a obser-
vables macroscopicas, mientras que por el otro lado tenemos el formalismo de
Fokker-Planck que, como veremos méas adelante, tiene como objetivo obtener
las cantidables medibles macroscopicas a partir de la funciéon de distribucion
de probabilidad (PDF) que se rige por la Ecuacion de Fokker-Planck.

Es importante senalar que ambos formalismos son compatibles, pues, exis-
te una conexion entre ellos que serd de mucha importancia posteriormente,
pues, la emplearemos para obtener la ecuacion de Smoluchowski para nuestro
modelo de ABP’s sobre geometrias planas.

13



2.1. Formalismo de Langevin

Como mencionamos en la introduccion del este capitulo, en el formalismo
de Langevin se resuelven las ecuaciones dinamicas de Langevin, entonces, pa-
ra mostrar los detalles del método empleado en este formalismo, tomaremos
como ejemplo la dindmica de una particula pasiva Browniana libre (en 1D),
cuya ecuacion viene dada de nuevo por [Ec[1.23], reescribiéndola tenemos:

mv = —yv + £(t) (2.1)
donde
=0 (2.2)

Para caracterizar el efecto de las fluctuaciones térmicas del medio es ne-
cesario caracterizar la funcion de ruido (), cuyas propiedades para el caso
de un ruido blanco son:

(&(t2)) = 0 (2.3)

(€(t1)E(t2)) = Ad(ta — 1) (2.4)

donde A representa la magnitud del ruido gaussiano. [Ec representa la
isotropia de las colisiones de las particulas del medio con nuestra particula
Browniana, mientras que [Ec. nos indica que el proceso estocastico no tie-
ne memoria, es decir, que el proceso no es causal, sino que es estadisticamente
independiente.

Dado que caracterizar el sistema significa calcular el MSD, entonces volve-
remos a calcularlo. Ahora emplearemos el método que actualmente se utiliza
para la solucién de este tipo de problemas.

Dado que [Ec es una ecuacion inhomogénea, cuya soluciéon viene dada
de la suma de la solucién homogénea y de la solucion particulai] podemos
verificar que bajo las condicion inicial v(0) = vy la solucion es:

v(t) =voe ' + — / w e (1 at! (2.5)
m

donde podemos apreciar que el primer término de la derecha representa un
decaimiento en 1/e de la velocidad inicial vy de la particula Browniana al

Ipara ver demostracion véase Apéndice
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tiempo de relajacion ty; = m/7. Este resultado implica que la velocidad
de la particula a tiempos largos es independiente de su valor inicial, por lo
que entonces podria considerarse vy practicamente cero en todo momento del
proceso.

Para obtener la posicion z al tiempo t es necesario integrar de nuevo
con respecto a t de manera directa. Podemos verificar que bajo la condicion
inicial z(0) = ¢, la expresion para la posicion es:

I :

w(t) = w0+ 2 (1—e73) + —/ (1-e e ewhar (26)
Y 7 Jo

cuya demostracion también podemos ver en el Apéndice [7.1.3]

Para poder obtener el MSD emplearemos el hecho de que:

() — = /Otv(tl)dtl (2.7)

de tal manera que entonces al elevar al cuadrado tenemos una expresion de
la forma:

(2(t) — z0)? = [ /0 tv(tl)dtl] [ /0 tv<t2)dt2] - /0 t /0 tv(tl)v(tg)dtldtQ (2.8)

que al tomar promedio estadistico, por ambos lados, se reduce a:

((x(t)—x0)2)2/0 /O<U(t1)v(t2)>dt1dt2 (2.9)

que es una integral donde esta implicita la correlacion de velocidades para
dos tiempos distintos t; y to que viene dada porE| :

(vt )o(ta) = vje FOHD 4 S0

—lti—te| _ —L(t1+t2) 2.10
2mry [e ¢ ( )

2para méas detalles véase [34]
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sustituyendo [Ec[2.10] en [Ec[2.9] obtenemos:

<( _ZL'O / / ?J e m tl+t2)dt1dt2
+// 6—%\t1—t2|_e—%(t1+t2) dt,dts
2m7

- { . QmW}/ / weT s

+ / / w1t dty

2myy
= UO / %tldtl +_/ _tl/ 67" thgdtl
2mfy 0

(2.11)

donde hemos empleado el hecho de que las variables de integraciéon son mudas,
y ademas, de la definiciéon de valor absoluto para poder cambiar los limites
de integracion.

Al realizar las integrales podemos verificar que el MSD viene dado por:

(2(t) — 20)2) = ’j—j (Ug - ﬁ) (1 _ e;t)Q n % {t _ % (1 ~ Wp)}

y por lo tanto al tomar el limite de tiempos largos, i.e., ¢ — oo resulta que:

n A
((z(t) = 20)") 00 = pol (2.13)

donde el término lineal domina la expresion a tiempos largos.

Al comparar este ultimo resultado con el obtenido en [Ec. podemos
darnos cuenta que si ambos son equivalentes se debe cumplir que la magnitud
del proceso estocéstico Gaussiano debe ser:

A = 2vkpT (2.14)

Este resultado engloba de manera particular al Teorema de Fluctuacion-
Disipacion, teorema que relaciona la magnitud de las fluctuaciones microsco-
picas en el equilibrio (que la particula Browniana siente debido a las colisiones
del medio) con las propiedades macroscopicas de disipacion del medio donde
se desplaza.
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Sin embargo, la expresion [Ec. no s6lo nos da informaciéon de la par-
ticula Browniana a tiempos largos, si no que, también nos permite analizar
lo que ocurre al inicio del proceso, es decir, lo que ocurre tiempos muy cortos
cercanos a cuando la particula partié de sus condiciones iniciales (g, vp).

Al hacer la expansion de las exponenciales de [Ec en series de Taylor
alrededor de tiempos que cumplen la condicion

m
<< —
v

obtenemos

<(£B(t) - x0)2>t<<m/'y = U(Q)t2 (215>

lo que nos da indicio del por qué a tiempos largos, el MSD no depende de m,
sino solo de la temperatura 7' del medio, de su viscosidad pu, y del radio de
la particula 7.

Veamos, si tenemos una particula puntual en movimiento rectilineo uni-
forme (MRU) su posicion a todo tiempo viene dada por:

z(t) =zo+vot = (x(t) — ;) = vt (2.16)

una expresion analoga a [Ec, entonces, haciendo uso de este resultado
podemos observar que a tiempos cortos la particula Browniana realiza un
movimiento balistico analogo al movimiento de una particula libre en MRU,
para posteriormente pasar puramente al proceso difusivo, donde la masa m
de la particula Browniana no tiene relevancia. Es curioso, pues [EC nos
indica que la aceleracion de la particula libre es nula, mientras que para ob-
tener [Ec[2.15), es necesario resolver la [Ec2.1] y la [Ec[2.2], sin depreciar
la aceleracion del sistema. Mas adelante veremos que para obtener exclusi-
vamente el proceso difusivo a partir del Formalismo de Langevin basta con
despreciar los efectos de inercia de las ecuaciones dindmicas de la particula
Browniana, todo esto bajo el argumento de que las fuerzas de friccién son mu-
chos ordenes mayores a las fuerzas inerciales, pues, la masa de las particulas
brownianas es muy pequena.

Dado que la ecuacion [Ec2.1] también contiene informacion sobre la velo-
cidad de la particula, introduciremos una nueva cantidad medible experimen-
talmente, la rapidez cuadratica media (MSS, Mean-Square Speed) (v(¢)?),
que en nuestro caso particular, al emplear la expresion [EC. (haciendo
que t; =ty =t — 00), tenemos que viene dado por:

(08 e = = B

— = 2.17
2mry m ( )
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donde hemos empleado [Ec)2.14]. Este resultado es familiar, pues de el recu-
peramos el Teorema de Equiparticion de la Energia m(v?)/2 = kgT'/2.

2.2. Formalismo de Fokker Planck

A pesar de que hemos mostrado la capacidad del formalismo de Langevin
para caracterizar un sistema estocéastico (en particular, un sistema de parti-
culas Brownianas pasivas) a veces es necesario abordar el problema desde el
punto de vista probabilista, es decir, a partir de la funcién de densidad de
probabilidad (PDF) (asociada a las variables aleatorias del sistema)que es
regida por la ecuacion de Fokker-Planck.

Para poder obtener dicha ecuacion partiremos de un sistema de n ecua-
ciones estocésticas de la formaf]

T = (1), 0) + Y (x(0), 05 (1) (2.18)

donde el primer miembro de lado derecho de la ecuacion recibe el nombre de
término de arrastre, mientras que el segundo miembro recibe el nombre de
término difusivo. Veremos mas adelante las razones de sus nombres.

Al ser {xy(t), z2(t), 23(t), ..., x,(t)} un conjunto de variables aleatorias,
entonces el sistema debe tener asociada una PDF que nos indique la distri-
bucion de valores para el vector x(t) = (z1(t), z2(t), ..., x,(t)) a todo tiempo
t. La ecuacién diferencial parcial que nos indica la evolucién temporal de la
funcion de densidad de probabilidad p(x1, s, ..., ,, t) asociada a las variables
aleatorias del vector x(t) recibe el nombre de la ecuacion de Fokker-Planck.

Esta ecuacion, en nuestro caso, la obtendremos al emplear el Método de
Novikov, ya que, este método es el que nos permitiré obtener posteriormente
la ecuacion de Smoluchowskiﬁ para nuestro modelo de ABP’s moviéndose
sobre curvas planas. Es de importancia aclarar que no es necesario tener co-
nocimientos especificos sobre integrales estocasticas en el esquema de Ito, o
de Stratonovich, pero haremos hincapié en que el término estocéstico, &;(t),
que aparece en el sistema de ecuaciones [EC, es considerado en el esque-
ma de Stratonovich, ya que, para emplear el Método de Novikov es necesario
considerarlo en ese esquema.

3Toda ecuacion diferencial estocéstica podemos llevarla a la forma [Ec,pues es una
generalizaciéon a una ecuaciéon del tipo dada por la [Ec 0 [Ec

4La ecuacién de Smoluchowski es la ecuacién particular de Fokker-Planck para la PDF
en posicion.
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Novikov’s Method

Sea, de nuevo, el sistema de ecuaciones diferenciales estocasticas en el
esquema de Stratonovich:

Cil? = vilx(t).1) + 3wy (x(1), ) (?) (2.19)

donde las propiedades del ruido son las de un proceso blanco gaussiano, es
decir:

(&) =0 (2.20)

(&g () = 2B;6;;0(t — 1) (2.21)
donde Bj es una constante.

La PDF asociada a las variables del vector x(¢) por definicion es de la
forma:

P(x,t) = (6(x(t) — x)) (2.22)

que al derivar con respecto al tiempo toma la formaﬂ

POt _ 5 ot - 0%

ot — O
-y ai (5(x(t) = x)oi(x(0) ) (2.23)
= 37 AL 0x(0) — sy (x(0), 06(0)

Ahora, usando las propiedades:

fx(8)o(2(t) — x) = f(x)o(x(t) — x)
(Fe(®)o(x(t) —x)) = f(2)(0(2(t) — ) = f(x)P(z,1)

podemos verificar que la expresion toma la forma:

5P Z or; [vi(x,t)P(x,t)] Z oz 7 Wi (%, )0 (x(1) = x)&; (1))

i,7=1

(2.24)

SRecordemos que en P(x,t), x y t son independientes
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Para trabajar el segundo término de esta ultima expresion emplearemos
el Teorema de Novikov (cuando (£;(t)) = 0) que establece:

(66x(t) - X)) = [ dtf;<%2t;x)><§k<t>@<t’>> (225)

Entonces, introduciendo [Ec[2.21] en [Ec{2.25] podemos facilmente demos-
tar que:

(0(x(t) — x)&(t)) = 2B; Z<66§ag(7f_) . %gg(it))

donde, para calcular dicho promedio primero usamos, de nuevo, propiedades
de la delta de Dirac.
Por un lado podemos verificar qudﬂ

) (2.26)

d(x(t) —x) 0
O R 50 00(6) =) (2.27)
y por otro:
Orpy(t) 1
9, (1) = §wmj(x(t), t) (2.28)

Por lo tanto, usando [Ec)2.27| y [Ec{2.28] en [Ec2.26] podemos finalmente
ver que la forma que toma el término que nos hacia falta en nuestro desarrollo

de la ecuacién de Fokker-Planck sera:

(0(x(t) — x)&;(t) Z wm] x,t)P(x,1) (2.29)
sustituyendo esta ultima expresion en [Ec)2.24] obtenemos:
Z@xz vi(x,t)P(x,t)]

0 0
+ Z B](9 wi; (X, t)a mwm](x ) P(x,t)

2,5,m=1

8P

(2.30)

que es la ecuacion de Fokker-Planck para un proceso descrito por [Eci2.19|-
[Ecf2.21], en el esquema de Stratonovich.

SPara mas detalles véase |27] pag: 9-17
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Sin embargo, es muy comun que las ecuaciones dindmicas de Langevin
para un sistema se encuentren en el esquema de Ito, por lo que entonces es
necesario reescribir [Ec en este esquema. La conexion entre el esquema
de Stratonovich e Ito viene dada por: ﬂ

iy e(0) 0 (1) = oy e(t). ) 2D ey gt (23

donde, lo tinico que tendriamos que realizar es la sustitucién del término de
arrastre:

0T,

1 ow;;(x(t),t)

Swi(x(1),1)

Ui(xa t) — Ui(xa t) - 92

2.32
T (2.32)

en la expresion [Eci2.30].

Por otro lado, para el caso particular w;;(x(t),t) = w;;(t) se cumple que:

wi (x(), 1)&5" () = wi (x(1), )5 (t) (2.33)

es decir, bajo dicha condiciéon ambos esquemas son idénticos, y la ecuacion
de Fokker-Planck [Ecm 2.30] toma la forma:

8th D?P(x,1)
Zaxl vi(x,t)P(x,t)] Zwa YW (t) ——— p

2,7,m=1

(2.34)

Finalmente, si tenemos que el término difusivo cumple la condicion w;; =
w;6;;, entonces |Ecf2.34] toma la forma mas conocida de la ecuacion de
Fokker-Planck:

5’th 3th)
Zaxl vi(x,t)P(x,1)] +ZB’ w; “onz (2.35)

Ejemplo: Particula pasiva Browniana libre

Dado que ahora sabemos la expresiéon general para la ecuacion de Fokker-
Planck (en coordenadas rectangulares), de nuevo, tomaremos el caso parti-
cular de un modelo de particula pasiva Browniana libre, cuya dinamica se
describe mediante el sistema de ecuaciones de Langevin:

T=w (2.36)

Tvéase Apéndice
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v=—Puv+ £l) (2.37)
m
donde 3 = =. Ademas, la fuerza F'(f) se considera como un proceso Gaus-
siano con las propiedades estandarizadas (F(t)F(t") =2Dd(t—t') y (F(t)) =
0, donde D = kT~ = Dpy? es el coeficiente de difusion del sistema.

Al comparar nuestro sistema de ecuaciones de Langevin [Ec[2.36]-|Ec)2.37]
con las expresiones generales [Ec2.19] y [Ec)2.21], donde x = {z, v}, podemos
verificar que la respectiva ecuacion de Fokker-Planck para la PDF, P(z,v,t),
viene dada por:

orP OvP] owP] D 9*P
= 2.
ot Ox +h v m? Ov? (2.38)
cuya solucion esta sujeta a la condicion inicial:
P(x,v,0) = 0(x — x)d(v — vp) (2.39)

Para tratar matematicamente la ecuacion [Ec)2.38| la transformaremos al
doble espacio de Fourier en posicion y velocidad, donde la bi-transformacion
de Fourier se define como:

P(q, u,t) / / (z,v,t)e e " drdy (2.40)

Entonces, la ecuacion de Fokker—Planck en el espacio dual de Fourier seré:

8P 8]3 D )
ot B = ——u’P 2.41
Ahora, si adimenzionalizamos la ecuacion [Ec[2.41) usando las definiciones
T:E_ﬁ W= uvy y @ = q%”,donderM:%:%yvth: /kBT ésta
toma la forma:
op 0P -
9 —w°P (2.42)
or (w = >8w w

y cuya solucién se obtiene al emplear el método de las caracteristicas y es
dada por:

Ployw,7) = f((w— a) e )e 2w’ 2aw-a)-a’r (2.43)

donde f((w — «a)e™ ™) es una funcion particular que queda determinada al
aplicar la condicion inicial [Ec{2.39| en el espacio de Fourier.
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Tomaremos el caso particular g = vy = 0, con el fin simplificar la mate-
maética involucrada.

Podemos verificar que la solucién particular a nuestro problema viene
dada por:

-~ ]_ 1 2 —27 —T 2

P(Ck, w, 7_) — (27‘-)2675(1070() (1—e?")2a(w—a)(l—e™")—a*T (244)
donde hemos transformado la condicion inicial [Ec[2.39] al bi-espacio de Fou-
rier usando la definicion [Ec{2.40].

Recordemos que hemos pasado de variables espaciales {x,v} a variables
de Fourier {q,u}, y después a variables de Fourier adimensionales {«, w} que
estdn asociadas a un nuevo conjunto de variables adimensionales espaciales
{z,v} dadas por z = :—B ; 17 = o , de tal manera que al reescribir la
doble transformada de Fourier 240 en estas nuevas variables adimensionales

podemos comprobar que su respectlva transformacion inversa viene dada por:

P(z,v,t / / (o, w, t)e"*Te™ dadw (2.45)
vth

Al introducir [Ec- en esta dltima expresion tenemos que:

i :#/ / e 3twme) (me i 2a(w-e) (- T g g, (2.46)
th J —o0 J —00

Ahora, realizando la integral doble (donde hay que completar el cuadrado
perfecto en el exponente y ocupar integrales Gaussianas) se puede verificar
finalmente que la PDF del espacio fasico {x, v} para una particula Browniana
libre viene dada por:

s

P(z,v,t) = ————F+—
( ) 2mv} Vdet o

e R L (2.47)

-1 Oy . [ ]—1: Ozx X
) vV deto

_ 2
det o = 04,00 — 0L,
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La [Ec[2.47] nos indica la distribucion de los valores numéricos que toman
las variables aleatorias {z,v} a cada tiempo ¢, dado que su dindmica es
descrita por las ecuaciones de Langevin [Ec[2.36] y [Ec[2.37].

Es importante mencionar que a pesar de no haber considerado el caso
general para las condiciones iniciales zq, vy, hemos expuesto de manera es-
quematica el método que emplearemos méas adelante para la obtencién de
la distribucion de velocidades de materia activa no interactiva. La solucion
general la podemos observar en el libro de Risken [34] pag.238-240.

Distribucién de posiciones

Dado que estamos interesados en verificar que [Ec. describa de ma-
nera correcta el MSD de nuestro modelo de particulas libres pasivas, primero
necesitamos obtener la distribucion P(z,t), es decir, la distribucion marginal
en z, P(x,t) = ffooo P(z,v,t)dv. Podemos comprobar que esta distribucion
viene dada por:

Pt = | e {_ g x?] (2.48)

2
Vin \| 2040 205, O

donde 0, = (26t — e 2 4 4Pt — 3).
En el limite para tiempos largos se cumple:

.732

1
VaArDgt xpl=7p5 7]

que no es més que la PDF que obtuvo A. Einstein a partir de su analogia
del movimiento Browniano con la difusiéon de un soluto en un solvente. Re-

cordemos que Dg = % es el coeficiente difusion traslacional de la particula

libre pasiva. A partir de [Ec)2.49] podemos, de nuevo, verificar que el MSD
a tiempos largos viene dado por:

P(x,t) = (2.49)

(z?) = /OOO P(z,t)r*dr = 2Dpt (2.50)

Por lo tanto, con el formalismo de Fokker-Planck fue posible caracterizar
de nuevo nuestro sistema de particulas pasivas brownianas libres, sin embar-
go, obsérvese que la ecuacion de difusion de Einstein [Ec. no tiene la
misma forma que la ecuacién de Fokker-Planck [Ec., y adn asi éstas nos
arrojan los mismos resultados para la PDF en posiciéon para tiempos largos.
En la siguiente secciéon abordaremos el caso sobreamortiguado tanto en las
ecuaciones de Langevin, como en la ecuacion de Fokker-Planck, para dar la
explicacion del por qué ocurre esto.
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Distribucion de velocidades

En el formalismo de Langevin introducimos el MSS (Mean Square Speed),
cuyo resultado particular [Ec arrojo que nuestro sistema de particulas
libres, en el estado estacionario, es consistente con el Teorema de equipar-
ticion de la energia, todo esto sin hacer referencia, hasta el momento, de
la forma que tiene la PDF de velocidades de nuestro sistema. Entonces, al
realizar la marginal en velocidades v (P(v,t) = [~ P(z,v,t)dz) de nuestra
distribucion [Ec podemos verificar que la distribucion de velocidades de
nuestro sistema viene dado por:

. pm? Bm? 2
P(v,t) = \/27TD(1 =y exp {—mv ] (2.51)

tal que en el limite ¢ — oo toma la forma:

P(v) = \/;7; exp {_52_?)2 (v)Q] (2.52)

Esta distribucion coincide con la distribucién de velocidades de Maxwell-
Boltzmann, distribuciéon que nos indica fisicamente que la direcciéon de movi-
miento de la particula no tiene preferencia. Este resultado es relevante, pues,
es la distribucion de velocidades que siguen las moléculas de un gas ideal en
el equilibrio.

Al usar [Ec para obtener el MSS a tiempos largos tenemos que:

D kgT
fm2  m

(v?) = /0 " Pl)utdy — (2.53)

y por lo tanto se obtiene, de nuevo, la equiparticion de la energia %m<02> =
tkpT
2B+ -

2.3. Limite sobreamortiguado

Finalmente queda una pregunta en el aire, ;Por qué el MSD a tiempos
largos que se obtiene de la ecuacién de difusion de Einstein, y de la ecuacion
de Fokker-Planck, es el mismo, si dichas ecuaciones son en esencia distintas?,
bueno, veamos, a tiempos cortos pudimos demostrar que el MSD para una

particula pasiva libre viene dada por [Ec)2.15|:

((x(t) = 20)*) short = vot” (2.54)
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que fisicamente implica que al inicio del proceso estocéstico la particula se
desplaza como si fuese un cuerpo con movimiento rectilineo uniforme, es
decir, como si el sistema ignorara la presencia de las fuerzas aleatorias y
de arrastre del medio por un tiempo 7y (7y = %) A 73 se le denomina el
tiempo de relajacion del sistema y se refiere, por lo tanto, al tiempo que tarda
la particula en estar completamente en movimiento aleatorio. A esta etapa
del proceso se le denomina el régimen balistico, pues, como hemos dicho, la
particula desprecia las fuerzas aleatorias y del medio, tal y como lo harfa una
bala.

Una vez transcurrido éste tiempo de relajacion 7,7, la particula queda
sujeta solamente a las fuerzas estocasticas, y las de arrastre del medio, pues,
las particulas Brownianas al ser micrométricas y de masa muy pequena, a
partir de un analisis de fuerzas, resulta que las fuerzas viscosas del medio son
muchos ordenes mayores a las fuerzas inerciales (v >> m). Por lo tanto las
particulas pierden la informaciéon del movimiento newtoniano, y se rigen por
las fuerzas de viscosidad y aleatorias después de haber realizado su régimen
balistico, es decir, las particulas Brownianas después del tiempo de relaja-
cion 7y, se desplazan solo debido a la oposicion del medio a fluir dado que
éstas estan siendo colisionadas por las moléculas del mismo. A esta etapa del
proceso se le denomina régimen difusivo, y por lo tanto, si estamos interesa-
do exclusivamente en la informaciéon del sistema en este égimen, al tomar el
limite v >> m, diremos que el sistema estara en el limite sobreamortiguado.

Al considerar la condicién v >> m en la ecuacién de Langevin de parti-
cula Browniana libre [Ec)2.37] tenemos que:

v=F() (2.55)

cuya solucion viene dada por:

1 ¢ / /
olt) ~ 70 =~ /0 F(t)dt (2.56)

Entonces, es facil corroborar que el MSD en este limite seré:

2 _l ! ! / " I T/
(z(t) — 20)2) = 7/0 /0<F(t)F(t ))dt'dt" = 2Dpt (2.57)

Por lo tanto, el régimen difusivo de una particula Browniana (y >> m)
es descrito mediante la ecuacién de Langevin [Ec[2.55].

Ahora demostraremos que bajo las mismas condiciones en la ecuacion
de Fokker-Planck [Ec podemos recuperar la ecuaciéon de Difusion de
Einstein que describe perfectamente el MSD a tiempos largos. Es importante
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destacar que podemos obtener directamente la ecuacion de Einstein al tomar
directamente la ecuacion de Langevin sobreamortiguada [Ec y sustituir
los coeficientes en [Ec, sin embargo, nosotros lo demostraremos a par-
tir de una solucién en serie de eigenvectores del operador de Laplace 88—;2
que posteriormente generalizaremos para abordar sistemas donde las fuer-
zas inerciales no sean totalmente nulas, es decir, sistemas donde la inercia,
traslacional, y rotacional, si contribuye a tiempos largos.

Tomemos de nuevo la ecuacion de Fokker-Planck para particulas pasivas
libres:

op 9P 9P| D &P
o~ ar Vo Twiow (2:38)
al proponer que:
P (z,0,t) = Wo(0) Y pa (,1) Up(v) (2.59)
n=0
sea solucion a [Ec[2.58], donde:
2
ew |4 ()]
U,(v) = H, ( ) (2.60)
V204 n12mu /271

D kT
Uth_”mRU =\, (2.61)

con H,,( \/ELU) el n-ésimo polinomio de Hermite, entonces, podemos verificar
th
que la ecuacion para los coeficientes p,vendra dada por:

Opm = —uy, \/Eapm_l +vVm + 1€9pm+1 — MBPm (2.62)
ot ox ox

que es un sistema de ecuaciones parciales acopladas que recibe el nombre de
Ecuaciones de Hierarchy.
Dado que podemos demostrar que la distribuciéon de posiciones viene dada
por:
P (z,t) = po(z,t) (2.63)

entonces, podemos obtener la informacién sobre las posiciones contenida so-
lamente en el término py.

Pensando que los modos para n > 2 se desprecianﬂ y desarrollando para
n = 1,2, nuestro sistema de Hierarchy se simplifica a un sistema de solo dos

8Véase [34] Sec. 10.4
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ecuaciones parciales acopladas dado por:

Opo - Ip1

o U [a_] (264)
0 0
ail S [aﬂ ~ P (269)

ahora, dado que estamos en el limite sobreamortiguado 5 >> 1, podemos
despreciar %, para entonces obtener:

dpo g, po 9%po
20 Zth — 2.66
ot B 0x? Dy 0x? ( )

que es la ecuacion de difusion de Einstein. A este tipo de ecuacién diferencial
para la funcion de distribucion de posiciones se le conoce como la ecuacion
de Smoluchowski.

Conclusiones del capitulo

Como pudimos darnos cuenta, todos los procedimientos antes desarro-
llados nos llevan al mismo resultado: Caracterizar un sistema de particulas
Brownianas pasivas libres. Sin embargo, para cada sistema es mejor emplear
uno u otro formalismo, dependiendo de la informacién que se necesite obte-
ner del sistema ha estudiar, pues aqui s6lo mostramos su validez al obtener
cantidades como el MSD o el MSS, pero hay otras cantidades de interés,
como el MFPT, que no es posible de obtener desde el esquema de Langevin.
Como veremos més adelante, nosotros estaremos yendo de un formalismo a
otro para poder abordar nuestros temas de investigacion.
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Capitulo 3

Particulas Activas Brownianas

En el capitulo anterior introducimos los formalismos de Langevin y de
Fokker-Planck para caracterizar el movimiento Browniano pasivo. Con ello
ahora tenemos las herramientas necesarias para abordar el estudio de ABP’s
a través estos formalismos. Al igual que en el caso pasivo, describiremos el mo-
delo matematico de ABP en 1D que estaremos empleando, asi como también
resumiremos algunos resultados ya reportados en la literatura en el estudio
de este modelo. Por otro lado, es importante destacar que recientemente el
interés por parte de la comunidad cientifica de estudiar este tipo de sistemas
ha crecido enormemente debido a las posibles aplicaciones, el futuro, de las
nuevas propiedades de materiales activos.

3.1. Modelo ABP

Dado que nos centraremos en el estudio de Materia Activa a escala Mi-
cro y Mesoscopica, sin particularizar a un ejemplo especifico, plantearemos
un modelo matemaético simple que nos permitird caracterizar un sin fin de
sistemas reales a partir de él.

El modelo se centra en considerar al agente activo como una particula
en forma de disco plano de radio a, con masa m y o momento de inercia
I (ma®/2), que se desplaza, y rotaEL sobre un espacio plano (1D o 2D). La
particula viaja con una rapidez de autopropulsion (o de Nado) U(t) de mane-
ra que su direccion de autopropulsion esté asociada al vector de orientacion
= {cos ¢, sin p} que esta anclado al centro de masa de la particulaﬂ. La par-
ticula se sumerge en un medio caracterizado por los coeficientes de arrastre
traslacional y rotacional Ry y Rgq, respectivamente, y por las fluctuaciones

'Rota alrededor del eje que cruza por su centro de masa.
2y ademaés vive en el plano donde vive la particula.
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térmicas traslacionales y rotacionales, &;(t) y 1(t), respectivamente, que cum-
plen con las condiciones de un ruido Gaussiano[]

o

J Rt, Rq J

s
g

_—

X m, 1

m, 1

2D 1D

Figura 3.1: Modelo de particula activa browniana: Particula en forma de disco
plano (color verde), de masa m, y momento de inercia I que se sumerge en un
medio con coeficientes de arrastre Ry y Rgq(rotacional y traslacional) y que se dota
de actividad mediante una fuerza de autopropulsion asociada a una rapidez de
nado U(t) y una direccion de autopropulsion que queda determinada por el vector
director .

Las ecuaciones de Langevin asociadas al modelo propuesto (en 1D, con
U = cte) vienen dadas por:

dv dz
m, Rrv+ RpUcosp +&£(t) 5 =V (3.1)
0 dop
I— = —RpQ2 t)y ; —=Q 3.2
B Reaenn) o % (32)

Podemos observar que la traslacion de la particula [Ec esta acoplada
debido a la actividad (término RyU cos ¢ ), mientras que la rotacion [Ec[3.2)
muestra un proceso independiente tipo Ornstein Uhlenbeck.

A pesar de que en las secciones anteriores no hemos hecho mencion al
movimiento de rotaciéon de una particula Browniana, (puesto que el modelo
clasico propone particulas puntuales) cualquier tipo de proceso estocéastico
es capaz de caracterizarse a partir de los Formalismos de Fokker-Planck y
de Langevin, pues las ecuaciones de Langevin, por ejemplo, en el caso de la
rotacién de nuestra particula activa [Ec[3.2] son del tipo [Ec[2.1§].

3No necesariamente las fluctuaciones son térmicas, también podrian ser fluctuaciones
mecanicas, o debidas a la rugosidad del medio.
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Dado que los ruidos, traslacionales y rotacionales, son blancos, se cumple
que:

(€@0E) =2Do(t —t') 5 (£(t)) =0 (3-3)
(n()n(t)) = 2Dad(t —t') 3 (n(t)) =0 (3.4)
{E@m(t) =0 (3.5)

donde D y Dg son los coeficientes de difusion traslacional y rotacional, res-
pectivamente. Al resolver el sistema dado por |[Ec[.1] y [Ec]3.2] mediante
el formalismo de Langevin tendriamos la capacidad de calcular cantidades
macroscopicas tales como el MSD o el MSS.

3.1.1. Limite sobreamortiguado

Aligual que en caso de materia pasiva una de las cantidades a calcular es el
MSD, que como pudimos darnos cuenta, no depende de la inercia traslacional
del sistema, pues la masa de las particulas es despreciable con respecto a el
arrastre del medio. Pero ; Qué ocurre con la inercia rotacional? Pues, podemos
pensar que al ser proporcional a la masa, también serda despreciable, sin
embargo, también depende del tamaro de la particula I = ma?/2, entonces,
primero pensaremos que la particula es tan pequena que su momento de
inercia es despreciable en el limite sobreamortiguado.

El sistema de ecuaciones [Ec[3.1]-|[Ec[3.2] en este limite tomarén la forma:

dx 1
dy 1
@ R (t) (3.7)

donde [Ec. corresponde a un proceso de difusion tradicional (proceso de
Wiener) cuya ecuacion de Smoluchowski asociada es:

OP(pt) _ o °Plg,t) (3.8)

ot T 92
cuya solucion bajo la condicion inicial P(p,t) = 0(¢ — o) sera:
P, thow o) S 3.9)
) ) = € Rit—to .
7t fo A7 Dp(t — to)
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donde Do = DrR3,.
Usando [Ec/3.9| es posible demostrar que la correlacion entre componentes
del vector orientacion vienen dadas por [35]:

(cos @(ty) cos p(ty)) = e~ Prliti=t2] (3.10)

Por lo tanto, al aplicar el formalismo de Langevin a [Ec|3.6] para obtener
el MSD, es decir, al integrar directamente la ecuacion, elevarla al cuadrado,
y sacar el promedio, podemos demostrar que:

(@(t) - 20)?) = U / / (cos (1) cos p(ta))dtrd

v [ tetweenand,

donde hemos empleado el hecho de que (cos ¢(t;)&(t;)) = 0.
Al sustituir [Ec[3.10] y [Ec[3.3] en [Ec[3.11] podemos verificar que el MSD

vendra dado por:

(3.11)

2

((t) — 20)2) = 2Dypst — (1~ Pt

D2, (3.12)

donde Dy = Dy + 35 con Dy = DR3.
A tiempos largos, i.e. , t >> 1/Dg, esta ultima expresion se reduce a:

((2(t) = 0)*)t-s00 = 2Desst (3.13)

Por lo tanto, el movimiento de una particula Browniana dotada de Actividad
nos arroja un MSD lineal a tiempos largos, es decir, un proceso difusivo
cuyo coeficiente de difusién tiende a un coeficiente efectivo D.sy, que lleva
de manera implicita tanto la actividad de la particula como el efecto de
la rotacién. Recordemos que el efecto debido a a la actividad se debe al
acoplamiento de la traslacion con la rotacién, dado que el proceso de difusion
traslacional depende intrinsecamente de la evoluciéon del vector director.

A pesar de obtener un resultado muy elegante, e interesante, hemos per-
dido informacién del sistema al eliminar dos grados de libertad en el limite
sobreamortiguado. Sin embargo, antes de abordar los efectos de Inercia re-
solveremos el problema empleando el formalismo de Fokker-Planck en este
limite, es decir, resolveremos la ecuaciéon de Smoluchowski para una particula
activa Browniana.
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La ecuacion de Smoluchowski [14] (en 1D) asociada al sistema de ecua-
ciones |Ec[3.6]-|Ec]3.7] podemos demostrar que viene dada por:

) oP o0?P 0?P
— =-U —+D D 3.14
ot COSPor TP T PR (3:.14)
cuya transformacion al espacio de Fourier vendra dada por:
oP - . 9°P
T + kU cos pP + Dpk”P = DR8_<,02 (3.15)
donde: .
P(k,p,t) = 2—/P(:z:,gp,t)eik“d:c (3.16)
T

Dado que [Ec{3.15| para el caso U=0 tiene como solucion una conjunto de
eigenfunciones {e*(DT’“QJFDR”Q)tem“’} donde n = 0,41, £2, ... se propone que
la soluciéon para U # 0 sea de la forma:

. 1 24 Dpn?)t i
—- > —(Drk*+Dgrn?)t jine

P(k’,gO,t) - 27T n:Z_OOpTL(k’t)e ’ f e (317>
donde al sustituir en [Ec{3.14] y ocupar la propiedad de ortogonalidad de la
base e podemos demostrar que la ecuacién asociada a los coeficientes p,
viene dada por:

dp,, u. _ _ - _

% _ -5 Le—Drt [pnfleanRt ¥ Buae 2nDRt:| (3.18)

donde existe un acoplamiento entre los coeficientes p,, Pn—1 Y Pnii1-
Dado que estamos interesados en conocer la distribucién de posicion de
particulas, podemos verificar que la distribucién marginal en k se reduce a:

Pk, t)a = e P40 (k. t) (3.19)

lo que nos permite concentrarnos exclusivamente en el coeficiente py.

Al desarrollar [Ecj3.18| para n = —1,0, 1, tenemos que:

dp u. _ - -
% = —Ezke Prt (51 + py] (3.20)
dp U
ﬂ _ __Z.ke—DRt [ﬁoeth +]526_2DRt] (3'21)
dt 2
dp_ U
Ztl _ —Eike*DRt [5_ge 2R 4 foe?Prt] (3.22)
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Entonces para hallar una ecuacion para pp primero derivamos [Ec)3.20]
con respecto a t, luego empleamos el Teorema de derivadas cruzadas, y fi-
nalmente sustituimos [Ec/3.21] y [Ec)3.22]. La ecuacién para py podemos
demostrar entonces que toma la forma:

d*po dpo U? U?

— 4 Dp—— = ———k*py — — KPR [y + 3.23

a2 R B Po 1 [P—2 + P2 ( )
donde podemos despreciar la contribuciéon de los modos n = 42 ya que estos
decaeran mas rapido en el tiempo que los modos n = 0, £1.

La ecuacion para pg se reduce entonces a:

d*po dpo U?

Dy = kP 3.24

di2 R™ 9 Po ( )
que es una ecuaciéon conocida como la ecuacion del telégrafo.

En el limite de tiempos largos, i.e. t >> 1/Dg, la derivada de segundo
orden en el tiempo se vuelve despreciable, por lo que entonces la ecuacion
toma la forma:

dp, U?
d—to = QDRk Po (3.25)
cuya solucion general es:
fo = Ae™ 7" (3.26)

donde A es una constante arbitraria que queda determinada al aplicar con-
diciones iniciales dadas por p,(k,0) = dado que P(z,¢,0) = M con
Ty = 0.

Bajo las condiciones particulares la solucién a la distribucién marginal
vendra dada por:

271"

Pk, )y — e (Pratg )i (3.27)
27
cuya transformacion al espacio inverso de Fourier implica una distribucion
gaussiana con coeficiente de difusion efectivo Deyy = Dy + 55~ de la forma:
1 __a?
P(z,t) = —F———=e *Pers! (3.28)

\/47TDefft

Esto demuestra, de nuevo, que el MSD a tiempos largos para una particula
Browniana Activa en el limite sobreamortiguado viene dado por:

(2%) = 2Dpst (3.29)

tal y como lo demostramos empleando el formalismo de Langevin.
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Al despreciar los modos |n| > 2 aproximamos la solucién del problema
en el limite Drt >> 1, es decir, en la situacién rotacionalmente simétrica,
donde los modos n = 0, +1 con suficientes para describirlo [14]. En esta situa-
cion la particula realiza un proceso totalmente difusivo, pues imaginemos, la
particula inicialmente parte apuntando en cierta direccion, de tal modo que
conforme va pasando el tiempo la fuerza estocastica rotacional hace que esta
empiece a rotar de manera aleatoria, sin embargo, la independencia con su
preferencia inicial se logra cuando ¢t >> 1/Dp (la correlaciéon entre compo-
nentes de autopropulsion tiende a cero [véase EC.), y entonces, es en ese
momento cuando la particula realiza un proceso totalmente difusivo en su
rotacion. Por esta razon es posible obtener desde ambos esquemas el MSD a
tiempos ¢t >> 1/Dp.

3.1.2. Limite semi-amortiguado

Dado que es imposible obtener el MSS a partir del limite sobreamorti-
guado en la ecuaciones de Langevin, ya que los grados de libertad corres-
pondientes a la velocidad traslacional y rotacional del sistema se desprecian,
tendriamos entonces que resolver de manera exacta las ecuaciones de Lan-
gevin [Ec y [Ec. A pesar de que fue posible resolver el problema
completo [14] recientemente, primero haremos otro limite en las ecuaciones
de Langevin denominado el limite semi-amortiguado en el que los efectos de
inercia rotacional se desprecian, es decir, I — 0. Las ecuaciones asociadas a
dicho limite son:

dv dx
mo = —Rrv+ RrUcosp+ () il (3.30)
dy 1
= t 31
U (3.31)

Al integrar directamente [Ec[3.30] tenemos que:

v(t) = voe - m/ T O RpU cos p(t) + £()] di! (3.32)

Por otro lado, empleando este resultado podemos verificar que se cumple:

T R U2 141
{(v(t) — voe~ o B2y T / / T ) (cos o(t) cos (7)) dt dt”

+—Ae O (1) ()t
(3.33)
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donde hemos empleado de nuevo que (cos ¢(t;)§(t;)) = 0.
Al sustituir [Ec[3.3] y [Ec[3.10] en esta tltima expresion e integrar pode-

mos demostrar que:

R2.U2 1 — =26t e~ (B+DRr)t _ =20t
() — voe ) = |0 e D) )
m? (8 + Dr) 20 B —Dr
—28t
+ Bm? (1 —¢€ )
(3.34)
donde = %.
Por lo tanto, a tiempos largos, t — 0o, tenemos que el MSS tiende a:
U? kgT
2 B
o = 3.35
donde Sp = %, ™™ = R—MT, TR = DLR. 5

A pesar de que el MSS tiende a un valor constante en el tiempo, el sistema
esté fuera del equilibrio termodindmico, pues, la energia que las particulas
toman de sus alrededores para convertirlo en movimiento autodirigido ocasio-
na que haya un flujo de energia constante que provoca que el sistema tienda
a un estado estacionario. Es evidente que la actividad anade un término al
MSS pasivo que se asocia con el movimiento intrinseco de la particula en el
medio.

Por otro lado, resolver el mismo problema al usar el Formalismo de
Fokker-Planck no es trivial, pues la ecuacién parcial a resolver es:

oP 0P 0[(fv—pBUcosp)P] D J*P 0*P
o VT i Twae TP

(3.36)

donde el término asociado a la actividad hace que la ecuaciéon no sea sepa-
rable, y por ende, que dificulte su tratamiento matematico. En el préximo
capitulo veremos que el método de perturbaciones nos va a permitir trabajar
con una ecuacion parcial de este tipo, de tal manera que podriamos aplicar
el método para poder abordar dicha ecuacién.

3.1.3. Efectos de inercia rotacional (2D)

Si no despreciamos la inercia rotacional en la ecuacion [Ec3.2| tendriamos
primero que hallar la correlaciéon entre componentes del vector director

4Notese que de este resultado podemos obtener la energia cinética promedio del sistema.
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debido a que la distribucién rotacional ahora es resultado de un proceso de
Ornstein Uhlenbeck. Una vez obteniendo la correlacion podemos emplear de
nuevo el formalismo ya conocido de Langevin para obtener el MSD y el MSS.
Sin embargo, dado que los calculos implicitos requieren un anélisis extenso
nos limitaremos solo a mencionar los resultados mas relevantes para llegar a
la solucion del MSD y el MSS.

Las ecuaciones a resolver son de nuevo:

dv R dx
ma = —Ryv+ RrUu+ £ i \% (3.37)
s} dy
I— = —RpQ t o — =0 3.38
B e et o (3.38)

donde es posible demostrar que la correlacion del vector director viene dado
por:
1
1 — 57 [t —tal
—Sgr |:;|t1—t2|—1+6 I :|

(a(tr) - a(t2)) = e
A~ : _ T _ I _ 1 ‘
doqde u = (cos gp,smgp)., SR.— oL = Y TR = p- Notese que en el
limite 7; — 0 la correlacion tiende a [Ec3.10].
Al emplear el formalismo de Langevin a las ecuaciones [Ec{3.37], tal y
como lo hemos realizado en anteriores apartados, es posible mostrar que el

MSD a tiempos largos es:

(3.39)

202
(x - x) = D_eSRs;SRr (Sg,0,Sg)t + 4Dyt (3.40)
R
donde T (a,b,c) = j;)c q¢*le79dq es la funciéon gamma generalizada incom-

pleta. Notese, si Sg — 0, entonces recobramos el resultado [EC. para
el caso sobreamortiguado. De igual manera obsérvese que esta expresion no
es independiente de la masa de la particula ya que el momento de inercia
esta implicito en la solucién. Esto ultimo es relevante, pues, en el caso pasi-
vo el MSD es independiente de la masa de la particula. Fisicamente lo que
ocurre es que la particula se opone al cambio de direccién en cada colision
con las moléculas del medio, y por ende, entre mas se oponga a este cambio
de direccion, la particula realizard en promedio un desplazamiento mayor
con respecto al que lograria en el caso pasivo, donde la particula no tiene
oposicion al cambio en su estado de movimiento.

Por otro lado, también es posible mostrar que el MSS a tiempos largos
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tiene la forma:

U2e5r [ 1\ sE+5r-1 Sk 2D Ry
<V . V> = ST <S_R) r (S—T + SR, O, SR) + T (341)

donde ST = 77—_—1\;, ™™ — R_]‘JT’ TR — DLR'

En el estado estacionario el MSS tiende a una constante de la cual pode-
mos obtener el promedio de la energia cinética de las particulas. Evidente-
mente esta tltima expresion depende de la inercia rotacional, asi como de la
velocidad de nado. Como las particulas transforman energia de sus alrededo-
res para autopropulsarse el sistema esta fuera del equilibrio termodinamico,
sin embargo, dado que el flujo de energia es constante el proceso llega a un
estado estacionario. Esta es la razén de que el MSS sea una constante. Fi-
nalmente, si tomamos el limite cuando la Inercia rotacional tiende a cero, es
decir, Sg — 0, recuperamos la expresion [Ec..

Podriamos pensar que es innecesario abordar el problema desde el forma-
lismo de Fokker-Planck ya que ha sido posible obtener el MSD y el MSS de
manera exacta desde el formalismo de Langevin, sin embargo, es fundamen-
tal resolverlo desde ese otro formalismo, pues, es necesario para plantear una
teoria completa que caracterice a las particulas activas, tal y como existe en
el caso pasivo. Recordemos que hasta este momento solamente hemos podido
observar el efecto de la actividad en la distribucion de posiciones (en el limite
sobreamortiguado), pero, el efecto de la inercia en dicha distribucion hasta
este momento no hemos podido observarla. Tampoco sabemos qué ocurre con
la distribucion de velocidades de Maxwell-Boltzmann cuando las particulas
del sistema son dotadas de actividad, tanto en el limite sobreamortiguado,
como en el caso general con efectos de Inercia.

Finalmente, como hemos podido observar, el modelo de ABP’s ha sido
caracterizado de manera completa desde el formalismo de Langevin, mientras
que van quedando muchos huecos, hasta el momento, al abordarlo desde
el formalismo de Fokker-Planck. Nosotros hallamos una manera de poder
avanzar un eslabéon mas en la caracterizacion completa del modelo propuesto,
de manera que, en el siguiente capitulo lo abordaremos detalladamente.
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Capitulo 4

Distribuciéon de velocidades de
“Maxwell-Boltzmann” para
particulas activas

4.1. Introduccion

James Clerk Maxwell basado en argumentos de la simetria entre colisio-
nes [30], y Ludwig Boltzmann usando probabilidad y la condiciéon de equi-
librio (Teorema H) [6], descubrieron de manera independiente la funcion de
distribuciéon de probabilidad de velocidades para la materia diluida pasiva.
Este descubrimiento fue un gran avance para la mecanica estadistica , ya
que, las propiedades de la materia diluida (gases o plasmas) como la presion
y la difusiéon pueden ser inferidas de ella.

Como habiamos mencionado, en la actualidad los cientificos estan comple-
tamente comprometidos en el estudio de la materia activa [5]8}|18}[21}[29.39],
que se define como un conjunto de elementos naturales, o artificiales, que se
autopropulsan con su propia energia interna. Dado que esta energia interna
hace que estos sistemas se encuentren fuera del equilibrio tenemos enton-
ces la capacidad de modelar fendémenos vivos o inanimados que van desde
escalas microscopicas, hasta escalas macroscopicas, tales como: un conjunto
de bacterias nadadoras, el movimiento de particulas Janus, fluidos activos,
el crecimiento de tejidos, la separacion de fases inducida por motilidad, el
autoensamblaje, entre otros mas [17,/18,41,42,44]. El comprender estos sis-
temas eventualmente conducira a una tecnologia basada en materiales acti-
vos [11,31-33]. Uno de los mayores desafios que se presentan actualmente
es el de construir un marco teoérico, dentro de la fisica estadistica fuera del
equilibrio, capaz de caracterizar la materia activa tal como la mecénica es-

39



Passive )\ 00 Passive
Smoluchowski nertia Fokker-Planck
Equation Equation Ty
40’@ QOZ(/'L.
QOJJ.V[ ) <.
7
Active . . :
. Add inertia Active
Smﬁlucg‘?WSkl — Fokker-Planck
quation Equation

Figura 4.1: Progreso de la Mecanica Estadistica fuera del equilibrio en la descrip-
cién de particulas brownianas pasivas y activas. En nuestro proyecto abordamos el
caso encerrado en el 6valo color oro.

tadistica caracterizo a la materia pasiva.

En esta secciéon mostramos la manera en que hallamos la luz para resolver
la ecuacion de Fokker-Planck de materia activa no interactiva sin despreciar
la inercia rotacional y traslacional, de tal modo que, ampliamos las soluciones
conocidas para la funcién de densidad de probabilidad de la velocidad de una
particula sujeta a fuerzas de disipacion, fuerzas aleatorias y fuerza activa.

Como podemos apreciar en la figura[d.1] la mecanica estadistica fuera del
equilibrio ha resuelto la situacion para particulas Brownianas pasivas en el
limite sobreamortiguado (Ecuacion de Smoluchowski), asi como el caso de
particulas Brownianas con masa (Ecuacion de Fokker-Planck, véase capitulo
, también se ha resuelto la situacién para particulas Brownianas activas en
el limite sobreamortiguado, y ahora, una nueva generalizacién para particulas
Brownianas activas con masa y momento de inercia.

Como mencionamos, encontramos la funciéon de distribuciéon de veloci-
dades para el estado estacionario de un modelo de particulas activas no in-
teractivas, de manera que ésta es una especie de distribuciéon de “Maxwell-
Boltzmann” con la peculiaridad de ser una distribuciéon bimodal y simétrica
que contiene tanto el efecto de inercia del sistema, como el efecto de la acti-
vidad. Es importante destacar que contrario a lo que se conocia en el estudio
de materia pasiva (donde las propiedades de transporte eran independientes
de la masa a tiempos largos) se ha podido demostrar que para materia acti-
va no interactiva se preserva la inercia debido al acoplamiento intrinseco en
sus grados de libertad. Para validar nuestra distribuciéon hemos comparado
nuestra teoria tanto con simulaciones de la dindmica de Langevin como con
resultados tomados de un experimento con vibrobots (siendo este un sistema

macroscopico) [10}28}38].
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Finalmente hemos usado nuestra distribucion de velocidades para obtener
el Mean Square Speed (MSS) para un sistema de materia activa totalmente
dotado de inercia rotacional y traslacional con el objetivo de mostrar el po-
tencial de nuestra nueva distribucién para poder extraer informacion de ella
y asi imitar a la mecanica estadistica que caracteriza a la materia pasiva.

4.2. Ecuaciéon de Fokker-Planck para particula
activa libre

Empezaremos el anélisis para una particula en forma de disco de radio a,
con masa M y momento de inercia I, que se autopropulsa en una dimension
espacial, y que no interactiia con alguna otra, donde su dinamica es descrita
por su velocidad traslacional v(t), su posicion z(t), su velocidad angular Q(t)
y el angulo ¢(t), siendo este tltimo el angulo que describe la direccion de
autopropulsion.

La dinadmica de la particula se describe mediante las ecuaciones de Lan-
gevin:

dv F(t) dx
E-—ﬁv—i—ﬁUcosg&—FW Do = (4.1)
s g(t) dy
B0+ () 4.2
donde U es la velocidad de autopropulsion de la particula, que en nuestro
caso la consideramos como una constante. Por otro lado § = RVT donde

Rt representa la resistencia a la traslacion, Bo = %, donde analogamente
Rq representa la resistencia a la rotacion. A su vez Sy [q representan al
inverso de los tiempos de relajacion caracteristicos de traslacion y rotacion
del sistema, mientras que D y Dq son los coeficientes de difusion traslacional
y rotacional, respectivamente. En las ecuaciones |[Ecfi.1] y [Ec[t.2] F(t) y
g(t) representan ruidos blancos estandar, es decir, que se caracterizan por:

(F(OF(t')) = 2Ds(t —t') 5 (F(1)) =0 (4.3)
(g(t)g(t)) = 2Dad(t — ) 5 (g(t)) =0 (4.4)
(F(Hg(t')) =0 (4.5)

siendo la ecuacion [Ecid.5| la que indica que los procesos de traslacion y
rotacion son procesos independientes.
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Por otro lado, al comparar con las expresiones generales [Ec{2.19] y [Ec)2.21]
donde x = {z,v, v, 2}, podemos demostrar que la ecuacion de Fokker-Planck
para nuestro modelo, al usar [Ec{2.35|, viene dada por:

OPr OPr D 9*Pr O[(Bv — BU cos ¢) Pr]
- = v+ — +
ot Jdr ~ m? Ov? v (4.6)
_ Qaﬁ + B —a[QPT] + &82PT ‘
dp 00 12 902

Distribucién marginal de velocidades

Dado que el problema se centra en hallar la distribucién de velocidades
de una particula activa con los efectos de inercia, entonces s6lo nos inte-
resara resolver la ecuacion de Fokker-Planck para la distribucion marginal
P(p,v,0,t) = [ Pr(z,v,p,Q,t)dx.

Podemos demostrar que la respectiva ecuacion de Fokker-Planck para la
distribucion marginal P(p,v,€, 1), sujeta a la condicion de frontera:

Pr(z = to00,v,0,Q,t) =0

vendra dada por:

OP 0P Ol(fv—BUcosg) P
ot Op v

[QP] D &P Dgq0*P

+4 P} D oP — 205 (
2790 "TmZov? | 12 9902

4.7)

cuya soluciéon particular debe estar sujeta a las condiciones de frontera
B(P,0,P) =0, con g = {v, {1}, a la condicion periddica:
P(o+2m,v,Q,t) = P(p,v,8,t)

y la condicién inicial:

P(0) = 6( — Q0)d(v — v)/27 (4.8)

4.2.1. Solucién a la ecuacién marginal de velocidades

Siguiendo el mismo método que usamos en materia pasiva (para resolver
la ecuacion de Fokker-Planck en el caso de particulas brownianas libres)
tomamos la transformacion de [Eci4.7| al espacio de Fourier en velocidades

().
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Nuestra ecuacion de Fokker-Planck al transformarla se reescribird como:

op . op op  9|9P| pyop

D -
En —l—ﬂu—%—ﬁUcosgmuP— U P_Qﬁ_g0+69 50 +?W (4.9)
donde:
ﬁ:/ P(v,p,Q,t)e”“dv (4.10)

Sea solucion a la ecuacion [Ec[4.9] el siguiente ansatz:

P (o, u,t) an 0, 1) U (Q)e™ /O (4.11)
donde D
f(t) B2 (1—e %) (4.12)
y ademas
exp {—711 <Q%>2]
Q) = , 4.13
$o(€2) W (4.13)
0 . 0 exp [_i (Q%)Q] L4
¥nlD) (\/EQ() n12nQ.\/ 21 ( )
con
Dq, kgT
Q, = TRq = 7 (4.15)

siendo Hm(#vth) el n-ésimo polinomio de Hermite.

Al introducir el ansatz [Ec. en [Ec (y al emplear propiedades de
ortogonalidad de los polinomios de Hermite, ast como, otras de sus propieda-
des) podemos demostrar que la dindmica de los coeficientes P, vendra dada
por:

opn, op, ODn— ODn ~
Pn + Su i—i—ﬁUcosgpzupn— —Q, |Vn b L vn+ 1l Pl — Banpy,
ot Op Op

(4.16)

donde podemos observar el acoplamiento intrinseco entre la rotaciéon y tras-
lacion de la particula debido a la actividad.
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Distribucién marginal en () de P

Como podemos observar, los polinomios p,, tienen un grado de libertad
menos, ya que, hasta este punto han perdido la dependencia en la velocidad
angular que esta contenida en las eigenfunciones 1, (€2). De nuevo, dado que
nuestro interés se centra en conocer la funciéon de distribuciéon para las ve-
locidades tomaremos ahora la marginal con respecto a {2 que por definicion
viene dada por:

Plo,ut) = /_ " Plo, 0, u, )0 (4.17)

o0

Entonces, al usar [Ec{4.11] podemos demostrar que:
lg(go,u,t) = / ﬁ(gp,Q,u,t)dQ

:/ Yo(2) Y B (1, 0, 1) (e D dQ (4.18)
o ra
:ﬁoe_u2f(t)

donde hemos de usar la propiedad de ortonormalidad de las eigenfunciones
¥, () dada por:

/_ () (D = Sy (4.19)

El resultado [Ec[4.18] es muy poderoso, pues, nos demuestra que el tni-
co coeficiente que contribuye en la distribucién marginal p(gp,u,t) es el
Po(p,u,t), y por lo tanto, es el unico que debemos de conocer para obte-
ner la distribucion de velocidades.

4.2.2. Ecuaciones de Jerarquia

Recordemos que el sistema de ecuaciones [Ec[4.16] recibe el nombre de
ecuaciones de jerarquia, en ingles como “Hierarchy equations”; y el siguiente
paso es resolverlo, sin embargo, como puede observarse ademéas de ser un
conjunto de ecuaciones acopladas entre si, debido a los coeficientes p,,, son
ecuaciones no separables debido al acoplamiento en el término activo.

Veamos, el sistema de Hierarchy estara sujeto a las condiciones iniciales:

P, ,0) = / T B, @,0)%619 (4.20)

o 0
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donde P(Q,v,p,0) es la condicion inicial [Ecl4.8] en el espacio de Fourier.
Antes de expandir nuestras ecuaciones para n = 0, 1,2, 3.. las adimensio-
nalizaremos utilizando las siguientes definiciones:

t
T=—=08t ; w=uvy
™
Ba Qq U
b=— ; e=— ; Up=—
5 5 S

donde 7, = % =4
v

El sistema de ecuaciones de Hierarchy adimensionales, para nuestro sis-
tema, serd entonces:

9Pn +w pn + jwUy, cos pp, = — \/ﬁapn_l +vn+ 18pn+1 — bnp,
or ow Oy Op
(4.21)

de tal manera que al expandir para n = 0,1,2 obtenemos que el sistema a
resolver seréa:

9po Opq op

5 +w aul)) + twUy, cos ppy = —e% (4.22)
Op1 Op1 Ip p: .
b +w il + iwUy, cos op; = po + \/_ P2\ _ bpy (4.23)
or ow

%p: tw ZZZ + iwly, cos oy = —e {fapl n fapﬂ kg, (4.24)

donde a € = % lo consideraremos como un parametro de perturbacion.

El introducir un pardmetro perturbativo se considera por el hecho de que
el sistema se desacopla totalmente cuando ¢ — 0, y esto ocurre cuando la
masa m del sistema tiende a cero, o cuando, el tamano de la particula es
muy grande. En el primer limite, la inercia rotacional es nula, pero también
nuestro parametro 7. Para el segundo limite tenemos que la inercia rotacional
se vuelve muy grande, o que la resistencia del medio es muy grande (dado
que la resistencia del medio es proporcional al tamafio de la particula). Por lo
tanto, dado que ambos movimientos intrinsecamente estan relacionados, pero
que podemos considerar los grados de libertad como independientes, ademas
de considerar la analogia con [38|, estaremos considerando el segundo caso,
donde la Inercia rotacional es grande (I oc mr? para un disco plano).

45



Desacoplamiento para el caso ¢ =0

Para mostrar que es posible desacoplar el sistema para ¢ = 0 tomaremos
nuestro sistema de Hierarchy para este caso particular. El sistema se reduce
a resolver:

op, Opy, - -
IPn + wﬁ + iwUyy, cos ¢p, = —bnp, (4.25)
or ow

cuya solucién general podemos verificar que viene dada por:
Pu(w, 0, 7) = fo (we™T) e e mcose (4.26)

donde f, es una funciéon que queda determinada al imponer la condicion
inicial del problema.

Como el tinico modo que necesitamos conocer para encontrar la distribu-
cion de velocidades es el n = 0 solo tenemos que hallar la funciéon particular
fn para éste. La condicién inicial para este modo viene dada por:

_ e—iw’f)o
Po(w, ¢,0) = (4.27)
2
que al aplicar a [Ec{4.26] podemos demostrar que:
ﬁO — ie—iwe*Tﬁoefinth cosap(lfe_'r) (428)
27
es solucion a [Ec \ para n = 0 donde vy = ;)t—‘;

Por lo tanto, la distribucion marginal P(v, ¢, ) [Ec}4.18| vendréa dada por:

2

Bpyiyt) = eimemivgmintinemei-) T H 0 (429)
2
cuya transformacion inversa de Fourier corresponde a:
p 1 Bm?2 Bm? (v —Ucosp(l —eP) — voe*m)Q
~or\ 2nD(1 = e28t) P 2D (1 — e-28t)

(4.30)

resultado antes reportado que corresponde a la distribucion en velocidad, y
angulo, de un sistema en el limite sobreamortiguado [38]. Ademas, podemos
observar que al tomar el caso particular U = 0 y hacer la integracion Marginal
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en @ en el intervalo [0, 27| recuperamos la distribucion de Maxwell-Boltzmann
para particulas pasivas:

Bm? ﬂmQ _Bt\2
Fet = \/27rD(1 o) P | “ap( — ez (0w )] (48D

A pesar de que la distribucién que se obtiene en este limite nos indica
que es una distribucién bimodal simétrica, igual a la que se observa en las
simulaciones de la dinamica de Langevin, hemos perdido la informacién del
momento de inercia de la particula, pues al calcular el MSS, empleando esta
distribucion, es posible darse cuenta que su valor no es el correcto, pues en
ese tipo de sistemas la inercia rotacional si tiene una contribuciéon que hasta
el momento se ha despreciado en la literatura.

4.3. Meétodo perturbativo

Como hemos demostrado, al final del capitulo anterior, el sistema de
ecuaciones formado por [Ec[4.22]-[Ec[4.24] es soluble tnicamente para € = 0
a todo orden, sin embargo, veremos mas adelante que es posible resolver
el sistema de Hierarchy para para valores |¢| << 1 al emplear un método
perturbativo.

Sea

Pi = Do+ €Dit + €Piz + .. = € P (4.32)

solucion al sistema de Hierarchy [Eci4.22]-[Eci4.24], donde € es el parametro
de perturbacion, de tal manera que al introducirla en [Ec{4.21] podemos
verificar que el sistema de n ecuaciones se transforma en:

g’ +w g —+1wUyy, oS ppm =
T w —— o (4.33)
—e |ttt g Pty
Op Op ’
donde
Pap =0  V{a,b} <0 (4.34)

Dado que el sistema de ecuaciones de Hierarchy [Ec}4.22| involucra en
cada ecuacion los coeficientes p,,, pn_1 V Dni1, ¥ ademas que nuestro interés
se muestra solamente para el coeficiente py , expandiremos paran, m = 0,1, 2.
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n=0 ; m=0,1,2

n=1; m=0,1,2

o
or

o
or

n=2 ; m=0,1,2

o
or

o7
or

w@w

Do ODoo __
9Poo + wﬂ + 1wU,cos0pgy = 0
or ow
dpot1 Opo1 . __ dp1o
+ w—— + 1wy, cos = ——
a7 w th ®Po1 Dy
o2 Opoz . __ Opn
+ w——+ 1wy, cos = ——
o7 D th ®PPo2 D
Op1o opio . — -
P10 + wﬂ + 1wl cos pprg = —bpig
or ow
opn . _ OPoo 0P ~
W b + 1wUy, cos pp11 = _ZPw _ 2ﬂ — bp11
ow Op Op
opra . _ Opo1 Opa1 -
w P12 + 1wUy, cos ppro = _ Pt _ \/5& — bp1a
ow Op Op
Ip2o IOp20

—— + w—— 4 1wUy, cos ppy = —2bpag
or ow

opa1 . __ Op1o Op30 -
w D21 + 1wUy, cos ppa; = —V2 P10 _ V3 Pao _ 2bpay

ow Op Op

Ip2

. — opn Ops1 ~
2 4 1wUy, cOS ppog = —V2 P _ V3 P31 _ 2bpas
dp dp
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4.3.1. Solucién a orden cero de p

Podemos observar que [Ecl4.35|, [Eci4.38] y [Ec{4.41] son equivalentes

al sistema de Hierarchy original dado por [EC., y entonces su solucion
general viene dada por [Ec, donde, de nuevo, queda por determinar
fn(we™T) por condiciones iniciales.

Veamos, para n = m = 0, tenemos que:

1/9\0_(/)(71)7 o, 7-) = foo (weiT) e~ twUip cos ¢ (4.44)

donde fyg debe determinarse.
Recordemos que

Po = Poo + €Po1 + € Doz + ... (4.45)

es solucion a nuestro coeficiente n = 0 sujeto a:

ﬁ()(wa ¥, 0) = ﬁOO(w7 P, 0) + Eﬁol(wa @, O) + €2f502(uj7 2P 0) + .=
(4.46)

Dado que estamos interesados exclusivamente en la distribucion de velocida-
des tomaremos el caso particular vy = 0 para simplificar la matemética del
problema. Es importante recordar que a tiempos largos la dependencia en el
valor inicial de la velocidad vy se perdera en la distribucion de velocidades.

Por lo tanto, la igualdad [Ec. implica que los coeficientes py; tomaran
como condiciones iniciales:

Poo(0) = 5 (4.47)
Por(0) = (4.48)
Po2(0) =0 (4.49)

Entonces, al emplear la condicioén inicial para pgy podemos demostrar que:

ﬁOO — %einth cosap(l—eﬂ') (45())

es solucion a orden cero del coeficiente pgo.
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4.3.2. Solucién a primer orden de p

Para poder resolver [Ec}4.36] necesitamos primero resolver [Ec4.38], cuya
ecuacion esté desacoplada.

Veamos [Ec}4.38] nos dice que:

P10 P10 _ _
P10 + wI1o + iwlUy, cos epro = —bpio (4.51)
or ow

de tal manera que, como mencionamos en la secciéon anterior, puede resolverse
usando el método de las caracteristicas.
La solucion general a [Ec{4.51] viene dada por:

1’5’10 — flO (’LUB_T) w—be—inth cos (452)

donde, de igual manera, fg se determina mediante condiciones inicialesﬂ
El analisis de condiciones iniciales implica que:

P (u,,0) =0 (4.53)

que a su vez resulta que py ;(t =0) =0 Vj.
Al aplicar estas condiciones iniciales a [Ec}4.52] nos lleva a que :

p1o =0 (4.54)

es decir, que la solucion a [Ec}4.51] bajo la condicion inicial [Ecl4.53|, es nula.
Ahora conociendo la forma explicita de p1g podemos resolver [Ecl4.2§],
cuya expresion algebraica, recordemos, viene dada por:

Opor Opon — Op1o
Por + u)ﬂ + 1wUy, cos ppg; = _ %P (4.55)
or ow dp

si introducimos el resultado [Ec{4.54], a esta ultima expresion, tendremos del
lado derecho que:

P10
i

y por lo tanto, la ecuacion diferencial inhomogénea a resolver es:

—0 (4.56)

Jdpo1 Jpo1
ar %0

Véase apéndice condiciones iniciales Sec.

+ 1wUy, cos po; = 0 (4.57)
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cuya solucion general, como ya habiamos demostrado antes, viene dada por:

,ﬁOl = fOl (we_T) G_inth cose (458)

Finalmente, al imponer la condicién inicial dada por [Ec{4.48] obtendre-
mos que:

Por =0 (4.59)

es decir, la correcciéon a primer orden de pg es nula.

4.3.3. Soluciéon a segundo orden de p

Para resolver [Ec es necesario conocer la forma explicita de py; que
tiene como ecuacion [Ec, y a su vez, para determinar ésta necesitamos
conocer la solucién explicita de psy cuya ecuaciéon de evolucion viene dada
por:

Op20 Opa . _ -
PN w2 4 iUy, cos P20 = —2bpay (4.60)
or ow

y cuya solucién general es dada por

520 — f2 (we—T) w—2b6—inth cos (461)

Al imponer la condicion inicial [Ec|7.29 (ﬁgo(T =0) = —ﬁ) podemos

verificar que la soluciéon particular viene dada por:

~ 1

1 —2bT~

= ———=€
\/§ DPoo

Por lo tanto, ahora que ya tenemos la solucién analitica a poy, podemos
resolver la ecuacion a segundo orden de poy dada por [Ecl4.37]. Al introducir

|[Eci4.53] v [Ec/4.62] podemos verificar que [Ec}4.37] toma la forma:

—2bT6—inth cos go(l—e"r>

e

(4.62)

opn op11 _
571_1 w—gul)l + iwUyy, cos pp1; = — (1 - e_sz)

Ipoo
dp

— b (4.63)
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donde

IPoo -
9P _ iwUy, sing (1 —e™7) Poo (4.64)
ot
con
1 _. —r
]3/00 _ _efszth cosap(lfe ) (465)
2T

Entonces, la ecuacion a resolver se reduce a:

opn opnn . — i~ _ _ . L~
g + w b + twUyy, cos wp11 + bp11 = (1 —e %T) (e T— 1) 1wUy, sin ©Pgo
or ow
(4.66)
donde proponemos una solucién de la forma:
P = w bWl Cos‘p(l_eq)fl (w,p,T) (4.67)

sin embargo, la condicion inicial py;(7 = 0) = 0 implica que f(w,,0) = 0,
y por lo tanto que la soluciéon sea nula.

Entonces, al introducir [Ecl4.67], en [Ec}4.66|, tenemos que:

(9f1 afl 1 —2bt T\ ; 3
5 + wo = o (1 —e ) (1 —e )zwb“Uth sin ¢ (4.68)

cuya soluciéon particular podemos demostrar que viene dada por:

bt 1 TS T o
(4.69)

fi=———sinpw

ZUth . b+16_(b+1)7' e(b+1)7 ebT 6_(b_1)T e—bT 2
2m

Por lo tanto, ya tenemos de manera explicita la solucion a [Eci4.66] que
debemos introducir en la ecuacion [Ecl4.37| para obtener la contribucion a
segundo orden pps.

Recordemos
D02 ODo2 N Opn1
gho2 + w P02 + iwUy, cos poa = _gru (4.70)
or ow dp
donde de [Ecl4.67] tenemos que:
Op11 1

= —H(r)e "™ cosp(1-¢77) (WU, sin® ¢ (1 — e™7) — iwUy, cos o]

dp  2m
(4.71)
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donde hemos definido

e(b—i—l)'r eb‘r e—(b—l)T e—b'r 2

Hr) = o—loHD)r e T 4.72
() =e (b+1 b -1 b b(b2—1)) (4.72)

Entonces, para resolver [Ec}4.70] proponemos, de nuevo, que la solucion
sea de la forma:

502 —e szthCOSSD( )f2<,w 0, T ) (473)

Ahora podemos verificar que nuestro problema se reduce a resolver

0 0 1

8{'2 +w 8{5 = —%H( ) [w U2 sin? ¢ (1 — e_T) — jwUy, cos cp} (4.74)
bajo la condicion ﬂ f(w,¢,0) =0 ya que pgz = 0.

De nuevo al emplear el método de las caracteristicas podemos demostrar
que la solucién particular a fy viene dada por:

w?e %" , —4be™ + be® + 2br — 2T + 27
fr = =5~ Uisin® 90{ 2 (b+ 1) }
wQe_2TU _ e 27 (be™ —b+1)> 277 (hem —b+1)
0 Uinsin® W (b—172  Rh-1 0b+1)
weUy, o 1 027 o= (2b-1)7 9e—bT
L COS@[b+1_ET+ 202 _(2b—1)(b—1)+b2(b2—1)]
N w2e’27U g [—31)3 + 7b% — 6b + 3} dwe "Up, o [4b2 —6b+ 3}
T (b—1) or 20— 1)

(4.75)

Por lo tanto, finalmente hemos obtenido de manera analitica, para todo
tiempo 7, la contribucion a segundo orden de la solucion en el espacio de (w)
de Fourier del coeficiente po(w, ¢, 7)

2Véase apéndice condiciones iniciales Sec.
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4.4. Distribucion de Velocidades

4.4.1. Transformada inversa de P

En las secciones anteriores hemos podido demostrar la capacidad del Mé-
todo de perturbaciones para desacoplar y resolver nuestro sistema de Hie-
rarchy. Por otro lado, recordemos que nuestro objetivo es obtener la distribu-
cion de velocidades por lo que empleamos directamente el resultado [Ec,
es decir:

P(p, u,t) = foe 1 (4.76)
donde (hasta segundo orden) tenemos que:
Po = Doo + € Po2 (4.77)

donde Py ¥ po2 vienen dados por [Ecld.53| y [Ecld.73] respectivamente.
Dado que sabemos que el sistema tiende a un estado estacionario, tomare-

mos el limite ¢ — oo en [Ec[4.76] y también regresaremos a nuestras variables
no adimensionales.

Por lo tanto, tenemos que hasta segundo orden nuestra distribucion de
velocidades, y angulo, en el espacio de Fourier toma la forma:

~ 1 _u2D —iuwUec
P:2—e 2pmZ oY COSP ] €
T

yiuUcosp  ,u?U?sin? @
—€
b+1 2(b+1)
Por otro lado, recordemos que la transformada inversa de Fourier viene
dada por:

(4.78)

1 [ |
P(p,v) = —/ P (p,Q,u)e™du (4.79)

21 J_ o

entonces, al introducir [Ec}4.78| es esta ultima expresion tenemos que nuestra
distribucion de velocidades, y dngulo, en el espacio sera:

00 . 12
_ L B*J;T%e—iwcow o wlU cosp  u’U?sin® ¢ S gy
A2 | b+1 2(b+1)
(4.80)
donde las respectivas integrales al realizarlas toman la forma
o0 _ u2D il . Bm2 U 2
/ e 2pm2 U cosp jiuv 1, Ae*ﬁ(vf cos ) (481)
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oo w2 . 2 2
(w) e QﬂmDQ e—iuU cosgoeiuvdu _ A (U U cos (20) ﬂm e—%(v—Ucos ©)?
oo D

(4.82)

[e%s) W2D Bm?2 5 ,Bm2 ﬁ2m4
_w?D . _pm2, 9
/ U2€ 26m? ¢ zuUcosapewvdu — Ae~ 2D (v=U cos p) _ ('U _ UCOS(p)

D  D?
(4.83)

—00

donde
26m?2m
D
Por lo tanto al sustituir estos resultados en [Ec4.80| tendremos que:

1 [Bm2 _pm? 2 €2 U?sin?
P _ — 55 (v=U cos p) 1 — U E R £ 2
(0:0) =5\ 52p® > { b+1{ cosprt T
(4.84)

A:

Esta es la funcion de distribucion de probabilidad para v y ¢ de un sistema
de ABP’s no interactivas en 1D, donde hemos definido:

(v —Ucosp) fm?
D

E, = (4.85)

Ey=——— E% (4.86)

Podemos observar que en el limite ¢ = 0, es decir, inercias grandes (en
el caso de un disco a — 00) recuperamos la expresion [Eci4.30] en el estado
estacionario t — 0o

1 /pm?

= /5 De%?(vaow)? (4.87)
m m

P (p,v)

4.4.2. Funcién de distribucién de velocidades para par-
ticulas activas con inercia

Al integrar marginalmente [Ec}4.87| con respecto al angulo ¢ obtendria-
mos la funciéon de distribucion de velocidades para particulas activas libres,
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no interactivas y con efectos de inercia. Sin embargo, obsérvese que ana-
liticamente esta integral no puede realizarse por estar nuestra variable de
integracion contenida en forma de funcién trigonométrica en un exponente.
Véase de manera explicita:

1 57’)12 2m Bm2 2 62
P = — 55 (v=Ucosp)* |1 _ d 4,88
) =5V 2D /0 <" g vl de (488)

donde

2 in?
fru(v, ) =UcospEy + MEQ
Por lo tanto, a partir de aqui emplearemos herramientas numéricas para
obtener resultados que validen nuestra distribucion.

Podemos observar que los nuevos términos que aparecen en la distribu-
cion |Ec[4.84] dependen de la Actividad (U), de la inercia traslacional y
rotacional (€). Esta contribucion dual en la Inercia no habia sido reportada
anteriormente con el formalismo de Fokker-Planck. La contribucién dual es
importante, dado que esto codifica el efecto de la inercia rotacional en las
propiedades del sistema. Este efecto (debido al acoplamiento de los grados
de libertad de traslacion y rotacion) habia sido observado con el formalismo
de Langevin, al aplicarlo a un modelo genérico de particulas activas Brow-
nianas [35,36}38]. Es interesante mencionar que el primer término en nuestra
distribucion [Ec[4.84] habia sido propuesto en la literatura [3,/4}[13], sin em-
bargo, a partir de nuestro tratamiento analitico éste termino puede ahora
ser identificado formalmente como el término de orden principal de nuestra
ecuacion jerarquica perturbada.

Por otro lado, si hacemos que U = 0 en nuestra distribucion [Ec, re-
cuperamos la ya conocida distribucion de velocidades de Maxwell-Boltzmann
para materia pasiva no interactiva. A partir de otro tipo de tratamiento (Una
mezcla entre el formalismo de Langevin y de Fokker-Planck) obtuvieron una
distribucion parecida a la que hemos reportado [38]. Para visualizar y verificar
nuestra distribucion [Ec[4.84] hemos realizado numéricamente la integracion
para la distribucion marginal P(v) = fo% P(v,p)dp, y la hemos comparado
con simulaciones de la dinamica de las ecuaciones de Langevin, asi como con
datos experimentales [|35]. Nosotros, entonces, hemos aprovechado resultados
experimentales de trabajos recientes sobre robots macroscopicos autopropul-
sados por vibracion (vibrobots) [104[28,38]. Estos son discos sélidos de orden
de centimetros, con patas elasticas, que vibran de manera vertical, creando
asi autopropulsion de manera artificial. De los experimentos reportados [3§],
hemos considerado un vibrobot de radio a, masa m, y momento de inercia
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I = ma?/2, tal que sus nimeros de Stokes traslacionales y rotacionales son
St = B/mr = 0,09y Sg = Ba/Tr = 0,06 , respectivamente, (7g = 1/Dg),
su nimero de Péclet P, = U*rr/Dr = 151, y consecuentemente con € = 0,4.
Primero observaremos el efecto de la propulsiéon en nuestra nueva distribu-
cion de velocidades. Para ello, nosotros mantendremos fijos los parametros
anteriores y consideraremos dos velocidades de nado hipotéticas cuyos ntime-
ros de Péclet son P, = {2778,4938}. Nosotros sustituimos estos valores en
la distribucién marginal de nuestra distribucion [Ec[4.84] (P(v)) y la grafi-
camos como una linea solida y punteada de color verde en la figura [1.2] Las
simulaciones de la dindmica de las ecuaciones de Langevin [Ec[4.1] y [Ec/4.2]
también se realizan y se grafican en azul en la figura [4.2] Para realizar los
promedios del conjunto se han considerado 2000 realizaciones. Finalmente,
los valores experimentales de [38] son extraidos y graficados en la figura
como circulos amarillos. De la figura[1.2(a) a la Figura [4.2]c), tenemos que
P, = {151,2778,4938}, respectivamente. Este anéalisis indica que la distri-
bucién de velocidades se expande cuando la autopropulsion de la particula
incrementa, ademas, la distribucion tiene dos modos simétricos, cada uno
centrado alrededor de la velocidad de auto-propulsion del sistema. La figura
también ilustra que la velocidad de la particula cambia entre modos cuando
ésta conduce hacia la derecha o hacia la izquierda. Estos graficos demuestran
la concordancia entre experimentos, simulaciones, y teoria, lo que confirma
nuestra expresion teodrica. Aunque los datos experimentales utilizados [38|
contienen una pequena torca, notamos por medio de simulaciones, que ésta
puede despreciarse. Por otro lado, veremos que es posible predecir cantidades
macroscopicas a partir de nuestra distribucion de velocidades [Ec.
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Experiment Theory Simulations I
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Figura 4.2: Distribucion de velocidades y MSS (velocidad cuadratica media) como
funcion de la propulsion (Pe) y la inercia (S, Sg) para discos so6lidos autopropul-
sados no interactivos. Resultados teéricos, numéricos y experimentales son presen-
tados, respectivamente, como lineas solidas (o punteadas) en color verde, circulos
amarillos, y barras azules. En (a)-(c), la velocidad de nado es incrementada, mien-
tras que S = 0,09 y Sg = 0,06, de acuerdo con los experimentos reportados en [38].
(a) Pe = U?rgr/Dr = 151 de experimentos. (b) Pe = 2278 (velocidad hipotética).
(c) Pe = 4938 (velocidad hipotética). (d) MSS numeérico (circulos azules) y tedrico
(linca punteada verde) [Ec[4.89] de los casos (a)-(c). En (e)-(g), la inercia cambia.
Todos los datos son tomados de experimentos | [38]]. (¢) Pe = 16, Sr = 0,48 and
Sgr = 0,48. (f) Pe = 58, Sr = 0,19 and Sk = 0,03. (g) Pe = 41, Sy = 0,39 and
Sr = 0,52. (h) MSS para los casos (e) y (g), donde, en azul se muestra resultado
numérico y en linea verde punteada la teoria.

Para poder observar la predictibilidad de nuestra distribucion [Ecf4.84],
calcularemos la velocidad cuadratica media (o MSS, por sus siglas en inglés)
a partir de ella, la cual viene dada por:

(v?) = /OO v?P(v)dv (4.89)

sin embargo, no es necesario que tengamos la distribuciéon marginal P(v) de
nuestra distribucion de manera explicita, pues, es posible demostrarse que
esta cantidad viene dada por:

2 92P(u,
(v*) = — /O —82“2 g")|u:0dgo (4.90)
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Entonces, al realizar todos los célculos necesarios, utilizando la [Ecl4.7§],
podemos demostrar que:

(v?) = BZQ + U; (1 _ < > (4.91)

b+1

Notese que dicha expresion tiene la forma de la [Ec, la cual fue obte-
nida al emplear el formalismo de Langevin por el Dr. Sandoval en 2020 [35].
Esto demuestra que nuestra distribucién, a pesar de ser una aproximacion,
muestra por primera vez (desde el formalismo de Fokker-Planck), que la iner-
cia juega un papel importante en los sistemas activos.

Para verificar el resultado hemos, de nuevo, comparado nuestra teoria con
simulaciones de las ecuaciones de Langevin con los mismos parametros de los
vibrobots de las figuras [1.2(a)-(c), donde hemos hecho 2000 realizaciones
para calcular numéricamente el MSS de los 3 vibrobots antes mencionados.
Los resultados son presentados en la figura (d), donde los datos de la
simulacion son mostrados en circulos azules, mientras que la expresion tedrica
(Ecuacion |[Ecf4.89]) es mostrada como una linea punteada de color verde. De
nuevo, esto muestra una gran concordancia entre la teorfa y las simulaciones,
confirmando la predictibilidad de nuestra distribucién [Ec[4.84]. El siguiente
paso seria el variar la masa y el momento de inercia de nuestro sistema, y
ver el efecto que existe en la funcion de distribucién de velocidades de los
vibrobots. Para complementar el analisis, de nuevo hemos considerado usar
los datos experimentales de [38], entonces, la distribucion de velocidades de
“Maxwell-Bolzmann” en el estado estacionario para los tres vibrobots con
distinta masa son mostrados en la figura(4.2(e)-(g). Aqui, la expresion tedrica
(la integral marginal angular de [EC) es mostrada como una linea verde
punteada, los resultados experimentales son mostrados en circulos amarillos,
mientras que las simulaciones dinamicas de las ecuaciones de Langevin son
mostradas como barras azules. La figura [1.2e) representa a un vibrobot
con Syt = 0,04, Sg = 0,0l,e = 0,69, y P, = 16, mientras que la figura
4.2(f) representa a un vibrobot con Sy = 0,19, Sp = 0,03,c = 1,y P, =
58. Finalmente, la figura [4.2)(g) representa a un vibrobot con Sy = 0,39,
Sr = 0,52, = 0,54, y P, = 41. Estas figuras demuestran, una vez mas, la
excelente concordancia entre la teoria, los experimentos, y las simulaciones.
Para confirmar, de nuevo, la predictibilidad de la ecuacion [Ec., hemos
calculado el MSS de los dos ultimos vibrobots, usando los mismos parametros
mencionados anteriormente, y haciendo 2000 realizaciones. Los resultados se
presentan en la figura (h), donde la simulacién es representada por circulos
azules, mientras que la expresion tedrica [Ec es mostrada por una linea
punteada en color verde. Una vez més, una excelente concordancia entre
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teoria y simulacion, que confirman la predictibilidad de nuestra distribucion
[Ec[ISD,

Es importante mencionar que la intenciéon de poner la misma escala en
el eje x [-0.5,0.5] de las figuras [4.2h)-c);e)-g)] fue la de mostrar el cambio
de la distribucion para los experimentos de la referencia [38|. Para observar
con mayor detalle el ajuste entre el experimento, la teoria y las simulaciones
véase la Figura 1.3

= JEOria === Experimento === Simulacion

8 : : :
Pe =151
St = 0.09
. 6f Sk =006 |
=
A 4r -
ot i
O 2 2
-0.2 0 0.2

v(m/s)

Figura 4.3: Ajuste entre datos experimentales, simulaciones y teoria para el ex-
perimento caracterizado por Pe = 151, S = 0,09 y Sg = 0,06 de acuerdo a lo
reportado en [37].

Como puede observarse hay un gran ajuste con respecto a los experimen-
tos [3§].

Por otro lado, para poder mostrar el efecto de inercia en nuestra distribu-
cion de velocidades, hemos integrado numéricamente la expresion [EC.
para diferentes valores de nuestro parametro de perturbacion e. Para ello,
primero recordemos que € = Q,/f , donde Q, = \/Q,/Rol y 5 = Ry/m.
En nuestro modelo consideramos que la particula activa tiene forma de dis-
co plano, y por tanto, momento de inercia I = ma?®/2 donde a es el radio

del disco. Bajo estas consideraciones nuestro parametro de perturbacion se

. 2Dam?
reescribe como ¢ = , / 2=
RqR%.a?

Notese como si cambiamos la masa de la particula (o incrementamos la
friccion) el parametro de perturbacion cambia. Para demostrar este efecto en
la, distribucion de velocidades hemos graficado [Figura para un sistema
donde hemos variado la masa de la particula. Los parametros los he tomado,
de nuevo, de la referencia [38] (con el fin de observar el efecto en un sistema
real), particularmente del experimento con numeros de Stokes Sr = 0,09,
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Figura 4.4: Distribucion de velocidades del experimento caracterizado por los ni-
meros de Stokes Sp = 0,09, Sg = 0,06, y namero de Péclet Pe = 151, en donde
hemos variado la masa m de la particula del experimento original.

Sk = 0,06, y nimero de Péclet Pe = 151. En este experimento la particula
tiene masa m = 7,6 x 107*kg, radio a = 6,6 x 10~2m, los coeficientes de
difusion, traslacional y rotacional son, Db = 3,56 x 10™°m?s™!, Dp = 0,91s7!,
respectivamente, vy los coeficientes de arrastre, rotacional y traslacional son,
Ro = 2,44 x 107"kgs™', Ry = 0,0071kgs™!, respectivamente. Notese que
hemos variado el valor de la masa m de manera artificial (alrededor del valor
real del experimento m = 7,6 x 107%kg), pero, hemos mantenido los demés
parametros fijos. Los valores asociados de €, y de inercia I, para estos valores
de masas ficticias los mostramos en el cuadro 411

€ m (x1073kg) | T (x10~%kgm?)
0.2031 0.20 0.431
0.3959 0.76 1.64
0.9084 6.00 8.63

Cuadro 4.1: Masa y momento de inercia de una particula activa de radio a =
6,6 x 10~3m. Note que € es proporcional a m.

La figura demuestra la dependencia de nuestra distribuciéon de velo-
cidades con la masa de las particulas activas. El efecto debido a la inercia
se debe a la imposicion de la particula a rotar, pues, si la particula activa
no puede rotar su preferencia por tomar valores alrededor de su velocidad
de nado incrementa. Por esta razon, si el parametro de perturbaciéon incre-
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menta, la probabilidad de tomar velocidades alrededor de las velocidades de
autopropulsion incrementan, nétese como los picos de la distribucién bimo-
dal se vuelven mas agudos |[véase en Figura distribucién en color rojo a
comparacion con distribucion en color verde|. También note como en el ca-
so € = 0,2031 , donde la masa m y el momento de inercia I son pequenos,
la distribucion colapsa en la distribucion de “Maxwell-Boltzmann” clasica.
La razén de esto es que la particula tiende a rotar con tanta facilidad (su
momento de inercia es despreciable) que su velocidad toma todos sus valores
posibles, perdiendo su preferencia por tomar valores alrededor de la velocidad
de autopropulsion.

Finalmente, como hemos mostrado, logramos obtener la distribucion de
velocidades analoga a la de “Maxwell-Boltzmann”, para un sistema de ABP’s
en 1D con efectos de inercia rotacional, cuya relevancia, dentro del estudio
de los sistemas activos, es tal que los resultados aqui reportados, junto con
algunos avances para la distribucién de posiciones con efectos de Inercia,
fueron publicado en un articulo de la American Physical Society en 2021 [20].
Dicho articulo lo anexaremos en un documento adjunto.

62



Capitulo 5

The mean first-passage time of
active particles on curved
substrates

5.1. Introducciéon

Empecemos citando el ejemplo dado por Redner Sidney en el prefacio de
su libro “A guide to first-passage time processes” [40]:

“Haces una cita con un colega a las 7:00 P.M en un centro comercial. Tu
colega como es una persona puntual llega a las 6:55 y espera hasta las 7:05,
pero como ve que no llegas decide marcharse. A las 7:06 llegas y supones
que has llegado temprano, por lo que esperas. Son las 9:00 P.M y entonces
decides retirarte porque tu colega te ha dejado plantado. Llegas a tu casa y
marcas por teléfono a tu colega para saber por qué no asisti6. Al contestar tu
le dices que lo has esperado dos horas, y entonces él te menciona que se retiro
un minuto antes de que ti llegaras. Le reclamas el por qué no te espero si la
probabilidad de que llegaras entre las 7:00 P.M y las 9:00 P.M era de casi uno,
entonces tu colega responde: La probabilidad de que llegaras no es relevante,
pues lo relevante es que la probabilidad de que llegaras a las 7:00 P.M por pri-
mera vez fue nula. Y entonces tu colega cuelga el teléfono, pues, tiene razoéon ”

Entonces, si un evento dado (“la cita”) es activado cuando cierta variable
aleatoria cruza por primera vez cierto umbral (“Que hubieras llegado a las cita
a las 7:00 P.M”), se dice que es un proceso de primer paso (“First-passage’)’.
Eventos tales como una reaccién quimica, un pulso neuronal, la bisqueda de
un objeto, la supervivencia a un depredador, o la quiebra de alguna compania
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de seguros, estan intimamente relacionados con procesos de primer paso, y
por ello, la importancia en su estudio. Por ejemplo, en el caso de un pulso
neuronal (que es la unidad fundamental de procesamiento de informacion del
sistema nervioso), tenemos que este es causado cuando el potencial eléctrico
generado en la membrana celular de la neurona cruza por primera vez cierto
umbral cada cierto de tiempo, recibiendo este tiempo el nombre del tiempo
de primer paso o en ingles “The mean first-passsage time”. En el caso de
supervivencia podemos pensar en una persona que se ha pasado de copas
y que va caminando por una acera que tiene una alcantarilla destapada.
Dado su estado de alcoholizacién, su andar es azarosa, por lo que entonces
es interesante saber cual es el tiempo promedio en que el sujeto caiga a la
alcantarilla (evento) por primera vez (mean first-passage time), es decir, su
tiempo de supervivencia antes de accidentarse. Entonces que el mean first-
passage time esta asociado a eventos de primer paso tales como los que hemos
ejemplificado arriba.

Con los anteriores ejemplos queda por sentada la importancia de su anéli-
sis, sin embargo, a pesar de ser tan relevante para caracterizar el que ocurran
ciertos eventos, matematicamente no existe una manera tnica y bien cimen-
tada de como abordar dichos problemas, veamos el por qué. Recordemos
los cursos bésicos de Mecanica elemental, donde caracterizamos un sistema
clasico a partir de las ecuaciones de movimiento de Newton. Todo sistema,
recordemos, queda descrito por la evolucion de sus grados de libertad q, y de
sus momentos generalizados asociados p, siempre en funciéon del parametro
temporal t. Responder cual es el valor asociado a una cantidad medible x
al tiempo t es posible (una vez resolviendo el problema analiticamente) y a
su vez, también es posible responder de manera inversa ;A qué tiempo t la
variable toma tal valor numérico x?, pues basta con despejar el parametro
t v dejarlo en funcién de las coordenadas generalizadas ¢; y los momentos
generalizados p; (Cuando sea posible). En analogia, tenemos en los proce-
sos estocasticos los problemas de primer paso. ;Cudl es el tiempo medio de
primer paso t de que la variable aleatoria x tome por primera vez el valor
numérico xq?, pero en este caso, no sélo basta con tratar de despejar el pa-
rametro ¢ para dar una respuesta, pues este tiempo también es aleatorio, y
por lo tanto, depende de una funcion de distribucion de probabilidad F'(t)
que a su vez debe estar asociada a la funciéon de densidad de probabilidad
de la variable aleatoria x. Es por esta dificultad que abordar este tipo de
problemas es muy poco comun, ademés del poco material en la literatura
que existe para abordarlosﬂ

Dado que nuestro objetivo es conocer el mean first-passage time (MFPT

lyéase por ejemplo Risken
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en inglés) para un modelo de particulas dotadas de actividad y restringi-
das a moverse sobre canales unidimensionales no planos, partiremos de una
analogia con el mean first-passage time de particulas pasivas brownianas,
en 1D, en el que se ponen barreras absorbentes simétricas centradas en el
punto de partida de la particula, y para el cual existe una metodologia bien
definida para caracterizarlo. Por su simpleza matematica exterior (como ve-
remos més adelante), no podemos dejar a un lado la estructura logica que lo
sustenta. Iniciaremos planteando el modelo matemético de particulas activas
que trabajaremos, asi como la manera en que se obtienen las ecuaciones de
movimiento de Langevin que caracterizan su dinamica. Dado que la funciéon
de distribucién de posiciones juega un papel intimamente fundamental con la
funcién de distribucién del primer tiempo, emplearemos el método de Novi-
kov para obtener la ecuacion de Smoluchowski asociada a nuestro modelo en
el limite sobreamortiguado, pues esta ecuacion nos dice el comportamiento de
dicha distribucion de las variables espaciales de nuestro modelo. Finalmente,
generalizando la definicion del MFPT a espacios curvos unidimensionales, ob-
tenemos una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden para el MFPT,
que resolveremos de manera numérica con ejemplos particulares. Dado los re-
sultados obtenidos, hasta el momento (Diciembre de 2021), se han empezado
a escribir en articulo para su publicacion. Finalmente, es importante aclarar
que es fundamental tener conocimientos previos sobre geometria diferencial
para su andlisis profundo, sin embargo, fuera de eso, la esencia del mismo
puede observarse sin tener conocimientos especificos del mismo.

5.2. ABP’s en espacios curvos

Como en todo problema fisico, necesitamos un modelo matematico que
nos permita describir de la manera més simple el problema que queremos
resolver, en nuestro caso, el modelo de materia activa a utilizar es el mismo
que se describi6é en en capitulo |3 s6lo que esta vez el centro de masa de la
particula activa browniana se desplazara sobre una curva plana. La particula
en si vivira en el plano tangente a la curva, en donde también vivira en vector
director @ que indicara la direccién en donde la particula se autopropulsa.

Como en todo sistema estocastico, es necesario emplear los formalismos de
Langevin o de Fokker-Planck para poder caracterizar nuestro sistema. Noso-
tros emplearemos ambos formalismos de manera sutil para poder dar solucion
a nuestro problema. Es importante destacar que el mean first-passage time
(MFPT) esta intimamente ligado a la funcion de distribucion de posiciones
de la particula que se aborda a partir del formalismo de Fokker-Planck, sin
embargo, es necesario viajar a través del formalismo de Langevin para co-
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nocer las ecuaciones dinamicas de nuestras ABP’s y a partir de ellas hallar
la respectiva ecuacion de Smoluchowski. Ademés, las ecuaciones dinamicas
también seran ttiles para realizar las simulaciones numéricas y con ello poder
demostrar, con resultados estadisticos, la validez de nuestros resultados teo-
ricos posteriores. En esta secciéon abordaremos, entonces, el modelo de una
ABP sobre cualquier curva plana con métrica.

5.2.1. Ecuaciones de movimiento
Traslacion del centro de masa

Olvidando por un momento la parte estocastica del fenomeno de difusion
en nuestro modelo, tenemos que la ecuacion de movimiento para el CM (cen-
tro de masa) de una ABP restringida a moverse dada una constriccion g(q;)
viene dada por:

ma = —yv + Fo. — AVg(q) (5.1)

donde g; es la i-ésima coordenada generalizada de nuestro sistema, v es el co-
eficiente de friccion traslacional del medio donde esté sumergida la particula
y m es su masa.

El termino AVg(g;) representa la fuerza normal, a la constriccion, que se
requiere para que el movimiento esté restringido sobre la misma y que en el

caso de que la constriccion no evolucione en el tiempo, es decir % =0,
podemos demostrar que el parametro A\ cumple:
Fo.:. -V
\ = LQQ (5.2)
Vgl

Por lo tanto la ecuacion de traslacion del centro de masa para una ABP
restringida a cualquier espacio g(g;) de manera explicita toma la forma:

ma=—yv+Fyy — [Fou - 1|7 (5.3)
donde definimos
. Vg
n=_— 5.4
Vgl (5:4)

como vector normal unitario a la superficie de restriccion.
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Dado que estamos interesados en sistemas micrométricos, tomaremos el
limite sobreamortiguado, es decir, despreciaremos la inercia en esta tultima
expresion.

Entonces tenemos que en el limite sobreamortiguado la dindmica de la
ABP viene dada por:

(5.5)

Evolucién del vector director

Como lo mencionamos en el modelo de ABP que estamos empleando, la
particula en forma de disco lleva asociado un vector director 4 que dirigiré
la direcciéon de su autopropulsion, y por ende, de la direccion de la fuerza
debido a esta actividad. Recordemos que la ABP vive en el plano tangente
asociado al punto donde se encuentra el CM de la misma, por lo tanto, dentro
de este mismo plano la ABP realiza un movimiento rotacional alrededor de
un eje que pasa por el CM y que es normal a la restriccion g(g;), es decir,
un movimiento rotacional alrededor de 7 (Véase Fig: [p.1]). Como el CM de
la particula es dinamico, entonces, el n y el plano tangente son dinamicos.

Si anclamos un sistema de referencia en el CM, y otro sistema de referencia
fijo en el laboratorio, podremos darnos cuenta que el sistema de referencia
del CM es un Sistema de Referencia no inercial.

El plano tangente en cada punto sobre la constriccion se formara con
un conjunto de vectores unitarios y perpendiculares, entre si, €;, tal y como
podemos apreciar en la [ﬁgura.

Definimos
&= 5.6
e >0
donde
or
i = 5.7
® = 5 (5.7)

Consideraremos que el sistema de referencia anclado al CM gira con la
misma velocidad angular con la que gira el vector director @ alrededor del
eje n. Esta velocidad angular vendra dada por

w =wn (5.8)
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Figura 5.1: Particula discal moviéndose sobre una restriccion espacial. El centro
de masa se mueve sobre la constricciéon, mientras que el disco que la forma vive
en el plano tangente asociado a dicho punto del centro de masa. La rotaciéon de la
particula se da alrededor de un eje normal n al plano tangente .

donde w es la rapidez angular de rotacion del vector director.

La relacion de la evolucion temporal de un vector arbitrario b entre un sis-
tema de laboratorio y otro no inercial que rota con velocidad w con respecto
al de laboratorio, es

db db
haind = | == b .
|:dt:|lab |:dt:|rot+wx (59)

Ya que en nuestro caso el vector director u visto desde el sistema de
referencia anclado al CM esté en reposo, tendremos que evoluciona como

i
l—“} —wxa (5.10)
dt lab

Es importante mencionar que la velocidad angular en nuestro modelo de
ABP sera aleatoria, pues la ABP solo gira debido a la torca externa que
se produce por la colisién de las particulas del fluido, sin embargo, para
simplificar el anélisis del vector director, pensemos en un vector aleatorio g
con unidades de velocidad angular que vive en el plano tangente de la ABP,
de tal manera que

i x o — lillel sin O
i & =gl sin O -
= |g|sin On

es un vector en direcciéon normal a la restriccion, puesto que, g y 4 viven en
el plano tangente. O es el angulo entre @ y g (@ es unitario).
Comparando con w podemos considerar que

w=|g|sin® (5.12)
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Figura 5.2: Diagrama que describe la dindmica del vector director .

sea la rapidez de la velocidad angular aleatoria que tiene la ABP. Esta supo-

sicion es valida, pues si g hace que la ABP gire, entonces podemos pensar que

este vector esta asociado con una colision aleatoria que afectara sélo cuando

la direccion de movimiento autopropulsado por la ABP y la colisién formen

un angulo © # nm con n = 0,4+1,42,.... La magnitud de g es aleatoria, y

sin © nos proporciona que tanto la colisién afecta a la velocidad angular.
Aceptando esto, tenemos que

wW=UxXg (5.13)
y por tanto, la evolucion de @ segun [Ec}5.10| vendra dada por

o
{d—ﬂ —dxgxi (5.14)

5.2.2. Componentes contravariantes de las ecuaciones
de movimiento

Traslacion

Tomando la ecuacion [Ec, y teniendo en cuenta que la fuerza debido
a la actividad queda definida como

Fo.: = U (5.15)
donde U es la rapidez de nado, que para efectos préacticos consideraremos

que es una constante. u es el vector director, que como mencionamos, nos
indicara la direccién de movimiento autopropulsado de la particula.
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Observando la figura [Ec. tenemos que:

U = COS €y + Sin aéy

Ccos o sin o

= —F€ + —€ (516)
G ey

= u'e,

donde u* es la componente contravariante del vector .

Reescribiendo la ecuacion [Ecl5.5] con las definiciones [Ec[5.15] y [Ec[5.16]

tenemos que

v =Uu’, +Uu"[e,-n|n (5.17)

Proyectando sobre la base covariante podemos demostrar que las componen-
tes contravariantes de nuestra ecuacion de evolucion toman la forma

vt = Unb (5.18)

Recordemos que hasta el momento hemos omitido la fuerza estocéstica debido
a las fluctuaciones térmicas del medio. Més adelante mostraremos la manera
de integrarlas.

Rotacién

Proyectando la ecuacion dindmica rotacional [Ec}5.14] sobre el vector ba-
se e, podemos demostrar facilmente que la ecuacién de evoluciéon para las
componentes contravariantes del vector director viene dada por

du®
dt

donde g es una torca aleatoria que codifica el efecto de las fluctuaciones
rotacionales sobre la ABP cuya forma se propone como

+ uPvTe, = g% — uugg® (5.19)

g=g'e (5.20)

donde

i (5.21)



con Dp coeficiente de difusiéon rotacional.
El proceso estocastico viene caracterizado por:

(n:(t)) = 0 (5.22)

(7:(t)7; (1)) = d330(t —t) (5.23)

donde §;; es la delta de Kronecker

5.2.3. Ruido traslacional

Un proceso estocastico en un espacio plano podemos escribirlo de la forma
[Ec, sin embargo, al ser el movimiento traslacional del CM sobre una
curva plana, o generalizando, a un espacio curvo, debemos de hallar la forma
que toma un proceso estocastico en este tipo de espacios.

El proceso estocastico dado por la ecuacion de Langevin en el esquema
de Ito es

do' = opdB* + m'dt (5.24)

la cual tiene asociado el generador infinitodecimal, del proceso, aplicado a
una funcion arbitraria f dado por

. ]' i _J 82f k af
Gl =3 Z Tk%k gigg T fk (5.25)

Sabemos que el generador del proceso estocéstico en cualquier espacio
curvo para una particula pasiva libre viene dado por

Gf = Dpg’ViV,f (5.26)

donde V, representa el operador de derivada covariante y g% la componente
1,7 de la métrica del espacio curvo.
Podemos demostrar que podemos reescribir [Ec}5.26] como

O f L Of
il _ Dngiirk 9L 5.27
Gf = Dpg"5 o — Dpg T (5.27)
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de tal manera que al comparar con [Ec)5.25] tenemos que

1 i i y
p) > oi0i = Dpg” (5.28)
12
m" = —Dpg"T}, (5.29)

si consideramos el caso donde la métrica es diagonal, podemos concluir que

O'f‘c = \/QDBgij(Skj (530>

m" = —Dpg"T}; (5.31)

Por lo tanto, la respectiva ecuacion de Langevin para la particula pasiva
libre vendréa dada por

da' = \/2Dpg"é;dB* — Dpg™T},dt (5.32)

Podemos observar que la ecuacion de la particula Browniana pasiva libre
contiene un término de arrastre que es despreciado en espacios Euclideos
y que, en efecto, aparece debido a la geometria del espacio. Ademas, para
espacios no planos, el término difusivo contiene ruido multiplicativo, es decir,
que el coeficiente que multiplica la “fuerza” aleatoria en el espacio curvo no
es constante.

Entonces, dado que nuestro sistema contiene intrinsecamente un término
de arrastre debido a la actividad, podemos generalizar nuestro analisis para
que todo proceso estocastico de la forma:

dz’
dt

—p4 (5.33)

se pueda reescribir como:

dz’ - - -
dfﬁ = b’ — Dpg"T}; + \/2Dpg"b;,;¢" (5.34)

donde f* representa la contribucién geométrica del proceso estocéstico.
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Dado que hemos considerado una analogia con el movimiento Browniano,
en el espacio plano, también se considerara que las fuerzas estocasticas se
caracterizan por :

(€'(t) =0 (5.35)

(€ ME () =d76(t 1) (5.36)

donde §¥ es la delta de Kronecker

5.2.4. Ecuaciones de movimiento

Tomando [Ecf5.18] y usando [Ec5.34] tendremos que las ecuaciones de
movimiento para una ABP constringida en cualquier espacio curvo vendran
dadas por:

dz?

= Uu' — Dpg"T}; + \/2Dpgiidy;¢" (5.37)
du® dz*¢
o + o 4 =g — uugg® (5.38)

donde podemos ver claramente que es un sistema de ecuaciones acopladas en-
tre si. La actividad acopla la ecuaciéon de traslacion de la particula, mientras
que la dinamica del vector director se acopla debido a la evoluciéon temporal
de los vectores unitarios que forman el SNIR, es decir, la dindmica del vec-
tor director estd intimamente ligada a la geometria del problema. Podemos
observar que si la ABP es pasiva, es decir U = 0, el movimiento traslacional
se vuelve independiente, mientras que la dinamica del vector director sigue
dependiendo de la traslaciéon de la particula, es decir, de la evolucion del
SNIR. .

5.3. Ecuaciéon de Smoluchowski:
ABP’s sobre curvas planas

Para poder obtener el MFPT requerimos conocer la funcién de densidad
de probabilidad de la posicion de la ABP. La evolucion temporal de la funcion
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de densidad (en el limite sobreamortiguado) vendra dada por la ecuacion
de Smoluchowski asociada al sistema de ecuaciones de Langevin [Ecf5.37] y
[Ec, donde para poder obtenerla emplearemos el método desarrollado
por Novikov [47].

En nuestro modelo de ABP’s sobre curvas planas pensamos que el CM de
la particula vive en el plano XY, por lo que tendriamos dos grados de libertad
traslacional r y ¢ que estudiar, sin embargo, emplearemos constricciones del
tipo r = r(¢) donde s6lo habra un grado de libertad traslacional, x! = ¢,
que es el angulo que se forma entre el eje x y el vector posicion r de nuestra
particula.

Las curvas planas que emplearemos las podemos parametrizar de la forma

r=(f(¢),9(¢), z = cte) (5.39)

donde se cumplira que el tnico simbolo de Christoffel no nulo seréﬂ

[Ga # 0 (5.40)

donde a representa al tnico grado de libertad traslacional ¢.

Por otro lado la particula vive en el plano tangente formado por los vec-
tores directores €, y €., donde a pesar de que el movimiento del CM es en el
plano XY, el movimiento del vector director también existe en direcciéon Z.

Recordemos entonces que

or

or
E——— 5.42
e.= (5.42)

son los vectores que forman el plano tangente a la curva plana. A partir de
ellos es posible obtener la métrica asociada a cada geometria en particular.

Ahora, demostraremos que la dinamica de las componentes del vector
director u se puede simplificar a un grado de libertad dado por el angulo «
que forma el sistema no inercial de referencia con el vector director .

Zpara ver demostracion véase apéndice B [7.3
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Veamos, dado que se cumple [Ec}5.40|, usando [Ec}5.38|, donde a = b = ¢,
tenemos que la dindmica de las componentes del vector director vendran
dadas por

du® LAz
u

dt dt
De las definiciones [Ecf5.16| y [Ecf5.21] podemos redefinir

I, = g° — uugg (5.43)

9i
e

U T
Uu _|e7j|7g

(5.44)

donde v; y g; no son las componentes covariantes de sus respectivos vectores
covariantes, mas bien, son cantidades escalares.
Recordando que

leil? = e - e = gi (5.45)

y usando [Ec)5.44] podemos demostrar que

dv, . .

d—i = Ja — VaVadd (5.46)
desarrollando para (a,d = 1,2) y considerando que el vector director es
unitario

v vy =1 (5.47)

se llega a que la ecuacion para « viene dada por

da
e /2D g(cos arjy — sin aiyy ) (5.48)
donde 7); es estocéstica.

Por lo tanto, hemos demostrado que la dinamica rotacional de nuestro
modelo de ABP’s sobre curvas planas queda caracterizada solo por el angulo
a
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5.3.1. Meétodo de Novikov’s

Recordemos, que se define la distribucién de densidad de probabilidad
para la posicion de una ABP como

Pt a,t) = <%5(m1(t) _ 2Y)5(a(t) — a)) (5.49)

donde g es el det G, x! es la coordenada generalizada de nuestro sistema para
la traslacion, y « el &ngulo asociado al vector director. Empleando el método
de Novikov que fue mostrado en la seccién [Ec., empezamos derivando
parcialmente [EC. con respecto al tiempo

IP(zt, o, t) 0

5 = V15— 5B (5.50)
donde
I T ) dzl(t)
S = <—g5(w (t) —27)d(a(t) — a) = ) (5.51)
_ L 1 1 do(t)
B = <—g5(l‘ (t) —x7)o(a(t) — a) p ) (5.52)
dx;t(t) = Uu'(2'(t), a(t)) + oi (")) (¢) (5.53)
y
d(zlit) = cos a(t)ne(t) — sin a(t)m(t) (5.54)

Es facil demostrar, siguiendo los pasos de la Sec. [2.2] que

1
St =Uu'P(2!, a,t) — §J%V10ip(ac1,oz,t) (5.55)
1
B = —py 2Pt (5.56)
O



que al sustituir [Ec[5.55] y [Ec[5.56] en [Ec5.50] tenemos que

OP(zt, a,t)

1
5 = UV, [u'P(2', a,t)] + §V10}V10%P(a:1, a,t)

(5.57)

2

0" bt
+ DRWP(I ,Oé,t)

es la ecuacion de Smoluchowski en el esquema de Stratonovich, sin embargo,
dado que

Via}; =0
1
50101 = Dpg"!

2

entonces, de manera explicita en el esquema de Ito, toma la forma

oP L OP 1 11 OP 0P 02P
or = Udga ~ Dl s 4 Dogtty o + Dy (5:58)
donde
or
Vi[u'P] = ulﬁ (5.59)

5.3.2. Tiempos largos

La ecuacion [Ec[5.58] muestra la evolucién de la densidad de probabilidad
de que la particula se encuentre en el intervalo (x,z + dx),con su angulo de
orientacion en el intervalo (o, o + dav), en el intervalo de tiempo (¢, + dt).
Sin embargo, consideraremos tiempos para lo cuales se cumple la condicion
t >> DLR, es decir, cuando el proceso rotacional del sistema ha llegado a
su estado puramente difusivo, esto debido a que los tiempos de primer paso
(MFPT) para lo cuales queremos caracterizar el sistema cumplen esta condi-
cion. Necesitamos, entonces, conocer la forma que toma la ecuaciéon [Ec.
en el limite que nos interesa.

Basandonos en los métodos descritos en los anélisis de ABP en espacios
planos [14], propondremos que la solucién a nuestra ecuacion de FP sera una
combinacion lineal de los eigenvectores asociados a la ecuacion de FP para
el caso rotacional. Sea solucion a [Ecl5.58] el siguiente ansatz:

o0

P(a' o t) = Y Pu(a t)e™ e Pt (5.60)

n=—oo

77



E| Dado que nos interesa solo conocer la distribuciéon de posiciones sobre la
curva plana, basta con conocer la distribuciéon marginal en posiciones de la
expresion [Ecl5.60|, y para ello se debe satisfacer:

Py

o (5.61)

P M (:E 17 t) =
Ahora so6lo debemos ver la forma que toman los coeficientes p,, si [Ec)5.60] es
solucién a nuestra ecuacion de FP.
Al introducir nuestro ansatz en [Ec{5.58| es posible demostrar que la ecua-
cion de evolucion a los coeficientes P, viene dada por

8P UGiDRt 8P 1 8P 1
mo DrA Pm - _ m 2D pmt m+1 __2Dpmt 5.62
ot peM 2\/g11 ozt ¢ art © (5.62)

que es una ecuacion de recurrencia entre los coeficientes Py, P11y Pr1-
Queremos saber cuél es el efecto que existe debido a la actividad de la

particula cuando ¢ >> D%w para ello veamos la forma que toma la expresion

para Py, pues esta el la inica que nos puede dar la informacién que requerimos

segin [Ec5.61].

Donde
1 0 1 0F
AyPy = )
M = Oat g O (5.63)
es el operador de Laplace-Beltrami para 1-variedades Riemannianas.
Desarrollando [Ec}5.62| para n = —1,0,1 tenemos que:
8Pg Ue Prt (9P_1 8P1
— DAy Py = — 5.64
A A W/l [ T (5.64)
0P, Ue Prt 8P_2 8P0
— DpAyP = — ~2Drt  — —2DRt 5.65
ot BEME L 2 /i | oxt € Tt (5.65)
8P1 U€_DRt 8P0 8P2
— DaAyP = — — 2Pt L 22 o=2DRt 5.66
ot BEME 2./011 ol C + ol C ( )

3El modo n=0 nos permite observar la distribucién marginal en posiciones
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derivando parcialmente con respecto al tiempo la ecuacién asociada al co-
eficiente P [Ec, tendremos una ecuaciéon de segundo orden en la que
introduciremos las ecuaciones asociadas a los coeficientes P, y P_q, de igual
manera en que lo realizaron Sandoval y Sevilla [14], para obtener una ecua-
cion de segundo orden solo para el coeficiente F,. Dicha ecuacion podemos
demostrar facilmente que viene dada por:

0P, 0 (aPO > U?

atQ —DB&AMPOI —DR W_DBAMPO +7AMPO (567)

Esta ecuacion es analoga a la del telégrafo y rige el comportamiento del
coeficiente F.
Reacomodando tenemos

0 |0F, OF, U?
o {8_150 — DBAMPO} = —Dg {8_750 - DBAMP0:| + TAMPO (5.68)

sin embargo, para los fines que nos interesan despreciamos los efectos de
onda, es decir, el término de la izquierda dado que t >> DLR [14]

U2
2Dg

or
ot

= (DB + ) An Py (5.69)

Por lo tanto ésta es la ecuacion de Smoluchowski para una ABP a tiem-
pos largos, y es la ecuacién diferencial que emplearemos méas adelante para
la obtencion del MFPT para un ensamble de ABP’s sobre 1 variedad Rie-
manniana.

5.3.3. Estado estacionario (t — c0)

Aunque para nuestros fines no es necesario tener la soluciéon a la ecuaciéon
[EC de manera explicita, es interesante ver la manera en que podemos
abordar el problema.

Definimos

U2
2Dg

Dejs = Dp + (5.70)

como un coeficiente de difusiéon efectivo. Entonces nuestra ecuacién de
difusion [Ec)5.69] puede reescribirse como:

0P,

20— Dy AyP 5.71
o 1AM Py (5.71)
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Por otro lado, podemos expandir Py(¢,t) como una combinacion lineal
de la forma:

¢, t|o) = ch G0, 1)V (9) (5.72)

donde {¥(¢)} forma una base completa de eigenfunciones propias asociadas
al operador diferencial de Laplace-Beltrami Ay, que cumplen

ApVi(d) = =\ Wi(0) (5.73)
tal que

A=0< A\ <A< <)<

son los eigenvalores propios asociados al set de eigenvectores propios a Ayy.
Por lo tanto, al introducir [Ec)5.72| en [Ec5.71] tenemos que:

Z‘Ifk; %7 Cildo, ) + Doy MCh(o,1)] =0 (5.74)
lo que implica que

% + DeppMCr(o,t) = 0 (5.75)

y cuya soluciéon viene dada por:

Cr(do, 1) = Ch(g, 0)e™ Perstnt (5.76)

Por lo tanto

Py(¢,t|¢ho) = Z@m JePesr Ay (¢) (5.77)
y dado que nuestro sistema tiene como condicién inicial

Py(9,0]¢0) = 6(¢ — ¢o)

1
VG
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podemos demostrar que:

6, tld0) = D e P (9) (o) (5.78)
k=0

Como puede observarse, para t — oo, el tnico eigenvalor que contribuye
a la solucion es A\g = 0, que corresponde a la ecuacion de eigenvectores [45]:

Ap¥(¢)o=0 (5.79)

Dado que Wi (¢) es un elemento de un espacio vectorial, este puede no ser
tnico. Tomemos como posible solucién:

V() = cte (5.80)

Entonces, en el estado estacionario se cumple que:

Po(qf),t — OO|§Z50) = |\I’0|2 = Ct62 (581)

y por tanto, por condicién de normalizacién que

Vg = —— (5.82)

donde

Qur = / VGdg (5.83)

Por lo tanto tenemos que a tiempos largos la distribuciéon de particulas
viene dada por:

1

Po(@:t = o0lg0) = 5~ (5.84)

Ademas, de la definicion de probabilidad en curvas planas, recordemos
que:

p(qb)steady = /MP(Cb,t — OO)\/EdCb: /Mp(qb)dgb (585)
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y por lo tanto podemos verificar que

Y VG
P(¢)—P(¢,t—>00)\/_—m

expresion que ha sido reportada en la literatura [19]

(5.86)

5.4. MFPT en curvas planas

Recordemos que la solucién completa viene dada por [Ec)5.60] , en la cual
consideramos que z' = ¢, entonces

P(g,at)= Y Pu(g,t)em e Prmt

S (5.87)
= Pg + Pleme_DRt + 0(6_4DRt)
Por lo tanto, para tiempos largos que la solucion es
P(g,a,t) = Ry(9,1) (5.88)
La distribucién marginal para « serd entonces
2
po.) = [ Ploada = 2eR(6.0 (5.89)
0
lo que implica que en nuestro caso
% _(py+ LA (5.90)
ot \7P T apg ) "MP |

sera la ecuacion de Smoluchowski para la distribucion de posiciones de una
ABP sobre una 1-variedad Riemmaniana.

El MFPT es el tiempo promedio que le toma a un ensamble de particulas
brownianas pasar cierto umbral por primera vez dado que estas partieron de
ro = r(t = 0). En espacios planos, tal y como se muestra en la Figura m
tenemos 2 grados de libertad traslacional (en el caso de movimiento en un
plano) donde no existe direccion privilegiada de movimiento, por lo el MEFPT
se convierte en el tiempo que le toma a la particula en llegar a una pared
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absorvente en forma de circunferencia de radio r, centrada en ry, es decir, en
cumplir la condicién

r—ro| =7

En el caso unidimensional, el MFPT se reduce al tiempo promedio que
tarda la particula en alcanzar dos barreras puntuales absorbente puestas
de manera simétrica con respecto a la posicién inicial de la particula zy a
una distancia d, tal y como se observa en la Figura [5.3bles decir, el tiempo
promedio en ser absorbidas en:

|z —=(0)] =d
[ ]
“q Tz i
(a) Espacio plano (b) Unidimensional (c) Curva plana

Figura 5.3: Diagramas que muestran la analogia entre el MFPT en espacios planos
y en curvas planas. a) En el espacio plano 2D el MFPT se considera como el tiempo
promedio de que la particula cruce por primera vez el circulo concéntrico que tiene
como origen su posicion inicial. b) En el espacio unidimensional se reduce al tiempo
promedio de cruzar por primera vez alguna de las barreras absorbentes puestas de
manera simétrica con respecto a su punto de partida. ¢) en una curva plana se
plantea como el tiempo promedio en que la particula tarda en cruzar dos barreras
absorbentes puestas sobre la curva plana.

En el caso particular de una ABP restringida a moverse sobre una curva
plana las cosas se dificultan, pues como hemos analizado, en MFPT esté
ligado a recorrer cierta distancia. Para el caso de curvas planas, el movimiento
que realiza la particula es unidimensional, sin embargo, el movimiento se
realiza sobre una curva en dos dimensiones. En principio el MFPT seria el
equivalente a los casos antes mencionado, es decir, el tiempo promedio que
una particula tarda en recorrer cierta distancia por primera vez, en este caso
la distancia seria una longitud de arco que en 1l-variedades Riemmanianas
viene dada por:

ol
S(6, o) = /¢ Van(@)ds (5.91)
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Figura 5.4: Particula Browniana activa (representada por un punto rojo) reestrin-
gida a moverse sobre una curva plana. E1l MFPT en nuestro modelo es el tiempo
promedio que toma la particula en cruzar cierto dngulo ¢, por primera vez, dado
que ésta parti6é de cierto angulo inicial ¢g.

donde la integral a realizar es compleja e incluso imposible de resolver de
manera exacta para la mayoria de geometrias no planas.

Lo anterior limitara nuestro estudio a casos particulares dado que la de-
finicion del MFPT implica simetria espacial de las barreras absorbentes con
respecto al punto de partida, y en nuestro caso, estas barreras tendrian que
hallarse a longitudes de arco iguales con respecto a ¢.

Si la figura es asimétrica con respecto al punto de partida, tal y como
mostramos en la Figura [5.3c, entonces debemos hallar los dngulos ¢ v ¢o
que cumplan:

S(¢1,¢0) = S(d2, o) (5.92)

y para ello seria necesario conocer de manera analitica la expresion [Ec,
que como mencionamos, en muchos casos es imposible obtener.

Nuestro estudio entonces lo limitaremos a geometrias planas simétricas,
y a puntos de partida ¢y que sean simétricos con la geometria, es decir, para
casos donde:

S(¢1,¢0) = S(=¢1, do) (5.93)

Ademas si la geometria tiene simetria con respecto a los ejes X e Y se

pueden tomar los casos para ¢g = 0, 3, 7, 37“

Ahora que ya hemos hecho la analogia con respecto al MFPT en espacios
planos, y hemos dado la condicién sobre la ubicaciéon de las barreras absor-
bentes, podemos proceder en hallar el MFPT para ABPs sobre 1-variedades

Riemannianas.
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Ahora el problema en cuestion es hallar la funcion de densidad (PDF) de
probabilidad del tiempo 7 que tarda la particula en llegar a alguna de las
barrera dado que éste es aleatorio, esto debido a que el MFPT no es més que
el primer momento de ésta variable aleatoria 7.

Replanteemos la situacion fisica del problema, si soltamos una ABP ini-
cialmente en ¢g = 0 al tiempo ¢t = 0,y hay dos barreras absorbentes en ¢; y
—¢1, que son simétricas con respecto al eje X ;| después de cierto tiempo estas
barreras absorben a las particulas al llegar a ellas. Como la ABP se mueve
de manera aleatoria esto se podria pensar como cual es la probabilidad de
que la ABP esté, o no, en el intervalo —¢ < ¢ < ¢, es decir:

W(g < [oal.t) =1 (5.95)

La expresion [Ec nos indica que la probabilidad de que la particula
se encuentre fuera de la zona donde la particula puede vivir es nula, pues toda
particula fuera del intervalo valido ha asido absorbida, y esta desaparecio, en
otras palabras, la particula no puede existir fuera del intervalo —¢; < ¢ < ¢
, por otro lado [Ec/5.95| indica que la probabilidad de que la particula atn
no haya sido absorbida al tiempo ¢ es siempre 1.

Recordemos que distribucion de posicion de una ABP sobre una 1-variedad
Riemanniana a tiempos 7 >> DLR es gobernada por:

dp
- 5.96
ot DeffAMp ( )

donde D.sy = Dp + %. Dado la [Ec{5.94] y [Ecf5.95] podemos decir que
nuestro problema esté sujeto a las condiciones de frontera:

p(6, 0/, 0) = %5@ “o0): b<lal (5.97)
y
p(qb, t|¢0> O) = 0; <Z5 =¢1 0 ¢= ¢2 = —¢1 (5'98)
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Por otro lado la probabilidad de que las particulas, que iniciaron en ¢y,
no hayan atravesado ninguna de las fronteras al tiempo ¢, es decir, la proba-
bilidad de supervivencia es

b1
S(tldo) = / LN (5.99)

é1

y por lo tanto la probabilidad de ser absorbidas al tiempo ¢ es

Sabs(t’¢0) =1- S<t’¢0) (5100)

entonces, la probabilidad de que el MFPT sea mayor a ¢t vendra dado por

PAr >t} = /too o(7|po)dr (5.101)

donde o(7|¢) es la funcion de distribucion de probabilidad del MFPT.
Recordemos

o(T|po)dT (5.102)

es la probabilidad de que 7 se halle en el intervalo 7,7 + d7, y esta probabi-
lidad es igual a la probabilidad de que la particula se halla absorbido en ese
intervalo, es decir:

o(T|¢o)dT = Saps(T + d7|0) — Saps(T|0)

— _[S(r + drlé) — S(rlé0)] (5:103)

y por tanto, si d7 — 0, tenemos que:

o(7|do) = — 1im BT 971¢0) = S(rldo)]

dt—0 dt
28 (/o) (5.104)

n or

Dado que el MFPT es el primer momento de la funcién de distribucion
de probabilidad o(7|¢y) , entonces, es posible demostrar que la expresion del

86



MFPT en funcién de la funcién de distribucién de probabilidad viene dada
por:

MFPT = (1(¢)) = /OO T0(7T|¢o)dT
0 (5.105)

a /OOO /jlp(¢,7|¢070)\/§d¢d7

Entonces, debemos hallar alguna manera para poder introducir la ecua-
cion de Smoluchowski que obtuvimos, sin embargo esto no es directo debido
a que el operador de Beltrami acttia sobre las variables de integracion.

5.4.1. Backward Kolmogorov equation

En este punto es conveniente utilizar la ecuacion de Chapman-Kolmogorov,
que en espacios curvos viene dada por

P, 1], to) = / P61, 1], D)p(6, £, t0) /G (5.106)

Realizando la parcial con respecto al tiempo ¢ de la expresion anterior se
demuestra que:

0
plo. 1w ta/d6 + [ plontalo ) 2O00) g

(5.107)

/ 8p<¢17 t1’¢7 t)
ot

donde se introduce la ecuacion de Smoluchowski dada por [Ec/5.96|, entonces:

/ Mfﬂ(d)atld)o,to)\@d(b -

ot

~ Doy / P61, 116, ) Aarp(6 o, to) /5o
(5.108)

Al realizar integral por partes de lado derecho de esta ultima expresion
(dos veces) se demuestra que:

/p(¢1,t1|¢ut)AMp(¢at|¢o;t0)\/§d¢ = /p(¢at|¢07to)AM9(¢1,t1|¢at)\/§d¢
(5.109)
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donde A}, es el operador adjunto de Laplace-Beltrami .
Sin embargo como podemos observar que

AL, = Ay

es decir, el operador de Laplace-Beltrami es autoadjunto.
Por otro lado, al reemplazar [Ecf5.109] en [Ec)5.108] tenemos

/ <6p(¢1,6721|¢,75) + Desp AL p(en, t1|gz$,t)> (0, t|do, to)\/9dd =0 (5.110)

lo que implica que:

8p(¢17 t1|¢a t)

ot + DeyrAyp(ér, ta]o,t) =0 (5.111)

sea la ecuacion backward de Smoluchowski para una ABP, y tal como lo dice
su nombre, esta ecuacion nos muestra como evoluciona el proceso estocastico
de reversa, es decir, como evoluciona la condicional de la funcién de densidad
de probabilidad.

Recalcamos que A}, opera sobre sobre las variables no condicionadas, y
esto serd lo que nos permitira introducirla en nuestra definicion del MFPT.

5.4.2. MFPT para ABP’s

Continuemos nuestro analisis para poder obtener la ecuaciéon del MFPT
en 1 variedades.

Aprovechando que el operador adjunto del operador de Beltrami actia
sobre la condicional, y que el MFPT, es una funciéon que depende de la
variable condicionada, operamos el operador adjunto de Beltrami con este:

oo b1
Al (7o) = / / ALp(6.760.0)yGdodr  (5.112)

El operado se introduce en el integrando debido a que opera sobre ¢y,
que es el condicional.
Al utilizar la backward Smoluchowski equation tenemos que:

L 7 0p(, 7o, to)
Ay ((¢o)) = — Dos /0 / 2 a—totozoﬁdwf (5.113)
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Pero veamos, dado que el tiempo t; = 0, entonces es valido escribir la
siguiente igualdad:

P(@,tlo, to) = p(d,t — to|o, 0)

Entonces es posible demostrar con esta definicion que

ap(¢77-|¢07t0) o _6p(gb,7|¢0,0)

Oto to=0 (1) (5.114)

es decir, podemos pasar de derivadas parciales con respecto al parametro no
condicionado ty a derivadas parciales del parametro temporal condicionado
T.

Al sustituir en nuestra definicion del MFPT la [Ec/5.113] podemos facil-

mente verificar que:

1
Deyy (5.115)

Ajy(r(do)) = —

serd la ecuacion que rige el MFPT para 1-Variedades Riemannianas cuya
solucion esta sujeta bajo las condiciones de frontera:

(T(¢1)) =0 5(7(=¢1)) =0 (5.116)

donde recordemos

+ _ Li ¢¢i)
N = oo (V" 5

Notese que dichas condiciones de frontera [EC son de Dirichlet, que
en nuestro caso, representan a las barreras absorbentes puestas en los angulos
1y —¢1. Dichas condiciones de frontera, junto con la ecuacion [Ecf5.115],
forman un problema de primer paso, analogo al problema de primer paso de
una particula libre Browniana en el espacio plano, véase por ejemplo [16].

Por lo tanto, la ecuacion ordinaria de segundo orden [Ec[5.115] caracteriza
el MFPT de un modelo de ABP’s en cualquier curva plana con métrica, sin
embargo, nétese que se encuentra en su forma backward, es decir, que mide el
tiempo partiendo el sistema desde el punto de absorcion, y no de la posicion
inicial de las particulas.

Para verificar nuestra expresion tedrica [Ec para el MFPT de ABP’s
moviéndose sobre una curva plana, compararemos el resultado de ésta con
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el promedio numeérico de un ensamble de ABP’s a partir de la simulacion de
la dindmica de Langevin de nuestro modelo de ABP. Para ello, hemos selec-
cionado 3 geometrias planas particulares: circunferencia, elipse, y limacon de
segunda especie.

Los pardmetros los hemos tomado de algunos experimentos previos re-
portados en la literatura [24] [26] [22] [15], donde D = 0,22um?/s, Dr =
0,165~ !, son los coeficientes de difusion traslacional, y rotacional, respectiva-
mente. Por otro lado, el incremento temporal considerado es de At = 0,1s,
junto con 2000 realizaciones por cada angulo de absorcion ¢ elegido. Ade-
maés, consideramos las condiciones iniciales (¢, ag) = (0,0), donde recorde-
mos que « es el angulo asociado al vector director de nuestra ABP. Primero
veremos el efecto geométrico que existe en el MFPT, para ello, analizaremos
nuestras geometrias particulares para el caso U = 4um/s. Tomaremos una
longitud de arco constante igual al de una circunferencia de R = 200um
y la deformaremos para poder formar una elipse y un limacon de segunda
especie. La parametrizacion de la elipse viene dada por r = (a cos ¢, bsin ¢),
y la del limacon de segunda especie por r = (r(¢) cos ¢,r(¢)sin ¢) donde
r(¢) = a + bcos(2¢) con a = 2b. Recordemos que ¢ es el angulo asocia-
do al movimiento del centro de masa de nuestra ABP y que el perimetro
de cualquier 1-variedad Riemanianna es dado por S = fo% V 9es(¢), donde
9os(P) = €4 - €4 es el elemento ¢¢ de la métrica y e; = dr/dz". Entonces, a
partir de integracion numérica podemos determinar de manera aproximada
los parametros fijos (a,b) para las parametrizaciones, de las geometrias, antes
mencionadas formadas por un lazo de longitud L = 27 R con R = 200um.
Para el caso de la elipse se tiene entonces que (a,b) = (290,5;78,5)um con
e ~ 0,96, mientras que para el limacon de segunda especie los parametros
correspondientes son (a,b) = (163,2;81,5)um.
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-9~ Elipse

-~ ®- Limacon
@~ Clircunferencia
0 /2 ™

¢

Figura 5.5: MFPT para tres geometrias distintas: teoria en lineas punteadas, y si-
mulaciones en puntos solidos. Elipse en color rojo, limacon en verde y circunferencia
en azul. Las tres geometrias tienen el mismo perimetro L = 27 R con R = 200um,
velocidad de nado U = 5um/s, Dg = 0,165~ y Dp = 0,22um?/s. 2000 realizacio-
nes. a) MFPT para angulos entre [0 — ], b) Una ampliacion de [5.5n) para angulos
entre [0 — /2]

La figura muestra una gran compatibilidad entre resultados teéricos
dados por nuestra expresion [Ec., y las simulaciones de las ecuaciones
de Langevin del sistema. El efecto de la geometria es evidente, pues ésta
altera el MFPT dependiendo de la curvatura de la misma. Por ejemplo, en
el caso de ABP’s moviéndose sobre una circunferencia, (Linea punteada en
rojo), el MFPT es creciente con respecto al déngulo de partida. Dado que para
la circunferencia g4y = R? con R = cte, y que g = g44, podemos demostrar
que (1(¢)) = R?*¢?/2D,;; donde D.;; = Dp+U?/2Dp, entonces, es evidente
que en este caso particular (7(¢2)) > (7(¢1)) para ¢ > ¢1. Sin embargo, en
el caso de una geometria con curvatura k # cte, el MFPT no sigue la misma
tendencia. Para angulos menores a 7/2 el MFPT en el caso de ABP’s sobre
un limacon de segunda especie (linea punteada en azul) es creciente, y ma-
yor, con respecto al MFPT de una circunferencia con mismo perimetro. Justo
en 7/2 existe un punto de inflexiéon, donde la pendiente del crecimiento del
MFPT decae, para posteriormente, incrementarse. Sin embargo, este cambio
en la grafica, hace que el MFPT para édngulos mayores a 7/2 sea menor al que
ocurre para la circunferencia. El mismo comportamiento se observa en el caso
de la elipse (linea punteada en verde), sin embargo en este caso, para angulos
menores a /2, el MFPT es méas corto que en el caso de la circunferencia,
mientras que para dangulos mayores a 7/2 este tiempo es mayor. Notese, que
justo en 7/2, donde ocurre el cambio de comportamiento, el MFPT para
las tres geometrias se cruza, es decir, sin importar la geometria, el tiempo
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promedio que tarda la ABP en llegar a 7/2 es el mismo. Este resultado es
importante, pues, si quisiéramos saber el MFPT de llegar a un angulo 7 /2
(dado que parti6 de ¢y = 0) para alguna geometria méas complicada, podria-
mos hallar que este tiempo seria igual al MFPT que tardaria una ABP’s en
llegar al mismo angulo pero sobre una circunferencia con el mismo perimetro.
Podriamos realizar simulaciones para un mayor nimero de realizaciones, e
intervalos de integracion At menores, para mejorar el ajuste de datos con
la teorfa. Sin embargo, es evidente que la teoria muestra correctamente el
comportamiento del MFPT de ABP’s en curvas planas.

Ahora veremos cudl es el efecto de la propulsion en el MEFPT, manteniendo
los mismos parametros del sistema, y los mismos valores caracteristicos de las
geometrias, pero esta vez variando la velocidad de nado. Las velocidades de
autopropulsion consideradas son U = {1, 3,5, 8}um/s. Los resultados los he-
mos graficado en la figura . En lineas so6lidas la solucién teodrica [EC.,
mientras que datos de la dindmica de Langevin en circulos sélidos. Figuras
5.01)-¢) muestran una gran concordancia entre teoria y simulacion, por lo
que nuestra expresion [Ec muestra una gran capacidad para predecir
el MFPT para ABP’s sobre alguna 1-variedad Riemanianna. En el angulo
¢ = /2 podemos notar como en el caso del limacon el MFPT muestra una
disminucién en su tasa de crecimiento. Ello es debido a que la particula tarda
en promedio mas tiempo en salir en de la zona con menor radio de curvatura
que de las zonas con mayor radio de curvatura. Recuerde que la dinamica
de las particulas es gobernada por las ecuaciones de Langevin y
que éstas contienen informacion acerca de la curvatura de la geometria, pues
recordemos que estan asociadas al plano tangente instantaneo sobre el cual la
particula vive en cada instante. En el caso de la elipse ocurre lo mismo, para
el caso 7/2, s6lo que ahora al ser este dngulo asociado a la zona de mayor
radio de curvatura, el MFPT tiende a ser crecer més rapido, mientras que
en los extremos de la geometria, 0 y 7, el MFPT muestra un decrecimiento,
asociado a que son zonas de menor radio de curvatura. La explicacion de
nuevo esté relacionada con el efecto de la curvatura en la dinamica de las
particulas. También podemos observar que los tiempos del MFPT asociados
a los angulos 7/2 y 7 son independientes de la geometria cuando su perime-
tro es el mismo, la explicacién podria ser que en las zonas de menor radio
de curvatura, menor es el MFPT, mientras que en zonas de mayor radio de
curvatura, mayor es el MFPT, de tal manera que el tiempo promedio de ir
de 9 =0—7m/2 0 de ¢g = 0 — 7 es siempre el mismo, pues los aumentos y
disminuciones del MFPT en cada zona, se compensan al final.

Finalmente, para verificar la teoria con el caso pasivo tomaremos veloci-
dades de propulsion U < 1um/s, sin embargo, para que el tiempo de computo
en las simulaciones no sea tan exigente tomaremos geometrias pequenas, ya
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a) R =200pum b) a=163um b=8l5um 0)16 a = 290.5um b= "T785um

Té = U =2um/s o 1? = U =2um/s 14] == U =2um/s
— = U =4um/s - = U =4pm/s —19} = U= dum/s
”"210 = = 6um/s “910 = U = 6um/s y élo — U =6um/s
x 8l == U =8um/s % B8l mm U = 8um/s X g} ==U=8um/s
s 0@ 7 |t
£ 4 . Y £4q

2 2 2

0 0 0

0 /2 7T 0 /2 ™ 0 /2 ™
¢ ¢ ¢

Figura 5.6: MFPT de particulas activas Brownianas que se restringen a moverse
sobre curvas planas de perimetro L = 27 R donde R = 200um. Se varia la velocidad
de autopropulsion U para ver su efecto en el MFPT. ABP’s sobre: a)circunferencia,
b)limacon de segunda especie, c)elipse.

que si tomaramos geometrias del orden de r = 200um la longitud de arco
que recorrer seria inmensa para una particula casi pasiva, y dado que co-
mo puede verse en la expresion [Ec, para U < 1um/s, el MFPT es
muy grande (pues es inversamente proporcional al cuadrado de la veloci-
dad de nado) con respecto a velocidades de nado U > 1um/s, el tiempo de
simulaciéon serfa muy grande. Entonces, tomaremos las mismas geometrias
pero ahora formadas por un lazo de longitud igual a la de una circunferen-
cia de radio R = 15um. De ella formamos dos elipses, una con parametros
(a,b) = (22,4)um y e ~ 0,98 , y la otra con parametros (a,b) = (20, 15)um
y e = 0,66, y un limacon con parametros (a,b) = (12,6)um. Para la simula-
cion mantendremos el mismo valor para el Dg v el Dg, el mismo tamano de
paso, y el mismo ntmero de realizaciones. Las velocidades de autopropulsion
consideradas son U = {0,0,2,0,5}um/s. Los resultados podemos visualizar-
los en la figura 5.7 De nuevo, existe una gran concordancia entre teoria y
simulacion. La razon de no emplear geometrias pequenas en el caso de velo-
cidades de nado U > 1um/s, es que la particula va tan rapido, con respecto
al caso pasivo (donde los tiempos del MEPT, por ejemplo ﬁgura a), son
a la escala de x10?), que la expresion tedrica [Ec para el MFPT no
es valida, pues no se cumple la condiciéon 7 >> Dpg. Para que sea valida es
necesario aumentar el espacio donde la particula pueda desplazarse.
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Figura 5.7: MFPT para particulas activas Brownianas con velocidad de autopro-
pulsion U < 1um/s. Las particulas parten de un angulo ¢y = 0 y son absorbidas

en ¢.

Es muy importante recalcar que la investigaciéon en torno al movimiento
Browniano sobre superficies ha ido evolucionando muy lentamente debido a
la complejidad matematica, y logica, con respecto a los procesos en espacios
planos. A pesar de ello, hemos obtenido una interesante aplicacién del modelo
de materia activa en superficies Riemmanianas EI, al adaptar metodologias ya
bien establecidas para el estudio de materia activa en espacios planos, para
resolver el problema de primer paso de particulas activas en curvas planas.
Otro punto importante a destacar es el hecho de que en el estudio de procesos
de primer paso atin no existen metodologias bien establecidas para abordar
de manera generalizada problemas como el MFPT. Por lo que, la metodologia
aqui propuesta, ha sido desarrollada, e inspirada, de varios trabajos y libros.

Por otro lado, dado que uno de los pocos trabajos del MFPT de particulas
activas en espacios planos es el desarrollado por A.Scacchi y A.Sharma [37],
hemos considerado, al igual que ellos, la aproximacion a tiempos t >> 1/Dpg

“Modelo caracterizado en [2]).
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del proceso. Si bien, esto hace que perdamos informaciéon acerca del inicio
del proceso, no hace que nuestro resultado no sea interesante, pues, como
he comentado, los tiempos de primer paso dependeran tanto del espacio en
el que la particula pueda desplazarse, como de la velocidad de nado de la
misma, y por lo tanto, nuestra expresion tedrica se ajustara muy bien para
los casos donde se cumpla la condicion ¢ >> 1/Dg.

Finalmente, seria interesante que en algiin momento se puedan realizar
experimentos para verificar si la expresion [Ec. describe de manera
real el MFPT de particulas activas. También, de manera teorica, queda la
posibilidad de generalizar el resultado para superficies Riemmanianas, donde,
la metodologia que hemos desarrollado aqui puede que ayude a lograrlo. Dado
que estos resultados no han sido reportados en la literatura, se ha decidido
escribir un articulo para su posterior publicacién, anexaremos la portada del
mismo en un documento adjunto.
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Capitulo 6

Conclusion general

Dada la importancia, y relevancia, del estudio de sistemas activos en los
ultimos anos, podemos decir que hemos puesto un granito de arena en resol-
ver problemas tipicos en sistemas estocasticos para el modelo més estudiado
de materia activa. Recordemos que abordar los problemas ya resueltos para
el caso pasivo, como por ejemplo la funcién de distribucién de velocidades
de Maxwell-Boltzmann (S.XIX), pero para el sistema dotado de actividad
e inercia rotacional, son de vital importancia, ya que estas caracteristicas
hacen que las propiedades, de este tipo de materia, cambien de manera con-
tundente, propiedades que han ido comprobado poco a poco experimental-
mente, tal como la presion de Reynolds [43], presion que esta asociada a una
contribuciéon debido a la Inercia de la particula. Haber hallado un método
bien descrito en este trabajo para abordar la ecuacion de Fokker-Planck para
nuestro modelo de materia activa ha sido muy relevante, pues, a pesar de
no poder resolver de manera exacta dicha ecuaciéon, pudimos demostrar a
partir de este formalismo, que la inercia rotacional realmente contribuye a
las cantidades medibles experimentalmente, tal como en el MSS. Todo esto
es de ayuda para que en el futuro exista una teoria completa para este tipo
de sistemas, una teoria andloga a la que existe, hoy en dia, para comprender
los sistemas pasivos en equilibrio. Por otro lado, también hemos empleado
un modelo de ABP’s para espacios no planos que habia sido antes estudiado
para hallar cantidades tales como el MSD o la varianza [19], |2|, pero ahora
para hallar una cantidad como lo es el MFPT, una cantidad asociada a un
problema que atn hasta nuestros dias no tiene una metodologia bien definida
para encontrarla, pero para la cual hemos empleado recursos de anteriores
trabajos, y analogias con el espacio plano para hallar una ecuaciéon diferencial
de segundo orden que lo describa de manera satisfactoria, sin olvidar, que
nuestros resultados teéricos han sido consistentes con simulaciones numéri-
cas. Ademas, es importante destacar que ambos temas de investigacion en
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un futuro pueden ser retomados para poder generalizarse a més dimensiones,
por ejemplo, el caso de la distribucion de M.B., para generalizarse a 2D, y en
el caso del MFPT, para estudiarlo en superficies Riemannianas. Finalmente,
destacando que como resultado de dicho esfuerzo pudimos publicar con éxi-
to, hasta el momento, uno de los temas abordado en esta tesis, por lo cual,
podemos decir que ha dado frutos nuestra dedicaciéon. Sin mas por anadir,
Muchas gracias por el tiempo dedicado a leer este trabajo.

I

Atte: Fis. Pedro Herrera
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Capitulo 7

Apéndices

7.1. Apéndices A: Ecuaciones ordinarias

7.1.1. A
Resolveremos bajo la condicion inicial [1.20]
Veamos:
9p
= = —Dk*p 7.1
T p (7.1)
cuya soluciéon viene dada por:
p = Aexp (—Dk?t) (7.2)

donde A = cte.
al hacer la transformacion al espacio de Fourier de la condiciéon inicial

[1.20] tenemos que:

p(x,0) =M /_ N §(z — 0)e*dx = M (7.3)

Entonces al aplicar a[7.2] obtenemos:
p = M exp (—Dk?t) (7.4)

Regresamos al espacio Real empleando la transformacion inversa de Fou-
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rier dada por:

1 S "
= — He ! zdk
P=or ] P
M [ 2,
=5 - e PR te=ike g (7.5)
M 22

= e 4Dt
vVar Dt

entonces la densidad de probabilidad de particulas vendra dada por:

M 22

= 6_4Dt 76

P VAn Dt (7.6)
7.1.2. A,
veamos

1 &, 1 d
—m— _ T = —Z~n— {22 7.7
det2<;1:) mkp 5 dt<x> (7.7)

es una ecuacion inhomogénea de segundo grado cuya soluciéon se compone
de la suma de la soluciéon particular con la homogénea, donde la ecuacion
homogénea viene dada por:

1 &, 14d,,
1 d° 1 d, 2 _ 78
S\ T gt =0 (7.8)

cuyo polinomio caracteristico viene dado por:

P+ Lqg=0 (7.9)
m

y por lo tanto la solucién homogénea es:
(2?) = A+ Be ' (7.10)

dado que la parte inhomogénea es una constante, se propone una soluciéon
lineal de la forma

(x%), = Ctex t (7.11)

sustituyendo en [7.7] podemos verificar que la solucion exacta a la misma
viene dada por:

L, 2mkgT
(2?) = A+ Be it 4+ T84 (7.12)
Y
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7.1.3. As

Sea

mo = —yv + &(t) (7.13)

una ecuacion inhomogénea de primer grado, cuya soluciéon se forma de la
suma de una solucién particular y una soluciéon homogénea, cuya ecuacion
viene dada por:

my = —yv (7.14)

cuya solucion, trivial, es:

Yy

v(t) = voe ' (7.15)

proponemos que la solucién general sea de la forma:

v(t) = vge mt e mif(t) (7.16)

que al introducir en nos lleva a una ecuacion para f(t)

df(t) _ 1 4,
= enE(t) (7.17)

cuya solucién es instantanea y viene dada por:

/ eHE( (7.18)
m

al sustituir en nos lleva al resultado [2.5]
Por otro lado, al integrar con respecto al tiempo tenemos que:

x(t)—xozvo/ wlay 4+ — / dtl/ e~ mM=t)e (1)) dt,
m

(7.19)
_ o (1—e %t / dtl/ e~ m (TR (1)) dt,
ol m



donde

t t1
/ dt, / m(t2) ¢ (1)) dty = / e mh { / e%tz’g(tz)d@} dt;  (7.20)
0 0

donde al integrar por partes, y al haber empleado el Teorema Fundamen-
tal del Calculo, podemos verificar que:

t t1 ~ m t v
/dtl/ em(t1t2)£(t2)dt2:—/ (1—67“*1@) E(t)dt,  (7.21)
0 0 7 Jo

que al sustituir en obtenemos la expresion

7.2. Apéndice B: Condiciones iniciales

Recordemos, la condicién inicial a nuestro problema viene dado por

1
P(v,Q, ¢, O’“o; Qo, 0,0) = 5(” - 00)5(9 - Q0)2— (7'22)

™

Entonces para conocer la correspondiente condicién inicial para cada uno
de nuestros p,, es necesario recordar la definicion

Pou, g, 8) = erimz (1me7) / T B )%dﬂ (7.23)

o0

donde la transformaciéon de Fourier de nos lleva a :

— U
e 0

s
7.2.1. n=0
veamos, tomamos n=0
= Yo
Pougp, PQu,gp,) —dQ2
—o0 w(]
P Q 0)ds2
/ P w0 (7.25)
e—zuvo
o7
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7.2.2. n=1

v

ﬁl(u,go,())—/ P(Q U, @, )?/)0

:—/ P(Q,u, p,0)Qd

fwvo

/Q(SQ Q0)dS2

27TQ
7wvo
27TQ
donde
vy 1 I ( Q >
¢0 N \/§ ' \/§Qa
y

Hl(gﬂa) 2\/% gg

Tomando como €2y = 0 tenemos que:

ﬁl(ua P, O) =0
7.2.3. n=2
~ B o __ 17/]2
P2<u7¢7 0) - P(Qaua @,O)w_dg
—00 0
- ie—iuvo Q_%_l
V2 2\ 2
donde

a1y (L)
1/10_2\/5 ? V29,

Q 02
= (ﬁﬂ) oz 7

Tomando como €2y = 0 tenemos que:

1 e—iuvo

B __ 1
2(“7@70) \/i ot
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7.3. Apéndice C: Simbolos de Christoffel

El simbolo de Christoffel de 2da especie se define como:

L i (09  0gjc  Ogye
a __ —_aj J Jje
Iy = 29 ((%cc + Db D (7.30)

donde g, son los elementos de la Métrica G, y g% los elementos de la
métrica inversa G™!, definidos por:

Gab = €a - € (7.31)

g =e"-e (7.32)

entonces tenemos que usando [7.31], [7.32) y la propiedad

) 2 2 )
861' _ 6’r _ Qr _ 3e]‘ (7.33)
Oxr?  Oxidx*  Ox*dx?  Ox'
podemos reescribir [7.30] como
a a Oeb a 8ec
Fbc =€ - (‘);pc =e - @ (734)

por otro lado, si G es diagonalﬂ, usando la definicién [7.30, se demuestra
facilmente que:

e, =0,a#b#c (7.35)
a a 1 1 a.gCLCL
=T = a2 (7.36)
1 1 Ogw
a — = 99 gy, .
bb 2 Jon Dy @ # (7.37)

'La condicién suficiente y necesaria para que ocurra es que el espacio tangente se forme
con una base ortogonal de vectores e;
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Paa §gaa oo (738)
por otro lado, si
r(z% z¢) = (f(x%), g(x),x%),a # ¢ (7.39)
entonces
(") = (f'("),9'(2"),0) = gaa = h(z*) (7.40)
€. = (Oa 07 1) = Jee = 1 (741>

y por lo tanto, la tnica expresion no nula del conjunto al [7.38] sera

1 1 9944

re = -
2G4 O

(7.42)

7.4. Apéndice D: Conexién entre Ito y Strato-
novich

la conexion entre Ito y Stratonovich viene dada por

i i1y 80§
mi =~ Soh (7.43)
para la ecuacién general de la forma
dr' = ol @ dB* + m'dt (7.44)

y su correspondiente ecuacion de FP en el esquema de Stratonovich seré

oP 1 0 1,000 1 y
- 4 (R, = — ; 4
ot * V9 0T’ [(ms 2% 8:E’“) \/EP] 2,/9 0x'0x7 VooioiP] (7.45)

donde & denota que el ruido esta considerado en el esquema de Strato-
novich.
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