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capitTuLo 1

Introduccion

1.1. Gravitacion

1.1.1. Principio de Equivalencia Débil

El Principio de Equivalencia Débil ha jugado un papel muy importante para el
desarrollo de la teoria gravitacional. En 1907, Einstein uso este principio como una
base fundamental para desarrollar su teoria. Hoy en dia observamos el Principio de
Equivalencia Débil como una de las bases de la Relatividad General o Gravedad
No-Newtoniana, pero la idea mas importante es la de considerar el espacio-tiempo
como una variedad curva.

El Principio de Equivalencia Débil (PED) se puede enunciar de la siguiente
forma: si un cuerpo de prueba sin carga eléctrica es puesto en un evento inicial en
el espacio-tiempo y después se le da una velocidad inicial, entonces su trayectoria
subsecuente serd independiente de su estructura interna y composicién [1].

Galileo ya habia observado que en el campo gravitacional de la tierra, todos los
cuerpos caen con la misma aceleracion [2], hecho conocido como la Universalidad

de Caida Libre. Podemos senalar que es una consecuencia y a su vez una prueba
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del PED. Esto supone una relacién entre dos conceptos diferentes, la masa inercial
m; y la masa gravitacional pasiva m,,. En efecto, la ecuacién de movimiento clésica
para una particula puntual inmersa en un campo gravitacional homogéneo (a lo

largo de la direccion z) es:
&7
dt?

PED establece que la solucion de esta ecuacién depende de sus condiciones

m; = —m,gZ2. (1.1)

iniciales, pero no de su estructura interna o composicion de la particula. En otras
palabras, estda basado en el hecho de que

m;

= 1.2
o (12)

donde « es una constante universal, es decir, la misma para todas las particulas.
Hay que hacer dos observaciones. La primera observacion, PED requiere como una
condicién necesaria que el valor de a sea independiente de la particula. En otras
palabras, el valor particular de a es completamente irrelevante (o # 0). Esto puede

entenderse al introducir el valor de « en la ecuacion (|1.2))

T
T = 9% (1.3)

Aqui g = £. Un valor de a # 1 podria implicar una redefinicién de la aceleracién
de la gravedad. Si el campo gravitacional no es homogéneo tenemos,
7

donde ¢ = —GT‘I, m, es la masa gravitacional activa, G es la constante universal

de la gravitacién. Si usamos la ecuacién en la expresion donde el campo
gravitacional ya no es homogéneo, obtenemos
&7
dt?

= —Gm,V (%) (1.5)
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donde G es G = g En un experimento con campo gravitacional homogéneo no
se pueden detectar g o «, solo la aceleracion efectiva de la gravedad, es decir, g.
El valor de « es irrelevante (asumiendo que PED es vélido), no puede ser medido
(en cuatro dimensiones). La segunda observacién es que para geometrizar a la
gravedad se requiere que PED se cumpla. En otras palabras, si a dependiera de la
particula, entonces ya no se cumpliria PED y, por lo tanto, la geometrizacion de la
gravedad seria una cuestion discutible, suponiendo una variedad tetra-dimensional.
Por ultimo, debemos anadir que toda prueba experimental de la validez o invalidez
de PED, requiere el uso de mas de una particula. De hecho, PED se basa en el
caracter universal de v y una particula no puede darnos este tipo de informacion.

La version matematica de PED establece: El movimiento de una particula sin
carga eléctrica esta determinada por la geodésica de la variedad correspondiente
[1]. Nétese que detras de esta frase yace el concepto de trayectoria. La verificacién
experimental de PED a nivel clasico se ha realizado en diferentes aproximaciones
y con diferentes dispositivos [3], pero la versién mecanico-cuéntica demanda un
andlisis méas cuidadoso. Esta ultima observacién adquiere relevancia ya que en la
teoria cuantica el concepto de trayectoria no es admisible, es decir, la teoria puede
formularse sin el [4].

PED es vélido para todas las clases de materia (materia de bulto macroscépica,
atomos, materia neutra y cargada). Por lo tanto, las pruebas experimentales del
PED se han hecho con todo tipo de materia. Sin embargo, las pruebas mas precisas
se han obtenido con materia neutra.

Una verificacién directa de PED se obtiene al comparar la aceleracion de dos
cuerpos de prueba de diferente composicion en una campo gravitacional externo.

Si el principio fuera violado, entonces las aceleraciones de los cuerpos serian difer-
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entes. La masa inercial m; de un cuerpo de prueba tipico se puede componer de
varios tipos de masa-energia: energia en reposo, energia electromagnética, energia
de interaccion débil, etcétera. Si una de estas formas de energia contribuye a la
masa gravitacional pasiva m, de una forma diferente de lo que lo hace con la masa

inercial m;, podria resultar en una violacién al PED [I]. Podemos entonces escribir

mp :mi—l—ZnAEA/cz, (1.6)
A

donde E4 es la energia interna del cuerpo generado por la interacciéon A, y n?
es un parametro sin dimensiones que mide la magnitud de la violaciéon de PED
inducida por la interaccién, y ¢ es la velocidad de la luz. Para dos cuerpos de

masas diferentes, la aceleracién estd dada por
ar = (14 Y n*E*/mic%)g, a= (14> n'EYmyc’)g,  (17)
A A

donde la a; y as son las aceleraciones de los cuerpos de masas my y mo, respecti-
vamente.

Una medida o limite sobre la diferencia relativa en la aceleracién aparece en una
cantidad llamada la “fraccién de E6tvos”dada por [1]

2|CL1 _a2| _ZUA( Efl o Eéq ) (18)
A

lay +as| mic:  meoc?

Ui

Asi, el limite experimental sobre n pone limites a los pardmetros n que nos
indicarian una violacion del PED.

Otra forma de definir el pardmetro de E6tvos es [5]:

(mi/mp)a - (mi/mp)b

=2 gy, & (ms/my),

: (1.9)
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para dos masas de prueba de diferente composicién denotadas por el subindice a
y b, con masa inercial m;, y m, asi como masa gravitacional m,, ¥ mpp.
Histéricamente son cuatro los métodos que ponen a prueba a nivel clasico PED

con materia neutra:

1. El método del péndulo de Newton.
Los experimentos para poner a prueba PED fueron realizados por primera vez
de manera mas formal por Isaac Newton. En los Principia Newton describe el

experimento del péndulo, donde se usan dos masas de diferente composicién (a

y b); en un péndulo se comparan sus periodos T, = ZW\/(mi/mp)ab/(l/g). Si
la longitud del péndulo [ y el campo gravitacional g en laboratorio es la misma
para todos los experimentos, cualquier diferencia de periodos podria indicar una

violacion de PED. La diferencia de periodos esta dada por la siguiente relacion:

T? — T _ (mifmy), — (mi/my),
17 + Tb2 (mi/mp)a + (mi/mp)b

Newton mostro con su experimento el valor del pardmetro de E6tvos con una

= 7. (1.10)

precisién de 107% [6]. Después, Friedrich Wilhelm Bessel en 1827, usando el
método del péndulo mejoré la precisiéon a n < 107° [7]. La precisién mds alta
fué obtenida por H.H. Potter en 1927, quien obtuvo una precisién de n < 1076
[8]. La precisién de experimentos llevados a cabo con el péndulo es limitada.
La razon es que para medir el periodo del péndulo uno necesita realizar la
aproximacién senx = x en la ecuacion diferencial de segundo orden no-lineal.
Para la prueba de precision, esta aproximacion conduce a errores sistematicos,
pues el periodo del péndulo ya no es independiente de la amplitud la cual

disminuye con el tiempo de integracién.
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2. El método de la balanza de torsion de Eotvos.

El experimento clasico mas preciso fue realizado por R. V. Eotvos, llevado a
cabo con una balanza de torsion. El experimento puede ser descrito de la sigu-
iente manera: Dos objetos de diferente composicién estan conectados por una
barra de longitud r, y suspendidos en una orientacién horizontal por un alam-
bre fino. Si la aceleracién gravitacional de los cuerpos es diferente, habra una

torsion inducida N sobre el alambre, dada por
N =nr(g x ew) * €r, (1.11)

donde 7 esta dado por la ecuacion (1.8)), g es la aceleracion gravitacional, y €y y
€, son vectores unitarios a lo largo del alambre y de la barra, respectivamente.
Si todo el aparato es rotado alrededor de w con una velocidad angular |w/,
la torsién estaria modulada por un periodo 27 /w, ver Fig. Las balanzas
de torsién pueden operar de dos modos: (i) En el modo solar se usa el campo
gravitacional del sol donde la fuerza gravitacional que actiia sobre las masas de
prueba es equilibrada por la fuerza centrifuga debido a la rotacién de la tierra.
(ii) En el modo terrestre la balanza de torsién gira alrededor del eje del alambre
de manera sincronizada a la rotacién de la Tierra. Debido a la rotacién de la
Tierra, el vector de gravedad en la superficie de la Tierra esta inclinado en un
pequeno angulo respecto a la vertical. Por lo tanto, un desequilibrio de la fuerza
inercial y gravitacional resultaria en una variacién peridédica de este angulo.

En los experimentos del Baron Roland von Eotvos, g es la aceleracién de la
gravedad de la Tierra y el aparato fué rotado en la direccién del alambre. Sus
primeras series de trabajos publicadas en 1890, establecen la constancia de la

aceleracién gravitacional con una precisién de n < 107® [9]. Después, con V.
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Fig. 1.1. Esquema de la balanza de torsién de Eotvos, donde g es la aceleracién gravitacional externa, w
es el vector velocidad alrededor del cual el aparato va ser rotado, y €w y €, son vectores unitarios a lo

largo del alambre y de la barra, respectivamente [IJ.

Pekar y E. Fekete se incrementé la precision a n < 1072 [10]. Hoy en dia las
precisiones mas altas obtenidas al usar la balanza de torsion en el modo terrestre
se le atribuyen a Adelberger y colaboradores en la Universidad de Washington
en Seattle con la mejorfa de resultados desde 1987 [I1),[12]. Los resultados varian
para diferentes materiales entre = (—1.9 + 2.5) x 107'? por la comparacién
del berilio y el cobre y n = (—0.2 £2.8) x 107!2 por la comparacién de berilio
y aluminio [I3]. En experimentos tipo solar, Dicke y sus colaboradores [14], y
Braginsky [15], determinaron 1 = (1.3 & 1.0) x 10~!! para el oro y aluminio y
n = (—0.340.9) x 1072 para plata y aluminio, respectivamente. Las principales
fuentes de error en estos experimentos son el ruido sismico y el acoplamiento
de la balanza de torsiéon con los gradientes en el campo gravitacional externo

(producidos, por ejemplo, por los experimentos). Los intentos de mejorar estos
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resultados se han centrado en las diferentes formas de suspensién de las masas,
incluyendo levitaciéon magnética, flotacién sobre liquidos y caida libre en orbitas.
El método de Caida Libre de Galileo.

En 1648, Galileo Galilei escribié en su famoso “Discorsi et dimonstrazioni
matematiche intorno a due nuove scienze” [2]: El experimento fué realizado
con dos cuerpos de diferente peso, dejandolos caer desde la torre inclinada de
Pisa para observar si caen con la misma velocidad.

El “STEP” (Satellite Test of the Equivalence Principle) por sus siglas en in-
glés, es un satélite que intenta probar PED con una precisién de 10718, El
concepto mas simple de STEP es el experimento de Galileo, con la diferencia
de que la masas de pruebas caen todas alrededor de la tierra. Si hay una difer-
encia en la aceleracién las masas se irdn en orbitas separadas y en un tiempo
corto las masas se separarian en proporcion al cuadrado del tiempo de caida.
Para tiempos de una orbita o mas, las masas tenderian a regresar a sus posi-
ciones iniciales, con una desviacion secular. La ventaja de STEP con respecto
a cualquier experimento que se realice en la Tierra, es que el experimento se
repite periédicamente, para mas informacién sobre STEP ver [16].
Experimentos modernos de Caida Libre desarrollados por grupos de Estados
Unidos, Italia, y Japén dan resultados entre 1 y 3 partes en 10,

El método celeste de Newton ( el cual consiste en usar las observaciones del
sistema Tierra-Luna o de las Lunas de Jupiter en el campo gravitacional del
sol).

El método celeste fué refinado por Laplace en 1798 y reinventado en 1960 en
el contexto de mediciones laser a satélites. El limite mas preciso obtenido a la

fecha reportado por Dicke es de 5 partes en 103, ver la Fig. [1.2]
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Fig. 1.2. Algunas pruebas experimentales del PED que muestran el limite sobre el pardmetro 7, el cual
mide la diferencia fraccional de la aceleracion de diferentes cuerpos materiales. Los experimentos de caida
libre y los experimentos de E6t-Wash estaban originalmente desarrollados para buscar una quinta fuerza
(regién en verde). La banda en azul muestra limites sobre el pardmetro n para cuerpos gravitando desde

el Lunar Liser Ranging (LLR por sus siglas en inglés) [17].

En la literatura uno encuentra varios términos, como el Principio de Equiv-
alencia Débil (PED), Principio de Equivalencia Fuerte (PEF), y el Principio de
Equivalencia de Einstein (PEE). Pero hay que entender el significado que implica

cada uno de estos Principios. Como ya se ha mencionado PED no es mas que la
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Universalidad de Caida Libre de los cuerpos. PEF esta comprendido por la Invari-
ancia Local de Lorentz (ILL) y la Invariancia Local de la Posicién (ILP). ILL se
define como el resultado de cualquier prueba experimental local no-gravitacional
la cual es independiente de la velocidad del aparato en caida libre. ILP se define
como el resultado de cualquier prueba experimental local no-gravitacional la cual
es independiente de donde y cuando en el universo sea realizado el experimento.

Por ultimo, PEE exige la validez de PED y PEF [I].

1.1.2. Invariancia Local de Lorentz

Los experimentos que justifican ILL e ILP, son aquellos que prueban la Rela-

tividad Especial. Los experimentos, entre otros, son:

» El experimento clasico de Michelson-Morley y sus colaboradores [18] [19] 20} 21].

» Las pruebas de Ives-Stillwell, Rossi-Hall y otras pruebas de la dilatacion del
tiempo [22] 23] 24].

= Pruebas experimentales de la independencia de la velocidad de la luz respecto a
la velocidad de la fuente, usando fuentes estelares de rayos X binarias y piones
de alta energia [25] 26].

= Pruebas experimentales de la isotropia de la velocidad de la luz [27, 28, 29].

Ademas de estos experimentos, esta la ecuacién de Dirac de la mecanica cuanti-
ca relativista y sus predicciones de antiparticulas y spin, la cual tuvo un éxito
impresionante en la teorfa relativista de la electrodindmica cuantica [30].

Un vigoroso esfuerzo tedrico y experimental se ha puesto en marcha, a escala
internacional, para encontrar violaciones de la relatividad especial. La motivacién

detras de esto es buscar evidencia de nueva fisica més alla de Einstein, por ejemplo,



1.1 Gravitacién 11

aparentes violaciones de la ILL que pueden resultar de ciertos modelos de gravedad
cuantica.

La gravedad cuantica afirma que hay una escala de longitud fundamental dada
por la longitud de Planck, L, = (ﬁG/C3)1/2 = 1.6 x 10733¢m, pero ya que la
longitud no es una cantidad invariante (debido a la contraccién de Lorentz-Fitz-
Gerald), entonces podria haber una violacién de la ILL en algtin nivel en la gravedad
cuantica. En escenarios de mundo de branas, mientras la fisica pueda ser localmente
un invariante de Lorentz en un mundo de numerosas dimensiones, el confinamiento
de las interacciones de la fisica normal a nuestra brana tetra dimensional podria
inducir efectos productos de una violacién de Lorentz. Otros modelos como en la
teoria de cuerdas, la presencia de escalares adicionales, de campos vectoriales y
tensoriales de gran alcance que se acoplen a la materia del modelo estandar podria
inducir una violacién efectiva de la simetria de Lorentz. Estas y otras ideas han
motivado reconsiderar como probar la ILL con mayor precision.

Una manera simple de interpretar algunos de estos experimentos, es el formal-
ismo ¢2, el cudl sugiere que las interacciones electromagnéticas sufren una ligera
violacion de la ILL a través de un cambio en la velocidad de la radiacién electro-
magnética ¢ en relacién con el limite de la velocidad de las particulas de prueba
(co tomara el valor de la unidad mediante una eleccién adecuada de unidades), en
otras palabras ¢ # 1. Esta violacion necesariamente selecciona un marco en reposo
universal preferido, segin parece el de la radiacion césmica de fondo, a través del
cual nos estamos moviendo con una rapidez de 370km/s [31]. Dicha interaccién
electromagnética, que no es invariante de Lorentz, causaria un desplazamiento en
los niveles de energia de los &tomos y nicleos que dependan de la orientacion del eje

de cuantizacién del estado en relacién con nuestro vector de velocidad universal, y
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sobre los numeros cuanticos del estado. La presencia o ausencia de tales desplaza-
mientos pueden ser estudiados al medir la energia de un estado en relacién con otro
estado que esté o no esté afectado por la supuesta violacién. Una forma es buscar
un cambio en los niveles de energia de los estados que habitualmente estan igual-
mente espaciados, tal como el desacoplamiento Zeeman 2.J + 1 de los estados bases
de un ntcleo de spin total J en un campo magnético [4]. Otra forma es comparar
los niveles de un nicleo complejo con los niveles atémicos hiperfinos de un reloj
maser de hidrégeno (MASER por sus siglas en inglés “Microwave Amplification by
Stimulated Emission of Radiation”). La magnitud de estas anisotropias de reloj
serfan proporcionales a § = |[¢™2 — 1].

Los primeros experimentos disenados para medir esta anisotropia fueron los ex-
perimentos de Hughes-Drever, desarrollados en el periodo 1959 —1960, y de manera
independiente por Hughes y sus colaboradores en la Universidad de Yale, y por Dr-
ever en la Universidad de Glasgow [32, B3]. Los experimentos de Hughes-Drever
producen resultados extremadamente precisos, dando limites sobre el parametro
d =c2—1ver Fig. . Se han realizado mejoras experimentales usando atomos y
iones atrapados por enfriamiento laser (1980) [34] [35, 36]. Esta técnica reduce el an-
cho de las lineas de resonancia causadas por colisiones. Los valores en el parametro
0 se muestran en la Fig. [1.3| (experimentos etiquetados como NIST, U. Washington
y Harvard, respectivamente).

También incluidos por comparacién estéd el limite correspondiente con experi-
mentos tipo Michelson-Morley (ver [37]). En estos experimentos, desde un marco
preferencial, la velocidad de la luz en los dos brazos del interferometro es ¢, aunque
se puede mostrar que usando la electrodindmica del formalismo ¢? [17], la compen-

sacion debido a la contraccién de Lorentz-FitzGerald del brazo paralelo es regulado
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por la velocidad ¢y = 1. Los experimentos de Michelson-Morley también miden el
coeficiente ¢™2 — 1. Un experimento posterior a este es el de Brillet-Hall [21] quienes
usaron un interferémetro laser tipo Fabry-Perot. En experimentos recientes la fre-
cuencia de osciladores en cavidades electromagnéticas en varias orientaciones fueron
comparadas una respecto a otra, o con relojes atéomicos como una funcién de la
orientacién del laboratorio [38, 39} [40], 41, [42]. Los limites de § = ¢™2 — 1 estdn en
una parte en 10°. Haugan y Liammerzahl [43] han considerado que los limites de los
experimentos tipo Michelson-Morley podrian colocarse sobre una electrodinamica

modificada que implique la masa efectiva del fotén como un vector.

1.1.3. Invariancia Local de la Posicion

La Invariancia Local de la Posicién (ILP) se explica con experimentos del cor-
rimiento gravitacional hacia el rojo. La primera prueba experimental fué propuesta
por Einstein. A pesar de que Einstein consider6 esto como una evidencia crucial
de la Relatividad General, ahora nos damos cuenta de que no distingue entre Rel-
atividad General y cualquier otra teoria métrica de la gravedad, es decir, es solo
una prueba de PEE. Un experimento del corrimiento gravitacional hacia el rojo
mide la frecuencia o el cambio en la longitud de onda Z = dv/v = —0A/\ entre
dos frecuencias idénticas (relojes) colocados en reposo a dos alturas distintas en un
campo gravitacional estatico [44] 45)]. Si la frecuencia de un tipo de reloj atémico
es la misma cuando se mide en un marco local de Lorentz, independiente de la
localizacién o velocidad del marco de referencia, entonces la comparacién de las
frecuencias de los relojes en reposo en diferentes ubicaciones se reduce a una com-
paracién de las velocidades de dos marcos locales de Lorentz, uno en reposo con

respecto a un reloj en el momento de emision de su senal, el otro en reposo con
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Fig. 1.3. Algunas pruebas experimentales de la ILL que muestran el limite sobre el pardmetro 4, el cual
mide el grado de violacién de la ILL en el electromagnétismo. Los experimentos de Michelson—Morley,
Joos, Brillet—Hall y de cavidades prueban la isotropia de la velocidad de la luz en un viaje de ida y
vuelta. Los experimentos de absorcién de dos fotones (TPA por sus siglas en inglés) y el de (JPL por sus
siglas en inglés) prueban la isotropia de la velocidad de la luz usando un solo camino de propagacién.
Los experimentos més precisos que prueban la isotropia a niveles de energia atémica son los de Hughes-
Drever. Los limites asumen una velocidad de la Tierra de 370km/s con relacién al marco en reposo del

Universo [17].
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respecto al primer reloj en el momento de la recepcion de la senal. El corrimiento
en la frecuencia es entonces una consecuencia del efecto Doppler entre los marcos
en cuestion. La estructura del reloj no desempena ningiin papel en absoluto. El
resultado es un cambio

AU

donde AU es la diferencia en el potencial gravitacional Newtoniano entre los ob-
servadores que reciben y emiten la senal [44] [45]. Si ILP no es vélido, entonces,
resulta que el desplazamiento puede ser escrito de la siguiente forma

(14 a)AU

Z = 2

: (1.13)

donde el pardmetro o puede depender del tipo de reloj (véase [I] para méas detalle).

La primera medicién exitosa del corrimiento al rojo fue realizada con los exper-
imentos de Pound-Rebka-Snider 1960-1965 [44] [45], en los cuales se midié dicho
parametro por fotones de rayos gama del *"Fe. La precisiéon aumenté al hacer
uso del efecto Mossbauer para producir una linea de resonancia estrecha cuyo
corrimiento puede ser determinado con precisién. Otros experimentos midieron el
corrimiento de las lineas espectrales en el campo gravitacional del Sol y el cambio
en los relojes atémicos transportados en aviones, cohetes y satélites. En la Fig.
se resumen los experimentos mas importantes del corrimiento al rojo que han sido
desarrollados desde 1960. Para una revision mas detallada de estas pruebas véase
[17).

PEE es la base tedrica de todas las teorias métricas de la gravedad, incluyendo
la Relatividad General. PEE nos ayuda a dividir las teorias gravitacionales en dos

clases distintas: en teorias métricas, que son aquellas que involucran al PEE, y
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Fig. 1.4. Algunas pruebas experimentales de la ILP mediante experimentos del corrimiento al rojo grav-
itacional, mostrando el limite sobre el pardmetro «, el cual mide el grado de desviacién del corrimiento
al rojo de la formula Av/v = AU/CQ. En experimentos nulos del corrimiento al rojo, el limite es sobre la

diferencia de « entre diferentes tipos de relojes [17].
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teorias no métricas de la gravedad, aquellas teorias que no cumplen con el PEE.

PEE establece [17]:

1. La validez del PED.

2. El resultado de cualquier prueba experimental local no-gravitacional es inde-
pendiente de la velocidad del aparato en caida libre (ILL).

3. El resultado de cualquier prueba experimental local no-gravitacional es inde-

pendiente de donde y cuando en el universo sea realizado el experimento (ILP).

PEE se puede resumir de la siguiente manera: cualquier experimento no-gravitacional
en caida libre en presencia de un campo gravitacional es igual a un experimento
no-gravitacional en ausencia de campo gravitacional [I].

Todas estas nociones dependen esencialmente de particulas puntuales y trayec-
torias. La Relatividad General es aplicable al movimiento de satélites, planetas y
rayos de luz. Sin embargo, ya que la materia es cuantica posee muchos grados de
libertad y esta siempre extendida sobre una cierta regién del espacio-tiempo. Una
teorfa de la gravedad a nivel cuantico puede ser diferente a la Relatividad General
a nivel clasico y deberia basarse en principio usando solo mecanica cuéntica. Por
ejemplo, la gravedad a nivel cudntico tiene que estar descrita por mas campos que
el campo de la métrica. Para explicar pruebas experimentales de los fundamentos
de la relatividad general a nivel cuantico, uno deberia tomar en cuenta que pueden
haber mas posibilidades de romper la Invariancia Local de Lorentz y la Invariancia
Local de Posicién a nivel cuantico que a nivel clasico. Esto no quiere decir que
estemos cuantizando la gravedad, solo estamos poniendo a prueba el PEE desde el

punto de vista cuantico.
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1.2. Mecanica Estadistica

Para probar las teorias métricas de la gravitacién, observaremos como la
gravedad influye en los parametros representativos de sistemas termodindmicos
como la presion, nimero de particulas promedio, la temperatura, etc. Como una
propuesta experimental estudiaremos como se ve modificada la temperatura de
condensacién de un gas de Bose-Einstein en presencia de un campo gravitacional
homogéneo. Este resultado nos permitira probar PEE desde un punto de vista
meramente cuantico, pues el condensado de Bose-Einstein es una propiedad que
esta relacionada con la estadistica bosénica, es decir, es una caracteristica cuanti-
ca. PEE establece que en un marco coordenado en caida libre la temperatura de
condensacién debera ser la misma temperatura que aparece en la mayoria de la
literatura enfocada a estudiar los condensados de Bose-Einstein en ausencia de
campos gravitacionales [46] 47, 48], por mencionar algunos.

Ademas el estudio de un gas bosonico confinado dentro de un recipiente de altura
finita en presencia de un campo gravitacional homogéneo es un problema actual,
ya que mientras algunos autores consideran que para que se presente el fenémeno
de condensacion deberia haber una impureza en la base del contenedor [49], en
contraposicién a la gran mayoria de trabajos [46], 50], y nosotros. En este trabajo
se mostrara que al parecer esta impureza no es necesaria. También, se mostrara la
temperatura de condensacion donde el gas no se encuentra encerrado en un recipi-
ente, mas bien, se encuentra confinado por medio de osciladores anisotrépicos. En
un modelo més realista, el gas bosénico es atrapado por campos electromagnéticos,

por lo tanto, el volumen fisico del condensado no es generado por un recipiente de
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altura finita, si no por los potenciales de confinamiento. Brevemente describiré los

esquemas que han sido desarrollados para confinar a&tomos neutros:

= Trampas Laser.
El efecto que ha sido principalmente explotado en las trampas laser de atomos en
el régimen del Condensado de Bose Einstein es el efecto dipolar, el cual se basa
en la interaccién del laser con el momento dipolar eléctrico inducido sobre el
atomo. Por el momento ignoraremos la estructura fina e hiperfina de los atomos

y definamos la frecuencia de transicion de ns — np de la siguiente forma:
A = hwigs — (Enp — Ens) = hwjes — 2mhe/ A, (1.14)

donde A\ es la longitud de onda, A es la constante de Planck dividida por 2,
Wies es la frecuencia del laser y ¢ es la velocidad de la luz.

Conviene definir la intensidad de saturacién [y, esto es, la intensidad del haz
laser, la cual, cuando se encuentra en resonancia, induce una poblacién del
estado excitado (p). Dentro de un factor numérico unitario el cual depende de
la polarizaciéon, I esta dada por:

eocl™?
Iy = 2 (1.15)

donde d es un elemento de la matriz dipolar definida apropiadamente por el

elemento en cuestion, € es la constante dieléctrica en el vacio (o permitividad

eléctrica del vacio) y I' = h/7 (donde 7 es la vida media del nivel de energia

superior); un valor tipico de Iy es del orden de 100W/my [51]. Una expresién

para el cambio en la energia del a&tomo en el campo laser es, en el limite I' < A,
I(r)

AEBjgser(r) = (I_())]; (1.16)
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Note que en esta formula I/I;, puede ser mayor que 1. Una regién de mayor
intensidad laser proporciona un potencial atractivo para A < 0 y un potencial
repulsivo para A > 0. Hay que tener en mente que para tener un arreglo de dos
rayos laser que se encuentren propagandose en direcciones opuestas, el potencial
debe ser variado en un escala muy corta de longitud de onda del laser, es decir,
~ 3000A° [51].

Una pregunta importante es el grado para el cual, en todo caso, potenciales
generados por los laseres son sensibles a la estructura hiperfina de Zeeman. En
la medida que el acoplamiento spin-orbita en el estado excitado sea despreciable,
no puede haber ningin efecto, ya que la orbita del estado base es tunica (estado
s). Ademds, para un rayo laser polarizado linealmente los dos estados electrén-
spin son equivalentes a la inversion temporal, asi cualquier efecto tendria que ser
a lo mucho del orden de la proporcién de la divisién de la estructura hiperfina
de Zeeman del tunelaje, en muchos experimentos es < 10™* [52]. En un rayo
laser polarizado circularmente es mas complicado, por estar bastante cerca de
la resonancia (separa la estructura fina).

Un factor importante en las trampas laser es que uno siempre desea, en la
medida que esto sea posible, evitar el proceso de emisién espontanea. Para
I' < A la probabilidad que haya emisién por dtomo es del orden de %r)ﬁj—jﬂ
En vista de que A~2 decae més rapido que A~! en la ecuacién , conviene
ajustar los laseres muy lejos de la zona de resonancia. Es posible de esta manera
proporcionar potenciales generados por laser, que son de un orden mayor a la

energia térmica despreciando los efectos de calentamiento del laser. Para una

revisién mas extensa sobre confinamiento laser ver [53].
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= Trampas Magnéticas.

El andlogo magnético del teorema de Earnshaw prohibe que la magnitud del
campo magnético B(r) tenga un méximo local en el espacio libre. Sin embargo,
nada prohibe la presencia de un minimo local, y hay varios métodos que pueden
ser usados para generar tal minimo, los mas usados son variantes de aquellos que
hacen uso de un campo magnético rotante. Esta es una trampa magnética cuyo
tiempo promedio, del potencial rotando (“TOP” Time-Orbiting Potential) suple
los confinamientos arménicos de dtomos [54], y trampas Ioffe-Pritchard [55].
Todas las trampas magnéticas puras (es decir, que no usan laser) empleadas en
experimentos de condensados de Bose-Einstein hasta el momento han tenido la
simetria axial y un campo de compensacion finito, por ejemplo, con una eleccion
adecuada del sistema de coordenada cilindricas polares, la magnitud del campo
toma la siguiente la forma [51]

1 1
‘B(I‘)’ = B[) + 50[ﬂ2 —+ 5522, (117)

donde o y [ son constantes, p y z pertenecen a las coordenadas cilindricas
polares. La razon para no especificar la direccién del campo como una funcion
de r, aun cuando esta direccion cambie considerablemente de su valor en el
origen, es que los atomos se mueven lentamente. Los atomos permanecen en el
mismo estado cuantico relativo a la direccion instantanea del campo magnético;
se dice que sigue las variaciones del campo magnético adiabaticamente. Asi, si
consideramos una especie de estructura hiperfina-Zeeman, su energia potencial
serd solo una funcién de la magnitud local del campo de la ecuacion ; en
realidad el caso méas simple serd proporcional a esta energia potencial con una

constante de proporcionalidad ( para mds informacién ver [54]).
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1.3. Desarrollo de la Tesis

En el Capitulo dos se realizarda una revisiéon de los conceptos fundamentales
que estan detras de las teorias métricas de la gravedad, en especial el Principio de
Equivalencia de Einstein. En el Capitulo tres recordaremos algunos conceptos de
Mecéanica Estadistica, en particular, lo relacionado con la condensacién de Bose-
Einstein en ausencia de campos gravitacionales, asi como una revision mas a fondo
de los potenciales de confinamiento. ElI Capitulo cuatro es la parte central del
trabajo. En el mostraremos los resultados obtenidos al considerar un gas de Bose-
Einstein en presencia de un campo gravitacional homogéneo. Nos enfocaremos
en estudiar las modificaciones de las propiedades termodinamicas de dicho gas,
como la presién, el namero de particulas y la temperatura de condensacion. Esto
ultimo lo haremos de dos formas. Primero consideraremos un gas de Bose-Einstein
encerrado en un contenedor de altura finita, después consideraremos que el gas
de Bose-Einstein se encuentra confinado por osciladores anisotrépicos. Por ultimo
daremos nuestras conclusiones y perspectivas respecto a la propuesta experimental

que pone a prueba el Principio de Equivalencia de Einstein.



CAPITULO 2

Fundamentos de la teoria de la relatividad
general

En 1915 Einstein propuso una modificacién a la descripcion del espacio-tiempo
de sistemas fisicos de la Relatividad Especial. En esta descripcién, como en la
mas antigua de Newton, la geometria del espacio-tiempo fué fijada de una vez por
todas; esta no serd afectada por la presencia de otros sistemas fisicos existentes en
el espacio tiempo.

Antes de continuar mencionaremos una propiedad importante del conjunto de
todos los mapeos permitidos de la variedad del espacio-tiempo dentro de si mismos
es que ellos forman un grupo. Los requisitos para formar un grupo se cumplen en
el caso de los mapeos en la variedad, si tomamos el producto de dos mapeos ser
el resultado de realizar primero un mapeo y después el otro. Ya que el resultado
de realizar dos mapeos en sucesiéon depende del orden en que sean realizados,
el grupo de mapeos no es conmutativo. La topologia de la variedad limita los
mapeos permitidos. Este grupo también dependera de la topologia y pueden ser
usados en parte para caracterizar esta topologia. De aqui en adelante este grupo

serd referido como el grupo mapeado en la variedad. En nuestra terminologia, la
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geometria aparecerd como un elemento absoluto en todas las teorias cuyo grupo
covariante es el grupo mapeado en la variedad. El propdsito de Einstein consistié en
remover la geometria del espacio-tiempo del reino de lo absoluto al considerar que
un elemento dindmico debe de estar en igualdad de condiciones con cualquier otro
elemento dinamico del sistema fisico. Este marco es conocido hoy en dia como la
Relatividad General [56].

La geometria del espacio-tiempo en la Relatividad General estd caracteriza-
da por una métrica Riemanniana, como en la Relatividad Especial [56]. Siendo
un elemento dindmico estara determinada por un conjunto de leyes dinamicas de
igual forma que el campo electromagnético es determinado por las ecuaciones de
Maxwell-Lorentz.

Einstein fué guiado a buscar un marco més general que el proporcionado por
la Relatividad Especial. En particular el estaba preocupado por la inhabilidad de
la mecanica Newtoniana o de la Relatividad Especial para explicar la constante
universal de la proporcién de la masa inercial y masa gravitacional pasiva de los
cuerpos materiales. Ademads, se opuso a la existencia de ciertos tipos de movimien-
tos absolutos, es decir, movimientos acelerados en estas dos teorias. Einstein creia

que todo movimiento deberia ser relativo, no solo movimiento uniforme.

2.1. El Principio de Equivalencia Débil

Einstein consider6 que la geometria del espacio-tiempo deberia ser un elemento
dindmico en todas las teorias fisicas. Su principio de equivalencia sugiere que la
geometria y la gravitacion son la misma cosa. PED fué una consecuencia del re-

conocimiento de Einstein de la importancia de un hecho experimental que, hasta
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entonces, habia sido considerado ser un accidente de la naturaleza. Este accidente
es la aparente constancia de la razén entre masa inercial y masa gravitacional
pasiva, m;/m, = o, para cuerpos materiales.

Galileo observo que en el campo gravitacional de la tierra todos los cuerpos caen
con la misma aceleracion. Esto no es cierto para el movimiento de cuerpos cargados
en un campo eléctrico. La observacién de Galileo dio indicios de una propiedad muy
especial del campo gravitacional. En la teoria gravitacional de Newton y en la teoria
de la Relatividad Especial se asumié como una hipodtesis adicional la constancia de
a. Esto deberia ser una consecuencia de estas teorias. Esta premisa ha sido sometido
a muchas pruebas experimentales, desde Galileo hasta sofisticados experimentos
realizados hoy en dia. Podemos tomar esto como un hecho experimental muy bien
establecido que la razén de a para cuerpos materiales de todos los tipos es una
constante universal. Si « tiene el mismo valor para todos los objetos masivos, todos
ellos deberian comportarse de la misma forma. Para particulas moviéndose en un
campo gravitacional recordemos que las ecuaciones de movimiento estan dadas de

la siguiente forma [56]:
d?z+ u dzr 27

oz ey =Y

para una adecuada eleccion del parametro \. Las observaciones sobre el movimiento

(2.1)

de todas las particulas libres servirian para determinar la misma afinidad (Las
cantidades I}, que son las componentes de un objeto geométrico definido sobre la
variedad las llamaremos conexion afin o afinidad [56]) en una regién del espacio-
tiempo dado. Einstein continué con la generalizacion de sus resultados para todos
los sistemas fisicos, el cual llamamos aqui PED. PED se puede enunciar como ya
se dijo antes de la siguiente forma: si un cuerpo de prueba sin carga eléctrica es

puesto en un evento inicial en el espacio-tiempo y después se le da una velocidad
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inicial, entonces su trayectoria subsecuente serd independiente de su estructura
interna y composicién [I]. Aqui las senales de luz en un campo gravitacional débil
deberian propagarse a lo largo de rayos determinados por la misma afinidad como
aparece en las ecuaciones de movimiento de particulas . En realidad no es
obvio que PED sea universalmente valido, no obstante, a pesar de los pocos datos
que tenemos parece estar bien sustentado. Deberiamos hablar de la posibilidad
que discutié Trautman [57] de que la actual afinidad fisica sea asimétrica, en cuyos
casos tendrian que existir sistemas fisicos que pudieran ser usados para determinar
estd parte antisimétrica. (De hecho, si tales sistemas no existen en la naturaleza,
no hay que considerar una afinidad asimétrica.) Ya que las mediciones efectuadas
en el movimiento de particulas y rayos de luz (haces de luz) pueden servir para
determinar solo la parte simétrica de la afinidad, PED tendria que generalizarse
en este caso.

PED propone, en un sentido aproximado, que seria significativo considerar la
afinidad como si fuera plana en una region donde el campo gravitacional sea débil.
Esto también sugiere que deberiamos tratar la aparicién de la afinidad en las ecua-
ciones de movimiento de un sistema fisico como dinamicos, mas que un absoluto,
ya que esta es una manifestaciéon del campo gravitacional. PED es sélo aplicable
en aquellos casos donde uno pueda despreciar la accién de un sistema fisico sobre
las fuentes de cualquier campo gravitacional que puedan estar presentes. Por lo
tanto, si usaramos un cuerpo suficientemente masivo para medir la afinidad en
alguna regién del espacio-tiempo, estd podria interactuar fuertemente con dichas
fuentes, y por lo tanto la afinidad determinada por observaciones del movimiento de
particulas podria ser diferente a la determinada al considerar un cuerpo menos ma-

sivo. Podria ser que utilizando un nimero diferente de sistemas fisicos se pudiera
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separar, en una unica manera, una afinidad plana de entre las varias afinidades
determinadas por las observaciones hechas sobre los sistemas. También existe la
posibilidad, de que por medio de las observaciones hechas en sistemas llevados lo
suficientemente lejos de las fuentes de campo gravitacional se pueda separar solo
una variedad plana de cualquier afinidad que este presente en cualquier regiéon del
espacio-tiempo dado.

El argumento que Einstein utilizé para el PED es su famoso experimento pen-
sado del elevador en caida libre. El imaginé un elevador que estaba cayendo li-
bremente en un campo gravitacional. Para un observador dentro del elevador, un
cuerpo material que estuviera también cayendo libremente pareceria estar en un
estado de movimiento uniforme. De la misma forma, en un elevador acelerado en
una region del espacio en ausencia de gravedad, un cuerpo material pareceria com-
portarse como si estuviera cayendo en un campo gravitacional uniforme. También,
los rayos de luz podrian aparentar viajar a lo largo de trayectorias curvas en su
ultima descripcién del elevador. Esto fué, en realidad, el argumento que Einstein
dio para concluir que la trayectoria de un rayo de luz deberia ser afectado por un
campo gravitacional. Con este experimento pensado Einstein concluyé que deberia
ser imposible, sobre la base de mediciones puramente locales, distinguir entre el
movimiento uniforme de un observador en un campo gravitacional y el movimiento
acelerado en un espacio libre de gravedad. El fué guiado por la nocién de relativi-
dad de todo movimiento. Esta fue la razén para nombrar a este nuevo marco como
la teoria de la Relatividad General [56].

Varios autores han tomado la equivalencia local de la gravitacion y los efec-
tos de la aceleracion como la base para el desarrollo de la Relatividad General

y lo han llamado PED. Hoy en dia esto constituye una suposiciéon separada so-
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bre y acerca del PED. Este postulado que sélo determina la afinidad de que el
campo gravitacional aparezca en las leyes dindmicas de estos sistemas, hasta el
punto de que estas leyes sean leyes locales. Estos nuevos planteamientos obedecen
el hecho de que las mediciones realizadas en un marco de referencia acelerado en
un espacio plano pueden ser descritas al realizar un mapeo tal que la afinidad del
espacio-tiempo plano ya no tiene sus valores en Minkowski (7, ). Alternativamente,
uno puede siempre encontrar un mapeo, esto es un marco de referencia, tal que
cualquier afinidad pueda estar descrita al tomar los valores de Minkowski y hacer
sus derivadas nulas en punto de la variedad del espacio tiempo. Observamos que
asumir equivalencia local entre efectos debidos a la aceleracion y efectos gravita-
cionales requieren una region suficientemente pequena del espacio-tiempo, donde
las leyes de la Relatividad Especial sean validas.

Como esto es una suposicion adicional, debemos de aqui en adelante, referirnos
a la equivalencia local de los efectos gravitacién y los efectos inerciales como el
principio de minimo acoplamiento del campo gravitacional a la materia. La prin-
cipal dificultad en aplicar estos principios yace en el uso de la palabra “local” que
significa una regién suficientemente pequena en el espacio-tiempo. Aqui podemos
imaginar una particula sin dimensiones que esta caracterizada por una masa m,
ademas de, un tensor de spin ¢*” por ejemplo, un electrén. Sus trayectorias po-
drian entonces estar determinadas por la ecuacion de la geodésica, a la cual se le
podria agregar un termino proporcional a R,,,.,0*”c"™. Una ley dindmica podria
violar el principio de minimo acoplamiento como se ha definido. Sin embargo, tam-
bién se puede argumentar que una particula, tal como la hemos considerado aqui,
no es en realidad una estructura local y por lo tanto no viola el principio, pero esta

objecién es una sutileza; si tal particula realmente existiera en la naturaleza, uno
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nunca podria encontrar una region del espacio-tiempo lo suficientemente pequeno
para causar que el término de spin desaparezca.

Es importante reconocer las diferencia entre PED y minimo acoplamiento. El
primero no es local y es crucial para el desarrollo del PEE . El principio de minimo
acoplamiento puede o no puede tener validez universal. Esta violaciéon de ninguna
forma afecta la validez de las teorias métricas de la gravedad, al menos que uno
insistiera en tomarlo como si fuera un principio de esta teoria. Los efectos causados
por la aceleraciéon no son iguales a lo efectos geométricos. Una particula libre en
un espacio plano se mueve a lo largo de una geodésica de la métrica plana, esto
es un hecho geométrico. Que parezca que se mueva a lo largo de una trayectoria
curva cuando se observa desde un marco de referencia acelerado no cambia este
hecho. Los efectos geométricos son inherentes a los sistemas fisicos considerados
mientras los efectos debidos a la aceleracién son extrinsicos a los sistemas fisicos

considerados.

2.2. Principio de Equivalencia de Einstein

Antes de enunciar PEE es til definir un experimento local no-gravitacional
como cualquier experimento (i) realizado en un laboratorio en caida libre prote-
gido y lo suficientemente pequeno para que las inhomogeneidades de los campos
externos puedan ser despreciadas en todo su volumen, y (ii) en el cual los efectos
autogravitacionales sean ignorados. Por ejemplo, una medicion de la constante de
estructura fina es una prueba experimental local no-gravitacional.

El Principio de Equivalencia de Einstein establece:

1) La validez del PED.
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2) El resultado de cualquier prueba experimental local no-gravitacional serd inde-
pendiente de la velocidad del aparato en caida libre (ILL).
3) El resultado de cualquier prueba experimental no-gravitacional sera independi-

ente de donde y cuando en el universo el experimento sea realizado (ILP).

Este principio es la base de las teorias de la gravedad, por eso es posible argumen-
tar que si PEE es vélido, entonces la gravitacién define un espacio-tiempo curvo, es
decir, debe satisfacer los postulados de las Teorias Métricas de la Gravedad. Estos

postulados establecen:

a) El espacio-tiempo esta dotado con una métrica g.
b) Las lineas de mundo de los cuerpos de prueba son geodésicas de esta métrica.
¢) En un marco local cayendo libremente, llamados marcos locales de Lorentz, las

leyes de la fisica no-gravitacional son aquellas de la Relatividad Especial.

Relatividad General, la teoria de Brans-Dicke [58], y la teorfa bimétrica de
Rosen [59] son teorfas métricas de la gravedad. Sin embargo, la teoria de Belinfante-
Swihart [60, [61] 62] no es una teoria métrica de la gravedad.

El argumento es el siguiente. La validez de PED dota a un espacio-tiempo con
una familia de trayectorias preferidas, las lineas de mundo de particulas de prue-
ba cayendo libremente. En un marco local que sigue una de estas trayectorias,
las particulas de prueba se mueven en una linea recta a velocidades constantes.
Ademas, los resultados de pruebas experimentales locales no-gravitacionales son
independientes de la velocidad del marco. En dos de estos marcos localizados en el
mismo evento, P, en el espacio-tiempo pero moviéndose relativamente un marco
respecto al otro, todas las leyes de la Fisica no-gravitacionales deben de hacer las

mismas predicciones para experimentos idénticos, es decir, deberan ser invariantes
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de Lorentz. A este aspecto de PEE se le conoce como la Invariancia Local de Lorentz
(ILL). Por lo tanto, deben existir en el universo uno o més campos tensoriales de
segundo rango ™M 1? . que se reducen en un marco local en caida libre a los
campos que son proporcionales a la métrica de Minkowski,¢™ (B)n, 6 (P)n, .. .,
donde ¢ (B) son campos escalares que pueden variar de evento a evento. Difer-
entes miembros de este conjunto de campos pueden acoplarse a diferentes campos
no-gravitacionales, tales como campos bosénicos, campos fermionicos y campos
electromagnéticos, etc. Por lo tanto, el resultado de una prueba experimental local
no-gravitacional debe también ser independiente de la localizacion del espacio-
tiempo del marco. A esto se le conoce como la Invariancia Local de la Posiciéon
(ILP).
Hay dos posibilidades:

i) Las versiones locales de 9" deben tener coeficientes constantes, es decir, los
campos escalares ¢(Y) () deben de ser constantes. Esto es posible por un simple
rescalamiento de coordenadas y el acoplamiento de las constantes (semejante a
la unidad de carga eléctrica) para cada conjunto de campos escalares iguales a
la unidad en cualquier marco local.

ii) Los campos escalares ¢V (3) deberdn ser miiltiplos constantes de un solo campo
escalar ¢V (), es decir, ¢ (P) = cA¢V(P). Si esto es cierto, entonces canti-
dades medibles fisicamente, seran adimensionales, serian independientes de la
posicién (esencialmente, el campo escalar se anulard). Un ejemplo es una medi-
cién de la constante de estructura fina; otro ejemplo es una medicién de la
longitud de una varilla rigida en centimetros, ya que tal medicién es una pro-
porcion entre la longitud de la varilla y el de una varilla estandar cuya longitud

es de un centimetro. Asi, una combinacién de un rescalamiento de constantes de
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acoplamiento para poner las ¢ iguales a la unidad (redefinicién de unidades),
. f sz f |
junto con una transformacion conforme para un nuevo campo ¢ = ¢~ 1), garan-

tiza que la versién local de 1) serd 7.

En cualquiera de los dos casos, concluimos que existen campos que se reducen
a n en cualquier marco local en caida libre. La geometria diferencial bésica [63]
nos muestra que estos campos son uno solo y el mismo: un tnico campo tensorial
de segundo rango simétrico que denotaremos como g. Esta g tiene la propiedad
de que posee una familia de lineas de mundo llamadas geodésica, y que en cada
evento P existen marcos locales, llamados marcos locales de Lorentz, que siguen

estas geodésica, en el cual
@ @ 2 @
G (B) = M + 00D |27 = 2 (B)[*), 99 /0% = 0, enB. (2.2)

Por lo tanto, las geodésicas son lineas rectas en marcos locales de Lorentz, como
son las trayectorias de cuerpos de pruebas en marcos locales que se encuentren en
caida libre, de ahi que los cuerpos de prueba se muevan sobre geodésicas de g y

los marcos locales de Lorentz coincidan con los marcos en caida libre.



CAPITULO 3

Condensacion de Bose Einstein en
ausencia de campos gravitacionales y

fuerzas externas

En esta seccién describiré brevemente la termodindamica de una gas ideal de
Bose-Einstein (BE). Las particulas que obedecen a la estadistica de Bose Einstein
tienen un comportamiento muy distinto a las particulas que obedecen la estadisti-
ca de Fermi-Dirac (FD). Debido a que la funcién de onda es simétrica, no implica
la existencia de un principio de exclusién de manera que en cada estado propio
pueden coexistir cuantas particulas se quieran [64]. Si la temperatura tiende a
cero las particulas se distribuirdan en los estados de menor energia, asi que po-
driamos sospechar que cerca del cero absoluto en la temperatura las particulas
ocuparan el estado de menor energia, en este caso es ¢ = (. Para estudiar con-
stitutivamente como se lleva a cabo esta distribucion de particulas a diferentes
temperaturas recordemos que la distribucion de BE para particulas indistinguibles

que no interactiian entre si esta dada por la siguiente ecuacién [64].

i = eBlei—n) —1° (31)
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En la ecuacion , g; es el nimero de subniveles de energia por cada nivel de en-
erglae;, f = %, 1 es el potencial quimico del gas y x es la constante de Boltzmann.
Contrario al caso de Fermi-Dirac, aqui ;4 nunca puede ser un niimero positivo, pues
si lo fuera habria valores ¢; para los cuales €; — p darfa lugar a valores negativos
de n} lo cual no tiene sentido. Para el caso de BE y particulas encerradas en una
caja —oo < p < 0; el maximo valor que pueda tomar p es cero. Otra propiedad
singular de la ecuacion es la ocupacion del estado base a bajas temperaturas.

Si llamamos ng al numero de particulas en £y = 0 tenemos que,

* 90
o= g 7 (3.2)

donde gy es la degeneracion del estado base, ya que p es finito y negativo cuando
p— 0, e P* — 1 para 3 fija ng crece sin limite, esto es, la poblacién del estado base
podria pensarse que seria tal que ng ~ N donde N es el nimero total de particulas
en el sistema. Para entender mejor este efecto recordemos algunas resultados entre
la conexién de la mecéanica estadistica y la termodindmica. En el ensemble gran

canénico tenemos que la presion esta dada por:

rv
K1

nZ=-> In(l-z"), (3.3)

donde = es la funcién de particién gran candnica, y el nimero total de particula

se define como:

N=Y ) =Y # (3.4)

£

donde 8 = 1/KT, mientras que z es la fugacidad del gas la cual esta relacionado

con el potencial quimico mediante la siguiente definicion:

z = et/ (3.5)
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Como podemos notar ze ?¢, para toda ¢, es menor que la unidad. Para grandes
volimenes de V, el espectro de energia de particula individual bajo esta aproxi-
macién se puede considerar como un continuo. Las sumas de las ecuaciones
y (3.4) pueden ser reemplazadas por una integral. Para hacer esto, usaremos la
expresion asintética para la densidad de estados a(e) en la vecindad de una energia

dada ¢, es decir:

a(e)de = (27V/h*)(2m)* e 2 de. (3.6)

Hay que tener mucho cuidado al sustituir la densidad de estados cuando se cambia
la suma por una integral, hay que tomar el nivel de energia ¢ = 0 fuera de la suma

en cuestion antes de llevar a cabo la integracién

P 2 > 1
— — —h—Z(Zm)S/Z/O 61/21H(1—Z€_/Ba>d5—V1n<1_z)a (3.7)
’ N _ 2, )3/2/°°€1/i+l z (3.8)
R A P R T |

el limite mas bajo de la integral puede ser tomado como 0, pues el estado € = 0 no
contribuye en la integral de ninguna forma. Antes de realizar las integrales, vale la
pena realizar un comentario acerca de la importancia relativa del dltimo término
de las ecuaciones , . Para z < 1, el cual corresponde a situaciones no muy
lejanas del limite clasico, cada uno de estos términos es del orden de %, y por lo
tanto, despreciables. En todo caso, como z incrementa y asume valores cercanos a
la unidad, el término ﬁ en la ecuacién , el cual es igual a % (donde Ny es
el nimero de particulas en el estado base € = 0), puede llegar a ser una fraccién
significante de la cantidad %; estd acumulacion de una fraccion macroscopica de las

particulas dadas dentro de un estado € = 0 conduce al fenémeno de condensacion

No
(No+1)?

de Bose-Einstein. Sin embargo, ya que (1;) = Ny y por lo tanto z =
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el término —V1in(1 — 2) de la ecuacién es igual V=1n(Ny+ 1), el cual es
proporcional a O(N~1nN); este término es despreciable para cualquier valor de z
y por lo tanto puede ser desechado completamente. Ahora procedamos a resolver
las integrales de las ecuaciones y , para ello realizaremos el siguiente

. . 2 . . 7 . 7
cambio de variable e = i P = x, sustituyendo para la ecuacién de la presion

2mrkT)
se obtiene:
P 2r(2miT)*? > |, B 1
— e /0 zEn(l — ze”%)dx VE Gs/2(2), (3.9)

y para el nimero de particulas en el estado excitado tenemos

N—N,  2r(2meT)*? [* o'dz 1
V - h3 /0 Z_lex 1 - ﬁg3/2(z>7 (310)
donde
A= —h 3.11
a (2rmrT)"?*’ (3.11)

es la longitud térmica de de Broglie y ¢, (z) son las funciones de Bose-Einstein [46],

1 * v ldx 22 28
g (z) = / =24+ =4+ =4 (3.12)
) Jo =
La energia interna de este sistema esta dada por la siguiente ecuacion

= ()., = (i) = v ()

3

Vv
= §HTFQ5/2(Z)7 (3.13)

aqui, hemos usado la ecuacién (3.9), ademds del hecho de que A oc T—V/2 Si

sustituimos la ecuacién (3.9)) en la ecuacion (3.13]) obtenemos la siguiente relacién

P %(U/V), (3.14)
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cabe mencionar que el término % es debido a que se ha considerado un gas de
Bose-Einstein en tres dimensiones, cuyo espectro de energia esta dado por € o p?,
en ausencia de interacciones entre particulas y campos externos, ademds de no
tener grados de libertad internos. En el caso mas general donde se tenga un gas de
Bose-Einstein de n-dimensiones cuyo espectro energia de particula individual este
dado por €  p°, en ausencia de interacciones entre los constituyentes del gas y

campos externos, se obtiene

p= %(U/V). (3.15)

Para pequenos valores de z, podemos hacer uso del desarrollo de la expresién ,
al mismo tiempo que despreciamos Ny en comparacién con N. Una eliminacion de z
entre las ecuaciones y nos ayuda a invertir la serie de la ecuacion (3.10)),
para obtener un desarrollo para z en potencias de nA? y sustituir este desarrollo
dentro de la serie que aparece en la ecuacion . La ecuacién de estado toma la

forma de un desarrollo virial,

-1

o0 3
s
=1

donde v(= 1/n) es el volumen por particula, los coeficientes a;, los cuales son

referidos como los coeficientes del virial del sistema, resultan ser:

a =1,
Gy = ——_ = _0.17678
44/2 ’
as = —(i - 1) — 0.00330 (3.17)
9v3 8 ’

" __<3+L_L
! 32 3202 26

y asi sucesivamente. Para el calor especifico del gas tenemos:

) — —0.00011,
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o . 3 1-1
Vo= v (o) v = olar(w)), =532 5 ()

_ ; 1+ 0.0884(%3> + 0.0066<%3>2 + 0.0004(?)3 +oe] @)

Cuando T' — oo (y por lo tanto A — 0), la presién y el calor especifico del gas se

3

5 Nk, respectivamente. A medida

aproximan a sus valores clésicos, es decir, nkT'y
que la temperatura del sistema disminuye (y el valor del parametro %3 aumenta),
los desarrollos de las ecuaciones y ya no son utiles. Para estos valores
de la temperatura tenemos que trabajar con las ecuaciones , y . El

valor de z es ahora obtenido de la ecuacién (3.10]), el cual puede ser escrito como

2rmrT)>>
N, = V%Qz&m(z)a (3.19)
donde N, es el numero de particulas en el estado excitado (¢ # 0), de hecho, a
menos que z este muy cerca de la unidad, N, ~ N. Para 0 < z < 1, la funcién de
Bose-Einstein g3/2(2) incrementa monétonamente con z y es acotada, su maximo

valor esta dado por

1 1

3
goj2(1) = L4 o5 + o + o = 5(5) ~ 2.612. (3.20)

Para més detalle acerca de las funciones de Bose-Einstein ver [46]. Por lo tanto,

para todo valor de z que nos interesa tenemos:

g32(2) < C(%) (3.21)

Para un volumen V' y una temperatura 7' dada, el nimero total de particulas en

todos los estados excitados estan también acotados, es decir:

N, <V

(27Tm/£T)3/2<<3> (3.22)

h3 2)
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Ahora, siempre y cuando el nimero de particulas en el sistema sea menor que este
valor limite, practicamente todas las particulas en el sistema estan distribuidas
sobre los estados excitados y el valor exacto de z es determinado por la ecuacion
, con N, >~ N. Si el nimero de particulas excede este valor limite, entonces
es natural que los estados excitados recibiran més particulas de las que puedan

contener, es decir
(27rm/<:T)3/2C<3)
h3 2/’

mientras que el resto de particulas ocuparén el estado base e = 0 (cuya capacidad,

N.=V (3.23)

bajo todas las circunstancias, es précticamente ilimitado):

(2rmsT)*?* /3
VR HCL T AN 24
: v (2 (3.21)
El valor preciso de z es ahora determinado por la siguiente formula
Ny 1
= ~]—-— 3.25
No+1 Ny’ (3.25)

el cual, para todo propdsito practico, es la unidad. Este fenémeno, un gran niimero
de particulas acumuladas en un solo estado cudntico (¢ = 0), es llamado conden-
sacion de Bose-Finstein. En cierto sentido, este fenémeno es similar al proceso
mas familiar de un condensado de vapor dentro del estado liquido, el cual toma
lugar en un espacio fisico ordinario. Pero conceptualmente los dos procesos son
muy diferentes. Primero, el fenomeno de condensacién de Bose-Einstein es de ori-
gen puramente cuantico (ocurriendo ain en ausencia de fuerzas intermoleculares);
Segundo, este fenomeno toma lugar en el espacio de momentos y no en el espacio
de coordenadas.

La condicién para que se inicie la condensacién es:

N > VT3/?

(2mmsT)*" C(§>, (3.26)

h3 2
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0, si mantenemos constante el nimero total de particulas N y el volumen V y

variamos la temperatura 7', obtenemos

2/3

h? N
T<T, = —_— , 3.27
< QWW/Q{VC%} ( )

T, denota una temperatura caracteristica que depende de la masa de las particulas
m y de la densidad de las particulas % en el sistema. En consecuencia, el sistema

puede ser observado como una mezcla de dos fases:

i) una fase normal, la cual consiste de N,= N(T/T.)** particulas distribuidas
sobre los estados excitados (¢ # 0), y
ii) una fase condensada, la cual consiste de No= (N — N,) particulas acumuladas

en el estado base (¢ = 0).

T
Te

Fig. 3.1. Fracciones de la fase normal y fase condensada (linea punteada) en un gas ideal de Bose-Einstein

como funcién del pardmetro temperatura (7'/7.) [46].

La Fig.|3.1| muestra la forma en la cual las fracciones (N./N) y (Ny/N) varia con la

temperatura 7. Para T > T,, tenemos solo la fase normal; el niimero de particulas
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en el estado base en términos de la fugacidad z/(1 — z), el cual es completamente
despreciable en comparacién con el nimero total de particulas N. Notemos que,
como 1" — T, por abajo, la fraccion condensada desaparece:

No
N

(3.28)

B <T>3/2N§TC—T

T.) T2 T,

También nos interesa estudiar la variaciéon de la fugacidad z con respecto a la tem-
peratura T'. Sin embargo, es mas simple considerar la variacién de z con respecto al
parametro (v/A?%), el Gltimo serd proporcional a T%?2. Para 0 < (v/A%) < (2.612)",
el cual corresponde a 0 < T < T, el parametro z ~ 1, ver la ecuacién . Para

(v/A%) > (2.612) 7", z < 1 es determinado por la siguiente relacién
g32(2) = (A*/v) < 2.612. (3.29)

Para (v/A%) > 1, tenemos: g3/2(z) < 1y, por lo tanto, z < 1. Bajo estas circun-
stancias, g3/2(2) =~ 2z, a primer orden en el desarrollo de la funcién de Bose-Einstein
de g3/2(2), ver ecuacion (3.12)). Por lo tanto, en esta regién, z ~ (v/A3)7", en con-
cordancia con el caso clasico. La Fig. |3.2| muestra la variaciéon de z con respecto al
pardmetro (v/A3). Ahora, examinaremos la variacién de la presién P con respecto
a la temperatura 7', manteniendo el volumen por particula fijo v. Para T' < T, la

presion estd dada por la ecuacion (3.9)), con z reemplazado por la unidad, es decir,

P(T) = % (g) (3.30)

el cual es proporcional a T%/? y es independiente de v implicando la compresibilidad
infinita. En el punto de transicion el valor de la presion es

3/2 5

/{T;’/?g(a), (3.31)

por - (32
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Fig. 3.2. La fugacidad de un gas ideal de Bose-Einstein como funcién de (v/A%) [46].

con ayuda de (3.27)), estd puede ser escrita como

(3) v )
P(T) = 2 (—,-;Tc) ~ 0.5134(—,‘QTC>. (3.32)
C(&) V V
2
Aqui, la presién (ejercida por las particulas) de una gas ideal de Bose-Einstein
en la temperatura de transicion 7T, es, aproximadamente, la mitad de la presion
(ejercida por las particulas) equivalente a un gas de Boltzmann. Para T > T, la

presion esta dada por

N
p o N o) (3.33)
V 93/2(2’)
donde z(T') es determinado por la siguiente relacién
A3 N h?
g32(2) = — = = ————7 (3.34)

vV (2rmeT)*?*
Al menos que la temperatura sea muy alta, la expresién para P no puede ser escrita
en una forma mas simple, de hecho, para T' > T, el desarrollo del virial (3.16|puede

ser usado. Como T" — o0, la presién se aproxima al valor cldsico NkT/V. Todas
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estas caracteristicas se muestran en la Fig. [3.3] La linea de transicién en la figura
representa la ecuacién (3.30)). La curva exacta de (P, T) sigue esta linea de 7' = 0
hasta T' = T, y, posteriormente, se aparta, tendiendo asintéticamente al limite
clasico. Cabe senalar que la region a la derecha de la linea de transicién pertenece
solo a la fase normal, la linea de transicién en si misma pertenece a la fase mixta,

mientras que la region de la izquierda es inaccesible para el sistema. De la ecuacion

2 Transition o
line S
g
= y
e o
o E //
U 4} Classical >
k= s
ol y
P4 B.E.
. i
I' ¥
s i
0 : ; )
0 1 2 3
iy —>

Fig. 3.3. La presién y la energia interna de un gas ideal de Bose-Einstein como funcién del pardmetro de

temperatura (T/T.) [46].

se observa que hay una relacion entre la energia interna del gas U y la presién
del gas P, por lo tanto, en la Fig. también se describe la variacion de la energia
interna U respecto a la temperatura 7" (fijando v). Su pendiente, por consiguiente,
deberfa ser una medida del calor especifico Cy (T') del gas. El calor especifico tiende
a cero a bajas temperaturas, y crece si 7" aumenta hasta alcanzar su maximo valor
en T = T,; a partir de aqui comienza a disminuir, tendiendo asintéticamente a su

valor clasico. Analiticamente para T' < T, obtenemos:
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Cy 3V /5y d /T 15 75\ v
v~ on'(B)ar(m) = 1G) = (3.35)
el cual es proporcional a T%2. En T = T, tenemos:

cvm) _15¢(3)
Nk 4 C(%)

el cual es considerablemente méas alto que el valor clasico de % Para T > T,,

~ 1.925, (3.36)

obtenemos una formula absoluta. Ante todo,

Cv _ [ 0 <3T95/2(Z)>] | (3.37)

m a_T 5 93/2(2) v

Para realizar la derivada, necesitamos saber (0z/07T'),, esto puede ser obtenido de

las ecuaciones (3.13) y (3.29)) con ayuda de la siguiente relacion:

Por un lado, ya que gz/»(2) oc T-3/2,

0 3
[G—Tg:a/z(z)h = —ﬁg3/2(2)a (3.39)
por el otro,
0
2&93/2(2) = 91/2(2)' (3.40)

Combinando los dos tltimos resultados, obtenemos

170z 3 g3/2(2)
=) = = ) 3.41
La ecuacion ([3.37)) ahora da
Cv _15g52(2)  g3/2(2) (3.42)

Nk 4 93/2(2) 91/2(2)’
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el valor de z como una funcion de T esta otra vez determinado por la ecuacién
. En el limite 2 — 1, el segundo término en la ecuacién desaparece a
causa de la divergencia de la funciéon de Bose-Einstein g;/5(2), mientras el primer
término da el resultado exacto que aparece en la ecuacion . El calor especifico
es una funcién continua en el punto de transicion, su derivada, por otro lado, no

es continua en este punto. La magnitud de esta discontinuidad es

2
(%%)TTC—O B (%%)TTC—I—O B fgjr\;i{g(g>} - 3'665];5 (3.43)

Para T > T,, el calor especifico disminuye de manera constante hacia el valor limite

Cv 15 9 3
—_— = — - — = — 44
(N/i)z—)() 4 4 2 (3.44)

En la Fig. [3.4] se muestran todas estas caracteristicas del calor especifico como
funcién de la temperatura (Cy,T). Esta curva es muy similar a la obtenida con
el experimento para helio liquido He* ver Fig. [3.5l En 1938, F. London [65] sug-
iere, la transicién de fase que ocurre en el helio liquido He' a una temperatura
alrededor 2.19K podria ser una manifestacién del condensado de Bose-Einstein
que toma lugar en liquido. Si sustituimos en la ecuacién , datos para el helio
liquido He*, para m = 6.65210"%¢g y V = 27.6cm?/mol, obtenemos para T, un
valor aproximado de 3.13K, el cual no es tan diferente al valor observado en la

temperatura de transicion del liquido.
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Fig. 3.4. El calor especifico de un gas ideal de Bose-Einstein como funcién del pardmetro de temperatura

(T/Tc) 6]

Fig. 3.5. El calor especifico del helio liquido He* bajo su propia presién de vapor [46].



capituLo 4

Condensacion de Bose Einstein en un
campo gravitacional homogeneo

La idea central del trabajo es verificar el PEE desde un punto de vista mera-
mente cuantico. Esto se hara por medio de una propuesta experimental, la cual
consiste en realizar el condensado de Bose-Einstein con atomos del isétopo del
Rubidio-87 8" Rb en un sistema en caida libre. Para ser més precisos, la propuesta
experimental se realizard en la torre de la Universidad de Bremen en Alemania,
la cual tiene una altura de 146m (con una caida libre efectiva de 110m) con una
calidad de ingravidez de 107°% durante 4.7 segundos [66]. En la torre de Bre-
men se dejard caer una capsula con una altura total de 2.86m, dentro de esta
capsula se colocard todo el dispositivo experimental para lograr el condensado de
Bose-Einstein junto con el dispositivo encargado de obtener los parametros ter-
modinamicos a considerar. Vale la pena mencionar que primero se logra el conden-
sado y después se deja caer la capsula con el condensado. Para verificar el PEE
al realizar el condensado de Bose-Einstein en presencia de un campo gravitacional
homogéneo en caida libre, estudiaremos que parametro termodinamico es el mas

adecuado para medir en el laboratorio. Todo apunta que la temperatura de con-
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densacién es buen parametro termodinamico para comparar las mediciones hechas
en un laboratorio con los resultados obtenidos en el experimento de la Universidad
de Bremen, asi poner a prueba el PEE.

Primero consideremos un gas de Bose-Einstein encerrado en un recipiente de
volumen V| y se calcularan sus propiedades termodinamicas como la presion del
gas, el numero de particulas promedio como funcién de la temperatura, y la temper-
atura de condensaciéon. Este problema nos ayudara a entender como se ven modifi-
cadas las propiedades termodinamicas del gas cuando se toma en cuenta un campo
gravitacional homogéneo. En la segunda parte se calcularan la propiedades ter-
modinamicas del gas de Bose-Einstein cuando un campo gravitacional homogéneo
este presente, pero a diferencia del problema anterior, el gas ya no estara encer-
rado en un recipiente de volumen finito, mas bien, estara confinado por medio de

osciladores armonicos anisotrépicos

4.1. Gas ideal de Bose-Einstein confinado en un recipiente

4.1.1. Niveles de Energia

Para obtener la temperatura de condensacion consideraremos un gas encerrado
en un volumen V' de altura L con N particulas indistinguibles que no interactian
entre si, en presencia de un campo gravitacional homogéneo que solo actia en la
direccién z con condiciones de frontera tipo Dirichlet (2 =0) =0y ¥(z = L) =0
(donde ¥ es la funcién de onda) . La altura del contenedor también se encuentra
en la direcciéon z, y a la hora de resolver el problema de valores propios solo la
direccién z se verd afectada por la presencia del campo gravitacional y lo que pase

en el plano (formado por los ejes © — y) serd independiente al eje z. Por lo tanto,
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en el plano se tendra una particula libre confinada en una caja y en la direccién z
una particula inmersa en un potencial gravitacional homogéneo.

El problema de una particula inmersa en un campo gravitacional homogéneo,
donde se considera que la funcién de onda se anula en o0, ya ha sido resuelto en
muchos libros de mecénica cudntica [67]. Las funciones de onda son las funciones
Airy. Debido a que nuestro problema requiere un recipiente finito, no podemos
considerar estas soluciones de la ecuacién de Schrodinger. Como se mencioné an-
teriormente, es independiente lo que pasa en el plano y lo que pasa en el eje z. En
el plano se tiene el problema de una particula encerrada en una caja en ausencia
de campo gravitacional, el cual se resuelve de la manera usual haciendo uso de
la ecuacion de Schrodinger en dos dimensiones, mientras que en el eje z, se tiene
una particula en una barrera de potencial en presencia de un campo gravitacional
homogéneo el cual se resolvera recurriendo a una teoria de perturbaciones indepen-
diente del tiempo (ver apéndice B). Consideraremos el Hamiltoniano sin perturbar
de una particula libre y el campo gravitacional homogéneo como la perturbacion.

Recordemos, los valores propios de energia se obtienen al resolver la ecuacion de
Schrodinger para una particula libre de masa m dentro de una barrera de potencial.

0, paraO0<z<L
V(z) =

oo, en cualquier otro lado

Los valores propios de energia correspondientes al Hamiltoniano sin perturbar son
[68]:
0 n*r?

En = —2mL2Tl .

(sin perturbar) (4.1)

También, la funciéon de onda asociada es:
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W(z) = \/%sin (”—ZZ> (4.2)

Utilizando el siguiente desarrollo a segundo orden, obtendremos los valores propios

de energia para una particula inmersa en un campo gravitacional homogéneo.

Ny = AV + N2 i Vel
n = AVnn © _ _©

n'#n=1 € —En

T (4.3)

Este tltimo desarrollo tiene sentido si solo si la serie converge. Primero calcularemos

los elementos de matriz de V,,,,, donde n # n’

L
Vi = OV ) = [0V )z (1.4)
0
Sustituyendo V' (z) = mgz y ¢ (z) obtenemos:
2 L /
Vit = %/ﬂ zsin (%) sin (n22>dz; n' #n. (4.5)

Utilizamos las siguientes propiedades trigonométricas para reescribir la ultima

ecuacion,

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sin(A) sin(B)
cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B) (4.6)

Substituyendo (4.6) en (4.5) vemos que el integrando se expresa como,

_ ( mrz) )
sin [ —— ) sin
L

para n #nyn' ,n=0,1,23,.... Entonces,

(75 = ho -] eon 0] a7

Vo = 22m_Lg{ /Ochos [(n — n')%}dz — /OLZCOS [(n—i— n’)%} dz}, (4.8)
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integrando por partes se obtiene que

Vo= %{_ﬁfo sin [(n—n’)%z}dz—f—m/o sin [(n—i—n’)%z] ;i:i),

y, consecuentemente,

Vi = : n#n'. (4.10)

mL{cos[(n—n’)ﬂ] —1  cos[(n+n)r| — 1}
us (n —n')? (n+n')?
Aqui tenemos dos posibilidades que n — n’ sea par al igual que n+n' o que n —n/

y n +n' sean impares.

1. Primera posibilidad que n — n’ y n + n’ sean pares.

n—n'=2q n,n,q=1,23...

n'=n-—2q
n+n =n+n-—2q (4.11)
n+n =2(n-—q) es par

_ mgLycos2qgn] —1  cos2(n —g)m] — 1
w = e
cos[2qm| = 1 = cos[2nm],
sin[2¢m] = 0 = sin[2n7). (4.13)
~mgLy1—1 B 1-1 _
Vo= e B " .

2. Segunda posibilidad que n —n' y n + n’ sean impares.
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n—n'"=2¢+1 n#n'=1,2,3...

n=n-2¢—1 q=0,1,2,3...
n+n'=n+n-—2¢—1 (4.15)
n+n'=2n-q)—1 es impar

mgL (cos[(2¢g+ 1)m] =1  cos[(2(n —¢q) — 1)7] — 1
Vi = { It . } (4.16)
0 (2¢+1) 2(n —q) —1]
—8mgL 2 n(2 1
Vit = gt L n(2g+1) ) (4.17)
m (2¢+1)°[2n — (2¢ + 1)]
Ahora calculemos |V, |?
64m?g*L? /n* —n?(2¢ — 1)[2n — (2¢ — 1)]
Vo [* = ; ( - . ) (4.18)
7T (2¢+1)"[2n — (29 + 1)]
Los valores propios de energia de ”particula libre”son:
h*m?
D= 2 4.1
€n =5 3N (4.19)
Para la diferencia de energfas €2 — &%, obtenemos:
e — €l = i[Zn(Qq +1)— (2 + 1)7); (4.20)
moTm 2mI? ’
- |Vm"/|2
> o (4.21)
n'#n=1 <" n'

0

. 2 . . , .z
Sustituyendo el valor de |V,,v|” y la diferencia de energfas €2 — €%, en la ecuacién

anterior se obtiene:

i Vaw > _ i 128m?g*L* [n4 —n%(2¢ +1)[2n — (2¢ + 1)] (4.22)
waae) —ey o P L Qg+ )’ — e+ 1)
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oo

Z Vo ’2 128m?¢*L* 4 i 1
= n
waaen —ey P 20+ 120 = 20+ D
128m3g% Lt , & 1
o K276 n Z TN 7 (4.23)
@ = (2¢+1)"[2n— (29 +1)]
Todo se reduce a demostrar que estas series convergen
°° 1
27 (4:24)
= (2¢+1 ’2n — (2¢ + 1)]”
°° 1
2 (4.25)
=0 (2¢+1 2” —(2q + 1)]

=)

La demostracién de la convergencia de estas series se encuentra en el Apéndice C.
Por lo tanto el método de teoria de perturbaciones esté bien fundamentado. Ahora

encontraremos un valor aproximado para las series.

Regresando la ecuacién (4.24)

00 n—1
1
Z - (4.26)
p (2¢+1)°[2n — (2¢ + 1))° ~ 3o = 2q-|—1
Aqui se utiliza una segunda aproximacién
n—1
1
‘ Z ’ (4.27)
s 2q +1 (2q + 1) [2n — (2¢ + 1)]
Para la otra serie se tiene la siguiente aproximacion
- 1 N [ 1
; TR I (4.28)
; (2g +1)"[2n — (2¢ + 1)] ; 16n* ; (2¢+1)

Estas son las cotas superiores de nuestras series

n—1

=1
2 2q+ <> = =), (4.29)
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n— o0 4

1
1 1 T
— < —_— = — (4.30)
g 1
por (2q+1) ;;2(]—}-1 96
Finalmente, el resultado de las dos series de manera aproximada es:

(o)

1 13
—~ (2¢+1)°2n— (2¢+ )" 321732

¢(5), (4.31)

q

0 4

1 1
2 20+ 1) 20— (2g+ )] 160" 96 (4:32)

q=0

Recordando el segundo término de la ecuacion del desarrollo en teoria de pertur-

baciones para el desplazamiento de la energia:

i": v _ 18mg’Lt - 1
> n
B - EY, h2m6 = (2¢+1)°2n— (2¢+ 1)
128m? g2 Lt & 1
Y . (4.33)

mat = (2q+ 1) 2n — (2¢+ 1))

Sustituyendo el valor de las series se obtiene:

f: v N 4mPg? L* (EC@) 1 )

E9—E% = RS \32 n  48n2 (4:34)

n'#n
., 4 .
En la ecuacién 1} ((5) = 1.037 y 75 = 2.02936 Ahora calcularemos el primer

término del desarrollo del desplazamiento de la energia en teoria de perturbaciones
a segundo orden. Los elementos de matriz V,,, = (n|V(z)|n) se obtienen de la

siguiente forma:

L L 2
Vi = / mgz sin(mrz) sin (mrz>dz = / mgz sin (@) dz. (4.35)
; L L A L

2
Usando la siguiente identidad trigonométrica sin (%) =

obtiene:
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L 11 2
Vi = /0 mgz (5 — 5 cos ( ngz)>dz. (4.36)

Al integrar por partes la segunda integral se obtiene como resultado una funcién
par que al evaluarla da cero, por lo tanto, el resultado proviene del primer término

de la ecuacién anterior:
mglL
5

Sustituyendo los elementos de matriz de primer y segundo orden obtenidos en el

Vi = (4.37)

desarrollo del desplazamiento de la energia, dado por,

o] V ,2
! g/n/ _8/
n #n

se obtiene que,

h2m? n? 4 )\mgL N )\24m392L4 (C(5) 1 )

2ml? 2 h276 n  48n?

(4.39)

En =

Para A = 1 (la perturbacién méxima) la ecuacién (4.34) se reduce a la de los
valores propios de energia para un gas de Bose-Einstein encerrado en un recipiente

de volumen V en presencia de una campo gravitacional homogéneo.

En (4.40)

R, mgL  4AmPg’L! <((5) | )
“omr2' T2 m2rs \n  48n2/)
4.1.2. Temperatura de condensacion en un campo gravitacional

homogéneo

Con los valores propios de energia obtenidos en la seccion anterior al recurrir a
la teoria de perturbaciones independiente del tiempo para un gas de Bose-Einstein
encerrado en un recipiente de volumen finito con particulas que no interactian entre
si en presencia de un campo gravitacional homogéneo, calcularemos el niimero de

particulas promedio en el recipiente y la temperatura de condensacion.
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Recurriendo a la funcién de particiéon del conjunto gran candnico para un gas de
Bose-Einstein podemos escribir el niimero de particulas promedio de la siguiente

forma:
1
N = Z<TL€> = Z 2_1665 . 17 (441)

donde g = % y z es la fugacidad del gas z = exr.

Como hemos considerado de manera independiente el comportamiento en el
plano (x — y) respecto a lo que sucede en la direccién z, debido a que el campo
gravitacional solo afecta al gas en la direccién z, podemos separar la energia en dos
contribuciones, la del plano €4 (donde A(z,y)) y la correspondiente a la direccién
ZE,.

La contribucion de la energia en el plano €4 es independiente a la contribucién
de la energia en la direccién z, por lo cual podemos separar la sumatoria de la

ecuacion (4.41)) en dos, como se muestra a continuaciéon

e 1 (4.42)
ea=le,= 1
Las particulas en el estado base estan dadas por,
z
Ny = . 4.43
"7 12 ( )

La energia en el plano se obtiene de resolver la ecuaciéon de Schrodinger de una

particula encerrada en una caja de longitud b, e4 = ﬁ ” (nx + n,?) v la densidad
. . b2
de estados por unidad de energfa correspondiente a esta energia es 2(e4) = 35.

Hagamos la aproximacion al continuo de la suma de energias en el plano ZaA —

J5° £2(e4)de 4 y calculamos la integral correspondiente:

me 1
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N — Ny= (;ﬁ;) i Il — ze~#=]. (4.45)

Ahora calculamos el niimero de partlculas en los estados excitados, para lo cual

recurrimos a los valores propios de energia encontrados en la seccién anterior,

h*m? 2_|_mgL
omI2" T T2

£, = (4.46)

Una vez mas hacemos el cambio al continuo de la suma de las energias en la
direccion z por la integral; cabe mencionar que la densidad de estados por unidad
de energia es la unidad, debido que tenemos una particula en una dimensién con

estados ligados [69]. Entonces,

N o= _% (;?;) /OO ln[l e’ [%nhrmthdn. (4.47)
0

. _ BmglL <2
Definimos v = ze™ 2 , con lo cual la ecuacion (4.47)) se transforma en,

1 me & —,3( hjf22>n2
N—NO:—E<27Th2>/O ln[l—fye 2 ]dn. (4.48)
Integrando por partes:
3
2mmrT)?
N — Ny = V%%MW) (4-49)

Aqui g,(z) son las funciones de Bose-Einstein [46]. Recordando que la longitud

1
(2rmkT)2

< g _mgL .
3 y la definicién de v = ze™ 2+ se obtiene el

térmica de Broglie es A =

numero de particulas en los estados excitados como funcién del campo gravitacional

Vv _mgL
N — NO = Fgg/Q(ZG 2kT ) (450)
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En el que no hay campo gravitacional, al tomar el limite ¢ — 0, recuperamos el

valor clasico,

mglL V

.V _moL
U —5gs2(2€7 2T ) = —5.952(2)- (4.51)

Este es el resultado del nimero de particulas en los estados excitados en ausencia
de campo gravitacional. Ahora procederemos a calcular la temperatura de con-
densacion en presencia de un campo gravitacional homogéneo, recordando que la

energia potencial es menor a cualquier energia que este involucrada en el problema

mgL

7= < 1. Para ello vamos a observar el compor-

en particular la energia interna

tamiento de la funcién de Bose-Einstein

mgL 2p—mglL

g3j2(2e” 2T ) = ggpa(e 2T ) (4.52)

Ahora, definimos un potencial quimico efectivo piepr = p— ngL el cual este acotado

entre (—oo, —24L).

Asi pues,

teff
gaa(ze w17) = gaja(ze”e11), (4.53)

donde Z ¢y = e es la fugacidad efectiva. El potencial quimico efectivo tiene

un valor limite que ya no es cero y este valor es ngL; si el campo gravitacional es
nulo se recupera el valor limite igual a cero. Esto muestra que el potencial quimico
se verfa modificado en presencia de campos externos, o al considerar interaccion
entre las particulas, por lo tanto, también la temperatura de condensacién 7T, se
vera modificada. Como lo que nos interesa es encontrar la temperatura de con-
densacion y la funciéon de Bose-Einstein estd en funcion del campo gravitacional
hay que invertir de alguna manera la funcién de Bose gs/2(ze?e/f). Para ello se

utilizard un desarrollo en serie de g, =~ (e™%).
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g~ (e7%) = % + Z (_Z,!l)lg(u —i)a. (4.54)

Donde ((s) es la funcién zeta de Riemann analiticamente continua Vs # 1 [46].

Para nuestro problema v = 3/2:

gzjp = (e7%) = % + Z (_Z,!D ¢(3/2 —i)a', (4.55)
ae ~ ()~ DD (3)2), (4.56)

donde —1In (Z.;f) = a. Entonces,

N, = %g?’ﬂ(zeff) ~ %[g(%) +r(- %)a%]. (4.57)

Por otro lado recordemos que el niimero de particulas en el estado excitado cuando

no hay campo gravitacional es:

Ne _ ¢(3/2)
VS (4.58)

N, (2mmr)*?¢(3/2)(19)*
v = x . (4.59)

donde T? es la temperatura de condensacién sin campo gravitacional.

Ahora igualamos la ecuacion (4.57), poniendo el valor explicito de a, con la
ecuacion (4.59) de manera que,

)32 0\3/2 NSRS % C3/2 m
(2mmr) c;gﬂ)@) _G }3 T Tesr) - /%;CL], (4.60)

(T2)¥? = T3/2 [1 o (31 7 /”2”;% } (4.61)
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De la tultima ecuacién se puede observar que la temperatura de condensacion
para un gas de Bose-Einstein en un campo gravitacional es mayor que cuando no
existe campo gravitacional. Vamos ahora a escribir la ecuacién , la temper-
atura de condensacién como una funcién de la gravedad, en términos de la altura
del recipiente, la masa de las particulas, la constante de Boltzmann y la temper-
atura de la condensacién cuando no hay campo gravitacional.

De la ecuacién , invirtiendo la expresion y haciendo uso del desarrollo

binomial, obtenemos que

2 1 mmgL
T, ~ T° [1 z ] 4.62
3B\ e (4.62)

donde la temperatura de condensacion en ausencia de campo gravitacional por la

ecuacion (4.59)) se reescribe ahora como,

2/3

_ 27rhmn<vcg /2)> . (4.63)

o]
C

4.1.3. Presion de un gas de Bose-Einstein en un campo gravitacional

homogéneo

Obtengamos la presién para un gas de bosones en un campo gravitacional ho-
mogéneo. En el conjunto gran candnico la presion del gas esta dada por la siguiente
expresion:

PV In= =— Z In[1 — ze 7. (4.64)

kT
e=0
Antes de calcular la presion recordemos que en mecéanica estadistica debemos dar
un peso estadistico unitario a cada estado no degenerado de particula individual

por lo cual hay que tomar el estado con energia cero fuera de la suma.
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—:—Zln [1—ze P —In[1— 2] (4.65)

Como y dijimos, hemos dividido la energia de particula individual en dos partes,
la energia del plano “c4” y la energia en la direccién z “c,”, por lo tanto, la suma
también la dividiremos en dos partes Zzzl 23:1 por lo cual, la ecuacién (4.65))
se puede expresar de la siguiente forma:

PV o) (o) -

= D> [l —ze MEatE —Infl - 2], (4.66)

ea=le,=1

Haciendo la aproximacion al continuo considerando que la diferencia entre dos

estados sucesivos de energia es pequena,

Z / (ea)deq, (4.67)

ea=1
donde la densidad de estados por unidad energia es {2(c4) = 3> f2 Entonces:
me
d . 4.68
> o [ (e (4.68
ea=1
Por lo tanto:
4% = /mb?\ [
— — e PE _ _
— = —621 (%h?) /0 In[1 — we™P4])dey — In |1 — z], (4.69)
donde w = ze~#%=. Ahora calculemos la siguiente integral:
I :/ In [1 — we™P54]de 4. (4.70)
0

Integrando por partes y sustituyendo el valor de w, obtenemos que,

2 o
% ! <;;2> Z = Z e —In[l — 2]. (4.71)
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Vamos a utilizar los valores propios de energia encontrados al usar teoria de per-

turbaciones independiente del tiempo a primer orden:

m*r? ,  mglL

== omL” 2

(4.72)

Haremos el cambio al continuo de la suma a la integral.

f; = /0 " 0(e.)dn, (4.73)

donde por el hecho de que se tiene un problema de estados ligados en una dimension

la densidad de estados por unidad de energia es igual a uno, 2(e,) = 1.

> o0 "pm T 27\'2
Z e e — / e 5% e T dn (4.74)
0

e,=1

Resolviendo la integral y recordando que el volumen del contenedor es V' = bL se

obtiene finalmente que

PV \%4 _mglL
— = %52 (Ze M> (4.75)
la presién de un gas de bosones en un campo gravitacional homogéneo. Si hacemos

tender g — 0 recobramos el caso usual en la cual no hay campo gravitacional.

PV Vv
T FQEJ/Q(Z)' (4.76)

R

4.2. Gas ideal de Bose-Einstein confinado por osciladores
armonicos anisotropicos
Consideremos un sistema de N particulas inmersas en un potencial de oscilador

armonico anisotrépico en tres dimensiones y un campo gravitacional homogéneo.

Entonces, la energia potencial esta dada por,
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1
U(I’, Y, Z) - §(klx2 + k2y2 + k322) +mgz. (477)

Se define la frecuencia del oscilador armoénico de la siguiente forma

k;.
w; = —; i =,y 7 (4.78)
m

de manera que podemos reescribir la ecuacion (4.77) como sigue:

m g \?2 1 mg?
Ule,y,2) = 2 (wie? + wdy’ +wi (2 + 5) ) - 220 4.79
(x,y, 2) ) wiz” + wyy” + wi( 2 w? 2w ( )

Los valores propios de energia de una particula en un potencial dado por la ecuacién

[£79) son:

1 1 mg?
)__mg ;o ng,ny, n.eN. (4.80)

1 1
5:hw1(nm+§)+hw2<ny+§)+hw3<nz+§ 2w_§a

La densidad de estados por unidad de energia es:

2
) (e+%—§(w1+w2+w3)>

(e) = 4.81
(6 2ﬁ3w1w2w3 ( )

El ntimero de particulas promedio se define

> e) 1
N = d 4.82
/o o lepe 10" * zlefeo — 17 (4.82)
donde la energia del estado base es:
h 1 mg?

€0 = §(w1 + wy + ws3) — §_w% : (4.83)

La energia del estado base ¢y = &y — 589) la podemos dividir en dos, la energia
correspondiente a los osciladores arménicos éj y la energia debido al campo grav-
itacional homogéneo eég ). En este caso el niimero de particulas en el estado se puede

escribir como:
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1

Ny= ——-———.
07 J—lefeo — 1

(4.84)

Notemos que si z7'e%° — 1 el ntiimero de particulas en el estado base Ny — o0,

por lo tanto
éo—s(()g)—,u

zlefo =T o 1, (4.85)

entonces,

€0 —5(()g) — [

— 0 4.86
- , (4.86)

observamos que si tomamos un campo gravitacional homogéneo la condensacion
de Bose-Einstein se vera afectada. El nimero de particulas promedio al realizar la

integral en la ecuacién (4.82)) da como resultado,

1 T)? .
N = — (x )3g3(ze*ﬁ<€°*€5)>), (4.87)
zlePléo—=") 1 (h)w

. (9 ., . . .
donde w = wiwows, y gg(ze_fg(s(’_sog )) es la funcion de Bose-Einstein. Si hay con-

densacion tenemos:

N = (;ZC>3<(3), (4.88)
(g

la condicién de condensacion se obtiene cuando p = €y —¢; ) y el potencial quimico
queda acotado pe(—o00, 2y — ).
Ahora vamos a calcular la temperatura de condensacién. Para ello vamos a
reescribir la funcién de Bose-Einstein de la siguiente forma:
ma>
2kTw3

. (9) .
ga(ze ™0 4 e%0") = gy(ze™P0) —

ga(ze7P%0). (4.89)

Sustituyendo la ecuacién (4.89) en al ecuacién (4.87), cuando ze ?%0 — 1 obten-

emos que,

Yo () [ e o
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Recordando el ntimero de particulas cuando no hay campo gravitacional g = 0,

3

N = (’;ZU) ¢(3) (4.91)

igualando las ecuaciones (4.90)) y (4.91) y factorizando la funcién ((3) se obtiene

la siguiente expresién

() - () [~ 5l o

[ mg’ C(2)]1/3‘

To—T[1- 95 4.
2kT.w3 ((3) (4.93)

C

Esta es la temperatura de condensacién cuando se tiene un gas confinado por una
trampa electromagnética que es modelada con osciladores armoénicos anisotrépicos,
de hecho asi se realiza el experimento, en presencia de un campo gravitacional
uniforme. La presencia del campo gravitacional homogéneo (g # 0) modifica la
temperatura de condensacion (7?2 < T,). Observemos que en la ecuacion solo
aparece la frecuencia del oscilador armoénico ws, esto es debido a que el campo

gravitacional solo esta presente en esta direccién.






CAPITULO D

Conclusiones y Perspectivas

5.1. Conclusiones

En este trabajo se muestra que en la presencia de un campo gravitacional ho-
mogéneo las propiedades termodinamicas de un gas ideal de Bose-Einstein se ven
modificadas. En particular se analizaron dos casos, primero un gas ideal de Bose-
Einstein encerrado por un recipiente de volumen V de altura L con N particu-
las indistinguibles que no interactian entre si, en presencia de un campo grav-
itacional homogéneo, y segundo un gas ideal de Bose-Einstein confinado por os-
ciladores arménicos anisotropicos inmerso en un campo gravitacional homogéneo.
Cabe senalar que asi se hacen los experimentos [70].

El primer caso, que parece ser mas un ejercicio de pizarrén que un caso real-
ista, nos ayuda a entender que parametros termodinamicos se modifican cuando el
campo gravitacional esté presente, y que parametro podria ser el mas idéneo para
poder medir en el laboratorio. Ademaés, el estudio de un gas bosénico confinado
dentro de un recipiente de altura finita en presencia de un campo gravitacional

homogéneo es un problema actual, ya que algunos autores consideran que para que
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se presente el fendmeno de condensaciéon deberia haber una impureza en la base
del contenedor [49], en contraposicién con la gran mayoria de trabajos [46] [50]. En
este trabajo se muestra que dicha impureza no es necesaria para poder obtener la
temperatura de condensacion. Desde el punto de vista de la estadistica clasica para
un gas es bien sabido que en presencia de un campo gravitacional la presién del
gas cambia. Para una columna de gas encerrada en un tubo de seccion transversal
unitaria y sujeta a la accién de un campo gravitacional homogéneo la presion del
gas a una altura z estd dada por la famosa ecuaciéon de las atmoésferas de Perrin
P = Py = e ™9*/*T La presién del gas es menor cuando el gas esta sujeto a campo
gravitacional homogéneo [64]. Por lo tanto, no nos debe causar sorpresa que la pre-
sién obtenida cambie con respecto al caso en el cual no hay campo gravitacional.
En el caso de un gas bosoénico masivo se tiene que la presiéon en presencia de un
campo gravitacional homogéneo es mas grande que la presién de un gas de bosones
masivos sin campo gravitacional. La temperatura de condensacién para un gas
de bosones masivos en presencia de un campo gravitacional homogéneo también
se ve modificada y es mayor a la temperatura de condensacién cuando el campo
gravitacional es nulo.

El segundo caso es un caso mas realista, porque el gas no estd en un recipiente
propiamente dicho, sino se encuentra confinado por trampas electromagnéticas
y trampas laseres. Las trampas electromagnéticas se modelan con osciladores
armoénicos anisotrépicos. Cabe senalar que asi se hacen los experimentos en los
laboratorios [70]. En este caso también se observa que la presién y la temperatu-
ra de condensacién cambian cuando se toma en cuenta un campo gravitacional

homogéneo. La temperatura de condensacién es mayor cuando un campo grav-
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itacional homogéneo esta presente a una temperatura de condensaciéon cuando el
campo gravitacional es nulo.

La temperatura de condensacién es el parametro termodinamico mas idoneo
para verificar el PEE experimentalmente. Una vez que ya hemos fijado nuestro
parametro termodinamico a considerar en los experimentos para poner a prueba
el PEE, mencionaremos cual es nuestra propuesta experimental. La propuesta ex-
perimental, como ya se mencioné antes, consiste en dejar caer un condensado de
Bose-Einstein dentro de la torre de la Universidad de Bremen en Alemania, desde
una altura de més de 100m, junto con algin dispositivo que nos permita obtener
la temperatura de condensacion, sin que este altere los resultados del experimento.
Cabe mencionar que usualmente la temperatura de condensacién de Bose-Einstein
se deduce experimentalmente recurriendo a la comparacion entre las funciones de
distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann y el perfil de densidades del
espacio de momentos [46], [71, [72]. Aunque la aproximacién parece ser muy satisfac-
toria, estd haciendo uso de la mecanica estadistica clasica cuando la temperatura
estd muy cerca a la temperatura de condensacién donde los efectos cuanticos son
importantes. Por lo tanto no se pueden despreciar. Como queremos poner a prue-
ba el principio que estd detras de todas las teorias métricas de la gravedad desde
el punto de vista meramente cuantico, se necesita una manera alternativa para
medir la temperatura de condensacion sin recurrir a métodos semi-clasicos para
obtenerla. Para evitar problemas de transiciéon cuando hay campo gravitacional y
cuando no lo hay (caida libre), el gas ideal de Bose-Einstein (4tomos de Rubidio)
comenzara a condensar después de que se ha dejado caer el dispositivo. Por lo
tanto, la temperatura de condensacion que se obtenga es como si no hubiera cam-

po gravitacional. Si PEE es vélido se espera que la temperatura de condensacion
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obtenida en caida libre sea la misma que se obtiene al realizar el experimento en
un laboratorio en ausencia de una campo gravitacional homogéneo. Los resultados
obtenidos al realizar el experimento en la torre de Bremen donde el condensado
esta en caida libre se comparan con los resultados obtenidos en el laboratorio, en
donde hay campo gravitacional.

La temperatura es un parametro termodinamico experimental clasico. Nosotros
empleamos a la temperatura de condensacion como parametro experimental para
poner a prueba el PEE a nivel cuantico. Para poder usar a la temperatura de
condensacién como parametro experimental que ponga a prueba el PEE a nivel
cuantico hay que recordar que la temperatura de condensacion no debe ser nula
T, # 0, en el caso de tener una temperatura de condensacién nula T, = 0 se estaria
recurriendo a la estadistica de Maxwell-Boltzmann y esta es un estadistica clasica
y no serviria para poner a prueba el PEE a nivel cudntico. Por lo tanto, al usar
la estadistica de Bose-Einstein, que es una estadistica cuantica, y requerir una
temperatura de condensacién que no sea nula, podemos poner a prueba el PEE a
nivel cuantico. La temperatura de condensacion es un pardmetro termodinamico
que pone a prueba el PEE a nivel cudntico y no el PED. Para que el gas se
encuentre dentro de una fase condensada la temperatura solo puede tomar los
valores 0 < T" < T,, por arriba de la temperatura critica no habra fase condensada,
de hecho para temperaturas muy alejadas de la temperatura critica T° > T, el
gas se comporta como una gas clasico. Ademas, el PED esta asociado con la idea
de trayectoria y en mecanica cuantica este concepto no es valido. PEE exige la
validez del PED y el cumplimiento de la ILL y ILP. Por lo tanto la propuesta
experimental intenta probar el PEE y no el PED. El PEE nos dice, en pocas

palabras, que un experimento no-gravitacional que se realice en caida libre es igual a
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un experimento no-gravitacional sin campo gravitacional, y por lo tanto es vélida la
Relatividad Especial. Las limitaciones del experimento provienen del cumplimiento
del teorema de planitud, el cual nos dice que hay una vecindad alrededor de un
punto P en el cual la métrica estda dada por la métrica de Minkowski 1,5. En dicha
vecindad el campo gravitacional es nulo. Por lo tanto si queremos que nuestro
experimento en caida libre sea valido, tiene que cumplir con el teorema de planitud
[73]. Recordemos el limite de campo gravitacional débil gas = 7as + hap donde
h < 1. Para cumplir con este limite hay que recordar que no todas las segundas
derivadas de la métrica son cero, entonces, alrededor de un punto con coordenadas
2 se tiene que cumplir que 12— 2l ) (Y — xé’)%&@u) < 1. Esta cantidad es
aproximadamente 1 x 10™° < 1, para una altura de 100m sobre la superficie de la
tierra, lo que muestra que el teorema de planitud se cumple para este experimento.

La factibilidad de realizar este experimento la describiré en la siguiente tabla
para los dos casos en que tenemos un gas de Bose-Einstein en presencia de un cam-
po gravitacional homogéneo encerrado por un recipiente y un gas de Bose-Einstein
confinado por trampas electromagnéticas modeladas por osciladores armonicos
anisotrépicos, se tomardn los resultados experimentales para el Rubidio [70], So-

dio [71] y Litio [74],

Elemento|Gas encerrado en un recipiente|Gas confinado por osciladores armoénicos

anisotropicos
T.—T0 T—T7
70 70
8TRb 4.57407 0.000172
BNa 8.26362 0.007556

"Li 28.3967 0.017047
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En esta tabla, T, es la temperatura de condensacién en presencia de un campo
gravitacional uniforme, segin sea el caso; recipiente de volumen finito o trampa
electromagnética modelada con osciladores armonicos anisotropicos, donde se con-
sider6 g = 9.85 y T, Y es la temperatura de condensacién que se obtiene al realizar
el experimento. El modelo de pizarrén no es un buen modelo, aunque la factibil-
idad de lograr el experimento sea mayor a la unidad, es un caso ideal debido que
el experimento se realiza encerrando el gas en un recipiente. Pero este modelo nos
ayuda a darnos cuenta como se ven modificadas las propiedades termodindmicas
del gas de Bose-Einstein masivo en presencia de un campo externo, en este caso un
campo gravitacional homogéneo, y nos da la pauta para elegir a la temperatura de
condensacién como nuestro parametro experimental a considerar para verificar el
PEE. La factibilidad de realizar el experimento con una gas de Bose-Einstein ma-
sivo confinado por medio de osciladores anisotrépicos depende de tres cantidades
fisicas principalmente, la masa del gas, la densidad del gas, y las frecuencias de
atrapamiento. Como se puede observar, segun la tabla, el isétopo del Litio-7 es el
gas mas idoneo para poner a prueba el PEE, pero recordemos que la temperatu-
ra de condensacién que estamos usando aqui es la obtenida experimentalmente,
donde los experimentales hacen alusion a métodos semi-clasicos para obtenerla.
Por estd razon no hay que descartar la posibilidad de usar cualquiera de los otros
gases en un experimento donde la temperatura de condensacién no se obtenga a

partir de métodos semi-clésicos.
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5.2. Perspectivas

Nuestro modelo esta disenado para gases altamente diluidos, las particulas
que constituyen al gas se han considerado que no interactian entre si, ademas
el acoplamiento del spin con momento magnético no se ha considerado. Lo que
sigue es estudiar sistemas con estas caracteristicas, en otras palabras, estudiar un
gas de Bose-Einstein donde la interaccion entre las particulas no sea desprecia-
ble, inmerso en un campo gravitacional homogéneo donde también se considere el
acoplamiento del spin con el momento magnético, estudiar como se modifican las
propiedades termodinamicas al considerar que el gas se encuentra confinado por
medio de osciladores armdnicos anisotropicos rotantes. También se estudiaran otras
propiedades termodindmicas como la energia interna del gas y el calor especifico.
El calor especifico es una cantidad termodinamica esencial en el estudio de transi-
ciones de fase. Se observara como se ve modificado el calor especifico en presencia
de un campo gravitacional homogéneo y como esto nos puede ayudar a poner a
prueba el PEE. Ademas, se estudiara como la presencia de una campo gravitacional
homogéneo modifica el numero de particulas en el estado base y la energia interna
de un gas de Bose-Einstein masivo como funcion de la temperatura. Asimismo,
se estudiara que tan viable es poner a prueba el PEE al considerar el tamano del
condensado (el volumen que ocupa el condensado no es un volumen fisico es gener-
ado por las trampas electromagnéticas que se modelan con osciladores armonicos
anisotrépicos, a esto se le conoce como el tamano del condensado) cuando este se
encuentre en presencia de un campo gravitacional homogéneo con respecto al caso

cuando no hay campo gravitacional.
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APENDICE A

Apéndice A: Teoremas

A.1. Teoremas

A.1.1. Teorema de Convergencia Absoluta

Primer Teorema: Convergencia absoluta
: o0 . . ’ . o . o0
Una serie >~ | a, es convergente si la serie(términos positivos) > >, |a,| con-

verge y sl Y oo a, =5,y o lan| =S5 = |s| <|S].

A.1.2. Teorema de sucesiones crecientes

Segundo Teorema: Si Zf:o a; = by es creciente tal que by < ¢, donde ¢ — ¢
si k = o0 .. by también converge.
Dem.
Sea € > 0 por definicién b = inf{cotas superiores de {by}}
Ve > 0, JkeN tal que b —¢e < b;

=e>0, JkeN talque 0<b—b;<e
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como b;, < by, 1>k (es creciente)

(=D <b) = —bp=>—b

—b; +b > —b; + b (tomo el valor absoluto)
b—bpl = o —bs| = [bp — b = |br = b|
=0 < Jbp bl <e,  VI>k.



APENDICE B

Apéndice B: Teoria de Perturbaciones
independiente del tiempo

B.1. Teoria de Perturbaciones independiente del tiempo

El método de aproximacién que utilizaremos aqui es una teoria de perturba-
ciones independiente del tiempo, también se le conoce como la teoria de perturba-
ciones de Rayleigh-Schrodinger. Consideraremos un Hamiltoniano H de tal forma

que se pueda escribir en dos partes, es decir:
H=H,+V. (B.1)

Cuando V = 0 los vectores propios de energia exactos [n(”)) y los valores propios de

energia E? exactos son conocidos y corresponden al Hamiltoniano sin perturbar.
Ho[n”) = E|n”). (B.2)

Requerimos encontrar los vectores propios y valores propios aproximados para el

problema del Hamiltoniano completo

(Ho + V)|n) + E,|n), (B.3)
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donde V' es conocido como la perturbacién; no es, en general, el operador del poten-
cial completo. Por ejemplo, supongamos que consideramos el dtomo de hidrégeno
en un campo eléctrico o magnético externo. El Hamiltoniano sin perturbar Hy se ha
tomado ser la energia cinética % y el potencial de Coulomb debido a la presencia
del nicleo del protén _762 Solo la parte del potencial debido a la interaccién con el
campo externo E o B es representado por la perturbacién V. En vez de trabajar

con la ecuacién (B.3)) se acostumbra resolver
(Ho+ AV)|n) + Ey|n), (B4)

donde A\ es un parametro real continuo. Este parametro es introducido para ob-
servar el numero de veces que la perturbacién entra. Al final del cdlculo podemos
poner A\ — 1 para regresar al caso . El parametro A puede ser visualizado
para variar continuamente desde 0 a 1. El caso A = 0 corresponde al problema sin
perturbar y A = 1 corresponde al problema completamente perturbado (B.3)). En
situaciones fisicas donde este método de aproximacién es aplicable, esperamos ver
una transicién del estado |n°) al estado |n) y de EY) al E, cuando A cambié su
valor de 0 a 1.

El resto del método, es sobre el desarrollo de los valores propios de energia y
vectores propios en potencias de A. Esto significa que implicitamente asumiremos
la analicidad de los valores propios de la energia y vectores propios en un plano
complejo A alrededor de A = 0. Una buena aproximacion puede ser obtenida al

tomar solo uno o dos términos en el desarrollo.
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B.1.1. EIl Problema de dos estados

Veremos como el desarrollo en A\ en efecto podria ser valido en el problema de
dos estados que hemos encontrado muchas veces. Tenemos un Hamiltoniano que

puede ser escrito como

H = B NO) (10] + BY120) 20 (B.5)

+ A2 1) 20] 4+ AVa[2) (1,

donde [1@) y |2(9) son los vectores propios de energia para el problema con A = 0,
y consideramos el caso V3 = Voo = 0. En esta representacion el Hamiltoniano H

puede ser representado por una matriz de dos por dos de la siguiente forma:

donde hemos usado la base formada por los vectores propios de energia sin pertur-
bar. La matriz V' debe, de hecho, ser Hermitiano; resolveremos el caso cuando Vi,

y V51 son reales:

Vig = V1*2> Vor = V2*1» (B-6)

desde ahora, por ser Hermitianos
Va1 = Via. (B.7)

Estos siempre puede ser hecho al ajustar la fase de [2(7) relativa a esta de [1(9)). El
problema de obtener los valores propios de energia aqui es completamente analogo

al resolver el problema de la orientacion del spin, donde el andlogo de la ecuacion

BID es
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E? v,
H=a +o-a= ! ;2
AV E

donde asumimos a = (ay, 0, az) sea pequena y ao, aj, az son todos reales.Los valores

propios para este problema son conocidos ser solo:

E = ag++\/a} + d3. (B.8)

Por analogia a los correspondientes valores propios para son:

E; B (E? + ES) L
B, 2

(B — B9)°

2|V |2
1 + |12|

Supongamos \|Vis| es pequena comparada con la escala de energia relevante, la

diferencia de los valores propios de energia del problema sin perturbar:

AVio| < |EY — E). (B.9)
Podemos entonces usar
11,
\/1+€Il+§€—§€ “+ .. (BlO)

Para obtener el desarrollo de los valores propios de energia en la presencia de la

perturbacion A|Vis|, es decir,

2 2
0 N V1|
B =p" 4 11121 (B.11)
(B~ By
E,=EY ¢ M (B.12)
tEY - EY)

Estas son las expresiones que podemos facilmente obtener usando el formalismo
general. Como un ejemplo, consideremos un problema de una dimensién que en-

vuelve una particula de masa m en un potencial cuadrado de profundidad Vj
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—Vy, para-a<x<a
V(x) =

0, para || > a

Este problema admite un estado limite de energia,
E=—|\V[, A > 0 para la atraccion. (B.13)

Consideramos el pozo cuadrado como una perturbacién muy débil que serd agrega-
do al Hamiltoniano de particula libre y interpretaremos el resultado de la ecuacion
como el desplazamiento de la energfa en el estado base desde cero a [AV|>.
Especialmente, porque la ecuacion es cuadratico en V', podemos estar tenta-
dos a asociar esto como la energia de desplazamiento del estado base calculado de
acuerdo a la teoria de perturbaciones de segundo orden. Sin embargo, este punto
de vista es falso porque si este fuera el caso, el sistema podria también admitir un
estado E' < 0 para un caso de potencial repulsivo con A negativa, lo cual seria un
claro disparate.
Ahora examinaremos el radio de convergencia del desarrollo en serie de .

Si regresamos a la expresién exacta de la ecuacion y consideramos esta
ecuacién como una funcién de un variable compleja A, observaremos como |\| va
creciendo desde cero, los puntos desviados estan en

+u(B” ~ E,”)

AVia| = 5

(B.14)

La condicion para la convergencia del desarrollo en serie para A = 1 el caso com-

pletamente perturbado es

0 0
EY — B

Via| < 5

(B.15)
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Si esta condicién no se cumple, el desarrollo en teoria de perturbaciones de las

ecuaciones (B.11}B.12) no tiene sentido.
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Apéndice C: Convergencia de Series

demostraremos que estas dos series convergen

1
“ (2¢+1)°[2n — (2¢ + 1))’
1
(2 + 1)*[2n — (2¢ + 1)]*

NE
a
=

q

WE
a
i

Il
o

q

Se desarrollara primero la serie (C.1])

n—1

qz (2¢+ 1)°12n — (2¢ + 1))° :;(2q+1)5[2n—(2q+1)]5

oo

1
PR

Hasta aqui no se ha realizado ninguna aproximacion.

Primera aproximacion.

—_

— 1
5 (2¢+1) 2n—(2q+1)]

Vg=0,2,....n—1 =2n>2¢+1. (C4)

q=

La primera aproximacién que se va usar es la siguiente
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2n— (2¢+ 1)~ (2n)° -.2n>2¢+1  Vg=0,2,...,n—1, (C.5)

—_

1

n—

1 "2‘: 1
5 (2¢+1) "2n — (2¢+ 1) — 2q +1)° (2n)°

9= q

n—1
1
. Z . (C.6)
3271 s 2q+
Recordando: Si a,b,c eNT y a,b,c# 0, donde b=ac
1 1 1 1 11
a b a ac allc
Utilizando la ultima propiedad en la ecuacién (C.6]) se obtiene:
1 1 1 1 1 -1
5 5‘ = ‘ 5 5‘ - ‘ 5 5 ‘
(2n)"1(2¢ +1) (2¢+1)"[2n — (2¢ + 1)] (2¢+1)"[(2¢ + 1) — n]
(C.8)
Por lo tanto
- 1
: C.9
2n5qz:‘2q—l—1 ‘ Z’Qq—{—l 2q+1)—n]5‘ (€9)
Bastara con demostrar que la siguiente serie converge
Z ’ ’ (C.10)
p 2q +1
Si la serie ((C.10)) converge, entonces la siguiente serie también sera convergente
- 1
Z ‘ . ‘ (C.11)
p 2q —1)°[(2¢ — 1) — n]
Pero lo que nosotros obtuvimos es:
n—1
(C.12)

=0 2q + 1



Convergencia de Series 91

Para demostrar que esta serie converge se utilizaran dos teoremas.
Primer Teorema: Convergencia absoluta
. 0o . . , . o . 00
Una serie ) >~ | a, es convergente si la serie(términos positivos) » >~ | |a,| con-
verge y st Y 0 a, =5,y o la,] =S = |s| <|S|. Utilizando el primer teorema

se obtiene:
oo

1
; T (C.13)

es convergente si esta ecuacion converge

Z] (C.14)
=0 Qq + 1

Segundo Teorema:

Si Zf:o a; = by es creciente tal que b, < ¢, donde ¢ — csi k — oo . by

también converge.

Utilizando estos dos teoremas se obtiene:

> 1 =1
2 Q1) ZW’ )

o0

Z esta serie converge. (C.16)
por 2q + 1

Usando el segundo teorema se observa que esta serie también converge

n—1

C.17
2q +1 ( )

QM

Como se mencioné antes, para que esta serie sea convergente bastara con demostrar

que la serie (C.17)) converge. Debido a que la serie (C.17) converge, entonces esta

serie también converge.
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- 1
Z . (C.18)
p 2q +1)°[(2¢+1) —n]
De la misma forma se demuestra para esta serie su convergencia
- 1
, (C.19)

—~ 2q—|—1 (2 +1) —n]*
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