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Resumen

La incorporacion de los principios de la teoria de la relatividad con los de la fisica estadistica ha
recobrado interés a la luz de experimentos y observaciones recientes en el ambito de la fisica de altas
energias, astrofisica y cosmologia, respectivamente. Asimismo, se han realizado algunas simulaciones
numéricas para investigar aspectos relativistas de variables termodinamicas. Por otro lado, teorias
como la gravedad cuantica y la teorfa de cuerdas, han enfrentado la necesidad de consideraciones
relativistas de la fisica estadistica.

En este trabajo se estudian algunos sistemas relativistas utilizando los métodos de la fisica estadistica
v la teorfa cinética.

En primer lugar se estudia un gas simple relativista en equilibrio, en un lenguaje manifiestamente
covariante, con base en la ecuacion de Boltzmann. De esta manera se obtiene la funcion de distribu-
cion del equilibrio, conocida como distribuciéon de Jiittner. Este analisis difiere de los existentes en la
literatura en cuanto a que no se parte del uso de un marco de referencia particular. Resulta natural
la introduccién de un vector de Lorentz cuya norma se identifica con el reciproco de la temperatura
en el marco comoévil del gas. Adicionalmente, se obtiene el correspondiente teorema de equiparticiéon
relativista.

En segundo lugar se estudian dos casos de mezclas binarias semi relativistas, cercanas al equilibrio,
usando la ecuacién de Boltzmann. En ambos, una de las dos especies se considera relativista mientras
que la otra no. Gracias a ello el término de colisién de la ecuacion de Boltzmann puede aproximarse
por un término diferencial tipo Fokker-Planck. El primer caso corresponde al gas de Rayleigh,
fisicamente analogo al movimiento Browniano. El segundo, por otro lado, se conoce como el gas
de Lorentz, y puede considerarse como el caso complementario al anterior. Para estas mezclas se
obtienen expresiones para los coeficientes de viscosidad-friccion y de difusiéon. Ademés, mostramos
que el gas relativista de una componente en la aproximacién de colisiones rasantes, admite una
descripcion a través de una ecuacion de Fokker-Planck covariante.

Finalmente, se estudia la termodindmica estadistica en equilibrio de sistemas cuanticos simples.
Estos no son relativistas, sin embargo, su cuantizaciéon se ha realizado en el esquema de lazos que
es uno de los que se adopta para cuantizar a la relatividad general. Uno de los resultados de este
esquema es el caracter discreto de la geometria espacial. Por esta razon se estudian las cantidades
termodindmicas de los modelos mencionados. Se encuentran correcciones a estas cantidades que
dependen de un parametro que introduce el método de cuantizacién y que esta relacionado con la
escala de discretez.
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Introduccidén

Es posible afirmar que la teoria cinética relativista comenzo6 con la derivacion de la funciéon de distribucion
de equilibrio para un gas relativista simple por F. Jiittner en 1911 seguida de su versiéon cuantica en 1928,
a través de un procedimiento de maximizacion de la entropia [1]. En 1935 Walker da el siguiente paso hacia
la descripcion del gas relativista encontrando la ecuacién de evolucién que debe satisfacer la funcién de
distribucién, en el caso sin colisiones. La generalizacion relativista de la ecuacién de Boltzmann incluyendo
colisiones fue dada por Lichnerowicz y Marrot en 1940 [2, 3]. Desde entonces se han hecho generalizaciones

de los métodos estandares de la teoria cinética.

Uno de los propoésitos de la teoria cinética es derivar leyes macroscopicas con base en las ecuaciones de
evolucion microscopicas. Con estas ideas en mente Marrot y Taub [4] fueron los primeros en mostrar que
las leyes de conservacién de masa y de energia-momento pueden obtenerse para el gas relativista. En su
libro [5], Synge describe los resultados més importantes para gases relativistas en equilibrio e introduce
la notaciéon vectorial 4-dimensional. La década de 1960 fue muy importante y fértil para la teorfa cinética
relativista. A principios de los 60’s Israel [6] y Kelly [7], entre otros autores, adaptaron los métodos de
Chapmann-Enskog y Grad al dominio de la relatividad. Israel también estudi6 generalizaciones a sistemas
estandar como las particulas de Maxwell. Con estos métodos se pudieron calcular los coeficientes de
transporte para el gas relativista a partir de la ecuaciéon de Boltzmann covariante. Una de las consecuencias
més importantes en este caso es que el gas relativista tiene viscosidad volumétrica a diferencia del caso
del gas no relativista. Este resultado tiene importantes repercusiones, por ejemplo en el efecto de la
viscosidad de los neutrinos en la evolucién del universo, el estudio de la formacién de galaxias, estrellas de
neutrones, etc. La ecuacién de Boltzmann relativista incluyendo el efecto de campos gravitacionales fue
escrita primero por Chernikov [8] y Lindquist [9]. Posteriormente, Stewart [10] hace una descripcion més
general de la teoria en espacios curvos. Es en este trabajo, junto con el de Ehlers [11], donde se construye

el formalismo matemético de la teoria cinética en el contexto de la relatividad general.
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En su libro de 1980 [12] de Groot, van Leeuwen y van Weert estudian la deduccion de la ecuacion de
Boltzmann a partir de la dindmica subyacente a un sistema de particulas cuénticas relativistas; esta
dindmica es proporcionada por la teoria cuantica de campos. En ese trabajo se calculan los coeficientes
de transporte para sistemas especificos que tienen un papel importante en astrofisica y cosmologia. Sin
embargo, no estudian los efectos del campo gravitacional. En un trabajo maés reciente Cercignani y Kremer
[13], ademés de una revision de la teoria cinética relativista, estudian mezclas de gases relativistas en
donde ocurren reacciones quimicas o nucleares y se analiza la propagacién de ondas de choque en un gas

relativista. En este trabajo se siguen los esquemas presentados en los textos [12] y [13].

En la literatura hay distintas presentaciones de la teoria cinética relativista dependiendo el enfoque que
se siga. Por ejemplo, se han propuesto alternativas a la distribuciéon de Jittner [14, 15, 16, 17]. Incluso
hay algunos intentos por establecer los fundamentos de la termodinamica irreversible relativista sobre la
base de una teoria cinética relativista de primer orden [18]. Recientemente se desarrollaron simulaciones
numéricas de dinamica molecular para el gas relativista que indican que la distribucién de Jiittner es en

realidad la generalizacion relativista correcta de la distribucion del equilibrio [19, 20, 22, 23].

La teorfa cinética relativista tiene una extensa gama de aplicaciones. Histéricamente, entre las primeras
se encuentra el trabajo de Chandrasekhar [24], quien desarrolld la teoria de la estructura estelar para
estrellas en equilibrio y en estado estacionario. En cosmologia al estudiar las épocas tempranas en la vida
del universo es necesario considerar ciertos procesos disipativos. Por ejemplo, la época del desacoplamien-
to entre la radiacion y la materia. En [25]|, Bernstein estudia la ecuaciéon de Boltzmann en un fondo de
Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker, esta métrica describe un modelo de Universo en expansion, ho-
mogéneo e isotropico [26]. Se encuentra que no existe solucion de equilibrio para la funciéon de distribucion
de un gas en esa situacidon. Por otro lado las reacciones durante la época de la nucleosintesis ocurren
fuera de equilibrio. En el universo temprano las especies que existian (neutrinos, fotones, electrones y
positrones) eran todas relativistas. Es clara la necesidad de una teoria cinética relativista para investi-
gar la evolucion e interacciones entre las especies en esa época. De alguna forma, la mayor parte de la
teoria cosmologica surge de resolver la ecuacion de Boltzmann para el universo en expansion con fotones,
neutrinos y materia oscura [26], [27], [28]. Se ha estudiado también la distorsion del espectro de cuerpo
negro del Fondo Cosmico de Microondas (CMB), producida por la dispersion de Compton de los fotones
del CMB por electrones de los ciimulos de galaxias, conocida como el efecto Sunyaev-Zeldovich [31], [32].
Ese proceso afecta la distribucién de la radiacién. Este efecto permite calcular parametros cosmologicos
como la constante de Hubble, el corrimiento al rojo, etc. Este efecto se ha intentado explicar a través de

ecuaciones de difusion relativistas como la ecuacion de Kompaneetz [33].

Las aplicaciones en astrofisica son muy diversas. Por ejemplo, en el estudio de los jets o chorros relativistas
(flujos de plasmas colimados con velocidades cercanas a la de la luz), modelos para los destellos de rayos
gamma, efectos disipativos producidos por la presencia de vorticidad en estrellas de neutrones, entre otros

129], [30].
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Recientemente se han realizado experimentos de fisica nuclear basados en colisiones de iones pesados a
altas velocidades, tales como el RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) o el LHC (Large Hadron Collider)
para describir el plasma de quarks y gluones [34, 35|. Las especies involucradas en estos experimentos
son relativistas y por lo tanto es necesaria una base teoérica para calcular los coeficientes de transporte

correspondientes de estos sistemas.

Incorporar los principios de la relatividad con los de la teoria cinética no sbélo es importante en el contexto
de las anteriores aplicaciones, es crucial para entender los fundamentos teoéricos de la descripcién de
sistemas relativistas de muchos cuerpos, donde no es claro como definir una variable temporal natural
[10]. En termodinamica cléasica no relativista, la descripcion de los sistemas en equilibrio no esté ligada
con el movimiento del sistema mismo. Sin embargo, cuando extendemos el analisis al caso relativista
especial, la descripcion desde cualquier marco de referencia se vuelve imprescindible. Por ejemplo, en [36]
se comienza a generalizar las leyes de la termodinamica a partir de principios de simetria y conservacién

y se observa la necesidad de incluir al movimiento del sistema.

Existen marcos tedricos donde se pueden estudiar los fundamentos de la termodinamica, tal es el caso de
la formulacion generalmente covariante de la mecanica estadistica [37]. Esta es una aplicacion de los méto-
dos de la mecanica estadistica a sistemas invariantes ante reparametrizaciones temporales. Se demuestra
que incluso en ausencia de los conceptos de tiempo y energia, los métodos estadisticos pueden aplicarse
apareciendo mas pardmetros que caracterizan el equilibrio. Otro ejemplo es la Geometrotermodinamica
[38], que utiliza las herramientas de la geometria diferencial para abordar problemas en termodinamica,

particularmente la termodinamica de hoyos negros [39].

Se sabe de la teorfa cuantica de campos en espacio-tiempo curvo, que puede asociarse una entropia a
los agujeros negros, la entropia de Bekenstein-Hawking. La teoria cuéntica de campo en espacio-tiempo
curvo implica que los hoyos negros emiten radiacién, la llamada radiacién de Hawking, se conjetura que
esta radiacién los llevard a evaporarse. Esto conduce a varias preguntas. En fisica estadistica la entropia
esta relacionada con el nimero de microestados a que el sistema tiene acceso, sin embargo, en el caso
de los agujeros negros jcuales son los microestados asociados con su entropia? Esta es una pregunta
que algunos candidatos a teorias de gravedad cuéntica han intentado responder. La gravedad cuéntica
intenta implementar de manera consistente las interacciones gravitacionales dentro del marco de la teoria
cuantica [40]. En algunas propuestas existe una escala de longitud minima, posiblemente la longitud de
Planck, que presumiblemente es una escala fundamental en la que aparece una microestructura al espacio-
tiempo. Existen otras propuestas que buscan revelar los efectos de tal longitud minima, por ejemplo los
conjuntos causales [41], o la gravedad estocéstica [42], ambos esquemas utilizan métodos propios de la
termodinémica fuera de equilibrio y procesos de transporte. Finalmente la evaporaciéon de un hoyo negro

debe considerarse como un sistema fuera de equilibrio termodinamico, por lo que el estudio cinético

LAl escoger una variable temporal y por tanto la energia se puede ver que los parametros extra estan relacionados con el
movimiento del sistema
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relativista de estos sistemas es indispensable.

En este punto puede apreciarse que el estudiar la estadistica y termodinamica de sistemas relativistas, es
de suma importancia tanto en aspectos aplicados como fundamentales. Para concluir esta lista se anadiran
un par de resultados recientes. Uno de los resultados importantes més reciente en teoria de cuerdas o teoria
M, es la llamada correspondencia AdS-CFT que es la equivalencia entre una teoria de campos conforme y
una teoria con gravedad (supergravedad o teoria de cuerdas) en una dimensiéon mayor. En particular se ha
hecho la descripcién hidrodinamica de ambos sistemas, conocida como correspondencia fluido-gravedad,
dando muy buenos resultados [43|. Dentro de este escenario basado en el principio holografico hay una
reciente discusion sobre la naturaleza misma de la gravedad, si ésta es una fuerza emergente en lugar de ser
fundamental [44]. Estas discusiones, y el hecho bien conocido de que la gravedad pueda describirse como
un sistema termodinamico [45], refuerzan el interés por estudiar la termodindmica y la teoria cinética

relativistas.

El propésito del presente trabajo es investigar con base en la fisica estadistica varios sistemas relativistas.
Estos incluyen el gas simple, mezclas binarias cercanas al equilibrio, asi como sistemas simples cuantizados

de manera similar a la cuantizaciéon por lazos de la gravedad.

La tesis esta estructurada de la siguiente forma. En el capitulo 2 se hace una revisiéon de la ecuacién
bésica en teoria cinética relativista, es decir, de la ecuacién de Boltzmann relativista. Se hace énfasis en
el problema de la no interacciéon entre particulas relativistas clésicas, el cual implica un obstéiculo en el
estudio de sistemas de muchos cuerpos, particularmente en la ecuaciéon de Boltzmann que contiene un
término de interaccién donde aparece la seccién recta relacionada con el potencial de interaccién entre
particulas. Este aparente problema queda resuelto si se considera a la ecuacion de Boltzmann como una

aproximacion de las ecuaciones de la teoria cuéntica de campos.

En el capitulo 3 se presenta una derivacién alternativa de la funcién de distribucién de equilibrio para
un gas simple relativista teniendo control de las propiedades de transformaciéon de las cantidades termod-
indmicas involucradas. En particular se hace un analisis manifiestamente covariante donde es necesario
introducir un vector de Lorentz cuya norma resulta ser proporcional al inverso de la temperatura comévil
del sistema. Con este vector se analiza el momento relativista total del sistema y una versiéon manifies-
tamente covariante del teorema de equiparticién de la energia que en particular se reduce a resultados

previos encontrados en la literatura.

El capitulo 4 esta dedicado al estudio de mezclas binarias compuestas por una especie relativista y una no
relativista. Ademas, una de ellas tiene una densidad muy pequeiia en comparacién con la otra, esto permite
hacer ciertas aproximaciones en la integral de colisién de la correspondiente ecuaciéon de Boltzmann que
describe al sistema, pudiéndose escribir ésta como un operador diferencial tipo Fokker-Planck. Se estudi-
an las extensiones relativistas de los sistemas conocidos como el gas de Rayleigh, fisicamente anélogo al
movimiento Browniano, y el gas de Lorentz. Estos sistemas pueden considerarse fisicamente complemen-

tarios debido a sus caracteristicas. Adicionalmente se encuentran los coeficientes de friccion-viscosidad y
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de difusion para ambos sistemas. Los coeficientes correspondientes al gas de Rayleigh concuerdan con re-
sultados conocidos en el limite no relativista. En el caso del gas de Lorentz aparece un coeficiente asociado
a un tiempo de relajacién que multiplica a la funcion de distribucién en la ecuaciéon diferencial respectiva.
Ademas, se hace un anélisis del gas de una componente en la aproximacion de pequena transferencia de
momento y colisiones rasantes, que permite una descripcién manifiestamente covariante del término de
Fokker-Planck que reemplaza a la integral de colision, en este caso también se obtienen los coeficientes de

transporte y una generalizacion covariante relativista de la relacién de fluctuacién-disipaciéon de Einstein.

Motivados por las potenciales aplicaciones de los métodos estadisticos a las diversas propuestas a la
gravedad cuantica, exploramos posibles efectos que los métodos alternativos de cuantizaciéon pueden in-
ducir en un analisis termoestadistico. Especialmente en la gravedad cuantica de lazos, que es un enfoque
a la gravedad cuéntica independiente del fondo, aparece una escala minima de longitud. El esquema de
cuantizacion resulta ser no equivalente a la cuantizaciéon usual de Schrodinger en mecanica cuéntica. En
el capitulo 5 aplicamos esta cuantizacion alternativa a sistemas simples con niimero finito de grados de li-
bertad y estudiamos las modificaciones que esta induce a las correspondientes cantidades termodinamicas
obtenidas del analisis mecanico estadistico usual. Nuestros resultados se asemejan a resultados obtenidos

en la literatura de la fenomenologia de la gravedad cuantica.

Finalmente en el capitulo 6 donde se discuten las conclusiones y resultados de la tesis y se plantean
perspectivas de trabajo futuro. Se adjuntan ademés cinco apéndices. El primero contiene la aproximaciéon
de las ecuaciones de campo, a través de la funcién de Wigner, para obtener la ecuacién de Boltzmann.
En el segundo se repasa el teorema de no interacciéon de particulas relativistas. En el tercer apéndice se
repasan propiedades generales de las funciones de Bessel modificadas. En el cuarto apéndice se presentan
los célculos de las integrales de colisiéon utilizadas en el capitulo 4. En el ultimo apéndice se presentan
los diversos enfoques a la gravedad cuéntica, especialmente se revisan algunos aspectos de la gravedad

cuéntica de lazos.

Como parte de este trabajo se realizaron las siguientes publicaciones:

» [46] G. Chacon-Acosta, L. Dagdug and H. Morales-Técotl, Manifestly covariant Jittner distribution
and equipartition theorem, Phys. Rev. E 81, 021126 (2010).

» [47] G. Chacon-Acosta, L. Dagdug and H. A. Morales-Técotl, On the Fokker-Planck equation for
the relativistic Lorentz gas, in New Trends in Statistical Physics: Festschrift in Honor of Leopoldo
Garcia-Colin’s 80th Birthday, ed. A. Macias and L. Dagdug, (pp. 275-292 World Scientific, 2010).

» [48] G. Chacon-Acosta, L. Dagdug and H. Morales-Técotl, Relativistic Momentum and Manifestly
Covariant Equipartition Theorem Reuvisited, in Gravitational Physics: Testing Gravity from Submil-

limeter to Cosmic Scale, ed. H. Morales-Técotl, L. A. Urena-Lopez, R. Linares-Romero and H. H.
Garcia-Compean, AIP Conf. Proc. 1256, 231-238 (2010).
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» [49] G. Chacon-Acosta, L. Dagdug and H. Morales-Técotl, A covariant Fokker-Planck equation for
a simple gas from relativistic kinetic theory, in IV Mexican Meeting on Theoretical and Ezxperimen-
tal Physics: Relativistic Fluids and Biological Physics, Ed. L. Dagdug, A. L. Garcia-Perciante, A.
Sandoval-Villalbazo, L. S. Garcia-Colin, AIP Conf. Proc. 1312, 73-79 (2010).

= [50] G. Chacon-Acosta, E. Manrique, L. Dagdug and H. Morales-Técotl, Statistical thermodynamics

of simple polymer quantum systems, (en preparacion).



Ecuaciéon de Boltzmann Relativista

El principal objetivo de la teoria cinética de los gases es obtener una descripciéon macroscopica (hidrod-
indmica, termodinamica) de un sistema a partir de sus constituyentes microscopicos haciendo promedios

estadisticos de muchas particulas, de las cantidades fisicas relevantes como la energia el momento etc.

En este capitulo se revisa la generalizacion a la relatividad especial de la teoria cinética, basada princi-
palmente en la obtencién heuristica de la ecuacién de Boltzmann relativista que es una ecuacién integro-
diferencial para la funcion de distribucién de una particula, con esta distribucion se calculan los promedios

con los que se obtienen las cantidades termodinamicas.

Asimismo se revisa el teorema de no interaccion para particulas relativistas el cual representa un problema
para la derivaciéon heuristica de la ecuacién de Boltzmann basada en interacciones binarias elasticas. Este
problema se resuelve al considerar a la teoria cinética relativista como una aproximaciéon de la teoria

cuéntica de campo.

2.1. Teoria Cinética y Ecuacion de Boltzmann Relativista

Desde el punto de vista macroscopico el estado de un sistema formado por una coleccion de N particulas
de masa m, se describe a través de su densidad de nimero de particulas, la densidad de energia, la

velocidad hidrodindmica y la densidad de entropia.

En el caso relativista se introduce un 4-vector de Lorentz conocido como el 4-flujo de particulas:
NH = nU", (2.1)

donde U* es la 4-velocidad hidrodinamica del fluido, n es la densidad de nimero de particulas en el marco
en co-movil y las componentes espaciales corresponden al flujo de particulas. Recordemos que el indice
p toma valores 0 la componente temporal y 1,2,3 las componentes espaciales. La ecuacion (2.1) es la

definicion de Eckart de la velocidad hidrodinamica U* de los fluidos relativistas [51], sin embargo hay que
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decir que existen varias posibles definiciones sobre todo en el caso fuera de equilibrio [12], [52].

En lugar de considerar tinicamente la densidad de energfa, existe un tensor de rango 2 llamado el tensor de

energia-momento del fluido T*", las componentes de este tensor corresponden a las siguientes cantidades:
T — Densidad de energia,
TY% — ¢~ x Flujo de energia a través de la superficie con normal en direccién 1,
T = ¢ x Densidad de momento p°,

T = Flujo de momento p* a través de la superficie con normal en direccion j.

Ademas su traza espacial se identifica con la presion del fluido:
1
P = —gAWT“V (2.2)

donde AWV = ph¥ — C%U“U” y n*¥ la métrica de Minkowski. La cantidad definida en (2.2) usualmente
tiene dos contribuciones, una correspondiente a la parte fuera de equilibrio de la traza de T*", conocida
como presion dindmica y la presion de equilibrio o presiéon hidrostatica.

Una caracteristica importante de este tensor es que es simétrico, componentes con indices intercambiados
son iguales 7% = TP T0 = T no son sino nombres distintos de la misma cantidad fisica (dada la
relacién entre masa y energia). No es dificil convencerse de que la simetria de T% se debe a la estabilidad

mecanica rotacional de los elementos de fluido!. La parte sin traza de este tensor puede escribir se como:
= AEAY 1A ARV ) TP 2
o = o=p T g ) (2:3)

este se conoce como tensor de esfuerzos cortantes o tensor viscoso.

El tensor de energia-momento provee una descripcién covariante de la energia y el momento del fluido. Es
importante mencionar que el tensor de energia-momento que se considera toma en cuenta tinicamente la
energia cinética y la energia en reposo de las particulas. La suposicion de que el sistema es diluido implica
que la energia de interaccion de las particulas es muy pequeiia comparada con su energia cinética, de otra

forma T incluiria un término potencial.

Ambas cantidades N* y TH se identifican con los momentos estadisticos de la funcién de distribucién
correspondiente. Por otra parte es necesario introducir una funcién que cumpla la version relativista del

teorema H de Boltzmann, asi definimos un 4-vector de Lorentz S* conocido como 4-flujo de entropia
SH = n sU”. (2.4)

La ecuacién de Boltzmann es una ecuacién para el comportamiento espacio-temporal de la funcién de

distribucién de una particula. Para poder tener una ecuacién cerrada para la distribuciéon hay que hacer

Ver discusion en el capitulo correspondiente del libro de Schutz [54].
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algunas suposiciones: primeramente que el gas es suficientemente diluido para permitir inicamente inter-
acciones binarias y que la distribucién varie lentamente tanto en el tiempo como en el espacio, ademés

de la suposicion estadistica conocida como caos molecular que implica que después de cada encuentro las

particulas permanecen no correlacionadas entre siZ.
? ¢
A A

\ 4
b
\ 4
b

Figura 2.1: (a) Diagrama espacio-temporal donde se representa el volumen del sistema de A particulas al
tiempo inicial. (b) Evolucion temporal del sistema.

Entonces consideremos un sistema formado por A/ particulas de masa m. La representacion 4-dimensional
de las condiciones iniciales de este sistema de particulas puede esquematizarse en un diagrama de espacio-
tiempo como un segmento horizontal que representa el volumen del sistema al tiempo inicial (fig. 2.1 (a)).
Como se sabe en este diagrama una particula se caracteriza por su linea de mundo. De esta manera el
conjunto de las lineas de mundo de las particulas del sistema forman un tubo llamado tubo de mundo, el

cual por lo tanto, simboliza su historia (fig. 2.2).

Considérese ahora un elemento de 3-superficie en el espacio-tiempo el cual esté caracterizado por un vector
normal 7*, donde dS* = n*d3S. Al ser N* el flujo de particulas en el espacio-tiempo, entonces el ntimero

de lineas de mundo que cruzan la 3-superficie diferencial se obtiene

1 may o A3 M g3 dgp
dNpy = EN nud®S = f(z,p)p"n,d’S (2.5)

P
donde ¢! en la primera igualdad se introduce para tener las unidades adecuadas. Esta expresion se puede
interpretar como el nimero de lineas de mundo que atraviesan la hipersuperficie dS* cuyos momentos
caen dentro de un angulo solido df), = d®p/p® alrededor de p*. Notemos que la componente temporal
corresponde a la energia de la particula p° = E/c y que la medida en (2.5 )d®p/p° es una medida
invariante [53]. Eligiendo coordenadas tales que el vector unitario inicamente tenga componente temporal

A — (1,0,0,0), la 3-superficie serd completamente espacial d3S = d3x. De esta manera la ecuacién (2.5)

2 Al final de este capitulo se comenta una derivacién de la ecuacion de transporte con base en la teorfa cuantica de campo
la cual solo pide ausencia de correlaciones al inicio en lugar que varias veces a lo largo del tiempo. Ver apéndice A.
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Figura 2.2: Tubo de mundo que representa las historias de las particulas que forman el sistema.

se reduce a

d3
dNpy = f(fvap)poﬁod?’wif = f(z,p)d’zd’p. (2.6)
p

En el limite de bajas velocidades esta ecuacién se reduce al niimero de particulas en un volumen d>z, en
un intervalo de momentos d3p. Esto implica que la funcién de distribucion relativista consistentemente
se reduce a la no relativista cuando se considera una hipersuperficie espacial y en el limite de bajas

velocidades.

Supongamos ahora que se tiene una hipersuperficie S que sea frontera de una region espacio-temporal
Vy = d*z, es decir, S = 9V,. Integrando (2.5) sobre la hipersuperficie S y sobre un intervalo espacial de

momentos A3p se tiene
5 dp
Nrm :/S Agpf(x,p)p“nud?’s 0 27)

esta integral nos da el ntimero total de lineas de mundo que cruzan la 3-superficie S y tienen momento en
el intervalo A3p. Por lo tanto, también es el niimero de lineas de mundo que salen (6 entran) del volumen
espacio-temporal Vy. Si la regiéon S es la hipersuperficie del tubo de mundo de las particulas conformado
por las superficies Sy, So y S3 como se muestra en la figura 2.3, entonces aplicando el teorema de Gauss

relativista® a la ecuacion (2.7) se obtiene

d? d*
/ / folad*s =Y = / / o, frd'a=L. (2.8)
OVyx J A3p p Vx J A3p p

Es claro que cuando no hay ninguna interaccién entre las particulas, estas no pueden salir de la regién

Vy, por lo tanto el lado izquierdo de la ecuacion (2.7) es Ny = 0.

3Una demostracion sencilla puede hallarse en el libro de Schutz [54], para un tratamiento mas amplio del teorema de la
divergencia en relatividad ver el libro de Synge [55].
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» X S,

Figura 2.3: Hipersuperficie del tubo de mundo S = S7 + S5 + S5.

Suponiendo arbitrarios los intervalos espacio-temporales V, y de momentos A3p la ecuacién (2.8) es
equivalente a
af df
/J'a =pt— = 2L = 0 2.9
con A = 7/m un pardametro afin y 7 el tiempo propio de una de las particulas. Esta es la ecuacion

relativista de Boltzmann en el caso sin colisiones.

Considerando un intervalo espacio-temporal A%z y en el espacio de momentos A3p, el ntimero de particulas
en estos intervalos se ve afectado por las colisiones entre particulas. Este cambio puede escribirse como

Ap
A4xFC($,p>, (2.10)

donde C(z,p) es una funcion invariante conocida como término de colision. Consideraremos tinicamente
procesos de colision entre dos particulas que inicialmente tienen momento p# y p/' antes del encuentro y
p/“ y pllu , después de la colision. Para obtener (2.10) es necesario contar las lineas de mundo que entran y
salen de un elemento de volumen espacio-temporal A%z, es decir contando los choque entre las particulas
con momento p* y pi' y con momento p/” y pll" , que hacen que las particulas cambien su momento de tal
forma que el valor final de éste se encuentre o salga del rango A®p. Este nimero resulta ser proporcional
al niimero de particulas correspondiente a cada valor del momento involucrado, es decir, fd*pfid3p1, y al
intervalo espacio-temporal d*z; el factor de proporcionalidad restante se conoce como tasa de transicion
W(p,p1lp’,p}), la cual sélo depende de los momentos entrantes y salientes de las particulas y es un

invariante relativista, ademéas W estara determinada por la dinamica que obedezcan las particulas*. Dado

4Como se vera mas delante esta cantidad se identificara con la seccion transversal de dispersién. Una forma sencilla de

11
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que se supone que f varia lentamente en x*, la diferencia de posiciones espacio-temporales antes y después

de las colisiones puede despreciarse, es por eso que la tasa de transiciéon no depende de esta cantidad.

De esta forma el ntumero total de particulas que dejan el elemento de volumen espacio temporal por
interacciones entre ellas se obtiene integrando sobre el rango de todos los momentos y restando aquellas
particulas que salen de las que entran, tal que se obtiene

d3p1 d3p/ d3pl1

C(l‘,p) = 0

050 0 LI AW @ pilp,p1) = F AW (p.palp', 01)] (2.11)
1 1

esto es precisamente C(z,p). Utilizando (2.10) y (2.9) podemos escribir la ecuaciéon de transporte de

Boltzmann relativista incluyendo el término de colisién

of d3p1 d®p’ d®p)
L T _
pHouf =p D /p(f P00

F' AW @, pilp, 1) — F AW (p, o1l p1)] - (2.12)

Enseguida se identificara la tasa de transicién con la seccién transversal de un proceso de dispersion.

2.2. Seccién Transversal para la dispersion elastica Relativista

Al ser W(p,p1|p’, p}) un invariante relativista tiene que ser independiente del marco de referencia donde
se mida. Al depender unicamente de los 4-momentos de las particulas antes y después de la colision,
la forma funcional de W debe depender de los diez invariantes que pueden formarse combinando los 4-
momentos pH, pY, pH, p,l“ . Se debe excluir la norma de cada vector que corresponde a la masa en reposo
de cada particula p*p, = m2c? ya que no son cantidades variables. Las seis cantidades restantes no son

independientes debido a la ley de conservacién del 4-momento
Pl =P+l (2.13)

dadas las restricciones anteriores y combinaciones algebraicas entre ellas [57], los invariantes independi-
entes son en realidad sélo dos que podrian ser p“p; y pph ,» Ya que se demuestra son independientes [57].
Sin embargo, normalmente es ttil introducir las llamadas variables de Mandelstam como las variables

invariantes independientes

s = (p +p1)27 (2.14)
t = (-9) (2.15)
= -V (2.16)

donde una de las variables no es independiente. La interpretacién de estas variables es la siguiente:

s es el cuadrado de la energia en el sistema de referencia del centro de momento, t es el cuadrado

verificar que es invariante puede verse en [13] y [56], donde se construye una forma invariante del nimero de colisiones en
un marco particular y luego se generaliza para cualquiera.

12
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de la transferencia de momento, mientras que para w no hay una interpretacion fisica clara. Al no ser

independientes estas variables cumplen con la relacién
s+t +u=4m?c. (2.17)

La variable ¢t puede relacionarse con al &ngulo de dispersion cos x en el sistema de centro de momento que

se define como sigue

(" =)0, —Ph,)

cos Y = 2.18
(p—p1)? ( )
de forma tal que la relacién entre t y x es la siguiente
s = 4(m?c® + P?), (2.19)
t = 2P%(cosy —1), (2.20)

donde P es el 4-momento total del sistema P* = p* + p{’. De forma tal que 2t/(s — 4m?c?) = cosx — 1
que viene de combinar (2.14)-(2.16) y (2.17) dando t = —s + 2m?c?.

Finalmente llegamos a la conclusion de que la amplitud de transicion W (p, p1|p’, p}) es funcion de los 2
invariantes s y ¢, donde alguno de ellos puede sustituirse por el &ngulo de dispersién x y por tanto puede

escribirse de la siguiente forma

W(p,p1lp’,p}) = s0(s,x) 8* (0 +p1 — ' — ph), (2.21)

donde la distribucion delta toma en cuenta la conservacion del 4-momento y o (s, x) es una funcion general
de la energia y el &ngulo de dispersion, al tener dimensiones de area se identificaré con la secciéon transversal
de dispersion. El flujo es igual al producto de las densidades de las particulas por la velocidad relativa
que puede expresarse en términos del flujo invariante como cF/ pop?, donde el flujo invariante F' puede

expresarse en términos de las variables de Mandelstam como

F= é\/s(s —4m2c?). (2.22)

De esta forma la seccion de dispersion puede escribirse como

d3p’ d*py W(p, mp'. p})
AU:/J(S,X)dQ:/ 0 p’lol 7 L (2.23)

donde €2 es el angulo solido en el sistema del centro de momento. Al sustituir la propuesta (2.21) en (2.23)
corroboraremos que la funciéon en (2.21) es realmente la seccion transversal de dispersion:

Ag— / &°p’ dp so(s,x)
P p  F

3 (p+p1—p = ph), (2.24)
integrando en p} y considerando (2.14) y (2.19) obtenemos

Ao = /d?’p/U(SF’X) 5 (;\/g - p’O) , (2.25)

13



2.2. Seccion Transversal para la dispersién elastica Relativista

si utilizamos que

1 1
dp = p'Pdp'ld, 5 (Vs — VIR Tmid ) = [——— s (P - SVs—dm2c? ), (2.26)
2 s —4m?2c? 2

es posible entonces hacer la integracion en la magnitud del momento espacial |p’|, esto demuestra que o

es realmente la seccién transversal de dispersion.

La expresion propuesta para la amplitud de transicion (2.21) tiene algunas propiedades de simetria de-

seables, por ejemplo, es claro que W es simétrica ante el intercambio p, p1 — p', p}, tal que

W(p7p1|p/7p/1) = W(p,ap/1|pap1)7 (227>

que usualmente se conoce como propiedad de balance detallado.

Es interesante notar que, a diferencia del caso no relativista, esta tasa de transiciéon no requiere de la
suposicion de invariancia ante reflexiones espacio-temporales del proceso de dispersiéon correspondiente, es
decir, no es necesario suponer la colisién inversa. Las propiedades de simetria de W vienen del hecho de que
es un invariante de Lorentz. Es importante recordar que en el caso no relativista la colisién inversa existe
unicamente para ciertos caso particulares, como para particulas puntuales. Como se vera mas adelante
la invariancia de W el caso relativista en estd garantizada desde la perspectiva de la teoria cuantica de
campos®.

En particular utilizando la propiedad de balance detallado (2.27) en la ecuacion de transporte (2.12),
podemos factorizar W; si ademés sustituimos la expresion (2.21) y realizamos las integrales de los mo-
mentos primados hasta el angulo sélido obtenemos la expresion estandar para la ecuaciéon de Boltzmann

relativista [12], [13]

of [ dPm

PrOuf =l = ?dﬁ (f'fi=fhH)Fo (2.28)
1

Si consideramos fuerzas externas habria que sumar al lado izquierdo un término de la forma md, (IC* f).

Es interesante notar que la ecuacion manifiestamente covariante (2.28) puede escribirse en notacion 3 + 1

dimensional, en cuyo caso seria

of , i9f [ 9UF)

E R / (f'fi = f 1) goodQd®p1, (2.29)

donde v son las componentes espaciales de la velocidad de las particulas, F! = mcK!/p°, es la fuerza

ordinaria en el marco comoévil, la cantidad g4 se conoce como velocidad relativa de Mgller y esté relacionada
con el flujo invariante g, = cF/(p"pY), en el limite de bajas velocidades tiende a la velocidad relativa entre

las particulas, y la ecuacién se reduce a la ecuacién de Boltzmann no relativista.

Curiosamente (2.29) es idéntica a la version no relativista de la ecuacion de Boltzmann, el anico lugar
donde intervienen los efectos relativistas es en el producto g0, que esta relacionado con la relaciéon entre
velocidad y momento en relatividad y con las interacciones entre particulas codificadas en la seccién

transversal de dispersion o, [12].

®Ver apéndice A ec. (A.14)
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2.3. Conflicto de las interacciones entre particulas relativistas y la ecuacion
de Boltzmann

El hecho de que las correcciones relativistas entren precisamente en el término que codifica las interacciones
es algo controversial, ya que existe un resultado conocido como el teorema de no-interaccién de particulas
relativistas [58], [59], [60], que se resume en el apéndice B, y cuyo resultado principal es que las particulas
relativistas no pueden interactuar sin la intervencién de un campo, esto implicaria que no es posible definir

la seccion transversal de colision y por tanto la ecuacion de Boltzmann (2.29) no tendria sentido.

En un trabajo de Currie, Jordan y Sudarshan [59] se muestra que si las particulas respetan la simetria
de Poincaré y ademas satisfacen la condicién de la linea de mundo, la cual establece que las trayectorias
espacio-temporales de las particulas individuales se relacionan entre marcos de referencia siguiendo las
transformaciones de Lorentz, entonces el Hamiltoniano del sistema es necesariamente el Hamiltoniano de
un conjunto de particulas libres sin ningtin término de interaccién. No hay un Hamiltoniano que describa
las interacciones entre las particulas relativistas. En principio puede pensarse que lo que prohibe este
teorema es la descripciéon Hamiltoniana de los sistemas relativistas de muchas particulas, entonces se
podria desarrollar otro tipo de teorias que sean generalizaciones de las Hamiltonianas como teorias con
constricciones [61], o bien teorias no Hamiltonianas [62], que puedan evitar alguna de las condiciones del
teorema. Sin embargo, en [60] se demuestra el teorema con un formalismo Lagrangiano lo que implica que

el resultado es més general.

Para que existan interacciones entre particulas relativistas se deben considerar como mediadas por un
campo, es decir, aumentando los grados de libertad de tal forma que el teorema de no interaccién ya no
puede aplicarse y las trayectorias invariantes son descritas correctamente. Estas teorias son las llamadas de
accion a distancia desarrolladas por Feynman y Wheeler [63] y las versiones estadisticas por Mangeney,
Balescu y otros [64], [65] etc. Estas teorias ademas de describir al dinamica macroscopica del fluido,
también describen la evolucién del campo mediador, sin embargo son muy complejas y su principal

dificultad es que, al tener un niimero infinito de grados de libertad, se tienen problemas de divergencias®.

En trabajos recientes C. Tian [66] basado en el formalismo de accion a distancia encuentra una ecuacion
de Liouville manifiestamente covariante con un sé6lo tiempo, a partir de la cual puede obtenerse como un
caso particular la ecuacion de Boltzmann como la primera ecuaciéon de una jerarquia infinita de ecuaciones,
ademas de ecuaciones mas generales y todas las correlaciones entre las distribuciones de méas una particula.
El problema es la interpretacién del parametro temporal global que aparece en la ecuaciéon de Liouville
propuesta.

Otra forma de abordar el problema es considerando que un conjunto de NN particulas puede describirse
también a través de sus trayectorias en el espacio-tiempo describiendo al sistema a través de un solo

punto en un espacio fase 8N dimensional estatico. El caso N = 1 es el més sencillo ya que la componente

Ver discusion en [10] y referencias ahi citadas.
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temporal de las coordenadas de la particula puede identificarse con el parametro de evolucion, sin embargo,
cuando N > 1 esto no es posible ya que las componentes temporales de las coordenadas de las particulas
estan relacionadas entre ellas. El caso N = 1 corresponde a lo descrito en las secciones anteriores, donde
se utiliza la aproximaciéon donde N puntos en el espacio fase representan a las particulas que forman al
gas, estas son libres en casi todo momento, excepto durante la colision que es eléstica y por tanto su
dnica accién es modificar el 4-momento final de las particulas, después del cual siguen siendo libres ya

que, aludiendo al caos molecular, no hay correlaciones entre las particulas.

Una aproximacion que no entra en conflicto con el teorema de no-interaccion es la que se describe en el
apéndice A, ahi se considera a la teoria cinética relativista como una aproximacion a la teoria cuantica de
campos. Una formulacién de la teoria cuéntica de campos es a través de la funcion de Wigner, esta funcion
es la mas cercana a una funciéon de distribucion a nivel cuantico, sin ser positiva definida. Pueden calcularse
el tensor de energia momento y otras cantidades fisicas como promedios pesados con la distribucién de
Wigner. De la ecuacién de campo puede escribirse una ecuacién dinamica para la funciéon de Wigner.
Al introducir el concepto de trazas parciales la ecuacién para la funcion de Wigner puede escribirse
como un sistema de ecuaciones acopladas, la aproximacién consiste en utilizar Gnicamente la primera
de estas ecuaciones cerrando el sistema con la hipdtesis del caos molecular, el cual establece que no
hay correlaciones iniciales entre las particulas. Con estas aproximaciones y reconociendo las amplitudes
de dispersion y relacionandolas con la tasa de transicion W (p,pi1|p/,p}) de (2.11), se demuestra que el
resultado es precisamente la ecuacion (2.12). A diferencia de la deduccion heuristica esta aproximacion
(ver apéndice A), puede evadir el resultado del teorema de no interaccion ya que se esta tratando con
campos cuanticos y no particulas clasicas, la teoria cuéntica de campo es el marco teérico donde pueden

resolverse problemas como éste.
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Analisis manifiestamente covariante de un gas simple
relativista

La funcién de distribucion de velocidades del equilibrio para un gas la relativista, desempeinia un papel
clave en la descripcion de varios efectos en la fisica de altas energias y en astrofisica por mencionar algunos.
Recientemente, las simulaciones numéricas [19, 20, 23] indican que la generalizacion relativista correcta de
la distribucién de Maxwell-Boltzmann en d = 1, 2, 3 dimensiones espaciales, corresponde a la distribucién

de Jiittner. Dichas simulaciones son consistentes con una temperatura invariante relativista.

En este capitulo haremos ver que una temperatura invariante es consecuencia natural de la covarianza
manifiesta de la teoria. Se presenta una nueva derivacién manifiestamente covariante de la distribuciéon de
Jiittner y del teorema de equiparticion. A diferencia de analisis previos, utilizamos coordenadas cartesianas
en el espacio de momentos con d+1 dimensiones, d de ellas las componentes espaciales. El uso del teorema
de la multiplicacién de funciones de Bessel se vuelve crucial para recuperar la forma conocida de la
distribucion de Jiittner [1]. Dado que los resultados de la teoria cinética en equilibrio deben estar de
acuerdo con la termodindmica en el marco comévil al gas, la norma del vector ©* que se introducira més

en la distribucién se identificara con el reciproco de la temperatura en el marco coméovil.

Se discute como la eleccion de la normal a la hipersuperficie de integracion, necesaria para definir can-
tidades termodinamicas, lleva a que estas tengan distintas propiedades de transformacién. En particular
se estudia el caso del momento relativista del gas y se argumenta que éste respeta las transformaciones
de Lorentz siempre y cuando se utilice la velocidad del gas para definir dicha superficie. Esto resulta de
hacer una analogia directa con el caso que resuelve la controversia Abraham-Lorentz del modelo clasico

del electrén extendido, donde el momento del electrén parecia no tener el limite no relativista correcto.

Finalmente, al combinar los momentos estadisticos covariantes de la distribucién de Jiittner, obtenemos
una nueva forma del teorema de equiparticién que también da cabida, tanto al vector térmico, como a la
temperatura invariante comovil y contiene, como un caso particular, una forma anterior no manifiesta-

mente covariante.
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3.1. Introduccién

3.1. Introducciéon

La distribucién de velocidades en el caso del gas relativista en equilibrio, se remonta a F. Jiittner, quien
en 1911 obtuvo una distribucién consistente para particulas relativistas que no considera la contribucién
de particulas con velocidades superiores a la velocidad de la luz en el vacio, denotada por ¢, y que si
figuran en la distribucién de Maxwell. Esto se logré considerando la forma relativista de la energfa de las

particulas en un principio de maxima entropia, obteniendo la ahora llamada distribucion de Jiittner [1].

n VP22 tm2ch

_ ~Velermis 3.1
/ 47rkTm20K2(m02/kT)e T (3:1)

que aqui esta escrita en el espacio de momentos. La masa en reposo de cualquiera de las particulas que
forman el gas se denota por m, k es la constante de Boltzmann y K5 es una funcién de Bessel modificada
de segundo orden [68]. Las cantidades restantes: la densidad de ntimero de particulas n, la temperatura Ty
las componentes espaciales del momento relativista p, determinadas por un observador comévil con el gas.
Suponemos que se cumple la condicién de capa de masa que relaciona la magnitud del momento espacial
con la energia de la particula, (E/c)? — p? = m2c?. En el régimen no-relativista |p| < me, kT < mc?,
tenemos que f & fuaxwell, donde fyraxwel €s la distribucién de velocidades de Maxwell. Asi, las velocidades

de las particulas méas alla de ¢ son solo un artificio de la aproximacion no relativista Fig. (3.1).

La distribucién de Jiittner en la forma (3.1) puede no ser muy conveniente, ya que no es manifiestamente
covariante, es decir, no esta escrita en términos de tensores de Lorentz que muestran explicitamente su
comportamiento al investigar su descripciéon en distintos marcos en movimiento relativo. Para que sea
manifiestamente covariante son necesarias dos piezas clave: la transformacion bajo cambio de marco de
referencia de la distribucién f y la de la temperatura 7. Ambos han sido considerados en la literatura

[69, 70] v [6, 12, 71, 72, 73], para la temperatura y la funciéon de distribucion, respectivamente.

En el caso de la funcion de distribucion primero es necesario considerar un gas contenido en una caja,
para ello se multiplica (3.1) por la funcidn caracteristica x que corresponde al recipiente contenedor
del gas, tal que x(x) = 1 para x dentro de la caja, y cero en caso contrario; la distribucién resultante

f(x,p) := x(x)f(p) se define en el espacio fase de una particula.

De esta forma un observador en el sistema de referencia donde el gas esta en reposo, define fd3zd®p como
el nimero de particulas del gas en un volumen de d*z ubicado en x y con momento p en el intervalo
d®p. Ademas f debe ser invariante de Lorentz [73, 71, 74]. Esto se ve facilmente en el caso del equilibrio
[74, 75|. (Para el caso fuera del equilibrio véase [71]): para un gas simple, el nimero de particulas N
es invariante, por lo que N = fduf, con du = d3xd®p, debe serlo también. Como du es una medida
invariante de Lorentz debido a una compensacion entre las transformaciones del momento espacial (por
la relacion de la capa de masa) y la medida espacial, f debe también ser invariante. Ahora bien, como

es invariante!, entonces f también lo es. Por lo tanto una forma manifiestamente covariante de f equivale

! Consideremos dos marcos S, S’, con el contenedor del gas situado en S. Con una velocidad relativa v, v = 1/1/1 — v2/c2,
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3.1. Introduccién

—400 =200 0 200 a0
2 2
me me
T < 1 I T > 1

Figura 3.1: Funcion de Distribucion de Jiittner. Se grafica la distribucion (3.1) en funcion de la velocidad
para diferentes regimenes de temperatura. El color azul corresponde a mc?/kT >> 1, es decir, el caso no
relativista, para este puede apreciarse que la distribucién aproxima a la de Maxwell-Boltzmann. El color
rojo es el caso ultra relativista mc?/kT < 1, puede verse que conforme las particulas se acercan a la
velocidad de la luz ¢, la distribucién tiene dos picos en ¢y —c.

a su invariancia manifiesta y, en particular, debe incluir el comportamiento de la temperatura bajo las
transformaciones de Lorentz. La distribucion de Jiittner invariante fue dada en [5, 6, 10, 72]. Se determiné
mediante la introducciéon de coordenadas esféricas en la pseudoesfera asociados a la capa de masa en el
espacio de cuatro momento relativista . Esto proporciondé un tratamiento elegante y fructifero que sin

embargo no parece haber sido plenamente apreciado.

Recientemente se han propuesto alternativas a (3.1) donde la covarianza de Lorentz se incorpora de una
manera diferente. En [14] Horwitz et al. presentan un enfoque mecénico cuantico que incluye un tiempo
historico invariante, éste fue considerado para obtener una ecuaciéon de Boltzmann covariante con una
solucion estacionaria que lleva una relaciéon entre la temperatura y el promedio de la energia diferente al
usual en el caso ultra-relativista, mientras que en [15, 16] un principio de méxima entropia se combind

con un enfoque de teoria de grupo que involucra una cierta medida invariante, para obtener de nuevo

la contraccién de Lorentz del volumen serd V' =~7'V lo que lleva a que [d*z’ x'(2') = [ d®z’ x(z),d*s’ = v 'd’z, lo que
demuestra la invariancia de .
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una distribucion de equilibrio modificada, la cual también se obtiene al considerar la no conservacion de

particulas |76, 22|. Ambas alternativas han sido recientemente criticadas por Debbasch [77].

Por otra parte simulaciones numéricas recientes usando la Dindmica Molecular para un gas relativista,
en una dimension y con dos componentes, desarrolladas por Cubero et al. [19], mostraron concordancia
con la distribucion de Jiittner (3.1). En este trabajo se consideran colisiones eléasticas entre particulas con
velocidades altas, de forma tal que en el algoritmo usual de Dindmica Molecular se reemplaza el momento
no relativista después de la colision por aquel que proviene de la conservacion del 4-momento [19]. La
temperatura en este trabajo fue definida a través de un teorema de equiparticiéon, y demostré ser invariante
bajo cambio de marcos de referencia [19]. El estudio del caso de dos dimensiones a lo largo de estas lineas
ha sido desarrollada por Montakhab et al. [20] y Alino et al. [21], y para tres dimensiones espaciales en
[23]. Para el caso de d = 3 Peano et al. realizaron simulaciones adaptando al régimen relativista el método
de Monte Carlo [22|. Sus resultados también indican que la distribucion de Jiittner es la distribucion de
equilibrio correcta para el gas relativista. Sorprendentemente, en cuanto a la temperatura, este tipo de
analisis nos lleva de nuevo a la discusién de muchos anos sobre si un objeto en movimiento aparece mas
frio o mas caliente [69, 70, 19, 20].

En este capitulo se obtiene la funcién de distribucién de Jiittner manifiestamente invariante al utilizar
coordenadas ‘“cartesianas” en lugar de las coordenadas esféricas en el espacio de momento relativista
en (d+1)-dimensiones |5, 6]. Nuestro enfoque se puede considerar como una alternativa a derivaciones
anteriores de la distribucion relativista [12, 13|, en el sentido de que evita la adopciéon de algin marco
particular, que de lo contrario se plantearia la cuestion de la transformaciéon de Lorentz de la tempera-
tura. Nosotros tnicamente aludimos a la estructura comoévil del gas al final del analisis al relacionar la
descripcion cinética con la termodindmica, en particular, para identificar la temperatura con la norma
invariante de Lorentz de un vector térmico que ya habia sido introducido antes |5, 6, 10, 72| y el cual esta
formado por el producto del inverso de la temperatura comévil con la 4-velocidad del gas en su conjunto.
Los casos de menores dimensiones estudiados recientemente [19, 21, 20, 22| estan contenidos en nuestros
resultados. Por lo tanto vemos que la temperatura comoévil juega un papel analogo a la masa en reposo

de una particula.

Esta interpretacion se investiga en relacion con el teorema de equiparticion, ya que la existencia del vector
térmico nos permite escribir una expresién manifiestamente covariante para este teorema. En trabajos
previos como el de Tolman [78] o Landsberg [70], se considera una version del teorema de equiparticion
que no es covariante manifiesta, obteniendo una expresién para la temperatura que no coincide con el
promedio de la energia cinética de las particulas sino con otra cantidad. Las simulaciones numéricas antes
mencionadas [19], [20], interpretan sus resultados con base en estos trabajos. La version covariante del
teorema de equiparticién permitira interpretar la temperatura comoévil como parte de la energia total del

sistema.
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3.2. Distribucién de Jiittner

En nuestra discusién describimos el comportamiento de una distribucion Planckiana cuando se hace uso
de la temperatura invariante. También discutimos algunas de las dificultades para definir una temperatura
no comovil para un gas de particulas masivas, insistiendo en que la temperatura comoévil invariante parece
ser la tnica posibilidad coherente para definir la temperatura de acuerdo a la teoria cinética relativista

estandar.

La convencién que seguiremos serd la siguiente: Las componentes espacio-temporales de los tensores se
indican mediante indices griegos: u,v,--- = 0,1,2,3, la componente cero se refiere a la componente
temporal, mientras que los componentes espaciales se caracterizan por los indices latinos ¢, j,--- = 1,2, 3.
Se supone la convencién de suma de Einstein para ambos tipos de indices en todas partes. La métrica de

Minkowski tiene componentes 7, = diag{+, —, —, —}.

3.2. Funciéon de Distribucion de Jiittner manifiestamente covariante

Consideremos un gas simple compuesto por particulas idénticas de masa m en un régimen relativista. Cada
particula tiene coordenadas de espacio-tiempo y cuatro-momento, dadas respectivamente por z* y p*. La
evolucién de la funcion de distribuciéon de una particula f esta dictada por la ecuacion de Boltzmann
relativista [12, 13, 79|

LOF | ofKe

d3p
p%vLm o = /(flf —ff) FodQ 11 (3.2)

donde fl* = f(x, pj,t), * indica una cantidad evaluada después de la colisién; o es la seccion eficaz

diferencial del proceso de dispersion, mientras que €2 es el angulo sblido. K* denota una 4-fuerza externa
a3 P1

mientras que F es el llamado flujo de invariante, F = \/(pi'p,)? — mict, y es la medida invariante en
la capa de la masa. Estaremos interesados en el caso K* =0 correspondiente a no tener fuerzas externas.

Al lado derecho de (3.2) se le conoce como integral de colision.

Si se multiplican ambos ladOb de la ecuacion (3.2) por una funcion arbitraria ¢(z,p) y se integra los

momentos con la medida &2 p se obtiene la llamada ecuacién de transferencia

0 d3p Oy
- P s mich X
890“/ f / ) [ opt
1 4 pl d*p
1 [ era—g - (GiF - hif) Foaa o, (33
La ecuacion (3.3) es la ecuacion de balance para la cantidad fisica . En particular si utilizamos la
funcion ¢ = —ke In (fh3) + 1, con h es una constante con dimensiones adecuadas para que el argumento

del logaritmo quede sin dimensiones, obtenemos que:

oS+

@ = g, (3-4)
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3.2. Distribucién de Jiittner

donde se introdujo el 4-flujo de entropia

St = —k:c/ ijfp“ fln (hif) , (3.5)
v la tasa de produccién de entropia
¢ = k:c/ fif In (f*lf*) <f*1f* - 1) FJdQ@dg—p. (3.6)
4 fif fif Py P
Notemos que dado que las distribuciones son no negativas, si definimos x = fg’? , se cumple que para

x = 1 el producto (x — 1)Inx = 0, mientras que para x # 1 y x > 0, se tiene (x — 1)Inx > 0. Esto nos

dice que la producciéon de entropia nunca es negativa ¢ > 0.

En particular el estado de equilibrio se encuentra cuando no hay producciéon de entropia |6, 12, 13, 72|,
es decir cuando f*f*; = ff1, lo cual implica que la integral de colisién de (3.2) se anula. Tal condicién se
puede escribir como

Inf*+Inf=Inf+Infi, (3.7)

donde la funcién caracteristica Y que aparecia en f se cancela. La ecuacion (3.7) se satisface por las
cantidades que se mantienen invariantes durante la colision?. En el caso relativista la ecuacién (3.7) se
satisface por las componentes del 4-momento; en [13] se prueba que los invariantes colisionales estan dados
por:

Inf =~ (A@) + Ou@)p") & f=a(@)exp(~Ou)p"). (3.8)
El signo negativo en (3.8) se ha introducido por conveniencia, p es el 4-momento de una particula
del gas, ademas a = e y (:)“ son independientes de p*. La funcién de distribuciéon de equilibrio se
obtiene completamente exigiendo que, al sustituir (3.8) en el lado izquierdo de (3.2) el resultado sea
igual a cero. Esta sustituciéon deja A independiente de z* y (91,(:)“(56) + 8“6,,(33) = 0, cuya solucién es
C:)M(az) = wut’ + 0,y Wy = —wy,. Estos corresponden a los diez vectores de Killing (6 de wy,a” y 4
de ©,) bajo los cuales la métrica espacio-temporal de Minkowski es invariante. Estan asociados con las

transformaciones de Lorentz y traslaciones espacio-temporales, respectivamente [80].

Como veremos en este capitulo el vector ©, se puede identificar con la 4-velocidad del fluido en su conjunto
y por lo tanto, hereda las simetrias de espacio-tiempo en forma de movimientos rigidos: las lineas de
mundo de los elementos del fluido vecinos mantendran su separacion siempre que se encuentren a lo largo
de vectores de Killing [6]. Si restringimos tales movimientos a traslaciones, entonces solo consideramos
O,.

Para determinar o y O en (3.8) se supone que las cantidades fisicas se relacionan con los momentos
estadisticos de la distribuciéon

_d3
TR c/pulpuz phn f ?f (3.9)

2Notese que esto se cumple para interacciones donde se conservan tanto las componentes del momento espacial como la
energia, esto sucede en particular en las colisiones binarias elasticas.
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3.2. Distribucién de Jiittner

El primer momento corresponde al flujo de densidad de ntimero de particulas N#, mientras que el segundo

es el tensor de energia-momento del gas, TH”, respectivamente dadas por

_d3
NH = c/pﬂfpf, (3.10)
_d3
™ = c/p“p”f p—g). (3.11)

Si se introduce la siguiente integral invariante, conocida como funcional generadora [6]

o d?
/e—eap p—f, (3.12)

los momentos de la distribucién pueden escribirse como sus derivadas

T

"L

JHIHZ b — ()" q
CU'xeqe 6., .00, ° (3.13)
0T
Nt = —axe——, (3.14)
90,
[
T = axte——s—, (3.15)
00,00,

Ahora s6lo nos queda evaluar la funcional generadora Z. Para evaluar (3.12) se puede expresar la integral
en coordenadas esféricas en la capa de masa p° = /p? +m2c2, con lo que se tendrian las siguientes

componentes para el 4-momento de la particula [5, 6, 72]

p* = me(cosh), sinh)sin b cos ¢, sinh ¢ sin 0 sin ¢, sinh ) cos ),
0<9Y <00, 0<0<7, 0<¢ <2,

en la pseudo-esfera ptp,, = m?2c?. De tal forma que (3.12) resulta

7TK1 (mc@)

mcO

7= / dQB®) dop sinh? ¢p e~ meOcosh v — 4 , 0re,=0%, (3.16)
donde dQ®) es el elemento de angulo solido en tres dimensiones espaciales, K es la funcion de Bessel

modificada de primer orden [68] y © se escoge a lo largo del eje 1) = 0.

Para evaluar las componentes de los momentos estadisticos (3.14) y (3.15), se calculan las derivadas de

(3.16) utilizando identidades de las funciones de Bessel

K ()] =~ Ko () (3.17)

Los momentos asi calculados se identifican con cantidades termodindmicas evaluadas en el marco comévil,
tal como la ecuacion de estado del gas. Esto llevo a Israel [6] a identificar la norma del vector ©# con el

inverso de la temperatura 7' medida en el sistema comdvil al gas.
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3.2. Distribucién de Jiittner

Una forma diferente de calcular (3.12) es considerar que, al ser in invariante, se puede calcular en un
marco practico, por ejemplo uno en el que ©* = (0%, ® = 0). Este caso se ha calculado en [12, 13]. Al
darnos cuenta de que (i) ©, debe ser de tipo-tiempo® para hacer converger la integral en (3.10) y que
(ii) el anico vector de tipo-tiempo disponible para el gas es su velocidad como un todo U¥, se propone
OF = %—;, de modo que T se identifica con la cantidad medida en el marco en el que U, la parte espacial
de U¥, es igual a cero, es decir, se escoge el marco comovil. Este enfoque en el que uno escoge el marco

comoévil, plantea la pregunta acerca de cuél es la transformaciéon de Lorentz de la temperatura.

Seria deseable poder combinar el enfoque 4-dimensional antes mencionado, con el mas intuitivo y mas facil
de manejar donde se eligen las componentes cartesianas de ©*, de tal forma que sea posible investigar el

comportamiento de la temperatura bajo transformaciones de Lorentz.

Debido a que nuestro anélisis es el mismo independientemente del nimero de dimensiones espaciales,
estudiaremos el caso de general en d dimensiones espaciales. Por lo tanto, los indices tensoriales correran

de la siguiente manera: p,v--- =0,1,2,...,d.

3.2.1. Calculo de «

Consideremos un marco general no comévil con el gas de manera que las componentes espaciales de O,

es decir, ©, son distintos de cero.

En un espacio d-dimensional la integral Z dada por la ecuacion (3.12), sélo requiere de cambiar la medida
de integracion de d3p a d%. Es posible adoptar coordenadas esféricas para la parte espacial del momento
y escoger una direccién espacial particular de tal modo que el producto interno se escribe como ® - p =

|®||p| cos ;.

En estas coordenadas tenemos que la medida de integracion es d?p = |p|?~1d|p|dQ®, donde dQ®@ =
(sin®1)?2(sin¥2)4 3 ... (sin¥g_9) d1dVs . .. d¥y_sdp = Hf:_f(sin ;) d;dyp, v los angulos varian
de 0 < p <27y 0<¥; < [81]. De esta forma Z puede escribirse como

d d—1
T=2S4_1 / %(sin 191)d_2d191 e~ ©0p"[®llp|cos I (3.18)
p
Donde se identifico

d—1

2T 2
Sd—l = d—1\° (319)

I (5

como la hiper-superficie de una esfera unitaria (d — 1)—dimensional [81], que resulta de integrar sobre

(d-1)

los angulos ¢ y df2 , excluyendo tnicamente a v;. Para integrar en 191 es mejor utilizar la serie de la

3En Relatividad Especial los 4-vectores se clasifican segin el signo de su norma. Asi un vector tipo-tiempo es aquel cuya
norma es mayor que uno, i.e. A*¥A, > 1, un vector tipo-espacio tiene norma negativa A*A, < 1y también hay vectores de
norma nula A* A, = 0 a los cuales se les llama vectores nulos o tipo-luz. Ver por ejemplo [54].
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exponencial que contiene el producto de componentes espaciales

%) k
(S} Y
elel‘plcos’l91 — Z (| Hp’kclos 1) . (320)
k=0 ’
De esta forma (3.18) puede escribirse como
oo
® k s d—1+k
I = Sd_12"|/ sin 9,9 2cos 91 dv); /eeopo |p|70d|p]. (3.21)
pur L p
La integral angular restante en (3.18) es no trivial solo para k = 2n,n = 0,1,2,..., esta integral esta
relacionada con las funciones Beta B (MTH, %) [68], tal que
oo 2n+d—2
e (2n+1 d-1 —6up° [ 02 mig=2
T = Sq Z ’(21’2)' B < 5 ) /e Sop [po - mQCQ] . (3.22)
n=0 ’

En (3.22) se hizo un cambio de la variable independiente de |p| por p® utilizando la relacién de la capa
de masa. Si ahora consideramos los cambios de variable? 4° = p°/mec y 29 = mcOq, junto con la forma

integral para las funciones de Bessel modificadas de primera especie dadas en [68]:
[e’e) . 2 J (2 + 1
/ e (22 —1)772 do = () LIZ)KJ«(@), (3.23)
1 a F(i)
la ecuacion (3.22) toma la siguiente forma

%) 2n+d—1
@ _/2n+1 d—1 ompa1 (2 2
T = S, B n 2
Sa 1; (2n)! 5 g )Mo % %
I‘(n+%)
1
I (3)

En este punto, hacemos las siguientes consideraciones: (i) Utilizamos una expresion conocida de la funcion

K2n+2d—1 (20)- (3.24)

Beta en términos de las funciones Gamma [68|, (ii) introducimos el vector z# = mcO!, junto con § =
1z|/2°, 0 < B < 1, que se sigue del hecho de que ©# es un vector tipo-tiempo. De esta manera la ecuacion

(3.24) puede reescribirse como

ﬂ o0 K _ (Z)

d+1 T 2 n—i-g 0
IT=27% d=1 (2 nn_ T3 3.25
P (1) T X (3.25)

La suma en (3.25) puede reducirse a una funciéon de Bessel modificada al utilizar un teorema de multipli-
cacion de las funciones de Bessel [82], a saber (C.20),
0 -1 ! )\2 -1 ! lIE !
K,(Az) =Y S ) (52) K,(z), (3.26)
P I

4Notese que de la definicion del 4-momento y° = ~, el factor de Lorentz es la nueva variable de integracion.
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con |[A\? — 1] < 1. Finalmente esto nos lleva a

d—1

) K (2). (3.27)

7 = 2(me)?? (2z
z

donde z = /2Fz,. La féormula (3.26) es esencial para intercambiar la serie de funciones de Bessel en (3.25)
por una funcion de Bessel modificada tnica en (3.27). La ecuacion (3.27) se reduce a (3.16) cuando d = 3.
De (3.27) vemos que Z es solo funcion de un invariante z = mcO. Ahora podemos obtener el 4-flujo de

particulas relativistas a partir de (3.14)

a1 B
N# = 2mdet oy (QE) * Ka (2) = (3.28)

z 2 z

Podemos despejar el escalar a de la ecuaciéon anterior

- NEN, med\ T
ax= 2¢(mce)?K a1 (me®) \ 27 '
2

(3.29)

De la ecuacion (3.28) se puede deducir que z# y N# apuntan en la misma direccion. Notemos que N* =
NU*/c, donde N = /NHN,; en particular en el marco comévil U* — (¢, 0), y entonces N = nc, donde

n es la densidad de ntimero de particulas en el marco comévil. Esto implica que

on — %uﬂ. (3.30)

El significado fisico de © dentro de este enfoque se analiza en la siguiente seccion.

3.2.2. ©" y la Temperatura invariante

Ahora buscamos identificar ©* con una cantidad termodindmica conocida. Tomemos como punto de
partida la forma de Gibbs de la segunda ley de la termodinamica para un sistema cerrado [83, 72|, que

supondremos vélida en el marco comévil
oU =TS — PoV. (3.31)

Debemos relacionar las cantidades estadisticas definidas antes, como el tensor de energia-momento (3.15)
y el flujo de entropia (3.5) con la energia interna, U, la entropia, S, la presion P y el volumen V que
aparece en (3.31). Para esto vamos a introducir la funcion de distribuciéon (3.8) y la ecuacion (3.29), en

la expresion para el tensor de energia-momento (3.15). Esto conduce a

N Kﬂ (mc@) erEeY
™ = —— | " — 2 . 3.32
o <77 Kaa(me®) © ¢ (3:32)
2
La presion comdvil se puede obtener a partir del tensor de energia-momento en d-dimensiones como
1 N
P= —gAWTW =9 (3.33)
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3.2. Distribucién de Jiittner

donde el proyector ortogonal a la 4-velocidad hidrodinamica se define como A® = np — UFUY ¢ 2. El

flujo de la entropia d-dimensional (3.5) correspondiente se puede reescribir de forma conveniente como
St =k [m (ahd) NE g, | (3.34)

Es importante mencionar que las cantidades N*, T y S* son densidades, y por lo tanto no dependen
del tamafio del sistema. Sin embargo, para incluir el hecho de que el gas estd confinado dentro de una
caja, es necesario utilizar la funcion caracteristica x(z) que se definié previamente en la introduccion. En

particular, integrando las cantidades antes mencionadas sobre d dimensiones espaciales

N = c_l/N“dJH, (3.35)
b

S = ¢! / Shdo,,. (3.36)
b

gr = ¢t / T do,, (3.37)
P

donde do,, = nuddaz, con n, un vector unitario normal a la hipersuperficie espacial ¥, y por lo tanto un
vector de tipo-tiempo. Recordemos que la tnica dependencia en x* es a través de la funcién caracteris-
tica x, que esta implicita en las definiciones de S*, N* y TH” en las ecuaciones (3.5), (3.14) y (3.15),

respectivamente.

Para calcular las integrales espaciales anteriores tomamos un hiperplano comévil con el gas de manera que
su normal unitaria esté dada por n* = u—: = %. Como la 4-velocidad hidrodindmica U* es una propiedad
intrinseca del sistema, esta eleccion ofrece una forma verdaderamente covariante de estas integrales [84].
Notemos que para una eleccién diferente como n# = §%, que corresponde al caso de un hiperplano a
tiempo fijo, la integral que define al momento total del gas (3.37) daria un vector aparente en lugar de un
verdadero vector de Lorentz®. Por lo tanto, el niimero de particulas N y la entropia S son evidentemente
escalares, mientras que G¥, el momento relativista del gas, es un vector de Lorentz. Integrando (3.34)

junto con (3.35)-(3.37) conduce a,
S——k [N In (ahd> - @ugﬂ] : (3.38)

Ahora podemos hacer contacto con (3.31) evaluando todas las cantidades involucradas en el marco comovil.
Para evaluar la entropia (3.38) en el marco comévil es necesario considerar (3.30) que, al multiplicarse por
G" nos lleva a ©,G# — 00G° = ©G°. La diferencial de la entropia, (3.38), en el espacio termodinamico

(O constante) se convierte en

NP SN
— 0_ —
iS = k@[(sg - NQ],
= L‘f) [6(cG°) + PsV] , (3.39)

SEl caracter vectorial ante transformaciones de Lorentz del 4-momento del gas G* se estudiara en la siguiente seccion.
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3.3. Momento de un Gas relativista

donde se hizo uso de (3.29), (3.33) y la relacion 0V = —/\][\%V. La comparacion de (3.31) con (3.39) da

lugar a identificar la norma del vector ©#
c

0= T (3.40)
con la temperatura comévil T. Para esto es necesario interpretar la cantidad c¢G° como la energia interna
relativista. Esta identificaciéon es posible debido a que en el régimen de bajas velocidades se tiene que
cG® =~ Nmc? 4+ Upon—rel; con Upon—rel la energia interna usual del gas no relativista. Las expresiones
(3.29), (3.30) y (3.40) completan el anéalisis de la funcion de distribucién manifiestamente covariante que,

expresada en términos de cantidades invariantes, N, ©,m,c, ©p,, toma la forma

flp) = )2 exp (—O,p"). (3.41)

N mcO
2¢(me)?K a1 (me®) \ 27
2

La ecuacion (3.41) para d = 1,2 y 3 se reduce a las funciones utilizadas en [19], |20, 21| y [23] respectiva-
mente. La ecuacion (3.1) se obtiene de (3.41) considerando d = 3 y utilizando el marco comovil al gas. Por
otra parte (3.41) coincide con lo obtenido en [76] para dimensiéon d arbitraria. La distribucion relativista
del equilibrio también se ha analizado tltimamente desde una mecénica estadistica relativista, utilizando

el procedimiento de maximizacion de entropia [85] dando la misma distribuciéon de Jiittner covariante.

Cabe destacar sin embargo, que en la deduccion de (3.41) no se hicieron hipotesis a priori sobre la
transformacién de Lorentz de la temperatura. Esta se encontré al pedir que en el marco comoévil, se

cumpliera la termodinamica del equilibrio.

3.3. Momento total de un Gas relativista

En un trabajo cléasico de van Kampen [86], se establece que la energia y momento de un gas no transforman
como un vector verdadero ante transformaciones de Lorentz debido a que el gas, al estar confinado en
algin recipiente, no es un sistema cerrado ya que interactiia con las paredes de dicho contenedor. Este
problema se ha retomado recientemente por Dunkel et al. en 23], haciendo notar que las propiedades de

transformacion del momento total dependen de la superficie de integracion que se elige en (3.37).

Para comprender esta afirmacion, uno puede preguntarse sobre el comportamiento de G* bajo transforma-
ciones de Lorentz. Para ello, una posibilidad es seguir la misma linea de razonamiento que en el caso del
modelo de electron clasico extendido dado por Rohrlich [84], [87]. Este argumento aclaré la controversia

de Abraham-Lorentz sobre el momento relativista del electrén clésico.

Con base en el analisis de [87], el momento total Pt del sistema compuesto por el gas y la caja que
lo contiene, es un vector de Lorentz conservado que se puede descomponer como la suma de vectores de

Lorentz verdaderos o aparentes

Ph = GH - TTF = G 4TI (3.42)

total
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3.3. Momento de un Gas relativista

donde (i) indica que tales objetos son vectores aparentes, y II# es la contribucion de la caja. Un vector es
verdadero si se comporta adecuadamente ante transformaciones de Lorentz; un vector aparente no respeta
las transformaciones de Lorentz. Como en el caso del modelo clasico del electrén, la diferencia entre
verdadero y aparente del 4-momento se establece tal que en el limite no relativista, las componentes de G#

coinciden exactamente con la energia y el impulso no relativistas del gas, mientras que las componentes

de G no, [87].

Los conceptos de vector verdadero o aparente, estdn relacionados con la hipersuperficie que se elige al
integrar el tensor de energia-momento T*” en (3.37). Cuando se utiliza una hipersuperficie cuya normal
unitaria es u—:, donde U* es la velocidad hidrodinamica, es decir, se utiliza un marco comévil con el gas,
tenemos vectores de Lorentz verdaderos; cuando se utiliza una hipersuperficie que se caracteriza con una

normal arbitraria a tiempo fijo 56‘ , tendremos vectores aparentes.

En el caso de vectores de Lorentz verdaderos, el recipiente que contiene al gas no es necesario para
garantizar el cardcter de vector verdadero de P¥ . aunque es necesario para explicar el equilibrio del
sistema. Por esta razén nosotros elegimos utilizar la hipersuperficie cuya normal apunta en la misma
direccién de la velocidad hidrodinamica n* = UT# = %. Entonces sustituimos esta elecciéon en la definicién
del momento total del gas (3.37), utilizando la expresion del tensor de energia-momento hallada antes
(3.32). De esta manera obtenemos:

g = J\/‘g mc@KM (me©)

- —1]. 4
@2 Kﬂ (mc@) (3 3)
2

Por otro lado si utilizaramos vectores aparentes solo la suma de las dos contribuciones del gas y del
contenedor forman un vector verdadero (3.42), por esta razon en este caso la contribucion de la caja es
esencial. Podemos interpretar lo establecido en [23| y [86], sobre la forma en como transforman la energia y
el momento, diciendo que ahi se utilizaron vectores aparentes en lugar de vectores de Lorentz verdaderos.
Con la eleccion de la normal n# = §, aunque Ny S no se alteran, la integral (3.37) del momento resulta

un vector aparente que toma la siguiente forma

U

N K 415 (mcO©) go
w — ¥ S B s IRV 44
g 6 | Kuamedy 02 " (344)
2

Es importante notar que (3.43) y (3.44) coinciden tnicamente en el marco comovil U = 0.

Ahora bien, segin el argumento de Dunkel et al. en [23], el hecho de tener vectores aparentes se debe a
que el gas no es un sistema cerrado sino que interacttia con las paredes del contenedor, por lo tanto el
tensor de energia-momento no puede ser una cantidad conservada 9,T"” # 0. No se hace referencia a la

elecciéon de la normal a la hipersuperficie.

De acuerdo a la argumentacion usual [75], si TH” se conserva sus integrales espaciales son independientes

de la hipersuperficie espacial ¥ que se elija para dicha integracion debido al teorema de Gauss:

0= / O,TH d's = ]f T"do,,, (3.45)
Q o0

29



3.3. Momento de un Gas relativista

tA

¢ = const: [9)

l 3, t = const.

X

Figura 3.2: Aplicacién del teorema de Gauss en la region 2 cuya frontera orientada estéd formada por
hipersuperficies correspondientes a distintos observadores inerciales 92 = Y1 4+ 3o + X3.

donde €2 es una regién espacio-temporal cerrada con J€2 una frontera orientable. Si la frontera se descom-
pone como en Fig. 3.2, entonces 02 = %1+ X5+ X3, donde X5 tiene una normal que apunta en la direccién
opuesta a la normal de ¥; y X3 es una superficie en infinito que no contribuye a (3.45). Por consiguiente

/Z 1 T do(D) = — /E 2 T do ), (3.46)
que implica que el momento del gas es independiente de la hipersuperficie de integracion. Si T no se
conserva, las integrales espaciales correspondientes evidentemente dependeran de la hipersuperficie que se
elija como superficie de integracion. La expresion (3.46) nos dice que el momento del gas estara relacionado
por una transformacion de Lorentz visto por observadores en los marcos de referencia correspondientes a

las hipersuperficies 1 y Yo
G¥ =AY, G, (3.47)

donde A", es la matrix asociada a las transformaciones de Lorentz:

vy By 00

) - 0 0
[A%)] — gv 0 10 (3.48)

0 0 01

En este argumento no se ha hecho referencia a la elecciéon de la normal a la superficie de integracion ; Como

interpretamos entonces (3.46) a la luz de las distintas posibilidades de elegir la normal a la hipersuperficie?

La eleccion de n# = 6} implica un proceso de medicion en superficies con distinta simultaneidad. Imagi-

nemos que 17" se conserva, 0,T"” = 0. Nos preguntamos qué forma debe tener este tensor tal que (3.46)
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3.3. Momento de un Gas relativista

I
involucre un proceso de medicion simultanea en cada marco, es decir si do#(t) = ShdV y dot @ = —(56‘, dv’,
donde dV y dV’ son los elementos de volumen espacial medidos en los marcos de referencia correspondi-

entes a las hipersuperficies 31 y Yo respectivamente, es decir, los integrandos se escribirian
TV = A , TV dV’. (3.49)

Al involucrar un proceso de medicion se requiere que (3.49) sea compatible con la contraccion de Lorentz

del volumen dV' = y~1dV, lo cual implica que el tensor T*¥ debe cumplir que
AT = AV, T, (3.50)

es claro que la ecuacion (3.50) no se cumple para cualquier tensor, en realidad impone restricciones sobre
la forma de TH” para que éste sea compatible con mediciones y con las trasformaciones de Lorentz. La

forma que tomaria este tensor, suponiendo isotropia espacial es
™ = Tu*u", con T=T% en el marco comovil. (3.51)

Este corresponde al tensor de energia-momento de un polvo. En esta interpretacion, el teorema de Gauss
no so6lo implica cierta dependencia en las coordenadas espacio-temporales, sino también la forma que toma
el tensor si queremos que sea compatible con mediciones en marcos con diferente simultaneidad. Asi para
estudiar un gas con un tensor de energia-momento distinto, tendriamos que imponer 9,7"" = F", con
F" la contribucién de las paredes que introduce factores proporcionales a la presion, de tal forma que al
integrarlo cancelara términos en (3.44) para que el momento total (3.42) tome una forma compatible con

(3.51), |88]. Esta es la interpretacion seguida por Dunkel.

Sin embargo, recordemos que se eligié desde el comienzo utilizar como normal aquella que nos da vectores
aparentes que no estan conectados por una transformacion de Lorentz; por lo tanto parece que no es
posible sostener el argumento van Kampen y Dunkel, ya que no es el teorema de Gauss lo que define el

caracter vectorial sino la eleccién de la normal.

Por otro lado, podemos preguntarnos sobre la divergencia del tensor de energia-momento (3.32). Recorde-
mos que para calcular N es necesario considerar la funcion caracteristica x(x) que implica que el gas esta

Gnicamente en cierta regién del espacio V. En general esta funcion puede escribirse como
1, z eV,
x) = ’ 3.52

Para realizar el calculo de la divergencia consideremos un gas en una dimensién espacial d = 1, en este

caso, como se ve en [19], la funcion caracteristica puede escribirse para una caja de tamano L como
X,p(x) = H(z)H(L — z), (3.53)

donde H(z) es la funcion escalon de Heaviside definida como

1, =>0;
H(x):{ 0 z<l (3.54)
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3.3. Momento de un Gas relativista

La unica dependencia en z del tensor de energia-momento entra a través de la funcion caracteristica, por

tanto la divergencia de TH” seré proporcional a la divergencia de x, que en d = 1 es:

d d

%T’“’ x %XID(.Z') =0(x)H(L —x) —6(L — x)H(x), (3.55)
donde claramente podemos notar que la derivada de la funcion caracteristica es distinta de cero. Sin
embargo, del lado derecho aparecen distribuciones, por lo tanto el valor particular de la derivada en (3.55)

tiene sentido como funciones generalizadas, es decir, hasta realizar una integracion:
d
/ L e o / 0(2) H(L — 2) — (L — 2)H(2)] dz = 0. (3.56)
x

Es interesante hacer notar que el lado izquierdo de (3.56) es precisamente el lado izquierdo de la ecuacion
(3.45), es decir, la aplicacion del teorema de Gauss para un gas en una caja d = 1 implica que el momento

total del gas no depende de la superficie de integracién que se elija.

Esto no concuerda con la elecciéon de n# = 4}, como normal a la hipersuperficie. Una eleccion de la normal
a la hipersuperficie de integracion compatible con (3.56), es utilizar una propiedad intrinseca del sistema,
es decir, a la velocidad hidrodindmica n* = U /¢, Fig. 3.3. De esta forma no hay ambigiiedad en las
propiedades de transformacion en (3.46) y (3.47) y la interpretacion es directa, el momento del gas es un
vector verdadero, por lo tanto, esta relacionado a través de una transformacion de Lorentz para distintos
observadores inerciales. Ademés, es facil ver que este resultado es valido para cajas cibicas en cualquier

dimensién espacial.

ta

K« )

4 X

X

Figura 3.3: Eleccion de n* = U*/c como normal a la hipersuperficie espacial comoévil al gas.

El uso de una caracteristica intrinseca al sistema como U* /¢, para definir la normal a la hipersuperficie de
integracion puede apreciarse con la siguiente analogia sencilla. Supongamos una particula cargada en un

campo externo. Si nuestro sistema es inicamente la particula, una translacion de la particula modificara su
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3.4. Equiparticién relativista

interaccion con el campo. A esta accién se le llama traslacion activa, es cambiar el sistema de referencia
dindmicamente. Sin embargo, si consideramos al sistema como las particulas y las fuentes del campo,
entonces una translacion llevara a ambos, particulas y las fuentes a un nuevo marco de referencia y las
interacciones no cambiara. A esto se conoce como transformaciéon pasiva, se deja el sistema sin modificar,
pero viéndolo desde otro marco de referencia. Al elegir como normal a la hipersuperficie a la velocidad
hidrodinadmica, no estamos tomando ningtin elemento externo para describirlo, por lo tanto, las variables

termodinédmicas no tendran ningin problema con las transformaciones activas y pasivas.

Finalmente queremos comentar sobre la solucién propuesta por Dunkel et al., [23]. Ellos escogieron para
realizar las integrales sobre la hipersuperficie invariante del cono de luz pasado de un evento & con
coordenadas espacio-temporales (£°,£%). En esta hipersuperficie el impulso del gas, segiin lo calculado en
[23], seria

N
o

[
ch_

Kaga(me®) ro0 o 0 1"
mcm (@ e ) o - (’7“ - 5)] : (3.57)

Aunque, parece ser una manera accesible de definir experimentalmente magnitudes termodindmicas med-
ibles [23], esta propuesta depende de las coordenadas de espacio-tiempo del evento €. Si el evento esta
en el origen del marco comévil del gas (o de un observador relativo), entonces (3.57) se reduce a (3.44).
Anticipamos esta dificultad debido a que se escogié un evento externo para definir las cantidades fisicas

para el sistema.

El caracter de vector aparente estéa relacionado con la realizaciéon de mediciones en dos marcos de referencia
con distinta simultaneidad. Esto lleva a que las cantidades resultantes no respeten las transformaciones
de Lorentz, o bien, si se exige que se respeten, restringe la forma de las componentes que puede tomar la
cantidad tensorial involucrada. Utilizando cantidades intrinsecas al sistema se pueden formar cantidades

que sigan la transformaciones de Lorentz al realizar cambios entre marcos y observadores inerciales [88].

3.4. Teorema de equiparticion relativista

El Teorema de equiparticion de la energia, es un resultado no relativista, que relaciona a la temperatura
con el promedio de la energia cinética de las particulas que conforman el gas. Los primeros trabajos donde
se extendio este resultado al &mbito relativista son aquellos de Tolman y Landsberg [78, 70| y una primera
observacion que se extrae de ellos es que no puede darse la misma interpretaciéon a la temperatura como

promedio de la energia, como sucede en el caso no relativista.

Como hemos demostrado en la seccion anterior el enfoque manifiestamente covariante relativista de la
funcién de distribucién de equilibrio revela la conveniencia de utilizar una temperatura invariante asociada
con el marco comévil del gas. Por lo tanto, resulta interesante investigar el papel que juega la temperatura

invariante dentro de una formulacién manifiestamente covariante del teorema de equiparticion relativista.
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3.4. Equiparticién relativista

En la literatura hay versiones del teorema de equiparticiéon relativista que no estan escritas en un lenguaje
manifiestamente covariante, estas fueron previamente examinadas por Tolman [78] y més tarde por otros
[89]. Estas versiones del teorema de equiparticién se han utilizado como un criterio para determinar la
transformaciéon de Lorentz de la temperatura, sin embargo, estos intentos ya habian sido criticados por
Landsberg |70] quien hace énfasis en que se pueden acomodar tanto la temperatura invariante, como una
temperatura que transforme ante un cambio de marco de referencia, una temperatura movil. Reciente-
mente Cubero et al. [19] realizaron simulaciones numéricas que indican la existencia de una temperatura
invariante sobre la base del teorema de equiparticion relativista de [70], refiriéndose entonces a la temper-
atura invariante incluida en el analisis de Landsberg, pero dejando abierta la posibilidad de la existencia
de una temperatura moévil. En esta seccion daremos una forma manifiestamente covariante del teorema de
equiparticiéon que no sblo contiene una temperatura invariante, sino que incluye la version de Landsberg
de dicho teorema. Por otra parte en nuestra versiéon, el teorema es claramente expresado en términos del
momento total del gas, de donde puede leerse que hay una parte cinética del momento total que es la

contribucioén relevante al teorema de equiparticion.

Comencemos por reexpresar la funcional generadora Z (3.12) en el espacio de energia y momento en
(d + 1)-dimensiones [12]

7= Z/e_e“p“ 0 (pgp" - m2c2) H(p°) dp, (3.58)

donde H(p°) es la funcion escalén unitario de Heaviside que restringe (3.58) a las energias positivas. La

condicién de capa de masa se toma en cuenta a través de la distribucién delta de Dirac.

Lo siguiente es hacer una extension covariante del argumento original de Tolman [78], que consideraba
tinicamente la densidad de particulas, aqui hacemos esta extension debido a que las derivadas de la
funcional Z se relacionan con cantidades fisicas, en particular la densidad de energia es la componente
temporal de su primera derivada. Lo siguiente es integrar por partes d + 1 veces, una por cada p*. Se

descartan los términos de frontera en infinito y obtenemos

2 0 _opm 92 9 0\ sd+1
A P o _ H +l, .
d+1/p P [e=O" § (pop” — m*c®) | H(p") d*'p (3.59)

Para integrar sobre p? aplicamos las propiedades de la delta de Dirac, que finalmente nos lleva a

2 Heoo| gl
7= clz/ e~ Oup” [(‘;ﬂ) +@ug]]’)iﬁ] C;f. (3.60)

Sorprendentemente, y a pesar del segundo término en (3.60) contiene los componentes espaciales p;, (3.60)

es una cantidad invariante de Lorentz.
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3.4. Equiparticién relativista

Para conectar (3.60) con las cantidades fisicas se inserta Z en (3.14) y (3.15) para obtener
BB e e
B _ 2/ fff {papﬁ [(‘;|>2+pigi’;@#] _piag;{?ﬁ}. (3.62)
Integrando espacialmente de nuevo de (3.61) y (3.62) de acuerdo con 3.35) y (3.37) tenemos
i = 0, <<pigf:>> (3.63)
o = o)) = (5] oo

donde se utilizé ((-)) = % [ - fx d?zd?p. Cabe mencionar que la ecuacién (3.63) es solo la forma manifies-

tamente covariante del teorema de equiparticién correspondiente a la propuesta por Tolman y Landsberg

[78, 70|, respectivamente, expresada utilizando la temperatura invariante comovil T' = ¢/kO, ec. (3.40).
0
api I
llega a partir de la ecuacion manifiestamente covariante (3.58). Esto es analogo a reconocer la invariancia

Con respecto a la covarianza (3.63), podemos notar que a pesar de que contiene la suma espacial p’ se
de d;—op. Es evidente que el argumento es valido también para los dos términos en el lado derecho de la
ecuacion (3.64).

Cuando observamos que ambas ecuaciones (3.63) y (3.64) comparten un término comin, esto sugiere
la forma como podria insertarse el momento relativista en una expresion del teorema de equiparticién
covariante. Para proseguir necesitamos determinar el primer término en (3.64), sin embargo, esto lo
podemos hacer comparando con la forma explicita el momento del gas calculada en (3.43). Entonces, al

igualar la proyeccion ©,G% de (3.64) y (3.43) podemos identificar

0u0y /[ O \\ _ Hag (meO)
() = o e =
2

de donde finalmente llegamos a la siguiente expresion

@75” —z = Fui(z), (3.66)
Kais (2)
Falz) = zm —-1-=z. (3.67)

2
Es interesante notar que, en la misma forma que la energia de una particula con momento pgart determi-
3 14 4 _ v : 1
nado por un observador con velocidad Ul estd dado por Eops = pupariUly, Podemos interpretar 50,6

como la energia del gas determinada por el observador comovil.

Fi(z) se reduce a los valores usuales del teorema de equiparticion en los casos limite (ver fig. 3.4),

4, z>1,
o ={ & 220 (3.68)
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3.5

Fy2)
“J
I
]

1,5 T =

Figura 3.4: La grafica muestra Fy(z) vs. z = mc?/kT para d = 3. F3(z) corresponde al cociente entre el
promedio de la energia cinética relativista por particula y la temperatura comévil. Vemos que en los casos
z> 1y z < 1 obtenemos los limites adecuados, mientras que para valores intermedios de z, el cociente
es de una fraccion de entre 3 < F3(z) < 3/2.

De las expresiones (3.66)-(3.67), es claro que la temperatura y la energia no son simplemente propor-
cionales como en el caso no relativista, la energia relativista resulta ser una funcién complicada de T" y la
temperatura no es una medida directa de la energia cinética del gas. Sin embargo, de (3.67), la temper-
atura es 1til como un parametro que determina en qué medida el sistema necesita 6 no, una descripcién
relativista. Por otra parte a partir de (3.66) podemos reconocer T' como el promedio de una cantidad

microscopica que es parte de la energia relativista como vemos en (3.67); de hecho, en el marco comdovil

(3.66) conduce a
kT:§<<|§O’2>>, (3.69)

la ecuacion (3.69) es precisamente la expresion utilizada por Tolman [78] y Landsberg [70]. Esta expresion

se ha malinterpretado queriendo identificar a p° como una masa en movimiento. En el limite no relativista,
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podemos aproximar 7' como

;ZkT:<<g<>>_<<$;>>+..., (3.70)

donde X es la energia cinética no relativista.

Notemos que, si bien versiones del teorema de equiparticion relativista habian sido tratados con anteri-
oridad por otros autores [5, 90| su enfoque no era manifiestamente covariante. Su trabajo y el nuestro
coinciden en términos de la funcion Fy (3.67), en particular al evaluar los casos limite no-relativista y
ultra-relativista. Cabe destacar que recientemente unos célculos numéricos adoptando el método de Monte

Carlo |22] confirman F; como la energia cinética relativista en unidades de k7.

El teorema manifiestamente covariante (3.66)-(3.67) se obtuvo multiplicando el momento relativista G
por ©,, y restando la energia en reposo total N'mc© para obtener la energia cinética promedio de las

particulas del gas. Es facil ver que (3.66) puede reescribirse como

0,XK* = NFq(meO), (3.71)
KE = GF— NmU, (3.72)

es claro que el momento relativista del gas tiene dos contribuciones. Podemos interpretar el término K#
como un 4-momento anélogo a la contribucién cinética de la energia no relativista, es decir, la parte

cinética del momento total.
Si hubiéramos utilizado (3.44) como el impulso del gas, tendriamos que el producto ©,G (1) eg

0

0,6W = Nfd(mc@)% + Nmc®, (3.73)

que solo coincide con (3.66)-(3.67) en el marco comévil del gas donde ©° = ©. Esto no es sorprendente
ya que G es un vector aparente y no transforman correctamente bajo transformaciones de Lorentz.
Podemos explorar el teorema de equiparticion en el cono de luz pasado de un evento £, como se propone
en [23]

o° 9i§i> . (3.74)

0,G" = N (Fa(mcO©) 4+ mcO) (@ ~ ¢

Esta expresion depende del evento £ elegido, lo cual es algo inusual. Si el evento esté en el origen, entonces

((3.74) se reduce a (3.73), la ecuacién (3.74) coincide con (3.66) s6lo en el marco comovil.

3.5. Discusion

El interés en combinar los principios de la relatividad en la teoria cinética va mas alla de los fundamentos
tedricos: las observaciones y experimentos recientes como por ejemplo en la fisica de altas energias [34], en
astrofisica [24] y cosmologia [67]. En todos estos casos se necesita una descripcion de sistemas relativistas de

muchas particulas en términos de, por ejemplo, la ecuacién de Boltzmann y la correspondiente distribucién
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del equilibrio [27, 25, 31]. Recientemente, Cubero et al. [19] (véase también las referencias alli citadas),
llevaron a cabo simulaciones numéricas basadas en la dindmica molecular cuyos resultados apuntan a que
la distribuciéon de Jiittner es la distribucién correcta en el equilibrio, para cualquier nimero de dimensiones
espaciales, a diferencia de otras propuestas que hay en la literatura. Esto fue confirmado también para dos
[20, 21| y tres dimensiones espaciales [23], [22], este ultimo utilizando simulaciones de Monte Carlo. En
el &mbito computacional, también hay intentos de extender al caso relativista el método conocido como
Lattice Boltzmann, el cual considera aspectos generales de la ecuaciéon de Boltzmann para la evolucion
de fluidos [91]. En el trabajo de Cubero et al. [19], el problema de la transformacion relativista de la
temperatura [69] se considero en relacion con una version anterior del teorema de equiparticion relativista
propuesto por Landsberg [70]. Con base en este teorema Cubero et al. determinan que la temperatura debe
poseer un caricter invariante. Dicho anélisis no fue formulado en una forma manifiestamente covariante
y, de hecho, era necesario algo méas para interpretar ciertas contribuciones que aparecen en esa forma del

teorema, asi como el caracter de la temperatura ante cambio de marco de referencia.

En este trabajo hemos obtenido una forma manifiestamente covariante de la funcién de distribucién
relativista de Jiittner(3.41), a partir de una nueva deduccién. En esta derivacion utilizamos coordenadas
cartesianas en un espacio de momentos de (d+1) dimensiones (d dimensiones espaciales) en contraste
con los resultados conocidos usando coordenadas esféricas. Esto fue posible gracias al uso del teorema de
multiplicacion de las funciones de Bessel (3.26) que simplifico el tratamiento de una serie de funciones de
Bessel [82].

En este formalismo del caracter relativista de la temperatura no se establece desde un principio: Debido a la
suposicién de que el equilibrio en teoria cinética relativista deberia estar de acuerdo con la termodinamica
estdndar para un observador comdévil con el sistema en reposo del gas, la pseudonorma invariante, ©,
del 4-vector © (3.30), se convierte en © = ¢/kT, (3.40), siendo T la temperatura comovil del gas.
La temperatura es invariante de la misma forma que la masa en reposo de una particula puntual. Una
discusion similar a la que hay sobre el caracter de T' bajo transformaciones de Lorentz [69, 70, 19, 23|,
pero en el caso de la masa de una particula puntual, plantea la cuestion de si tiene sentido distinguir entre
masa en reposo y masa en movimiento o relativista [92]. La respuesta que da Okun en las referencias [92],
es que soblo tiene sentido hablar de m la masa de la particula, siendo ésta una cantidad independiente
del marco de referencia y asociada con la norma del 4-momento ptp,, = m?2c?. La confusién entre ambos
términos aparece cuando se utilizan indistintamente la definicién no relativista y relativista del momento.
Los experimentos conocidos que dicen medir la variacién de la masa relativista, en realidad describen un
experimento para determinar las expresiones relativistas correctas para el momento espacial y la energia

de particulas en movimiento [93]|. Con la temperatura pasa algo similar.

El enfoque que aqui presentamos muestra explicitamente a la simetria de Lorentz como una simetria del
sistema. Como sabemos las simetrias son importantes ya que estan relacionadas con leyes de conservacion

(Teorema de Noether [36]). En mecanica estadistica no relativista la convencion estandar es considerar
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sistemas macroscopicamente estacionarios, es decir, en un marco de referencia donde tanto su momento
espacial y angular son cero y no aparecen en ningin momento en el analisis, es siempre en el marco comovil
al sistema donde se trabaja y se tienen resultados. Segin Callen [36] la forma méas apropiada de leyes de la
termodindmica es aquella en donde aparezcan manifiestamente todas las simetrias del sistema. En el caso
relativista esto es claro y el formalismo aqui presentado exhibe la simetria manifiestamente. Sin embargo,
hace falta un experimento para confirmar los resultados de nuestro enfoque y discriminar entre las deméas
posibilidades existentes en la literatura [69, 70, 19, 23|. Por ejemplo, de la misma forma que con la masa de
una particula, se requieren experimentos que determinen las expresiones para las componentes espaciales
y temporal del vector térmico ©* para un gas en movimiento, ademas dichos experimentos deben dar un
sentido méas amplio al significado fisico de las componentes de ©%. Para enfrentar este problema hasta
ahora solo contamos son experimentos y simulaciones numéricas [19, 20, 22, 23, 91| cuya interpretacion

depende de la expresion del teorema de equiparticién que se escoja.

En este capitulo también desarrollado un teorema de equiparticién manifiestamente covariante dado por
la ecuacion (3.66), en la que el promedio de la energia-momento del gas determinado por el observador
comovil, esta dado por la funcién F, de la temperatura invariante, explicitamente (3.67). En efecto, esta
expresion resulta andloga a la expresion para la energia en el caso de una particula puntual, donde la
energia se obtiene mediante la proyeccién del 4-momento a lo largo de la 4-velocidad del observador. En
este caso tenemos el vector térmico ©# = ;ZUH, con U la 4-velocidad del gas en su conjunto, que define
un observador comdvil el cual mide la temperatura invariante 7. Hay que hacer un comentario adicional
sobre la diferencia entre nuestro enfoque y algunos anteriores. Mientras que las versiones anteriores del
teorema de equiparticion |70, 78] relacionan la temperatura con una combinacion peculiar de cantidades
relativistas (Véase, por ejemplo (3.63)), aqui esta combinacién se interpreta como una parte de (3.66) que
relaciona la temperatura invariante con el momento relativista promedio, G¥. En resumen, la forma man-
ifiestamente covariante de la distribucién de Jiittner conduce naturalmente a considerar la temperatura

como6vil invariante para caracterizar el régimen de equilibrio.

En este punto es importante recordar que la distribucién relativista de equilibrio de Jiittner en la forma
(3.1) 0 (3.41) no considera el caracter cuantico ni el grado de degeneracion de las particulas que forman el
gas. Estas caracteristicas pueden tomarse en cuenta en una generalizaciéon a las distribuciones cuanticas
para bosones y fermiones como discutiremos mas adelante. Por esta razén el régimen de aplicacién de
(3.41) es limitado [97|. Por ejemplo, una enana blanca se modela como un gas de fermiones completamente
degenerado, un resultado interesante de este modelo es que la masa de una enana blanca no puede exceder

1.4 veces la masa del Sol, a esto se conoce como el limite de Chandrasekhar [13, 24].

Sin embargo, la distribuciéon de Jiittner es muy ttil como la base del desarrollo de soluciones fuera de
equilibrio, asi como modelos que aproximan el término de colisién, como los que se mencionan en el
siguiente capitulo. Ademas, ha servido para estudiar sistemas mas complicados como mezclas de especies

reactivas, ondas de choque y muy importante, el caso gravitacional [13]. Recientemente se ha generalizado
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la distribucion de Jiittner para un gas en un marco de referencia acelerado [94] y en uno rotacion [95].

Como un ejemplo de la manera de aplicar nuestros resultados en casos conocidos, consideremos la radiaciéon
de cuerpo negro. Recordemos el analisis estandar de este problema [27, 67, 75|. En primer lugar se considera
el cociente entre la intensidad especifica I, y el cubo de la frecuencia v de los fotones. Dada la invariancia

de Lorentz de esta cantidad %, [75], se sigue la invariancia de la distribucion de Planck

I, 1
= . 3.75
2h3 o (3.75)

De hecho, para dos marcos en movimiento relativo, debemos tener

/

% - :,’; (3.76)
donde las cantidades primadas se refieren a un observador que se mueve con respecto a la radiaciéon, en
particular, se sugiere que 7" es una temperatura no comoévil. Dado que los fotones sufren un desplazamiento
Doppler se sigue que

v

— =7(1 - Bcosd), (3.77)

v
donde ¢ es el angulo entre el impulso del foton y la velocidad del gas, mientras que (5 es la relacién entre
la velocidad del gas y c. La cantidad 7’ adopta una forma anisotropica
B T
(1 - Bcosd)’

Podemos notar que, alternativamente, podriamos escribir una forma manifiestamente invariante para

T (3.78)

(3.75) como (e®#P* — 1)~1. De esta manera podemos fijarnos en el producto invariante ©,p". Mediante
la evaluacién en los dos sistemas de referencia mencionados anteriormente y utilizando que en el caso de
fotones p’* = |p/|

hv

hv o0
T ©"p" (1 —[Bcos)). (3.79)

Con la temperatura invariante comoévil T' los componentes de © resultan ser le(c,U) y por lo tanto
(3.79) se reduce a (3.77). Esto demuestra la consistencia de adoptar la temperatura invariante comoévil, a
través del vector © en la descripcion de la radiacion del cuerpo negro, sin recurrir a 77, ver ec. (3.78).
Esta ultima expresiéon puede ser considerada sélo como una cantidad auxiliar por las siguientes razones: En
primer lugar, las observaciones de la Radiacién del Fondo Cosmico de Microondas (CMBR) [98] revelan
que en realidad hay un marco de referencia en el que este presenta la estructura del cuerpo negro. Sin
embargo, las mediciones involucran el brillo dependiendo de la frecuencia en lugar de una temperatura
no comovil (3.78). En segundo lugar, en el caso de las particulas masivas encontramos un obstaculo al

intentar definir (3.78) (Véase, por ejemplo [99]). Para las particulas masivas tendriamos

T

T = A= BBeoss) (3:80)
ﬁp = 230"
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que no tiene sentido fisico debido a la dependencia en el momento de las particulas. Sin embargo la
utilizaciéon de una temperatura comovil invariante es viable por la misma razén que el caso anterior de

los fotones funciona.

Nuestro trabajo se suma a las recientes afirmaciones elaboradas sobre la base de un detector de Unruh-
DeWitt [100], que apunta a la imposibilidad de tener una transformacion relativista de la temperatura
para la radiacion [101]. Un anélisis similar al presentado aqui se encuentra en un trabajo reciente de
Nakamura [102]. Ahi se utiliza el vector térmico y se argumenta su utilidad en contraste con la temper-
atura direccional, como en (3.78). En cualquier caso, todos estos resultados refuerzan la idea de que la

temperatura tiene sentido indiscutible en el marco comévil.

Para estudiar de manera precisa la distribuciéon de Planck, deberiamos considerar el limite ultra relativista
de la distribucién de equilibrio correspondiente a bosones, es decir debemos extender el estudio para que
contenga las estadisticas cuédnticas; como ya habfamos mencionado las aplicaciones més interesantes se
encuentran en sistemas cuanticos degenerados [12, 13|. Estas se toman en cuenta en la ecuacion relativista

de Uehling-Uhlenbeck [13, 96],

p 2?0 g (10 25) (1 7)

Oxt Op# Js Js

- hs - 3
—ff (1+egsf ) <1+e%f1)]FanQ£, (3.81)

donde g5 es el factor de degeneracion de espin y o, es la correspondiente seccion transversal que se calcula
a través de la teoria cuéntica de dispersién. Las demés cantidades son analogas a aquellas definidas en
la ecuacion (3.2). El valor € = —1 corresponde al caso de la estadistica de Fermi-Dirac, € = 41 a la de
Bose-Einstein y € = 0 a la estadistica clasica. De la misma forma que en el caso clésico usual estudiado
aqui podemos obtener la distribucién del equilibrio, anulando el término de colisién del lado derecho de

(3.81), lo que lleva a la siguiente condicion

f

h3
1‘i‘€g*g

QS/hS

In =~ ,
exp (A + Oup®) — €

:—(A+@apa) = f:

(3.82)

donde A = A+ In gs/h3. De la misma forma en que identificamos la temperatura en el marco comévil,
se ha mostrado que en el marco comoévil el escalar anterior es A= %, donde p es el potencial quimico
comévil [13], de esta forma la distribucion resultante es

98/h3

= 3.83
f= e — (3.83)

Donde se ha identificado la norma de ©* con la temperatura invariante en un sistema comoévil con el gas.
Ahora bien, como la temperatura esti relacionada con la norma de un 4-vector podemos pensar que el

vector térmico puede factorizarse como A = ©*M,, donde introducimos

M = C%ua, (3.84)
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cuya norma esta relacionada con el potencial quimico en el marco comévil MM, = p?/c?. En particular

para la estadistica de Jiittner ¢ = 0 obtenemos
kT
M = 2 In [ahdgs_l]uo‘, (3.85)

donde « esta definida por (3.29). La existencia de M implica que para aumentar el ntimero de particulas
del sistema, es necesario considerar, ademas del potencial quimico, el movimiento de este como un todo.

Como para fotones p, = 0, la discusion anterior sobre la distribucion de Planck se mantiene.

La suposicién de la existencia de M® debe estar de acuerdo con las posibles generalizaciones a las leyes

de la termodinamica.

Esta version manifiestamente covariante de la teoria cinética ofrece un formalismo que, ademéas de provenir
de la dindmica de los constituyentes microscopicos, parece no tener ambigiiedades en la definicion de
cantidades macroscopicas, como en algunos trabajos sobre termodinamica relativista [72, 83, 71, 103|.
De este modo podemos discutir la posibilidad de generalizar la forma de Gibbs de la primera ley de la
termodinamica que en el caso no relativista esta dada por (3.31). Es claro que la diferencial en el espacio

termodinamico de la entropia (3.38), en un marco no comovil nos dara

N,ON#

_ [ Ve e
58 =t |0,6G" —~ N |

(3.86)
que se reduce a (3.31) en el limite no relativista en el marco comovil utilizando la relacion 6V =
—c(NN#3N,,)/(NVN,)3/2. Podemos considerar la ecuacién (3.86) como una generalizacion manifiesta-
mente covariante de la forma Gibbs de la segunda ley de la termodindmica obtenida a partir de la teoria

cinética relativista.

Es interesante mencionar, entre las generalizaciones relativistas a la primera ley de la termodinamica, se
encuentran algunos trabajos, [71], [87], [103], [104] donde se introduce un vector de volumen que apunta
en la direccion de la velocidad del gas V# = VU* /¢, tal que su norma es V = \/W Ademas, se puede
demostrar que 0V# = —(cNdN,)/NYN,, y junto con el hecho de que © apunta en la misma direccion

que N* podemos factorizar el vector térmico en (3.86) de tal forma que obtenemos
P
0S = kO, |0G" + ZéV“ , (3.87)

que es una expresion utilizada por otros autores como una forma covariante de la expresion de Gibbs para
la segunda ley de la termodinamica [103|. Otras versiones de las leyes de la termodinédmica relativista se
encuentran, por ejemplo en |72], [83], [71], [L02]. Sin embargo, ambas expresiones (3.86) y (3.87), provienen
de una teoria microscopica, y puede considerarse que tienen una base fuerte respecto a otras opciones que
son una extrapolacion de la fenomenologia de la termodindmica comévil. Por ejemplo, es facil ver que la
introduccién de un potencial quimico y su correspondiente verctor anadirian a (3.86)-(3.87) un término
de la forma ©*M 0N .
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Como hemos visto en este capitulo, y como se afirma en [87], [23], es importante destacar que las
propiedades de transformaciéon de las variables termodindmicas dependen del caracter vectorial de G*.
En ese sentido la version manifiestamente covariante puede jugar un papel importante para hallar una
generalizacion adecuada relativista de las leyes de la termodinamica. Sin embargo, lo que realmente dira

cuél es la generalizacién correcta es el experimento.
Hay varias posibles extensiones del presente trabajo que pueden ser de interés.

Una es ampliar el anélisis del presente trabajo para el caso de la ecuaciéon relativista de Fokker-Planck,

por ejemplo en la misma linea de [105], este punto se discutira en el siguiente capitulo.

Hemos visto que para resolver la ecuaciéon de Boltzmann en el caso de la distribuciéon de equilibrio, es
necesario introducir el concepto de movimientos rigidos. Estos pueden relacionarse con las simetrias del
espacio-tiempo de Minkowski que hemos considerado aqui y particularmente a la existencia de vectores
de Killing. El caso donde se consideran ademés de traslaciones rotaciones también se ha estudiado [106],

en ese caso el vector térmico tendra contribuciones correspondientes al momento angular 4-dimensional.

En algunos trabajos se han estudiado espacios-tiempos curvos simétricos por ejemplo, en [10, 25|, sin
embargo, no parece haber ningin intento de incorporar el analogo del teorema de Noether en lo que
respecta a la teoria cinética, que en particular si notamos que este ultimo puede vincularse a la teoria
cuantica de campo relativista [12, 77]. Esto seria particularmente tutil en el lenguaje manifiestamente

covariante desarrollado aqui.

La teoria cinética relativista ha servido para estudiar sistemas fuera de equilibrio. En colisiones de niicleos
pesados es posible obtener los coeficientes de transporte a partir de la ecuacion de transporte (3.81) para
las estadisticas cuanticas [107]. Los efectos de la viscosidad de bulto desempenian un papel determinante
en los procesos de produccion de entropia en el universo temprano [25, 27, 28, 107, 108]. Asimismo,
los términos de relajacién en las leyes de transporte se han utilizado para interpretar las explosiones o
implosiones répidas en procesos astrofisicos como el colapso rapido anterior a la formacién de estrellas de
neutrones, algunos modelos de brotes de de rayos X, etc. [107]. Seria muy interesante aplicar el formalismo

manifiestamente covariante a este tipo de sistemas.

En general, los enfoques covariantes a la mecénica estadistica se han utilizado también para investigar los
sistemas de muchas particulas en teorias relativistas generales [37]. Estudian sistemas con constricciones
semejantes a las de la relatividad general, buscando posibles efectos estadisticos a partir de una dinamica
microscopica cuantica. En este estudio aparece también un vector térmico asociado con el inverso de la
temperatura cuando se elige una parametrizacion temporal particular. Seria muy interesante incorporar
ideas similares a la teorfa cinética, partiendo de cantidades invariantes ante reparametrizaciones tempo-

rales. Asimismo, la nocién misma de espacio-tiempo se ha considerado en estos términos [42, 41, 109].

Por otra parte, existen teorias alternativas a la relatividad especial que se proponen para resolver ciertos

problemas que tienen su origen en la gravitacién cuantica. Una de estas teorias considera la variaciéon
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de la velocidad de la luz (VSL) como una opcion frente al modelo inflacionario de la cosmologia. En
ellas se ha estudiado cémo se modificaria la termodinamica relativista al tener una velocidad de la luz
variable [110], resultando que el campo escalar asociado con la modificacion de ¢ puede introducirse como
una variable termodindmica en una generalizacién propuesta de la primera ley de la termodinamica.
Otra modificacion a la relatividad especial se logra, manteniendo ¢ constante, pero se introduciendo
una escala de energia (tipicamente la energia de Planck) que se considera invariante de Lorentz. A esta
propuesta se le conoce como relatividad especial doble o deforme (DSR). Esto surge ya que en varias
propuestas de gravedad cuantica esta escala juega un papel fundamental. Una consecuencia de esto es
que el correspondiente espacio-tiempo es no conmutativo. En este escenario también se han explorado
efectos en la termodindmica relativista donde la ecuacion de estado del gas ideal se ve modificada por el
parametro no conmutativo de la DSR [111]. Resultaria interesante extender la teoria cinética relativista
introduciendo las modificaciones que proponen estos modelos; esto proporcionaria un enfoque alternativo
a la termodinamica de [110] y [111] introduciendo, ademas cantidades como el vector térmico que permiten

una formulacion manifiestamente covariante.
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Ecuacion de Fokker-Planck relativista:
Mezclas binarias semirelativistas y gas simple

En este capitulo se estudia la ecuaciéon de Fokker-Planck relativista como aproximacién del término de
colisién de la ecuacion de Boltzmann relativista para dos sistemas, el gas de Rayleigh o movimiento
Browniano y el gas de Lorentz relativista. Ambos sistemas pueden considerarse complementarios. El gas
de Lorentz consiste en una mezcla binaria compuesta de particulas ligeras relativistas que se difunden en
un gas de fondo formado por particulas pesadas no relativistas, de modo que m < m, y n < n,, con
el sufijo ¢ indicando la componente abundante que forma el gas de fondo, m y n indican las masas y
densidades de las particulas en reposo, respectivamente. El gas de Rayleigh es precisamente lo opuesto,
una mezcla binaria donde la espacie abundante esta formada por particulas ligeras relativistas, mientras
que la especie que se difunde es escasa, y esta formada por particulas pesadas no relativistas de modo que
m, < myy n, <ng,, donde el sufijo p se refiere a las particulas Brownianas. Se considera la ecuacion
de Boltzmann relativista para la componente escasa, mientras que el gas de fondo ¢ se supone siempre
en equilibrio.

La ecuaciéon de Boltzmann se aproxima por un operador diferencial tipo Fokker-Planck, en donde pueden
reconocerse los coeficientes de transporte. En el caso del gas de Lorentz relativista obtenemos un término
adicional proporcional a la funcién de distribuciéon ademés de la contribucién habitual de Fokker-Planck.

En ambos casos exploramos los casos limite el no relativista y el ultra relativista.

Ademas, se obtiene una ecuaciéon de Fokker-Planck manifiestamente covariante para el gas de una com-
ponente, utilizando las aproximaciones de pequena transferencia de momento y colisiones rasantes para
desarrollar la integral de colision. Se da también una expresion covariante para la relacion fluctuacion-

disipacién entre los coeficientes de transporte.
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4.1. Introduccion

Una manera de estudiar las ecuaciones cinéticas es a través de aproximaciones en el término de colision.
Este es el caso de los modelos de Marle [112], Anderson-Witting [113] que son las generalizaciones rela-
tivistas del modelo BGK (Bhatnagar, Gross y Krook) [114], donde la integral de colision se sustituye por
una frecuencia de colisiéon. Una aproximacién alternativa para la integral de colisiéon consiste en utilizar un
operador diferencial que modela un proceso de difusion. En el caso relativista la difusiéon se ha propuesto
para estudiar la evolucion de la materia oscura en el universo [115], la difusion en RHIC y LHC [116], asi

como correcciones relativistas al efecto Sunyaev-Zeldovich [32].

Hasta ahora ha habido varias propuestas distintas del movimiento browniano relativista [117], sin embargo,
incluso la interpretacion fisica de estos procesos es todavia confusa y aiin no parece haber ningin acuerdo

general [118].

Es interesante notar que el movimiento browniano relativista se ha utilizado en algunas propuestas de
la gravedad cuantica, donde una escala de longitud minima, posiblemente la longitud de Planck, juega
un papel clave. Esto ha llevado a enfoques fenomenolégicos que buscan revelar los efectos de tal longitud
minima, en ellos se sustituyen a las trayectorias de las particulas libres por procesos difusivos en el espacio-
tiempo [41]. En otras propuestas se tiene una ecuacion estocéstica utilizada para modelar los efectos de

la micro-estructura del espacio-tiempo, asumiendo una métrica fluctuante [42].

Este capitulo esta dedicado al estudio del proceso de difusiéon guiado por colisiones en lugar de por fuerzas
estocasticas, es decir, a través de aproximar del término de colisién de la ecuacion de Boltzmann relativista
para dos mezclas binarias diferentes y complementarias. El gas de Rayleigh, que es un sistema con condi-
ciones similares a las del movimiento Browniano, es decir, particulas pesadas no relativistas difundiéndose
en un gas de particulas ligeras relativistas y el gas de Lorentz que consiste en particulas ligeras relativistas
que se difunden en un gas de particulas pesadas no-relativistas. En ambos casos consideramos la evolu-
cion de la funcién de distribucion. A través de algunas hipotesis simplificadoras el término de colision de
la ecuacién de Boltzmann puede aproximarse por un operador diferencial tipo Fokker-Planck, en donde

pueden reconocerse los coeficientes de transporte.

Se hace también un analisis del gas de una componente en la aproximacién de pequena transferencia de
momento y colisiones rasantes, que también permite una descripcién tipo Fokker-Planck, pero en este caso

se mantiene la covarianza manifiesta, y se expresan asi los correspondientes coeficientes de transporte.

4.2. Ecuacion de Boltzmann relativista para una mezcla binaria

Para un gas simple compuesto por particulas de la misma especie que interactiian por pares a través de
colisiones, es posible escribir la ecuacién de Boltzmann relativista calculando la diferencia en el ntiimero de

particulas que entran y salen de un elemento diferencial de volumen debido a las colisiones. Si particulas,
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4.2. Ecuacién de Boltzmann relativista para una mezcla binaria

con momento p* y pk, respectivamente, sélo interacttian a través de colisiones elasticas, podemos utilizar
., 1 . . e, / . .
la conservacion del 4-momento para describir la colision p# 4 ph = p* +pi', donde las cantidades primadas

indican que se evaliian después de la colisién.

Una caracteristica esencial en el caso relativista es la necesidad de considerar las propiedades de trans-
formacion correctas para las cantidades correspondientes ante transformaciones de Lorentz. Por ejemplo,
la funcion de distribucion relativista f es un invariante de Lorentz [71, 74]. Esto puede verse porque el
nimero de particulas en el elemento de volumen no cambiard ante un cambio de marco de referencia.
También se puede demostrar |75], utilizando argumentos de simultaneidad y la restriccion de la capa
de masa ptp, = m?c? = (p°)? — |p|%, que el elemento de volumen en el espacio de fase es invariante

d3xd®p = d32d®p, donde la tilde se refiere a cantidades vistas en el marco de referencia en movimiento.

Para un gas con particulas de masa m, cuatro-momento p* = (p”, p), y coordenadas espacio-temporales
z# = (ct,x), la funcion de distribucion de una particula f(z#,p*) = f(x,p,t) caracteriza el estado del
sistema, da el nimero de particulas dN = f(x,p,t)d>zd®p al tiempo t dentro del elemento de volumen
d3x ubicado en x con momento p en el rango d3p. La evolucién de la funciéon de distribucién de una
particula f esta dictada por la ecuacion de Boltzmann relativista |12, 13]

afKr d3p,

i »
o m = [ pFeda (4.1)

donde f. = f(x,pl,t). o es la seccion eficaz diferencial del proceso de dispersion, mientras que €2 es

el angulo sdlido. K* denota una 4-fuerza externa mientras que F' es el llamado flujo invariante, F =

VP pu)? —mict, y % es la medida invariante (en la capa de la masa). Estaremos interesados en el
caso KF = 0 correspondiente a no tener fuerzas externas. Al lado derecho de (4.1) se le conoce como
integral de colisién. Escrita de esta manera, la ecuaciéon de Boltzmann relativista es manifiestamente
covariante. Hay otra forma equivalente que no es manifiestamente covariante y que utilizaremos a lo largo

de este capitulo

of  ;0f , OUF)

ot "V a @i:/Wﬂﬂ%mMM%:JMﬂ, (4.2)

donde F? son las componentes espaciales de la fuerza externa que en particular seran cero F? = 0, y g, es
la velocidad de Moller [12, 13|, que se relaciona con el flujo invariante a través de gy = % y se reduce a

la velocidad relativa en el caso no relativista.

La evolucién de una mezcla binaria esta dictada por un sistema de ecuaciones de Boltzmann acopladas,
una por cada componente, teniendo del lado derecho dos integrales de colisién, una por la interaccién con

particulas de la misma especie y otra que considera colisiones entre distintas especies

of , of _

S = TN +T(a ), (43)
8fc: iafc _

at +UG axz - j(fG7fG)+k7(f7fc)a (44)
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4.3. Gas de Rayleigh - Movimiento Browniano relativista

Sin embargo, dadas las caracteristicas de las mezclas que estudiamos aqui podemos hacer una suposiciéon
conocida del caso no relativista [119, 120] y que podemos extender al caso relativista. La ecuacion de
Boltzmann para la funcién de distribucion de las particulas del gas no se ve afectada por la componente
que se difunde debido a que siempre se considera muy escasa en comparacion con la especie que constituye
el gas de fondo, esta condicion se expresa como n < n,, donde . indica el gas de fondo. Por tanto,
suponemos que el gas se mantiene en equilibrio y el lado derecho de la ecuacion (4.4) se anula. La ecuacion
para las particulas que se difunden contendra tnicamente el término correspondiente a interacciones entre
particulas de distintas especies, ya que el término de interaccién entre las mismas particulas se desprecia
en (4.3) debido a que al ser escasas estas casi no interacttian. La ecuacion de Boltzmann restante puede
escribirse como

o Of  O(fF
a—{ + v 83{1. + (gpi ) _ 7O / (W = h) [V ggodQd®p,, = fOI, (4.5)

donde se supuso que la distribucién de las particulas que se difunden se puede expresar como una desviacién

del equilibrio f = f (O)h(p). De esta forma se puede hacer un desarrollo de Taylor de la desviacién h’' =
h(p® 4+ Ap?) evaluada después de la colision, alrededor del momento antes de la colisién p’, considerando

términos hasta de segundo orden. De este modo la diferencia h’ — h se escribe como:

Oh 1, .. . 0°h
h —h=~Ap'— + ~Ap'A . 4.6
papl+2p pjaplapj (4.6)
Para continuar es necesario introducir la velocidad relativa definida de la siguiente forma
b= c]i — cp—z (4.7)
p% pY

con esta velocidad se calcula la diferencia antes y después de la colisién

, ) pi’ pi’ pi pi
gz_gz:c p%_pT —ec ITS_E , (4.8)
G G

de esta forma se aproximarén las diferencias en el momento de las particulas que se difunden en términos
de diferencias en la velocidad relativa. Sin embargo, en cada caso la aproximacion sera diferente. Esto
se debe en esencia a que el cociente entre las energias cambia en cada caso. Cuando una componente es

relativista y la otra no, el cociente entre las energias es pgel / p?wrel < 1

El paso final es identificar los coeficientes de transporte como las integrales de ciertas cantidades que, de
nuevo, en cada caso seran distintas. Estos seran simplemente los coeficientes del operador diferencial tipo

Fokker-Planck que reemplazara la integral de colision.

4.3. Gas de Rayleigh - Movimiento Browniano relativista

El término movimiento Browniano usualmente se refiere al movimiento irregular que una particula de

polen describe en un liquido, el cual fue observado por primera vez por el boténico escocés Robert Brown
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4.3. Gas de Rayleigh - Movimiento Browniano relativista

en 1827 [121]. Fue hasta 1905 que Einstein [122] y Smoluchowski [123| dieron bases teoricas a dichas
observaciones. Esta teoria fue confirmada experimentalmente en 1909 por J. Perrin [124] dando ademaés
evidencia de la veracidad de la teoria atémica de la materia. El problema del movimiento Browniano ha
sido fundamental desde entonces hasta aplicaciones actuales en quimica, biologia y ciencias sociales [125].
Particularmente el movimiento Browniano relativista puede aplicarse en fisica de plasmas y astrofisica,
por ejemplo en el analisis de los chorros relativistas, en correcciones al efecto Sunyaev-Zeldovich [32], en

la descripcion de materia oscura [115] o en difusion en el plasma de quarks y gluones (34, 35].

En el caso no relativista el movimiento Browniano se estudia utilizando ecuaciones estocéasticas en partic-
ular la ecuacion de Langevin [126]. En este capitulo consideraremos el movimiento Browniano relativista
desde el punto de vista de la teoria cinética, es decir, veremos que una aproximaciéon adecuada de la
ecuacion de Boltzmann, utilizando las caracteristicas del sistema, da lugar a un esquema equivalente al
movimiento Browniano conocido como el gas de Rayleigh en el caso no relativista. Este enfoque nos da
una alternativa a las generalizaciones relativistas de los procesos estocasticos como se hace en [117, 118,
de tal forma que la evolucién al equilibrio del sistema estard dirigida por colisiones en lugar que por

términos estocasticos.

Para el caso del movimiento Browniano relativista [105] consideramos una mezcla binaria, donde uno de
sus constituyentes se toma como un gas de fondo formado por particulas ligeras relativistas, mientras
que la especie que se difunde se considera formada por particulas pesadas no relativistas, de tal forma
que la relacion entre sus masas satisface m, < m y sus densidades n < n,. En la referencia [105] se
encontré que la difusion de las particulas Brownianas pesadas no relativistas, en un gas de particulas
ligeras relativistas, puede describirse con una generalizaciéon relativista de la ecuaciéon de Fokker-Planck
a partir de la ecuacion de Boltzmann relativista (4.2). En este caso la relacion entre las energias resulta

ser pg / p% < 1, esto puede verificarse de la siguiente manera:

Primero se considera que al orden dominante la componente cero del momento de las particulas Brownianas
. , . ., !/ ., . . /
es el mismo antes y después de la colisién pg ~ p% y por la conservacién de la energfa se tiene que pg ~ pg.

De esta manera la ecuacion (4.8) se escribe como

;! ; C ;! - C ./ .
g —g'= ]70(1?’6 —p) — ])T(pZB —p)- (4.9)
G B

Por otro lado se tiene la conservacion de las componentes espaciales del momento

y . ‘, 4
ot =~ (=) o
Al sustituir (4.10) en (4.9) se llega a
iy . 1 1 . .
g — gl = ¢ <po+po> ®" — ). (4.11)
G B

Esta ecuacion es la més general para la diferencia entre las velocidades relativas en el caso estudiado. Para
continuar es necesario introducir algunas aproximaciones en el término que involucra a las componentes

temporales en la ultima expresion (4.11).
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4.3. Gas de Rayleigh - Movimiento Browniano relativista

Para aproximar es necesario recordar que la energia relativista de una particula, es decir, la componente
temporal p%, puede escribirse en términos de su energia en reposo m,c? y su energia cinética relativista

X en la siguiente forma

cp?B =myct +X. (4.12)

Por otra parte la energia relativista promedio de una particula se puede obtener a partir del teorema de
equiparticion que estudiamos en el capitulo 3, y esta dado por la ecuacion (3.67), que en d = 3 dimensiones

espaciales puede escribirse como

K = F3(2)kT, (4.13)
donde
F3(z) = ngzng —zp — 1, (4.14)

donde como sabemos z, = mc?/kT. F3(z) es funcién de la temperatura acotada por % < F3 < 3. Las
cotas corresponden a los casos limite. El caso no relativista se obtiene al suponer bajas temperaturas
zp > 1, que corresponde a Ky, rer = %kT , mientras que el limite ultra relativista correspondiente a masas
pequenas (o nulas) o temperaturas altas z, < 1 cuya energia es Kyurq = 3kT. Con estos resultados
podemos hacer algunas observaciones. En una mezcla donde una de las componentes es no relativista y la
otra es un gas ultra relativista (semejante al caso estudiado en esta seccion), se puede apreciar que, para

tener la misma temperatura uno de los gases cede energia: Kyi1rq = 2Kpo ret, [5]-

Ahora bien, en el caso relativista genérico podemos estimar el orden de magnitud de la energia cinética
en relacién con la temperatura usando los casos limite de F3. De esta manera se considerara la siguiente

aproximacion para la energia cinética relativista
X ~ kT, (4.15)
con esto la energia relativista (4.12) se escribe como
cp?B ~m, e+ kT. (4.16)

Es preciso recordar que en el caso de estudio ambas especies estan a la misma temperatura 7. Como las

particulas pesadas que se difunden son no relativistas se cumple que
kT < mc?. (4.17)

Como estén a la misma temperatura se puede sustituir la ecuacion (4.16) para la energia de las particulas

del gas en (4.17) llevando a

Pe m
) —mgd <myd = < 14— (4.18)

myc my
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4.3. Gas de Rayleigh - Movimiento Browniano relativista

Dada la relacion entre las masas m > m,,, el tltimo término de (4.18) se desprecia y resulta la relacion
buscada pg / p% < 1. Se tiene entonces una relacion entre componentes temporales del 4-momento. Ahora

podemos aproximar (4.11) utilizando esta aproximacion, con lo que obtenemos

Agl = —%Ap; = Apl = o pgl (4.19)
P c

De esta forma el término integral (4.5) puede reemplazarse por un operador diferencial tipo-Fokker-Planck

como una aproximacion a la integral de colision':

2 )
Oy , 0ts | piOfs _ Pfs a(pr)> 7 (4.20)

ot B apt <mBkT3pi3pi op'

donde f, es la funcién de distribucion para las particulas Brownianas mientras que 7 es el coeficiente de

friccion-viscosidad que fue encontrado en términos de integrales de colision de cantidades microscopicas

propias del gas de fondo [105]

2 n.m _Uapg dp
e [ obel ) = cosxsenax e P Pal

= 3m,,(m kT)2Ks(z, P2

La expresion (4.20) es idéntica a la ecuacion de Fokker-Planck en el caso no relativista [119], [120], con
la diferencia tinicamente en la definiciéon del coeficiente de friccidn-viscosidad y el momento relativista.
Ademas, esta ecuacion es similar a aquella encontrada a partir de la generalizacién relativista de los
procesos estocasticos [117], [118], por ello que llamamos al sistema movimiento Browniano relativista. Lo
que expresa la expresion (4.21) es que el sistema formado por particulas relativistas y no relativistas,

evoluciona por colisiones del mismo modo que lo haria un sistema donde las particulas se difunden.

Para el caso particular de una seccion transversal o constante, el coeficiente de fricciéon-viscosidad 7 esta
dado por [105]

_ 32mngokT e “c
© 3mycKa(z,) Z2

n (34 3z, + zg), (4.22)

donde K son las funciones de Bessel modificadas de segunda clase, y 2, = m,c?/kT es el cociente entre

la energia en reposo y la energia térmica kT .

En el caso no relativista de bajas temperaturas z, > 1, se puede usar una expresiéon para la funcion

2

de Bessel de segunda clase como una serie®, asi se obtiene la siguiente expresion para el coeficiente de

friccidon-viscosidad

32n,0 9 9 765
~ V2morkT (14 — = ). 4.23
s e ( T 8e, 1282 T 10048 > (4.23)

3my,

El término dominante de la serie en (4.23) corresponde a la forma conocida para el movimiento browniano
o gas de Rayleigh no relativista calculada previamente [119, 120] cuando o = d?/4, con d el didmetro de

la esfera dura. Cabe mencionar que el inverso de 7 se le llama también la movilidad, |126].

Los detalles pueden consultarse en el apéndice D.1
*Ver ecuacion (C.21) del apéndice C.
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4.4. Ecuacién de Fokker-Planck para el gas de Lorentz relativista

En el limite ultra relativista el pardmetro z, < 1, condicién satisfecha cuando la temperatura es muy

alta, la funcion de Bessel puede aproximarse? de la siguiente manera

1 KT 2 ;
67%0<1+ZG+ZG(1+41n(z2c>+4%)_j1§+.__ | (4.24)

12

nUR

myc 12 64
donde v, = 0,577215664 . . . es la constante de Euler. Podemos notar que la dependencia en la temperatura
es distinta en cada caso (4.23) y (4.24).

Siguiendo el procedimiento que se describe en [127], obtenemos la solucion a la ecuacion de Fokker-Planck:

fB(pB7t) = "5 3 €Xp [_
[2m kT (1 — e~21t)]2

(4.25)

(piB _ péBe*nt)(piB _ PioBefm)
2m kT (1 — e~2nt) ’

donde péB es el momento inicial. En el limite cuando ¢ > 1! la ecuacion (4.25) se reduce a la distribucion

L es el tiempo en que el sistema relaja al equilibrio. Notemos que las

de Maxwell-Boltzmann, es decir, n~
correcciones relativistas a la funcién de distribucion de las particulas Brownianas (4.25) se encuentran
en la correspondiente expresion para 7. Si tomamos como ejemplo el caso no relativista (4.23) a primer

orden, tendriamos que el tiempo de relajacién se modifica

9

1~ -1 -1

n =, (1—82G —i—...>, (4.26)

donde 19 = 3§;Ga /2m,mkT, es el término dominante del coeficiente de friccién-viscosidad no relativista.
B

Podemos apreciar que la modificacién relativista disminuye la magnitud del tiempo de relajacién por un
término de orden zgl, dicho en otras palabras los efectos relativistas desaparecen pasado un tiempo de

—1 N P . ~
orden z_ " que en ese limite es muy pequeno.

4.4. Ecuacion de Fokker-Planck para el gas de Lorentz relativista

Consideremos ahora el gas de Lorentz [128, 129], es decir, una mezcla binaria donde uno de los consti-
tuyentes se considera como gas de fondo y estd conformada por particulas pesadas no relativistas con
masa en reposo m,,, y la velocidad de cada particula v, < c. La otra especie se considera relativista y

ligera, es decir con masa pequefia en comparaciéon con la masa del gas de fondo m <« m_, ademés la

leR)
densidad es mucho menor que la del gas de fondo n <« n,. Claramente este sistema puede considerarse
como el caso complementario al estudiado en la seccién anterior donde particulas pesadas no relativistas

se difunden en un gas de particulas ligeras relativistas.
Este sistema se ha utilizado para modelar un plasma débilmente ionizado o la termalizaciéon de particulas
en un bano térmico [130, 131, 132|. Algunas versiones relativistas se han estudiado en [12, 133, 134] y

[135], por ejemplo, para el caso de un haz de electrones en un plasma relativista. En [133] se hace un

3Ver ecuacion (C.24) del apéndice C.
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4.4. Ecuacién de Fokker-Planck para el gas de Lorentz relativista

analisis para identificar a una ecuacion de Fokker-Planck para el gas de Lorentz relativista en el que la
distribucién es una funciéon del 4-momento. Esto permite dividir de forma aditiva la dependencia de la
energia y el impulso espacial; a continuacién, cada parte obedece a una ecuacién correspondiente Fokker-
Planck. Los términos de la parte de la energia pueden ser identificados en el limite no relativista con el

obtenido por Chapmann y Cowling [129].

En esta seccion estudiaremos el sistema de manera anéloga al sistema de la seccion anterior. En [47], se
encontré que la difusion de las particulas ligeras relativistas, en un gas de particulas pesadas no relativistas,
puede describirse con una generalizacién relativista de la ecuacion de Fokker-Planck a partir de la ecuacién
de Boltzmann relativista (4.2), siguiendo el mismo procedimiento que se utilizo al estudiar el sistema de
la seccion anterior. En este caso la relacion entre las energias resulta ser p°/ pOG < 1, que es el inverso
del caso de particulas Brownianas. Esto significa que la diferencia en el momento de las particulas que se

difunden puede aproximarse de la siguiente forma

Agl = —¢ (4.27)

Esta relacion involucra sélo la componente cero del 4-momento de las particulas que se difunden en
comparaciéon con el movimiento browniano relativista discutido en la seccién anterior para que en lugar
de p¥ se tiene pg. Ahora es necesario incorporar esta aproximaciéon en (4.8) para determinar la integral
T. Esto se hace en detalle en el apéndice D.2. De los resultados del apéndice Z se puede escribir como un

operador diferencial:

- Oh . 0%h
7=-C"— ¥ 4.28
op* + OptopJ ( )
donde )
- p| <P°> KT 1
C'=2rc—n,a |1+2— ] —=| P’ 4.29
po e pl) mge? (4:29)
g ol -
D" = 2cho{ [pzp] (4a1 — 3ag) — azn”|p| ] +
1/p°\? kT o -
— | — ) —— |5p"’ (4a1 — 3az) — 0 8 ) . 4.30
3 () o [ov'w!(aar = 3a2) — 7P (801 + 500 (4.30)
En la ecuacion (4.29) y (4.30) se introdujeron las siguientes integrales
(1) = [ o (1plx) (1 = cos ) sin (4.31)
a2 (o) = [ o (Ipl. ) sin* xax (4.3

ambas contienen a la seccion eficaz o (|p|, x) v sera necesario especificarla para obtener su valor explicito.

Nuestro objetivo seré aproximar la integral de colision de la ecuaciéon de Boltzmann (4.5) por un operador

diferencial. Después de un calculo largo pero elemental que consiste de reorganizar de las funciones h y
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4.4. Ecuacién de Fokker-Planck para el gas de Lorentz relativista

f (0) para expresar el producto f (07 en términos de f v sus derivadas, se obtiene que el lado derecho de

la ecuacion de Boltzmann (4.5) se aproxima por la siguiente expresion:

of O i ij *f ; Of
B +8pi(F f)=D oy op A oy vf, (4.33)
donde se definen
i i C Nij.
A'=C"+ k:TpOD Djs (4.34)
0
_ ¢ ij |, . o PiPj _ PN i,
(o 3 ()] on)

Haciendo uso de (4.29) y (4.30) tenemos que A’ y v pueden escribirse como:
0 2 0\ 2
: - a2\ cp” (|p| p kT
A= qpli—2(1=-2) 2 (P} o (L
"p[ < )kT<p> <|p|> Mg
0
D o as
() (122 4.
() (-5i2)] 40
, =z (e () e (Il
kT \ p° 2a1 kT o
kT 0\ 2 0
TRy sa (PN Tp (4.37)
2mg,c? 14 aq Ip| 2p0G

donde podemos factorizar el coeficiente de friccidén-viscosidad 77 en funcién del momento de la difusion de

_l’_

particulas:

7(1pl) = 206 ¢ Bl (o). (4.38)

La ecuacion (4.33) es una ecuacion generalizada tipo Fokker-Planck, donde D% es el tensor de difusion,
A es el vector de friccion dindmica, ademas de un término adicional proporcional a f cuyo coeficiente
v puede asociarse a un frecuencia caracteristica o un tiempo de relajaciéon de manera similar que en el
modelo BGK [114].

Todos los coeficientes (4.30), (4.36) y (4.37) son funciones de |p| y para determinarlos expresamente
necesitamos especificar la secciéon eficaz diferencial. Vamos a utilizar el modelo de esferas duras donde
o es constante?. Con esta aproximacion a la integracion en el angulo Y, las integrales en (4.31)-(4.32)

pueden efectuarse dando como resultado

4
=20y ay= 3% (4.39)

4Para una justificacion fisica de esta aproximacion véase, por ejemplo la eleccién de la seccion transversal de la dispersion
de fotones en un gas de electrones no relativistas en [12].
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4.4. Ecuacién de Fokker-Planck para el gas de Lorentz relativista

Por lo tanto los coeficientes correspondientes para este caso son

2
y N P\ 5 p° kT
) o - 7 I L R 7 e v
Nus [(p pJ 3 n + 1 |p‘ mG02 X
.. 58 y
7 e 2,4
(w7 = 3o
0 2 0\ 2 0
A= g g [ 2 (YT (PR KT 16
s KT \ 1 pl/ mae® 315
2 0 2 kT
2( (RN T AT
3 kT p0 2mc?

16 p° 2 7 p°
(3 () ) - 2p] )

donde el coeficiente de friccidn-viscosidad, para seccién transversal constante

, (4.40)

(4.41)

| S

_ c|p
nHSW

Nys = 47TnGc|Li)’ o. (4.43)

p
Hay que notar que los coeficientes (4.40)-(4.42) tienen varias contribuciones. Por ejemplo, el tensor de
difusion tiene dos términos, uno multiplicado por (32z.)~!, donde recordemos que 3 = |p|/p". El vector
de friccion y la frecuencia caracteristica también tienen un término como éste, pero para estos coeficientes
hay otra contribuciéon del orden p°/ pg < 1 de la cual se puede prescindir debido a la aproximacion de

gas de Lorentz.

De la ecuacion (4.43) vemos que el coeficiente de friccion-viscosidad 77 no depende de la temperatura, a
diferencia del caso anterior del movimiento browniano relativista (4.23), donde n o< kT'. En este caso,
depende de la velocidad de la particula del componente que se difunde |p|/p® = v/c. Fisicamente esta
diferencia puede considerarse razonable. De hecho, en el caso de particulas brownianas no relativistas que
se difunden en un gas relativista, la velocidad de las particulas brownianas es aproximadamente igual
a cero, en promedio, y por lo tanto no contribuyen a los coeficientes correspondientes que resultan ser
proporcionales a la temperatura. En el caso del gas de Lorentz la situacion se invierte, de los coeficientes
correspondientes se espera que sean proporcionales a la velocidad de las particulas que se difunden, ya que
al ser relativistas tienen velocidades altas en comparaciéon con el componente del gas. Este comportamiento
marca la diferencia entre las dos situaciones complementarias. Como podemos ver de la expresion (4.43),
el coeficiente friccidn-viscosidad en el limite ultra relativista es constante y proporcional a la velocidad de
la luz. En el régimen no relativista este coeficiente es proporcional a la velocidad de las particulas que se
difunden [130].

Ahora se describen brevemente los casos limite no relativista y ultra-relativista de D%, A* y v correspon-
dientes a las expresiones (4.40), (4.41) y (4.42), respectivamente. Notemos que cada coeficiente incluye un

par de términos que contienen, un factor de (k7 /m.c?)(p°/|p|)? v ¢lp|?/kTp". En ambos casos limite el
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4.5. Ecuacién de Fokker-Planck manifiestamente covariante para el gas simple

término correspondiente al primer factor es despreciable. En el caso no relativista, esto se debe al hecho de
que el factor tiene la forma (kT /mv?)(m/mg) ~m/m, < 1, donde kT /mv? ~ kT /(mv?) ~ 1. Por otra
parte, en el caso ultra-relativista p/|p| ~ 1y, puesto que el gas de fondo es no-relativista, kT / Mg <1,
esto hace que el primer factor sea despreciable también en este limite. El segundo factor en ambos casos
adopta la forma del cociente entre la energia correspondiente y energia térmica, k7. En este punto, en el

caso no relativista tenemos

2
DYp = Tyn <pzp] - |3’77” > : (4.44)
: - : 2 mu?
A;R == TINRPl (1 - g kT ) ) (4'45)
2. mu? 2

donde 7, = 4mn,vo. Mientras que en el limite ultra relativista son

i i |pl? ij

Dy = e (PP =50, (4.47)

i - 2 cp”

AUR = TNygrb (1_3kT>’ (4.48)
2_ ¢ cp

Yor = 3nURI<:T<1_I~cT | (4.49)

donde 7, , = 4mn co. Es interesante que en ambos casos limite, el tensor de difusion y el vector de friccion
dindmica tienen la misma forma respectivamente, con el inico cambio, en el limite no relativista la energia

2 mientras que en el relativista tiene la forma cp®. Por otro lado, la frecuencia caracteristica v,

es de mv
se comporta de forma cuadratica en la relacion entre las energias cinética y térmica correspondiente, en

ambos casos limite (4.46) y (4.49).

4.5. Ecuaciéon de Fokker-Planck manifiestamente covariante para el gas
simple

Un sistema que también admite una descripcion a través de una ecuacion de Fokker-Planck es el gas simple
relativista que estudiamos en el capitulo 3, pero ahora en una situacién no en equilibrio, pero cercana
a ¢él. En particular para este sistema puede escribirse una ecuacién de Fokker-Planck covariante. Una
formulacion covariante es ventajosa ya que permite una mejor comprensién y manejo de las cantidades

fisicas asociadas a los sistemas relativistas.

Para obtener el operador de Fokker-Planck para el caso de un gas simple se puede considerar que la
transferencia de momento es pequeno durante las colisiones entre las particulas, como se realizo en las

referencias [105] o [129, 136, 137] para el caso no relativista.
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4.5. Ecuacién de Fokker-Planck manifiestamente covariante para el gas simple

En la referencia [105] el término de colision relativista, en una versién no manifiestamente covariante, se
aproximo por un operador de Fokker-Planck y iinicamente se argumentd la forma cémo se podria conseguir
una forma covariante. En esta seccién seguiremos la metodologia de [105] manteniendo la covarianza
manifiesta en cada etapa del analisis, es decir, utilizamos vectores de espacio-tiempo en lugar de los
vectores espaciales como en [105]. Esto nos permite deducir una generalizacion covariante relativista de

la relacion de fluctuacion-disipacion Einstein entre los coeficientes de friccion y difusion [49].

Consideremos una particula del gas que se caracteriza por sus coordenadas espacio-tiempo z{ y los
componentes de sus 4-momento p{'. Como vimos en el capitulo 3 la evolucién de f se rige por la ecuacion

de Boltzmann relativista (4.1) que puede ser reescrita en forma ligeramente distinta

0 O(f1 K«
(136373; - ml(é:;a) = 2/(f§f{ — f2£1)8 (popph — m2c®) H (p3) FodQd ps, (4.50)
1 1

donde H(py) es la funciéon escalén unitario de Heaviside que se introduce para considerar solo energias
positivas al integrar en pg. La presencia de la funcién delta de Dirac toma en cuenta la condicién de la

capa de masa (pJ)% — p3 = m?c2.

Para aproximar la integral de colisién suponemos que durante la colisién de dos particulas su momento
pf, p§ se modifica tnicamente por pequenas cantidades Ap{ y Ap§, de tal manera que la funcion de
distribucion f/ = f(p'®) puede desarrollarse alrededor del momento antes de la colision. Truncando hasta

términos de segundo orden en Ap{ obtenemos

WOft 1, oa 5 02N
o + s ApTAp ;
Lopgy T 2P1oR opeop’

f(01) = F f + Ap) = f(p) + Ap (4.51)
donde f1 = f(p{). Antes de insertar (4.51) en el término de colisién (4.50), es util introducir un nuevo
conjunto de variables. Estas son el momento total y el momento relativo de las particulas, que se definen

de la siguiente manera

P = p§ +pf, Q" = py — pf, (4.52)
1 1
=5 (P =QY), P =5 (P Q). (4.53)

Ademas, estas variables satisfacen las siguientes relaciones [12]
P*=P"* P%Qa=P"Q,=0, and P*=P°P,, Q®=-Q"Qa. (4.54)
Asi, los momentos transferidos Ap{ and Ap§ pueden escribirse en términos del momento relativo
(03 /o (03 1 (0% (6% /o (0% 1 o

Con las ecuaciones (4.51) y (4.55) podemos reescribir el integrando de la integral de colision en la forma

o 0
Q™ 0Qs

Fofi — fofy = DQ S0 (i) + 5 AQAQ (f112), (4.56)

0Q~
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4.5. Ecuacién de Fokker-Planck manifiestamente covariante para el gas simple

donde identificamos

0 1/ 0 0
==-|l=—-=. (4.57)
oQ~ 2 \0py Opf

Usando estas variables, podemos calcular las integrales sobre los angulos df) = sin ydxde, donde en este
caso  es el angulo de dispersion. Para realizar los calculos, elegimos coordenadas tales que las componentes
espaciales del momento total son cero, el sistema de referencia donde esto ocurre se conoce como el marco

del centro de momento:

P* — (P°,0), Q" = (0,Q), (4.58)

la segunda relacion en (4.58) se sigue de las propiedades (4.54). Necesitamos una expresion para AQ®, en

este marco de referencia. Asumiendo que Q esta sobre el eje 23, y escribiendo Q' en coordenadas esféricas,

obtenemos
0 0 0
0 sin x cose sin x cose
o /o (6%
Q=@ 0\’ @ =Q sin ysine |’ - A0 sin y sine (4.59)
1 cos Y cosy — 1
Podemos integrar sobre los angulos x y € tal que
/AQadea sin ydy = —Q“®, (4.60)
donde
O =27 /(1 — cos x)o sin xdy, (4.61)
Notamos que el producto AQ*AQ” puede arreglarse como la siguiente matriz
0 0 0 0
2| O sin? y cos? e sin? y cos e sine (cosx — 1)sin x cose
Q . 9 : s o N . (4.62)
0 sin” x cosesin e sin” x sin” € (cosx — 1)sin xsine
0 (cosx —1)sinycose (cosy —1)sinxsine (cosx — 1)?
integramos entonces cada componente sobre el angulo € para llegar a lo siguiente
0 0 0 0
. 0 msin?y 0 0 .
o B8 _ N2
/ AQ*AQ"deo sin xdx = Q / 0 0 rsin? x 0 o sin ydx. (4.63)
0 0 0 27(cos x — 1)2

A continuacion nos limitamos a la aproximacion de colision rasante (como en el caso no relativista [136]),

de modo que el angulo de dispersion es pequeno y por lo tanto se satisface la siguiente aproximacion
J— ~Y _1 2 1 2 ~Y p—
cosy — 1~ 5X 5 sinx = 2(1 — cos x), (4.64)
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4.5. Ecuacién de Fokker-Planck manifiestamente covariante para el gas simple

como el término (cosy — 1)? es de orden x* puede despreciarse. Ahora podemos expresar la matriz del

lado derecho de (4.63) en el marco del centro de momento

0 00O
0100 o PP QeQ°
0010 —>—<n5— g ) (4.65)
0 000
donde n*? = diag{+, —, —, —} es la métrica plana de Minkowski. De este modo la integral (4.63) se vuelve
papB anB
/AQO‘AQﬁdaa sin ydy = —Q? <77°‘5 =Y QQ? > D, (4.66)

Las integrales (4.60) y (4.66) pueden relacionarse calculando la divergencia de (4.66), obteniendo el si-

guien-te resultado

a0 /AQO‘AQBdEFU sin xydy = —2F®Q". (4.67)
Usando la ecuacion (4.60) en el lado derecho de (4.67) se puede escribir
90¢ /AQQAQﬁdEFU sin ydy = 2 / AQPdsFo sin xdy. (4.68)
Al sustituir (4.68) en la integral de colision (4.51), podemos factorizar una segunda derivada
507 / [ 507 (f1 fg)] AQAQP5(P? — Q* — 4m?c*)H(P®) FodQd*ps. (4.69)

Para volver a las variables originales, pi, p2, utilizamos (4.57). En estas variables los términos que con-
tienen la derivada de ps desaparecen debido al teorema de la divergencia. Finalmente se tiene la ecuacién
diferencial de Fokker-Planck manifiestamente covariante que ha resultado de una aproximaciéon en la

integral de colision [49]:

ofy (1K) 9 0 5
i +m =— A%) + D“ 4.70
1 By opy opr (1A% apsp’ 7 (1077). (4.70)

donde los coeficientes de transporte se definen como
A = 2 [ P} 5(pauph — ) HS) Fodd'p, (4.71)
DY = /ngp?Apf(S(pgupg — m202)H(pg) FodQd*p,, (4.72)

donde se hizo uso de (4.55) para expresar AQ® en términos de Ap§. A se conoce como el vector de friccion
dinamica, y D*? es el tensor de difusién. Como se adelanté en [105], en el marco del centro momento se

tiene Ap{ = 0 y la ecuacion (4.70) puede reducirse al caso conocido puramente espacial [105, 138].
La ecuacion (4.70) puede tomar la forma de una ecuacion de continuidad en el espacio de momentos

aafl _ _i a
P 920~ opo S (4.73)
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con 8% el flujo de densidad de particulas definido como
0
8% = fi (A +mX*) — — (lea5> . (4.74)
op;

Si no hay fuerzas externas K¢ = 0 se puede buscar la solucién estacionaria y espacialmente homogénea

cuando 8% = 0. Esto conduce a

o0l 0

A% = poB ngf + =5 (Daﬁ) . (4.75)
opy op}

Al igual que en el caso no relativista [136, 137|, podemos introducir consideraciones de isotropia para

representar los coeficientes de transporte de la siguiente forma

A
AY = Epa, D = —DyB, (4.76)

donde A es el coeficiente de difusiéon, m es la masa en reposo de las particulas, y D es el coeficiente de

difusion, que esta relacionado con la traza del tensor de difusion a través de D = —4D%,. Al sustituir
(4.76) en (4.75) es facil ver que
A o0l
fpa — —@T]aﬁ 4n['3fl . (477)
m apl

Para continuar tenemos que realizar la derivada en (4.77) y para ello necesitamos la funcion de distribucion
f1 para el caso estacionario y homogéneo. Ahora, la condiciéon 8% = 0 corresponde a la situacién de
equilibrio, donde el término de colisién desaparece. Por lo tanto en equilibrio, podemos hacer uso de la

funcion de distribucion Jiittner que obtuvimos en el capitulo anterior (3.41), que en d = 3 es

B NHEN,, mceO\ _g o
fp) = 2¢(me)3 Ky (me®) ( 27 ) e (478)

donde O, = 1. Con la sustitucion de (4.78) en (4.77) se obtiene que el vector de friccién se puede escribir
como
e A a a B oo
A% = —p® =DO” = —4D' ;0. (4.79)
m
Esta es una generalizacion de la relacion fluctuacion-disipacion de Einstein entre los coeficientes de fricciéon
y difusion [122, 126] que en el caso no relativista tiene la forma D = kT A. Como se muestra en [49, 105],

esta expresion aparece cuando tomamos el limite no relativista del producto de la ecuacion (4.79) por pq,

. D
es decir, A = 0%,

4.6. Discusion

La necesidad de interpretar ciertos fendémenos astrofisicos y de altas energia de corriente nos conduce
naturalmente a investigar mas a fondo la incorporacién de los principios de la teoria cinética con los de la
relatividad. En particular, al estudiar la ecuaciéon de Boltzmann relativista puede resultar ttil aproximar

el término de colisiéon por un operador diferencial tipo Fokker-Planck ya que en este se puede estudiar
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el comportamiento de los coeficientes de transporte correspondientes que acompafian a la funcién de

distribucién y a sus derivadas.

En este capitulo hemos considerado aproximar el término de colisiéon de la ecuaciéon de Boltzmann re-
lativista para dos mezclas binarias con condiciones distintas y complementarias. El punto de partida
de nuestro anélisis es la ecuacion de Boltzmann relativista en el que la distribucién es una funcién de
momento espacial, utilizando la condicién de la capa de masa. Las mezclas binarias se describen por un

conjunto de dos ecuaciones de Boltzmann acopladas, una para cada componente.

Dadas las caracteristicas de los sistemas estudiados, la integral de colisién de la ecuacién de Boltzmann
correspondiente se redujo, primero a una integral de colisién de la interaccién entre particulas de distinta
especie. En ambos casos el gas de fondo se considera en equilibrio. En el término de colisiéon restante se
hace un desarrollo de Taylor de la funcién de distribucién, hasta segundo orden, es de ahi que aparece
el operador diferencial. Para identificar los coeficientes de transporte es necesario realizar las integrales
restantes; es aqui donde cada caso estudiado sigue distintas aproximaciones en relacién con el cociente de

energias entre los componentes de la mezcla.

El primer caso corresponde al gas de Rayleigh o movimiento Browniano relativista que consiste en una
componente diluida formada por particulas pesadas no relativistas difundiéndose en un gas en equilibrio
de particulas ligeras que si son relativistas [105]. Se encontr6 que la integral de colisién se aproxima por
una ecuacién de Fokker-Planck cuyo coeficiente es llamado coeficiente de friccién-viscosidad 7 para el cual
se obtuvo una expresion en el caso de seccion transversal constante. Ademés se obtuvieron los casos limite
ultra relativista y no relativista. En este tultimo el término dominante coincide con lo conocido para el
gas de Rayleigh [119, 120].

Es necesario enfatizar que en el gas de Rayleigh relativista analizado aqui, la relajaciéon al equilibrio del
sistema esta dada por colisiones y no por procesos estocasticos relativistas como en [117, 118]. Como es bien
sabido la ecuacion de Fokker-Planck en el caso no relativista aparece como una aproximacion a la ecuaciéon
de Chapman-Kolmogorov que es la ecuacion central de los procesos de Markov. Esta aproximacion consiste
en suponer que la evolucién estocastica en Chapman-Kolmogorov se da a través de saltos infinitesimales
en un proceso de difusion. Saltos discontinuos o de diferente naturaleza afiaden derivadas de érdenes
superiores a la ecuacion de Fokker-Planck, esto se conoce como expansion de Kramers-Moyal [139, 140].
Podemos preguntarnos si las ecuaciones relativistas en las referencias [117, 118, 141| son unicamente
analogias matematicas de las ecuaciones Fokker-Planck y Langevin. Esto debido a que, ademas de que su
interpretacion fisica es confusa y no se ha llegado a un consenso en la comunidad [118], no parece haber
algtin principio fundamental detras de ellas como en el caso de la ecuacién de Chapman-Kolmogorov no
relativista. La ventaja de nuestro enfoque es que podemos describir la difusion en el sistema a través de

aproximaciones fisicas sin necesidad de introducir generalizaciones poco claras de los procesos estocasticos.

El segundo caso considerado fue un gas de Lorentz relativista, que esta formado por dos componentes uno

de los cuales esta formado por particulas ligeras relativistas que se difunden en un gas en equilibrio que
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se compone de particulas mas pesadas y no relativistas cuyo equilibrio se describe por la distribucién no-
relativista de Maxwell-Boltzmann. Este sistema ha sido considerado previamente en la literatura [133, 12].
A diferencia de los casos antes estudiados en este caso llegamos a una ecuacion de Fokker-Planck (4.33)
que contiene un término sin derivada de la funciéon de distribucion. Ese tipo de términos han sido utilizados
en la literatura para modelar fuerzas motrices [142], tasas de creacion o aniquilacion, tasas de crecimiento
[143], tasas de reaccion [132], y procesos de produccion en general. Es comun utilizar este tipo de términos
para describir efectos de retardo o memoria [144]. En la referencia [145] se estudia un sistema difusivo con
un término que codifica la fuerza de la memoria, analogo a nuestro coeficiente v. Aunque en este trabajo
los coeficientes son constantes, el inverso de este coeficiente también corresponde al tiempo de decaimiento
del sistema y da lugar a soluciones estacionarias no triviales que dependen de la distribucién inicial. Hasta
donde sabemos no se conoce hasta la fecha cual es el papel de dichos términos en los sistemas relativistas

y su analisis a fondo se deja como perspectiva.

Los coeficientes (4.30), (4.36) y (4.37) delante de la funcion de distribucion y sus derivadas resultan ser
funciones del momento espacial de acuerdo con la literatura en el caso no-relativista [129, 130], asi como
en el caso relativista [133]. Para continuar el analisis hemos utilizado una secciéon transversal constante
obteniendo coeficientes bastante simples en la que dos contribuciones se pueden distinguir facilmente,
cada uno multiplicado por los factores de (KT/mc?)(p°/|p|)? v c|p|?/kTp°, respectivamente, y que son
cualitativamente similares a los de [133] para los términos de la energia y el impulso espaciales. Nos dimos
cuenta de los primeros factores, es decir, (z, $%)~1, son los mismos en la contribucién de la energfa que
[133], y puede ser despreciado en el limites ultra y no relativista. El segundo factor no puede despreciarse
y resulta ser, en ambos casos, la relaciéon entre una energia cinética correspondiente y la energia térmica
kET. Sin embargo, no debemos esperar que estas cantidades coincidan con las calculadas en [133] debido a
que la naturaleza de las aproximaciones utilizadas es distinta en ambos tratamientos. Sorprendentemente
en nuestro trabajo, asi como en [133] aparece un término sin derivada de la funcion de distribucion.
Nuestra frecuencia caracteristica v delante de dicho término, (4.42), tiene un comportamiento cuadratico
en la relacién entre las energias cinética y térmica correspondiente, tanto para los casos limite ultra y
no relativista. Para el tensor de difusiéon D% y el vector de friccion dinamica A? encontramos que estas
cantidades tienen la misma forma, en ambos casos ultra-relativista y no relativista, variando sélo la
energia correspondiente como se puede ver en (4.44)-(4.45) y (4.47)-(4.48). El comportamiento general de
los coeficientes de arriba (4.30), (4.36) y, en particular, v, (4.37), se deja abierto para investigar en detalle

en trabajos posteriores.

Por otra parte, como un trabajo a futuro seria claramente 1til para estudiar una versién manifiestamente
covariante en el andlisis anterior. A menudo es gratificante hacerlo no sélo para comprender mejor las
caracteristicas importantes del sistema relativista, sino de aclarar las cuestiones relacionadas con el cambio
de marcos de referencia (Véase, por ejemplo [46, 48]). En esa direccion se mostré como obtener un operador

de Fokker-Planck manifiestamente covariante para el gas relativista de una componente en la aproximacién
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de colisiones rasantes, cercano al equilibrio. Nuestro punto de partida fue la versién covariante de la
ecuacion de Boltzmann (4.50), donde se hizo un desarrollo de Taylor del término de colisién considerando
pequena la transferencia de momento, es decir, desviaciones de la distribucion manifiestamente covariante
(3.41) obtenida en el capitulo 3. Finalmente se pudieron reconocer los coeficientes de transporte como los
momentos de la distribucion (4.71) y (4.72). Ademaés, este enfoque lleva a una expresion covariante (4.79)

que generaliza la relacion de fluctuacion-disipacion de Einstein.
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Termodinamica estadistica de sistemas simples
cuantizados por lazos

La capacidad de la fisica estadistica para relacionar informacién microscopica de un sistema con su co-
rrespondiente descripciéon macroscopica resulta una idea atractiva para intentar relacionar la posible mi-
croestructura del espacio-tiempo con su correspondiente descripcién macroscopica que aporta la relativi-

dad general.

Entre las propuestas de teorias cuénticas de la gravedad se tiene una que es independiente del espacio-
tiempo de fondo: la llamada gravedad cudntica de lazos. En esta propuesta el esquema de cuantizacién
adoptado no es equivalente a la cuantizaciéon usual de Schrodinger de la mecanica cuantica. La aplicacién
de este esquema a sistemas simples con un ntmero finito de grados de libertad se conoce como mecénica
cuéantica “polimérica” . Tales modelos capturan algunas caracteristicas de la cuantizacion por lazos de
la gravedad. Resulta entonces relevante investigar las condiciones bajo las cuales los dos enfoques, el
polimérico y el Schrédinger, producen los mismos resultados fisicos, en particular para sistemas simples
como el oscilador armonico y otros. En este capitulo estudiamos la termodinamica de dos modelos formados
por sistemas unidimensionales cuantizados por lazos: un ensamble de osciladores armoénicos que puede
modelar vibraciones en un cristal o radiacién, y un gas ideal de particulas contenido en una caja de

volumen fijo.

Las modificaciones “poliméricas” de las cantidades termodinamicas con respecto a las usuales, estan rela-
cionadas con una escala de longitud que aparece en la cuantizaciéon por lazos. Este pardmetro puede
interpretarse, por un lado, como una escala fundamental como la longitud de Planck (¢, = /Gh/c? =~

10~33¢m), o bien, como un regulador para renormalizar el modelo y obtener su limite continuo.

Ademas de los factores numeéricos que dependen de las aproximaciones introducidas, estas modificaciones

'Es conviene aclarar que los lazos de este esquema de gravedad cuantica, corresponden a graficos encajados en el espacio
(esto se precisara mas adelante). Estos proveen un espectro discreto para los operadores geométricos como el de area y el
de volumen. Estos gréaficos asemejan estructuras poliméricas, de ahi el uso de tal vocablo.
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se pueden identificar con otras obtenidas en la literatura bajo la suposiciéon de la existencia de una longitud
minima y el correspondiente principio de incertidumbre generalizado. Mostramos que esta coincidencia se
puede explicar a la luz de la versién en la cuantizacién por lazos de la relacién de incertidumbre. Nuestros
modelos indican que este resultado para el anéalisis de muchos cuerpos de un sistema simple polimérico

cuéntico puede ser genérico.

5.1. Introduccién

El principal objetivo de la fisica estadistica es obtener informacién macroscépica de un sistema a partir de
la dindmica de sus componentes microscopicos. Como hemos visto en los capitulos anteriores estos métodos
pueden extenderse al régimen relativista y a muchos otros sistemas [146]. En vista de ello resulta atractiva
la idea de intentar relacionar la posible micro-estructura del espacio-tiempo que surge en propuestas de
cuantizacion de la gravedad, con su correspondiente descripcién macroscopica que aporta la teoria de la
relatividad general. Un ejemplo de ello, donde se utilizan métodos de la fisica estadistica es la llamada
gravedad estocdstica [42]. En este enfoque se generaliza la ecuacion de Einstein incluyendo un término
estocéastico que modela las fluctuaciones cuanticas del espacio-tiempo. Este término induce desviaciones
a las geodésicas clésicas de particulas que se propagan en el espacio-tiempo. Es decir, este enfoque hace

una analogia con las ecuaciones estocasticas de Langevin [126] que gobiernan el movimiento Browniano?.

Uno de los propésitos mas importantes de la gravedad cuantica es investigar la descripcion de la estructura
del espacio-tiempo a la escala de Planck (¢, = \/W/c3 ~ 10733c¢m). Entre las propuestas para cuantizar
la gravitacion se encuentra la llamada gravedad cudntica de lazos [147, 148], la cual surge al combinar la
mecénica cuéntica y la relatividad general en un esquema canénico independiente del espacio-tiempo de
fondo?. Un resultado crucial de esta propuesta es que los operadores cuanticos de entes geométricos como

la longitud, el area y el volumen tienen un espectro discreto.

El principal éxito de este enfoque ha sido el evitar la singularidad clasica asociada con el Big Bang que
surge en un tratamiento clasico basado en la Relatividad General. En lugar de la singularidad clésica
se obtiene un rebote cuantico o Big Bounce por donde la dindmica continta [149, 150, 151, 152]|. Hay
también algunos avances en la descripciéon cuantica de hoyos negros, se ha calculado la entropia de un
agujero negro de Schwarzschild a partir de bases microscopicas recuperando la férmula de Bekenstein-
Hawking [153, 154, 155].

En ambos casos la termodindmica tanto en equilibrio como fuera de éste, juega un papel clave en la
descripcién de dichos sistemas, por ejemplo al estudiar el proceso final de evaporaciéon de agujeros negros
[39]. Concretamente en el estudio de la historia térmica del universo, una de las etapas mas interesantes

de los inicios del universo son los origenes de los fondos de particulas primordiales [28], [67]. Como es bien

2Como se vi6 en el capitulo 4 hay alternativas al uso de ecuaciones estocasticas en la descripcion del movimiento Brow-
niano, en particular en su version relativista.
3Para una revision sobre este tema ver el apéndice E.
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conocido en la cosmologia inflacionaria, las perturbaciones de densidad y las ondas gravitacionales son
consistentes con las observaciones del Fondo Cosmico de Microondas (CMB) y podria explicar el origen de
la estructura en el universo [156]. Actualmente es de gran interés el estudio de los remanentes estocasticos
de gravitones y sus propiedades estadisticas [157], [158]. De hecho, en la cosmologia cuantica de lazos, la
etapa inflacionaria puede aparecer como un efecto de la geometria cuantica [159], [160]. Ademas, se han
calculado diversas contribuciones al espectro de gravitones producido durante el periodo superinflacionario
en el esquema de la cosmologia de lazos [161], [162], [163], [164].

Claramente es de interés comprender la descripcion termodindmica de los sistemas cuantizados en forma
polimérica o por lazos, en particular los sistemas simples pueden ser més faciles de explorar. La cuanti-
zacidn por lazos aplicada a un sistema con un nimero finito de grados de libertad se denomina mecdnica
cudntica “polimérica”. El término “polimérico” se utiliza debido a que en la gravitacién cuantica de lazos,
los estados cuénticos de la gravedad se representan por graficos encajados en el espacio, estos graficos
son muy similares a las complejas estructuras de las macromoléculas poliméricas. Este modelo ha sido
util ya que ilustra algunas caracteristicas mateméaticas y conceptuales que se plantean en la gravedad
cuantica de lazos [165]-[168], [169], particularmente tiene el mismo espacio de configuracion que el de la
cosmologia cuéantica de lazos [170], por lo que su anélisis podria ser de utilidad en el caso cosmolégico.
Se han estudiado ademaés simetrias espaciales, lo que ha llevado a un conflicto con el algebra de Galileo,
a diferencia de lo que ocurre en la mecanica cuantica de Schrodinger [171]. Este problema atn requiere

més trabajo para ser aclarado.

En la mecénica cuantica polimérica o de lazos, aparece un parametro que juega el papel de una escala de
longitud caracteristica. Hay al menos dos posibles interpretaciones para este pardmetro en la cuantizaciéon
por lazos. Por un lado se le puede identificar con una longitud fundamental como la longitud de Planck
by = /Gh/c3 =~ 10733cm), en este caso es de esperarse que los efectos resultantes sean diminutos.
Alternativamente se ha considerado a tal pardmetro como una escala reguladora que permite realizar
un procedimiento de renormalizacién al modelo; su limite continuo resulta ser la mecanica cuantica de
Schrodinger [166], [167]. Sin embargo, las investigaciones realizadas hasta el momento no son concluyentes,
ya que solo se analiza un sistema que tiene un flujo de renormalizacion trivial?. Por lo tanto la cuestion

de si la cuantizacién por lazos es equivalente a la usual en el limite continuo requiere mayor investigacion.

Esta cuantizaciéon también se ha utilizado para explorar la evasion de la singularidad clasica de los poten-
ciales tales como el potencial de Coulomb 1/7 [168], y 1/r? [172]; mostrando que la cuantizacién polimérica
de este tipo de potenciales singulares, puede producir una teoria fisica bien definida, sin cambiar el poten-
cial cerca de la singularidad. Esto abre la posibilidad de tomar en serio la cuantizacién por lazos como un
método de cuantizacion que, mas alld de sélo reproducir algunos efectos mateméticos de la cuantizaciéon

por lazos, también puede resolver algunos problemas en sistemas cuanticos comunes.

Resulta interesante que atin cantidades termodinamicas obtenidas desde un esquema estadistico, son

4En teoria cuantica de campo, el flujo trivial esta dado por la variacion de escala de las constantes de acoplamiento
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sensibles a este esquema de cuantizacion.

En este capitulo se considera, en primer término, la descripcién termodinamica de sistemas simples®.
Primero estudiamos los eigenvalores de energia para el oscilador armonico [165], y una particula confinada
en una caja con volumen finito. Para obtener cantidades termodindmicas como en mecanica estadistica
estandar [81], calculamos la correspondiente funcion de particién canonica a partir de los espectros de
energia anteriores. Las cantidades que hemos encontrado tienen correcciones que son funcién de la escala
caracteristica de la cuantizacion polimérica. Es importante aclarar que la discretez inducida por la escala
es la tnica fuente de correcciones ya que no estan presentes los efectos gravitatorios. Con este modelo
sencillo tratamos de dilucidar el papel que dicha cuantizacién no estandar puede jugar en un estudio

estadistico de sistemas de muchos cuerpos.

Las cantidades termodinédmicas modificadas por la cuantizaciéon de lazos que encontramos se asemejan a
aquellas obtenidas en el contexto de la fenomenologia de la gravedad cuéantica [173], [174]. Este enfoque
surge cuando se consideran algunos aspectos genéricos que aparecen en comun entre las propuestas de la
gravedad cuantica, como una escala de longitud minima y posibles violaciones a la simetria de Lorentz.
Estos aspectos se reflejan en una modificacion de la relacion de dispersion (MDR) entre la energia y el mo-
mento [175]-[178], y en una generalizacion de la relacion de incertidumbre (GUP) [179]-[182]. Tales efectos

gravitacionales cuanticos son importantes, ya que son susceptibles de constreiiirse experimentalmente®.

5.2. Representacion por lazos de la Mecanica Cuantica

En esta seccion describimos la cuantizacion por lazos de un sistema simple que consiste en una particula
no relativista en movimiento en un subconjunto de la recta real R llamado grdfico. Este modelo fue
introducido por Ashtekar, Fairhurst y Willis [165]. Si bien el modelo mimetiza la estructura discreta
subyacente del espacio, no captura cuestiones como el problema de las constricciones de la relatividad

general y no predice una estructura del espacio, sino que la supone’.

En la formulaciéon algebraica de la mecanica cuantica usual un estado esta representado por un vector en
un espacio de Hilbert H. Se definen los operadores auto-adjuntos O actuando sobre H, de tal forma que
sus valores esperados son los observables o cantidades medibles en el experimento. La evolucion estd dada
por una familia de de transformaciones unitarias en H generadas por el operador Hamiltoniano. La guia
bésica para construir una teoria cuantica a partir de un sistema que sigue las reglas clasicas es la relacién

entre el paréntesis de Poisson clasico y el conmutador que define el algebra de operadores

[01,05] = ~i{01, 0a}, (5.1)

5Cabe mencionar que sistemas como el universo temprano y los agujeros negros, son sistemas fuera del equilibrio por
lo que el anélisis deberia incluir los correspondientes procesos de transporte. Esto podria tratarse a través del esquema
proporcionado por la teoria cinética [129], [25].

De hecho, los limites actuales a violaciones de la invariancia de Lorentz son bastante estrictos [174, 175].

"Ver apéndice E para revisién conceptual de este tema.
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con h = 1 por el momento. De esta forma la cuantizacion consiste en reemplazar las variables canénicas
clasicas ¢, p de un sistema, por operadores auto-adjuntos que cumplen con las relaciones de conmutacion

canonicas:
4. 4] = [p,p] =0, (5.2)
[G,p] = 4p — pg = il, (5.3)
donde I es la identidad sobre el espacio de Hilbert H. Estas relaciones de conmutacién son las expresiones

que definen el dglgebra de Heisenberg. A partir de las expresiones (5.2) y (5.3) pueden definirse los operadores

acotados

U\ =M, V() = e, (5.4)
Se dice que (5.4) son operadores unitarios de un parametro con generadores ¢ y p respectivamente [183].
Dada la relacién de conmutacion canonica (5.3) se puede ver, aplicando la féormula de Hausdorff-Baker-

Campbell, que los operadores U y V satisfacen la siguiente relacién conocida como la relacion de Weyl

A~

UV () = eV (1)U N). (5.5)

Al conjunto de operadores U y v, junto con H se le llama la representacion del algebra. A la representaciéon
usual de la mecénica cuantica donde H = L2(R) y los generadores son p actuando por derivacién y &

actuando por multiplicacién, se le llama representacion de Schrodinger.

En la cuantizacion por lazos se construye el espacio de Hilbert cinemético H,1,, considerando un subcon-
junto 7 de la recta real llamado grdfico. El grafico 7 es una coleccién numerable de puntos v = {z;}jer C R
sujeto a condiciones técnicas que garantizan la convergencia de ciertas series (los detalles pueden consul-
tarse en [165]). Se define el espacio de funciones cilindricas Cyl, respecto a algtn grafico v, como el

conjunto de las funciones complejas univaluadas del tipo:
Cyly i= { S (k) : f(k) = 3 ek 5 € © Y1 < oo}, (5.6)
J J

donde f; son funciones complejas bien comportadas. Ademas se introduce el espacio de funciones que son
cilindricas respecto de algin gréafico simplemente como Cyl := U7 Cyl,. Finalmente el espacio de Hilbert
cinematico polimérico es la cerradura de Cauchy de Cyl respecto a un producto interno definido utilizando
la medida de Haar:
1 a+T )
(i) = lm — / dk e*@i=2i) =5, (5.7)
T—c0 a I

donde 4y, z; es la delta de Kronecker y los kets {|x;)}.;e son la base de Cyl,. Tomemos en cuenta que la
base de los estados en Hpoly, |;) es no numerable, estan etiquetados por niimeros arbitrarios z; € R. Este
espacio de Hilbert se puede expresar como H,o1y = LQ(]RBO;W, diLBonr), donde Rponr es R con topologia
discreta y es el dual algebraico de la llamada compactificacién de Bohr, R, de la recta real R; mientras

diponr s la medida de Haar definida en (5.7).
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En esta cuantizacion se escoge usar el dlgebra de Weyl, los operadores basicos utilizados en esta cuanti-

zacion son U(X) y V(u) y su accion sobre un estado |z;) de la base ortonormal es:
UN)|wi) = € |zi), V(p)lai) = |zi — p). (5:8)

Es importante notar que aunque el operador V(,u) provee un grupo unitario uniparamétrico en Hyory,
este no es débilmente continuo en el pardmetro u. Esto se sigue del hecho de que no importa que tan
pequeno sea p dos estados |x;) y V(u)|xl> siempre seran ortogonales, esto se debe al producto interno que
se introdujo en (5.7). Por un lado se tiene que

lm (| V (1) |2:) = 0, (5.9)

n—0

mientras que V(u = 0) = I y (x;]x;) = 1. De esta forma no hay un operador auto-adjunto p en Hpoy
que sea un generador infinitesimal de V(u) tal que pueda expresarse como en (5.4). En este caso de
la cuantizacién por lazos, el teorema de Stone-von Neumann [39] ya no es aplicable® el cual asegura
que cualquier representacion irreducible y fuertemente continua del algebra de Weyl es equivalente a la
representaciéon de Schrodinger usual donde el espacio de Hilbert es L2(R), el espacio de las funciones
de cuadrado integrable en R. Al no ser aplicable la representacién polimérica no es equivalente a la de
Schrodinger?.
Utilizaremos entonces el algebra Weyl-Heisenberg con la posiciéon & y el operador desplazamiento f/(u) en
lugar de el operador de momento; la relacién de conmutacién que siguen estos operadores es la siguiente:
[, V()] = =V (). (5.10)
Dado que no hay un operador de momento bien definido, cualquier funcién en el espacio de fase que
dependa del momento necesita ser regularizado. Sea g > 0 una escala elegida a conveniencia y que puede
ser considerada como una escala fundamental. Una de las opciones més sencillas consiste en definir un
operador anélogo al operador de momento de la siguiente manera:
K

o = [V(uo) - V(—Mo)] (5.11)

2ipo
Esta opcion se sugiere debido a que, en el caso de la mecanica cuéntica de Schrédinger, se puede hacer

un desarrollo del operador de translacion (5.4), para p pequena tal que a primer orden

D _ o—ipp

D= T—O(ﬁ ). (5.12)

8Por completez el teorema de Stone-von Neumann se enuncia de la siguiente manera:

Teorema 1 (Stone-von Neumann). Para un sistema con un nimero finito de grados de libertad sean (U, V; H)y (U’, V'
7:[') dos conjuntos irreducibles de operadores unitarios fuertemente continuos que cumplen el dlgebra de Weyl. Entonces U,
V;H)y (U, V'; H') son unitariamente equivalentes.

9En el caso de la cosmologia cuantica de lazos hay argumentos sobre cuales representaciones son correctas en el sentido
de que reproducen resultados conocidos [184].
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La dindmica estard dada por un Hamiltoniano expresado en términos del operador de traslaciéon V(u)

. B —

donde /V[7(:v) es un potencial que sélo depende de x, y el término cinético esta definido!® como [165]:
— 1 . .
Kp, = 47112(2 —V(2u0) = V(~2u0))- (5.14)
0

El espacio de Hilbert H,1, puede descomponerse en subespacios superselectos de dimension finita. Dada
la escala pi9, la accion del Hamiltoniano (5.13) hace que cada subespacio superselecto esté completamente
definido en una grafica regular = v(pg, z9) = {xo + poj} con j € Z 'y xo € [0, po), donde g es el tamano
del paso de la red regular y xo el punto de referencia (Fig. 5.1).

0 U Nu

/2% R N N I U N B

Figura 5.1: Red regular v de tamano pu.

Los subespacios son etiquetados por el punto de referencia xy y el espacio de Hilbert polimérico se
descompone como una suma directa de espacios de Hilbert separables superselectos H,
HPOZ?J = @ Hwo- (5.15)
20€[0,10)
Por lo tanto, la evolucién temporal puede describirse en espacios de Hilbert separables asociados a las
graficas regulares. Limitarse a un grafico, es matematicamente equivalente a resolver la versiéon discreta
de la ecuacion de Schrédinger convencional en una red regular. Considerando una posible regularizacién

del Hamiltoniano como (5.13), la ecuacion de Schrédinger podria escribirse como

od =
ih e 1(8)) = Hgl(0), (5.16)

donde el parametro temporal se elige como una variable continua.

Como veremos la relacion de incertidumbre polimérica tendra un papel importante en la interpretacion de
nuestros resultados. En [165] fue examinada en detalle esta relacion sin embargo, es necesario comentar
algunos aspectos relevantes en su formulacion. Se dice que un estado (V]| € Cyl* es un estado semiclésico
con respecto a cierto conjunto de observables y centrado en un punto (g, p) en el espacio fase clasico, si
los valores de expectacién de cualquier conjunto de observables, por ejemplo fl, es igual a su valor clasico

A(z,p), dentro de ciertas tolerancias especificadas 7,, de modo que las fluctuaciones son pequenas [165]

(w]Afw) N
;
N ~ 2
(@ Aws) [ (A
_ < 72 1
TesP \TepE ) S (5.18)

10Como el Hamiltoniano es el operador que da la dinamica del sistema, usualmente se cambia o — 2ju0.
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para graficos « suficientemente refinados. El estado ]\I/j ) es la proyeccion en Cyl, de (¥] € Cyl y se conoce
como estado sombra [165]. Se puede comprobar que las sombras de los estados coherentes poliméricos [165]
saturan la desigualdad de Schwartz, de la que se desprende una relacién de incertidumbre, que para dos

observables fisicos relevantes A y B es

(AAR(AB)? > i (14 B}>H2. (5.19)

Entonces, para obtener la relacién de incertidumbre correspondiente, primero tenemos que calcular el

conmutador entre los operadores # y K 1o~ Utilizando (5.10) y (5.11) obtenemos directamente que

. i (=~ ~ , 1 59—
o) = 5 (Vo) + Vo)) = (1= 3uRE, ). (5.20
en términos del operador I/(g\o. En (5.20) podemos notar que el conm/ugidor entre Ty K 1o 1O es simplemente
proporcional a la identidad, sino que tiene correcciones de orden Kﬁo, y puede escribirse en términos del

operador V.

En contraste a los enfoques fenomenolédgicos, con este modelo de cuantizacién por lazos tenemos una
representaciéon cerrada del conmutador canénico en lugar de tinicamente aproximaciones como ocurre en
las generalizaciones de la relacion de incertidumbre, (GUP). Para obtener el resultado buscado calculam-
os la norma del valor de expectaciéon del conmutador utilizando las sombras de los estados coherentes
poliméricos
2

(Az)*(AK,,)* = %e_;@TOQ (1 + cos2upk) ~ 1 — QMd%Q —u2k? + 0 (Zék2> , (5.21)
donde d es un parametro con dimensiones de longitud que caracteriza al estado semiclésico y que toma
valores especificos dependiendo del sistema que se considere. Por ejemplo, en el caso del oscilador arménico
d= /ijme.
La ecuacion (5.21) nos dice que hay al menos, dos condiciones que deben ser satisfechas por la escala iy,
primero g < d, v 1o < k~'. Notemos que a primer orden en p recuperamos la relaciéon de incertidumbre
usual identificando p — hK 1o La expresion obtenida (5.21) puede ser comparada con el principio de

incertidumbre generalizado [185]

Azap =" 1+€?’”'”A2+ (5.22)
T p—2 5 D R I .

donde £,,;,, es una escala de longitud minima y Ap es el correspondiente rango de momento. Observemos
que el término de modificacion en (5.22) es similar al segundo término de correccion en (5.21). De (5.21)
vemos que la relacion de incertidumbre polimérica es mas compleja que (5.22) debido a que hay dos tipos

de condiciones sobre la escala, como consecuencia del tipo de cuantizacién.
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5.3. Eigenvalores del Hamiltoniano Polimérico

De la ecuacion (5.16) nos damos cuenta que la ecuacion de eigenvalores correspondiente a resolver seré

Hy, |0y = Ely), (5.23)

En el caso del Hamiltoniano regularizado (5.13) en una red regular y(zo, io), cualquier estado [¢) € Hpopy

es de la forma

= Zw(mo + jro)|zo + jpo)- (5.24)
JEL
Al substituir [¢) de (5.24) en (5.23) obtenemos una ecuacion en diferencias en la representacion de

posiciones
2
gz (2002) = 0la; + o) (o — o) = (B = W (ay)] b4z (5.25)

donde x; = x¢ + juo. Utilizando la transformada de Fourier discreta definida como

W(k) = (k) = d(wo + jo)e” Hrotino), (5.26)

JEL

con k € [—m/po, /o), y la funcion ¢ (k) que satisface la condicion

() (g)

la ecuacion (5.25) se puede escribir de la siguiente manera:

pgm pgm : ik j

— 3 B —coskuo |U(k) = — =5 > (w0 + juo)W (o + jpo)e Hlrotimo), (5.28)
JEZL

En general, se analiza el potencial W (x) y se reescribe el factor u3m/h? en términos de alguna longitud

caracteristica del sistema d para asi obtener el espectro correspondiente. En el analisis siguiente nosotros

consideramos dos casos especificos: el oscilador armoénico y una particula en una caja.

5.3.1. Oscilador Armonico

El oscilador armoénico polimérico o cuantizado por lazos se habia estudiado en [165], utilizando el potencial
W(x) = hwx?/2d? en (5.28) reemplazando la masa en la ecuaciéon de Schrédinger con la longitud d? =
h/mw que es caracteristica del oscilador. Después de realizar una transformada de Fourier al lado derecho
de (5.28) para este potencial se obtiene una ecuaciéon diferencial de segundo orden que puede reconocerse
como una ecuacion de Mathieu. Como es bien sabido [68|, hay una infinidad de soluciones cuasiperiodicas
de esta ecuaciéon. Ademés, la ecuaciéon de Mathieu tiene eigenvalores discretos en un desarrollo asintotico
del cual puede identificarse el siguiente espectro de energias

1 2n? 4+ 2n+1
E, = <n + 2) Fe — <”+32”+> A2 + O(AY), (5.29)
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donde introducimos A = p9/d como un parametro de longitud adimensional, con g < d. Los términos en
(5.29) que modifican el espectro usual del oscilador en el esquema de Schrédinger, disminuyen la energia

por un factor del orden de O(A?).

De (5.29) podemos ver que el espectro no esta acotado por abajo. Esto es un indicio de que considerar este
espectro como el correcto no tiene sentido fisico a este orden en A, es probable que a ordenes més altos
el espectro polimérico tenga una comportamiento distinto. En esta aproximacién estamos considerando

unicamente el primer término en un desarrollo de la forma
E,=E9 + ADE N +APE, () +..., (5.30)

. (0 . S 1 .
aqui E,(L) es el espectro conocido en la cuantizacién de Schrodinger. Para garantizar que este espectro
no tenga energia infinitamente negativa, pedimos que el primer término sea mucho mayor que la primera
correccion, esto nos da una condicién sobre el valor que el niimero cuéntico n puede tomar para que la

aproximacion sea valida, es decir, existe un n.,q; que depende de A
Nomaz = 16A72 (5.31)

Esto significa que no podemos explorar el espectro con valores de n mayores que la cota impuesta en (5.31).
En [165] se estimé este valor para una longitud minima de pg = 107'9m que corresponde a la maxima
energia que puede ser alcanzada experimentalmente, y con d = 107!?m caracteristica de la molécula de
monoxido de carbono, lo cual nos da A = 1077, con lo que podemos calcular 1,4z, v asi los eigenvalores que
corresponden a valores mayores de ez ~ 10 no tienen realidad fisica. Esto podria tener problemas con
el limite clasico n — oo. No obstante, una posibilidad es que en el limite pg — 0 se recupera ny,q; — <.
Otra opcion es que, como se muestra en [166] antes de llegar al limite clésico, es posible que sea necesario
implementar el limite continuo en el que la cuantizacién por lazos que aproximara a la mecanica cuéntica
de Schrodinger. Alternativamente en [166] se introduce una energia de corte (cut-off) en los eigenvalores
de energia, que depende de la escala que se utiliza en la regularizacién. Este esquema es natural en el
sentido de que el péndulo considerado en [166], es un sistema que se tiene a la mano y que se sabe se
aproxima asi por el oscilador armoénico. El problema de la introducciéon de una escala de corte para los

sistemas cuantizados por lazos se abordari més adelante.

5.3.2. Particula en una caja

El siguiente ejemplo consiste en una particula confinada en una caja de tamafio L = Npg. En este caso,
en lugar de trabajar en el espacio de Fourier, podemos utilizar directamente la ecuacién en diferencias

(5.25). De la misma forma que en el caso usual, el potencial puede definirse como

0, xo<uwzj<wzo+L;
00, de otro modo

W(z;) = { : (5.32)
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donde ¢y € [0, p). A través de estas condiciones de frontera este potencial puede extenderse sobre todo
Hpoly- La funcion de onda sélo puede entenderse dentro de una region donde la particula estd confinada,
fuera de la cual es igual a cero. Dentro de esta region la particula se comporta como una particula libre.

Una version de la particula libre polimérica fue estudiada en [167].

P(xo) = Y(L+x9) =0, Vo € [0, o). (5.33)

Recordando que, dado que x; = xg + jpuo, la funciéon de onda sélo puede tomar valores enteros, podemos

reescribir de manera conveniente la ecuacion (5.25):

s+ - (2= 2088) 4 1) +0) =0 (530

Siguiendo [186], la solucién de una ecuacion en diferencias de segundo orden es
donde a; son coeficientes constantes y A; son las raices de la ecuacion caracteristica:

2mEp3
A2 (2— mh2“0>A+1:o. (5.36)

Las soluciones de (5.36) son de la forma

B mEu} 1 SmEu% mEu%

Para energias positivas, el argumento de la raiz cuadrada, nos da una relacién entre la energia y 2h%/ m,u%.

Si E > 2h?%/ mug, las raices A+ son nimeros reales'!, sin embargo, cuando se aplican las condiciones de
frontera, ambas soluciones llevan a la solucion trivial ¢(z;) = 0. Podemos pensar que la escala minima p
impone un corte de energia, de tal forma que energias mayores que dicho corte no tienen sentido fisico.
El tinico caso fisicamente significativo es cuando E < 2A%/myu3 el cual nos da raices complejas para A,
dado por [186]:
¥(j) = C1sin(jh) + Ca cos(j6), (5.38)
esta es s6lo una posible parametrizacion de (5.35) en coordenadas polares, donde cos§ = (1 —mEu3/h?).
Imponiendo las condiciones de frontera (5.33) en (5.38), encontramos que § = nwA, en este caso A = ug/L
y n € Z. La eigenfuncion de (5.34) puede escribirse como
tp(xj) = C sin (nﬂ)\zé), (5.39)

donde C es un factor de normalizacién

c= Y sin? <n7r)\$j> . (5.40)

= Ho

[N

1] segundo caso lleva a raices degeneradas para las cuales la solucion (5.35) cambia a ¥(5) = A7 (a1 + azj).
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Con (5.39) podemos decir que el correspondiente eigenestado (5.24) como
[Un) =C Y sin <nm””j> |z;). (5.41)
Ho
T

Por otro lado encontramos que el espectro de energias puede escribirse como

h2
E, = ——=5 (1 —cosnm)). (5.42)
mug

Si desarrollamos cosnm), para A < 1, es decir, una longitud de la caja mucho mayor que la longitud

minima, hasta el tercer término, entonces recuperamos el espectro usual de la cuantizacion de Schrédinger
con términos de correccién de orden O(\?)

m?n’r?  RPntnd

"7 2mL?  24mlL?

Usando g = 10719 como en el caso anterior, y con el espectro aproximado (5.43), la correccién sera

M4 (5.43)

significativa solo para n ~ 10'7.

Podemos darnos cuenta de que, a diferencia del caso del oscilador, encontramos una expresioén exacta para
el espectro de energia (5.42), que estd acotado por arriba y por abajo'?, 0 < E,, < 2h2/mu%, como ya
sabiamos. Del mismo modo que el caso anterior, podemos ver que el espectro aproximado (5.43) es valido
tnicamente cuando n < A1, sin embargo, como veremos mas adelante sera necesario introducir un corte

en n incluso para el caso no aproximado.

El espectro de energia de una particula cuéntica en una caja se ha estudiado en el marco de una general-
izacion del principio de incertidumbre (GUP) en el contexto de la fenomenologia de la gravedad cuantica
[185]. En ese caso las modificaciones inducidas por la escala minima ¢, en la funcién de onda y el
espectro de energia de una particula en una caja unidimensional, resultan en modificaciones a la ecuacién
de Schrodinger, transforméndola en una ecuacion diferencial de cuarto orden. El espectro de energia solo

puede encontrarse de forma aproximada, el término correctivo es proporcional al cuadrado de la longitud
2

minima ¢# .
" n2m2h2 2. ntrthl
E, = 4 un . (5.44)
" 2mL>? L2 3mL2

Este resultado puede compararse con (5.43). Podemos ver que la dependencia en la escala minima es

cuadrética en ambos casos, la tnica diferencia es que en (5.44), la correccion aumenta los niveles de
energia mientras que (5.43) los disminuye. Por otro lado en [185] se usa la condicién usual de frontera
que sirve para contener la particula libre en la caja, sin embargo, debido a que la medicién de la posiciéon
tiene cierta incertidumbre que resulta proporcional a la longitud minima, la posiciéon de las paredes no
se puede determinar de manera precisa. En el caso cuantizado por lazos esto se resolvié recordando que
la dindmica esté definida en un espacio superselecto para los que se definen, en cada uno, condiciones de

frontera apropiadas dadas en (5.32) y (5.33).

12Fn realidad esta cota fue obtenida ya para la particula libre en [167].
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5.4. Correcciones poliméricas a magnitudes termodiniamicas de sistemas
simples

En mecénica estadistica usual [81], la funciéon de particién canodnica Z se define como la suma sobre todos

los estados disponibles que tiene determinado sistema
o0
Z(B) = exp(—BE,), (5.45)
n=0

donde 8 = (KT)™!, k es la constante de Boltzmann y T es la temperatura. Esta funcién nos da informacién
acerca de los posibles estados de energia a que el sistema puede acceder, es a través de esta funcién que
nosotros podemos calcular todas las cantidades termodinédmicas relevantes del sistema cuando se estudia

macroscopicamente.

En esta seccion utilizamos los espectros (5.29) y (5.43), encontrados en la seccion anterior, para calcular
la funcion de particion canonica (5.45) y luego obtener las cantidades termodinamicas de un ensamble de
osciladores armoénicos y de un gas ideal.

En este trabajo decidimos utilizar la estadistica de Maxwell-Boltzmann para particulas sin espin, ya que
es el caso mas simple donde podemos estudiar los posibles cambios en las magnitudes termodinamicas

que induce la estructura discreta espacial de la mecanica cuantica polimérica.

Se ha argumentado que las estadisticas modificadas pueden aparecer en la gravedad cuéntica y las teorias

discretas, sin embargo la relacion entre la estructura discreta y la estadistica sigue atn abierta [187].

5.4.1. Ensamble de osciladores armoénicos cuantizados por lazos

Utilizando el espectro modificado (5.29) podemos calcular la funcién de particion canoénica que en este

caso correspondiente al oscilador armoénico resulta ser
- (14n) 22 1
Z(B) = —Phw(gn = = ]| 4
(8) %e 2 exp [mﬂhw <2+n(n+ ))] (5.46)

Dado que A <« 1, podemos desarrollar la segunda exponencial y considerar dicho desarrollo hasta orden

A2, de modo tal que (5.46) puede expresarse como sigue

o Bhw

_ Bhw

Z(B)=e 2 . (5.47)

o0 ) oo
D e Py %Bhw > (n® +n)e 4 o
n=0

n—

Sabemos que la correccién polimérica no es véalida para todos los valores de n, sin embargo, si es véilida para
n suficientemente grande, de modo que realizar la suma hasta oo pretende ser solamente una aproximacion.
Con estas consideraciones la funcién de particién se convierte en

25 A2 1+ e Phw

2
e AT 4
1+32ﬂﬁw (1_e—ﬁhw> + O(\%)

Z(B) ~ 1= c—Bhw , (5.48)
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Podemos reconocer el primer término en (5.48) como la funciéon de particién habitual del ensamble de
osciladores armonicos, mientras que el segundo término es la correccién polimérica. Como sabemos, el
primer término debe ser mucho mayor que la correccion, entonces debe haber una relacion entre A y 8

para que la aproximacion sea vélida. Esto nos da la siguiente desigualdad

32 (1—e P
A< A, donde A .= By (1 " e—ﬁfw) , (5.49)

teniendo en cuenta que, ademéas de la condicién anterior hay que asegurarse de que A < 1, entonces la

aproximacion es valida para los casos extremos, es decir, fhw > 1y fhw < 1.

Ahora, podemos calcular las cantidades termodinamicas a través de la relacion entre la funciéon de particiéon

y la energia libre de Helmholtz [81]

e N Z, (5.50)

g

donde N es el ntimero de particulas. Utilizando (5.48) podemos escribir la energia libre de Helmholtz con

las modificaciones poliméricas

N [ Bhw ~ M\ N [Bhw _ A2
F:E — - th(l-e /”h“’)—ln(l—k)\g)] :B[2+1n(1—e 'Bm)_Yg : (5.51)

Con (5.51) podemos calcular varias cantidades como el potencial quimico, la presion y la entropia, a través

de las bien conocidas relaciones

oF

n= o (5.52)
OF

P = -0 (5.53)
_ 520

S = ks (5.54)

Sustituyendo (5.51) en (5.52)-(5.54) obtenemos: p = F/N y P = 0. Es interesante que la ecuacion
de estado a este orden en la aproximacién no se ve modificada respecto a la de un so6lido de Einstein.
Es posible que existan modificaciones al considerar més términos correctivos en el espectro, o bien una

aproximacion distinta en (5.46) o mas términos en (5.47). La entropia es

_ Phw
S = Nk | g

()\ﬁm})Zeﬁm ePhw 41
8 (ePhw —1)3

—In(1—e Py 4 (5.55)

También podemos calcular la energia interna y la capacidad calorifica a volumen constante con las sigu-

ientes relaciones

oz _ NOZ

U — N 5= 7o (5.56)
_ 20U
Cy = —kB 05 (5.57)

78



5.4. Correcciones poliméricas a magnitudes termodindmicas de sistemas simples

Para la energfa tenemos

1 1 A2 (1 + ePlw)(e2PM — 4ePhw Bhuy — 1)
U= thu [2 + eﬁfl/d 1 - 372 (eﬂhw — 1)3 ; (558)
mientras que para la capacidad calorifica
Bhw N2 (24 Bhw(l + 4ePM) 4 e2h (Bhw — 2)
_ 2_ € A
Cy = Nk(Bhw) (P —1)2 1+ 3 < (P — 1)? > . (5.59)

De la expresion (5.59) nos damos cuenta de que la correccion de la cuantizacion por lazos aumenta la
capacidad calorifica. Para Bhw > 1, la correccion es proporcional a (A/A.)?, que es menor que 1. En el caso
de que Bhw < 1, la correcciéon es proporcional a A2/(Bhw)?, que no puede despreciarse para Shw ~ N\2/3,
Utilizando los valores considerados en la seccién anterior para el monéxido de carbono, la correccién sera
significativa para 8 ~ 10'. Si nos fijamos en la correccién de la energfa interna vemos que desaparece
cuando €2/ = 4ef" Bhy 4+ 1. Entonces hay una temperatura 8 ~ 10 en el que este ensamble no
percibe la estructura discreta del espacio, una ligera disminucién o aumento de la temperatura alrededor
de este valor podria reflejarse en una disminuciéon o incremento correspondiente de la energia. Por otra
parte, notamos que la correccién de la cuantizacion por lazos disminuye el valor usual de la energia interna,
cuando Bhw > 1 la correcciéon es proporcional a —(A/\.)2. Para Bhw < 1 la correccion resulta ser positiva

y proporcional a (A/Bhw)?. De nuevo para 3 ~ 10'2 la correccién puede ser importante.

Fisicamente un ensamble de osciladores armoénicos se ha utilizado para modelar vibraciones en sélidos
(fonones) y en el modelos mas sencillo de la radiacion de cuerpo negro (fotones). Si utilizamos estos resul-

tados interpretandolos como alguno de estos sistemas podemos obtener algunos resultados interesantes.

Solido de Einstein modificado

En un sélido los modos normales de vibraciéon se modelan como una colecciéon de osciladores armoénicos en
la llamada aproximacioén armoénica la cual consiste en aproximar el Hamiltoniano clasico de interaccion de
los atomos de un solido por un desarrollo de Taylor hasta segundo orden, de ahi el término arménico [81].
El modelo mas sencillo es el llamado modelo de Einstein el cual supone que todos los modos de vibracién
tienen la misma frecuencia w, que los osciladores son independientes y sin interacciéon. Las variables
termodinamicas (5.51), (5.55), (5.58) y (5.59) contienen entonces las modificaciones a la termodinamica

de un solido de Einstein introduciendo la temperatura vibracional 6, = hw/k.

Una posible consecuencia puede observarse en la energia interna y en la capacidad calorifica. En la figu-
ra 5.2 se muestran gréaficas cualitativas de estas cantidades. Puede apreciarse como mientras la energfa
interna y la capacidad calorifica no modificadas tienen un comportamiento asintético conocido, las corre-
spondientes U y Cy con correcciones debidas a la escala minima difieren de las anteriores (aunque muy

poco) en la region de temperaturas altas.
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1 2 3 Bho 05 10 15 20 25 30 Bho

Figura 5.2: Graficas cualitativas de la energia interna U (a) y la capacidad calorifica Cy (b) contra 1/8hw
para el solido de Einstein usual (azul) y el modificado poliméricamente (rojo).

Modelo simple para la radiaciéon de cuerpo negro

Historicamente la radiacién en equilibrio se ha estudiado con dos modelos distintos conceptualmente
[29, 81, 127]: En primer lugar Planck en 1900 consider6 este sistema como un ensamble de osciladores
armoénicos con la misma frecuencia y energias individuales que sb6lo podian ocurrir como multiplos de
cierta constante, es decir, energias cuantizadas [188|. Por otra parte Bose y Einstein alrededor de 1924,
modelaron este sistema como un gas de particulas idénticas llamadas fotones que tienen cierta energia

particular Aw, en el lenguaje actual decimos que los fotones son bosones ultrarelativistas.

Adoptemos para un andlisis simple el modelo de Planck. Si interpretamos a la energia interna como N
veces la energia promedio de cada oscilador, es decir, U = N(E,), de donde se sigue que (E,) = % + (n),

donde (n) se conoce como el ntimero de ocupaciéon promedio y en este caso es

n) = 1 B )\72 (14 ) (2P — 4Bhwelhv — 1)
T B 1 32 (&P —1)3 ’

(5.60)

donde el ultimo término contiene la correccion polimérica. Con (5.60) podemos calcular la densidad es-

pectral que se define como

" = % <g> — (n) hwgi/w) (5.61)
V

UJ2
m2e3

donde la densidad de estados usual g(w) = que se utilizara para obtener resultados aproximados.
La expresion (5.61) es la distribucion de cuerpo negro que dado (5.60) tendra correcciones poliméricas de
orden O()\?). Este resultado puede compararse con aquel en [189] que resulta de considerar una relacion
de dispersion modificada por efectos de la gravedad cuénticas de lazos [178, 177], o también con [190]
donde se utilizan términos més generales que engloban diversas propuestas de gravedad cuantica, puede

verificarse que el orden de las correcciones en la escala es similar.
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El méximo de (5.61), que sigue la bien conocida ley de desplazamiento de Wien [81, 29, 127, 188]|, donde
el maximo estd dado por Shw = 2.82144, resulta interesante que incluyendo correcciones poliméricas este
méximo se ve modificado, y aunque no se tiene una expresion analitica como en [189, 190] puede calcularse
numéricamente para diversos valores de A, asi por ejemplo para A = 0.01 el méximo estard en 2.8213. Es

claro que para A del orden de la escala de Planck la correcciéon serd mucho mas pequena.

Utilizando (5.60) y (5.61) puede obtenerse directamente la densidad de energia que se sabe en el caso

usual sin modificaciones poliméricas sigue la ley de Stefan-Boltzmann. En este caso se obtiene

U w2kt 135 w2kt
= [14+ N2 T~ = (14 )20.416485) T* 62
V. 15c¢3h3 < * 47744(3)) 15¢3h3 (1+270416485) T, (5.62)

notemos que a diferencia de otros enfoque [189, 190] en este caso las modificaciones dependen tnicamente

de la escala y no de la temperatura. La dependencia en la temperatura resulta ser la misma 7.

Si los fotones estan en una cavidad y hay una pequena abertura en las paredes de esta, los fotones efunden
a través de la abertura. La tasa neta de flujo de la radiacion, por unidad de érea de la apertura, se dada
por el producto de la densidad de energia por c¢/4, dado que c es la velocidad de los fotones, ® = o BT4.

De esta forma, dado (5.62) la constante de Stefan-Boltzmann se ve modificada.

21.4
%;_6%%3Q+A04m%@. (5.63)

Notese que A\ es necesariamente pequenia ya que si U;‘B fuera muy grande se tendria otra catastrofe
ultravioleta. Notemos que dado (5.62) las correspondientes modificaciones a las cantidades termodin4dmicas

no dependeran de la temperatura como en [189, 190] sino Gnicamente en la escala.

Finalmente si se grafica la distribucién de cuerpo negro o densidad espectral para alguna temperatura fija
usando (5.60) y (5.61) se puede observar en Fig. 5.3 que para altas frecuencias la distribucion se modifica.
Sabemos que la radiacion césmica de fondo con 7" = 3K (en el marco comévil con la radiacion) es el
cuerpo negro que se ha medido en la naturaleza con mayor precision y con incertidumbres muy pequenas

[98]. De nuevo este hecho constrine atn maés el posible valor de A y por tanto el de la escala minima .

Notemos dos puntos importantes, en este modelo hemos ignorado completamente la energia del estado
base ya que al integrarse para obtener la densidad de energia daria un término divergente. Ademas, la
presion predicha por este modelo no corresponde a la presion de radiacion P = U/3V conocida. Estos
dos puntos los resuelve la distribuciéon de Bose-Einstein en el caso estandar. Esto apunta a que seria
interesante extender este analisis al caso de funciones de particién para otros ensambles como el ensamble

gran canoénico como se suguiere en [189].
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U,

8.X 103

6.X1034

4.X1034

2.X1034

1.x10'2 2.x10'2 3.x10'2 4.x10!

Figura 5.3: Comparacion de la distribucion de cuerpo negro o densidad espectral usual (azul) contra
la distribucién con modificaciones poliméricas de orden O(A?) (rojo), ambas para una temperatura de
T =3K.

5.4.2. Funcién de particiéon para el Gas Ideal polimérico

En la seccién anterior encontramos que el espectro de energia de una particula cuantica polimérica, en
una caja podia escribirse como (5.42)
h2

E, = —5 (1 —cosnm}), (5.64)

mug
también mostramos que si desarrollamos cosnwA, en el caso en que A < 1, es decir, si las dimensiones de
la caja son grandes en comparacién con la escala minima, entonces recuperdbamos el espectro cuantico
usual con modificaciones del orden O(\?):
2,2, 2 2,4, 4
U U
2mL?  24mL?

E, = (5.65)

De la misma manera como en el caso anterior correspondiente al ensamble de osciladores podemos calcular
la funcion de particion con el espectro de energia de la particula en la caja, sustituyendo alguna (5.64) o
(5.65) en la suma (5.45).

Utilizando (5.65) entonces Z resulta

> m2n2r? K2niat
Z(ﬁ):Zexp [_'B<2mL2 — 24mL2)\2+....>], (5.66)
n=0

donde estamos considerando de nuevo todos los valores de n como una aproximacién. Para continuar,

utilizamos el hecho de que A < 1 y asi considerar sélo los primeros términos de la serie correspondiente
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al segundo factor exponencial con argumento proporcional a A2, de modo tal que la funciéon de particion
puede expresarse como

o0 o

7%2”2“2 9 ﬁh27r4 7%2#2”2 4
z(ﬁ)zge iz 24mL2nZ:0n e 2™+ O(AY). (5.67)

Por otra parte dado que Sh%*72/2mL? ~ 10716, la exponencial de (5.67) decae muy lentamente y por lo
tanto no es posible estimar el valor de la suma considerando sé6lo algunos términos. Sin embargo, podemos

utilizar la formula de re-suma de Poisson para aproximar ambas sumas en (5.67):

> tm= Y [ swe (5.68)

n=-—oo n=-—oo
De este modo la funcién de particion puede ser escrita como'3
mL? r [ mL? \*? _2mr?
Z(ﬁ) =~ Tﬁhz + )\21 <27‘(‘ﬁh2> + O <€ Bh2 s >\4> . (569)

Al igual que en el caso del ensamble de osciladores el primer término es la funcion de particiéon estandar
para el gas ideal unidimensional. Este término principal nos lleva a una relaciéon entre 5y A que nos da

los limites de validez de nuestra aproximaciéon

8h?
A< % (5.70)
Calculemos ahora la energia libre de Helmholtz'*
Fo 2Nl N i - tngm T e (14 S (5.71)
=3 n n 5 In ny/5 39 +in sz )| :

De estas expresiones podemos notar que F' diverge para § = 0 o T — 00, pero con signo contrario
al del caso habitual. Al acercarnos a 8 = 0 encontramos un méximo después del que la energia libre
diverge a —oo en 8 = 0. Esto significa que el efecto en la energia libre de la escala de longitud minima, es
proporcionar un punto de inflexién para F' a temperaturas muy altas. Por otra parte, cuando aumentamos
el valor de pg, la energia libre se convierte en negativa a altas temperaturas. Esto impone una restriccion

sobre los valores que pg puede tomar.

Podemos calcular la presion del gas a través de la relacién de P = —g—lz, recordando que estamos analizando

un sistema en una sola dimensién. Al darnos cuenta de que el término que surge de la correccion de la
cuantizaciéon por lazos no depende de A, pero en g, podemos obtener la misma ecuaciéon de estado del

gas ideal en una dimension P = N'/BL, como en el caso continuo. Lo mismo sucede en el caso anterior,

13Consideramos solo el primer término de la suma que corresponde al caso de la funcion de particion del gas ideal. Como
queremos ver las correcciones a las cantidades termodinamicas del gas ideal, entonces (5.69) es una buena aproximacion.
YEn este caso la definicion de F' incluye un término A/!, como sucede para particulas indistinguibles [81].
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esto nos dice que las correcciones poliméricas no pueden pensarse como una interacciéon efectiva entre las
particulas, como sucede con las propuestas de generalizar el principio de incertidumbre (GUP) o modificar
las relaciones de dispersion (MDR) [191].

Recordando (5.53) y (5.54) el potencial quimico y la entropia del gas se pueden calcular dando las siguientes

expresiones
1 1 m A2 mL?
=——|-1 InL — =1 1 ——4In(l+—— 72
w 5 nN +In 2nﬂ+n”27rh2+n<+85h2>]’ (5.72)
3 L m  A’mL? N2mL?
=NE|2+In= —InpY2 +1 o tln(1+5——)]. 5.73
S N[2+nN nfs/%+1In 27rh2+8h25+n<+8525>} (5.73)

La dltima expresion seria el equivalente en una dimension a la formula de Sackur-Tetrode para la entropia
[29] con modificaciones debidas a la discretez subyacente. La energia y la capacidad calorifica se obtienen
de (5.56) y (5.57), respectivamente:

N A2 mL?
kN A2 mL?

De la expresion (5.75) nos damos cuenta de que la capacidad calorifica diverge en 5 = 0, esto difiere del
caso continuo usual donde C'y es constante. Como Cy es la segunda derivada de F', entonces, la divergencia
de Cy puede interpretarse como una transicién de segundo orden a temperatura infinita [192]. Ver Fig.
5.4. Por supuesto que no podemos acceder a esta transicion, lo que podemos decir es que para altas
temperaturas, se produce un aumento en C'y con respecto al caso usual. Como la capacidad calorifica esta
relacionada con las fluctuaciones de la energia, podemos decir que para las altas temperaturas hay fuertes

fluctuaciones en la energia debida a la estructura discreta del espacio.

Tomemos en cuenta que si usamos el resultado (5.44) los calculos de las cantidades termodinamicas siguen
siendo los mismos y s6lo se diferencian por factores numeéricos, es decir, en la funcion de particion (5.67) un
factor de 1/24 se sustituye por —1/3. La principal diferencia es que con (5.44), asociado a la modificacion
de la relaciéon de incertidumbre, las cantidades termodindamicas disminuyen en lugar de aumentar en

contraste con nuestros resultados.

No obstante, al haber escogido el espectro aproximado (5.65) los resultados anteriores solo son validos en
la misma aproximacion en la que (5.65) es valido, es decir (5.70). Es importante destacar que esta primera
aproximaciéon muestra de manera clara como los resultados conocidos de termodindmica en espacios
continuos, estan contenidos en la formulaciéon de la cuantizacion por lazos. Si buscaramos una aproximacion
més precisa una posibilidad es considerar méas términos en la férmula de re-suma de Poisson, digamos a
orden A8, en tal caso tendriamos

L*  9m® L' 757 (L°  36757" \8 L8 Lo (62;;; )\10>] 7

Z2(8) = 2|14 Dy Tyl Ty -
(B) + x2 + 327 ot + 128 © z6 2048 8

(5.76)
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— =0
60 — p':‘hlﬁgzzcm

_ u:l*lﬂ_ﬂcm

— u=0
— u= 5410 "cm
L= 5+10"%cm

(a) (b)

Figura 5.4: Gréficas de (a) la energia libre F' y (b) capacidad calorifica del gas ideal con correcciones
poliméricas a segundo orden en A = po/L, para distintos valores de po. En ambas graficas puede apreciarse
una transiciéon de fase a temperaturas altas 5 = 0.

donde abreviamos x = 4/ % que se identifica como la longitud térmica [81]. De esta manera podemos

ver que la serie es en realidad independiente de L y se puede escribir como

L Tpd  9m? s Thm S 36757t kb _4n L2
z) =1 1+ 74+ T TR I o (i) e

notese que ahora hay una nueva cantidad sin dimensiones, el cociente pg/x.

Podemos calcular la energia libre de Helmholtz F = —3~!In (Z—A,/)

F:i/

1—InN+InZ
B

: (5.78)

donde, en este caso, considerando la aproximacion (5.77), la cantidad In Z es

L 2 2 .4 25 3,6 13 4 8 L2
InZ=n () + [”"‘)+”‘LO+ TR T “°+O(—4w, ué(’)] (5.79)
X X X

Claramente las expresiones (5.78) y (5.79) corrigen (5.71) hasta términos de orden 8. Sin embargo, no hay
diferencia en la forma de los términos de correccion, sélo tenemos méas términos. La diferencia aparecera
s6lo en las cantidades que estén relacionadas a través de derivadas respecto a la temperatura, pero de
nuevo la forma es muy similar y al ser términos de un orden menor, las correcciones seran cada vez més

pequenas y por tanto despreciables.

Ahora bien, para tener una aproximacioén ain més precisa podemos recordar que, a diferencia del caso

anterior del ensamble de osciladores, en este caso tenemos acceso al espectro completo sin aproximar (5.64),
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por lo tanto es inmediato preguntarnos sobre la funcién de particion y las cantidades termodindmicas que

obtenemos con este espectro. En tal caso habria que calcular la funcién de particién

o0 2
Z(B) = Zexp [—BFLQ (1 — cos mr)\)], (5.80)

n=0 Mpg

las cantidades termodinadmicas estan relacionadas con el logaritmo natural de (5.80) que es

00 2
InZ =1In {Z exp [—i};g (1 —cos mr)\)] } (5.81)

n=0

Un posible camino es calcular las derivadas asociadas a las diferentes cantidades termodinamicas y evaluar
las sumas en (5.80) y (5.81) para después obtener una expresion para cada cantidad termodinamica. La
idea es mantener en la medida de lo posible una expresion cerrada como (5.80), aunque en forma de

sumas, y luego aproximar.

Entonces ahora podemos calcular la ecuaciéon de estado, es decir, la presiéon del gas, derivando la energia

libre de Helmholtz de (5.78) y (5.81) con respecto a L, tal que la expresion cerrada es

2
— Bh2 (1—cosnm)

NR*m Y, nsen(nwd)e ™0
L2M0m —%(l—cosmr)\)
mHY

2n€

En esta expresion es evidente que hay cambios debido a la estructura discreta del espacio. Si ahora

P (5.82)

aproximamos la suma en esta expresiéon lo que obtenemos es el siguiente

Lo Lo ). (5.83)

En contraste con la aproximacién anterior, en este caso podemos ver la primera correccién a la ecuacion
de estado conocida, que es del orden ,ué, y por lo tanto no podia ser detectada antes. Por otra parte,
utilizando la expresion aproximada para la funcién de particion hasta orden ,ug (5.77), no habiamos
obtenido modificaciones en la ecuaciéon de estado, porque las correcciones en Z no dependian de L.
Debido a nuestra forma de aproximacion de Z no podiamos ver las correcciones en (5.83). Esto se vuelve
atn mas evidente si tenemos en cuenta que la primera correcciéon en la aproximacion de Poisson a la suma

si depende de L.

Aunque a la correcciéon en P (5.83) es muy pequenia, puede ser interpretada como proveniente de una
interaccion atractiva entre las particulas de gas, de acuerdo con el desarrollo del Virial [81]. Es decir, la
existencia de una escala de longitud minima se refleja en la termodindmica del gas mediante la induc-
cion de una pseudointeraccién atractiva. Este tipo de anélisis ha sido estudiado en un trabajo sobre la

fenomenologia de la gravedad cuéntica que propone una posible violacion a la simetria de Lorentz [191].
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Podemos calcular las cantidades termodinamicas restantes de la misma manera como en la seccién anterior.

La expresion para la entropfa S = k22 o5 €N términos de sumas es:

_pn? 5 (1—cosnw )

h? 1— Ae ™6
S = kN|1— N 4z 4 O 2l = cosnme ™0 , (5.84)
mud BR2 (1— A
Uy Z . "LMO( cosnmw)
n
aproximando las sumatorias
T 727 3 w27 pg
——1 n—+—-"5d1l4+——=4+——"+... :
S= Nk[ n N + +22{+2x2+ 1 3:4+ , (5.85)

que a su vez es una funcién homogénea, pero ahora al orden ,ué. Sin embargo la ecuacion (5.84) no es

una funcién homogénea en L y por lo tanto la entropia no puede ser una cantidad extensiva sin hacer la

aproximacion.
La energia interna U = — N/ BI"Z en este caso
—%(l—cosnw)\)
_ NREY, (1 —cosnwA)e ™0 (5.86)
N mu% _Br2 5 (1—cosnw)) ’ .
S
y con la aproximacién
2 2,4 3 6
2 281
Ugﬁ 1+ 2K 3W@+8W@ o] (5.87)
203 2 x2 8 at 96 26

Para la capacidad calorifica Cy = —kﬂzg—g tenemos

2
5 —6—22(1 —cosnmA)
B—Q(l —cosnmA) Zn(l — COSTLT(‘)\) e

h? 1 —cosnmA D
CV kaBZ < > Zn( Bﬁ) _ 5 ’
m,uo —_y; 5 (1—cosnw)) _ BRZ ’ (1—cosnA)
Z € Z e ™3
) (5.88)
aproximando las sumas
~ BNV g 9

En todas las magnitudes termodinamicas anteriores, el término principal corresponde a las variables

termodinamicas de costumbre en el continuo.

Este tercer analisis para obtener las cantidades termodinamicas, aunque al final presenta expresiones
aproximadas, parte de considerar formas cerradas para todas las cantidades termodinédmicas, en particular
de la funcién de particién. Sin embargo, como se vio en la seccion 5.3.2, las aproximaciones son validas

tinicamente hasta cierto valor de n < A~!. Como se comenté antes en esta cuantizaciéon parece necesario
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incluir un corte en la energia, por ejemplo un regulador para renormalizar [166]. De esta forma podriamos
preguntarnos sobre la convergencia de las sumas en la funcién de particiéon para estos valores de n.

Fijemos nuestra atencién en la forma de la funcién de particién correspondiente al espectro completo

(5.80), es facil ver que puede reescribirse como

cos mr/\). (5.90)
0

o z2 © 332
Z — 27\'pa2
(B)=e *™5 ) exp (27m2
n=0

La exponencial en el argumento de la suma puede escribirse convenientemente como una suma infinita de

funciones de Bessel modificadas de primer orden I, utilizando (C.4), [68]
2 o0
cosnTA x2 1‘2
ewg = I ( > +2 Iy <
2m 5 ; 2m 15

Entonces podemos sustituir (5.91) en (5.90) y tratar de realizar la suma en n. Sin embargo, inmediatamente

> cos (knm). (5.91)

vemos que el primer término diverge. Es necesario entonces considerar la suma hasta 1/, como dicta la
aproximacion. Ademéas cuando A — 0, el limite de la suma tiende a oo, como en el caso continuo. Es decir,

usamos A como regulador. Asi, el resultado de la suma en (5.90) es

1/

1 km
E A 1+ — E I 1 k t k
exp< 2005n7r> < —I-)\> <2 Mo) : k<2 No)[ + cos kT + co ( 5 )sen 77],
(5.92)
que puede ser escrito utilizando (C.5) como
1/ 2 2 2 o0 2
T x x x kmA
nEZO exp (277113 cos n7r)\> XIO (277,“0) + cosh (2 H%) + ,;1 I, (27”%) cot <2> senkmw. (5.93)

La ultima suma es del mismo orden que el primer término ya que para A pequenia, cot kmA/2 ~ 2/(km\),
entonces podemos reemplazar la suma por una aproximacion ), senkw/k, que es igual a cero, para
cualquier entero k.

De esta forma la funcién de particiéon se aproxima como:

2

x? 6_2:73 1 —1—22
Z 2h|l—s)—+=1(1 ™). .94
=0 (50m) g (1e (5.9)

La expresion (5.94) es una expresion analitica para la funcion de particion Z. Por completez se calculan

las cantidades termodinédmicas que se obtienen con la funciéon de particion (5.94) y son las siguientes:

F=——|1-InN+In{AX " yexpl——=|+= ||, (5.95)
B 27r,u(2) 2
12
2 1\ | B8 I~ I +Xe >3
S=Nk|-InN+1+In( A" Tpexp( -y )+= )+ ﬁ2 o= htAe )| (5.96)
27 g 2 myg -z
Ig—i-)\e 2Ty
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N I
P=3L —2 1, (5.97)
Ip+3e 3
z2
2 _ _27r/,L2
U:N(h2> lo=htie ™0 ) (5.98)
Mg p

Io + e 278

2

Nk < h2p3 >2 Io (I + L) — 212 + Xe ™8 (Iy + 21, + Iy)

2 2\ 2
(Io+)\€ 2”“(2)>

donde se omiti6 el argumento de las funciones de Bessel modificadas por no cargar demasiado la notacion.

Cy =

2 : (5.99)
Mg

Es interesante notar que, como 1/u2 es muy grande, podemos considerar el desarrollo asintético de I

dado por (C.11), con lo que se obtiene:

L mpd  9ndud 7wl uf 36757t 1 2
ZB)~ -t oSt s it o 6 Poy 1+=2(1 ma 1
) $[+4$2+32:L‘4+128:x6+ 2048 o5 | Toltte ™) (5.100)

que es exactamente la misma serie que en (5.77), pero con un par de términos adicionales. Con esta misma

aproximacion, la presion sufre otro tipo de modificaciones que no son tan directas de interpretar como en

N 1o 1
P—[1/<1+ ; — )] (5.101)
pL 2Ly 7y ey

pero que siguen siendo pequenos.

el enfoque anterior

Es facil ver que el término exp (—%) tiende a cero como py — 0, por otra parte, el término 1/2 es
comparable con el término principal de la serie L/x, se trata de un término no despreciable que no es
una correcciéon a la funciéon de particion debida a la cuantizacion por lazos y por lo tanto a las variables
termodinémicas. Este término proviene de la forma en que se aproximé la suma, podemos darnos cuenta
de ello utilizando la aproximaciéon de Euler-Maclaurin para calcular la suma, este célculo es usual en

mecénica estadistica estandar
N N 1
S fn) = /0 F)dn + 5(F(0) + F(N)) + .. (5.102)
n=0

Si aproximamos directamente con esta formula la suma en (5.90) usando la misma regularizacion 1/

1/A

72 1/A 22 1 2 22
g exp ( ;—5cosnmA | = exp ( ;—cosnmA |Jdn+ S |exp | ——5 | +exp(—5s—= || +---
= 27 g 0 27 g 2 27 G 27 g

(5.103)
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obtenemos
1/x

z? x?
Zexp ( 2 cos mr)\) )\Io < ) + cosh < > +.o.., (5.104)

27r,u0 27ru0

lo cual lleva exactamente a la misma funcion de particion como en (5.94) y por lo tanto a la aproximacion
(5.100). El término 1/2 se debe tnicamente a la forma en que se aproxima la suma. Ciertamente aparece
también cuando aproximamos la funcién de particion de un gas ideal sin correcciones poliméricas, mediante
la serie de Euler-Maclaurin:
L 1
Loy =—+=+... 5.105
EM T 2 < )

Sin embargo, si utilizamos la férmula de Poisson tenemos
L R i
ZP:<1+6 m +> (5.106)
x

En esta aproximaciéon la primera correccién es muy pequefia en comparacién con el término principal,
esto nos da control sobre la serie, ya que para tener términos pequetios en el caso (5.105) necesitamos

considerar muchos mas términos. Por ello, esta tltima aproximacién parece ser mejor.

Existe otra posibilidad para el gas ideal, que es considerar la suma total la cual podemos identificar con

la funcion O3 eliptica de Jacobi [68]:
1 x z2
Zr =5 [1 + 04 ( 4#)} . (5.107)

Al comparar el comportamiento de (5.105)-(5.107) para el gas ideal, nos damos cuenta que para tem-
peraturas grandes todas las ecuaciones coinciden con la funcion de particion clasica L/x. A medida que

disminuye la temperatura, la aproximacion de Euler-Maclaurin estd més cerca de z mientras que la

Tot)
aproximacion de Poisson estd més cerca del comportamiento clasico.

Como buscamos posibles efectos inducidos por la escala de longitud minima sobre el comportamiento
clasico, preferimos utilizar la aproximacion de Poisson (5.106), que nos da un control mas sistematico de
la serie. A bajas temperaturas el comportamiento cuantico se vuelve mas importante, sin embargo ninguna
de las ecuaciones (5.105) o (5.107), nos da una expresion del todo correcta porque no se considero el factor
de la degeneracion de fermiones o bosones. Como se dijo en la seccién previa, seria interesante extender

este analisis al caso de las estadisticas cuanticas.

5.5. Discusiéon

La mecénica cuantica “polimérica” es un modelo que incluye algunos aspectos matematicos que asemejan
a la gravedad cuantica de lazos, en particular la estructura discreta del espacio. Toma su nombre de los
graficos encajados en el espacio que proveen un espectro discreto para los operadores geométricos como

el de area y el de volumen; estos graficos asemejan estructuras poliméricas.
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El objetivo de este capitulo fue el de explorar posibles efectos que la cuantizacién por lazos puede tener
en sistemas simples unidimensionales. Usando los espectros de energia provenientes de esta cuantizacion,
obtuvimos la funcién de particién candnica que da lugar a cantidades termodinamicas modificadas por la
naturaleza discreta de este tipo de cuantizacién no estandar. Particularmente estas cantidades se modifican
por términos que contienen al pardmetro pg. Encontramos que la termodinédmica estandar de estos sistemas

simples esta contenida en el limite de pg — 0 de nuestros resultados.

Hay por lo menos dos interpretaciones posibles para pg: Por un lado g puede ser una longitud fundamen-
tal, como la longitud de Planck, en cuyo caso los efectos resultantes serian muy pequenos [165]. También
se ha interpretado como un regulador para llevar a cabo un procedimiento de renormalizacién, cuyo limite
continuo resulta ser la habitual mecanica cuantica de Schrodinger [166]. En este contexto seria interesante
aplicar el procedimiento de renormalizaciéon a nivel macroscopico en estos sistemas simples, por ejemplo,
en analogia con el modelos de Ising. Se puede pensar en aplicar el método seguido en [166, 167| a un
modelo cuantizado por lazos con interacciones. Esto podria conducir a un flujo de renormalizaciéon no
trivial para las constantes de acoplamiento y de la posible existencia de un punto fijo en el limite continuo

en el que podemos comparar con la formulacién usual de Schrédinger de la mecanica cuantica.

Se muestra que el espectro de una particula en una dimension, es similar a aquel obtenido a partir de en
un principio de incertidumbre generalizado [185]. Esto no es sorprendente, ya que la misma cuantizacion
polimérica conduce a modificaciones similares a las de GUP. En [165], Ashtekar et al. calcularon la relacion
de incertidumbre para los valores de expectacién de Z y K definido en (5.11) que se utiliza en lugar del
operador de momento que no esté bien definido. Los valores esperados se calculan utilizando las sombras!®
de los estados semiclasicos coherentes poliméricos, la relacion de incertidumbre obtenida es (5.21), que

puede expresarse como:

h A2 )

En este caso, la primera correccién de la cuantizacion por lazos es de orden A\? y disminuye la incertidumbre.

La eleccion usual en la fenomenologia de gravedad cuantica es simplemente sumar un término positivo

' ' ~ 2 2 /32 . L
que aumenta la incertidumbre AxAp ~ h(1+¢; . Ap”/h*)/2. Entonces, con este modelo de cuantizacion
por lazos se pueden reproducir algunos resultados que en la literatura de la fenomenologia de gravedad
cuéntica se colocaron a mano. En este modelo se derivaron de forma natural bajo el supuesto de una

estructura discreta del espacio.

Estos efectos de la estructura discreta, pueden interpretarse como una modificacién en el ntmero de
microestados accesibles del sistema como en [193|, donde hay una redefinicion de la constante de Planck
suponiendo una escala minima de longitud £,,;,. En ese trabajo se encontré que el volumen minimo cambia
a hgyp = h(1+£2, p*/h?). Nos damos cuenta de que en el caso cuantizado por lazos, (5.108), podriamos

tener la misma interpretaciéon redefiniendo la constante de Planck.

15T0s estados sombra son las proyecciones de los estados fisicos en el espacio pre-Hilbert dual Cyl*, sobre el conjunto de
las funciones cilindricas de una grafica fija Cyl,.
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Este cambio en el nimero de microestados es razon suficiente para preguntarse acerca de como la mecanica
estadistica de estos sistemas cambiaria. En particular, en [193] se calcula la entropia de un gas ideal con
esta modificacion. Nuestros resultados son comparables a los de [193], en el sentido de que las correcciones

sobre la entropia son del mismo orden que en la escala de longitud minima.

En la literatura encontramos varios casos en que la termodinamica y mecanica estadistica de los sistemas
se estudian mediante modificaciones a la teoria fundamental subyacente basados en las mismas ideas de
la fenomenologia la gravedad cuantica. Por ejemplo, en [194], las correcciones se deben a la ruptura de la
invariancia Lorentz en una extension del modelo estandar (SME) [195], [196], no hay cambio en la ecuacion
de estado del gas ideal, como en nuestro caso. Ambos, el potencial quimico y la ecuacion de Sackur-Tetrode
para la entropia se modifican por términos que violan la simetria de Lorentz y, como se argumenta, estos
términos pueden ser moldeados en una redefinicién de la masa efectiva de las particulas. En nuestro caso
tenemos cualitativamente cambios similares, aunque no tratamos con la invariancia relativista de Lorentz,
la simetria de Galileo correspondiente se ha estudiado en [171], ahi se ve claramente que la simetria

inherente a este modelo polimérico no es la de Galileo sino que ésta es s6lo una aproximacion.

Por ejemplo, en el marco de la fenomenologia de la gravedad cuantica se ha estudiado la termodinamica
de algunos sistemas como la radiacién del cuerpo negro o un gas relativista en las etapas tempranas del
universo. Estos estudios muestran que las magnitudes termodinamicas son modificadas por los términos
que dependen de la escala de longitud minima. En [189] y [190] se exploran las correcciones a las cantidades
termodinémicas de la radiacién del cuerpo negro, debido a la gravedad cuantica, por medio de una relacién
de dispersion modificada. En el caso de [189] la modificacion de la relacion de dispersion se obtiene una
aproximacion semiclasica de la gravedad cuantica de lazos, y en [190] de la teoria de cuerdas y otras

propuestas alternativas. FEn ambos casos las correcciones son de la siguiente forma genérica
A= Ao [1+ a2, T* + ol , T* + .. ], (5.109)

donde A son las funciones termodindmicas modificadas, Ay representan las cantidades sin modificacion,
a1 and a9 son algunos coeficientes numéricos que difieren en funcién de la propuesta de que la gravedad

cudntica que se considere (en [189], e = 0). En ambos casos, la dependencia de la temperatura es la
2

misma y el término principal es de orden O(¢; ;) similar a los resultados presentados aqui. Incluso en
el caso de la termodindmica de un gas relativista en el universo primitivo, que se estudi6 en [197], se

encuentran dependencias similares en £y, v 1.

En contraste con nuestro analisis de la radiaciéon de cuerpo negro donde genéricamente no encontramos
dependencia en la temperatura para las modificaciones poliméricas sino inicamente en la escala de longitud
minima los términos dominantes en las correcciones son de orden A2, similar a la mayoria de los casos

estudiados en la fenomenologia de la gravedad cuantica.

Un anélisis alternativo puede encontrarse en [191]. En dicho trabajo el efecto de tener una longitud

minima en las propiedades termodinamicas de un gas de fotones a partir de las relaciones de dispersiéon
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modificadas, se interpreta como una interacciéon repulsiva entre los fotones, similar a lo que sucede en el
gas de Van der Waals. En el tratamiento aqui presentado, la ecuacion de estado no se ve afectada, esto
no nos permite dar una interpretacion similar de nuestros resultados. Sin embargo, como se anunci6 antes

hace falta un analisis de ensambles y funciones de particiéon méas generales.

Como paso siguiente serfa interesante explorar las modificaciones en la funcién de particién canénica
debido a la discretizacién del espacio. Esté claro que habrd cambios en el niimero de estados disponibles
en el sistema, esto cambiaria el conteo de dichos estados que lleva a la obtencion de la funcién de particion.
El conteo correcto de estos estados llevara a las estadisticas correspondientes de sistemas en este esquema
de cuantizacién. Esto tendra consecuencias sobre las propiedades de los sistemas, por ejemplo a través del
teorema de espin-estadistica [187]. Un indicio de las posibles modificaciones que se tendrian, por ejemplo
en las estadisticas cuanticas es la expresion encontrada para el numero de ocupacion (5.60). Sin embargo,
es necesario primero extender el analisis y realizar conteos para otros ensambles, como el gran candnico,
asi como entender el rol del corte en la energia en la aproximaciones a las sumas que definen la funcién de
particion. Una pista de las modificaciones esperadas puede darnosla la distribucion de cuerpo negro (5.60),
donde claramente se ven modificaciones debidas a la cuantizacién por lazos. Siguiendo un procedimiento

semejante a [189] podria estudiarse la correspondiente funcion de distribucion gran canoénica.

Un ejemplo en relaciéon con los estados de la gravedad de cuéntica de lazos es el modelo denominado
quantum graphity, donde los estados de un sistema corresponden a graficos que simulan de estados de red
de espin [198|. El Hamiltoniano de este modelo depende de las propiedades de los graficos y la funcion de
particion correspondiente tendré, en general, diferentes contribuciones [199]. La estadistica de este modelo

es similar a la estadistica de los nudos [200], donde también se modifica la funcion de particion.

Existen funciones de particion generalizadas, por ejemplo, para sistemas discretos no lineales [201] o
sistemas no-extensivos [202|. Tomemos como ejemplo la entropia encontrada aqui (5.73); se puede de-
mostrar que es una cantidad extensiva cuando aproximamos el logaritmo para valores pequenos. Podemos
comprobar que en realidad es una funciéon homogénea, sin embargo, esto no se mantiene mas alla de
esta aproximacion, y tal vez una opcién seria explorar, para 6rdenes superiores en la aproximacion, las

generalizaciones de estadisticas no extensivas.

Otra posibilidad es analizar la cuantizaciéon por lazos en redes irregulares en busca de diferencias con el

modelo actual.
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En este capitulo se resumen los resultados de los distintos capitulos del presente trabajo de tesis, y se

discuten algunas posibles extensiones.

El interés en combinar los principios de la relatividad con los de la fisica estadistica ha retomado impetu
debido a las observaciones y experimentos recientes como por ejemplo en la fisica de altas energias [34],
en astrofisica [24| y cosmologia [67]. Esta combinacién también es importante en la discusion de los
fundamentos tedricos necesarios en la descripcion de sistemas relativistas de muchos cuerpos [36], su
formulacion generalmente covariante [37], la termodindmica de hoyos negros [39] e incluso propuestas de

gravedad cuantica [41], [42]| y teoria de cuerdas [43].

En esta tesis estudiamos los siguientes sistemas: un gas simple relativista, mezclas semirelativistas cercanas

al equilibrio y sistemas simples cuantizados por lazos, utilizando los métodos de la fisica estadistica.

En primer lugar, en el capitulo 3, se estudio el gas simple relativista. Se obtuvo una expresion (3.41) de la
funcion de distribuciéon del equilibrio para este gas, basdndose en un analisis manifiestamente covariante
de la ecuacién de Boltzmann. En este, no se supone un caricter especifico bajo transformaciones de
Lorentz para la temperatura. Notablemente la temperatura resulta estar relacionada con la norma O,
de un vector de Lorentz ©# (3.30), es decir, es la temperatura determinada por un observador en un
marco comoévil con el gas. Tal temperatura es invariante de la misma forma que lo es la masa en reposo
de una particula puntual. Utilizando estos resultados se encontr6 ademés una versiéon manifiestamente
covariante del teorema de equiparticion, dado por la ecuacion (3.66). Esta se obtiene proyectando el
momento relativista del gas en la direcciéon del vector térmico ©F. Este resultado coincide con versiones

reportadas previamente en la literatura [70, 78|, pero que no son manifiestamente covariantes.

Notablemente el uso del vector térmico es consistente con la descripcién del fondo césmico de radiacion

(CMB). Aunque el anélisis estandar de este fondo alude a una temperatura anisotrépica determinada
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por un marco en movimiento respecto a tal fondo, en realidad las observaciones aportan una distribucién
anisotropica de energia de la radiacién y no una medicién directa de la temperatura anisotropica. Por otro
lado, el uso del vector térmico permite describir a la radiaciéon produciendo directamente una distribucion
angular de energia. Mas atn, la extrapolacién del analisis estdndar del fondo de radiacién al caso de
particulas masivas (por ejemplo, un fondo de neutrinos (CNB)), lleva a una temperatura anisotropica

fisicamente inaceptable, pues depende del momento individual de las particulas.

Cabe mencionar que la identificacién de la norma del vector térmico con el reciproco de la temperatura
comévil al gas, surge de suponer valida la termodinamica clasica en tal marco comévil. En particular,
las cantidades termodinamicas que aqui se utilizan estan definidas como integrales sobre hipersuperficies
tipo tiempo. Serfa interesante elaborar sobre esta forma de implementar la termodindmica relativista y

contrastarla con las varias versiones de ésta existentes en la literatura [72, 83, 71, 103, 104].

En los analisis existentes del caso de un gas relativista fuera de equilibrio [12, 13|, es decir, cuando en
la ecuacién de Boltzmann el término de colisién no es nulo, usualmente se utiliza la representaciéon de
la velocidad hidrodinamica espacial y la temperatura [18] para implementar el método de Chapman-
Enskog [129]. En vista de que el vector térmico contiene tanto a la temperatura comovil, como a las
componentes de la velocidad hidrodinamica, seria interesante explorar la correspondiente hidrodinamica
fuera de equilibrio en la representaciéon de ©*; incluso, esta descripcién permitiria una interpretaciéon més

completa del vector térmico. Lo mismo podria hacerse en el caso de un espacio-tiempo curvo [10, 11, 206].

El vector térmico se ha utilizado también en el analisis de la fisica estadistica de sistemas covariantes
generales [37], interpretandose sus componentes como los parametros necesarios para describir el equilibrio
del sistema cuando no se ha especificado la variable que se utilizard como variable temporal. Este analisis

podria extenderse también al caso fuera de equilibrio.

Puede intentarse extender este anélisis estadistico covariante para encontrar posibles efectos a nivel ter-
modindmico en ciertas teorias alternativas a la relatividad especial. Estas se han propuesto para resolver
ciertos problemas que tienen su origen en la gravitacién cuéntica, e incluyen aquellas donde la velocidad
de la luz se considera variable (VSL) [110], deformaciones del algebra de Poincaré¢ (DSR) [111].

En el capitulo 4, se estudiaron mezclas binarias con una componente relativista y otra no relativista.
El término de colision de la correspondiente ecuaciéon de Boltzmann que gobierna la evolucion de la
distribucién del sistema, pudo aproximarse por un término diferencial tipo Fokker-Planck. Esto se logro
dadas las caracteristicas de las particulas de cada componente de la mezcla, como su densidad, masa y
energia. Particularmente, en el caso del gas de Rayleigh o movimiento Browniano relativista, se considera
un gas de fondo formado por particulas relativistas, en donde se difunden particulas pesadas no relativistas
es decir la densidad de las particulas del gas es mucho mayor que el de las particulas brownianas, mientras
que la masa de las particulas de gas es mucho menor que el de las brownianas. La ecuaciéon de Fokker-
Planck (4.20) permite identificar los coeficientes de difusion y friccion viscosidad (4.22). Los casos extremos

de estos coeficientes se calcularon, en particular limite no relativista (4.23) coincide con los resultados
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clasicos de Wang Chang y Uhlenbeck y de Green [119, 120].

El caso del gas de Lorentz, puede interpretarse fisicamente como complementario al gas de Rayleigh debido
a que las caracteristicas se invierten, es decir, ahora el gas estd formado por particulas no relativistas cuya
masa es mayor a las de las particulas que se difunden, que son relativistas y de masa pequena. La ecuacién
de Fokker-Planck (4.33) contiene tres términos cuyos coeficientes no son constantes y pueden asociarse
respectivamente al tensor de difusién, al vector de friccion dindmica y a un tiempo caracteristico de
relajacién. Términos semejantes a este ultimo han sido utilizados en la literatura para modelar tasas de

creacion, de crecimiento o reaccion [143, 132], o bien describir efectos de retardo o memoria [144].

Por otra parte, mostramos que el gas relativista de una componente en la aproximacién de colisiones
rasantes, admite una descripciéon a través de una ecuaciéon de Fokker-Planck covariante. Este anélisis
resulto al utilizar desviaciones de la distribucion manifiestamente covariante (3.41) obtenida en el capitulo

3. Seria interesante extender el andlisis covariante al caso de las mezclas.

En ciertos enfoques de la gravedad cuantica se plantea la busqueda de efectos provenientes de una escala
de longitud minima. Dada la existencia de esta longitud se propone sustituir las trayectorias de las
particulas libres por procesos difusivos en el espacio-tiempo [41], o bien plantear una ecuacion estocéstica
para modelar dichos posibles efectos, suponiendo fluctuante la métrica del espacio tiempo [42]. Seria
entonces interesante obtener ecuaciones tipo Fokker-Planck que modelen estos efectos pero que provengan

de una teorfa microscopica de la gravedad que podrian justificar algunos anélisis fenomenolégicos.

Motivados por las posibles aplicaciones de la fisica estadistica a diversas propuestas de gravedad cuéntica,
finalmente en el capitulo 5 exploramos posibles efectos que una escala de longitud minima puede arrojar en
un anélisis termoestadistico de sistemas simples cuantizados con un esquema que implementa la gravedad
cuéntica de lazos. El esquema de cuantizacién no resulta equivalente a la cuantizacion usual de Schrodinger
en mecanica cuantica. Estudiamos entonces las modificaciones que esta longitud minima induce en las
correspondientes cantidades termodindmicas obtenidas del analisis mecanico estadistico usual. Hay por lo
menos dos interpretaciones posibles para este parametro. Puede considerarse como la longitud de Planck.
En este caso los efectos resultantes serian pequenos. Alternativamente se ha considerado como un regulador
para realizar un procedimiento de renormalizacién, cuyo limite continuo resulta ser la habitual mecénica
cuantica de Schrodinger [166, 167, 205].

Estudiamos dos sistemas simples: El oscilador armonico y una particula confinada en una caja. Ensambles
estadisticos del primer sistema modelardn por una parte, vibraciones en una variante de un soélido tipo
Einstein, y por otra modificaciones a la radiacién de cuerpo negro; mientras que el segundo modelara
un tipo de gas ideal. Las cantidades termodinamicas obtenidas se ven modificadas por el parametro de
longitud, y se asemejan a aquellas obtenidas en la literatura que sigue un esquema fenomenolégico de
la gravedad cuantica [173] y a ciertas propuestas de generalizaciones de la relacién de incertidumbre
[197, 185]. Todas las correcciones se anulan cuando el pardmetro de longitud se hace cero, reobteniéndose

la termodinamica usual de los sistemas correspondientes.
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En este trabajo se utiliza la funcién de particién candnica de la estadistica de Maxwell-Boltzmann por ser
la méas simple. La relacién entre la estructura discreta y la correspondiente modificacion a la estadistica
no fue tratado y es un problema interesante que continiia abierto. Es evidente que habra cambios en el
numero de microestados disponibles en el sistema, esto tendria consecuencias sobre las propiedades de
los sistemas, por ejemplo a través del Teorema de espin-estadistica y quizéa lleve a posibilidades exdticas
[187]. Un indicio de estas modificaciones es el nimero de ocupaciéon modificado obtenido en (5.60), esto
muestra que quiza al realizar el conteo de estados considerando la discretez del espacio y la simetria de
las funciones de onda, existan modificaciones en las funciones de particién y por tanto en los ensambles

correspondientes.

Asi como se ha implementado el limite continuo de la teoria cuantica a través de un procedimiento de
renormalizacién, seria igualmente interesante implementar un procedimiento similar a nivel macroscépico,
es decir, en las variables termodindmicas de manera semejante a como se estudia el modelo de Ising, y

verificar que la escala introducida también es removida a ese nivel.

Otro aspecto interesante seria estudiar las propiedades de invariancia de Lorentz en estos sistemas cuan-
tizados por lazos. Se ha visto que es posible reconciliar la invariancia de Lorentz con la geometria espacial
discreta [203, 204], en contraste con ciertos enfoques fenomenologicos que introducen violaciones a la
simetria de Lorentz como MDR y GUP [173, 174].

Por otra parte la estructura discreta de la gravedad cuéntica de lazos sugiere preguntarnos ;De qué forma
se recupera la relatividad general clasica a partir de la gravedad cuéntica de lazos? jEs posible recobrar,

en un sentido aproximado, un espacio-tiempo continuo desde un conjunto discreto?

Una manera de abordar el problema es a través de una analogia con el movimiento browniano de una
particula en un medio. Las ecuaciones de movimiento se ven afectadas por un término aleatorio que
toma en cuenta la irregularidad de las colisiones de la particula con los atomos del medio [122, 126].
Para la gravedad cuantica el movimiento browniano de una particula propagandose por el espacio-tiempo
podria revelar su microestructura. Como ya se menciond, esta idea ya se ha explorado en la literatura
en propuestas como la gravedad estocéstica [42] que supone la posible existencia de fluctuaciones de la
geometria del espacio-tiempo debidas a efectos cuanticos, que se codifican en un término estocéstico en las
ecuaciones de la relatividad general. A partir de esta modificaciéon se ha encontrado una ecuacién para la

difusion en el espacio-tiempo fluctuante. Este es un ejemplo de posibles efectos cuanticos gravitacionales.

Los enfoques a la gravedad cuantica pueden clasificarse dependiendo del punto de partida del estudio, que
puede ser una teoria efectiva o una teoria microscopica. Hay dos posibilidades: El enfoque descendente
(top-down) donde se consideran desviaciones de las teorias cléasicas provocadas por efectos cuanticos
gravitacionales, modelando la microestructura subyacente por términos aleatorios, como en la gravedad
estocastica. El enfoque ascendente (bottom-up) considera que la teoria macroscopica continua emerge
de algin tipo de limite o promedio de las interacciones microscopicas. En esta perspectiva las teorias

microscopicas como la gravedad cuantica de lazos deben contener en el limite continuo a la relatividad
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general.

En hidrodinamica existe una situacién anéloga, el mejor ejemplo es de nuevo el movimiento browniano.
Por un lado el enfoque que utiliza el término estocastico que modela las colisiones seria el enfoque de-
scendente. Solo se consideran las fluctuaciones en la trayectoria macroscopica sin saber cuél es el modelo
microscopico subyacente. Por otro lado se puede considerar que las interacciones de las particulas brow-
nianas con los constituyentes del medio estan dadas por colisiones elasticas, es decir, por las leyes de
Newton. Se puede dar una descripcién efectiva de como todas las interacciones entre las moléculas del
medio y las particulas brownianas dan como resultado macroscépico un movimiento browniano. Esto se
logra utilizando el enfoque de la ecuacion de Boltzmann [129] a partir de la cual pueden hallarse cantidades
macroscopicas conociendo la dindmica subyacente sin necesidad de suposiciones aleatorias, en particular
puede describirse la difusion de las particulas brownianas en el fluido [119, 120]. El caso relativista especial

de este problema se estudio en [105]. Este seria el enfoque ascendente.

Una linea interesante dentro de la cuantizacién por lazos es estudiar estos sistemas fuera del equilibrio a
partir de una ecuacion de Boltzmann modificada. Como se muestra en el apéndice A, para fundamentar
la dicha ecuacién de Boltzmann puede comenzarse de una teoria microscopica como la teoria cuéntica
de campo y pasar, después de ciertas aproximaciones, a la teoria cinética relativista. Asi pues podria
comenzarse de una teoria cuantizada por lazos como (5.16) y definir una funcion de Wigner para esta teoria.
Afortunadamente se ha formulado mateméticamente la funciéon de Wigner para sistemas cuantizados por
lazos [207]. De esta forma se podria obtener una ecuacién de Boltzmann para esa funcion de Wigner de
lazos. Con esto podriamos estudiar efectos similares a los que encontramos aqui debidos a una escala

minima fundamental, pero en procesos fuera del equilibrio.
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La Ecuacién de Boltzmann Relativista como una
aproximacién a la teoria cuantica de campos

En este apéndice se describe una aproximaciéon a la teoria cinética relativista desde la perspectiva de la

teorfa cuantica de campos, basandonos principalmente en el trabajo de de Groot et al [12].

A.1. Dinadmica de los campos

Consideremos un sistema de particulas sin espin de masa m en el contexto de la teoria cuéntica de campo.

Estas estan descritas por un operador de campo escalar ¢(x) tal que ante transformaciones de Lorentz

¢'(2') = ¢(x). La dindmica del sistema para campos no interacttantes estd dada por la ecuacion de
Klein-Gordon
m2c?
<8M0“ + 2 > o(x) =0, (A1)

la cual puede deducirse de una densidad Lagrangiana, tal que la ecuacion (A.1) puede obtenerse de

ecuaciones tipo Euler-Lagrange considerando independientes a ¢ y su conjugado

OL o DL g O
99t "0 (9uet) M9 (0,0,07)

=0, (A.2)
donde la densidad Lagrangiana correspondiente a la ecuacion de Klein-Gordon

mc

2
Lo (@) = —ghe | 61(2)3,0"0(x) + 9(@),0"'(x) + 2775} (x)o(a) | (A.3)

La interaccion se introducird anadiendo al Lagrangiano un término £, , que dependerad en general de

distintos campos correspondientes a las particulas con las que interactia

L(x) =Lyg(x)+ L, (A4)



A.2. La Funcién de Wigner

Sise supone que £, , no depende de las derivadas de los operadores de campo las ecuaciones de movimiento

seran de la siguiente forma

m?c? 10L,,, (x
(9 + ) o) = 3 Bty )

y una ecuacion idéntica cambiando ¢ por ¢

El Lagrangiano debe ser invariante £’ ((b’(x'),@l’iqﬁ'(:c’), ...) = L(¢(x),0¢(x),...) y dejar invariante las
ecuaciones de movimiento £’ (¢/(2'),8,¢'('),...) = L (¢'(2'),8,¢'(2'),...). De ahi se desprenden las
leyes de conservaciéon de la densidad de corriente y del tensor de energia-momento

B =0, Ot =0. (A.6)

Si ademas se pide invariancia de £ ante traslaciones infinitesimales y se supone también invariancia ante
la transformacion de norma ¢(z) — ¢'(z) = e¢(x), entonces la densidad de corriente j* y el tensor de

energia momento t*¥, toman la siguiente forma
= ied! (@)d"o(x), (A7)
1 o
1 = —sheg! (2)0M0" ¢(x) — g L(w), (A8)

donde la doble flecha en 9 indica que hay que derivar primero a la derecha y después restar la derivada

de la cantidad a la izquierda.

A.2. La Funcién de Wigner

Segin la teoria cinética no relativista las cantidades macroscopicas se definen como promedios estadis-
ticos o momentos estadisticos de sus homoélogas microscopicas, pesados por la funcién de distribucion
correspondiente. En teoria cuantica se introduce la funcién de Wigner que es una funcién del espacio
fase y puede considerarse la mas simple y més cercana a una funciéon de distribucion. De esta forma los
promedios macroscopicos usualmente calculados como (O) = Tr(pO), donde O es una observable y p es
la matriz de densidad, se expresardn como promedios pesados por la funciéon de Wigner de una particula.

Para ello escribiremos las cantidades macroscépicas como sigue

T = (@) = icl: ¢ (2)0Pp(x) 3), (A.9)
™" = <tﬂ”<x>>=—§hc<: ¢ ()"0 $() ) — ¢ (- L(x) 3), (A.10)

donde : * : indica el orden normal de los operadores de campo. La estrategia sera encontrar la funcién
de peso para este sistema e identificarla con la funcion de Wigner. Para ello consideremos primero la

densidad de corriente (A.9) notando que puede escribirse de la siguiente forma
> 1 hx¢ 1
Cof@do s = [atusto) (ol (o 5u) 86 (o 5u) )
0 1 1
4 4 - T - _ = .
2/d y@yué (y) < 0] (m—i— 2y) ) (m 2y> .>, (A.11)
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donde se introdujo una variable auxiliar y* a través de la delta de Dirac 4-dimensional, y se realizé una

integracion parcial en el tltimo término. Se puede escribir 64(y) en su representacion integral

5(y) = (27r1h)4 / dhe T, (A.12)

de forma que la densidad de corriente se puede escribir como

=c z,K), .
JH d*k KPW (z, k A.13

Wz, k) = (Qi;)g) /d4yekﬁy <: ot <a: + ;;;) ¢ <a: . ;y> :> : (A.14)

que se define como la funcién de Wigner en la teoria cuéntica relativista. Es una funcién real y es

donde

manifiestamente escalar. Con ayuda de esta funciéon las cantidades macroscépicas pueden escribirse como
promedios en el especio de momentos k*. En el caso del tensor de energia-momento (A.10) toma la

siguiente forma en términos de la funciéon de Wigner
1
TH — c/d4k: EMEYW (2, k) + g' E /d4k <m202 — k% 4h28a80‘> Wiz, k) —(: L, (x):)|. (A.15)

Notemos que el primer término en (A.15) es precisamente el segundo momento de la distribucion W, sin
embargo hay dos términos mas que estén relacionados con la parte interactuante. Para sistemas diluidos
que son los estudiados principalmente por la teoria cinética se piensan principalmente interacciones bi-
narias. El término de interaccién se pensaré proporcional a la densidad e inversamente proporcional a la
temperatura, asi si el Lagrangiano £, , tiene una constante de acoplamiento J\,, el término de interaccién
podré despreciarse siempre y cuando nA, /kT < 1. En este régimen puede despreciarse el tltimo término

de (A.15). Ademas de la definicion de (A.14), se sigue que W sigue una ecuacion de evolucion
1
<m262 — K+ 4h28a@a) Wz, k)=1,,, (A.16)

donde I, , es una integral relacionada con las derivadas del Lagrangiano de interaccién y es proporcional
a n),. Para despreciar este término se requiere que n\,/mc? < 1, de forma que I, , ~ 0. Es de esta
manera en que el tensor de energia-momento se identifica con el segundo momento de la distribucion,
es decir, el primer término de (A.15). Notese de (A.16) cuando I, , ~ 0, que k* no esté restringido por
la capa de masa k? # m?c?. Sin embargo, entre las condiciones que impone la aproximacion estadistica
se tiene que para que la funcién de Wigner pueda considerarse una funcién de distribucion en el sentido
usual, debe variar muy lentamente a escala microscopica por ejemplo a la escala de Compton i/mc, esta

condicién se puede escribir como

h 2
( ) 10,0 (z.p)| < W (z.p)]. (A17)

mc
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lo que implica
(m?c® — k*) W(z, k) =0, (A.18)

para lo cual k* es tipo-tiempo y ahora si satisface la condiciéon de capa de masa.

Fisicamente k* puede ser de tres tipos, tipo-tiempo con componente temporal positiva, tipo-tiempo con
componente temporal negativa y tipo-espacio. Las correspondientes funciones de Wigner seran W,, W_
y W, esta tultima no tiene contribucién macroscodpica de forma que la funcion de Wigner puede separarse
como

Wiz, k) = Wi(z, k) +W_(z, k). (A.19)

Al estar k* restringido a la capa de masa se puede escribir

Wate k) = [ 260G L), (A.20)

donde f(z,p) son las funciones de distribucion correspondientes. La densidad de corriente y el tensor de

energia-momento pueden escribirse de una forma usual en teoria cinética utilizando (A.20)

1 d'p n

Jho= e | P ) = )], (A.21)

uy d4p [V
= [ S P (p) = f ()] (A.22)
Si consideramos por otra parte el operador de campo en ausencia de interacciones se puede separar como
¢(x) = ¢4 (2) + ¢ (), (A.23)

donde las partes de frecuencia positiva y negativa son
6:) = 2 [ @ HGIOG ~ Py ()alr), (A24)
o-@) = 2 [ AP HE)E ~ P @b (o), (A.25)

donde H(x) es la funcion escalon unitario, ademas se abrevio f,(z) = (1/2(21)2h?)e=#*/" y a(p) son
los operadores de aniquilacion de particulas y bf(p) son los de creacion de antiparticulas. Al sustituir las
expresiones anteriores en la definicion de la funcion de Wigner (A.14) y recordando (A.20) para la capa

de masa, las funciones F. pueden escribirse de la siguiente manera

fi(z,p) = (2;h)3 /d4q W (p-q)e <aT (p - ;q> a <p+ ;q>> 7 (A.26)
f-(z,p) = (273;1)3 /d4q sW(p-q)e " <bT (p - ;q) b <p+ ;q>> : (A.27)

es interesante que el sistema puede tratarse como una mezcla de bosones I, y antibosones F_ escalares.
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A.3. Ecuacion de Transporte Relativista

Utilizando la ecuacion de campo (A.5) se puede derivar una ecuacion de evolucion para la funcion de
Wigner (A.14)

koW (2, k) = (27:h)4H(kO)H(k2> /d4y e <¢T (x - ;y> 0 (ac - ;y> —of <:c - ;y> ¢ <x — ;y>> )
(A.28)

donde o(z) = %85(;?*, ademés de una ecuacion similar para W_(z, k). En general el Lagrangiano de

interaccién puede ser tal que el lado derecho de (A.28) no pueda expresarse en términos solo de la

distribucion de una particula W, (6 W_). Entonces en realidad la ecuacion (A.28) es la primera ecuacion
de un sistema de ecuaciones acopladas para las funciones de distribucion de dos, tres etc. particulas. Este
sistema se conoce como la jerarquia BBGKY (por las siglas Bogoliubov, Born Green, Kirwood, Yvon).
Para obtener la ecuacion cinética (tipo Boltzmann) es necesario introducir una suposiciéon conocida como
la hipétesis del caos molecular, la cual establece que cualquier correlaciéon inicial entre las particulas sera

despreciada.

Para establecer la condicién inicial es necesario escribir primero los promedios estadisticos de cualquier
variable en términos de cantidades que seran tutiles. En la teoria cuantica de campos el espacio de Hilbert
en el que actian los operadores de campo es generado por el vacio |0) y todos los estados de particulas
y antiparticulas entrantes (in-states) |pp,Pm),,, con n,m = 1,2, ..., (alternativamente pueden usarse los
estados salientes etiquetados por el subindice o, out-states). Utilizando sélo estados de energia positiva

se tiene

[Pn)sn = al, (92)]0), (A.29)
donde ajn (pn) es el producto de los operadores de creacion de los estados entrantes para cada momento
den=1,2,...
Considerando un operador arbitrario O, se puede demostrar [12], que su promedio estadistico (O), puede
escribirse primero en términos de las matrices de densidad reducidas de n-particulas, cuyas entradas se
interpretan como las probabilidades de encontrar a n particulas con momento dado en el estado inicial y

se escribe como sigue
o0
1 dgpk ’
(@ o) = Y7 [ S ool (A.30)
k=0"" k

Utilizando una relacién de completes y la definicion del promedio y (A.30), puede escribirse (O) en
términos de las matrices reducidas, sin embargo, como lo operadores de campo entrantes pueden escribirse

en términos de los operadores a(p), , (A.24), resulta conveniente expresar el promedio de O en términos

in?

de los operadores de campo, finalmente

o0

(0) = Z (nl')2 /d4xnd4x; On(xn;x’n)wi(m)(xn)¢+(m)(a;’n)>, (A.31)
n=0
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donde

~ 4 )™ n - (pj-wj—p-al)

Onani) = gy [ aimad's, IL &7 (nal0l). (A32)

j=1
y los coeficientes
m n
nlOl) = 30" (1) ol Ol ) (A3
m=0

La condicion de que los estados iniciales no estén correlacionados puede expresarse de la siguiente forma

en términos de la matriz reducida
n
(! (P, W) = S S TL(al, (o), ())), (A.34)
{Perm} j=1

donde la suma corre sobre todas las permutaciones de los indices de los 4-momentos. Sin correlaciones el

promedio del operador O se escribe de la siguiente forma
Z ol /d4:1;nd4x’ O l'na H< ) SL‘] ¢+ m)( )> (A.35)

Como la funcién de Wigner (A.14) puede definirse para frecuencias positivas y sélo para estados entrantes,
y podemos notar que es esencialmente una transformada de Fourier del promedio del producto de los

operadores de campo, podemos buscar la relacién inversa que seria

1 1 h ik
<¢1<m> ( * 2y> P+ ( - 2y)> =5 [ R Wb (A.36)

con lo cual el promedio de O, (A.35) puede escribirse como un promedio pesado con W, j como la

funcion de distribucion, de la siguiente forma

=1
=3 / A2 d e, On (s H W o (@5 K, (A.37)
n=0
donde el nuevo coeficiente es
1 n gizs 1 1
On(xn; ky) = i) /d4qn H R {kn — 5 |O| kp, + 2qn} ) (A.38)
j=1

Se buscara un desarrollo en términos de las contribuciones debidas a interacciones binarias, entre tres
particulas, y asi sucesivamente. Para ello es 1til recalcar que los operadores de campo estédn en la repre-

sentacion de Heisenberg

1 1 P 1 Pz 1 P

con lo que la funcién de Wigner puede reexpresarse de la siguiente forma

Wi(z, k) = <ei%w+(k)e_ipﬁz> , (A.40)
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donde

o1 (0) = s HUOH() [ dtye ol (;y) " (—éy) | (A1)

Ahora bien, como los estados entrantes son eigenestados de el 4-momento total P*, la expresion (A.37)

puede aplicarse a la funcion de Wigner de los estados entrantes tal que

W, (2, k) Zn,/d%nd bt k) [ W 2+ 25,0, (A42)
7=1

que es el desarrollo buscado. En este caso

1 B gy 1 1
n\Ln, n,k - d4 n g n — =(qn k n —n ¢ - A43
i) = s [ 11+ {on = Jaulor®1pa+ 300 (A.13)

Se pueden calcular los coeficientes (A.43) para cada caso, asi para n = 0 se tienen que wp(z,p; k) = 0.
Para n = 1 se obtiene wy(z,p;k) = §®(k — p)d™(x). Con estos resultados el desarrollo (A.42) de la

funcion de Wigner se puede escribir como

n

=1
Wiz, k) =Wy (z,k)+ § m/d4:cnd4pnwn($n,pn;k) | | Wi (@ +25,p5)- (A.44)
n= ’ j=1

El primer término de (A.44) corresponde al caso sin interacciones ya que k0, W_ . y(x, k) = 0, el término
1YY +(in) )

de la suma es precisamente el término que contiene las interacciones entre las particulas del sistema.

Ahora bien para estudiar la evolucion de esta funciéon de Wigner es necesario regresar a la ecuaciéon de

evolucion (A.28). Con el mismo razonamiento anterior, puede obtenerse un desarrollo para esta ecuacion

de evolucion
EFO W (z, k) Z . /d4:1;nd P Ap (T, P k 1:[ () (T + 25, 15), (A.45)

donde ahora las funciones son las siguientes

1 T 1 1
An ny n%k = d4n ! n_*nA k n T 53qn (¢ A.46
(@nonik) = o [ 1L {50180 W10+ 0} (A.16)

Ay(k) = (27:h)4H(kO)H(k2) /d4yeikﬁy [¢T (;y> 0 <—;y> +of (;y> ¢ <—;y)](A-47)

Para ambas expresiones (A.44) y (A.45) resultaron de la tinica suposicion de despreciar las correlaciones

iniciales. El caso n = 2 seréa el caso correspondiente a colisiones binarias, los 6rdenes superiores estaran
relacionados a colisiones entre tres y mas particulas. La ecuacién cinética o de transporte para W, (z, k)
se obtiene eliminando W, (, y(x,k) de ambas (A.44) y (A.45) y considerando las primeras contribuciones
no despreciables del desarrollo. Entonces considerando el primer término de (A.44) y sustituyéndolo en

(A.45) para n = 2 obtenemos

2
1
KHO Wy (2, k) = 2/d49«“2d p2 Do(w2,ps k H +(z 4+ 25,p5), (A.48)
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esta es una ecuacion es para W, (z, k). Dado que se supuso que la distribucion de Wigner varia lento

macroscopicamente se puede hacer un desarrollo de Taylor

el caso mas sencillo, correspondiente a omitir las no uniformidades y desplazamientos de masa, es consid-

erar Gnicamente el primer término de (A.49) con lo cual la ecuacion de transporte resulta

(27h)8
2

2
[ s 0o} T W o), (A.50)

j=1

]{JNQMW+ (ZIS‘, k’) =

donde se integré en las coordenadas espacio temporales y tinicamente quedan los elementos de matriz de
A4 (k) en el integrando, en la cual podemos hacer la integracion sobre la variable auxiliar y dando como

resultado

PlAs B2} = . (2l As(Blpa),,

. d3 / / / /
B Z/ pff H(K)H (k)5 (k + 1 = p1 = p2) 1, (01, 22167 (0)[1) st e (P12(0) [P, p2).,(A51)

con ayuda de la ecuacion de Yang-Feldman se calcula el braket de ¢f en términos de o y lo correspondiente

para ¢, y se puede mostrar que

d3
(2mh)° ., (P2l A (K)Ip2),, = / pff 6 (k — p)w (p1, p2lp), (A.52)
donde la funcién w; se define de la siguiente manera
20 K8 d?’p/ 2
wi(prypalp) = & ; / 5 8D (p+p —p1—p2) | u (¢ IQ(O)\pl,m)m‘
21h)%p°
I 50 - p)ImC e 2Ol prpn), )+ (L0 2] (453

Los tres términos del lado derecho de (A.53) pueden interpretarse en términos de amplitudes de dispersion

identificando ( h)4
2T
(p, 7| T|p1,p2) = N (' |0(0)| p1,p2) (A.54)

in
donde T es la matriz de transicién del proceso de interacciéon binaria. De tal forma que la funcion w

puede escribirse como

d3 /
wilprpalp) = [ S804 8 = o= ) ! [T 1)
—anhp® [6®) (b — p1)Im((p1, p2 [T pr,pa)) + (16 2)] (A.55)

de esta forma al tener el Lagrangiano de interaccion puede calcularse (A.55) por teoria de perturbaciones.
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Finalmente sustituiremos estos resultados en (A.50), junto con la siguiente representacion de la funcion
de Wigner compatible con que k* también satisface la restriccion de la capa de masa (A.20). Con esto la
ecuacion de transporte para f(x,p) sera la siguiente
d3p/ d3p
Poufla.p) =5 / 70 p,ol w (p', i |p) f (2, 0) f (2, pY).- (A.56)
Un paso final es utilizar un resultado de teoria cudntica de la dispersion conocido como el teorema éptico
y es el siguiente

d*p' d3p1 4) ¢, roo ., 2 A
ArhIm{p, pr[TIp, p1) = 5 70 0 WG +py —p—p1) [, L[ Tp.p1)|” (A.57)

Con este resultado la ecuacion de transporte (A.56) puede escribirse como

d P d3p/ d3p
“auf / ! / 1 [f fl (p,,pll ’pvpl) - fle(p7p1 |p,ap/1)] ) (A58)
donde se introdujo la tasa de transicion en términos de la matriz T

1
W(p, pi|p,p1) = 55(4) (p+p1— 0 — 04) |0, 04 [ T 1) | - (A.59)

La ecuacion (A.58) es precisamente la expresion (2.12); sin embargo, esta tltima derivacion nos permite
saber exactamente el régimen de validez de la ecuacién de Boltzmann relativista. Ademas, con este método
podemos saber el origen microscépico de la funcién de distribucion y su cardcter escalar, asi como la tasa

de transicién en términos de propiedades mecanico cuanticas.
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Particulas Relativistas Interactuantes

B.1. Teorema de No - Interaccion de Particulas Relativistas

El principio de la relatividad establece que todos los observadores en marcos de referencia inerciales
obedecen las mismas leyes de la fisica, esto implica que estas son invariantes ante transformaciones de
Lorentz o de Poincaré que incluyen traslaciones espacio-temporales, o bien, en el limite de bajas velocidades
respetan las transformaciones de Galileo. De esta forma una teoria serd invariante relativista si tiene diez
generadores que proveen una representacion del dlgebra de Poincaré. En el caso de la mecénica clasica (no
cuédntica) existe otra propiedad conocida como imposicion de la linea de mundo. Esta consiste en pedir
que la curva de la linea de mundo de una particula (¢q(t),¢) transforme como las componentes del cuatro
vector de posicion bajo transformaciones de Lorentz. Esta condicién puede expresarse en términos de los

generadores del algebra y la posicion de la particula

{Ki7 Qj} =dq; [f}f’ Qj]’ (Bl)

donde K; son los generadores de las transformaciones de Lorentz (boost) en la direccion i, y H es el
Hamiltoniano y {-,-} son los paréntesis de Poisson que dan la dindmica. En particular para particulas

libres relativistas el generador de boosts es K; = ¢;H, por lo que (B.1) es satisfecha trivialmente.

En un trabajo clasico, Currie, Jordan y Sudarshan [59] analizaron las consecuencias que estas dos condi-
ciones juntas tienen sobre la teorfa. Comenzando por escribir a los diez generadores del algebra de Poincaré
K;, P;, J;, H, como funciones de las variables canoénicas g;, p; a un tiempo fijo. Concluyen que teorfas que
contienen ambas condiciones no pueden contener ninguna interacciéon. A este resultado se le conoce como

el teorema de no-interacciéon de particulas relativistas.

Para enunciar y dar una prueba de este teorema debemos preguntarnos, dado un conjunto de particulas
que tienen la simetria de Poincaré, si sus lineas de mundo transforman apropiadamente bajo cambios

de marco de referencia incluso si las particulas tienen una influencia mutua a través de algin tipo de
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interaccion. Ambas condiciones sobre la simetria de Poincaré y la invariancia de la linea de mundo son

distintas y su efecto da ciertas limitantes a la dinamica final permisible.

Primeramente es necesario tener una formulacién geométrica de la dindmica de las particulas. Supongamos
que el espacio de configuraciones () es una variedad diferenciable en la que introducimos localmente ciertas
coordenadas ¢;. Para describir al sistema necesitamos ecuaciones diferenciales de al menos primer orden,
geométricamente estos son campos vectoriales. Estos campos estan definidos en el espacio tangente T'Q) que
se identifica con el espacio fase de velocidades, con coordenadas (q*, ¢*). La mecanica Lagrangiana sucede
en T'Q). La funcién Lagrangiana se define como un mapeo tal que £ : T'QQ — R. La mecanica Hamiltoniana

toma lugar en el espacio cotangente TQ*, que es el espacio fase de momentos con coordenadas (¢*, p;).

Aparentemente la descripcién en el espacio cotangente es mejor que en el espacio tangente debido a que las
ecuaciones diferenciales de primer orden pueden relacionarse directamente a campos vectoriales y porque
el espacio cotangente tiene una estructura simpléctica. Es decir, el espacio cotangente es importante
desde el punto de vista geométrico dado que contiene una uno-forma natural § = p;dq’, tal que la forma
simpléctica asociada serd w = df = dq* A dp;. El Hamiltoniano es una funcion tal que 3 : TQ — R, de

tal forma que las ecuaciones de movimiento pueden escribirse como el siguiente campo sobre T'Q*

OH OH
Xg=—,——). B.2
" <3Pi’ 3ql> (B2
Se introduce el producto interior como
OH oH |
j = —dp; ~dq' = dH, B.3
Py = 5 odpit 5 5da (B.3)

o bien en términos de la derivada de Lie a lo largo de algin campo Y, w(Xy, Y) = £y H. Ademés cualquier
campo vectorial Hamiltoniano crea un flujo local que deja invariante la forma simpléctica d (ix, w) =
£x,w=0.

Aunque no hay un isomorfismo natural entre T'Q y TQ*, uno puede definir una uno-forma y por tanto

oL
o4t

una forma simpléctica en T'Q) en términos del Lagrangiano reemplazando p; — de tal modo que la

uno-forma correspondiente en T'Q) sera

oL .
HL = @dql, (B4)

mientras que la forma simpléctica tomara la forma

02L . 1/ 9%L 0L
=df, = dq' N d¢? + = IR
“ AT (ewaqf 9§70

= dg’ A dg'. B.5

La 2-forma w, es invertible y por tanto el Lagrangiano es no degenerado sélo si

%L
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De (B.5) se desprenden las siguientes relaciones cuando consideramos particulas distintas a y b

0 0
Uy 94y,
0 0 %L
Uy Oqp) 94;, Odo)
o 0 1 0L 0L
wﬁ(az’ ’3J> = 2<a'iaj _a.iaj>' (B.9)
Uy 990 90w 94,090
Para el problema especifico de muchas particulas las etiquetas a, b, c, ... corren de 1,..., N, donde N es

el ntimero total de particulas, asi qfa) son las coordenadas de configuracion de la particula a.

Con ayuda de la forma (B.5) podemos definir un mapeo F : TQ) — R que llamamos la energia y que

localmente podemos escribir como

oL ..
=4 - L. B.1

E

Podemos definir un campo vectorial Xg que esté dado por la suma Xg =), Xg), donde cada X? en

TQ de la particula a, obedezca las ecuaciones de Euler-Lagrange

@ ., 0 . 0
Xp =4, g +4d, aq (B.11)
(@) (a)
Las ecuaciones de movimiento se vuelven condiciones algebraicas sobre el campo Xg:
z'XEwL = dE, (B.l?)

esta tltima ecuacion implica que £x,w, = 0.
Ademas supondremos que el dlgebra de Lie del grupo de Poincaré esté representada por campos vectoriales

en T'Q) que obedecen ecuaciones similares a la anterior. Los campos Xp,, X s,, Xk, que generan traslaciones

espaciales, rotaciones y transformaciones de Lorentz deben satisfacer
"EXPiwL :£inwﬁ :"EXKiwL :0, (B.l?))

los diez campos anteriores incluyendo X g obedecen las relaciones de conmutacion correspondientes al al-
gebra de Lie del grupo de Poincaré. Para el analisis del teorema de no-interaccién tinicamente utilizaremos

la siguiente relacion
(Xk,, Xg] = Xp,. (B.14)

La forma de los campos Xp, y X, es inmediata

)
Xp, = —Zai : (B.15)
e Y
PO o o P 0,4 9 (B.16)
i T J (a) 8qg€a) (a) 8@{‘;) !
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la estructura del campo X, es un poco més complicada, las expresiones anteriores para las traslaciones
y rotaciones tienen forma de particula libre, de tal forma que el campo asociado con las traslaciones
temporales X g debe cambiar para tomar en cuenta interacciones entre las particulas. Estas consideraciones
son importantes en la forma del campo asociado con los boosts de Lorentz ya que la relacion de conmutaciéon

que este satisface es la siguiente
Xk, Xp,| =6 Xp, (B.17)

de esta forma si Xp incluye interacciones y Xp; no, entonces X, deberfa incluirlas, sin embargo, esto
significaria que las lineas de mundo de las particulas no transformarian como las de particulas libres y
por tanto no respetarian las transformaciones de Lorentz. Las transformaciones de Lorentz son transfor-
maciones candnicas que mapean ciertas condiciones fisicas de un marco de referencia a otro, es en este
contexto en que se establece la condicién de linea de mundo de las particulas. En el espacio tangente esta

condicién se puede escribir como
J g
L1, By = Yy Ty (B.18)
que significa tal y cual cosa.... Para determinar la forma del campo Xk, se aplica el operador £x, a la

condiciéon (B.18) resultando
X Gy = 705 T iy Gy + Uy Gy (B.19)

por lo que el campo asociado a los boosts de Lorentz es
- i (a) Y 0
Xi, = Z Y XE + Z Z(q(a>q<a> 5”)6(1{ N (B.20)
a a j a

Los generadores de transformaciones de Lorentz estan determinados por las ecuaciones de movimiento en

la misma medida que la aceleracién.

Para obtener el teorema de no-interaccién hay que seguir los siguientes pasos:

1. Se aplica la derivada de Lie £x, a la identidad (B.7) utilizando (B.13) y la forma explicita del

generador de boosts de Lorentz (B.20), dando como resultado que

9%L

k k

(qa —q )7 — =0, (B.21)
(a) (b) 841?@3(1{!))

esto quiere decir que para particulas distintas a # b, La segunda derivada cruzada del Lagrangiano

debe desaparecer, esto implica una descomposicion de la forma

(a) .
£=3"2"0q,). (B.22)
a

2. Utilizando (B.21) en la propiedad (B.8) resulta que

() o oo
94, o,
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siempre que a # b. Aplicando de nuevo la derivada de Lie £ Xr, al resultado previo se obtiene la

0 0
| _
<Q(a) q(z;)) We <8q?a) ) 8q{b)> 0, (B'24)

para a # b. Utilizando la tltima condicién (B.9) y la descomposicion del Lagrangiano que se obtuvo

siguiente relacion

antes (B.22) se obtiene que
92L" 02"
. ] - .. ] )
aqza)afkb) 8q<zb) 8Q(a)

(B.25)

para particulas distintas. De la condicion (B.25) se sigue que los términos en el Lagrangiano que
dependan de o de forma no lineal, no pueden estar acoplados con términos que dependan de 4y

de tal forma que el Lagrangiano se vuelve a desacoplar como

(a) .
L= L4 ) — V() (B.26)

4 . (a) . . . . . . ..
donde el término £,; contiene las contribuciones no lineales al Lagrangiano. Ademas esta separacion

hace que la forma simpléctica también se separe como w, = >, w(;), donde cada elemento de la

(a)
suma tiene la forma w =>,d <8q o > Adg, .

. Finalmente se aplica la derivada de Lie £x, y £ X, @ la ecuacion (B.24) dando como resultado

8"j
! ! (@ 9 9 Ua)
(q —q ) g w. ( — — ) =0, (B.27)
@ o i : k
Vgt 94, oqy, ) 9y,

que implica

qk >, ( J )(’jja) =0, a#b. (B.28)

® 5 0d.,," o,
En esta ecuaciéon podria haber dependencia en q{b) a través de las aceleraciones, sin embargo no
nos da ninguna condicién sobre el potencial V' (¢) en (B.26). Sin embargo, introduciendo todos estos
resultados en la ecuacion dindmica (B.12) podemos escribir en una carta local lo siguiente:

oL ( 020\ N 020" . L V(g)
Yoy o )+Z [ T A (q<a>7q<a>> T (qw)’q(a)) @, | = (B-29)
8q(a) j 0(s) 04 @) dq;, 0 Loy 8%)

Como todas las derivadas del Lagrangiano son independientes de 4y, Para a # b, el potencial V(q)

es necesariamente separable tal que
<a) . (a)
L= Z Lnl q(a) ’ Q(a)) V (Q<a) ) . (B30)

De esta forma se establece que dadas las condiciones sobre el algebra de Poincaré y la covariancia de
las lineas de mundo se tiene que las particulas que satisfacen tales condiciones siguen trayectorias

independientes entre si, es decir no interacttan.
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. . . . . L. . (a) .
Ademas puede mostrarse que, la invariancia de Poincaré implica que V' es cero, mientras que la parte

no lineal del Lagrangiano toma la forma [208]

(@) .
Lo (400 diay) = Ma)

1— Z gt di . (B.31)
(2

Podemos resumir las hipotesis del teorema de no-interaccion: (a) invariancia relativista, (b) dinamica
Hamlitoniana y (c) variables de particula independiente. Se relajara alguna de las condiciones anteriores
podriamos preguntarnos que sucederia. Si se elimina la condicion (a) obtendriamos la dindmica clasica la
cual claramente permite interacciones. Si la condicion (b) se elimina tenemos una teoria tipo Newtoniana
que es consistente con interacciones. Esta es la formulacion de Feynman y Wheeler de las teorias relativistas
de accion a distancia [58]. Uno de los problemas con estas teorias que no se pueden cuantizar canénicamente
[61]. En [210] se formula un esquema para las interacciones de particulas relativistas, en dicho modelo no
pueden establecerse condiciones iniciales adecuadas, ademas la conservacién de la energia y el momento

solo puede asegurarse incluyendo un campo entre las particulas.

Si no se considera la condicién (c) también se tiene una teoria con interacciones que es covariante manifiesta
pero estd formulada en términos de variables distintas a las de particulas independientes. La eleccién de
estas variables se hace de tal forma que cumpla con las restricciones que impone la realizacion del algebra
de Poinacré. Las variables utilizadas no pueden relacionarse con las variables de particula independiente en
presencia de interacciones [61]. Por ejemplo utilizando coordenadas del centro de masa [209], Sin embargo,
definir la posicién del centro de masa es ambiguo, existen varias posibilidades y no todas corresponden
a vectores de Lorentz [61]. Rohrlich muestra en [61] un sistema Hamiltoniano con constricciones para el
cual hay interaccién en ciertas variables, y como con las variables de particula son inadecuadas para el
caso de interacciones. La formulacién con constricciones permite cierto tipo de interacciéon pero falla en
las descomposiciones de cluster. Existen trabajos donde un Hamiltoniano aproximado para interacciones,
resuelve la descomposicion de cluster. y la condicion de la linea de mundo [211]. En [212] se prueba que es
necesario tener un generador méas en un formalismo con constricciones para tomar en cuenta interacciones,
ademaés el generador extra provee las ecuaciones de movimiento [213|, Las trayectorias del sistema de dos
particulas relativistas interactuantes estan generadas por 2 constricciones Hamiltonianas en lugar de un
s6lo Hamiltoniano [214]. Todos estos modelos estan basados en un formalismo dinamica generalizada de
constricciones y aunque pareceria que el teorema no se aplica en presencia de constricciones, la version
Lagrangiana que se presentd aqui, muestra que si es valido al menos para constricciones de primera clase
[60].

De esta forma la tnica manera de concebir interacciones entre particulas es a través de incluir los nuevos
grados de libertad de un campo mediador que tenga su propio momento y energia. Este sistema combinado
lleva a una realizacion del algebra de Poincaré en un marco canénico y que satisface las condiciones de
la linea de mundo. De ahi que la forma natural de estudiar particulas relativistas interactuantes es en el

marco de una teoria de campo.
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Funciones de Bessel modificadas

En este apéndice se describen algunas propiedades de las dos soluciones a la ecuacién de Bessel modificada
(C.1).
Las funciones de Bessel modificadas de segunda especie I, (z) y K,(z) satisfacen la siguiente ecuacion
diferencial 22w o

ZQﬁ tag- = (2% +nHw = 0. (C.1)
Cada solucién es una funcién regular de z en todo el corte del plano z a lo largo del eje real negativo, y
cuando z # 0 es fija, las soluciones seran funciones enteras del indice n. Las soluciones I, (z) y Kp(2)
son reales y positivas paran > —1y z > 0. I,,(z) es acotada cuando z — 0, mientras que K,(z) tiende a
cero cuando |z| — oo [68]. El comportamiento de las soluciones puede verse en la figura C.1

A
2.4 __I(O KI IO Il

201

1.6

1.2

0.8

Figura C.1: Funciones de Bessel modificadas de primer y seguda especie |68, 215].
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C.1. Primera solucién I,(z)

C.1. Primera solucion [,(z)

La primera solucién admite la siguiente representaciéon integral
™
I,(2) = / <Y cos (n1d)dd), (C.2)
0

para n > —% otra representacion integral es

Z\"™ 1 ! zT n—%
IM@Z(?>I%9F@+;LKfi(1_ﬁ) dz. (C.3)

Se tienen ademas las siguientes series asociadas con I,,(z) [68, 215]

ereost — m@+a§ﬁuawwa (C.4)
C%M::<M@+2§y%@, (C.5)

e :_M@+2§ﬁﬂﬁ (C.6)
L@):;Zi%M (C.7)

Para I,,(z) se tienen las siguientes relaciones de recurrencia

Ia(2) = Ta () = 20 (2), (©8)
£ (42) -t
d%: (2"I(2)) = 2" I,—1(2). (C.10)

Cuando n esta fija y |z| > 1 es grande puede hacerse un desarrollo asintotico de I,,(z), el cual esta dado

por la siguiente expresiéon

I,(z) =

e” ] 4n? —1  (4n? —1)(4n? - 9)
V2rz 8z 21(8z)2

(4n? — 1)(4n? — 9)(4n? — 25)
— I C.11
31(82)% * (C-11)

Las soluciones I,,(z) tienen la siguiente serie ascendente
22 k
()

I(2)= (= _ 12
(2) Q)kokmm+k+n (C.12)
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C.2. Segunda solucién Ky (z)

Cuando n es fija y positiva, y z — 0 se puede aproximar como

Z\M 1
Cuando el indice n es entero
I,(2) = I_,(2). (C.14)

C.2. Segunda solucion K,(z)

Una de las representaciones integrales de la funcion K, es la siguiente
o0
K,(z) = / e cosh (ndd))do). (C.15)
0

Otra representacion integral de estas funciones es
1

Ko(z) = (%)" F(Fn(j);) /100 e~ (2% — 1)" 3 dx. (C.16)

Para la funcion K, (z) se tienen las siguientes relaciones de recurrencia

K 1(2) — Kopia(2) = —27"1(“(2), (C.17)
() = ©19
diz (2"Kn(z)) = —2"Kp_1(2). (C.19)

La solucion K, (z) satisface el siguiente teorema de multiplicacion de las funciones de Bessel [68, 82|

Kn(Az) = A" i (1)k(A2k! 1)k(%z)kKn+l(2), (C.20)
k=0

para |A\% — 1] < 1.

El desarrollo asintotico de K, (z) para valores grandes del parametro, es decir, para z > 1, esta dada por

T 1 4n? —1  (4n? —1)(4n? - 9)
Kul2) =43,z [H 8. T 21(82)2 *

(4n? — 1)(4n? — 9)(4n? — 25)

la siguiente expresion

C.21
31(82)3 ( )
Para valores pequenos z < 1, se tiene la siguiente aproximacion para K, (z)
Ko(z) =~ —lInz, (C.22)
1 /2\"
K,(z) =~ 53 I'(z), (n>0). (C.23)
z
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C.2. Segunda solucién K(z)

La correspondiente serie al rededor de valores pequenos de z es

( )n+2k .
Kn(z) = (-1 ”+1Zk'n+k>[l f—fw(k:+1)—fw(n+k+1) +

—_

n—

1 (n—Fk— 1)

k:O

donde 1(n) esta definida como
P(n+1) —'y—i—zl - (C.25)
k Y

con v = 0.577215664 es la constante de Euler.
Estas funciones son iguales ante el cambio n — —n

Kn(z) = K_,(2), (C.26)

para el valor particular n = 1/2 y el cambio z — 2z se tiene que

K1 (22) = \/Ze—% (C.27)
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Integrales de colisién para las aproximaciones de
Fokker-Planck

D.1. Integrales para el movimiento Browniano relativista

En este apéndice proporcionamos los detalles del célculo del término de colisiéon para el caso del movimiento
Browniano. Se utilizan las expresiones (4.19) para aproximar el término de colision, asi se sustituye (4.19)
en la integral 7 de la ecuacién (4.5) y, al notar que el angulo entre los vectores espaciales g’ y gi/ es el
angulo de dispersion Yy, se tiene que
0 042 2
Pe i Oh P O%h
= —ZGAg —— 4 G A AT ——— | O g, 5d02d? D.1
/( C g T e e A £ 90 Do (D.1)

sustituyendo la distribucién de equilibrio de las particulas del gas,

o Zah (pg)2 i j 82}1 _uaPG
I_A/ <_ op? T e Ag'Ag apiop | € R (950)dQdpg, (D.2)
donde
nG
B : D.
4mm? ckT K2 (() (D-3)

Se escribe el elemento de angulo solido df2 = sen ydxde, donde x y € son los angulos polares de gi/ respecto

a g'. Asi se puede integrar con respecto a €

2m
Ag'de = —2m (1 — cos x) g, (D.4)
0
n PN T 9 1 2 i ]g|2 ij
Ag'Aglde = 21§ | (1 — cos x) — 5 sen”x glgl 5 sen? y (D.5)
0

sustituyendo las anteriores relaciones en la integral (D.2)

uap 0 8h .
3 p
= 27T/l/ 7 (gg0) sen xdxd’p,, [cG op g'(1 —cosx)
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D.1. Integrales para el movimiento Browniano relativista

(®2)* o%h
4c2 OpiopI

{(1—4cosx+ 3cos® x)g'e? — |g|*n" sen? X}] . (D.6)

Si se escribe el elemento de volumen del gas dp, en coordenadas esféricas dp, = sen ¢pdepdd|p,|*d|p.|
y se hace la integracion en el angulo acimutal ¥ de g° y g'g?, de la misma manera que se hizo en las
integrales (D.4) y (D.5), el resultado es

o [ i i 0 i
C/ ]%_% di = 2me <|pG‘pOcos¢—1) p—o, (D.7)

o \pi P p| P, P

21 [ i i ] j 0 2
02/ p%-% p—%—p—; d¥ = 2rc? (’pc|pocos¢—1)
o \p% p pG P p| P

1 |p |2 :| 1 |pG| i 2 }

n' sen” ¢ (D.8)
2 |F)|2 pG’ G)2
Si se sustituyen estos resultados en la integral I (D. ) se obtiene que

7= 47r2A/ T (gs0 ]pG| d|p,|sen xdy sen ¢d¢ x {(1 —cosx)pgx

i 0 0\2 o2
xahp<’pc‘pcos¢—1>+(pc) 0 h

. | (1 —4cosy + 3cos? x)x
ap'p° \ |p| pY 4 8p18pﬂ( )

' [(Ips)? 0°) Ip.| P 1lp,? (®°)? >
_9ol¥cel 1— =
X{W ( PP 02 % O B ] g0 O Ty s Y

1Pl o } g® ;

——n¥ sen” ¢ 2L nsen? x (D.9)
2" ()2 2

Para poder continuar con las aproximaciones a la integral Z se analizara el producto (gs0). La seccion

transversal diferencial en este caso serd funcién del dngulo de dispersién y de el flujo invariante, o =

o(F, x). De modo tal que para F se puede escribir

F = pap 2 —m2m2,ct (D.10)
N p|? (p2)? Ipl?

= ’lp.| cos ¢ + en? ¢ + . (D.11)
¢ \/ 2° pg| ()2 (P°)? Ipel?

Al ser la particula no relativista se sabe que el cociente |p|/p" es pequeno, ademas se supone que el
gas es cercanamente relativista pg ~ |ps|, de modo que se utilizard como parametro para aproximar F.
Despreciando el ultimo término en (D.11), se puede aproximar el producto Fo, el cual se desarrolla en

series de Taylor como sigue

0 B,
Fo(F,x) =p’|pslo(lpsls x) <1 - @pf‘;cow <1+ pg|_do >> , (D.12)

P |p]|
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D.1. Integrales para el movimiento Browniano relativista

que en términos de la velocidad de Mgller queda

0
p oo
400 (F,x) = c'fﬁ Lo(1pel ) ( _lplre ooy (1 | Ipdl )) . (D.13)

2 P° [Pl o d|pg
Se puede hacer la misma aproximacion para el cociente de la magnitud de la velocidad relativa |g|?/c?

2 2
Il Sleallpl o (D.14)

()2 pY p°

lsl* _ Ipg
()

considerando tnicamente el primer término de esta ecuacién. El hecho de que las particulas pesadas

sean no relativistas es necesario para comparar los érdenes del cociente |p|/p° en la ecuaciéon (D.9); se

desprecian todos los términos de orden |p|/p” y mayores, para que la integral quede a primer orden!.

Al sustituir (D.13) y (D.14) en la expresion para I (D.9), dejando tinicamente términos de primer orden

y realizando la integraciéon en angulo ¢, se obtiene entonces

arg dlp Oh p'
124772%/6 7 o(|pgl, X)pe ‘oc|senxdx{_2(1_cos’<)pga i 0
2 Y

02 2
x[1+;<1+‘pc| 0o >}+(pg) 0h [(1—4COSX+3C082X)><
o

dlps| 4 opiop’
2 i‘|PG|2> 2 ijIPcl’
x | —=n¥ — 2sen” xn“ , (D.15)
< 37 (p)? (P2)?
al factorizar (1 — cos ) se tiene que
_Uarg d|p
I:47T20.A/6 T a(|pG\,X)|pG|3L)()G‘(l—cosx)senxdx
G
oh p* 1 lp.| Oc 2 9?h . |pa?
—2p? = |14 S 1+ — S0 e D.16
{ pc"ap’p“[ +3< "o | 30) Gyiop (p2)? (D-16)

Integrando por partes la derivada de la seccién transversal o, escogiendo un marco co-mévil en el cual

Uy — (¢,0) y haciendo explicita la dependencia de pg en pia, se llega a la siguiente relacion

Uarg;  do c Uarg
dlp,.||p,.|*e” *T :—/dp [4p 3 9] 5] e” kT O. D.17
[ dpaliplte ol 4P’ — el (D.17)

Sustituyendo la expresion anterior en (D.16) se obtiene

8 _ Uarg, d|p
7= 37r26.A/e i o(|pel, X)pe |’ L)OG|(1—cosx)sendeX
G
oh ; c . 0%h
— i i
[ o kT apiapj] (D19

!Esta misma aproximacién también resulta al tomar como parametro el cociente de energias pg /p° < 1 notando que,
con la restriccion en las masas |p,| ~ |p|.
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D.2. Integrales para el gas de Lorentz relativista

Hasta este punto se ha trabajado con la integral Z, ahora hay que regresar al término de colisién original
multiplicando Z por la funcién de distribuciéon del equilibrio de las particulas pesadas f(©), Cuando las
particulas son no relativistas dicha funcién tiende a la funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann. De

este modo el término de colision f(97 se puede escribir como en la ecuaciéon (4.20)

D.2. Integrales para el gas de Lorentz relativista

En esta seccion se consideran las aproximaciones correspondientes al caso del Gas de Lorentz. Comenzamos
sustituyendo (4.27) en (4.5) y utilizando (4.6) Luego integramos con respecto al angulo € del angulo sélido
dQ) = sin ydxde. Para tal efecto se utilizan las siguientes expresiones

2m
Ag'de = —2m (1 — cos x) g, (D.19)
0

2 2
o 1 o g
Ag'Aglde = 2 { [(1 —cosx)? — 3 sin? X] glgl — %n” sin? X} , (D.20)
0
donde 1" = diag{—1,—1,—1} es la parte espacial de la métrica de Minkowski. De tal modo que las

integrales pueden escribirse como

0 - s [P Oh
T=2n fG (950) sin xdxd’p, ?Bpig (1 —cosy)
)2 9%h - g
(ch a;apf {(1—4cosx + 3cos® x)g'g’ — |g|*n" sin® X}] . (D.21)
Usando coordenadas esféricas d3p,, = sin ¢dodf|p,|?d|p,| e integrando en los angulo acimutal ¥ con
o [ i i 0 i
c/ p—g — p—o dy = 2mc <’I)G\ p—o cos ¢ — 1) p—o, (D.22)
o \p% p p| pY P
27 7 7, 1 ] 0 2
o \p% ) \p% p p| p°
1 ‘pc|2 (p0)2 ) :| pipj 1 |pG’2 ) }
—— sin” ¢ - = nYsin“ ¢ o, (D.23)
2 pl* (p2)? ®°)?  2(p2)?

la integral Z se vuelve

T = 47 / fc(;o) (g¢0)]pc|2d|pc| sin ydy sin gzbdqb{(l — cos x)p°x

h oo 0 02 g2
gpiio <|T)pa||§0 cos ¢ — 1) + (p4) apai@pj (4(1 — cos x) — 3sin? y) x
G
p'p’ <\Pc|2 ®")? .| P’ Lpg? (°)% . 5 )
X cos” ¢ — 2 —cosp+1—— sin“ ¢
{(p°)2 Pl (p2)? p| P 2 [pl* (p2)?
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D.2. Integrales para el gas de Lorentz relativista

2
2772] <2I:G)| 2¢} [ 17@] sin X] } (D.24)

Para seguir avanzando necesitamos aproximar la velocidad de Mgller. Debido a p°/ pg < 1y como el gas

no es relativista, se introduce una aproximacion al flujo invariante F' = popg goC 1

0 P° |pe| 1 (%)% pel® o
~p’ |p| (1 — =% cosp+ = cos” ¢ | . (D.25)
¢ e |p| 2(p2)* Ipl?

Debido a que la seccion transversal o es funcion de F', dado por (D.25), podemos aproximarla como
o(F,x) ~ o(|p|,x). A este orden no es independiente de |p,|. Asi, para el producto gso, con el uso de
(D.25), obtenemos?

1 0\2 2
9s0(F, x) = c‘;ﬂa(p\ X) ( p—omcowb%— )" Ipg| cos? > (D.26)
G

Podemos sustituir (D.26) en (D.24) que junto con la expresion para el altimo término de (D.24) que es

gl” _ Ip® pe| (P”) pe” (°)?

Como las particulas de gas no son relativistas, podemos considerar que la cantidad |p|/ pg es una pequena

correccion y entonces, despreciar todos los términos de orden superior a 2 . Debido a que las derivadas
parciales de h no dependen ni de ¢, ni de |p,|, se puede integrar directamente (D.24) en ¢ y |p,|. La
sustitucion de la funcién de distribucion de Maxwell féo) junto con el uso de pg ~ mgec, nos lleva a la

siguiente expresion

n o ‘PG| n
s meg 2

n oo  Ipgl” | 3n
™ meg

De esta forma estamos en condiciones de dar una forma explicita de Z, la cual estd dada en la ecuacion.
(4.28).

2En [134, 12] para el estudio de la difusion espacial en un gas de Lorentz relativista, Kox utiliza el término principal en
(D.25) y (D.26) para aproximar el flujo invariante.
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Gravedad Cuantica de Lazos

E.1. El problema de cuantizar la gravedad

Uno de los problemas méas importantes en la fisica tedrica actual es la implementaciéon consistente de las
interacciones gravitacionales dentro del marco de la teoria cuéntica, las cuales resultan incompatibles desde
sus primeros principios. Una caracteristica importante es la existencia de unidades fundamentales de masa,
longitud y tiempo que resultan de la combinacion tnica de las constantes h, G y ¢, estas son conocidas
como dimensiones de Planck. Se espera que a estas escalas los efectos cuanticos de la gravedad sean
relevantes. Estas escalas llevan a un obstéculo muy importante en la teorfa que es que es la inexistencia
de datos experimentales directos que puedan dar guia a su construccién, debido a que sus valores son
extremadamente grandes para la energia, y extremadamente pequenos para la longitud. Asi, los estudios
en este ambito se han enfocado en construir aparatos matematicos que sean consistentes internamente y
compatibles con los conceptos fisicos usuales. En realidad, hasta ahora las motivaciones para construir
una teoria cuantica de la gravedad son puramente teéricas: Los teoremas de singularidad y la evasion de
singularidades, evoluciéon de los hoyos negros, radiaciéon de Hawking y etapa final de evaporacién, gran

unificacion de las interacciones fundamentales, regulador y divergencias en la teoria cuantica de campos.

Como ensena la relatividad general, la gravitacion esté codificada en la geometria del espacio-tiempo, de
esta forma se espera que la cuantizacion de la gravedad esté relacionada con la cuantizacion de la geometria.
El modelo matematico utilizado en la gravitacién clasica es una variedad diferenciable equipada con una
métrica lorentziana, sin embargo, como muestra Isham [216]-[218], existe una jerarquia de estructuras
geométricas donde podria en principio aplicarse la cuantizacién, desde los eventos espacio-temporales, la
topologia, la relaciéon causal, la métrica, etc. La pregunta principal en gravedad cuantica es ;qué tanto de
esa estructura debe quedar fija y donde podrén haber fluctuaciones cuanticas? En una teoria fundamental
ninguna estructura puede ser absoluta, es decir, se quiere una teoria independiente del fondo. Por ejemplo,

en la teoria cudntica de un campo escalar ¢, el papel principal es de la condicion causal [¢(z), Qg(y)] =0,
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E.1. El problema de cuantizar la gravedad

para todos los puntos del espacio-tiempo separados respecto a la métrica fija. Si se cuantiza la métrica, el
cono de luz asociado a cualquier evento ya no es fijo y por lo tanto la relacién de conmutacién anterior no

tiene sentido. Es por eso la necesidad de una teoria que no dependa de una estructura de fondo particular.

Al utilizar la teoria cuéntica estandar en la gravedad, en particular en Cosmologia se encuentra un
problema en la tradicional interpretacién de Copenhague donde se el universo se separa en dos partes,
por un lado se aisla el sistema y por otro el observador que realiza mediciones. Existe un conflicto en este
caso al no haber alguien externo al universo que actué como observador. En particular se pretende tener
una interpretacién que no incluya como elemento fundamental la nocién de medicién por un observador

externo, un ejemplo es el enfoque de historias consistentes.

Uno de los aspectos mas importantes que debe abordar una teoria de gravedad cuéntica es el problema
del tiempo. El tiempo aparece como un parametro de evolucién en la ecuacién bésica de la mecanica
cuantica, la ecuacion de Schrédinger, que conserva la nocion de tiempo absoluto de la fisica newtoniana.
No es una observable ni esté representado por un operador, es la parte clésica de la interpretacion de
Copenhague donde la nocién de medicién a un tiempo particular es fundamental; un observable es algo
cuyo valor se mide a un tiempo determinado. Por otro lado, en la relatividad general el tiempo es una
variable dinamica, parte de la estructura espacio-temporal descrita por las ecuaciones de Einstein. Una
variedad con métrica puede foliarse de muchas formas de tal modo que el parametro en cada foliacion
puede usarse como definicién de tiempo y no hay manera de elegir uno en particular, estos son parametros
temporales no fisicos que la teoria permite. En el caso de la gravedad cuantica hay diferentes opiniones
acerca del papel que del tiempo. Hay enfoques que utilizan una estructura causal de fondo para determinar
los conceptos temporales, otros no tienen al tiempo como un parametro asi que definen tiempos internos
para determinar la evolucién. Una teoria de la gravedad cuéntica necesita decir algo sobre los problemas

mencionados, asi como recuperar en los limites correctos los resultados ya conocidos.

Existen diversos enfoques para abordar este problema. Estan las propuestas que pretenden unificar las
interacciones fundamentales como la teoria de cuerdas [219]. También estan aquellas que tnicamente se
preocupan en los efectos cuénticos de la gravedad sobre los campos y viceversa como la gravedad semi-
clasica y la gravedad estocastica [220]-[225]. En esta direccion existen estrategias que se fijan inicamente
en efectos generales como la existencia de una longitud minima o la posible modificacién a la simetria
de Lorentz para intentar buscar pruebas experimentales donde los efectos cuanticos del espacio-tiempo
puedan amplificarse y medirse a través de cantidades fisicas ordinarias. A estos esfuerzos se les llama
colectivamente como la fenomenologia de gravedad cuéntica [226, 227|. Los més conocidos son aquellos
donde se modifica la relacion de dispersion y principio de incertidumbre para buscar efectos debidos a la

posible granularidad del espacio a la escala de Planck.

Basandose en el probable caracter discreto del espacio existen modelos como los conjuntos causales que
intentan implementar la causalidad entre los puntos del espacio-tiempo [41, 109, 228|. Entre las prediccion

més interesantes estdn que las fluctuaciones en el valor de la constante cosmolégica son consistentes con
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las observaciones y que se ha podido reproducir en una aproximacién de grano grueso la causalidad en el

espacio-tiempo de Minkowski.

En este apéndice damos una revision sencilla de uno de los enfoques canénicos a la gravedad cuéntica
conocido como gravedad cuéntica de lazos. En el enfoque candnico usual se comienza con una foliacion 341
de la variedad 4-dimensional, utilizando como variables canénicas la métrica del espacio 3-dimensional g,
y su momento conjugado para describir la dindmica de geometrias 3-dimensionales. El resultado es una

teoria clasica constrefiida que hay que cuantizar.

La diferencia principal de la gravedad de lazos es que en lugar de utilizar a la métrica como variable
de configuracién se utilizan nuevas variables que son combinaciones complejas de las variables candnicas
estandar, una de las variables es una conexién de espin lo que sugiere el uso de un anéalogo gravitacional
de los lazos de Wilson en la teoria de Yang- Mills. Estas ideas llevan a resultados muy interesantes como

que los operadores de area y volumen tienen espectro discreto.

E.2. Gravedad Cuantica de Lazos

E.2.1. Preliminares

La gravedad cuantica de lazos es un enfoque independiente del espacio-tiempo de fondo en la construccién
de una teoria cuantica de campos para la gravedad!. El punto de partida es la formulaciéon Hamiltoniana de
la relatividad general, o formulacion ADM |75, 231|. En esta, se hace una foliacion del espacio-tiempo en
hipersuperficies espaciales. Se estudia la evolucion de la geometria espacial en cada una de esas superficies.
En el tratamiento usual la métrica y su momento conjugado son las variables del espacio fase que se
estudia. Mediante una transformacion canoénica adecuada se pueden obtener nuevas variables conocidas
como variables de Ashtekar-Barbero. Estas variables surgen al escribir la métrica espacial en términos
de triadas y a partir de ellas construir una tripleta de variables anélogas a campos eléctricos E; cuyos
momentos conjugados estdn dados por una tripleta de conexiones anédlogas a los potenciales vectoriales
A;. El espacio fase en estas variables es analogo al de una teoria SU(2) de Yang-Mills, una generalizacion

no abeliana del electromagnetismo. Las variables de conexién A; proveen una definicién de transporte

paralelo de los espinores de SU(2) sobre la variedad espacial, a través de las holonomias

he[A] —pexp//f‘ ds. (E.1)

e

Las variables F; tienen una nueva interpretacion fisica, ellas codifican la geometria del espacio tridimen-
sional. Méas precisamente, definen en cada punto del espacio un marco de referencia local que puede usarse
para reconstruir la métrica espacial. Todas las propiedades geométricas del espacio se escriben como fun-

cionales de Ej. En particular el area A(S) de una superficie bidimensional y el volumen V(R) de una

'Para una introduccion conceptual ver [229], los ingredientes bésicos se pueden consultar en [230], para aspectos mas
generales ver [147], los fundamentos matematicos se exponen en [148].
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region tridimensional son funcionales de FE;. Las ecuaciones de Einstein estan codificadas en relaciones

entre las variables E'y A: las llamadas constricciones cineméticas y la constriccion Hamiltoniana.

Para cuantizar la teorfa se sigue el esquema canonico, es decir, las variables se promueven a operadores en
cierto espacio de Hilbert que satisfacen las relaciones de conmutacion canénicas cambiando paréntesis de

Poisson por conmutadores. Las constricciones clasicas ahora seran ecuaciones de operadores sobre estados.

La version cuantica de (E.1) es un operador que actiia en el estado de vacio para dar lugar a ciertas
excitaciones unidimensionales llamadas estados de lazo. La construccién del espacio de Hilbert de la
gravedad cuantica comienza considerando un conjunto estados de multiples lazos. Estos estados pueden
combinarse para formar una base ortonormal, los estados de esa base son conocidos como estados de red

de espin. Las redes de espin son eigenestados de la geometria (Ver figura E.1).

Figura E.1: Los estados de la base ortonormal del espacio de Hilbert se conocen como estados de red
de espin. Estos estados estan representados por graficos con nimeros cuanticos asignados a las aristas e
intersecciones del gréfico.

Dada una superficie bidimensional se define un operador asociado con el area. Resulta que el grafico de
un estado de red de espin que atraviesa la superficie en ciertos puntos es un eigenestado del operador
area cuyos eigenvalores son proporcionales al cuadrado de la longitud de Planck; lo mismo ocurre con el
volumen (Ver figura E.2). Por lo tanto, esta teoria predice una cuantizacion de la geometria. Una de las

implicaciones mas importantes de esta geometria discreta es la elusion de singularidades.

E.2.2. Geometria Cuantica

El espacio fase de la teorfa estd formado por pares (A, E), donde A% son conexiones que toman valores
en el algebra de Lie del grupo de estructura. Los campos eléctricos Ef son vectores valuados en el dual
del algebra de Lie, en el caso de la gravedad cuéntica el grupo es SU(2). Se toman como observables las
holonomias h. definidas por A a lo largo de trayectorias, y los flujos Fg de los campos eléctricos E a

través de superficies bidimensionales S. El espacio de Hilbert de la gravedad cuéntica puede construirse
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Area=12\3G+D)

A

Volumen = 13 w

Figura E.2: Las aristas de las redes de espin son lineas que representan cuantos de area. Una red de
espin asociada a un gréafico incluyendo una arista de etiqueta j que atraviesa una superficie dada es un
eigenestado del area de esa superficie. Las intersecciones etiquetan nimeros cuanticos de volumen.

de dos maneras. La primera es a través de una construcciéon GNS. La segunda es comenzar especificando
un espacio adecuado para las funciones de las conexiones: C'yl. Se fija una grafica v con N aristas en una
variedad tridimensional. La conexién A asocia a cada arista e una holonomia h.. El espacio formado por
(h1,...,hn) define la configuracion h., restringida a una grafica v. Dada una funciéon compleja suave v,

se puede definir una funcién de las conexiones como

El espacio de estas funciones se denota como Cyl,. Los elementos de Cyl,, s6lo saben de las conexiones
restringidas a «. Kl espacio de todas las funciones cilindricas se obtiene al considerar todas las posibles
graficas 7.
Cyl = U Cyl,. (E.3)
gl

Los elementos de C'yl sélo dependen de las holonomias de las conexiones a lo largo de las aristas de alguna
grafica . Al restringirse a una sola gréfica ~, la teorfa puede verse andloga a una teoria de norma en una
red irregular. Sin embargo, como deben de considerarse todas las posibles graficas se trata entonces de

una teoria de campo con un nimero infinito de grados de libertad de todas las conexiones.

El siguiente paso es introducir el producto interno en Cyl, dadas ¥y, ¥4 € Cyl como

(W), Wy) — /A Drndul, (E.4)

donde ,ugv) es la medida de Haar. La cerradura de Cauchy de Cyl respecto a este producto interno

proporciona el espacio de Hilbert Hyga-

Como en la construccién se consideran todas las posibles graficas «, el espacio Hrgg es muy grande. No

obstante puede descomponerse en subespacios asociados con las etiquetas j. de las aristas de cada una de
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las graficas vy, de tal modo que Hrgg se escribe

7.3

a esta descomposicion se le conoce como la descomposicion en redes de espin. Al ser Hrge muy grande,
los célculos practicos son viables al realizarse en los subespacios H%;. Ademas muchos de los operadores
fisicamente relevantes en Hrgg como las holonomias, los flujos, el 4rea y el volumen aparecen como
familias de operadores en Cyl,. Por lo tanto, sus propiedades pueden ser exploradas en términos de sus

acciones en los espacios de dimension finita ”H7 I
9

Estas estructuras son suficientes para describir la cinematica cuantica. Sin embargo, el caso de la dindmica
cuéntica es mas complicado ya que las soluciones a las ecuaciones de Einstein no pertenecen al espacio de
Hilbert Hrga, al no ser normalizables. Sucede que las soluciones se encuentran en el espacio Cyl*, que

es el espacio dual a Cyl. Asi se tiene la estructura del espacio de Hilbert como la tripleta
Cyl C Hrge C Cyl™. (E.6)

Los estados fisicos se encuentran en C'yl*. Sin embargo, no se ha encontrado una estructura de espacio de
Hilbert en Cyl*.

E.2.3. Cosmologia Cuantica de Lazos

Cosmologia Clasica

Segun el modelo de la gran explosiéon 6 Big Bang en etapas muy tempranas del universo el espacio era
tan pequeno y la densidad de energia tan grande que, durante la subsecuente expansion, el universo
no se pudo haber diluido hasta llegar a ser como lo indican las observaciones actuales. Para explicar la
estructura actual se introduce en el modelo la fase inflacionaria que es una expansién acelerada en etapas
muy tempranas en la vida del universo. Los rastros de esta fase pueden observarse en las anisotropias de

la radiacion cosmica de fondo, las cuales estan en completo acuerdo con las predicciones teéricas.

Sin embargo, el esquema aun tiene ciertos problemas, por ejemplo, el campo inflacionario debe intro-
ducirse a mano y sus caracteristicas deben ser muy particulares, las densidades de energia divergentes y la

singularidad espacial primordial son problemas sobre lo que la teoria no puede dar conclusiones definitivas.

En la cosmologia estandar se asume que el espacio es homogéneo e isotrépico, lo cual es una muy buena
aproximacion para grandes escalas actualmente. La métrica del espacio es determinada por el factor de
escala a(t) que da el radio del universo a un tiempo dado. Esta funcion describe la expansion del universo

de acuerdo a la ecuacion de Friedmann

(Z)Q = T Gpla) (E7)
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que proviene de las ecuaciones de Einstein bajo la suposicion de isotropia, en (E.7) p(a) es la densidad

4 en este caso la ecuaciéon

de energia de la materia en el universo. Para la radiaciéon, por ejemplo, p < a™
de Friedmann tiene como soluciéon @ oc a=! y a(t) oc /T — g, con to una constante de integracién. Para
cualquier solucién existe un tiempo t = tg para el cual el tamano del espacio desaparece y la p diverge.

Lo tnico que la teoria puede decir al respecto es que existe una singularidad.

En analogia al problema de la singularidad en gravitacién, existe un problema de estabilidad en el &tomo
de hidrogeno donde el electrén caerfa al ntcleo en un tiempo muy corto. Este problema es resuelto en
mecénica cudntica ya que la energia del estado base en finita, lo que implica que el electrén no puede radiar
toda su energia y por tanto no caera al haber alcanzado el estado base. En el limite A — 0, Fy — —o0 se
regresa al caso de la singularidad clasica. Se espera que en cosmologia pase algo similar a lo que sucede
con el electrén del atomo de hidrogeno, en escalas del orden de la escala de Planck £,. Si las densidades
estan acotadas por £, 3 estas seran finitas en el marco de la gravedad cuantica pero seran divergentes en

la teoria clésica.

Por otro lado, considerando el modelo cosmologico de Friedmann-Robertson-Walker, se puede mostrar
matematicamente que el universo no puede estar en equilibrio térmico [25]. Sin embargo, para propositos
practicos el universo en gran parte de su historia ha estado muy cerca del equilibrio y s6lo en etapas muy
tempranas las desviaciones del equilibrio fueron muy importantes. La ecuacién de Boltzmann relativista

se introduce al querer estudiar esas épocas donde todas las especies que existian eran relativistas.

La historia térmica del universo [28] puede entenderse como la competencia entre la rapidez de la expansion
del universo y la rapidez de en que las particulas interacttan, tal que, en buena aproximacioén se tiene que
la temperatura del universo decrece como el inverso del factor de escala. Asi las épocas en el universo se
entienden segun la temperatura y la cantidad de reacciones que existieron: En épocas més tempranas el
universo era un plasma de particulas relativistas T > 10'6GeV, a temperaturas entre 10 y 300 GeV ocurre
una transicion de fase que propicia rompimiento de simetrias (como el mecanismo de Higgs y la transicion
electrodébil). A una temperatura de 100 — 300MeV se producen los bariones y a 10 — 0.1MeV se da la
nucleosintesis y se comienzan a desacoplar las especies hasta que la radiaciéon se desacopla de la materia a
una temperatura aproximada de 0.27eV, es decir la temperatura del fondo c6smico de microondas. Es claro

que para temperaturas mayores a 10'°GeV debe ser la época dominada por efectos cuanticos relativistas.

Cosmologia Cuantica

Comenzando con la ecuacion de Friedmann (E.7) y reemplazando @ por el momento conjugado p, =
3aa/8nG, el Hamiltoniano resultante es cuadréatico en el momento y puede ser cuantizado facilmente
convirtiéndose en un operador que actiia sobre una funciéon de onda que depende de a y posiblemente de
algin campo de materia ¢. Al igual que en la mecanica cuantica, los operadores basicos se definen por

multiplicacion y diferenciacion. Esto lleva a la llamada ecuacion de Wheeler-DeWitt
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3 1 0 0 -
3 <_9€§a_18aa_18a) ay(a, ¢) = 8nGHy(a)¥(a, ¢), (E8)

en donde lflqg(a) es el Hamiltoniano de materia. Este sistema difiere de los sistemas cuanticos usuales en
que la ecuacion (E.8) no contiene derivadas temporales. Esto es consecuencia de la covariancia general. El
Hamiltoniano no da mas una ecuacién de evolucién, ahora es una constricciéon que restringe los estados
permitidos ¥ (a¢). No obstante, (E.8) se puede interpretar como una ecuacion de evolucion en el parametro
a, que ahora se llamaré tiempo interno, la evolucién de la materia se mide ahora en relaciéon a la expansiéon
del universo. Sin embargo, esta cuantizacion también lleva a densidades divergentes en a = 0, que ademas
sigue siendo un punto singular. Esto sucede ya que la cuantizacién que sigue la ecuacion de Wheeler-
DeWitt es la misma que la de la mecanica cuéntica de Schrodinger. El problema radica en este tipo de

cuantizacion.

Variables de lazos en Cosmologia cuantica

Como se vio en el capitulo 5, una cuantizacién no perturbativa e independiente del fondo se encuentra
en la gravedad cuantica de lazos, donde las variables dinamicas (gravitacionales) son las conexiones de
espin SU(2) y sus momentos conjugados, las triadas densitizadas anélogas a los campos eléctricos. Estas
variables permiten una representacion independiente de la métrica de fondo y son integradas en holonomias
y flujos. La base ortonormal de la representacion de lazos es la llamada base de redes de espin. Esta
cuantizacion difiere de la cuantizacion tipo Schrodinger que se usé en la ecuacion de Wheeler-DeWitt
donde la métrica es usada como variable basica y cuantizada como en mecanica cuantica. Los flujos y las
holonomias actian como operadores bien definidos y los flujos tienen espectro discreto. Como la geometria

es determinada por las triadas, entonces la geometria es también discreta.

En el caso particular de los modelos isotrépicos, se reformula el problema en términos de triadas y
conexiones en lugar de la variable a [232]-|238|. Las variables candnicas se parametrizan con las variables

cyp
AL=ct'ui,  Bf=pl g, (E9)

donde ¢ es la 3-métrica de referencia, £ V1/3 es el volumen en la métrica de referencia, y e, w son los
vectores y uno-formas (duales de los vectores) base de la métrica de referencia, es decir ¢, = wéwilCij,
con Kj; la métrica de Cartan en su(2).

2 cuyos momentos conjugados son

El papel del factor de escala le corresponde a las triadas p con |p| = a
las conexiones isotropicas ¢ = —a/2. Al ser A y E pares conjugados, el paréntesis de Poisson entre ¢y p se
calcula directamente y es {c,p} = 87(G/3. La variable p puede tomar valores con ambos signos, sgn(p) se
entiende como la orientaciéon del espacio. A partir de ¢ y p se construyen las correspondientes holonomias

y flujos que generan un algebra la cual serd promovida a un algebra de operadores.

Asi los estados en esta representacion se escriben como funciones de holonomias, los estados ortonormales
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son funciones de las conexiones isotropicas. En esos estados las variables bésicas actian de la siguiente

manera
) 1
pl) = Ghrln), (E.10)
) = |utp). (E.11)
[efu\’cﬂ’ﬁ} - [mp] (E.12)

—_—
El operador p tiene espectro discreto, ademéas solo se representan exponenciales e'¢/2 y no ¢ directamente.

La relacién de conmutacion es (E.12).

Los operadores exponenciales como (E.11) no son débilmente continuos en y/, ya que todos los estados
son ortogonales, es decir, <,u|ez/ﬂ\/c/2| 1) = 0o, Esto implica que el espacio de Hilbert en este caso no es
separable y por lo tanto la cuantizaciéon por lazos no es equivalente a la cuantizaciéon de Wheeler-DeWitt.
No obstante, el espacio de Hilbert de la cuantizacién por lazos puede escribirse como un espacio de
funciones cuadrado integrables, no sobre los reales, sino en un espacio conocido como la compactificacion
de Bohr.

Dinamica y efectos cuanticos

La dinamica en el caso cosmolégico se estudiaré a partir de la constriccion Hamiltoniana que se impone
sobre ciertos estados de la forma [¢) = 37 4,[u), donde |u) son eigenestados del operador triada, los
coeficientes dependen también de los campos de materia ¢. Como no existe un operador ¢ es necesario
utilizar en su lugar al operador exponencial (E.11). Entonces al cuantizar (E.7) se obtiene la siguiente

ecuacion en diferencias finitas

(Vu+5 - V;H—S) ¢u+4<¢) —2 (V;H-l - Vu—l) %(¢)+

4 N
(V,uf?) - V,uf5) ¢uf4(¢) = _gﬂ'GEIQ)Hmat(:u)wu(gb)a (E.13)
donde V, = (€§|u| /6)3/2 son los eigenvalores de volumen provenientes del operador Vo= 1P|/ y el

Hamiltoniano de materia H,,q. De la misma forma que la ecuacion (E.8), (E.13) es una constriccion ya
que no genera evolucién en la coordenada temporal sino en un tiempo interno etiquetado con el indice
p. Una diferencia importante entre (E.8) y (E.13) es que en la ultima ecuacion la evolucion en el tiempo
interno no se rompe en la singularidad clasica sino que continua a través de ella, para p negativas V),
decrece, mientras que para pu positivas V, crece. Esto da la idea de un universo que colapsa hasta que
alcanza una longitud minima que corresponde a la singularidad clasica y entonces vuelve a expandirse.

En el caso clasico el Hamiltoniano de materia es de la forma H,q = SWGa*?’pi, hay que cuantizar a 3.

En el caso de Wheeler-DeWitt el operador a2 no esté acotado y diverge en la singularidad clasica. En la

cuantizacién por lazos se puede reescribe como

1 6
a3 = <71_GT7” T3 {e” T3, \/V}) (E.14)
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donde 73 son matrices relacionadas con las matrices de Pauli, y el tltimo término a la izquierda es el parén-
tesis de Poisson. En esta expresion sélo se necesitan potencias positivas del operador p. La cuantizacion

de (E.14) define el siguiente operador

- - 6
a3 = |8it;2 | sen vV cos < — cos vV sen < (E.15)
I 2 2 2 2|7 '

este operador es finito y su accién sobre los estados es
6
a3p) = |46, (Vo1 =V )| ). (E.16)

En particular cuando p = 0, en la singularidad clasica, el operador a=3 no diverge aunque es cero. De

esta forma el Hamiltoniano de materia tampoco es singular

Hypar = %ﬁpi F UV (9). (E.17)
El caracter finito del operador Hamiltoniano es una consecuencia de la representacion de lazos. Sin embar-
go, la reescritura (E.14) no es la tnica posible para =3 desde el punto de vista cléasico, por lo que pueden
existir ciertas ambigiiedades al momento de cuantizar. Ciertas propiedades importantes se mantienen ba-
jo estas ambigiiedades, no obstante, ciertos detalles finos pueden cambiar. Dos parametros caracterizan
estas ambigiiedades, j de la representacion del grupo de holonomias y I que es la potencia de |p| en los

paréntesis de Poisson. Los eigenvalores resultantes se pueden aproximar por

3 —=4¢7°D a o E.18
aef a l CL2 s ( . )
donde a0 = Ep\/j/?) y la funcién D; es

(q+1)*2—|g—1/"2  (¢+ 1) —sgn(qg—1)|g — 1|'+?
(12 B (1) ' (E-19)

Con esto se puede ver que la funcion a;? tiene tres regimenes, se acerca al valor clasico =3 para grandes
escalas a > a4z, tiene un méximo alrededor de a = apq: v decae para a < amaz-

Ya que la ecuacion (E.13) es complicada de estudiar, es ttil trabajar con ecuaciones efectivas que surgen

de diferentes tipos de correcciones a la constricciéon Hamiltoniana. La ecuacién de Friedmann efectiva es

. 8 1 _
aa2:§G 3 a_ips +a’V(g)| . (E.20)

Como el Hamiltoniano de materia no sblo actiia como fuente del campo gravitacional, sino que da las
ecuaciones de movimiento, las modificaciones en (E.20) cambian también las ecuaciones de movimiento

de la materia; asi, la ecuacién de Klein-Gordon efectiva es
.. d . B
¢:¢a% In (aejz%) —a3ae SfV/(QS), (E.21)
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estas ecuaciones pueden estudiarse numéricamente.

La ecuacion de Friedmann efectiva (E.20) se comporta diferente a escalas pequenias ya que aumenta con

2 como el

a para ¢ y pe fijos. Se puede analizar (E.20) como una ecuacion analoga a la energfa con a
término cinético y como potencial a V(a) = —(87G/ 3a)(ae_f3pi /2 + a3V (¢)). La parte dominante de este
potencial se comporta como —a~* que va en aumento lo que demuestra que a sera llevado hacia valores

mas pequenos, lo que implica la atraccién en el universo.

Por debajo del maximo de la densidad eficaz V(a) decae, mientras —)(a) evoluciona como una potencia
positiva de a. Esto implica que el factor de escala seréd repelido de a = 0 de forma tal que, a pequenas
escalas, hay una componente repulsiva a la gravitacién provocada por efectos cuanticos. De esta forma
se previene el colapso gravitacional. Esto ocurre a través de rebotes donde a pasa de un comportamiento
de contracciéon a una de expansion, las condiciones para que se lleve a cabo son claramente @ = 0 y
a > 0. Existen dos posibilidades de rebotes, la primera es si el espacio tenga curvatura positiva en lugar
de ser finito y la segunda con un potencial que pueda ser negativo, sin embargo, esto siempre corresponde
a un maximo en lugar de un minimo. No obstante, con las modificaciones en (E.20) el término extra
proporciona una contribucién positiva que puede volverse suficientemente grande para que d se vuelva
positiva y crear un rebote. La presencia de estos depende del modelo particular que se estudie. En el caso
de la singularidades de la gran explosion y el gran colapso, estas son reemplazadas por un gran rebote
cudntico que evade la singularidad, estos rebotes tienen lugar a un volumen minimo de aproximadamente
1.28x103%3 cm.

Esta contribucién repulsiva no sélo puede explicar la ausencia de singularidades sino que también aumenta
la expansion del universo cerca de la singularidad. Entonces, segtn el modelo, el universo acelera a partir
de efectos cuéanticos, es decir, proporciona un mecanismo de inflacién sin introducir un tipo de materia
especifica. A través de la formaciéon de estructura, la fase inflacionaria puede dejar una huella en el fondo
cosmico de microondas. La inflacion de lazos puede distinguirse del inflatén usual ya que la potencia

depende de forma diferente en cada escala.

La dindmica modificada de la materia se vuelve importante ya que a escalas pequenas el término de
friccién cambia de signo y la materia aumenta su potencial si tiene un momento inicial diferente de cero
por pequenio que este sea. Después de esa fase la materia se frena y regresa a su minimo proveyendo mas
inflacion. Cuando llega al minimo comienza a oscilar y asi puede comenzar el habitual y re-calentamiento
para obtener la materia caliente. La inflacién por lazos provee una alternativa a los modelos de inflacién

usuales que, como se sabe, concuerdan con las observaciones.
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