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OBJETIVO



Desde hace mas de cien afios existe un problema no resuelto en la electrodinamica clasica; el
problema al que nos referimos es el de la fuerza de reaccion de radiacién. A lo largo de este
periodo el problema ha sido abordado por varios autores, sin que hasta el momento exista una
solucion realmente convincente.

El objetivo del trabajo que se desarrollara en estas paginas no consistira en hallar la solucién a
este problema embarazoso, sino que el objetivo sera proponer un modelo que nos indique las
causas por las cuales todos los intentos por resolver este problema tedrico han fracasado,
ademas de formular algunas ideas que buscan esclarecer el por qué de los tropiezos de las
propuestas dadas a conocer hasta nuestros dfas. En el desarrollo del trabajo se revisaran
algunas de las ideas elaboradas a lo largo de este periodo.

En el trabajo se expondran las principales ideas de los primeros intentos por dar solucion al
problema. Estas son las de Lorentz, quien propone una solucién por medio de un modelo
puramente electromagnético. También se abordara el modelo propuesto por Planck, el cual
consiste en hacer un balance energético. Se analizard también la ecuacién resultante, conocida
como ecuacion de Abraham-Lorentz, la cual aparentemente fue el primer modelo planteado
para resolver el problema de la fuerza de reaccion de radiacion.

También se discutira la hipdtesis que propone Dirac en 1938, la cual corrige una inconsistencia
de la ecuacion de Abraham-Lorentz relacionada con las soluciones divergentes, pero lo mas
interesante de esta hipdtesis es la aparicion de soluciones preaceleradas lo cual nos parece
inadecuado pues es una hipotesis impuesta fuera del electromagnetismo.

Es importante decir que Landau y Pearle, con mayor precision, relacionan las soluciones
divergentes con la componente mecanica de la masa cuando se puede considerar negativa...
Sobra decir que el concepto de masa negativa es extrafio pero buscamos mostrar los diferentes
intentos por entender el surgimiento de las soluciones divergentes y, en nuestro caso, como en
un modelo puramente mecanico con masa positiva, aparece una masa aparente que puede ser
negativa cuando se hacen aproximaciones y da lugar a soluciones divergentes. Se muestra asf
una vez mas que las aproximaciones en el problema de reaccién de radiacién son muy
delicadas.

También se estudiara el modelo que considera a las particulas extendidas como un cascarén
esférico de carga, el cual por simplicidad no gira; mas tarde se analizara la ecuacion general, la

cual considera a las distribuciones de carga con simetria esférica las cuales, también por



simplicidad, se considerara que no rotan. Se comentaran las inconsistencias de la hipotesis
propuesta por Oliver, quien propone cambio de un signo en la ecuaciéon de Abraham-Lorentz,
lo cual corregiria los problemas antes mencionados, sin embargo esto no puede ser posible
dentro de la electrodinamica clasica.

A lo largo del trabajo también presentaremos el teorema de Daboul, referente a las
condiciones bajo las cuales aparecen soluciones divergentes en ecuaciones diferenciales lineales
de orden N, luego presentamos el criterio de Hurwitz, que es mucho mas adecuado que el
propuesto por Daboul, como veremos esto sera fundamental en nuestro trabajo.

Luego usaremos el modelo mecanico propuesto previamente por Burke el cual sirve para
modelar el problema electromagnético que nos interesa, el de reacciéon de radiacion.

Al resolver el problema mecanico en forma exacta, nos daremos cuenta que las soluciones
divergentes y masas mecanicas aparentes negativas, surgen cuando se hacen aproximaciones.
Por otra parte sefialamos que la solucién del problema mecanico en tres dimensiones, ademas

de muy complicado, apunta a dificultades similares a las de la electrodinamica.



CAPITULO 1
INTRODUCCION



Alrededor de 1864 Maxwell wunifica el formalismo de la teorfa electromagnética
que permitia estudiar, con mucho éxito, los fendémenos electromagnéticos. Uno de los
resultados fundamentales es que la teorfa predice ondas electromagnéticas, las cuales se
observaron experimentalmente mas tarde. Ademas esta teorfa pudo unificar a la 6ptica con el
electromagnetismo al demostrar que las ondas electromagnéticas se movian con la misma

velocidad que la luz, Maxwell concluy6 asi que la luz era una onda electromagnética.

Por otra parte los problemas que desde un inicio estudio la electrodinamica eran de dos tipos:
el primero consistia en encontrar los campos electromagnéticos resolviendo las ecuaciones de
Maxwell conociendo las fuentes (densidades de carga y corriente) lo cual resulté bastante
exitoso. El segundo era, dada la interaccién entre campos, cargas y corrientes determinar el
movimiento de las cargas. Parecia que los dos problemas estaban resueltos correctamente, sin
embargo en el segundo problema la solucién obtenida no es del todo adecuada; veamos por
qué. Cuando una carga puntual se acelera emite radiaciéon electromagnética, la cual lleva
consigo energia por lo cual modificara la dinamica de la carga, entonces el movimiento
determinado usando solamente el campo externo a la carga es inadecuado. La energfa radiada
por la carga acelerada traerd consigo la aparicién de una nueva fuerza, que es la fuerza de

reaccion de radiacion.

Es importante resaltar que un resultado fundamental de la electrodinamica, la emisiéon de
radiaciéon por una carga acelerada, es precisamente lo que origina la dificultad de la

electrodindmica a la hora de tratar de resolver el segundo problema.

El problema de reaccién de radiacion surge a fines del siglo XIX, es decir a los pocos afios del
establecimiento de las ecuaciones de Maxwell-Lorentz. Con los trabajos de Lorentz, Planck y
Abraham se inicia el estudio de la reacciéon de radiacion para una particula con estructura (no
puntual). Después de estos trabajos practicamente se abandona el problema, hasta que a fines
de la década de los treinta Dirac formula una ecuacién dinamica relativista analizada mas tarde

por Plass.

El primer intento por resolver el problema de reacciéon de radiaciéon conduce a la ecuacién

conocida como de Abraham-Lorentz (AL), la cual trata de resolver el problema no relativista.



Sin embargo es una ecuacion polémica, por ser de tercer orden, lo cual no esta de acuerdo
con la dindmica newtoniana y requiere de una condicién de contorno adicional. A lo anterior

hay que agregar que esta ecuacion se pude transformar en ecuacion integro-diferencial

5
incorporando la condicién a(t — ) =0 (Propuesta por Dirac, pero es una condicion

totalmente ajena al electromagnetismo). Esta trae como consecuencia que la aceleracion al

tiempo t dependa de la fuerza a tiempos posteriores, lo cual viola el principio de causalidad.

El problema de reacciéon de radiaciéon se ha enfocado desde tres puntos de vista, primero
usando la ley de conservacion de la energia por Planck en 1897, (puede verse: Heitler, 1954,
Erber 1961, Rohrlich 1965, Jackson 1975). La segunda forma es usando la conservacion del
momento (interaccion entre los diferentes elementos de una distribucion de carga), usado por
Lorentz en 1902 y Abraham en 1903; (puede verse: Heitler 1954; Panofsky 1962; Jackson
1975).

La tercera forma se basa en las teorfas de accion a distancia. Estas teorfas aseguran que las
cargas interactian con un retardo temporal, sin necesidad de campos electromagnéticos, esta
teorfa, en su version moderna, fue estudiada por Wheeler y Feynman (1945) y Hoyle y

Narlikar (1974). Esta propuesta no se discutira aqui.



CAPITULO 2
DEDUCCION DE LA ECUACION
DE ABRAHAM-LORENTZ



El propésito de este capitulo es presentar y analizar las deducciones mas comunes de la
ecuacion de Abraham-Lorentz, asi como presentar cuales son algunos de los principales

problemas que presenta esta ecuacion, para asi facilitar la discusion posterior.

2.1 DEDUCCION DE LA ECUACION DE ABRAHAM-LORENTZ
MEDIANTE UN BALANCE ENERGETICO

Posiblemente la deduccién mas conocida y simple de la ecuacién de Abraham-Lorentz, es la
propuesta por Planck quien considera que en la ecuacién de Newton ademas de la fuerza
externa se debe tomar en cuenta la fuerza de reaccién de radiacién, la cual se puede obtener
mediante un balance de energfa. A continuacién mostramos la deduccion.

De acuerdo con la dinamica de Newton, la ecuaciéon de movimiento para una particula es

—

ma = Fex, 2.1.1)

- -
donde M es la masa, @ la aceleracién y Fex es la fuerza externa, ahora si ademas la particula

esta cargada y acelerada, se tiene que tomar en cuenta la radiacién emitida por dicha carga;
porque segun la electrodinamica clasica, una carga acelerada radiara energfa de acuerdo a la
férmula de Larmor
2e*
= a

p-°"
3c?

2.1.2)

b

donde P es la potencia radiada, €la carga del electrén y Cla velocidad de la luz.
Esto quiere decir que a la ecuacién dinamica hay que agregarle una fuerza de reacciéon de
radiaciéon si queremos obtener una ecuacién que gobierne el movimiento de la particula

cargada la cual radfa energfa, con lo cual la nueva ecuacion tendra la siguiente forma

- - -

ma =Fe:«+ Frag (2.1.3)

5
donde ahora aparece Frad que es la fuerza de reaccion de radiacion.

Por el momento no se sabe cudl es la expresion para la fuerza de reacciéon de radiacion, sélo
sabemos que esta fuerza debe desaparecer cuando la particula cargada no esta acelerada.

También sabemos que la fuerza de reaccion de radiacién debe ser proporcional al cuadrado de



la carga €, como se observa en la férmula de Larmor, con lo cual los efectos de radiaciéon no
son alterados por el signo de la carga y por ultimo la fuerza de reaccion de radiaciéon debe
contener a la constante

_2e?

T= 5
3amc?

Donde 7 salvo un factor 2/3 es el tiempo que le toma a la luz cruzar el radio del electrén,

llamado tiempo caracteristico.

Ahora bien, a partir de la potencia de Larmor se puede realizar un balance energético en el cual
la variacién de la energia mecanica de la carga sea igual al negativo de la energfa radiada, pues
la energfa que pierde la carga por radiacion debe provenir de la energia mecanica de la carga, de
alli que se diga que la carga es como un transductor de energfa. En esta deduccion la radiacion
se manifiesta a través de una nueva fuerza, la cual se agregara a la fuerza externa de la dinamica

newtoniana. Entonces si E es la energfa de la carga,

dE 2e?

(noétese el signo menos).

Si ahora integramos la ecuacion anterior respecto del tiempo tendremos

t tp 262 )
dE = | ———a“dt. 2.1.5
e =

Descomponiendo el cuadrado de a, resulta

t t; 2e2 NN
dE = | ———(ae a)dt; 2.1.6
! j oo (a0 ) (2.1.6)

integrando por partes el lado derecho de la ecuacion, da

2¢ % d(aev) da -
—— eV (dt. 2.1.7
3c3J‘ dt * 1.7

4

t
jdE:—
4



Si se supone que se trata de un movimiento periédico, donde t, —t; =T es igual a un periodo

o a un multiplo entero de un periodo; se tendra que la primera integral se anula y sélo queda

la segunda parte de la integral de la derecha, esto es

tde:E)tj(:;uv)olt (2.1.8)

con lo cual

dE 282> -

o= aevV

dt 3c
Por otra parte como se ha supuesto que el cambio de la energfa mecanica del sistema se debe a
la potencia radiada y debe ser igual al trabajo por unidad de tiempo producido por la nueva

fuerza de reaccién de radiacion, debe cumplirse entonces

2(5 5 - -
:(35:263 aeV |=Frgev, 2.1.9)
C

De la ecuacién anterior llegamos a que

> 262 >
Fra = - a.
3c
Si se sustituye en (2.1.3), se obtiene

- 262 ;> -
ma—3—3a:Fext, (2110)
C
que es la ecuacién de movimiento, la cual es conocida como ecuaciéon de Abraham-Lorentz
(AL). Esta ecuacion trata de resolver el problema no relativista de reaccion de radiacion, sin

embargo es una ecuaciéon polémica, por ser de tercer orden, lo cual no esta de acuerdo con la

dinamica newtoniana, pues en este caso son necesarias tres condiciones iniciales y no dos

5
como en la dinimica de Newton. Ademas para a=cte, P#0 pero Fraa =0, en contra de lo
deseado, y peor ain, hay dificultades con la solucién homogénea como podemos ver

facilmente como sigue:

Si

10



2¢e?

T = s
3mc?®

entonces la ecuacion (2.1.10) se transforma en

a(t)—la(t) :—iFext ®, (2.1.11)
T mz
multiplicando esta ecuacién (2.1.11) por el factor integrante
t
T
resulta,
> t. 1o t. 1 t >
a(t)exp(——) — ~a(t)exp(——) = ———exp(——) Fex (t), (2.1.12)
T T T mrz T
que puede escribirse como
d|> t 1 t,2
—| a(t)exp(——) | =———exp(——) Fex (t).
dt T mr T

Integrando ambos lados de la ecuacion desde t, hasta t
cdfz. tol,w 1 =
[ a)exp(=-) fdt=—[-~exp(- ) Fea (t)dt ,
. dt T Lmz T

donde t, es una constante arbitraria.

La integracion es inmediata, resulta

> t, 2 t 1 (NS
at)exp(—) - alto)exp(—*) == [exp(~ ) Fen (()d
to

con lo cual

mat) = exp(;){m a(t, ) exp(~ t;) _ i | exp(_:) F o (t’)dt’} . 2.1.13)

Ahora bien, si la fuerza externa es cero, se observa de inmediato que la solucién de esta

ecuacion es

t—t,
T

a(t) = a(t,)exp(" ), 2114

11



- -
en donde a(t,) es la aceleracion inicial, lo cual indica que si a(t,) # 0, la aceleracion crece sin

limite; a esto se le conoce como autoaceleracion o solucion divergente. Se parte de un balance
energético el cual se viola con esta solucion pues la energfa cinética crece sin limite. Es claro

entonces que algo esta muy mal con esta ecuacion para la reaccion de radiacion.

2.2 DEDUCCION DE LA ECUACION DE ABRAHAM-LORENTZ
USANDO LA CONSERVACION DEL MOMENTO (LORENTZ)

Lorentz fue el primero en discutir la solucién al problema de reaccién de radiacion a partir de
un modelo puramente electromagnético (mas tarde lo estudié también Abraham) para una
particula cargada con estructura esféricamente simétrica (para simplificar los calculos). Se parte
de la conservacion del momento suponiendo que cada elemento de la estructura ejerce una
accion sobre las demas con un cierto retardo. Esto querfa decir que era necesario calcular la
autofuerza generada por todo el conjunto de elementos de que estaba formada la particula

sobre si misma..

Siguiendo el tratamiento propuesto por Lorentz que aparece en su libro, Theory of Electrons,
de 1904; o la versiéon mas moderna de Jackson el cual consiste en usar la conservacion del
momento o interaccion entre los diferentes elementos de una distribucién de carga, por lo cual

se le conoce como autointeraccion, tenemos lo siguiente.

La conservacion del momento implica que su derivada es igual a cero, esto es

N

j(pE+%x§)d3x=0, @2.2.1)

d Ptotal _
dt

- - -
donde Ptotar es el momento total, p la densidad de carga, E el campo eléctrico, J es la

5
densidad de cortiente y B es el campo magnético.

La ecuacién (2.2.1) la podemos descomponer en dos ecuaciones, una para la fuerza externa, la

cual se debe a los campos externos,

12



—

F o =I(,0Em+%><§ext)d3x, 2.2.2)

y otra para los campos debidos a la particula

Fprop:J.(pEp'FiXBp)dsx. (223)
c
Si
- d B
Fet =——, 2.2.4
= (2.2.4)
entonces la ecuacion (2.2.1) se transforma en
d Ptotal _ d7p+ Eprop _ O,
dt dt
asi
dp o o
—_—=- Ep+—xBp)d°x. 2.2.5
dt I(p "¢ °) (2.2:5)

Ahora suponiendo que la particula esta instantaneamente en reposo y ademas que la carga es

rigida y con simetria esférica, tendremos después de una serie de calculos que

dp_2¢ i(—l)”G d"a(),

2.2.6
dt  3c?4& nic" " dt" (2.26)

donde

n-1

G, = [d*x[d*X p(x,1) (X, t)|x — X 2.2.7)

Si analizamos los primeros términos de la setie tenemos que para N =0,

13



jd jd3 X plX t)a 4U§ (2.2.8)

dt 3¢?

donde U es la energfa electrostatica de la distribuciéon de carga. Entonces si suponemos que la

masa electromagnética esta dada por

4 U
melem = gCT
resulta que
dp >
E = melem a . (229)

Para n=1, tendremos la fuerza de reaccién de radiacién, la cual es independiente de la

distribucion de carga,

jd x[d*x p p(x)a =— 2923

dt 3c?

asi

> 2e? >
F rad = ? a. (2210)

Despreciando los términos de orden superior suponiendo que el tamafio de la particula es

muy pequefio, llegamos nuevamente a la ecuacién de movimiento de Abraham-Lorentz,

- 2e - -
Mgen &) ——— @ =Fex. (2.2.11)
3c?
Podemos decir que las dos ecuaciones (2.1.10) y (2.2.11), obtenidas por diferentes métodos,
tienen la misma forma, aunque en esta ultima aparece un coeficiente 4/3 que multiplica a la
masa electromagnética, lo cual aparentemente esta en contradiccién con la relatividad especial,
ademas de que no es evidente que las masas de las ecuaciones sean las mismas. Lo que también

es claro es que en el modelo de particula con estructura aparece un nuevo problema: la

14



estabilidad de la distribucion de carga; esto dltimo fue estudiado por Poincaré (1906) pero no

lo analizaremos aqui.

Se suele suponer que la particula tiene una masa mecanica M, ademas de la masa

electromagnética, es decir

m=my + My, (2.2.12)
siendo M la masa fisica, con lo cual la ecuacién (2.2.11) se transforma en
262 >
m a(t) - 37 a= F ext . (2.2.13)
C

En la deduccion realizada por Lorentz se sumaron los primeros términos de la serie y los
demis se desecharon, puesto que para N> 2 los términos se anulan cuando hacemos tender la
estructura a una particula puntual, sin embargo esto trac como consecuencia que la masa

electromagnética diverja pues

_Id J'ds PP t)/O(X t)

— o cuando [x—X|—>0. (2.2.14)

Como puede verse, la ecuacién obtenida es la misma, salvo que con esta deduccion se hace

claro un nuevo problema: Como M es finita si la particula es muy pequefia M, debe

compensar el crecimiento de Mg, , por lo que algunos autores afirman que M, debe ser

negativa. ¢Qué sentido tiene esto? Esto se discutira en la siguiente seccion.

2.3 ECUACION INTEGRODIFERENCIAL DE DIRAC-PLASS

La ecuaciéon de Abraham-Lorentz (AL), por ser de tercer orden, requiere de una condiciéon
inicial (o final) adicional a las ecuaciones newtonianas, por eso Dirac en 1938 sugiri6 imponerla
de tal forma que se anularan las soluciones divergentes. Mas tarde Plass (1961), plasmé esta

idea en la ecuacién que presentamos a continuacion.

15



La propuesta de Dirac consiste en suponer que cuando 1 tiende a infinito a(t) tiende a cero.
Para incorporar este comportamiento imponemos la condicién a(t) -0 cuando t > en

la ecuacién 2.1.13 resultando
- t 1% = N
0= {m a(t,)exp(--2) - fJ‘exp(—) Fea (1)dt }
T Ty T

con lo cual se obtiene

t, —t

- 1 % . N .

a(ty) = —— [dtexp(>—) Fex (t). 2.3.1)
mz{

Aparece un nuevo problema porque la aceleracion al tiempo 1t requiere de conocer Fex (1) a

todo tiempo t.

Tomando en cuenta la condiciéon 2.3.1 tenemos que la ecuacion dinamica toma la forma

> 1t toF o o=t 2
maf(t) = exp(){exp(o).[dt exp(->—) Fex (t )—.[dt exp(—) Fe (t )},
T T T f T f T
o también
>0l ottt
ma(t) = ~exp(-) j dt exp(—) Fex () — j dtexp(—) Fea ()} 2.3.2)
T Ty T . T
Simplificando resulta
- 1% .. t—t', 2 ,
ma(t) = —_[dt exp(—) Fee (t). (2.3.3)
T T
Por ultimo si realizamos el cambio de variable
t'—t
S=-——
T b
la ecuacién (2.1.13) se puede escribir como
maf(t) = fds exp(—s) Fea (t +15). (2.3.4)
0

Esta ecuacion integrodiferencial, en ocasiones llamada de Dirac-Plass, es la nueva ecuacion

dinamica.
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Es claro en la ecuacién de Dirac-Plass que si la fuerza externa desaparece la aceleracion se hace
cero; ademas por construccion las soluciones divergentes se han eliminado. Sin embargo se
presenta un nuevo problema, la aceleracion al tiempo t depende de fuerzas que actuaran en
tiempos posteriores al tiempo t, con lo cual se viola el principio de causalidad. Esto quiere
decir que la ecuaciéon predice aceleraciones antes de que la fuerza esté aplicada sobre la
particula cargada; a esto se le conoce como preaceleracion.

Los efectos no causales se limitan a intervalos de tiempo del orden de 1=10 seg, el tiempo

2.82x10°cm

necesario para que la luz atraviese a las particulas elementales clasicas de radio
Lo anterior quiere decir que no es facil medir u observar la acausalidad en el laboratorio si es
que existe. Por lo tanto para cuestiones practicas suele decirse que el modelo satisface las

condiciones de causalidad observables (Jackson 1975).

Sin embargo, serfa bueno eliminar por completo el comportamiento preacelerado para tener
un comportamiento causal, puesto que, después de todo, la electrodinamica clasica es una

teoria causal.

Ya sabemos que al resolver la ecuaciéon de AL se obtiene la solucién (2.1.13)

- - t —_t -
maf(t) = exp(i) ma(t,)exp(— ti) _t I exp(—t) Fea (t)dt
T T T f T

ahora puesto que to es una constante arbitraria si la hacemos tender a infinito, entonces la

ecuacion (2.1.13) se transforma en

a(t) = exp(){ lima(t, Jexp(- )+ [exp(" ") Foy ()d | (2.3.5)
T |t O T mr + T

Si queremos eliminar la preaceleraciéon que existe en la ecuacion (2.3.4), podemos imponer la
-
condicion para af(t,)

N t N
Iim{a(to)exp(— to)} = _ 1 lim .[exp(— t—) Fea (t)dt". (2.3.6)
ty—>0 T M7 to—> S T
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Sustituyendo esta condicién en la ecuacion (2.3.5), tenemos que
> t 1 % 2 . 17 e =N
a(t) =exp(—=)—— '[exp(——) Fex (t )dt+—jexp(—) Fe« (1)dt ¢, (2.3.7)
T mrc < T mz 1 T

simplificando obtenemos que

> S B

a(t)=—— j exp(——) Fex (t)dt . (2.3.8)

mz < T

Con esto el comportamiento preacelerado desaparece, sin embargo de la ecuacion (2.3.8) se
puede apreciar que la aceleracién esta dada en sentido contrario a la fuerza externa. Esto
significa que la ecuacién anterior predice un comportamiento antiacelerado (Pearle (1982) le
llama opaceleracion). De todo esto podemos concluir que al eliminar las soluciones divergentes
aparece la preaceleracion, ecuacion (2.3.4), y cuando se elimina la preaceleracion aparece la
antiaceleracion.
Una forma de “corregir” el comportamiento que aparece en la ecuacion (2.3.8), serfa que la

masa fuera negativa, lo cual no parece tan descabellado para Peatle.

Con todo esto podemos decir que cada vez que se intenta corregir una deficiencia de la

ecuacion (2.1.10) se tiene que pagar un costo, pues aparece otra deficiencia.
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CAPITULO 3
EL TEOREMA DE DABOUL Y EL
CRITERIO DE HURWITZ
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Sabemos que la electrodinamica es una teorfa causal, esto es, la causa precede al efecto, es por
ello que la ecuacién diferencial que gobierne el comportamiento del movimiento de una
particula, sea puntual o extendida, debe cumplir con este requisito. Ademas el
comportamiento causal quedara reflejado en la funcién de Green, si es que la ecuacién es
lineal. Para las ecuaciones diferenciales lineales de orden N es posible analizar si su
comportamiento es o no causal a partir de los coeficientes de la ecuacion caracteristica
asociada con ella. Como veremos hay al menos dos métodos para analizar el
comportamiento de las soluciones de una ecuacion diferencial, una es usando el teorema de

Daboul y otro, que hemos propuesto, mucho mas expedito, a través del criterio de Hurwitz.

3.1 ELTEOREMA DE DABOUL

En ocasiones se ha considerado que la incorporaciéon de mas términos en la ecuacion (2.2.11)
puede solucionar los problemas con las soluciones divergentes o la preaceleracién. Como se
vera a continuacion esta suposicion es incorrecta.

Para saber si una ecuacién diferencial tiene soluciones bien comportadas (no divergentes), al
menos tenemos dos opciones, una es usando el criterio de Hurwitz ( Uspensky 1948) (el cual
analizaremos después) y la otra alternativa es la que propone Daboul en su teorema, el cual
asegura que no importa cuantos términos de la serie en el desarrollo de la ecuacién de Lorentz
se consideren, siempre que el nimero sea finito, si los sighos de la aceleracion y de su derivada
son contrarios, habra raices divergentes.

A continuacion presentamos la demostracion del teorema.

Teorema: una ecuacién de movimiento de la forma

d"a
dt"

L] N N
F.t)=ma-ra+..+c, dtNa =m>c, (3.1.1)
=0

(que no es otra cosa que la ecuacién del tipo de la de Abraham-Lorentz con N términos)

siempre tiene soluciones divergentes.

Bastaria con probar que la ecuacién homogénea de (3.1.1) tiene soluciones divergentes.
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Entonces se demostrara que

L d"a
c =0 3.1.2
2.8 (312

n=0

(con C; =—7) tiene soluciones divergentes.

Suponiendo que la solucién a la ecuacion (3.1.2) es de la forma

a(t) = Ae™ (3.1.3)
entonces sustituyendo esta solucion en la ecuacion (3.1.2) obtenemos

f(w) =1-7r(-iw)+c,(-iw)* +...+c, (miw)" =0. (3.1.4)
factorizando

¢y ()"
tenemos que

1 N T . c,
ey ()" ey () ey ()

f(w)=c, (—i)”{ a)2+...+a)N}:0 (3.1.5)

usando el teorema fundamental del dlgebra, tendremos
f (@) = ¢ ()" [(0 - ) (@ - 0,) ) (@ - @,) (-] (3.1.6)

Lo cual podemos expresar como

f (@) = cy (=i)" ﬂ(w—wn) (3.1.7)
(@) =00 () TTC)a—2) 619

la ecuacién (3.1.8) se puede transformar en la forma
N N N 1
f(w) =cy (i) {H (—wn)}(l— (Z(w—)aw .)=0. (3.1.9)
n=1 n=1 n

Comparando los términos lineales de las ecuaciones (3.1.4) y (3.1.9) tenemos que

N

r:izi. (3.1.10)

Multiplicando por el conjugado de @, al numerador y al denominador obtenemos
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N i+
r=y120 (3.1.11)

=P
El dltimo paso se sigue de que
f(-0")=1"(a) (3.1.12)
lo cual nos lleva a que todos lo ceros de f (@) son cada uno imaginarios puros,
w=ilmo; (3.1.13)
O también si ocurren en pares

o, =tReo+ilmw (3.1.14)

Ahora como por hipétesis 7 es real y mayor que cero

Y imao,
= - (3.1.15)
n=1 |C{)n|
Entonces, la suma
Y imao,
2 (3.1.106)
n=1 |a)n|

contiene al menos un término con

Imew, >0

b

y por lo tanto este término conduce a las soluciones divergentes cuando lo sustituimos en la

ecuacion (3.1.3).
Lo que demuestra Daboul es que realmente no importa cuantos términos tenga la serie, si los

signos de la segunda y tercera derivada de la posicién son contrarios tendremos siempre

soluciones divergentes.

3.2 EL CRITERIO DE HURWITZ

Si bien el resultado de Daboul es muy interesante, es muy laborioso y por ello a continuacioén

proponemos un nuevo método mucho mas practico (Jiménez et al, 2007).
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El criterio de Hurwitz, igual que el teorema de Daboul (1974), nos permite saber como sera el
comportamiento de las soluciones de una ecuacion diferencial, si son o no convergentes o

divergentes.

Se usara este criterio para demostrar que la ecuacién de Abraham-Lorentz tiene soluciones
divergentes y también mas adelante, que las soluciones que se obtienen a partir de un modelo
exacto son convergentes.

El criterio de Hurwitz establece que la ecuacion algebraica con coeficientes reales
f(X) = Py + P X+ P,X° +.c+ pyX" =0 (3.2.1)

tiene todas las raices con parte real negativa si, y sélo si, los N determinantes

p, P 0
P, Po ' ’
Dl:pl’ D2:p D > D3=p3 P, P
> Ps Pu P
P, Py O v 0
o P, S T 0
Dy =| ps P, o SR 0 (3.2.2)
........................................ .0
Pona Paon-2 Pon_geeemenes Py
son positivos.
Para la ecuacion de Abraham-Lorentz (2.1.10),
ma—-mra=Fe
de inmediato se observa que en su ecuacion caracteristica
D, =—<0. (3.2.3)

Esto quiere decir que la ecuaciéon de AL no cumple el Criterio de Hurwitz (como ya se sabfa),

port lo tanto tendra al menos una solucién divergente. Es importante resaltar que las soluciones
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5
divergentes aparecen por el signo que precede a 7@, el cual es contrario al signo del primer
término. Es importante mencionar que este método es mas sencillo de aplicar que el propuesto
por Daboul, por lo cual lo usaremos mas adelante, en la secciéon 5.3, donde sera de suma
importancia saber el comportamiento de las soluciones al modelo mecanico tanto exacto,

como aproximado.
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CAPITULO 4
EIL CASCARON ESFERICO
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Uno de los problemas mas ttiles para entender la teorfa de particulas extendidas es el problema
del cascarén esférico pues admite una solucion exacta y con ello se puede empezar a estudiar el

origen de las dificultades de la teorfa y sugiere como proceder para un analisis mas general.

41 ECUACION DE MOVIMIENTO PARA UN CASCARON
ESFERICO Y SU ANALISIS

Como puede verse del trabajo de Daboul, no se pueden resolver los problemas de la ecuacién
de AL incorporando mas términos de la serie. En ocasiones se olvida que en algunos casos es
posible obtener una expresion general para el coeficiente G, de la ecuacién (2.2.7) y asi es
posible sumar la serie. Esto sucede por ejemplo para el caso de una distribuciéon de carga en
forma de cascarén esférico. El problema fue estudiado por Sommerfeld primero, luego por

Caldirola, Goedecke y mas recientemente por Sharp y Moniz. Veamos en que consiste el

método.

Partimos de la ecuacién propuesta por Lorentz para una carga con estructura, ecuacion (2.2.6)

- - -1 d"a(t
My () = Fug (1) - z‘ ', 4"a0) w1
nic" dt"

donde como antes

G, = Idngd X p(x) p(X) X=X 4.1.2)
y M, es la masa mecanica.
La densidad de carga para un cascarén esférico de radio L esta dada por

() = —— 5[ |\ - L (413)
o P E . 1.

Sustituyendo la ecuacion (4.1.3) en la ecuacion (4.1.2) se obtiene para los coeficientes G,

G :—2|_nl 4.1.4
) n+1( ) (4.1.4)
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y sustituyendo este resultado en la ecuacién de inicio (4.1.1), se llega a

a(t)_m(l—CT/L)+é/|:v(t cj v(t)} (4.1.5)

- -
esta ecuacion es aparentemente bien comportada pues @ =0 si F =0, donde Mes la masa
observable la cual se define como

m=m, +m (4.1.6)

elem

donde M, es la masa mecanica y My, es la masa electromagnética la cual se puede demostrar

elem

que esta dada como

My, = 26°/3Lc? 4.1.7)
y
o= (e/2h)ez/L) 418
(Q-cz/L)
donde 7 es definido como
2e’
T =
3mc?

y Fex (t) es la fuerza externa.

Lo que nos interesa de la ecuacién (4.1.5) es analizar su comportamiento. Para esto primero
analizaremos la solucion homogénea, es decir vamos a suprimir la fuerza externa, con lo cual se

obtiene la ecuacién

Ft)-¢ ?(t —%)—?(t) 0. (4.1.9)

Para esta ecuaciéon se propone, como es usual, una solucién de la forma

r(t) = r(0)exp(Bt/ 7). (4.1.10)
Sustituyendo la ecuacion (4.1.10) en la ecuacion (4.1.9), resulta
rO(B17)" exp(t 7) -

> > 4.1.11
;[r(0)(,8/r)exp(ﬂt/r)exp(—ZLﬂ/w)— r(O)(ﬂ/r)exp(ﬂt/r)}zo ( :
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de donde,
Blr=_lexp(-2L8/cr)-1]. (4.1.12)

Lo que nos interesa ahora es resolver la ecuacion (4.1.12) para analizar el comportamiento de
B, sobre todo es importante conocer el signo de la parte real de esta cantidad, pues si la parte

real es positiva la ecuacion (4.1.9) exhibird un comportamiento divergente, y en caso contrario

las soluciones seran bien comportadas.

Para realizar el analisis de la ecuacion (4.1.12) se usaran dos variables adimensionales,

1:% (4.1.13)
— -1
Ct
y
77=2L5ﬂ+iw (4.1.14)
Ct

Sustituyendo la ecuacién (4.1.14) en la ecuacién (4.1.12) se tiene

i(yﬂv):%[exp(—(yﬂv))—l], 4.1.15)
la cual conduce a que debe satisfacer que

1 = Alexp(—p) cosv —1] (4.1.16)
y

v =—Asenvexp(—u) . (4.1.17)

Analizando la ecuacion (4.1.16) es claro que, si 1 >0, entonces

exp(- i )cosv <1 (4.1.18)
siempre, con lo cual la expresion del corchete en la ecuacién (4.1.16) sera negativa, y si 4 >0,
entonces tendremos una contradiccién, pues por un lado tenemos 1 >0y del lado derecho
una expresion negativa; esto quiere decir que si suponemos que A >0, entonces la ecuacion

(4.1.16) no admite soluciones positivas para £ .

Ahora si 12 < 0, entonces
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exp(- p )cosv <1 (4.1.19)
para algunos valores de u, con lo cual en este caso si existiran soluciones, siempre y cuando

A > 0. Esto querra decir entonces que

1
A= >0, (4.1.20)
L
—-1
Ct
de donde se concluye que es necesario que
L>cr~2x10"cm (4.1.21)

Es importante subrayar que el comportamiento divergente de las soluciones soélo aparece
cuando L <cC7. Esto quiere decir que después de este limite el modelo ya no es apropiado

para analizar el problema, ya que conduce a soluciones que no son fisicamente aceptables. Esto

. - : 23 p
es lo que ocurre también con la ecuacion de Dirac-Plass: en 7 ~107°"S aparecian efectos no
causales.

Analizando la ecuacién (4.1.21) podemos establecer las condiciones que debe satisfacer la masa

mecanica que esta implicita en esta. Ahora bien, si

2¢?
L>c , 4.1.22
( 3mcg) (4.1.22)
entonces
2¢?
> . 4.1.23
3c’L ( )
Como M es la masa fisica, entonces
2e?
m=m, +——-. 4.1.24
" 3Lc? @129
A partir de la ecuaciones (4.1.23) y (4.1.24) tenemos que
m, >0. (4.1.25)

Por lo tanto llegamos a la conclusion de que son equivalentes las condiciones expresadas en las
ecuaciones (4.1.21) y (4.1.25). Es decir, que las soluciones de la ecuaciéon (4.1.9) son bien
comportadas mientras la masa mecanica de la particula sea positiva. Sin embargo Peatle dice

que puede darse el caso en que la masa mecanica de las particulas sea negativa y en este caso
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tendrfamos soluciones divergentes. Esto es equivalente a decir que el radio de las particulas sea
menor que C7. Por lo tanto a medida que el radio del cascarén es menor que C7 y éste se

aproxima a cero, la masa mecdnica tiende a menos infinito y si Re(f) >0 implica que

-
I diverge.

5
Ahora procederemos a resolver la ecuacién manteniendo la fuerza externa Fy, (1), esto con el

fin de discutir la preaceleracion.

Aplicando transformada de Fourier a la ecuacién (4.1.5)

e SR ®) [ (o 2L)) (2
J(a(t))—m(l_CT/L)+g{\5(v(t i n \s(v(t)ﬂ, (4.1.26)

obtenemos

(0?3 (1) = e ®) g{im(?(t - Z—CLD - in(?(t)ﬂ . 4.1.27)

m@—cz/L)
Ya que
S(r(t—2L/c)) = exp(—i2el /) 3(r (1)), (41.28)
usando esta propiedad en la ecuacion (4.1.27), la transformara en
- RGCRO _ -
i0)° 3(r(t) = ——22 +iwd |exp(-i2ol /c) - 1[3(r (t)). 4.1.29
(i)*3(r (1)) m(l_CT/L)w;[ p(-i2L/¢) ~1J3(r () (4.1.29)

Agrupando términos semejantes obtenemos

(iw)? {1 _gexpizelic) | _L}S(?(t)) _ SFe(t) (4.1.30)
o 0] m@—-cz/L)
Despejando la transformada de Fourier de ?(t) de la ecuacién (4.1.30)
(i) 3(r () = I(Fe (1)) o : 4.1.31)
ml—cz/ L)[1— gexp(-i2el/c) | _g}
lw o

Sustituyendo el valor de ¢ de la ecuacién (4.1.8) y factorizando en la ecuacion (4.1.31),

tenemos que
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M) 3(r () = S(Fea (1))

2L i . (4.1.32)
(A-ce/L) 1+ C2DCTID T o ivpl 1c)-1)
@l-c7r/l) o
Simplificando la ecuacién (4.1.32), obtenemos
m(iw)? 3(r (t)) = S(F exti(t)) . (4.1.33)
1-cr+(c/2L)(cz/L)—(exp(-i2wL/c)-1)
w
Ahora como
(c/2L)(cz /L) (2Lim/c) =—cz/L (4.1.34)
@
haciendo uso de esta relacion, la ecuacion (4.1.33) se transforma en
m(io)? 3(r (t)) = S(Fex () 4.1.35)

1+ (c/2L)(cz /L) [exp(~i2el/c) + 2Lwi /¢ ~1]
w

Por dultimo aplicando la transformada inversa de Fourier a la ecuaciéon (4.1.35),

obtenemos

mr(t) = Tdt’Tg—weXp(ia)(t—t')) !
Ce T

Eext (©).

1+ (c/2L)(cz /L) [exp(~i2el/c) + 2Lwi /¢ 1]
(4]

(4.1.36)

Finalmente obtenemos que la solucién esta dada por

m?(t) = Tdt’Td—weXp(ia)(t—t')){1+i(c/2L)(Cr/ L)[exp(—i2Lca/c)+ i2La)/c—l]}_ Em ®,
RAAYY 4 @

(4.1.37)

donde la funcién de Green esta dada por la expresion

G(t—-t) = Tg—wexp(iw(t —t')){1+ i(clzL)(cr/ L)[exp(-i2Lw/c) +i2Lw/c —1]}_ .(4.1.38)
v/ 2 w
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Sabemos que la causalidad se cumple si G[(t—t) <0]=0. Esto querria decir que el
denominador de la ecuaciéon (4.1.38) no tiene polos en la mitad inferior del plano complejo,
pero esto es cierto pues los ceros del denominador son las raices de la ecuacion (4.1.12). Con
lo cual se cumple que, si L >C7, o lo que es lo mismo, si se tiene una masa positiva, la teoria

clasica es como lo dijimos antes, consistente.

Por otra parte el trabajo de Moniz y Sharp tiene como inicio la ecuacién de Lorentz para la
fuerza de reaccion de radiacion. Esta ecuacion muestra la interaccion de la particula cargada
con el autocampo electromagnético. Esta ecuacion de movimiento se expresa en términos de la
fuerza externa y las coordenadas de la particula. Es importante resaltar que la velocidad que
aparece en esta ecuacion es mucho menor que € y ademas cuando la masa de la particula se
hace tender a cero se recupera la ecuacion de Lorentz-Dirac.

Aplicando la ecuacién a una distribucion de carga en forma de cascarén esférico se obtiene

una ecuacion diferencial de diferencias.

Es importante resaltar las caracteristicas de esta ecuacion.

-El comportamiento divergente aparece solo cuando el tamafo de la particula es menor que el
radio clasico o cuando la masa es negativa.

-Cuando la fuerza externa cesa el movimiento de la carga adquiere una velocidad constante, es
decir no hay soluciones divergentes.

-La ecuacién es causal
Lo anterior quiere decir que la teorfa de Moniz y Sharp es consistente siempre y cuando el

radio de la particula sea mayor que C7, o lo que es equivalente, que la masa de la particula sea

positiva.
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42 ECUACION GENERAL DE MOVIMIENTO PARA UNA
PARTICULA CON ESTRUCTURA

Después de deducir la ecuacién de movimiento para un cascarén esférico cargado, ahora
deduciremos la ecuacion general para una particula cargada con estructura (simetria esférica).
Esto se logra partiendo del modelo usado por Lorentz para calcular la fuerza de reaccion de
radiacion, para el cual, al igual que antes, no tomaremos en cuenta los términos no lineales de
las derivadas de V, por lo cual la expresion de la que partiremos es la ecuacion (2.2.6) rescrita
como

awzzez<nﬁ IERaCRal

nic" Ldt” - r

" o0, (4.2.1)

donde la distribucion p(r) estia normalizada a la unidad.

El punto crucial de la deduccion reside en notar que la serie (4.2.1) puede sumarse no sélo para
un cascarén esférico, como se hizo en la seccién anterior, sino que se puede sumar en general,

notando que

8

d : E(t) Z(t —gj 42.2)

- o

donde R=|r-r

Sustituyendo este resultado en la ecuacién (4.2.1), tenemos que la fuerza de reaccion de

radiaciéon queda expresada como

2 et p(fp(r)2f, R
Frad_—gjd rfd At (4.2.3)

c

con lo cual la ecuacidén de movimiento sera

ma = Eext——jd jd rl (r)p(r)a(t—Ej (4.2.4)

la cual es precisamente la ecuacién general de movimiento que quetrfamos para una particula

con estructura.
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Podemos reescribirla de forma mas compacta; para ello procedemos como sigue. Si definimos
_fazefqze-P,(De(r) 2, R
| =[d*[d a0, (4.2.5)

y como antes tomamos

E = ?— ?’, (4.2.6)
entonces

d’r=-d°R, 4.2.7)
con lo cual (4.2.5) se transforma en

I=—J'd3r.[d3RWa(t—§), (4.2.8)

Si definimos la transformada de Fourier de la distribuciéon # como

p(r) = [dkexp(ike 1) p(K), 42.9)

entonces (4.2.5) se puede escribir como

| =—[d[d 3R%§(t _ %) [d°k[d*K p(k)p(K)exp(-iK e R)exp(iK o(r—R)).  (42.10)

La integral sobre I es inmediata puesto que

[drexp(i(k + K)o 1) = 275(k+ K). 42.11)
Sustituyendo este resultado en la ecuacion (4.2.10), obtenemos
| =—2z[d*Ralt - 5)% [d°k[d*Kp(K)p(K ) exp(-i K s RS (K+ K). 42.12)

— -
Ahora la integracion sobre K es inmediata, sélo tenemos que hacer K'— —K , asf la integral

(4.2.12) se convierte en

| =—27[d*Ralt —E)% [d*kp(K)p(~K)exp(ike R). 4.2.13)
C
Por otro lado como p es real p(— E) = p*(E) , entonces

2
| =—27[d°R a(t—%)%dek (k)| exp(ikeR). (4.2.14)
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Ahora procedemos a integrar sobre K, pata lo cual usamos la simetria esférica supuesta desde

el principio (R// IA() , con lo cual podemos usar
d®k = k*senadkdéd ¢

y transformar la ecuacién (4.2.14) en

2
| = 27[d*Ra(t— )L [dkk?dudglp(k)| exp(ikRu)
R
C

donde U = 0S8 . Efectuando las integraciones sobre@ y U, resulta

2
| =8;z2jd3R a(t—E)%J‘dkk‘p(k) senkR.
C

Ahora vamos a integrar sobre R, para lo cual usamos que
d°R = R*sen@IRd&d ¢
Sustituyendo en la ecuacién (4.2.17)

| =sﬂzjstenedeeuqﬁZ(t—5)ijdkk‘p(ﬁ)
C

2
R senkR

y realizando las integrales con respecto a € y a ¢, obtenemos

2
| = —327[3de a(t —%)_[dkk‘p(k) senkR.

Ahora, si se usa la definicién
. R
t=t——,
C
entonces

cdt'=—-dR,

y asf la ecuacion (4.2.20) se transforma en

2
| =3273% j dt a(t —5) j dkk‘p(k) senkR.
C

Si ahora se define el factor de estructura g(r) como

o0

g(r) = [k

0

2
p(k)| senkrdk

entonces la ecuacion (4.2.23) se transforma en

(4.2.15)

(4.2.16)

(4.2.17)

(4.2.18)

(4.2.19)

(4.2.20)

(4.2.21)

(4.2.22)

(4.2.23)

(4.2.24)
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t -
| =327 j g((c(t—t))a(t)dt . (4.2.25)
Sustituyendo este resultado en la ecuaciéon de movimiento (4.2.4), tenemos que

64e”
3c

mat) = Feu o [g(e(t—t))a(t)dt (4.2.26)

Ahora lo que nos interesa es demostrar que esta ecuacion general tiene un comportamiento
causal. Vamos a demostrarlo. Primero escribiremos la ecuacién (4.2.26) como la ecuacion de

Dirac-Plass (2.3.3), en términos de la funcién de Green.

De aqui en adelante vamos a suponer que la fuerza externa depende unicamente del tiempo y

vamos a definir también

64e®

e AClCLIOR (4.2.27)

go(t) =

donde O(t) es la funcion de escalon de Heaviside. Asi la integral de la ecuacion (4.2.26) se

puede extender hasta + 00, con lo cual la ecuaciéon de movimiento se puede expresar como

ma(t) = Fec (t) - j g, (c(t—t))a(t)dt, (4.2.28)
que es mas facil de manipular.

Aplicando la definicién de convolucién a g,y a a(t’), tendremos que la ecuacion (4.2.28) se

transforma en

m[g(t) + % (90 *g)(t')] = Eext (1), (4.2.29)

donde * representa el producto de convolucién.

Aplicando la transformada de Fourier a (4.2.29),

m[3(a(e)) +%s<<go *a)(@))] = 3(F ex (@), (4.2.30)
tenemos que
m[3(a(w)) + %\/ZS((QO (@)3(a(@))] = 3(F o (). 42.31)

Si definimos

36



3G (@) = = L
my, 1 V273(g, (o))

m
entonces podemos escribir
- -
3(a(@)) = I(G(w))I(F ex () ,
y usando nuevamente el teorema de convolucién obtenemos que
1

g(t) = E(G * Een)(t),

o bien

alt) = % TG(t') F o (t— 1),

que también se puede expresar como

a(t) = % [Gt—t)Fu ).

En esta ecuaciéon G es la funcion de Green, y tendra un comportamiento causal si
G(t-t)=0 para t<t
Git-t)=0 para  t>t.
Vamos a demostrar que esto se cumple.

Sabemos que G(t) se puede escribir como

G(t) = % j I(G(w)) exp(iat)de.

(4.2.32)

(4.2.33)

(4.2.34)

(4.2.35)

(4.2.36)

(4.2.37)

(4.2.38)

Para establecer el comportamiento de la funcién de Green para t>0, el contorno sobre el

plano complejo es un semicirculo infinito en el semiplano supetior, mientras que para t <0 se

usa el semiplano inferior. Asf la condicion (4.2.37) es equivalente a la condicién de que todos

los polos de 3(G(2)) con Z=w+i0, estén en el semiplano supetior.

Si, en la ecuacion (4.2.32), m> 0, los polos de J(G(z)) son la solucion de

37



1+%@S(go(z)) =0.

Entonces primero necesitamos calcular 3(g,(2)). Tenemos asi que

3(9,(2) = dtexp(—izt)Tdkk‘p(E)

o0 o0 N 2
= j dtexp(—iat) exp(ct) j dkk‘p(k) senkctdk
0 0

Para o <0, la integracién sobre t se puede llevar a cabo de inmediato. Si definimos

T= _fdtexp(—ia)t) exp(ot)senkct = Idtexp(—izt)senkct
0 0

obtenemos que

kc

T= 'fdtexp(—izt)senkct =
z
0

Sustituyendo la ecuaciéon (4.2.42) en (4.2.40), obtenemos

o 2

kc ?
39,(2) = [ dk .
0 _([kZCZ_ZZ

Entonces la ecuacion (4.2.39) se transforma en

1+1\/_Idk

Ahora procedemos a determinar las partes real e imaginaria de esta ecuacion,
k’c? —z° =k’c’ —(w+io)* =k’c’ —@® + o* - 2iwo.
Entonces la ecuacion (4.2.44) se transforma en

% 3
L A2z [k S ‘
m . K

c?—w?+0? -2iwo

que puede reescribirse como

1+£ 2\/__[dkk C[k
3 0

2
- +02) +4w’c?

con lo cual la parte real es

senkr = [ dtexp(—i(w+ ia)t)Tdk‘p(E)

(4.2.39)

(4.2.40)

(4.2.41)

(4.2.42)

(4.2.43)

(4.2.44)

(4.2.45)

(4.2.46)

(4.2.47)
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o 3.l 2.2 2 2 N
1+£«/272'J.dk Celie @ *o ] p(K)| =0 (4.2.48)
m 0 (kZC2 -’ +02) +40°c’
y la parte imaginaria es
0 3 N 2
1 2z [[dk 2‘"0‘(2 (k) =0. (4.2.49)
m 0 (kzc2 -0’ +(72) +40°c’

Como la integral en (4.2.49) es positiva, entonces @ debe anularse para que exista solucién
cuando 0 <0. Pero para @ =0 la integral en (4.2.48) es también positiva y no tiene solucién
si m>0. Por lo tanto no hay polos en el semiplano complejo inferior, ni habra polos sobre el
eje real si se supone que g(I) se encuentra sobre un conjunto de medidas diferentes de cero,

pero entonces de (4.2.39) se tiene que
l+£»\/27z3(go(z)) =0. (4.2.50)
m

Esto es, deberia cumplirse que,

3(g, (@) = % Tgo (1) exp(=iwt)dt = —%. @4.2.51)

Esto ocurre sélo si g, (t) =mo(t).

Pero esto no es fisicamente plausible; como muestra la ecuacion (4.2.24), este comportamiento

N
es el de una carga extendida infinitamente. Entonces si p(k)no tiene polos para k>0,
G(w) no tiene polos sobre el eje real y por lo tanto todos los polos se ubican estrictamente en

el semiplano superior; la unica excepciéon posible para este resultado exige el uso de
distribuciones de carga muy peculiares.

La ecuacion (4.2.40) muestra que, siempre que @+1i0 es un polo, entonces también lo es

—@+10 , para esta carga Unicamente el signo de la parte imaginaria de 3(g,(2)) , se anula en

la ecuacion (4.2.49).

Asi los polos ocurren en pares en el semiplano superior, arreglados simétricamente alrededor

del eje imaginario. Se nota que, en general, el origen no representa un par de polos, pensando
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hay formas de p(?‘ )para las cuales esto puede ocurrir, asi la particula puntual no
necesariamente es el caso limite de la distribucién de carga extendida.

Lo importante de la demostracion anterior depende de suponer que m>0. Esta condicién
permite que podamos determinar la zona de causalidad.

Por ultimo diremos que la solucién general se puede usar para resolver el problema particular

del cascarén esférico, el cual ya se resolvio anteriormente.

4.3 PROPUESTA DE OLIVER

Hay otro tipo de propuestas, la de Oliver, quien recientemente argumentd que el trabajo

realizado por la reaccion de radiacion esta dado por
> > 2,
[Frsedr =I¥a dt, (4.3.1)

donde se cambid el signo de la potencia radiada (véase la seccion 2.1) . Esto conduce de
inmediato a que la fuerza de reaccion de radiacién cambie de signo y entonces la ecuacion de

movimiento sera

- ; -
m(a+za)=Fe, (4.3.2)
la cual de acuerdo con lo discutido previamente no tiene soluciones divergentes, pero se basa

en una condicién impuesta sin justificacion adecuada.

Si la propuesta de Oliver fuera consistente con la electrodinamica entonces el problema de

reaccion de radiacidn estaria resuelto.

Como se mostr6 en (4.2.2)

- - |X—X’
aret =a| t—— |[;
C

(donde retsignifica retardada)
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con lo cual su desarrollo de Taylor contiene el término—Mz a, lo cual significa que el signo
menos no se puede cambiar y las soluciones divergentes no se pueden evitar considerando la
ecuacion (4.3.2). Desafortunadamente, un cambio en el signo de la fuerza de radiacién como lo

propone Oliver no es posible, pues esto no es consistente con las leyes fundamentales de la

electrodinamica.
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CAPITULO 5

FUNCION DE GREEN DE LA
ECUACION DE ONDA
UNIDIMENSIONAL
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La parte principal de esta secciéon se sustenta en la soluciéon de la ecuacién de onda
unidimensional; es entonces necesaria la funcion de Green para esta ecuacion.

Vamos a deducirla detalladamente, pues resulta ademds que en una de las referencias mas
comunes aparece incorrectamente dada la funciéon de Green. Por ello esta secciéon reviste

mucha relevancia.

5.1 DEDUCCION DE LA FUNCION DE GREEN DE LA ECUACION
DE ONDA UNIDIMENSIONAL

Un elemento esencial para la obtencién de los resultados de la seccién 5.2 es la funcién de

Green para la ecuacion de onda en una dimension.

Es importante detallar la deducciéon de la funcion de Green de la ecuacién de onda
unidimensional, puesto que la deduccién de esta funciéon dada en el libro de Good es
incorrecta, por lo cual es necesario obtener el resultado correcto que usaremos en éste

trabajo.

Figura 1

En la figura 1 se supone que la masa M esta inicialmente en X =0, los resortes y la masa

oscilan, pero este oscilador esta acoplado a una cuerda infinita, la cual simulara el medio que
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rodea a la carga, por esta cuerda la masa radiara energfa, la cual influira sobre el movimiento

de la masa, simulando la fuerza de reaccion de radiacion electromagnética.

La ecuacién de onda unidimensional, es

o’y 1 0%y ak
— 2 == T =T (z—-y(X,1))5(x 5.1.1
- =T -y )k G.1.1)

cuya soluciéon es la suma de las soluciones homogénea e inhomogénea. Esta ultima esta dada

por

Y, (x,t) = Idx’dt’G(x - X,t—t)s(X,1), (5.1.2)
donde G(x—X,t—t") esla funcién de Green, que satisface la ecuacion

(O L O G Xt t) = —4mS(x— X)S(E ) (5.1.3)

ox* V2 ot? ’ ’ o
y
1 ax
S(X,t) = ——(z(t) — y(x,t))o(x). (5.1.4)
4z T

Para calcular la funcién de Green, procederemos de la siguiente manera: esctibimos G en la

forma
G(x-X,t-t)= J'dkda)exp[i(k(x -X) - ot -1))]g(k, w) (5.1.5)
donde g(x,®) es una funciéon Ky @ que se va a determinar y
o(x—X)ot-t)= ! 5 jdkdwexp[i(k(x -X)-ot-1))]. (5.1.6)
(27)

Por lo que sustituyendo las ecuaciones (5.1.5) y (5.1.6) en la ecuacion (5.1.3), tenemos
0° 1 0°
ox?  v? ot?
Az
(27)*

( )| dkdwexpli(k(x - X) - o(t —))]g (k, @) =

j dkdewexp[i(k(x — X) — w(t —t))]

Realizando las operaciones indicadas y simplificando el lado derecho, tenemos
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| dkda){(ik)z —Viz(—iw)z}g(ka)) exp[i(k(x - X) - a(t —t))]=

_ ijdkda) expli(k(x—X) — ot -t))]
T

Agrupando los términos de la ecuacion en el lado izquierdo resulta
, o 1 . , ,
_[dkda; -k +V—2 g(k,a))+; expli(k(x—X) —a(t —t"))]=0.

Como la funcién exponencial es arbitraria, la solucién mas simple es

2
[—kz +w—2}g(k,a))+l=0;
Vv T

entonces
vz
gk,0)=—— P (5.1.7)
y al sustituir la ecuacion (5.1.7) en la ecuacion (5.1.5), obtenemos la funcion de Green
- : ] ) 1 V2
G(x—x,t—t) = [drdwexpli(x(x - X) - ot -1)] - = ——— | (5.1.8)
P ONE
La integral respecto a omega queda en la forma
exp( o)
j do— 7 (5.1.9)
donde
r=t-t.
Como es usual, vamos a suponer que @ es complejo; entonces
exp[—i(wg, +i0,,)7] = exp(—iwg,7) exp(®,,7). (5.1.10)
La integral |, existe,
si >0, tt™>0, t, o,<0, G#0
si r<0, tt'<0, t<t, @o,>0, G=0. (5.1.11)

Pero como se impone que 7 <0, o 7>0 entoncessi  7<0, no hay polos, por lo tanto

la integral es cero (Teorema de Cauchy).
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Evaluando la integral por el teorema del residuo,

l, =—£®(r)(—27zi)z Res, (5.1.12)
T

obtenemos directamente

27iv? exp(—-lor exp(—ior
1, = O(r ){ P )| Lu_w}, (5.1.13)
Vs @+ kv
Que al evaluarla nos da
|- g (T){exp(lkvf) —_exp(—ler)} 5114)
k 2i
o de forma equivalente,
2v
I, = ?®(r){sen/<w}. (5.1.15)

Sustituyendo la ecuacién (5.1.15) en la ecuacion (5.1.8), tenemos

G(X—X,t—t) =2V Tdk exp[i(kR){eXp(ikW) ;EXP(‘ikVT)} _

VTdk{exp(ik(R +Vr))i;exp(ik(R —Vr))} ' 5116

Hay que aclarar que hasta aqui no hay problema con el resultado de Good, sin embargo entre

las ecuaciones (24.24) y (24.28) este autor “demuestra” que

exp(ikx)
k

1 % 1
y(X) _Z—ﬂiJ;dK = @(x)—E, (5.1.17)

lo cual es incorrecto, pues del libro de Gradshteyn tenemos que

Tdk eXpSkX) — izsgn(). (5.1.18)

Ademas, segun el libro de Hsu, se tiene que
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sgn(¢) = ©(5) —6(=5). (5.1.19)
Con lo cual como R+C7 no tiene signo definido, el resultado de la ecuacion (24.29) del libro

de Good and Nelson

= de senker exp(kR) _ - o(R +cr)— O(R —c7)) (5.1.20)

es incorrecto.

Usando los resultados de Gradshteyn y de Hsu, tenemos que si |, es la primera integral de

(5.1.16)

1, =v[dk exp(ik(R+ve)) | (5.1.21)
ik

de la integracion resulta que
I, =vsgn(R+v7), (5.1.22)

y usando el resultado de Hsu (5.1.19), obtenemos

I, = v{®R +vr) - O(-R -v7)} (5.1.23)
Asi
I, = 7{®(R +Vv7)O(R) + O(R +V7)O(-R) — O(-R —v7)O(R) — O(-R —v7)O(-R)}.
Simplificando esta ecuacién llegamos a la expresion

|, = w{l+O(R +V7)O(-R) -O(-R —v7)O(-R)}, (5.1.24)
o también
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1, = il + O(-|R|+vz) -O(R| -v7)}; (5.1.25)

Para la segunda integral de (5.1.16) tenemos que

B =vjdk[6Xp(ik(iE_VT»} (5.1.26)

De nuevo al efectuar la integracion resulta

I, =avsgn(R—vr), (5.1.27)
con lo cual

I, = 2v{®R -vr) - O(-R +Vv7)} (5.1.28)
Conviene reescribir esta expresiéon como

I, = W{O(R-V7)O(R) + O(R—V7)O(-R) — O(-R +V7)O(R) — O(-R +Vv7)O(-R)},

que al simplificar resulta
I, = w{O(R -Vv7)O(R) +O(-R +Vv7)O(R) -1} (5.1.29)
O de otra forma
1, = W{O(R|-v7) +O(-|R| +v7) -1} (5.1.30)

Con los resultados (5.1.25) y (5.1.30) tenemos que
I, - 1, = w{l+ O(-|R|+v7) ~O(R| - v7) - O(R| - vz) - O(-|R| +v7) + 1},

que puede reescribirse como
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l, -1, = w{2-20(R|-v2)}, (5.1.31)
con lo cual la ecuacién (5.1.16) se transforma en

G(x— x|t —t) = 2w -O(R| -v7)}, (5.1.32)

o bien

G(x—X,t—t) = 2w{l+ O(R +V7)O(-R) ~O(R—v7)O(R)}, (5.1.33)
que es la funcién de Green. Evidentemente no es la misma que obtiene Good en su libro,
pues la funcién de este ultimo es expresada como

G(x—X,t—t) = w{®R +vr) —O(R -V7)}, (5.1.34)

5.2 SOLUCION EXACTA PARA LA ECUACION DE MOVIMIENTO
DE UN OSCILADOR ARMONICO LIGADO A UNA CUERDA
INFINITA

En su trabajo Burke muestra que, al realizar aproximaciones a la ecuacién de movimiento
exacta de un oscilador armonico ligado a una cuerda infinita, aparecen soluciones divergentes;
esto motiva a suponer que, probablemente, las divergencias en la ecuacién de movimiento de
Abraham-Lorentz se deban precisamente a aproximaciones que se realizan (Jackson, 1975).
Debe tenerse presente ademas que en ambos casos aparecen ecuaciones de tercer orden. En
esto consiste nuestro interés, tratar de analizar la ecuacién de movimiento exacta, la cual
esperamos no contenga soluciones divergentes. Es decir esperamos que sea una ecuacion bien
comportada, que tenga las soluciones deseadas y se pueda establecer con mayor precision

c6émo surgen las soluciones no deseadas.
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A pesar de que Daboul demuestra que las ecuaciones generalizadas de Abraham-Lorentz, esto
es de orden superior, tiene soluciones divergentes, nosotros vamos a mostrar como la ecuacion

exacta, siendo de orden superior, no contiene soluciones divergentes.

Sabemos que la propagaciéon de una onda a través de una cuerda satisface la ecuacion
o’y 0%y

——-T— = f(x1). 5.2.1

P T oz~ 1Y) (5.2.1)

Esta ecuacién la podemos transformar en

o’y poy 1
———=——f(x,1), 5.2.2
ox* T ot? T (.t ( )

donde T es la tensién sobre la cuerda y p es la densidad lineal de ésta, f(X,t) es el

acoplamiento entre la cuerda y la particula de masa M. Por otro lado, la particula esta forzada a

oscilar armoénicamente, con lo cual debe satisfacer la ecuacion dinamica
mz+ xz :jdxf(x,t). (5.2.3)

La funcién de acoplamiento f (X,t) serd expresada como
f(x,t) =—ax(z-y(x1))o(x). (5.2.4)

Como la velocidad de una onda en una cuerda satisface la relacion

2=l (5.2.5)

entonces la ecuacion (5.2.2) se transforma en

o’y 10y 1
— - 2= f(xt), 5.2.6
oxt viott T %) 20

con lo cual el modelo mecanico queda representado por dos ecuaciones acopladas, las cuales
son

2y 10y ax
ox?  v? ot?

= —?(z -y(x,1)), (5.2.7)
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}T
2+ %7 :—af(z— y(x=0,1t)). (5.2.8)
m m
La solucién general de la ecuacion (5.2.7) sera la suma de la solucion homogénea y la solucion

inhomogénea.

La solucién inhomogénea esta dada por
Y, (%) = [dXdtG(x— X ,t-1)S(x 1), (5.2.9)

donde G(X—X,t —t") es la funcién de Green y la funcién S(X',t) la definimos como

S(x,t) = %%(z(t) —y(x,1))5(x). (5.2.10)

La funcién de Green satisface la ecuacidén asociada

O L0 MG (xm Xt 1) = —4m8(x— X)S(t 1) (5.211)
X2 v oat? ’ ' B

La soluciéon de esta ecuacion diferencial ya se obtuvo en el capitulo correspondiente a la

funcién de Green, obteniéndose la expresion

G(x—x|t-t) = 27zv{1—®(|x — x| - v(t —t’)}, (5.2.12)

o también
G(x—X,t—t) = 2{L+ O(x — X +V(t —1))O(X —X) — O(X — X —~v(t —t))O(x — X)}.
(5.2.13)

Ahora sustituyendo las ecuaciones (5.2.10), (5.2.12) o (5.2.13) en la ecuacién (5.2.9), tenemos
que

y, = _[dx'dt'27zv{1+ O(X — X +V(t —1))O(X =X) — O(X — X ~v(t —))O(x — X)}

{ 1 ax } (5.2.14)

2, 7 2Oy, 0))ex)
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Simplificando tenemos que

_Yax j dXdt L+ O(X — X+v(t —1))O(X —x) - O(X — X ~v(t —t))O(x — X) H(z(t) - y(X, 1)) (X))}

(5.2.15)
la cual es equivalente a
v
ax jdx dt 1-O(x x| vt —t)H((t) - y(X, )5 (X))}
Integrando con respecto a X, tenemos que
t_u
y = eou-t, ——) j dt (2(t) - y(<=0,1), 6210
donde t, es el tiempo inicial y la funcién escalon garantiza la condicion
t, <t— m (5.2.17)
0 v
Se pueden escoger las condiciones iniciales dadas por
ay .
(CHERA A=Y
. 5.2.18)
X,t 0 X — o0 (
Yoxt) >0 Ko olkt) =
2(t,) =2, 2(t,) = 70.
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Esta es la solucion inhomogénea de la ecuacion (5.2.7), sin embargo para tener la solucion
completa de esta ecuacién diferencial sera necesario encontrar también la solucion homogénea.

Es decir, habra que resolver la ecuacién diferencial

o’y 1 0%y
————=0, 5.2.19
ox*  v? o’ ( )
cuya solucién esta dada por
1 1 e
Yy, (X,t) = E{yO(X +Vt) + y, (X _Vt)}+E J. dX'y,(X). (5.2.20)
X-vt

Por lo tanto la soluciéon general de la ecuacion (5.2.7) sera la suma de las ecuaciones (5.2.16) y

(5.2.20), obteniéndose finalmente

X+vt

Y00 = o (X+V0) + Yo X —vt>}+z—1vx | dX Y, (X) +

X
\§?®a—%—j)£dﬂnﬂ—yUE0I»- (5.2.21)

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (5.2.106), tenemos que

e [ i

: 5.2.22
i ) (5-2.22)

Sh-yix=0,t-5
\' Vv

Evaluando la ecuacién en X=0 y aplicando la condicién de la propiedad de la funcién de
Heaviside
X
ot-t, - ),
v
para t>t,, se obtiene que la ecuacion diferencial se simplifica, quedando en la forma
oy, vak Vak
— O, t)+—v,(0,t) =——(z(t) -y, (O,1)) - 5.2.23
o OO+ Y 0 =——(O-y,(01) ( )

Resolviendo esta ecuacion encontramos que su soluciéon queda determinada por
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y, (0,t) = exp( t) j dt (z(t) -y, (O, t)exp(va—’(t) (5.2.24)

Ahora se procedera a obtener la ecuacién de movimiento para la particula sustituyendo el

resultado de la ecuacion (5.2.24) en la ecuacién (5.2.8), obteniéndose

Z+a(1+a)2—a— v, (O, t)+?exp(—2—t)1dt(z(t) yH(Ot))exp(—t): (5.2.25)

la cual es una ecuacién integrodiferencial con respecto a la funcién Z(t) . Todos los términos

que aparecen en ésta han sido previamente definidos. La solucidon de esta ecuaciéon puede
encontrarse usando transformadas de Laplace o de Fourier, al menos en teoria, pues los

calculos se vuelven un poco complicados.

Por otra parte se puede obtener una ecuaciéon que sea puramente diferencial. Esto se logra

derivando nuevamente la ecuacion (5.2.25) con respecto al tiempo, obteniéndose

Z+£(l+a)z—a£0
m m
[ 9H<o,t>+vz—f(z(t>—yH (o,t))—[vz‘f‘r] p(——t) j dt (z(t) -y (o,t')>exp(vg$t') . (6220

De la ecuaciéon (5.2.26) se puede eliminar la integral, despejando ésta de la ecuacion (5.2.25) y

sustituyéndola en esta ecuacidn, obteniendo finalmente

e VaK* K Vak?
I+—2+—(+a) 74
2T m 2mT

7= a% v, (0,1), (5.2.27)

La cual es analoga a la ecuaciéon de Abraham-Lorentz (2.1.10),

2 L]

ma(t) — % a=F,

la cual se puede expresar como

mz—-mz z =F,,

b
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donde M es la masa observada de la particula y
2e’
T = S
3mc

Se sabe que la ecuacion de A-L tiene soluciones divergentes, entonces lo que interesa es
conocer el comportamiento de las soluciones de la ecuacion (5.2.27), lo cual se analizard

posteriormente.

En la siguiente seccion se hard una discusion sobre las soluciones divergentes para el modelo
mecanico. Como la aparicién de soluciones divergentes depende de las aproximaciones
realizadas, lo relevante del modelo mecanico es que no se hacen aproximaciones para obtener

la ecuacién de movimiento.

5.3 SOLUCIONES DIVERGENTES EN EL MODELO MECANICO

En el modelo mecanico, la ecuaciéon de movimiento para la particula puntual es similar a la
ecuacion de Abraham-Lorentz. En esta seccion del trabajo se mostrara que la ecuacion exacta
de movimiento no tiene soluciones divergentes, sin embargo estas pueden aparecer cuando se

realizan aproximaciones a la ecuacion de movimiento.

La ecuaciéon de movimiento para la particula puntual, ecuacion (5.2.27), puede escribirse como

m.z.+ m1.2.+ mQE . y.H 0,1), (5.3.1)
g g
donde
oK K
- =—1+O{; 5.3.2
§=o0p 7 Tt (632

y el lado derecho se puede considerar como una fuerza externa. Por lo tanto el anilogo a la
fuerza de reaccion de radiacion tiene dos términos: el primero depende de la derivada de la
aceleracion, como en la ecuaciéon de Abraham-Lorentz, y el segundo depende de la velocidad.
Esto ultimo es muy importante en electrodinamica, pues trae consigo que la contribucién de la

velocidad a la fuerza de reaccién de radiacion la haga no lineal, la cual desaparece cuando la
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particula esta instantineamente en reposo. El problema de reacciéon de radiacion en el modelo

mecanico tiene muchas diferencias con el modelo electrodinamico expuesto anteriormente.

El hecho de que la velocidad esté presente en la ecuaciéon (5.3.1) es conveniente, pues se puede

proponer la solucion

7= Ae” (5.3.3)
para encontrar la solucion de la ecuacién homogénea. La ecuacion caracteristica esta dada por
1
1485415220, (5.3.4)
non

Los determinantes correspondientes son

a

=M— 535
' 201+ a)vp -3)
y
D,=m*——% 5.3.6
? 21+ a)’vp 6-36)

respectivamente. Se supone que M es positiva, con lo cual la ecuaciéon (5.2.27) no tiene

soluciones divergentes. De hecho las soluciones de la ecuacion (5.3.4) son
4
s, =—°|1+ - (5.3.7)
) 2 é

las cuales tienen la parte real negativa. Sin embargo, las soluciones divergentes aparecen

cuando la masa mecanica es negativa.

Ahora bien, la ecuaciéon de movimiento (5.3.1) puede escribirse como
mz+m—z+mgz+m:%yH 0,1), (5.3.8)

para lo cual se propone una solucién de la forma

z=Ae", (5.3.9)
con la que obtenemos la ecuacién caracteristica dada por
m m ml
R/ I LU S ) (5.3.10)

k& K K&

la cual tiene los siguientes determinantes,
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D, = 2V—'O(l+ a), (5.3.11)
oK
D, =m2Y (5.3.12)
y
D, = m? 4V2’ZZ . (5.3.13)

aK
Las soluciones divergentes aparecen otra vez cuando M es negativa. Ademas, si & fuera

negativa y M positiva en ambas ecuaciones (5.3.1) y (5.3.8) aparecerian soluciones divergentes.

De la ecuaciéon (5.2.27) se pueden obtener varias ecuaciones de movimiento realizando
aproximaciones. A continuacién se mostrara como la aparicién de soluciones divergentes
también depende de las aproximaciones realizadas. Si se supone que M es positiva la ecuacion

(5.2.25) se puede escribir como sigue:

7472 = p(t) + OF exp(—ft)j- dt exp(&)z(t) . (5.3.14)
donde
0=a’, n="(1+a) (5.3.15)
m m
y
pt)=6|y,(Ot)-¢& exp(—cft)j dt’exp(&)y, (O, t')} ; (5.3.16)

n y & sedefinen como antes.
También t; =0 fue definido de esa forma.

El siguiente paso es sustituir Z(t") por su serie de Taylor y asf la ecuacién de movimiento para

la particula corregida sera

. o - (n) t
2+ =) + 05 : I(t) J’ dt' (t —t)" exp &(t—t), (5.3.17)

n:

donde
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d™z
t=1). 5.3.18
Tz (t=t) ( )

La integral se evalia facilmente obteniendo como resultado

2™ (t) =

Tez = p(t) + O£ (-1)" 2 (t)Lj+l —exp(-&)Y mit” ™ } (5.3.19)

m+1
n=0 m=0 nlé:
Cuando t — o el segundo término del corchete tiende a desaparecer, con lo cual la ecuacion
de movimiento sera

G0
&

Una aproximacion adicional consiste en truncar la serie en N= N . Por ejemplo para N =3 la

7+ n=ot)+60). (5.3.20)
n=0

ecuacion correspondiente obtenida a partir de la ecuaciéon (5.3.20) es

0 . 0 oo 9 ece

— +(1——2] Z+— 7 =(0-mz+o).
] ] ] (5.3.21)
Esta ecuacién muestra que la particula adquiere una masa adicional como consecuencia del uso

de series de potencia en Z(1"). Por lo tanto la masa efectiva esta dada por
0
Meee =M 1- 57 ) (5322)

.. . 0
la cual como se observa puede ser positiva o negativa. En el caso en que — > 1, tendremos

una masa negativa. Vale la pena notar que en la relacién

0 4vip?

£2 " max

) (5.3.23)
el numerador depende de las propiedades de la onda mientras que el denominador depende de
las propiedades del oscilador arménico. Desde otro punto de vista es importante destacar que

la masa es negativa para un acoplamiento débil, es decir, cuando o << 1.

De nuevo la soluciéon completa de la ecuacion (5.3.21) es divergente si la solucién homogénea

también lo es. La solucién adecuada propuesta es de la forma

z=Ae” (5.3.24)

para la cual su ecuacién caracteristica es
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1+(é——)s+is2 =0. (5.3.25)

Los determinantes para esta ecuacion, de acuerdo al criterio de Hurwitz, son

D, = é[l— %) (5.3.26)
oy ¢

D,=—D,, (5.3.27)

respectivamente. Las soluciones divergentes aparecen solamente cuando la masa efectiva de la
particula es negativa. El mismo resultado es obtenido en electrodinamica, el cual es mostrado
en otra parte.
Es evidente que el uso de aproximaciones es un tema muy delicado. La ecuacién diferencial
correspondiente de cuarto grado es
9 0 0 oo 9 ooe 9 occee
EZ-F 1—? Z+? Z—? Z =(0—77)Z+(D(t), (5328)
cuya ecuacion caracteristica de su ecuacion homogénea esta dada por
1 1 1
14/ -1 s+—s?——s°=0. (5.3.29)
0 &) ¢ 4

En este caso sus determinantes seran

D, = é[l— i) : (5.3.30)

o\ ¢&°
D, =150 (5.3.31)
2= %5 3.
y
1
D, =———<0. (5.3.32)
£

Por lo tanto la ecuacién (5.3.28) tiene soluciones divergentes no importando si la masa efectiva

es positiva o negativa.
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CONCLUSIONES
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Consideramos haber contribuido a establecer que la gran mayorfa de las dificultades que han
caracterizado al problema de reaccion de radiacién son consecuencia directa de las
aproximaciones hechas para obtener la ecuacién de movimiento o de las hipotesis adicionales
que se imponen a las soluciones resultantes. Las soluciones divergentes son consecuencia, en la
electrodinamicay en el modelo analizado, de aproximar ecuaciones integrales mediante
ecuaciones diferenciales. Este es un paso delicado en extremo, asociado en electrodinamica con

la aproximacién de particula puntual.

Es claro también que el problema de acausalidad, que caracteriza a la ecuaciéon de Dirac-Plass,
proviene de imponer una condicién ajena a la teorfa. Hemos podido ver que si se quiere forzar
la eliminacion de soluciones divergentes manteniendo la causalidad tenemos que considerar ya
sea una antiaceleracioén, o una masa negativa. Obviamente el costo es muy alto; esto muestra

que las ecuaciones obtenidas no permiten se les impongan condiciones al gusto.

Mediante la soluciéon exacta del modelo propuesto por Burke hemos demostrado también
como la solucién exacta, aun asociada con una ecuaciéon que incluye terceras derivadas
temporales, tiene un buen comportamiento (no diverge). Mas aun, con este modelo hemos
podido esclarecer como la propuesta de Pearle de asociar el origen delas soluciones
divergentes con una masa negativa, es infundada. En este modelo se ve claramente que, si se
parte de una masa positiva en la ecuacién exacta, al hacer aproximaciones aparece una " masa
efectiva" que puede ser negativa y dar lugar a soluciones divergentes, las cuales no aparecen en
ausencia de dichas aproximaciones.

13

Puede verse de lo anterior que esto apunta en la direcciéon expresada por Einstein,... “tal

parece que el electrén (puntual) es ajeno a la electrodinamica.”
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