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Resumen

Se presenta un acercamiento a la deconvolucién ciega, utilizando el algoritmo
de Lucy-Richardson EM. Para este propdsito se usa una herramienta estadistica
llamada Algoritmo EM Mazimizacidn de la Esperanza. El algoritmo de Lucy-
Richardson EM se compara con las técnicas de restauracién de imégenes clisicas,
como lo es el filtro inverso y filiro Wiener. Estas técnicas son ampliamente uti-
lizadas para restaurar imégenes, su desarrollo estd tanto en el dominio espacial
como en el dominio frecuencia. El problema de restauracién de imagenes es
abordado desde un caso més general, que es el campo de los problemas IMVETS0s,
estos problemas estan presentes en un amplio 4mbito cientifico.

Si una imagen presenta borrado, el algoritmo de Lucy-Richardson puede
reconstruir la imagen con una calidad cercana a la de las técnicas de filtro
inverso y filtro de Wiener. Si una imagen tiene ademas ruido, el filtro inverso
no es eficiente, comparado con la calidad del filtro de Wiener y Lucy-Richardson
EM. Al final de este trabajo se comparan los resultados obtenidos con el filtro
wnverso, filtro de Wiener y Lucy-Richardson EM.
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Introduccion

Las imégenes son indispensables en las ciencias y en la vida diaria. Refle-
jan las capacidades de nuestro propio sistema visual, el sistema visual hu-
mano. Para nosotros es natural ver paisajes, personas, imagenes en la vida
real. Imégenes que alcanzan muchas areas, desde la fotografia en la astronomia,
pasando por otras dreas como son imagenes médicas, microscopia. En cada caso
estas imédgenes son la base de lo que queremos observar, por ello nos interesa ver
la representacién que sea mas préxima a la realidad de las escenas en cuestion,
a la que llamaremos imagen real 6 verdadera.

El proceso de observacién no es perfecto. Esto es cierto a medida
que tengamos fenémenos como borrado, ruido u otra degradacién en el pro-
ceso de obtencion y almacenamiento de las imdgenes. En restauracién digital
de imégenes se pretende recobrar un estimador de la imagen original a partir
de observaciones degradadas. La clave para ello esta en resolver un problema
inverso donde es apropiado incorporar informacién a priori de la imagen a re-
cuperar en el proceso de restauracion.

Como se ha dicho en la restauracéon de imagenes cldsica se busca una esti-
macion de la imagen verdadera, donde se supone que la degradacién es conocida.
En cambio, la restauracion ciega en imagenes, aborda el problema mucho més
dificil, pero més realista; donde es desconocida la degradacion. La degradacién
es generalmente no lineal; sin embargo, para la mayor parte de este trabajo,
se supone que la imagen observada es la salida de un sistema lineal espacial-
mente invariante (ELI) al cual se le agrega ruido. Por lo tanto se convierte en un
problema de Deconvolucién Ciega, con la degradacion desconocida representada
como una funcién llamada Funcién de Dispersién del Punto (PSF, por sus siglas
en ingles).

La restauracion clasica ha madurado desde su inicio, desde la exploracion
espacial en los anos 60 del siglo pasado, y las técnicas numerosas que se pueden
encontrar en la literatura. Los primeros algoritmos que abordan el problema de
deconvolucién ciega aparecierén a mediados de los afios setenta, intentado iden-
tificar patrones conocidos de la degradacion; un esfuerzo pequeno pero dedicado
a finales de los 80 ver [13], y un resurgimiento en los anos 90. Desde entonces,



el area ha sido estudiada extensivamente principalmente por ingenieros y las
comunidades del tratamiento de senales astronémicas, y en éptica. Muchos de
los algoritmos de deconvolucion ciega tienen sus origenes en la teoria de dlgebra
lineal y en analisis numérico.

Una pregunta importante que aparece naturalmente es ;porqué la decon-
volucién ciega es til?, ;Por qué no usar simplemente un procedimiento de
captura mas sofisticado? Quizas, pero siempre existen los limites fisicos, tales
como ruido, difraccién, o un canal de la observacién fuera de nuestro control, por
tanto las imagenes se capturan a menudo en condiciones no 6ptimas. También
hay imagenes existentes de los acontecimientos tinicos que no se pueden volver a
tomar, de los cuales quisiéramos recuperar (por ejemplo en medicina); ademds
en estos casos es a menudo imposible medir las caracteristicas del sistema de
la proyeccién de la imagen directamente. Otra razén es el costo. El equipo de
alta calidad de la 6ptica y de deteccién es costoso. Sin embargo, la capacidad
de célculo de hoy es creciente y abre la puerta en el uso de modelos cada vez
mas sofisticados.

Asi, la deconvolucion ciega representa una herramienta valiosa que se puede
utilizar para mejorar la calidad de la imagen, sin necesidad de calibraciones com-
plicadas del sistema en tiempo real en el proceso de deteccién de la imagen (es
decir, en proyeccién de imagen médica, la video-comunicacién, exploracién espa-
cial, proyeccién de imagen de radiografia, etc). El problema de deconvulucién
ciega se encuentra en muchas dreas, tales como; proyeccion de imagenes as-
tronémicas, teledeteccion, microscopia, proyeccién de imagenes médicas, éptica,
fotografia, usos de stuper-resolucion, y usos de seguimiento de movimiento, entre
otros. Por ejemplo, la proyeccién de imagen astronémica es uno de los usos
primarios de los algoritmos de deconvolucién ciega.

Los sistemas terrestres de la obtencién de imagenes astronomicas estan
propensos continuamente a degradacion debido al indice de refraccién cambiante
de la atmésfera. Las observaciones extraterrestres de la tierra y de los plane-
tas son degradadas por la falta de definiciéon debido al movimiento de la tierra,
6 como resultado de velocidades lentas del obturador de la cdmara debido al
movimiento rapido, por ejemplo, de la nave espacial. Se utiliza la deconvolucién
ciega para mejorar la calidad de la imagen de la pelicula presente en radiografias
borrosas (que poseen ruido de tipo poisson). En tales usos, la mayor parte del
tiempo las degradaciones son inevitables porque los sistemas de obtencion de la
imagen médica limitan la intensidad de la radiacién, para proteger la salud del
paciente.

En éptica, se utiliza deconvolucién ciega para restaurar la imagen original
de la degradacion introducida por un microscopio o cualquier otro instrumento
Optico. Por ejemplo las imperfecciones principales del lente del telescopio del
trasbordador espacial Hubble han proporcionado una cantidad de imagenes para
su tratamiento digital. Los pardametros que describen éstos procesos son ge-



neralmente desconocidos; sin embargo, deconvolucién ciega puede permitir la
restauracién de estas imagenes.

Como ejemplo final, en usos de seguimiento de objetos puede tener borrado
debido a su propio movimiento, o el movimiento de la caAmara. Consecuente-
mente, el uso de deconvolucién ciega puede mejorar estas imédgenes. En el
capitulo 3, examinamos el campo de la deconvolucién ciega de la imagen. De-
sarrollamos y presentamos una de las técnicas Bayesianas més importantes, el
algoritmo de Lucy-Richardson EM. Puesto que el problema de deconvolucién
ciega es un problema inverso, numéricamente dificil de resolver, este es un campo
de estudio muy actual y fértil.



Objetivos

Aplicar la teoria de problemas inversos, para comprender la Deconvolucién
y posteriormente la Deconvolucién Ciega.

Entender los conceptos e ideas clave de la Deconvolucién.

Realizar recuperacién de Imégenes primeramente usando Deconvolucion
en Matlab.

Implementar pseudocodigo en Matlab y realizar un GUI de comparacién
del algoritmo de Lucy-Richardson con otros métodos.
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Capitulo 1

Preliminares.

El campo de la restauracién de imégenes tiene una larga historia, comenzé en
los anos 50° del soglo XX con el programa espacial de la NASA. Las primeras
imagenes de la Tierra, Luna (por el lado opuesto de la tierra), y Marte tenian
para ese tiempo una resolucién inimaginable. Estas imagenes eran obtenidas con
grandes dificultades técnicas, como vibracién al momento de tomar las imégenes,
movimientos bruscos, mal enfocamiento, etc. Estas dificultades resultan en
cierta degradacion de la imagen obtenida, que desde el punto de vista cientifico
y econémico puede ser devastador. La necesidad de recuperar la informacién
perdida en las imédgendes degradadas, era el objetivo principal. Inicialmente,
se adaptaron algortimos de procesamiento de senales en una dimensién para
aplicarlos a las imagenes, creando un nuevo campo que hasta el dia de hoy es
ampliamente estudiado. Las técnicas de reconstruccion de imagenes tienen apli-
cacion en muchas areas como tomografia médica, resonancia magnética, crimi-
nologia, por mencionar algunos.

Las técnicas de restauracién de imagenes tienen una mejora muy notable
desde sus inicios, el objetivo de este trabajo es presentar una técnica muy usada
en restauracién de imdgenes, llamada Algoritmo de Lucy-Richardson ver [6] y
[16]. Para una mejor comprension del problema de restauracién de imdgenes, es
necesario reconocer este como un caso particular de un campo més general que
es el campo de los problemas inversos, los cuales surgen en muchas ciencias.

El problema de restauracién de imagenes puede ser expresado en la forma de
una ecuacion integral de Fredholm del primer tipo (que veremos més adelante
en este capitulo):

o) = / H(x, ) (4)dy,

donde f(y) es la funcién de interés (imagen a recuperar), g(z) es la funcién
accesible (imagen observada), y H(z,y) es el kernel de la ecuacién integral
(funcién de dispersién del punto). La ecuacién anterior es la ecuacién de la

9



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

imagen del problema de restauraciéon. Para abordar el problema de recuperar
f(y) primero revisaremos algunos conceptos necesarios para el adecuado estudio
de esta técnica de recuperacion de imagenes (deconvolucién). Empecemos con
la Transformada de Fourier, que tiene muchas aplicaciones en la ingenieria.

Definicién 1.0.1. Sea f : R"™ — R, la Transformada de Fourier en R" de
f se define como
Fl(w) = f(a:)e_inxdx (1.1)
R’n
T =

donde w'z =" w;z;, con w Wiy ey W) Y T = (T1, ., y) €ER®

La transformada de Fourier F(w) es una funcién que toma valores en los
nuimeros complejos. El dominio de esta transformada le llamaremos el dominio
de frecuencia (w en Hertz), al dominio de la funcién f se le conoce como dominio
temporal (cuando la variable x = t representa el tiempo) 6 dominio espacial en
procesamiento de imagenes. La transformada de Fourier para con n = 1 tiene
la forma

f(w)z/Rf(x)eﬂ'wxdx (1.2)

donde los vectores w y x tienen solo una componente, esto es w = w1 y © = 7.
Cuando se trabaja en procesamiento de senales, el dominio es temporal, por lo
que n = 1. Cuando trabajemos en procesamiento de imagenes, el dominio le
llamaremos dominio espacial, donde n = 2 y cada punto de este espacio serd
llamado pixel. El andlogo de trabajar con n = 3 es procesamiento de iméagenes
tridimensionales, en dichas imagenes los puntos reciben el nombre de voxeles.
Esto 1ltimo no lo abordaremos, solamente es para ilustrar la transformada de
Fourier cuando n = 3. Durante este capitulo el desarrollo es unidimensional, la
extensién al caso bidimensional es inmediata.

Para enunciar la siguiente proposicién, el lector debe recordar el concepto
de continuidad de una funcién: f es continua en xzg si f esta definida en algin
intervalo abierto que contenga a xg, y si para cualquier € > 0 existe una § > 0
tal que

si |z — zo| < J entonces |f(z) — f(xo)| < e.

El lector debe estar familiarizado con el concepto de continuidad de una
funcién por partes: Decimos que una funcién es continua por partes en el inter-
valo [—L, L] si cumple con los siguientes puntos

i Teniendo f(z) definida y continua en [—L, L], excepto quizds en un nimero
finito de puntos.

ii Los limites laterales lim, ., f(z) y lim,_,_r, f(z) existen y son finitos

iii En cada punto ¢ € (—L, L), donde f(z) no es continua, lim,_,. f(z) existe
y es finito.

Decimos que una funcién f(z) es suave por partes en el intervalo [—L, L] si
f(z) v f'(x) son funciones continuas por partes en [—L, L].
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Proposicién 1.0.2. (Transformada de Fourier.)

Sea f(z) una funcion continua, suave y absolutamente integrable en (—oo, 00)
(i.e. [~27|f(z)|dz < o0) entonces

flz) = % /_OC e F(w)dw (1.3)
donde F(w) esta dada por
Flw) = / T i () da (1.4)

Esta propocisién no es rigurosa, pues no hemos justificado muchos pasos,
incluyendo la convergencia de la integral impropia. Una prueba rigurasa puede
encontrarse en [17] pag 94. La hipétesis [*_|f(¢)|dt < oo da una condicién
suficiente para que exista la transformada de Fourier;

Fwl < [ e
= /7 | f(2)| dz puesto que |e”"*| =1
< oo

Cabe mencionar que algunos autores anteponen el termino 1/4/27, a la in-
tegral, asi la inversa de la transformada de Fourier tendra el mismo coeficiente,
esto es, definen la transformada de Fourier de f como

Flw) = \/% /_00 f(x)e ™ dy (1.5)

De esta forma la transformada inversa de Fourier esta dada por

1 > LwT
f(z) = \/—27_/700 F(w)e™*dw. (1.6)

La notacion es algo que cambia en los distintos textos, por ejemplo, en lu-
gar de usar el simbolo F algunos textos usan F(f(z)), otros usan f(w) para
representar a la tranformada de Fourier, pero en este texto se usara la primera

notacién. Veamos un ejemplo de transformada de fourier.



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Ejemplo 1.0.3.

En nuestro primer ejemplo, queremos calcular la transformada de Fourier de

la funcién

(@) {1 si oz €[-mn]

0 si x€R—[—m, |

Tenemos que f(x)e”"*=f(x) (cos wr—

isinwx). Puesto que f(x) es par y
f(z)sin(wz) es impar y su integral en
la recta real es cero. Por tanto la in-
tegral de la transformada de Fourier de

f(z) se reduce a -+

Flw) = \/% [ " f(@) cos(wa)dz

= " cos(ue) L DAL T

= — cos(wzx)dx Y IR e

27T /—ﬂ' - i

_ ﬂ?ﬂ) sin(w) Figura 1.1: Transformada de

wm Fourier.

La transformada de Fourier tiene la siguiente propocisién;

Proposicion 1.0.4.
1. Linealidad. Si h(x) = af(z) + bg(x), con x € R™, a,b € R, entonces
H(w) = aF(w) + bG(w)
2. Traslacién. Si h(x) = f(x — x0), con x,x € R", entonces
H(w) = e~ 20 F(w).
3. Modulacién. Si h(x) = e”Tgof(x), con z € R", & € R, entonces
H(w) = Flw — &)

4. Escalamiento. Si h(z) = f(az), con x € R", a € R, entonces

caso particular a = —1, entonces h(z) = f(—=x), entonces H(w) = F(—w).
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5. Conjugacién. Si h(x) = f(z), con z € R™, entonces

Para ver la prueba de esta propocisién consultar [7]. Una tdltima y muy im-
portante propiedad es el llamado teorema de convolucién. Esta propiedad tiene
una gran relevancia en el presente texto. Antes de ver la siguiente definicién,
necesitamos conocer cuando una funcién es cuadrado integrable; una funcién
f(x) de una variable real con valores reales o complejos se dice de cuadrado
sumable o también de cuadrado integrable sobre un determinado intervalo, si
la integral del cuadrado de su moédulo, definida en el intervalo de definicion,
converge, esto es

| Ik <o

— 0o

Definicién 1.0.5. Sean h y f dos funciones cuadrado integrables. La con-
volucion de h y f, (denotada por h* f) se define como

(h* f)(t) = /_OO h(t — ) f(z)dz. (1.7)

En el siguiente teorema se enuncian propiedades de la convolucién.

Teorema 1.0.6. Sean f, h y g funciones continuas en el intervalo [0,+o0],
entonces
1. (ley conmutativa)

fxh=hxf

2. (ley distributiva)
[rlg+h)=Frg+frh
3. (ley asociativa)
(fxg)xh=fx(gxh)
4. f¥0=0x%f=0.

Se tiene el siguiente teorema en la transformada de Fourier de una con-
volucién de dos funciones.

Teorema 1.0.7. Sean f y g dos funciones integrables. Entonces
Flf xg)=V2rF -G, (1.8)

y también

f‘l[f-g]:\/%f*g.
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Demostraciéon: Para obtener la ecuacién (1.9), usamos las definiciones de
Transformada de Fourier y convolucion.

e LA O
_ \/12?/_0; U_Zf(t_x)g(q;)dx e,

Como escribimos et = ¢~ (t=#) =1z camhiando el orden de integracién
obtenemos

FIf * gl(w)

f[f * g](’w) — \/% /_OO /_oo f(t _ x)e_iw(t_m)g(x)dt e—’iwzdl..

Con el cambio de variable s = t — z, obtenemos

* w:L e s)e ) g(z)ds e~ dy
Fifsaw) = o= [ [ peeOgtayds e

El lado derecho de la ecuacién anterior, puede escribirse como

£ o) (g [ )

el cual es V27 F - G, lo deseado. Para la inversién se tiene que

VerF U F-G] = FUF(fxg)
= fxg

O

La transformada de Fourier es una herramienta bésica en el procesamiento y
recuperacién de imagenes (ver apéndice A). Para procesar una imagen (analizar,
recuperar, detectar bordes o algo de interes,etc ) usualmente se utilizan filtros,
un filtro es una transformacién T que transforma una senal, f, en otra senal
f. Esta transformacion, si satisface las propiedades de linealidad (T'[f 4 g] =
Tf] + Tlgl, T[cf] = cT[f], ¢ constante), se le conoce como filtro lineal. Una
senial es una funcién f : R — C que es usualmete continua por partes. con
estos filtros se procesa la imagen, devolviendo una imagen (la imagen toma el
papel de una sefal en el filtro, la sefial esta en R! y la imagen en R? 6 R? en el
caso de imagenes tridimensionales) de salida, que en algunos casos modifica la
imagen de entrada. Un ejemplo de un filtro es un dispositivo que remueve ruido
de una senal, como se verd mas adelante. Por ello es necesario tener presente
que para el desarrollo de este trabajo, la herramienta basica y muy relevante es
la transformada de Fourier en forma discreta.
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1.1 Transformada Discreta de Fourier.

La transformada de Fourier y las series de Fourier son técnicas muy usadas para
analizar senales continuas. Sin embargo para muchas aplicaciones la senal es un
conjunto de datos, muestras de la senal continua, por ejemplo un reproductor de
musica digital, usa formatos donde las melodias son senales discretizadas, esto
es, son muestras que provienen de una sefial continua (sefial andloga). Asimismo
en procesamiento de imagenes, una imagen digitalizada es un conjunto de datos
que son muestras tomadas de una imagen real (por medio de un dispositivo de
captura de imdgenes). Una versién discreta de la transformada de Fourier es
necesaria para el analisis de estas senales discretizadas.

Para motivar la idea detréds de la transformada de Fourier, aproximemos los
coeficientes de una serie de Fourier ! para una funcién continua f(t). Sea Sy un
conjunto de sucesiones N — peridédicas de ntimeros complejos. Cada elemento
y = {y;}>, en Sy, puede ser interpretado como una sefial discreta donde y;
es el valor de la senal al tiempo ¢ = t;. La sucesién y; es N—periddica, esto es
cumple con la propiedad; yx+n = yr para cualquier entero k. Usamos la regla
trapezoidal para aproximar la integral (27)~! OQW F(t)dt, con tamano de paso

h =27n/N, con N natural, esto es

Fdt~ — "2 |22 vy, 4 Yy + Y
(t) 5 N +Yi 4+ Yyog +

1 [ _12n (Y Y
2 2

2 Jo

donde Y; := F(hj) = F(2rj/N), j = 0,...,N — 1. Si F(t) es n- periddica,
entonces Yy = Yy y la ecuacién anterior toma la forma

1 27

1 N-1
— F(t)dt =~ — Y;. 1.9

1Serie de Fourier: Las series de Fourier tienen la forma:

ft) = a?O + Z lan cos(nt) + by, sin(nt)]

n=1

donde
1 L
= = t)dt
w = 1 [ s

1 L nm
an = Z/7L f(t)cos<ft> dty
1 L . nmw
b, = 7 [Lf(t) sin (Tt> dt.
son los coeficientes de Fourier de la serie de Fourier de la funcién f(t). Laa serie de Fourier

de f puede expresarse también en forma compleja:

oo

i 1 L .
f(t) ~ Z CneﬂLnt/L donde ¢, = E /7L f(t)e 7rznt/Ldt_

n=-—oo
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Aplicando esta férmula para el cdlculo del k—ésimo coeficiente de Fourier
complejo!, se tiene que

1

Cp = —
2T 0

2 N-1
. 1 .
F(t)e ®tdt ~ ¥ Z) f(2mj/N)e=2miak/N (1.10)
j=
Por tanto,
=
~ ik
Ck =~ N Z yyw’,
7=0
donde y; = f(21j/N) y w = 2>™/N t = 21j/N, para j = 0,..., N — 1.

Definicién 1.1.1. Sea y = {y;}2 € Sn. La transformada discreta de

j=—o0

Fourier de y, es la sucesion (F{y})r = Ui, donde

N-1
Uk = Z yjw’* con w = e 2N (1.11)
J=0
Es decir,
N-1
9y = Z y;e~2miki/N .
Jj=0

La transformada de Fourier discreta es anédloga a la férmula para el k—ésimo
coeficiente de Fourier. Si y; surge de valores de una senal continua, f, definida
en el intervalo [0, 27], entonces el k—ésimo coeficiente de Fourier, es aproximado

por
L
C ~ Nyk

La ecuacién (1.11) es equivalente a la expresion:
N—

I=Fn) = 3 uWy (1.12)

—

<

donde y = (Yo, .-, yn—1)"5 G = (o, IN-1) ¥ Wi; = e 27*I/N_ En conse-
cuencia (1.12) puede escribirse matricialmente como

§=7Fn(y) =Wy, (1.13)
donde
Wo(0) . . Wy_1(0)
W =
Wo(N—1) . . Wy a(N—1)

Con el fin de calcular los coeficientes ¢, observemos que el término expo-
nencial, w = e~ 27/ de la ecuacién (1.11), aparece en todos los coeficientes de



1.1. TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER. 17

la serie. Recordando la nocién de clases de congruencias® kj = [ mod (N), por
ejemplosi k=1,2,3, N =8y j =0,1,.... N — 1, entonces el termino w*’ toma
los siguientes valores

{6727%(0)76727”'(1)/8""’67271'1'(7)/8} _k=1 {1,w1,w2,...,w7}

{6—271-712(0))6—27%2(1)/87“.76—27”'2(7)/8} k=2 {17w27w47._.7w6}

{e—2m3(0)’e—2m3(1)/8,.”76—2m3(7)/8} —k=3 11 w3, b, ..., wo),

cuando k = 1, k = 2y k = 3 respectivamente. En la siguiente tabla se muestra
la congruencia kj = mod (8), para k,j =0,1,...,7

kE\j 01 2 3 45 6 7
0] 00000000
1] 01234567
20 0 2 4 6 0 2 4 6
3] 03614725
4] 0 4 0 4 0 4 0 4
5/ 05 27 416 3
6] 06 4 2 0 6 4 2
| 7] 07T 6 5 4 3 2 1|

La tabla anterior, representa a los exponentes de w = e~2""/N_ Este arreglo
representa una matriz simétrica E, dada por

0 000O0OO0TO 0O
01 23 456 7
0 2 46 0 2 46

B 0 3 61 4 7 2 5
0 4 0 40 4 0 4|
05 27 416 3
0 6 42 06 4 2
0 76 5 43 21

En general para la congruencia kj = [ mod (N), con los indices k,j =

2La aritmética modular es un sistema aritmético para clases de equivalencia de nimeros
enteros llamadas clases de congruencia. a y b se encuentran en la misma clase de congruencia
médulo n, si ambos dejan el mismo residuo si los dividimos por n, o, equivalentemente, si
a — b es un multiplo de n. Esta relacién se expresa utilizando la notacién; a = b (mod) n, asi
se tiene por ejemplo que 63 = 83 (mod) 10, ya que ambos, 63 y 83 dejan el mismo residuo (3)
al dividir por 10, o, equivalentemente, 63 — 83 es multiplo de 10, se lee: 63 ES CONGRUENTE
CON 83, MODULO 10. En este ejemplo n = 10.



18 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

0,1,...,N — 1, se obtiene

0 0 0 0 0
0 1 2 N -1
0
E = ,
o N-1 . . . . . 1

y asi definimos la matriz de Fourier W del sistema (1.13) como la matriz

11 1T . . .1 1
1T owt ow2 . . . . wni-1
1 W2

Wk =
Lws

1.1.1 Propiedades de la Transformada Discreta de Fourier.

La transformada de Fourier discreta de una sefial en Sy produce una senal
discreta que también esta en Sy, como lo muestra el siguiente resultado.

Lema 1.1.2. Fn(y) es un operador lineal de Sy a Sy .

Demostracion: Para ver que Fn(y) pertenece a Sy, veremos que Fn(y)i es
N —periédico. Tenemos

2
L

Uk+N = y;w? FN) (por la ecuacién (1.11))

Z <.
Il
L3

gl IN

Il
g

= ijj(k) ( porque w? = ¢ 2mN/N — 1)

[}

S .

k-

Por lo tanto, g+ N = yr y esta sucesion es N —periddica. Finalmente, puesto
que la multiplicacién matricial por un vector, es un proceso lineal, Fy(y) es un
operador lineal.

0

La matriz W tiene propiedades muy interesantes, como veremos a continuacién
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Definicién 1.1.3. Una matriz se dice que es unitaria si cumple lo siguiente
AT A = AA7 =T,

donde A™ denota la matriz transpuesta compleja, la matriz transpuesta usual
es expresada por AT.

Un ejemplo de estas matrices es

_{ cos(A) sin(N)
Ax = < sin(\)  cos(A) )

con A € R, A, es unitaria.

Calcular la inversa de la transformada de Fourier discreta, es equivalente a
calcular la inversa de la matriz WF¥. El siguiente resultado da una forma ficil
para obtener la matriz inversa de W¥.

Teorema 1.1.4. Sea y = {yr} un elemento de Sy. Sea Fn(y) = 4, entonces
y = Fn'(9), esta dado por

| N1
_ ~ ik
y; = N ,;_0 Jrw’”. (1.14)

Nota®

Demostracién: Sea r} el k—ésimo renglén de WF y sea ¢, la columna n—ésima
de la matriz W~F, entonces el producto escalar esta dado por:

TRCn = (l,wk,...,w(N’l)k) (17w*j,,,_,w*(N*1)j>T
= 14+wf 74 . 4@ DED)

Como
N

N-—-1
m=0 17y

3Usando notacién matricial, el Teorema 1.1.4 asegura que existe una matriz, tal que al
multiplicarla por la matriz W, se puede recobrar y; que es,

-1
—1/. E N
y=Fn (9 = (W ) ]
Puesto que § = Fn(y), encontrar una ecuacién tal que y = %W‘EQ es equivalente a
L (WE) W)™
N=|—F#= —
VN VN
donde I es la matriz identidad Iy v, pues WF es simétrica, la ecuacién anterior nos dice
que la matriz W¥ /v/N es unitaria.
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entonces al tomar y = wk=7 tenemos que

1—wmhﬁ_{1vsikj

TG = T ki 0 si k+#j

Por lo tanto

~ [Bww]

d

Cuando se trata de hacer un procesamiento digital de sefial no tiene sentido
hablar de convoluciones aplicando estrictamente la definiciéon 1.0.5 ya que solo
disponemos de valores en instantes discretos de tiempo. Es necesario, pues, una
aproximacién numérica. Para las funciones discretas se puede usar una forma
discreta de la convolucién. Esto es:

h(m) * f(m) = (hx f)(m) =Y h(n)f(m - n).

De una forma mas precisa, definimos tal operacién en Sy, como:

Definicién 1.1.5. Si h, f € Sy, entonces la sucesion definida por

N-1

(o fli =Y hifuy

=0

esta también en Sy. La sucesion [h * f] es llamada la convolucidn de las suce-
siones h y f.

Teorema 1.1.6. (de Convolucion)

Si h, f € Sy, entonces
Flh* fli = FIheF [ flk-
Ejemplo 1.1.7.

Sea f una sucesiéon de numeros enteros y g una sucesién de nimeros que
depende de la sucesion f, un esquema de esto es tomar 5 elementos de la sucesion
f y promediar estos para obtener la sucesion g, esto es

f 4 3 9 8 2 1 6 5 4 2 3
g gs =44 g7 =36 gs=36
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donde .
ggzg(8+2+l+6+5)=4.4
1
g7:5(2+1+6+5+4):3.6
1
98:5(1+6+5+4+2):3.6
En general

(fn72 + fnfl + fn + fn+1 + fn+2)

Para nuestro propdsito aplicamos un peso a cada uno de los elementos de f,
para ello, sea h = (...,0.3,0.2,0.1,0.3,0.1,...) una sucesién 5— periédica de tal
[ 5
forma que ademds ) =1 h; =1, entonces

f 439 8 2 1 6 5 4 2 3
h 03 02 01 03 0.1

Jde 5.2

En este ejemplo la suma de los pesos h es 1, con esto decimos que h esta
normalizada. También cada elemento del arreglo g es un a combinacién lineal
de elementos de f, pues

g6 = 8(0.3)4+2(0.2) +1(0.1) + 6(0.3) + 5(0.1)
= 244+04+01+18+0.5
= 5.2
Generalizando,

fi fo fs fa fs fo fr fs fo fio fu fi2
h_o h_1 hy hi ho

gr 92 93 g4 G5 ge gr g8 g9 Gio gi1 Y12
entonces
g7 = fsha + feh1 + frgo + fah—1 + foh_2

En general
k42

gk = > filnj,

j=k—2

que es la convolucién de la definicién 1.1.5.
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Si las dos senales f y h son N—periddicas, tales que los términos fy, ..., fy—1
v hg, ..., Axy_1 son repedidos en las sucesiones f y h, entonces la convolucién de
estas senales producen la senal de salida g definida por

N-1
gi = Zflhlfj i:0,1,...,N—1
j=0

Si se considera que g es una imagen observada, la expresién anterior tiene la
forma bidimensional siguiente

N—1M-1

gik = > Fikhii-gy - i=0,1,..N—1, k=0,1,...,M —1.
j=0 I=1

Muchas veces las imagenes presentan degradacién de muchos tipos. Dicha
degra- dacién puede ser por ruido durante la transmisién o en otras partes del
sistema de captura. Esto se ve a menudo en las imagenes convertidas a digital
de una senal analogica. Usando técnicas para filtrar el ruido, el ruido puede ser
suprimido y la imagen corrompida se puede restaurar a un nivel aceptable. Una
imagen corrupta por ruido impulsivo tiene varios pizeles que tienen intensidades
visiblemente incorrectas, en la imagen se ve un ruido como de nieve encima de
la imagen, dichos pixeles tienen valores extremos en nuestra escala (en los casos
maés usales la escala es de 0 a 255 y los valores extremos son parecidos a 0 y 255
para profundizar en este concepto ver el apéndice A y [23]).

Un método eficaz para eliminar el ruido impulsivo es el filtrado por medio
de un filtro llamado filtro de mediana que usa la idea de atenuar dichos valores
extremos. En el filtro de mediana, el nivel de gris de cada pixel se reemplaza
por la mediana de los niveles de gris en un entorno (vecindad) de este pixel, en
lugar de por la media. La mediana m de un conjunto de valores es tal que si or-
denamos los valores de forma creciente, obtenemos una sucesioén creciente, para
el caso de imagenes, el tomar los vecinos de un pixel, incluyendo al pixel mismo,
siempre obtendremos un ntmero impar de elementos en nuestra sucesion cre-
ciente, para un mallado rectangular. Teniendo dicha sucesion, tomamos el valor
que ocupa la pocisién central de la sucesion, para una ilustraciéon ver Figura 1.2.

La serie de Fourier es algebra lineal en dimensiones infinitas. Los vectores
son funciones f(x); éstas son proyectadas sobre senos y cosenos. Asi se obtienen
los llamados coeficientes de Fourier ag y bx. A partir de esta serie infinita de
senos y cosenos, multiplicados por ay y b, es posible reconstruir a f(z). Apli-
caciones reales se realizan por medio de la llamada Transformada Discreta de
Fourier (TDF). Dicha transformada toma valores puntuales de la Transformada
de Fourier continua. Estos valores son tomados como una muestra, dicha mues-
tra es puntual, de tal manera que mientras mas puntos se tomen la aplicacién
en la cual estemos trabajando serd de mejor precision, pero se tendra una mayor
cantidad de datos y por tanto un mayor trabajo computacional. Si tenenmos
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Figura 1.2: Mediana.

menos puntos, la aplicacién en la cual estemos trabajando serd de menor pre-
cisién, pero con menor costo computacional.

Aqui se trata de algebra lineal pura, basada en la ortogonalidad. La senal
de entrada es una sucesién de ntimeros X (0),..., X(IN — 1). La senal de salida
2(0), ...,z(N — 1) tiene la misma longitud N. La relacién entre X y x es lineal,
de modo que debe estar expresada mediante una matriz. Esta es la llamada
matriz de Fourier la cual denotamos por W¥. Toda la tecnologia del proce-
samiento de sefales digitales depende de ella. La matriz de Fourier W¥ posee
propiedades extraordinarias. Las senales se digitalizan, ya sea que provengan
de una seél de sonido, de imdgenes, de la acistica o de TV, (incluso en la ex-
plotacién petrolera). Las senales son transformadas por una transformacién T
a la cual nos referimos al final de la seccién anterior. Esta transfromacién o
mejor dicho la matriz asociada a esta transformacién es la matriz W¥.

Lo més importante es que W¥ tiene una factorizacién que computacional-
mente produce ventajas respecto a calcular la matriz W directamente en una
computadora. (W¥)~1 se ha conocido durante afos, y es muy semejante a W,
De hecho, W¥ es simétrica y ortogonal (excepto por el factor constante VN ),
y sé6lo tiene un inconveniente: sus elementos son nimeros complejos. Este es
un precio bajo que hay que pagar, las dificultades son minimas por el hecho de
que todos los elementos de WE y (WE)~! son potencias de un solo ntimero,
w = e2™/N tal que w = 1, es decir, potencias de la raiz N —ésima de la unidad.

Los ntimeros complejos cos  +isin § en la matriz de Fourier son extremada-
mente especiales. La parte real se traza sore el eje x y la parte imaginaria sobre
el eje y. Asi, el nimero w se encuentra sobre la circunferencia unitaria; su dis-
tancia al origen es igual a 1. Forma un angulo 6 con la horizantal. El cuadrado
de w puede encontrarse directamente (simplemente se duplica el dngulo):

w? = (cos® f 4 isin” §)? = cos? § — sin® f + 2isin @ cos b.

Recordemos que la parte real cos?6 — sin? 6 es igual a cos 26, y la parte
imaginaria 2 sin 6 cos § es igual a sin 20. Por tanto w? = cos 20 + i sin 20, es decir
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el cuadrado de W sigue estando en la circunferencia unitaria, pero al angulo se
duplica, esto es, 20. Esto hace sospechar que w” estd en el angulo N6, y esta
sospecha es correcta. Otra manera de representar w es

cos + isinf = e
Con esta férmula es posible resolver w” = 1. Esto se convierte en eV = 1,
de modo que N6 debe llevarnos alrededor de la circunferencia unitaria y volver al
numero original. La solucién es tomar § = 27 /N, y en consecuencia considerar
la N—ésima raiz primitiva de la unidad
- 2r ., 2w
= 2™/N = €08 5 + isin —

N

Su N —ésima potencia es e2'™, la cual es igual a 1. Para N = 8, esta raiz
estd dada por (14 1)/+/(2):

WN

s .. T .
w4:cos§+zsmf:z

2

_ T 1+
wg—cos4+zsm4— \/§
La raiz cuarta estd en 6 = w/4, que es 1/4(2w). Las otras raices cuartas
son las potencias i2 = —1,4> = —i, e i* = 1. Las otras raices octavas son
las potencias w3, w3, ..., ws. Las raices son equidistantes sobre la circunferencia
unitaria, a intervalos de 2w/n. Observese nuevamente que el cuadrado de wg
es wy, lo cual es esencial en la transformada de Fourier rapida. La suma de las
raices cuartas de la unidad es cero; 1 +¢—1 — 14 = 0, es decir

1+ wsg +wi+ ... +wd =0

Considerando la formula de D’Moivre tenemos que zV = (re®)N. Es de-
cir todo niimero complejo distinto de cero tiene exactamente N raices N-ésimas
complejas, dichas raices tienen el mismo médulo, y sus argumentos se encuentran
igualmente espaciados. Geométricamente, las raices N-ésimas de un ndmero
complejo, distinto de cero, son los vértices de un poligono regular de N lados
(ver Figura 1.3 ).

Para N = 5, las soluciones z;, con k = 0,1, ...,4 de la ecuacién z"¥ = 1 estan
dados por 2z = ('), con 6, = 27k/5, las raices N-ésimas se muestran en la
Figura 1.3. El siguiente resultado generaliza un poco lo dicho anteriormente.

Proposicién 1.1.8. Las raices N-ésimas de la unidad (las soluciones de 2V =
1), estdn dadas por w = cos (%ﬂ) + ¢sin (%’r) St w es una raiz distinta de
uno, entonces las raices pueden expresarse como 1,w,...,wN "1, y siw # 0 es
solucion de la ecuacion:

0=2N-1=0C-DE" 1+ 24 422 4+24+1),
tenemos que w es solucion de la ecuacion

N N2 4224241 =0.
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Figura 1.3: Raices quintas de la unidad.

1.2 Transformada Rapida de Fourier.

En esta secciéon queremos estudiar el problema de calcular los componentes de
la Trasformada de Fourier Discreta de un vector y € Sy. Recordemos que esta
expresion la podemos escribir en una forma matricial como en la ecuacién (1.13).

Veamos un algoritmo para representar la Transformada de Discreta de Fourier
para una matriz cuadrada. Sea W € CN*N yuna matriz de Fourier y sea y € Sy,
podemos evaluar § = Wy mediante el algoritmo siguiente

for k=0,1,...,N-1
=0

for n=0,1,...,N-1
9 =g+ Winy

end

end,

donde Wy, = eF(mi/")  este algoritmo transforma el vector y en el vector 4.
El costo de este célculo es aproximadamente N2 operaciones complejas cuando
definimos la operacion interna del bucle, esto es cuando se calcula: § = g+ Wy, y.
De hecho, cuando se realiza una operacién compleja se requiere mas memoria
que al realizar un calculo con nimeros reales. Usando la descompocision real-
imaginaria
r+igr = gr+igr + (Wr+iWr)(yr +iyr)
= {r+Wgryr) —yrWi} +i{(9r + Wryr) + Wryr}

Con esto se verifica que para realizar una operacién compleja, se requiere

de cuatro operaciones reales. Por esta razon vemos que la matriz de Fourier

W € CV*N que se puede construir requiere aproximadamente N? operaciones
complejas 6 4N? operaciones reales.
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Uno no aprecia la revolucién cientifica que la Transformada Rapida de Fourier
aporta al trabajo computacional, hasta que se comprende que para realizar una
operacion compleja, se deben realizar 4 operaciones reales, esto es, uno debe de
pagar el precio de 4N? operaciones reales para conseguir realizar el célculo de
la Transdormada Discreta de Fourier de un vector de tamano N. Hablando de
calcular operaciones, no deberia de haber dificultad, para realizar el cdlculo real
triple del algoritmo anterior, esto es, realizar manualmente la operacién X=X+
0rnx(n) que esta dentro del bucle a mano, digamos en 10?2 segundos otin min-
uto con 40 segundos (Esto permite tener un tiempo necesario para checar que
el resultado sea correcto.). Si uno puede mantener esta velocidad de cdlculo,
se puede generar un vector de tamano 8 aplicando la Transformada Discreta de
Fourier en aproximadamente

10%seg Imin  1hr

4 - 12%0peraciones - = 16hr.

operacion .60seg 60min

Nos preguntamos ;Que motiva el llevar a cabo este cdlculo?, (en el sentido
computacional) la respuesta es andloga a la pregunta de calcular la inversa de
una matriz con el método de Gauss. Durante la vida de las computadoras digi-
tales, hemos visto que continuamente cambia el costo unitario de una operacién,
pero siempre para efectuar la TDF se mantiene el orden de 4N? operaciones.
En los 50s una computadora tenfa la capacidad de realizar 103 operaciones por
segundo, un cédlculo de un vector de tamano 100 TDF en aproximadamente

1seg

4 - 100%0operaciones - = 40seg,

103operaciones

pero un vector TDF de tamano 1000 en 4000 seg= 1.1 hr. En el 2000 una PC
tenia la capacidad de realizar 107 operaciones por segundo, se podia realizar un
vector TDF en apraximadamente

1seg

4 - 1000%operaciones - = 0.4seg.

107operaciones

Esto parece rapido, pero si un algoritmo TDF célcula cada cuadro de una
pelicula de tamano 1000 deberiamos esperar 400 seg= 6.7 min para ver el re-
sultado. Serfa desesperante el estar viendo un video en la PC con ese tipo
de desface. En 1965, James W. Cooley y Jhon W. Tukey publicaron un algo-
ritmo nuevo y sustancialmente rédpido para calcular un N—vector TDF en una
computadora digital. Ellos se dan cuenta que por medio de la factorizacion

N =2F 6 N=PP---P,,

donde 2 < P;, L € Z, para i = {1,...,m}, es posible reducir el costo computa-
cional de un N—vector TDF de la siguiente manera

N?=NAP - Pp} o NAP =D+ (P—1+ -+ (Pn—1}
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operaciones complejas. La reduccién del costo es muy dramaético en los casos
donde P, = P, = --- = P,, = 2 cudndo pasamos de

N2 =2 ¢ 2™.m = Nlogy, N

operaciones complejas. Por ejemplo, cuando N = 1024 = 20 se reduce el
costo de N2 = 1,048,576 a N log, N = 10, 240 operaciones complejas. El nuevo
algoritmo reduce el costo de un vector de tamano 1024 TDF por un factor de 100.
Tal reduccién en el costo computacional hace que la Transformada de Fourier
Discreta sea practica al ser implementada como algoritmo en una computadora.

1.2.1 Algoritmos FFT.

El algoritmo FFT lo tnico que busca es resolver de la manera més eficiente
posible la ecuacién (1.11), donde, como ya vimos, la evalucién directa de esta
suma implica N? operaciones. Es necesario hacer una serie de ordenaciones para
conseguir una versién répida (computacionalmente hablando) de (1.11) llamada
transdormada rdpida de Fourier 6 por sus siglas en inglés FFT (Fast Fourier
Transform). Primero se deben separar las muestras pares e impares:

Sea N=2L LeZ

=2

-
I
2|~

™

<
Il
o

-1
YW

-1
[ijkj 4 yj+N/2W’€(j+N/2)}

=2
~
[\

2=

<.

2—1
[yj + yj+N/2WkN/2} Whi,

&
~

=] =
<.

Il

o

esto es

N/2-1
:& = Z [yj + yj+N/2Wk'N/2] ij (1.15)
=0

==

o Sik=2,1=012.N/2—1
gi=y; + yn+N/2WkN/2

pues

—J2m kN
WEN/2Z  — N

= e_jﬂ'
= coskm — jsinknr = (—=1)

y entonces (1.13) cambia a

z)m:NL/Q% > ga (W (1.16)
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La dltima expresién reduce el nimero de entradas por 2, usando N/2
puntos para la sucesién g(n).

e Sik=20+1,0,...,N/2 — 1y haciendo

hj =Yj = Yjtny2

la serie (1.13) se transforma en

Bt = D0 hWEED

Por tanto
Y2i+1 N/2 § j( ) ( )

donde h; = hWJ.

Para el cdlculo eficiente de TDF, se usa por lo regular TRF (FFT por sus si-
glas en inglés), esto es, se usa el algoritmo 2—FFT, con ecuaciones del tipo (1.16)
y (1.17), las cuales reducen de manera significativa el nimero de operaciones y
por ello el costo computacional. Existen algoritmos TRF que calculan eficien-
temente su inversa (IFFT, la inversa FFT) hasta con un orden de O(N log, N)
operaciones. Esto se debe a las técnicas basadas en el algoritmo propuesto por
Cooley-Tukey, como cuando la matriz W¥ se factoriza de un manera muy con-
veniente, por ejemplo; WELtEL—1-1Er — J7EL—1 .. 1 F1 donde el producto
conveniente de estas matrices reduce el nimero de operaciones.

1.2.2 Factorizacion de una matriz rapida de Fourier.

En esta seccién queremos producir una factorizacion de W¥ de la forma

wE = wkir.. W B,

cuando N = 2. Denotemos; y = f y W¥ = F. Quisiéramos que cada una
de las matrices B, WFr-1  WF1 sean matrices que tengan pocos elementos
distintos de cero en cada renglén, tal que con el minimo esfuerzo podamos
calcular

fo=Bf, fi=WEfy,  fo=WEf L fr=WEFf

de esta forma
fo=whEwkr L WwhBf=Ff.
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Podemos llevar a cabo este proceso con el siguiente algoritmo

f:=Bf

for pu=1,2,...,L
=WWE

f.—WMf

end

que sucesivamente reescribe el vector original f con fy, fi1, ..., fr- Las matrices
B,WEr WPz | WPFL tienen estructuras simples para facilitar la lectura del
codigo.

Para aclarar esta factorizacién tomemos el caso N = 23 = 8 y sea w =

e~2m/8  Recordemos que la estructura de F = WF es
1 1 1 1 1
1 ,wl ”UJQ ,wal
1 w?
F=WF= ,
1 w1 .. wt
Para N =8
1 1 1 1 1 1 1 1
1wl w? wd owt w wt W
1 w? w' wh W' w? w' Wl
£ — 1w wl wl owt W w? wd
8§71 1wt w wt w® wt W’ wh
1w w? w o owt wl wt Wl
1wt wt w? W' wt w' w?
1w wh W wr w ow? w!

Podemos ver facilmente que

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 000 0O

1 w? w* wl o ow! wd wh W 0 01 00 0O

1wt wd w2 w2 Wt w® w 000 01 0 O0

Fo_ 1wl w2 w® W W w?® w! 000 0O0TO 01
8 1w wf w* wt w? w w? 01 00 0 0O
1 w9 w0 w0 W w® w?® W 0001 0 0O

1 w? w* w3l wh w® Wl wt? 000 0 0 1 O0

1 w? w® w? W W W w? 1100000 00

— O OO0 0o oo




30 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

donde usamos las identidades w? = e w
cada bloque 4 x 4 de la matriz en terminos de F4

—2mi/4 gt = —1, w® = 1 para expresar

1 1 1 1 1 0 O 0
w w ow W’ 10 w 0 0 F
’U)2 ,w6 wlO UJ14 - 0 0 ’LU2 0 4,
wd w? w!® w?! 00 0 w
de forma anéloga
wt w2 w20 w28 1 0 0 0
w® wl® w?® w3d 0 —w 0 0
’LU6 wlS ,w30 w42 = 0 0 _,w2 0 ‘F43
w? w? w3 w® 0 0 0 —w?
donde
1 1 1 1
1 w2 wt W
Fa= 1 w* wd wi?
1 Wb w2 w'®
En este sentido obtenemos la factorizacién
1. 000 1 0 0 0 ] 1 0000
01 0 0 O w 0 0 0 01 0O
001 0 O 0 w? 0 0 0 0 01
]__70001000103 Fs 04 00 0 0 O
8711 0 0 -1 0 0 0 04 Fu 01 0 0 O
01 00 0 —w 0 0 0 0 0 1 0
0 01 0 O 0 —w? 0 0 0 0 0 O
_00010007w3_ 0 0 0 0 O
Un argumento semejante da la siguiente identidad
Fomr = Qaum [ T ;)__M ] Son, M=1,2 .. (1.18)
M
donde Qqpy € CM'*XM' ¢ M" — 2M | entonces
1 0 00 w° 0 0 0 T
0O - 0 0 0 -0 0
00 - 0 0 0 - 0
Q= |0 001 0 00 wM =1
M= 00 —uw’ 0 0 0
0O - 0 0 0 -0 0
00 - 0 0 0 - 0
10 0 0 1 0 0 0 —wM-l ]

y donde obtenemos la matriz permutaciéon Sy, tal que

Sont = [00, 001, 00141, 02, 00142, -y Onr—1, 0207 —1]

(1.19)

O OO oo oo

[N eNeNall L =Nole]

_ O OO0 oo oo
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cada 0 para k = {0,...,2M — 1}, es el k-ésimo vector columna de la matriz
identidad. Esto quiere decir que la matriz Sop; es una matriz de permutacion
que es consecuencia de permutar los vectores columna de la matriz identidad
I € CM'™*M" J¢ tal manera que la identidad se obtiene con

Ione = [0, 01, -y Oni—10015 Onr 415 -, 0201 —1]

1.2.3 Notacion exponencial.

Dada una matriz A € CM>*M y la matriz de ceros 0 € CM*M definamos

A 0 O
AW =4, AP ::{1(4)1 31}’ A® =10 A 0 |,
0 0 A
A
L AR = ,
A

donde A € (CMXM A2 c C2M><2M A3 c CS]M><3]VI Ak c (Cklkalw. Asf
producimos las matrices diagonales con indices p,q € N que son copias de A a
lo largo de la diagonal. Facilmente se verifican la siguientes propiedades

1. [A(p)]q = A®9D conp,geN

2. [AB](p) = A®B® conp,e Ny B e CMxM

3. [aA](p) =aA® conp,e NyaeC

4. [AT] ® _ [A(p)]T7 con p, € N donde AT es la matriz transpuesta de A.

5. [A’l] ® _ [A(p)} _1, con p, € N donde A es una matriz no singular.

Con la notacién establecida y estas propiedades obtenemos la identidad
(1.19)
Fort = QeuFP Sopy M =1,2, ... (1.20)

Esta identidad nos permite factorizar Fy cuando N = 2 con L =0,1,2, ....
Por ejemplo podemos descomprimir Fig usando (1.20) y las propiedades ante-
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riores
Fie = Q16-7:8(2)516
= Qi [Q8-7:4£2)S8](2)Sl6
= Q16Qé2)fi4)sé2)516
= Qua? [ars] " s s,
= QP QY VS sP 51
— QuPQf [@FPs] " S5 s,
= QuQy Q57 5,V 5V 51
= Q' Q3 Bus,

donde Big := 558)5i4)5§2)516, de tal manera que .7-'{16) = [1]19) = Tj5 es la
identidad de tamano 16 x 16. De forma andloga

L—-1
fZL = QQLQéi)leéi)f2 e ng )BQL? L= 07 17 27 (121)

_ o2 2577 (2) : ;
donde Byr := S5 S, o+ 8501 5. La matriz Byr arrastra literalmente

una permutacion puesto que esta formada por matrices de permutacién Saps
para M = 1,2, ... . De modo que Bg transforma a f = (fo, f1,..., fr)T en

Bsf = (fo, fa, 2. fo, [ fs S, f1)T

i.e. Bg es la permutacion para el vector f de tamaiio 22 a través de la ecuacién
(1.20).

La factorizacién (1.21) corresponde a un algoritmo rapido para calcular la
TDF de cualquier vector de tamano N = 2L, Si tomamos en cuenta que la
matriz Fpr es simétrica podemos usar (1.21) y la propiedad (4) de exponentes
matriciales de la pagina anterior para escribir

For = Fju
L-1 T
(02205 @ By
L-1\1T T
5% [0 )" [0 ] @ul

= B [QF])% @] QL]
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donde BI, = B,., Byw es unitaria, pues cumple con la Definicién 1.1.3, entonces
BI, By = I,i. Por tanto

For =By [QF]% 7 QT )P [QL]. (1:22)

es también el corazén de un algortimo rapido para calcular la TDF. Hasta este
momento comprendemos el algortimo Transformada Répida de Fourier (FFT
por sus siglas en inglés) cuando N = 2L, El esquema central de la Transformada
Répida de Fourier es el ya analizado en esta seccién (Las ecuaciones (1.20) y
(1.22) pueden ser escritas tedricamente en terminos del producto de Kronecker,
ver apéndice D).

1.2.4 Transformada discreta de Fourier en Matlab.

Aunque Matlab tiene implementada la Transformada Discreta de Fourier por
medio de un algoritmo relativamente réapido, la implementacién en un lenguaje
de alto nivel es atin més répida.( En el apéndice E se muestra un cédigo donde
esta implementada esta Transformada Répida de Fourier en Fortran.)

Usando la notacién clasica y que Matlab retoma, para la convolucién g =
f = h, al aplicar la TDF, usando el teorema de convoluciéon G = F'H, donde, en
matlab G =fft(g), F =fft(f) y H =fft(h), la siguiente relacién se cumple

££t(g) = ££6(f). * ££8(h) (1.23)

i.e. £ft(g) es el producto de los vectores £ft(f) y ££t(h). Como consecuencia
obtenemos la inversa de la TDF en Matlab

g =1ifft (££t(f). x££t(h))

Definicién 1.2.1. La deconvolucion es el proceso para calcular la senal original
f dadas las senales g y h, a partir de la ecuacién (1.7).

Para senales discretas y periddicas, la expresion simple para calcular f con-
siderado como un vector de tamano N es

f = ittt(££t(g)./££8(R)). (1.24)

La TRF (FFT) se puede usar para realizar estos calculos eficientemente.
Por lo general para senales discretas la transformada de Fourier de la senal f
deconvolucionada es formalmente dada por F = G/H, pero no hay esquema
de cémputo similar para calcular f, aunque los algoritmos de TRF (FFT) y la
ecuacién (1.12) sean de uso frecuente, son mal empleados, pues el problema es
mal condicionado ver apéndice B.
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1.3 Representacion de imagenes.

Es necesario conocer la representacion de una imagen para poder manipularla
en una computadora, esto para poder procesar las imagenes. Una de los ob-
jetivos del procesamiento de imagenes es su mejoramiento en su calidad. Los
sistemas de adquisiciéon de imégenes no ofrecen imagenes con calidad perfecta,
hay degradacién por distintos motivos. Por esta razén la imagen necesita ser
restaurada. Para recuperar una imagen, se usan técnicas en modelos determin-
istas y modelos aleatorios ¢ probabilistas (pseudo-aleatorios, puesto que se usa
una computadora). La degradacién en estos modelos son basados en el con-
cepto de funcién de dispersién del punto, veamos un modelo espacial (dominio
espacial) lineal invariante (no cambia con el tiempo);

N—-1M-1

glrie) =Y > fli,)h(r —i,c—j) +n(r,c),

j=0 i=0
parar=0,1,.. M -1y c=0,1,..., N — 1. En notacién matricial tenemos
g=Hf+1,

donde g, f y 1 son vectores M N —dimensionales y H es una matriz bloque cir-
culante (Una matriz circulante estd totalmente determinado por un vector, c,
que aparece como la primera columna de la C. El resto de columnas de C
son permutaciones ciclicas del vector ¢ con desplazamiento igual al indice de la
columna. La ultima fila de C' es el vector ¢ en orden inverso, y las filas restantes
son permutaciones ciclicas de la tdltima fila. ver [17] y [18]), h 6 H represen-
tan procesos de degradacion integrados en el proceso de formacién de imégenes.
Hay wvarios tipos de degradaciones como; degradacién puntual, espacial, tem-
poral, cromatica y combinaciones de estas. Consideremos solo la degradacion
espacial. Algunos ejemplos de esta degradacién son; (i) turbulencia atmosfer-
ica, (ii) movimiento de borrado y (iii) enfocamiento defectuoso. La funcién de
dispersién del punto para estas degradaciones esan descritas a continuacién:

(i) Turbulencia atmosferica.

(w3 +w2)}

Hleaoy) =oxp { -0,

(ii) Movimiento uniforme.

sin a(wy cos 8 + wy, sin 6)

H =
(wawy) wg €08 0 + w, sin @

(iii) Mal enfocamiento debido a la lente.

Ji(ap
Hlonwy) =200y fz ey,
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donde
2n+ 1

oo
Z n + 1 192n+1"

es la funcion de Bessel de primer orden.

H(wg,wy) es la representacién de la funcién de dispersién del punto en el
dominio de frecuencias continuo, en el dominio discreto se representa como
H(u,v). Otra fuente de degradacién que se presenta en las imagenes es el ruido
7.

El problema de recuperar la imagen, puede ser visto también como el obtener
una aproximacion de f, denotada como f , dada la imagen observada g, la ma-
triz de degradacién H 6 llamada funcién de dispersion del punto y el ruido 7.
Queremos entonces encontrar un operador inverso ®, el cual nos de la imagen
restaurada,

®(g) — f.
En el dominio de Fourier (dominio de frecuencias), ® es conocido como la
funcién de filtrado.

1.4 Problemas de Deconvolucion.

Dadas dos funciones f y h, la operacién de convolucién (Definicién 1.0.5) tiene
la forma

:/1h(s—t)f(t)dt, 0<s<1
0

Aunque los problemas de convolucién pueden estar definidas en el inter-
valo [0, 0], para los problemas de deconvolucién consideraremos el intervalo
[0,1]. Matematicamente f y h juegan papeles similares (ver Teorema 1.0.4
primer punto). La definicién de la convolucién (definicién 1.0.5) proporciona un
problema, donde las funciones h y f son conocidas y se requiere determinar la
funcién g. Pero si no fuera el caso anterior, entonces h 6 f serfan desconocidas,
en este caso llegariamos a un problema de deconvolucion. La deconvolucién
es el proceso de obtener 6 recuperar la funcién f a partiendo de las funciones
conocidas h y g.

Los problemas de deconvolucion estan clasificados en tres grupos.

I Problema de deconvolucién: En este caso queremos recuperar la funcion orig-
inal f de la definicién de convolucién (definicién 1.0.5), con las funciones
h y g son conocidas.

ITI Problema de deconvolucién miope: Es este caso queremos recuperar la funcion
original f de la definicién 1.0.5, cuando g es observada 6 conocida y se
tiene informacion parcial de la funcion h.
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IIT Problema de deconvolucién Ciega: Este es el caso de la deconvolucién donde
se involucran situaciones reales y mas complicados de resolver. En este
caso queremos recuperar la funcién original f desconociendo por completo
a las funciones f y h, solamente se conoce la funcion g.

Ejemplo 1.4.1.

e En Geomagnetismo

! d
06)= [ O

con h(S — t) = W

e Astrometria (paralajes estelares)

Si f denota la distribucién real del paralaje, entonces f y g estan rela-
cionados por la ecuacién.

g9(s) = f(t)dt

s—t\2
/1 exp(ié( ot) )
0 oV 2w
donde o es un parametro de exactitud, en este caso
_\2
exp (-3 (554)°)
ovV2m '

e FEcuacion inversa del calor. Otra vez un problema inverso puede ser repre-
sentado por una ecuacion integral de primer tipo, para el caso unidimen-
sional acotado (i.e. Q = R), la temperatura final u(.,T) esta relacionada
con la temperatura inicial u(.,0) , (ver referencia [1]pag 14)

(e, T) = 2\/17? /_ O; u(s, 0)exp (-“4‘5’)2) ds,

la cual es una ecucion de convolucion con kernel

- T <_($4_T8)2)

hi(s—1t) =

de suavisamiento.

Ya que hemos visto algunos ejemplos de problemas de deconvolucién, pode-
mos decir que estos problemas estdn contenidos en un grupo mas extenso en
matematicas llamado los problemas inversos, los cuales son problemas matemaéticos,
mal planteados de acuerdo con la definicion de Hadamard. Un problema
bien planteado debe satisfacer las tres propiedades expuestas en la siguiente
definicién.
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Definicién 1.4.2. Un problema matemdtico esta bien planteado si cumple con
las siguientes propiedades:

1. Para todos los datos posibles, existe una solucion.
2. Para todos los datos posibles, la solucion es unica.
3. La solucion depende continuamente de los datos.

Un problema estd mal planteado si no es bien planteado, i.e. no cumple
con alguna de las propiedades anteriores. Para hacerla precisa en una situaciéon
concreta, se debe especificar; la nocién de solucién, los datos considerados posi-
bles y cual es la topologia usada para la medicién de la continuidad. Al igual
que los problemas del Ejemplo 1.4.1, la deconvolucién es un problema inverso
mal planteado, para su estudio se requiere introducir algunos conceptos mas.

1.4.1 Integral de Fredholm

La forma genérica de la ecuacién integral de Fredholm es:

1
g(s) = /O k(s ) f(t)dt 0<s<1 (1.25)

donde k es el kernel 6 niileo, g es una funcién conocida y f es una funciéon por
determinar. Notemos que los problemas de deconvolucién son casos especiales
de la ecuacién (1.25), donde k(s,t) = h(s —t). Con el kernel descrito de esta
forma se obtiene otra ecuacion famosa, llamada la ecuacion de Volterra, cuya
expresion es

g(s) = /01 h(s —t)f(t)dt 0<s<1 (1.26)

el kernel 6 nticleo de la funcién es cero cuando t > s.

1.4.2 Alisamiento e Inversién.

La ventaja de trabajar con (1.25) es que la teorfa que se deriva estd bien desar-
rollada. Como ya comentamos, la operacién de deconvolucién de f con k es una
operacion de alizamiento o amortiguamiento, donde g es una funcién alisada. El
proceso inverso, esto es calcular f de g, se puede decir que es un proceso de des-
alisar. Situviéramos precision infinita, podriamos calcular f de manera perfecta.
Desafortunadamente esta situacién no pasa en la vida real ni en la préactica, ya
que en los cédlculos numéricos existen redondeos no-insignificantes. Podemos
ilustrar lo antes mencionado con un ejemplo de procesamiento de senales.

Ejemplo 1.4.3.
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Si h corresponde a la operacion de alizamiento, sea § = g + e, donde ¢ es la
informacidén exacta, e es el ruido, con una distribucién de probabilidad uniforme
en el intervalo (0,1). Entonces la TDF (DFT) de g esta dada por

£ft(9) = £ft(g) + fft(e)
= fft(g) +w

donde w = fft(e), que es un vector, cuyos elementos tienen la misma probabilidad.
Entonces la expresion para TDF, para la solucién con ruido f es

f=1ifft(££t(g)./££t(h)).

Por tanto

£££(f)

fft(g)./££t(h)

(f£t(g) + w)./££t(h)
£ft(g)./fft(h) + w./££t(h)

= fft(f) +w./££t(h).

Donde el termino w./fft(h) es castigado cuando los elementos de £ft(h)
son pequenos.
1.4.3 Regla de Discretizacion

Una integral definida puede ser aproximada mediante una expresion de la forma

A@ww:EZme
j=1

donde t; € [0,1] y w; representan un peso para cada valor ¢(tj).
Ejemplo 1.4.4.

e Regla del punto medio, donde el peso estd dado por

ottt
t]:%, w; =1/n, j=1,..n

Por lo que
1 n
/0 p(t)dt ~ > w;p(t;)
j=1

e Si la aproximacion se realiza mediante la Regla se Simpson

1 n
PG

- % (o(to) +4p(tr) + 2¢(t2) + - - - + 20(tn—2) + 4¢(tn—1) + ¢(tn))

donde n par, con j =1,...,n.
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ti—1 ty

Figura 1.4: Regla del trapecio.

e Regla del trapecio
Si p(t) > 0, el drea del trapecio sobre el j-ésimo subintervalo (ver figura

1.4) es
w <W> = %(g@(lfj_l) + ¢(t5))

con w; = (b—a)/(2n), t; = %, j=1,...n, entonces

| e = Y weu)

_ %(w(to)+2so(t1)+2so(t2)+-~-+2so(tnfz)+2¢<tn71)+¢(t"))

Considerando la ecuacién integral de Fredholm (1.25), esta puede aproxi-
marse mediante.

/0 Ko (1) = Y wik(s,t) (1) = 0()

donde f = f + e, donde e es un término de error; si e = 0, recuperamos la
funcién f original. Para muestras s; € [0, 1]

Y(si) = g(si)s i=1,...m

Si considerando el caso particular n = m tenemos
1 n
/ k(s,t) f(t)dt =Y wik(si, t;) f(t:)
0 i=1

donde 4,5 = 1,...,n. Matricialmente Az = b, donde A = a;;, 4,j = 1,..n,
Tr = (l‘lLIEQ,...,In)T, con a;; = wjk(s,;,tj), x5 = f(tj) y bz = (57> Para
obtener f(¢;) a partir de las otras

Ar=b=xz=A"1b
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pero este es un problema numérico si A es una matriz mal condicionada. Para
ver esto mas claramente veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.5.

Sea f una funcién real definida en el inervalo [0,00]. La Transformada de
Laplace £(f) de f esta definida por la integral

£(f) = /OOO e Stf(t)dt,

siempre y cuando la integral sea convergente similar a la Transformada de
Fourier. Dados los valores de la transformada de Laplace en los puntos s;,
0 < 51 <89 < ... <58, <00 es posible estimar la funcién f. Primero aprox-
imamos la integral que define a la transformada de Laplace por medio de una
suma finita

/0 e St f(t)dt ~ Zwkefsjtkf(tk) =g(s5),

donde los wy son los pesos y los trs son los nodos de la regla de cuadratura
trapezoidal. Sean xy, = f(tx), g; = £(f(sj)) ¥ ajr = wre %' obteniendo asf
la matriz.

£(s0) e—soto 2e=sott ... eTsoln—1 g=soln f(to)

2(31) b—a e~stto 9p=siti ... Qp=Sitn—1  p—siln f(tl)
. B Qn . .

L(sn) e~snto QeTsntt [ eTSnin-1 e=Snin f(tn)

Escribimos la aproximaciéon numérica de la transformada de Laplace por
Ax = b, donde A es una matriz cuadrada. Tomamos los datos distribuidos
logaritmicamente,

i1
log(s;) = (—1 + ‘720> log10, j=1,2,...,40

_10-1+55
S = 10 20 ,
con el fin de garantizar un muestreo cerca del origen. Usamos la regla de

de cuadratura trapezoidal con 40 nodos t; en el intervalo [0,5]. Por lo que
A € RA0X40

Consideramos la funcién f dada por

t,
fy=9 5—45, si teL3);
0 .
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Calculamos la Transformada de Laplace de f(t) como sigue

/Oo e Stf(t)dt

0

/ te*stdt+/ ——= e*stdt+/ (0)e*'dt
0 1 2 2 3
1 3 3
t
/ te*stdt+/ §e*stdt—/ —e St
0 1 2 1 2

calculamos cada una de las integrales

£(f)

! t ! 1
/tefStdt = et Jr/fe*Stdt
0 S 0 S
1 1
g [
_ —;6 s o ?e s
0 0
1 _, 1 _, 1
= —_— — —e _’_7
s 52 52
3 3
/ efstdt — _i —st
1 2s 1
3 —3s 3 —s
= ——e —e
2s + 2s
3 3
_ ie*St
8 1

s
1 1 1
— —3s - ,—s__ _— _—3s - _—s
2s + s 252 + 9252
por lo tanto
1 1 1 3 3
2L = —_e S_ __e ¢ . 2 —3sY _—s
(f) 36 52 52 236 256
3 —3s 1 —s 1 —3s 1 —s
+ 256 s + 252 252
13 . 1
= @t Taat
1 —s 3s
= @ (2 — 36 + e )

Estimamos los valores de ; = f(t;), resolviendo directamente la ecuacién
Az = b en Matlab, obtenemos.
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>>n=40;

>>a=0;

>>b=10;

>>wk=(b-a)/(n-1);

>>t(1)=a;

>>t(n)=b;

>>t=[1/40:5/40:5]

>>f1=t(1:4);

>>£2=3/2-t(5:12) /2;

>>£3=0% (£ (13:40));

>>f=[f1 f2 £3]’;

>>for j=1:n

s=10"{-1+(j-1)/20};

A(j,i)=exp(-s*a)*(b-a)/(2*n);

for k=1:n-2

t (1+k) =k*wk;

A(j,k+1)=exp(-s*t (1+k))*(b-a) /n;

end

A(j,n)=exp(-s*b)*(b-a)/(2*n) ;

L(j,1)=(2-3xexp(-s)+exp(-3*s))/(2%s"2);

end

x=A/L

>>

z = 1.0e4 005%
0.0000, 0.0000, —0.0000, 0.0002, 0.0096, —0.0422,0.1411, —0.3499, 0.6080,
—0.6237,0.0669,0.7319, —0.5101, 3.3329, 2.7765, 0.3068, 1.5348, —2.7905,
4.7254, —5.2853,2.4783,0.3305, —2.9519, 1.4057, 2.5496, —2.3716, —2.1814,
3.6846, —0.9115,1.0268, —4.9210, —2.4466, —0.4965, 0.8791, —0.3225, 0.0827

ver figura 1.5.

Este resultado puede cambiar, aumentando o disminuyendo las dimensiones,
si las dimensiones aumentan, teéricamente la solucién tendria mas nodos, habria
posibilidades mayores de obtener una soluciéon mejor. Lamentablemente la ma-
triz A es una matriz mal condicionada (ver apéndice B) y este concepto afecta
la solucién deseada, los errores se amplifican al calcular la inversa de la matriz
A. Para subsanar hasta cierto punto este fenémeno, es necesario aplicar ciertas
técnicas que nos permitan obtener una solucién aceptable.

1.5 Regularizacion.

1.5.1 Descomposiciéon en valores singulares.

Una herramienta de las més flexibles en algebra lineal es la descomposicién en
valores singulares (DVS) de una matriz. La DVS esta definida para matrices
rectangulares de tamanio m x n. La DVS tiene la forma

A=Uxv"
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or - C:\Documents and Settings' AngelicaliE ] =10l x|
File Edt Text Go Cel Tools Debug Desktop Window Help N A ox
TMom|sR@9c|om- AR 0
E%E‘%‘-l.u + [ x|« %]
1 4 Comstruceisn A6 s matriz. Aik=WKExn (=57, Tk) il
2-  n=40; T
Bit a=0;
4 - h=10;
5 - wk= (b-a) / (n-1] ;
o t(l)=a:
i t(n)=h;
e t=[1/40:5/40:5] ;
B fl=t(1l:4):
10 - £2=3/2-t(5:12)/2;
11 = £3=07 (£ (13:40) ) ;
1z - £=[£1 £z £3]°
13 — [Cfor j=1:n
149 — 5=10" (-1+(j-1)/20);
15 = A(3,1)=exp(-=Ta) # (b-a)/(27n);
16 — for k=1:n-2
17 - [ 14k) =k Tk
16 — AL(3,k+1) =exp (-7t (1+k] ) * (b-a) /n;
it = end
R L, n)=exp(-5*h] *(b-a)/(Z%n):
7 i Lij,1)=(2-3%exp(-s)+exp(-3*%3))/ (2%=3"2):
22 = end
23 4Solucién aproximada por minimos cuadrados
24 - kML i
25 = error=x-f &
K| I _’_IJ

Figura 1.5: Transformada de Laplace discreta en Matlab

Las dos matrices U y V consisten de los vectores singulares, esto es
U= (U1,.,Um), V = (v1,.e, Un),

ambas matrices son ortogonales, i.e. UTU = VTV = I. Esto implica que
los vectores singulares son ortonormales, ul u; = vl'v; = §;;. La matriz ¥ =
diag(oy, ..., 0p) es una matriz diagonal, que consta de elementos o;, los cuales son
los valores singulares de A, que son no negativos y ordenados decrecientemente,
ie.

012022 .20, 20,

donde p = min(m,n) y
T
A= Z aiuiv;r
i=1

si r es el nimero de valores singulares diferentes de cero, entonces r es igual al
rango de la matriz A, el nimero de condicién de A en la norma-2 (ver apéndice
B) esta definido en terminos de DVS como

01

cond(A) = [|Afo[|A7Hl2 = —

n

Si A es singular, i.e rank(A)< n, entonces o, = 0y cond(A) = oo. Si
A es matriz simétrica, A = AT, entonces la DVS de A se relaciona como la
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descomposicién de eigenvalores A = WAWT, con W = (wy,...,w,) y A =
diag(A1, .., Ap) como

g o) — (wi, N, w;)  para X\, >0
(u'l,7a"l,7vl) = { (U)Z‘, _)\i7_wi) para )\i <0

esta relacion es usada para simplificar el calculo de la DVS para matrices
simétricas. Notemos que podemos escribir a b y x, en terminos de los valores
singulares u;, v;, respectivamente como

n n

n
T T T
b= E (ul b) Uj, T = E (vi x) (R Ax = E o; (vi x) Vi,
i=1 i=1 i=1
igualando b = Az, llegamos a que (ulb) = o;(vl'z), entonces vi'z = ul'b/a;,
para i = 1,...,n. Entonces la solucién naive a Ax = b se escribe como

n
ul'b
Tnaive = E U

1.5.2 Analisis de DVS.

Para matrices que presentan la discretizacion de la ecuacion integral de Fred-
holm (1.27) podemos decir lo siguiente en base al Ejemplo 1.4.2.

1. Los valores singulares de A decrecen gradualmente a cero (eps de la
méquina, si existiera precisién infinita decrece hasta el cero)

2. El ntimero de condicién cond(A) = o1 /0, es aproximadamente el reciproco
de la precisién de maquina 1/eps.

3. Tipicamente los valores singulares siguen una progresién, como pueden ser
e Progresién arménica o; =~ 1/i% a > 0

at

e Progresién geométrica o; ~ e ", a>0coni=1,...,n

Para ilustrar esto, calculemos la DVS de A del Ejemplo 1.4.2, con n = 40. Los
valores singulares de A se muestran en la Figura 1.6, vemos ahi que el nimero
de valores singulares mayores a la precision de la maquina es 25, los restantes
son cero para la maquina (eps).

1.5.3 Método de Regularizacion Directa.
La solucién numérica de un sistema de ecuaciones lineales de la forma
Az =b (1.27)

puede ser analizada en términos de la descomposicion en valores singularares de
la matriz A.
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Figura 1.6: DVS para el Ejemplo 1.4.2 con n=40

Dada A € R™*"™ n < m, existen U € R™*™ y V € R™"*" ortogonales, tales
que

A = UxvT
= Zaiﬁiﬁf
=1

donde U = [iiy, ..., U], V = [T1, ..., Tn], B = diag[oy, ..., 0] tales que UTU = I,
y VIV =1I,, ademds 0y > ... > 0, > 01 = ... = 0, = 0, 6 también

1 1 1
ZT = (’ Ty ey Ty -~-07 AAER] 0)
g1 02 Oy

ademés recordemos que el producto exterior ;v estd dado por

Uil
Uy = : e R"”,
U 1
V11
_)1 = € Rm7
Un1
Uil
ﬁZUZT = ( V11 e Uni )
Um1
U111 ... U11Um1

Um1V11 ce. Um1Uni
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El producto exterior de los vectores @;77 genera matrices de tamafio m x
n. Vamos a usar estas matrices para representar a la matriz A, ademds de
la matriz ©f = diag[1/ay,...,1/0,,0,...,0] la cual se conoce como la inversa
generalizada de Moore-Penrose de . Con esto se define la inversa generalizada
de A mediante:

vyiu?

T

A

Z R
= ffuiur

K3
i=1 "
Hasta ahora podemos tener en cuenta dos sistemas; la ecuacién (1.27) y el

sistema
T

< _'Z‘,b>_,
ATbij:Zuivi

o
i=1 v

que es la solucién generalizada Moore-Penrose, también puede ser expresada

mediante la ecuacién )
T = Afp § (ﬁin> 7, (1.28)
!’ = = U .
g; !

i=1

Si la matriz es mal condicionada, entonces o; decrece rapidamente a cero
conforme crece i; a partir de (1.28) es facil ver que a pequetias perturba-
ciones de b pueden generar grandes variaciones en la solucién z. El método
de regularizacién directa consiste en truncar la expresién (1.28) en k términos,
con k < r, r = rango(A) conocido como Truncamiento de la Descomposicion
de Valores Singulares, esto es, se considera:

k
" = Z <U5;b> v,

i=1

notemos que x” es muy parecida a la x,q.pe de la seccién anterior, la diferencia
es que le faltan los 7 — k términos de Z,4ive-

1.5.4 Regularizacién de Tikhonov.

Un método, el cudl ha tenido una gran aceptacién en los tultimos anos, es el
método Regularizacion de Tikhonov. Esto se debe a su mayor generalidad en
comparacion con la regularizacién directa. Esta regularizacién nos permite hacer
que x" sea mas estable.

Para hacer " mas estable, la reemplazamos por

r

ad =3 (b uih; (1.29)

2
o+
ot

con bs la informacién perturbada por algin 6 > 0 y a > 0. Este es el famoso
método de regularizacién de Tikhonov. Sea x?, entonces por la propiedad de

ar
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ortonormalidad de la v; tenemos para toda i € {1,...,r}:
<b5,u]‘ >7

95

2
Uj—|-Oé

5
<$a’vj> =

para toda j € {17 ...,r}, entonces
o3 (@, v;) + alad, v;) = o;(bs, u;).

Notemos que

n
i=1

= ol;

por la ortogonalidad de v;, de forma anédloga tenemos que

n
E 0‘1’1711_[? 121'
i=1

= 07

AT,

Con estas observaciones podemos notar que

T
Az = > < Aw,i; > i

i=1
T

T - -

= E <z, At Uu; > u;

i=1

r
= E <z, o > U
i=1

r
- -
= E o; < T,V; > Uy
1=1
por tanto
I
Az = E Ui<$,ﬁi>ﬁi
=1

usando la misma idea para el sistema ATbs, donde § > 0, se tiene que

,
ATbs = Y < ATbs, W > 7
i=1

;
= ) < bs, Al; > 7;
i=1

T
= Z(n <b5,ﬁi > U;

i=1

47
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por tanto
T
ATb5 = ZO’i < b(s,’l_fi > U;
i=1
entonces
T T
S o lof <ad, v > ta<ad, >0 = > [<ad, ATAG > +a < 2, T >]
i=1 i=1

= ATA2? 4 olz®

Por lo tanto

ATbs = (ATA + o) 2, (1.30)
y
AT Az + adxd = ATbs
& (ATA+al)a = ATbs
= ) = (ATA+al) ™" ATb;

Que es la solucién obtenida método de regularizacion de Tikhonov.
De esta tltima expresién podemos encontrar otra caracterizacion, llamada
el funcional de Tikhonov.

x — || Az — bs||? + o|z||?, (1.31)

la cual, si derivamos e igualamos a cero este funcional obtenemos la solucién ya
vista del método de regularizacién de Tikhonov.
Sea

J(x) = || Az — bs||* + af|z]|?
el funcional de Tikhonov, o bien
J(x) = (Az — bs)T (Az — bs) + az’x.
Derivando este funcional respecto a x

8‘({9;‘%) = AT(Az —bs) + alz =0
AT Az — ATbs + oz =0
AT Az + alz = ATbs
(ATA+ al)z = ATbs

z=(ATA+al)" AT bs.

te e

Esta es la solucion ya vista del método de regularizacion de Tikhonov, por medio
de una minimizacién de (1.31). Por otro lado, si @« = 0 en (1.31) obtenemos que
z := A'b que es la solucién de norma minima de la ecuacién normal

AT Az = AT,
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En el capitulo tres abordaremos de lleno el problema mal planteado (en
el sentido de Hadamard) llamado Deconvolucién Ciega. Donde toda, ¢ la
mayor parte de la teorfa vista en este primer capitulo, es utilizada.
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Capitulo 2

Nociones de Probabilidad.

2.1 Probabilidad y Teorema de Bayes.

Las nociones fundamentales de probabilidad que usaremos son béasicas; variables
aleatorias y distribucién de probabilidad. En este trabajo no profundizaremos
mucho en los axiomas de la teoria de probabilidad, sin embargo para su apli-
cacién se necesita cierta comprensién de estos conceptos (se recomienda ver las
referencias [26] y [27]).

2.1.1 Conceptos basicos.

Definicién 2.1.1. Sean Q un espacio abstracto (al que llamaremos espacio
muestral) y F una coleccion de los subconjuntos de Q. Diremos que F es una
o—dlgebra en Q si cumple con las siguientes condiciones

1. QeF
2. 8i A, € F, n €N, entonces |J,—, A, € F.
3. Si A€ F, entonces A € F.

Ejemplo 2.1.2. Si X es cualquier conjunto, la familia {0, X} es una o-dlgebra
sobre X, se conoce como o-dlgebra trivial por obvias razones.

Definicién 2.1.3. Sea F una o-dlgebra sobre un espacio muestral Q. Una
funcion p: F — R se le llama medida si cumple con las siguientes condiciones:

1 u(A)>0V AcF.
2. u(0) =o0.

3. Silos conjuntos A; € F son disjuntos, t € N, (i.e., A;(VA; =0, siempre
que i # j ), entonces

L (U Ai> = Z (A;). (0 — aditividad)

51
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Definicién 2.1.4. Sea F una o-dlgebra y p: F — R una medida, diremos que
F es llamada completa si contiene todos los conjuntos de medida cero, i.e. si
ACB,yBeF conu(B)=0, entonces A € F.

Definicién 2.1.5. Una medida p se le llama finita si (1(2) < oo. La medida es
llamada o-finita, si existe una coleccion de conjuntos A, € F,n € N, tales que

1. Q=U,2, A,,
2. u(A,) < oo para todo n.

Definicién 2.1.6. A una medida que cumple con la propiedad de que () =1
se le llama medida de probabilidad.

Notacion: Una medida de probabilidad se denotard por P.

Definicién 2.1.7. La terna (Q,F, P) es llamada espacio de probabilidad. FEl
espacio abstracto ) es llamado espacio muestral, mientras que la o-dlgebra F
la nombraremos el conjunto de eventos, y P(A) es la probabilidad de un evento

AeF.
Un concepto central en la teoria de probabilidad es el de independencia.

Definicién 2.1.8. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. Diremos que dos
eventos A, B € F son independientes si

P(A(B) = P(A)P(B).

En general, una familia de eventos {A; | i € T} C F (con T un conjunto finito
de indices) es independiente si

i=1 =1

Definicién 2.1.9. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad. Una variable
aleatoria en R™ es una funcion

X:Q—R",

tal que para cada abierto B C R®, X' € F, observemos que X es una funcion
medible i.e., X1 (B) € F para todo abierto B en la topologia®* R™.

Ejemplo 2.1.10. Para ilustrar la nocion de variable aleatoria, considérese el
lanzamiento de una moneda. El espacio muestral Q) estd constituido por dos
posibles resultados de lanzar una moneda, sol y dguila. Sea X(sol) = 0 y
X (aguila) = 1 de esta forma se han transformado los dos posibles resultados
del espacio muestral en puntos sobre la recta de los reales.

4Sea X un conjunto cualquiera y P(X) el conjunto de sus partes. Una topologia sobre X
es un conjunto 7' C P(X) que cumpla que X € T, ¥ € T; si A,B € T entonces ANBET,y
que si S C T entonces UgesG € T. A los elementos de T se les denomina conjuntos abiertos.
Un espacio topologico es un par ordenado (X,7') donde X es el conjunto y 7' es una coleccién
de subconjuntos de X tal que cumpla con las propiedades ya mencionadas.
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Definicién 2.1.11. Una variable aleatoria, la cual denotaremos simplemente
por X € R™, genera una medida de probabilidad px en R™ (equipado con la
o-dlgebra de boreP B), donde px se define como

px(B) = P(X~1(B)), Beb.

Definicién 2.1.12. Sea (Q, F, P) un espacio de probabilidad y X una variable
aleatoria. La medida Px sobre (R,B) definida por Px(B) := P(X € B) con
B € B se llama distribucion de la variable aleatoria X.

Definicién 2.1.13. La funcion de distribucion de una variable aleatoria X es
la funcion F : R — [0,1] dada por F(z) = P(X < z).

Definicién 2.1.14. Un proceso estocdstico, es una familia de variables aleato-
rias X = {X,t € T} definidas en un espacio de probabilidad (Q, F,P). El
conjunto T es llamado dominio de definicion del proceso.

Si T = {to,t1,...}, el proceso estocdstico se llama en tiempo discreto, y si
t € [0,7] C R, se denonomina proceso estocdstico en tiempo continuo. Para
aclarar un poco mas este concepto consideremos la funcién

X: RxQ—R,

formamos con esto una familia de funciones en el tiempo, una funcién X ()
para cada w € €. Un proceso estocdstico puede ser visto como una funcién
de dos variables t € T' (nimeros reales) y w € {2 (espacio muestral). Para wy
con wy € (Q fijo, la expresién X (¢, wp) se convierte en una funcién que depende
del tiempo. Para un tiempo especifico ty € T fijo, la expresiéon X (t,,w) es
una cantidad que depende de w, la cual es una variable aleatoria. Finalmente
X (to,wo) es un numero real. En el presente trabajo usaremos la notacién

Xt,

para representar un proceso estocdstico, omitiendo usualmente su independencia
con w. De lo anterior se tiene que son cuatro los objetos que representa X;:

1. Una familia de funciones en el tiempo (¢t y w variables).
2. Una sola funcién en el tiempo (¢ variable, w fija).

3. Una variable aleatoria (¢ fija, w variable).

4. Un escalar (¢t fija, w fija).

Exigiremos que para cuanquier ¢, X; sea una variable aleatoria, sélo entonces
la familia de funciones es llamada un proceso estocastico. Si fijamos wy los
procesos son tales que

X =Y, = X(t,wo) = Y(t,wo),

similarmente se definen las operaciones X;+Y;, X;Y; o cualquier otra operacién
(por ejemplo la derivada), que involucran uno o més procesos.

5]a o—4lgebra de Borel, o boreliana, sobre un espacio topolégico es la o-dlgebra generada,
por el conjunto de conjuntos abiertos (o equivalentemente, el conjunto de conjuntos cerrados).
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Marcha | Pausa | Paso=> || Inicio |

Figura 2.1: Movimiento Browniano.

Definicién 2.1.15. Sean X = {X;,t € T} e Y = {Yi,t € T} dos procesos
estocdsticos definidos sobre el mismo espacio de probabilidad (Q, F, P), decimos:

1. X eY son iguales si X¢(w) = Yi(w) para todost € T yw € Q.
2. X eY son equivalentes si P(Xy =Y;) =1 para todot € T.

3. X eY se dicen indistinguibles si casi todas sus trayectorias coinciden, esto
es P(Xy =Y, teT)=1.

En general las funciones de un proceso estocéastico son complicadas. Supong-
amos, por ejemplo, que X; representa el movimiento de una particula que esta
sometida a un gran nimero de choques con otras particulas (movimiento Brown-
iano). Tomando una de estas particulas y denotando por X; su comportamiento,
este se veria como en la Figura 2.1 , irregular y no puede ser descrita por una
formula o expresion determinista. Mas aun, si tomamos una particula X; y
conocemos su comportamiento al tiempo ¢t < tg, con t, € T fijo, no podemos
predecir su valor futuro al tiempo t > t3. Sin embargo no todos los proce-
sos tienen esas propiedades. Mencionemos un ejemplo simple: definamos un
experimento X; tal que

X; = sin(t) st w = wy X, =2t st w=wi.

Entonces X; consiste de dos curvas muy regulares. Esto es, sin embargo, un
proceso estocastico.

Un proceso estocastico puede ser estacionario o no estacionario. Un proceso
estacionario (o proceso estrictamente estacionario) es un proceso estocdstico
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cuya distribucién de probabilidad en un instante de tiempo fijo o una posicién
fija es la misma para todos los instantes de tiempo o posiciones. En consecuen-
cia, parametros tales como la media y la varianza, si existen, no varian a lo largo
del tiempo o la posicién.

Definicién 2.1.16. (Proceso estacionario) Un proceso estocdstico Xy se dice
estacionario si su funcion de distribucion (definicion 2.1.13) para cada t fijo no
es afectado por el tiempo, i.e. que los dos procesos Xy y X¢ye tienen la misma
funcion distribucion para cualquier €.

Ejemplo 2.1.17.

Por ejemplo, el ruido blanco es estacionario este tipo de ruido lo veremos
con més detalle més adelante. Sin embargo, el sonido de un golpe de platillos no
es estacionario, pues la energia acustica del golpe (y por lo tanto su varianza)
disminuye con el tiempo.

Definicién 2.1.18. Un vector aleatorio X = (X1, ..., X)) es una arreglo de las
variables aleatorias X1, ..., X,,.

Definicién 2.1.19. La funcidn de distribucion conjunta F : R™ — [0,1] de un
vector aleatorio X = (Xq,...,X,) € R™ estd definida como una funcion de la
forma

F(z) = P(X1 < z1,...., X, <), = (21,.... Tp).

Definiciéon 2.1.20. La esperanza de una variable aleatoria X estd definida
como

X} = [ X(@aP@) = [ adux(z).

n

siempre que las integrales converjan. Si X es variable aleatoria discreta, en-
tonces
E{X}= anP{X =Tpt= anpn,
n n
Definicién 2.1.21. (Distribucién de Poisson.)

Una variable aleatoria X, sigue una distribucion de Poisson con pardmetro

A > 0 y distribucion de probabilidad
ATe A
!

p(z; ) =P{X =2} = x=0,1,2,...

En general la descripcién de un proceso de Poisson no es necesariamente
sencilla, en [2] puede encontrarse una discusién simplificada.

Ejemplo 2.1.22. Dado que p(z;\) > 0 y recurriendo a la expresion

o0 7

X
em: E -
7!

=0
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se obtiene que

o0 o0 ;

. Ne™*
Spn = 32
i=0 i=0 :

o .

A’L

_ - -

- Zz'
1=0

= et =1

)

con la cual p(x;\) = P[X = z] cumple con las propiedades para ser una dis-
tribucidn de probabilidad (Definicidn 2.1.11). Para una distribucidn de Poisson
se tiene que la esperanza esta dada por

oo

Y iP(X =)

=0

E{X}

oo

= > ip(i,\)
1=0

=0
_ —A
- ¢ ;(i—l)!

00 .
)\z+1
ef)\

7!
i=0

o
_ A
= € )\)\ E -
7!
i=0
= e e
b

por tanto E{X} = \.
O

Definicién 2.1.23. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y sean A,B € F
dos eventos, P(B) > 0. Definimos la probabilidad condicional de A dado B por

P(ANB)

P(A|B)= =55

(2.1)

Suponiendo que el evento B ocurre.

Observacién: Claramente si A y B son disjuntos (i.e.(A(\B) = 0), en-
tonces P(A|B) = 0 pues P(}) = 0. Por otro lado si A C B tenemos que

AN B = Ay por la definicién anterior; P(A|B) = % > P(A). Anélogamente

si B C A, entonces A(\B =By P(A|B) = % — 1.
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Ejemplo 2.1.24. Sean B = {zo,z4,26}, A = {x2}, es claro que A(\B =
{z2}, A C B, la probabilidad de tomar un elemento de Q = {x1,za,...,26}
(probabilidad a priori) P(x;) = 1/6 para todoi =1, ...,6. Aplicando la definicidn
anterior

!

P~ PAOP)
(4)

B

!

Y

P(A)
P({za} U{za} U{ze})
P({w2})
P({w2}) + P({za}) + P({x6})
1/6

= =1/3.
3/6 /

Lema 2.1.25. Sean (Q,F, P) un espacio de probabilidad, A; € F una familia
de eventos mutuamente ajenos y supongamos que \J;_, A; = S. Si B C S
entonces

P(B) =) P(B|A;)P(4;) (2:2)

i=1
Demostracion:

Como BC S=BNS=B,=BN(UL,A)=U",(BNA;)= B (ver [3]),

entonces
n

(BOAZ-)> => P(BNA), (2.3)

=1

P(B)zP(

-
TC-

esto se sigue de la definicién 2.1.3. Ahora de (2.1) tenemos que P(BN A;) =
P(B | A;)P(A;), aplicando esta expresién en la ecuacion (2.3) se tiene que

n

P(B) = > P(BNA)

= ) P(B|A)P(A),

i=1
por lo tanto (2.2) se satisface.

O

A continuacién demostraremos un resultado que serd fundamental en el de-
sarrollo de este trabajo, puesto que es la base del algoritmo EM (Esperanza-
Maximizacién).
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Teorema 2.1.26. (Bayes)
Sean (0, F, P) un espacio de probabilidad, A; € F i = 1,...,n mutuamente
ajenos, S =Ji-_; A; y B C S, entonces

P(B | A;)P(A;)
Yy P(B| A)P(A;)

P(4; | B) = (2.4)

Demostracion:

Observemos que P(A;NB) = P(BNA;), por (2.1) tenemos que P(4;NB) =
P(A; | B)P(B)y P(BNn A;) = P(B | A;)P(A;), por tanto P(B | 4;)P(A;) =
P(A; | B)P(B), entonces

P(B | A;)P(A;)
P(B)
P(B | A;)P(A;)
Yo P(B | A)P(A;)

P(A; | B)

la segnda igualdad se sigue de (2.2).

Ejemplo 2.1.27.

Una caja contiene 2000 aparatos, de los cuales el 100 estan defectuosos, Una
segunda caja contiene 500 aparatos, de los cuales 200 estan defectuosos. Otras
dos cajas tienen 1000 aparatos de los cuales el diez porciento de cada caja esta
defectuoso. Si se selecciona aleatoriamente una caja y sacamos aleatoriamente
un aparato.

a) ;Cual es la probabilidad de que saquemos una caja defectuosa?. Sean A;

la i-ésima caja , D el evento de los 500 aparatos defectuosos. Queremos
encontrar P(D).
Claramente U?zl A; = S, donde A; son mutuamente ajenos para todo
1 =1,...4. La probabilidad de seleccionar una caja esta dada por P(A4;) =
P(Ay) = P(As) = P(Ay) = 1/4. La probabilidad de seleccionar un
aparato defectuoso en cada caja viene dado por

P(D|A) = %:0.05
P(D| Ay) = %20.4
P(D|As) — %20.1
P(D|A) = %20.1

Por (2) P(D) = [0.05 + 0.4 + 0.2]1/4 = 0.1625
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b) En base en el andlisis queremos determinar la probabilidad de que el aparato
defectuoso venga de la caja 2, esto es, queremos calcular la probabilidad
condicional P(As | D) como P(D) = 0.1625, P(D | A3) =04y P(A43) =
1/4. Entonces aplicando el teorema de Bayes

P(D | A3)P(As)  (0.4)(0.25)

- ~ 0.615.
P(D) 0.1625

P(Ay | D) =

O

2.2 Correlacion y Espectro de Potencia de un
Proceso Estocastico.

En esta seccién discutiremos las propiedades de la correlacion R(7) y el espectro
de potencia S(w) de un proceso estocdastico. El espectro esta definido como la
Transformada de Fourier de R(7). En esta seccién usaremos los conceptos de
sistemas lineales y transformadas.

2.2.1 Correlacion.

Definicién 2.2.1. Sea X; un proceso estocdstico, se define su media como
n=E[Xi]=nx,

la version discreta de la correlacion se define como

donde N es el tamanio de la muestra, i.e. X;; valor muestral con indice i al
tiempo t.

Definicion 2.2.2. FEl segundo momento conjunto de dos procesos X; y Y, se
define como
Rxy(7) = B[Xyr Y],

es su relacion cruzada.

Si Xy = Y4, la correlacion es conocida como la autocorrelacién. Y la autocorrelacion
tiene la siguiente ecuacion

R(r) = E[XprX{]
= R(T)XX
= R(7)x



60 CAPITULO 2. NOCIONES DE PROBABILIDAD.

2.2.2 Covarianza.

Definicién 2.2.3. La relacion de covarianza esta definida para un proceso es-
tocdstico {X;} mediante

C(r) = Bl(Xupr =) (X7 ~ 1)
= R~ [l

y la covarianza cruzada para los procesos estocdstica {Xi} y {Y:} como

C(r)xy = FEll(Xeyr —nx) (Y] —ny)]
= Rxy(T) —nxny-

La varianza es obtenida a partir de la definiciéon de covarianza
2
C(r) = 0% = E{(Xesr —mx)’} = B{X01r X7} = .
Si el valor nx es cero, entonces la varianza y la correlacién son idénticas,

C(r) = 0% = E{X¢+- X/} = R(7)

2.2.3 Independencia.

Si la funcién de distribucién de dos variables aleatorias puede separarse como
el producto de dos funciones de distribucién , ie. P(X,Y) = P(X)P(Y) (ver
definicién 2.1.8), entonces las variables aleatorias son independientes. En con-
secuencia,

E{Xt4: X} = E{Xp1r ) E{Xe} = nx, . 0x,

La condicién anterior es necesaria y suficiente para que las dos variables
aleatorias X;4, y X no esten correlacionadas. Sin embargo la condicién in-
versa no necesariamente es cierta. Si el valor medio de cualesquiera dos vari-
ables aleatorias no correlacionadas es cero, entonces las variables son llamadas
ortogonales. En general, dos variables aleatorias son llamadas ortogonales si su
correlacién es cero.

La correlacion del producto X;Y; no puede ser expresada en forma general
en términos de momentos de segundo orden del proceso dado. Sin embargo, si
X v Y; son independientes, entonces los procesos Xy, v X; son independientes
de Yy y Y;; por lo tanto

E(Xi1rYeqr) (X7Y))] = BlX i XP|E[Yey - Y/

En consecuencia, si W; es el producto de dos procesos X; y Y;, ie W, = XY,
es un proceso, el cual es expresado como

wa(’r) = RX)((T)Ryy(T).
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2.2.4 Matriz de Autocorrelacion.

Definicién 2.2.4. Si X = [X(0), X(1),....,X(N —1)]" es la representacién
vectorial de una sucesion aleatoria finita, entonces la matriz de autocorrelacion
Ry = E[XX"] esta dada por

E[X(N - 1)X(0)] E[X(N - HX(1)] - - - E[X(N- 1’)X(N ~1)]

2.2.5 Espectro de Potencia.

Definicién 2.2.5. El espectro de potencia S(w) (o densidad espectral también
denotado por Sy (w) o por Sxx(w)) de un proceso X; es la Transformada de
Fourier (1.1) de su autocorrelacion

S(w) = /_ Z e T R(T)dr.

Mediante la Transformada Inversa de Fourier (1.6) se sigue que R(7) puede
ser expresado en terminos de S(w):

R(r) = %/ S(w)er T dw

Si 7 = 0, tenemos que

1 oo

— S(w)dw = R(0

5 | S = R0
donde R(0) = E[|X;|?] > 0. Entonces, interpretando la integral como el 4rea
bajo la curva, tenemos que S(w)/27 es el drea no negativa e igual al promedio
de potencia del proceso Xj;.

Definicién 2.2.6. El espectro de potencia cruzado Sxy (w) de los procesos Xy
y Y; es la Transformada de Fourier de su Correlacion Cruzada; es decir,

Sxy (w) :/ Rxy (T)e 7“7 dw
La Inversa de la Transformada de Fourier da

1 o0 .
Rxy(r) = o / Sy (@)™ dw
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SiT=0,
1 oo
or / Sxy (w)dw = Rxy (0) = E[X,Y}"].

Si los procesos X; y Y; son ortogonales (i.e Rxy (7) = 0), entonces Sxy (w) = 0.
En este caso,

Rxyy (1) = Rx(7) + Ry (1) y Sxiv(w) = Sx(w) + Sy (w).

Sea Y; una senal de salida, tal que
Y, — / X,_oh(a)da = / Yah(t — a)da (2.5)

donde X; es un proceso. Para determinar la correlacién de la salida Y;, primero
necesitamos obtener la correlacién cruzada entre X; y Y; multiplicando ambos
lados de la dltima ecuacién por X;° _, por lo que tenemos

Y X; = / Xt X7 h(a)da. (2.6)

Pero
E[Xi—oX] ]=Rxx[(t—a)—(t—7)] = Rxx(T — a).

Entonces, tomando el valor esperado de la ecuacién (2.6) se obtiene que

EViX; ] = /00 Rxx(t — a)h(a)da.

— 00

Esta integral es independiente de ¢, y es igual a la convolucién de Rx x (7) con
h(7). El lado izquierdo de esta ecuacién es también independiente de ¢, y puesto
que es igual a la correlacion cruzada de X; con Y;, concluimos que

Ryx(T)ZRxx(T)*h(T). (27)

Multiplicando el conjugado de ambos lados de (2.5) por Y;;, obtenemos

o0
ViV = [ Vi X0 (@)da,
— 00

Entonces
Ryy(r) = / Ryx(r + a)h*(a)da = Ryx(r) s h*(—7)  (28)
Un argumento semejante muestra que:
Rxvy (1) Rxx (1) * h*(—7) (2.9)
Ryy(r) = Rxy(r)*h(r) (2.10)

= Ryy (1) = Rxx(7) * h*(—7) x h(7) (2.11)
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Consideremos la Transformada de Fourier (1.1) para una funcién h(t).

H(w) = /OO h(t)e I« dt (2.12)

— 00

Del teorema (1.0.5) y la definicién del espectro de potencia (definicién 2.1.28),
obtenemos de (2.9) y (2.10) que

Sxy(o.)) = Sxx(w)H*(w) y Sxy(w) = Sxx(w)H(w) (2.13)
Combinando estos resultados obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.7. El espectro de potencia Syy (w) de la salida del sistema lineal
(ecuacion (2.5)) estd dado por

Syy(w) = Sxx(w)|H(w)|2, (2.14)
donde Sxx(w) es el espectro de potencia de la entrada X;.

Para el lector interesado en profundizar en este tema, le sugerimos ver las
referencias [4] y [7].

2.3 Estimacion de parametros.

Sea # un pardmetro cuyo valor se desea conocer a partir de una muestra. Sea
X1,...X,, una muestra aleatoria y sea 6 = T(X1,...X,) una funcién de la mues-
tra, la cual utilizaremos para estimar el valor de . Observese que el valor 6 es
una funcién que depende de la muestra y se nombra estimador. Realmente el
valor que toma 6 en una muestra determinada es la estimacién de 6.

Hay dos tipos basicos de estimacion:
I Estimacién puntual.
IT Estimacién por intervalo (intervalo de confianza).

En el presente trabajo revisaremos solamente la estimacién puntual, dado
que no usaremos la estimacién por intervalo, el lector interesado puede consultar
la referencia [10].

Métodos de estimacién puntual.
1. Método de minimos cuadrados
2. Métodos de méxima verosimilitud

3. Método de los momentos, entre otros.
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En el presente trabajo hacemos uso de los métodos de minimos cuadrados y
méaxima verosimilitud. Por ahora los otros métodos de estimacion puntual no
los usaremos.

Propiedades deseables de un estimador.

En estadistica la esperanza matemdtica (también llamada esperanza, valor es-
perado, media poblacional o media) de una variable aleatoria X, es E(X) de la
definicién 2.1.20 que formaliza la idea de valor medio de un fenémeno aleatorio.

1. Ausencia de sesgo (insesgado).

Definicién 2.3.1. Si 0 es un estimador de 0, se llama sesgo a la cantidad

E(0) — 0.

Definicién 2.3.2. Se dice que un estimador puntual 0 es un estimador

insesgado de 6 si E(6) = 0.

En otras palabras, un estimador insesgado es aquel para el cual la media
de su distribuciéon muestral es el pardametro estimado. O también, el esti-
mador cuyo sesgo es cero. En general, se prefiere un estimador insesgado
a uno que no lo sea.

2. Consistencia.

Muchos estimadores no tienen buenas propiedades para muestras pequenas,
pero cuando el tamano muestral aumenta, muchas de las propiedades
deseables pueden cumplirse. En esta situacién se habla de propiedades
asintéticas de los estimadores. Como el estimador va a depender del
tamano de la muestra vamos a expresarlo utilizando el simbolo 0,,. Por
ejemplo, el sesgo puede depender del tamano de la muestra. Si el sesgo
tiende a cero cuando el tamano de la muestra crece hasta infinito decimos
que el estimador es asintdticamente insesgado. Especificamente

Definicién 2.3.3. Un estimador 0,, se dice que es asintoticamente inses-
gado si
lim E (9n) —0,
n—00
0 equivalentemente
lim [E(én) - 9} =0.
n—oo
Definicién 2.3.4. Se dice que un estimador 6,, es consistente con 0 si
se cumple que
lim p(\én 9> e) —0,
n—00
esto Ve > 0. O lo que es lo mismo, silim,—_ oo P <|én -0 < 6) =1, esto
Ve > 0.
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Es decir, a medida que se incrementa el tamano muestral, el estimador se
acerca mas y mas al valor del pardmetro. La consistencia es una propiedad
asintotica. Dicho de otro modo, que 0 sea un estimador consistente de 6
significa que para muestras grandes es poco probable que 0 se aleje de 6.

Proposicién 2.3.5. Si Var(0,) — 0 y E(0,,) entonces 0, es consistente.

La varianza muestral s2 := L 3"  (X;—X)? es también un estimador con-
sistente de la varianza poblacional o2, dado que a medida que el tamafio
muestral se incrementa, el sesgo disminuye.

3. Eficiencia.

Para decidir cuél estimador seleccionar entre varios estimadores insesgados
se puede utilizar las varianzas de los mismos. La varianza var(X) de
una variable aleatoria X mide la dispersién alrededor de la media F(X).
Menor varianza para una variable aleatoria significa que, en promedio, sus
valores fluctian poco alrededor de la media comparados con los valores
de otra variable aleatoria con la misma media y mayor varianza. Menor
varianza implica mayor precision y entonces el estimador que tenga menor
varianza es claramente méas deseable porque, en promedio, estd mas cerca
del verdadero valor de 6.

Definicién 2.3.6. Si 0 es un estimador insesgado de 0, se dice que 0
es un estimador insesgado eficiente o de varianza minima para 6, si para
cualquier otro estimador insesgado de 0, digamos 0, se verifica que

Var (é) < Var (é) .

En otras palabras si consideramos a los estimadores 6, y 05 del parametro
0, con varianzas Var(01) y Var(02) respectivamente tales que Var(6;) <
Var(6;), decimos que 6 es més eficiente que 6.

2.3.1 Estimacién por Minimos Cuadrados.

El antiguo uso de los minimos cuadraticos ha sido regresién lineal, la cudl corres-
ponde al problema de encontrar una linea 6 curva que mejor describa el com-
portamiento del conjunto de datos. En la formulacién estandard para este prob-
lema, se considera a un conjunto de n pares de observaciones {Y;, X;} es usado
para encontrar una funcién dado el valor de la varianle dependiente Y, de los
valores independientes X. Con una variable y una funcién lineal, la prediccién
esta representada por la siguiente ecuacion:

Y =a+bX.

Esta ecuacién involucra dos parametros libres a y b. El método de minimos
cuadrados definen el estimador de estos parametros como los valores los cuales
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minimizan la suma de cuadrados (de aqui el nombre minimos cuadrados) entre
las medidas y el modelo (i.e. los valores estimados). Especificamente el prob-
lema es un problema de optimizacién siguiente:

min

gzz(n—ﬁf:Z[n—(waof,

% %

donde € expresa el error, el cual es la cantidad a minimizar. La forma de resolver
este problema es usando técnicas estandar del calculo. Tomando la derivada de
€ con respecto a los parametros a y b e igualando a cero, obtenemos el siguiente
conjunto de ecuaciones llamadas; ecuaciones normales:

% = 2Na+2b) X;—2) Yi=0

% = Y X742 X;—2» YiX;=0

Resolviendo estas dos ecueciones obtenemos el estimador de minimos cuadra-
dos para a y b:

a = My — bMX
b 2 (Y — My)(Xi — Mx)
(X - Mx)2

donde Mx y My denotan la media de X y Y. Extendiendo esta idea a més
de una variable independiente y funciones no lineales hacemos uso del algebra
lineal.

La mejor aproximacién debera tender a interpolar la funcién de la que
proviene el conjunto de pares {X;,Y;}, esto es, deberd tender a pasar exacta-
mente por todos los puntos. Eso supone que se deberfa cumplir que f(X;) =Y;
coni =1,...,n. Sustituyendo f(X) por su expresién, tendremos Z;n:l cifi(Xi) =
Y;, con i = 1,...,n. Esto es, se tendria que verificar exactamente un sistema
de n ecuaciones y m incdgnitas, pero como en general n > m, dicho sistema
estd sobredeterminado, no tiene solucién general. De ahi surge la necesidad de
aproximarlo. Dicho sistema podria expresarse en forma matricial como:

Ac=1b

La aproximacién trata de hallar el vector ¢, que mejor aproxime el sistema
Ac =b. Con dicho vector ¢, es posible definir el vector residuo como r = b— Ac.
El problema de Minimos cuadrados es minimizar

[l = 1o = Ac]]
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El problema de aproximacion serd hallar aquella combinacién lineal de colum-
nas de A lo mas cercano posible al vector b. Se comprueba que el conjunto de
las columnas de A generan un espacio vectorial span(4;, As, ..., Anm), al que el
vector b no tiene porqué pertenecer (si lo hiciera, el sistema Ac = b tendria
solucién). De todos los vectores del espacio vectorial span(A1, As, ..., Ay) que
son combinacién linealesa de los vectores de la base, se tratara de hallar el mas
cercano al vector b. De entre todos ellos, el que cumple esto con respecto a
la norma euclideana es la proyeccion ortogonal del vector b sobre es espacio
vectorial span(Ai, Aa, ..., Aym). La condicién de minimizacién del residuo serd:

r L span(Aq, ..., An)
4 r L Aj
& ATr =0
La ultima igualdad porque cada una de las m condiciones de perpendicularidad

se puede agrupar en una sola para j = 1,...,m. Sustituyendo el residuo r,
obtenemos

AT(b—Ac)=0 & ATAc= ATb
Por tanto la mejor aproximacién lineal por minimos cuadrados, para un con-
junto de niimeros discretos, se obtiene al resolver AT Ac = AT'b. La solucién ge-
ne-ralizada Moore-Penrose, estd dada por la ecuacién (1.28) del primer capitulo.
2.3.2 Estimador de Maxima Verosimilitud.
Consideremos de la definicién 2.1.13 a la funcién
Fx(z) = P{X <z}, z €R,
con X variable aleatoria, de manera que se satisfacen las siguientes propiedades
1. Es una funcién no decreciente: Vag < x1, Fx(z9) < Fx(x1).
2. Se satisfacen los siguientes limites
lim Fx(z)=0, lim Fx(z)=1
=00 =00
3. Es continua por la derecha i.e F(z1) = F(z), esto es
F(zt) =limeeg F(z + €).
Definicién 2.3.7. Una variable aleatoria X se dice discreta si existen; conjun-
tos {x;} CR y {p:} C Ry tales que
pi=P{X=uz;}>0

Zpi =1
i
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Definicién 2.3.8. Una funcidn de densidad de probabilidad para la variable
aleatoria X es una funcion px : R — R tal que

_pi st x=x4
pX(at)—{ 0 si x#ux;

Definicién 2.3.9. Dadas X, Y wariables aleatorias.

a Definamos la funcidn de distribucién conjunta para (X,Y) como
pX,Y(l'vy) = P{X = fE,Y = y}a

donde x,y son observaciones de las variables aleatorias X y Y, respecti-
vamente.

b La funcion de distribucion marginal de X estd definida como

px(z) = Z pxy (T, y).

P{Y=y}>0

¢ La probabilidad condicional para Y dado X = x estd dada por

Pyix(y | ) = p);’)y(((?)y),

simpre que px (x) sea diferente de cero.

Existen diferentes procedimientos para estimar los parametros de una dis-
tribucién de probabilidad. De entre esos procedimientos probablemente el mas
versatil, ya que se puede aplicar en gran cantidad de situaciones, y por ello uno
de los mas empleados se conoce con el nombre de "método de maxima verosi-
militud” (en inglés ”method of maximum likelihood”). Este método es la base
para desarrollar el algoritmo de Lucy-Richardson, el cual es el objetivo central
en el presente trabajo. Para ilustrar este método de méaxima verosimilitud ver-
emos un ejemplo en la seccion 2.3.3.

Sea X un vector aleatorio con funcién de densidad px(z;6), donde 6 es
un pardmetro desconocido, y sea d = (dy,...,d,) un vector de datos el cual
es resulatado de un experimento; d = X(s), donde s es elemento del espacio
muestral . d simplemente es un vector; d = (X7, ..., X,,).

Definicién 2.3.10. Un estimador de mdzima verosimilitud (EMV) de 0 para
d es un pardmetro 8 que mdzimiza la funcion de verosimilitud

L(0) := px(d;0). (2.15)

Esta definicién nos permite encontrar un estimador 6ptimo para nuestro
problema. Como veremos mas adelante este estimador posee las propiedades
deseables en un estimador (insesgado, consistente y eficiente).



2.3. ESTIMACION DE PARAMETROS. 69

El logaritmo al ser una tronsformacion monétona creciente preserva maximos,
este hecho nos permite simplificar los calculos para el EMV. Asi un EMV es un
maximo de la llamada funcién de log-verosimilitud,

£(0) = logpx(d;0). (2.16)

2.3.3 El Algoritmo EM (Esperanza-Maximizacién).

Sea Y un vector aleatorio con distribucién de probabilidad py (y;6) que de-
pende de un parametro 6. El algoritmo FM es un proceso iterativo para el
cual, dado Y (datos incompletos), se obtiene una sucesién de aproximaciones
de un estimador de méaxima verosimilitud para el parametro 6. El algoritmo
emplea un vector aleatorio auxiliar X, el cual corresponde a los datos no obser-
vados, completos. Para mayor claridad supongamos que X y Y son variables
aleatorias discretas con la misma distribucién, y cuya distribuciéon conjunta es
px,y(z,y;0), donde 0 denota el pardmetro de interés. Entonces la probabilidad
condicional (Definicién 2.1.33) para X dado Y estd dada por

px.y(7,y;0)
) = 2.17
pX\Y(QC | y;0) oy (4;0) ( )

donde el denominador py (y; #) es la probabilidad marginal de Y esto es
py (y;0) = Z px,v(z,y;0). (2.18)
{z|P{X=2}>0}

De acuerdo a la ecuacién (2.16), la funcién de verosimilitud para Y dadas
las observaciones y y usando las ecuaciones (2.17) y (2.18), tenemos

ly(6;y) = logpy(y;0)
= logpx,y(z,y;0) — logpxy(z | y;0)
= Ixy(0;2,y) — lxy (B | y),
por tanto
ly (0;y) = Ixy (0;2,9) — Ix)y (62 | y).
También para cualquier pardmetro fijo 6,
pXY(xay;eu):l
ly (0; = ly(6; _
vO) = Iyey) | S
= Iy(6;9) Y pxx(z [ y;00)

= Y Ir(@:ypxyy (@ | y:6.)
= > lxy Oz, y)pxy (@] y;0,)

x

- ZZX\Y(9§1‘ | y)pX|Y(9U | y50.)
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Si el primer término de la ultima igualdad lo denotamos por Q(0 | y;6,) vy
el segundo por H(0 | y;6,) entonces tenemos que

ly(0;y) = Q0 | y;0,) — H(O | y;0.) (2.19)
Proposicion 2.3.11. Si
Q(9u+1 | y;eu) Z Q(gv | y;ev)

entonces
Iy (Ops15y) > Iy (0,59).

Demostraciéon

Sea 6,41 un pardmetro cualquiera, por (2.19) se tiene que
y(Ous1sy) = ly(Ousy) = [QOvs1|y;0,) — Q0. | y;6,)]
+ [HO | y;00) — H(Ov41 | y;6,)]

Para demostrar nuestra afirmacién es suficiente verificar que el término con-
tenido en el segundo corchete es no negativo. Para esto observamos que

H(eu | y;au) - H(9V+1 | y;eu) = _Z UX\Y(QVJrl;l' | y) - lX\Y(au;x | y)] :

‘X|Y (z]y;0,)

Zl (pXY z ‘ Y3 l/+)1)> px|y($ | y;@,,)

pX\Y x|y 0

> flogprw x| y;6,)

= —log(1)
= 0

La desigualdad se cumple por la convexidad de la funcién — logaritmo, mien-
tras que las primeras igualdades se siguen de (2.17) y (2.18).

O

Este resultado motiva el siguiente procedimiento iterativo para maximizar la
funcién de verosimilitud ly (6; y), dada una observacién y de un vector aleatorio
Y, con valor inicial 8y para el pardmetro 6, el cual llamaremos Algoritmo EM.

Algoritmo EM (Esperanza Maximizacién).

Dado 6.
Parav=1,..,.N — 1.
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1. (Esperanza) Consiste en calcular Q(6 | y;60,), la esperanza condicional
de la funcién verosimilitud para la observaciéon y y la aproximacion del
Estimador de Maxima Verosimilitud 6,,. En el caso discreto, tiene la forma

QO | y;0,) =Y _1(x,3)(0;%,¥)pxy (X | ¥:0,), (2.20)

esto de la ecuacién (2.19a)
2. (Maximizacién) Consiste en calcular un méximo 6,11 de Q(0 | y;0,).

Termina.

Ejemplo 2.3.12. (Para ilustrar el algoritmo EM.)

Supongamos que y representa el conjunto de datos observados (También
llamado el conjunto incompleto). Supongamos que x representa el conjunto de
datos completos, el cual no es observado directamente, si no a través de y. Es
decir, existe una funcién h : X — ), donde X, ) representan el conjunto de
vectores de datos completos e incompletos respectivamente. Rao en [9], [10]
presenta datos de 197 animales distribuidos multinomialmente en 4 categorias,
esto es

y= (yh Y2,Y3, y4)T = (1257 187 23 34)

El modelo genético para este poblacion tiene probabilidad multinomial de
aparicién
1 1 1 1 1
= (-+-60,-(1—-6),-(1-0),-46
p = (j+i050-050-0.50)
= (p1,p2,p3,P4) 0<6<1.

Entonces

(y1 +y2 +y3 + ya)!
SO = gt P PEPEPE

Los datos completos estan representados por el vector x = (1, z2, T3, T4, Z5)
que le llamaremos de quinta categoria, con probabilidad

11 1 1 1
(47 19’ Z(l - 9)7 1(1 - 9)7 49>

= (Q1»(I27QS7(J4,(15)

a

La idea consiste en bi-partir la primer categoria de los datos incompletos
y en dos categorias, esto es dado x = (x1,x9,x3,x4,x5) elegimos y tal que
Y1 = T1 + T2 Yo = T4, Y3 = T4, Y4 = T35, de tal manera que

(xl + T2 + T3 + T4 + xS)!qflq;ququAlq;M

fx10) =

$1!$2!$3!$4!$5!
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(Notemos que g3 = p2, g1 = p3, g5 = p1).

Calcular Q(0 | y,0,), consideremos para ello a la funcién de distribucién multi-
nomial de datos completos, esto es

)™ (=0 (G- 0

$1!$2!3’33!$L’4!l’5! 2

fx10)=
Luego, el logaritmo de esta funcién serd

log f(x | 0) = z2log(0) + (x5 + x4) log(1 — 0) + x5 log(0) + O(const),
donde O(const) son terminos constantes, que no dependen de 6.

Aplicando el Paso 1 (Esperanza) tenemos como consecuencia

QO |y 0,) = Ellogf(x|0)]y, 6]

E [x21log(0) + (z3 4+ x4) log(1 — 0) + x5 1og(0) | y, 6, ]
log(0)E [z2 | y,0,] + (23 + 24) log(1 — 0) + x5 log(6)
= log(0)E [x2 [ y,0,] + (y2 +y3) log(1 — 0) + ya log(0)

= n; +V9 log () + (w3 + 24) log(1 — 0) + z51og(6),
donde Elzg | 14+ 22 = y1] = 11 m’jfpg y también Efz1 | z1+ 22 =y1] =1 plpﬁm

con p; = 1/2, po = 6/4.
Paso 2 (Maximizacién)

Para maximizar @), con respecto a 6, usamos la misma técnica de calculo
diferencial, derivamos e igualamos a cero.

0,
QWO |y:b,) = Ny log(6) + (y2 + y3) log(1 — 0) + yalog(0)
= 9y +ya ) log(0) + (y2 + y3) log(1 — 0).
2446,

Entonces

=0

0Q0y:0,) ([ nb, 1
0 = 2+9V+y4 9 (y2+y3)1_9
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( 10y + y4> (1-0) = (y2+y3)0

2+0
= 16 +ya ) O+ (y2 +y3)0
240,
ylal/ y19y
= 9
<2+9U+y4) <2+9V+y4+y2+y3)
o 0 = 56‘2 +y4 _ 91/—‘,—17
x5 +ys+y2 +ys3
donde
QZ‘V _ yleu
2 2+ 0v

Teniendo ademaés que la segunda derivada de ) respecto de 6 es

Q0 | y;0.) o 1 Ys + ya
Y = (@S e - <0,
062 (w2 +yatyz+ ) rh+ys Y2+ Y3

esto nos garantiza el tener un méximo local. Implementando este algoritmo en
matlab, resulta que el pardmetro aproximado es ! = 0.6268, con 8 itera-
ciones.

Veamos el contraste con el método de méaxima verosimilitud tomamos en cuenta
que

g(y|9)= (yl +y2+y3+y4) Y1 Y2 Y3 Y4

yilplyslysl DL PR PP
entonces
ogofy 0) = tog (LRI IE st

y11og(2 + 0) + (y2 + y3) log(1 — ) 4 y4 log() 4+ O(const)
= L(|y)

derivando L(f | y) e igualando a cero, obtenemos
A0 + (2(y2 + ys) + ya — y1)0 — 2ya = 0,

resolviendo para 6, obtenemos el estimador

—((2(y2+y3) +ya —y1)) £ V/(2(y2 + y3) + ya — y1)? + 84y,

0= 24
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Ahora como

2
O°L(0 | y) oty m

02 (2+02 (1-02 0

Por tanto 6 es el estimador de maxima verosimilitud cuyo valor es

5 15+4231.968
)= ——— =~ 0.626822
304 0.6268

Observacién: La sucesién {6,} converge eventualmente a un estimador
de maxima verosimilitud bajo ciertas condiciones. Este algoritmo es aplicado
al proceso de encontrar un estimador de una imagen, dicha aplicacién de este

algoritmo se conoce como algortimo de Lucy- Richardson EM, que es el tema
principal de este trabajo. Abordaremos este tema en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Deconvolucién de Imagenes.

3.1 Formulacion del Problema.

En la seccion 1.4.1 vimos la forma genérica de la ecuacion integral de Fredholm
de primer tipo

1
g(s) = /0 h(s,t)f(t)dt 0<s<1,

donde h es el ntcleo, g es una funcién conocida y f es una funcién descono-
cida. Observemos que en esta ecuacion integral se hace uso de la definicién
1.05; la convolucién de h con f da como resultado a la funcién con la que con-
tamos g. Este es un problema inverso complicado de resolver, y atin mas dificil
cuando ademds de f, h es tamnén deconocida. A este problema le llamamos
deconvolucion ciega, pues no conocemos nada respecto de h, cuando se conoce
parcialmente al ntcleo h el problema se conoce como deconvoluciéon miope.

El problema de resolver la ecuacién integral de Fredholm es un problema
complicado [26], por ende es un campo de estudio fértil en matematicas hoy dia
(problemas inversos). La ecuacién integral de fredholm tiene otra versién més
complicada de resolver, llamada ecuacion integral de Fredholm de segundo tipo
ver [26], dicha ecuacién tiene la forma

b
o5) =X [ hls.0) (0 + (s a<s<h,

donde h es el nucleo, n es factor independiente de f; la cual es desconocida,
g funcién conocida y A un escalar. También esta ecuaciéon hace uso de la con-
volucién, multiplicada por una constante A y agregando un término 7 que en
forma general es independiente de f (funcién que queremos recuperar), i.e. no
hay relacién entre f y 7.

(0]
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En procesamiento digital de imagenes, el modelo general para una degradacion
lineal causada por un proceso de borrado h, con ruido aditivo n, estd dado en
forma discreta por

g(@) =Y hix,s)f(s) +n(), 3.1)

donde f(s), g(), h(z, s) y n(x) representan la imagen original, la imagen obser-
vada, la funcién de dispersion del punto 6 ntcleo y el ruido observado, respecti-
vamente. Observemos que este modelo es muy parecido a la ecuacion integral de
Fredholm de sequndo tipo, solo que en forma discreta, con convolucién discreta
(definicién 1.1.5), A = 1 y n, que corresponderia a 1.

El ruido n(z) se pudo originar durante la adquisicién de la imagen, al mo-
mento de procesar la imagen o al transmitirla. Comunmente los tipos de ruido
son electrénicos, fotoelectricos 6 ruido de cuantizacién (cuando se convierte una
senal analdgica en digital, no siempre se trata de un ruido en sentido estricto:
en ocasiones se debe entender como una distorsién.), entre otros. Es comin
asumir n(z) como ruido Gaussiano, el cual no estd relacionado con la imagen
original.

El objetivo del problema de deconvolucion ciega es estimar tanto f como h
a partir de g. La dificultad en resolver este problema con un movimiento de
borrado espacialmente variable, motiva a un modelo de movimiento mas sencillo,
como el modelo més sencillo. Esto nos conduce a la siguiente expresién para la
degradacion del sistema:

g(x) = (h* f)(x) + n(x) = Z h(z — s)f(z) + n(x), (3.2)

donde el operador * denota la convolucién. Los modelos de las ecuaciones (3.1)
y (3.2) se pueden expresar matricialmente como

g = Hf+n, (3.3)

donde g € RMY representa a la imagen observada, H € RMNXMN o] nyicleo y
n €€ RMY el ruido. Como en la seccién 1.3 (representaciéon de iméagenes) H
es una matriz de bloque circulante (en el apéndice D se da una revisién de este
tipo de matrices).

La deconvolucién es una operacién matemética. Se usa en restauracién
de imagenes para recuperar datos que han sido degradados por cualquier pro-
ceso fisico que pueda describirse mediante la operacion inversa, una convolucion.

Si la convolucién implica reemplazar cada fuente luminosa puntual original
por su correspondiente funcién de dispersién del punto (PSF) para producir una
imagen borrosa, el proceso de restauracion sigue el camino inverso, recolectando
toda la luz dispersa y poniéndola en su sitio de nuevo. Esto produce una mejor
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representaciéon del objeto real.

En este trabajo el problema de Deconvolucién Ciega se refiere a encontrar
estimadores f(z) y h(x) para f(x)y h(z) basado en g(z) y conocimiento a priori

de f(x), h(x), y n(z).

La Deconvolucién Ciega es un problema mal planteado (en el sentido de
Hadamard, Definicién 1.4.2): la solucién de la ecuacién (3.2) puede no depen-
der continuamente de la informacién, no ser tunica, o puede no existir. Con
un enfoque practico, una aproximacién a la soluciéon es una estimacion de la
solucion del problema, de modo que la existencia de la solucién puede no ser
tomada en cuenta, pues al momento de estimar tenemos estimaciones malas
y buenas, la estimacién no es tnica; sin embargo, la no unicidad (puesto que
tenemos que escoger la mejor estimacién de entre muchas) y la sensibilidad de
la solucién con respecto del ruido siguen siendo problemas graves.

3.2 Filtrado Inverso.

Si queremos restaurar (deconvolucionar) una imagen, esto es, dada una ima-
gen observada recobrar la imagen que ha sido degradada por distintas causas.
Esta degradaciéon, como se ha comentado, surge por ruido, una imagen tomada
fuera de foco, ruido debido a imperfecciones de la lente. Necesitamos aplicar un
modelo que nos permita recobrar la imagen original. Tal modelo esta descrito
por medio de las ecuaciones (3.2) y (3.3), donde f es la imagen original, g es la
imagen que vemos (imagen observada), h es la funcién de dispersién del punto
6 nicleo y n es ruido aditivo (en general no es aditivo). Normalmente se asume
que es ruido blanco Gaussiano (Ver Apéndice A).

El filtrado Inverso es un enfoque clasico y directo para resolver la ecuacién
matricial (3.3), con el fin de encontrar un estimador f el cual minimiza la di-
ferencia entre la imagen observada ¢ y la imagen estimada re-degradada H f .
Esto es, minimiza el funcional

J(f)=llg - HSI?, (3.4)

esta ecuacion provee de un problema de minimos cuadrados, tema visto en el
capitulo anterior. Buscamos f tal que J(f) sea minimo.
Observemos que

lo—Hf? = (9-Hf) (4-HF
(9-17)
= g'g—g"Hf - fH g+ fH"H].
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Para hallar el minimo de J, derivamos e igualamos a cero

os) 7 [(g_Hf)T (Q_Hf)}

f af
_ OgTg—g"Hf - fTH g+ [THTH)
of
_ Og"9) _O"Hf) o(fTHTg) OTHTH])
of of of of

= —2HTg+2HTHf
Es decir R
HT'¢g=HTHY.

Entonces, el minimo esta dado por
f=(HTH) HTg=H"g,

siempre que H ! exista y entonces la solucién por minimos cuadrados esta dada
por la solucién de la ecuacién

(H"H) f = H"g, (3.5)

a estas ecuaciones las llamaremos ecuaciones normales (ver secciones 1.5.3 y
2.3.1). El problema que surge de estas ecuaciones normales es el de la ampli-
ficacién del ruido. En el dominio de Frecuencia (al aplicar la transformada de
Fourier Discreta ver apéndice A), obtenemos que la ecuacién (3.5) estd dada
por

(H"H) F = HG,

por tanto

g
£
<
N~—
I

H(u,v)F(u,v) + N(u,v)
H(u,v)

N(u,v)

H(u,v)’

= F(u,v)+

En consecuencia N( )
. u,v

F - F AP

(u,v) (u,v) + H(u,v)’

donde (u,v) son las corrdenadas que corresponden al dominio de Frecuencia.

(3.6)

Como hemos ya mencionado una de las desventajas de este filtrado, es que
la degradaciéon debida al ruido es amplificada, esto ocurre cuando el término



3.2. FILTRADO INVERSO. 79

H(u,v) es cercano al epsilon de mdquina, para algin H(u,v), donde (u,v) una
cordenada en el dominio de frecuencia, 6 en el peor de los casos éste se anule.
En este caso la estimacién F' de la imagen original es muy mala. En el caotulo
4 se hara patente este problema al implementar este filtro inverso e intentar
recuperar una imagen degradada que presente ruido. M&s atn en presencia de
ruido, el término 1/H(u,v) amplifica dicho ruido cuando H(u,v) toma valores
muy pequenos en la regién de frecuencia. Para estabilizar esta variacion se

propone
1

v)

u?
0 en otro caso

si |H(u,v)| >¢

=< H(

Esto regulariza de alguna manera la solucién, de la misma forma que el trun-
camiento en la descomposicion de valores singulares visto en la seccién 1.5.1.
regulariza la solucién obtenida mediante la pseudoinversa.

Para recuperar la imagen, aplicamos la inversa de la Tansformada de Fourier
a la estimacién en el dominio de frecuencia de la imagen original

- A G
ifft(F) = f=ifft () ,
H
donde G es la tranformada de Fourier de g y H es la transformada de Fourier de
la funcién de dispersién del punto h. Una implementacion del filtrado inverso
en matlab se presenta en el capitulo 4 como se ha comentado.

Las limitaciones del filtrado inverso y pseudoinverso son por la sensibilidad
con respecto al ruido. En la restauracién de imagenes se usa el Filtro de Wiener
con el fin de disminuir el fenémeno de amplificacién de ruido, este filtro se vera
en la siguiente seccién.

En términos matematicos, el problema inverso representado en la ecuacién
(3.3) es mal planteado en el sentido de Hadamard (definicién 1.4.2). En este caso
hablamos de la ecuacién integral de Fredholm del primer tipo. La naturaleza
del mal planteamiento de este problema implica que a pequenos cambios en los
datos de entrada, nos devuelve resultados no controlados en la solucién. Con
respecto al problema discretizado de la ecuacién (3.3), el mal planteamiento del
problema continuo implica que la matriz H sea mal condicionada (ver apéndice
B). Es interesante notar que a mayor finura en la discretizacién de H obtenemos
una matriz mas mal condicionada, como se vié en el Ejemplo 1.4.5 del capitulo
1. La teoria de regularizacién puede ser usada para resolver problemas mal
planteados. El propésito de la regularizacion es proveer un anaisis numérico de
un problema mal planteado a través del anélisis de un problema asociado a
este, que nos arroje aproximaciones significativas del problema mal planteado.
Posteriormente, en este capitulo, revisaremos algunas aproximaciones recursi-
vas, directas e iterativas para un problema mal planteado.
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Para resolver la ecuacién (3.3) por medio de regularizacién (ademds del fil-
trado inverso), en la literatura se usan aproximaciones ya sean estocdsticas ¢
deterministas, para recuperar la imagen original f. En ambos casos, el mod-
elo (3.3) representa informacién a priori acerca de la solucién, la cual puede
ser usada para obtener un problema ”bien planteado”. Una técnica, que usa
regularizacion estocéstica es el Filtro de Wiener.

3.3 Filtro de Wiener.

En esta seccién desarrollamos una clase de filtro lineal, el cual se conoce como
Filtro de Wiener. El filtro de Wiener es un método de restauracién de imagenes
(también lo es de seniales) en presencia de borrado H y ruido n. Este filtro es un
minimo, en el sentido de un problema de optimizacién, aplicado a una funcién
de error. Dicha funcién se conoce como funcién de costo. La funcién que es
comunmente usada en optimizaciéon de filtros, es la Media Cuadréatica del
Error (MCE). Minimizar la funcién de MCE involucra los conceptos vistos en
la seccién 2.2.

El problema, recordemos, es recobrar una imagen f, dada una imagen obser-
vada g ecuacién (3.3) con ruido n; esto es, a partir de una imagen observada
g=H f+n, donde f y n son procesos estocasticos independientes.

El problema puede ser planteado como sigue:

Dusenar un filtro que produzca un estimador}' de la imagen f, usando a la
imagen disponible g, tal que f minimice la funcion de costo de la MCE dada
por

J=E [(f- BT (f— i—')} = E[e”e] (3.7)

Dependiendo de la forma en que estén relacionadas las imégenes g y f, el
problema tiene su respectiva dificultad (Procesos es/-ta/-cio/-na/-rios y no esta-
cionarios ver Definicién 2.1.13.). Sea Y € RMNXMN yna matriz muestra del
filtro deseado, queremos que sea un proceso que pueda estimar f a través de la
imagen observada g, mediante

La operacién de filtrado puede realizarse tanto en el dominio temporal o
considerando la transformada de Fourier, en el dominio de frecuencia o dominio
de Fourier:

F=YG, (3.9)

y, posteriormente realizar la transformada inversa de Fourier de F' para obtener
la estimacion f. Es de observar que para el caso de imégenes, los argumentos
considerados son bidimensionales. Como se ha dicho, deseamos obtener una
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estimacién de la imagen original que minimice el error e = f — f mediante la
funcién de costo de la MCE,

J=F [eTe] ,

donde E denota la esperanza (ver Definicién 2.1.17). Basandonos en [44] el
problema de optimizacién anterior es equivalente a este otro

min

J(f) = B[Tr{e-BE-DT}]

donde E y T'r representan los operadores lineal esperanza y traza respectiva-
mente ver[45].

Si sustituimos el término f por Yg de la ecuacién (3.8), y g por Hf + n se
tendra:

JY) = E [Tr{(ff B)(f— %)T}}
= E[Tr{(f- (Y g)(f- (Y g)"}]
E[Tr{(f— (Y (Hf4n)))(f - (Y (Hf4n)))" }]
= E[Tr{(f— (Y Hf+Yn))(f— (YHf+Yn))"}]
= E[Tr{(f-Y Hf-Yn)(f— YHf-Yn)"}]
- E [TT {(f— Y HEYn)(f — (YHRT — (Yn)T)H

Puesto que los operadores E' y Tr son lineales, se pueden intercambiar.
Ademés E(nf’) = E(fn”) = 0, pues hemos supuesto que f y n son independi-
entes. Recordemos que Tr(A) = Tr(AT).

Al expandir J(Y) obtenemos

J(Y) =Tr (Rf _ 2YHR¢+ YHRHTY? + YRnYT) : (3.10)

donde Rf y R, son matrices de autocorrelacién (definicién 2.2.4). Derivando
J(Y) respecto a Y e igualando al vector cero obtenemos

—2R¢HT + 2YHRHT + 2YR, =0
Entonces, la matriz Y esta dada por

-1
Y = R;HT (HRfHT + Rn> (3.11)

Las matrices de autocorrelacién Rg, Ry, € RMNXMN gon matrices de Toeplitz
[46]. Sin embargo, para un tratamiento matemdtico suponemos a Ry¢ en forma



82 CAPITULO 3. DECONVOLUCION DE IMAGENES.

circulante la cual puede ser diagonalidada por una transformada de Fourier bidi-
mensional. En el caso de restauracion de imagenes aplicamos esta matriz Y a
(3.8), por lo que

f = Yg
-1
— ReH? (HRfHT+Rn> g

Por lo tanto en el dominio de frecuencia (aplicando la transformada de
Fourier), se tiene

. H*(u,v
F(u,v) =Y (u,v)G(u,v) = i })% o)
[H (u, 0)[* + By

G (u,v), (3.12)

para v € {0,1,...M —1} y v € {0,1,...,N — 1}. Y(u,v), H(u,v), Rp(u,v) y
R, (u,v) son la transformada de Fourier de Y, H, R¢ y R, respectivamente,
H*(u,v) es el complejo conjugado de H(u,v). Este filtro es conocido como el
filtro de Wiener.

El cociente R, (u,v)/Rs(u,v) es la razén entre la senal y el ruido que de-
notaremos SNR(f) = R,(u,v)/R¢(u,v). En el caso de que el ruido se anule
(i.e. la razén entre senal y ruido se anula), el filtro de Wiener es precisamente
el filtro inverso. En esta expresion, 1/H (u,v) es el mismo que obtuvimos en el
filtrado inverso.

Sin embargo, cuando el ruido a cierta frecuencia aumenta entonces la razén
entre la senal y el ruido tiende a aumentar. Esto quiere decir que el filtro de
Wiener atenta las frecuencias que dependen de la razén entre la senal y el ruido.
Si no conocemos bien los pardmetros del ruido, se puede introducir un término
K que regulariza el filtro.

F(u,v) = (M) G(u,v)

Este se considera como un parametro libre que se puede ajustar para obtener
un mejor resultado, aunque se recomienda estimar SNR(f).

La ecuacién (3.12) anterior para el filtro de Wiener necesita que conozcamos
H(u,v), asi como del ruido R, (u,v). Usualmente, no se tiene acceso a estas
cantidades exactas, pero quizd si podemos obtener una buena estimacién de
los mismos. Por ejemplo, en el caso de fotografias, la imagen original posee de
manera tipica frecuencias bajas fuertes y frecuencias altas débiles y en muchos
casos el ruido tendra frecuencias relativamente planas. Una implementacién
estd en el Capitulo 4, otra en el apéndice E y una comparacién entre filtrado
inverso y filtro Wiener se muestra en la figura 3.1.
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Imagen original Imagen con ruido

Filtrado Inverso Filtro de Wiener

Figura 3.1: Métodos.
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3.3.1 Comentario; Regularizacion Determinista.

El uso de informacién a priori determinista acerca de la imagen puede ser us-
ada para regularizar el problema mal planteado. Por ejemplo el problema de
restauracién usando minimos cuadrados puede ser formulado de tal manera que
tomamos a f como un minimo del Lagrangiano

f = arg min [||g—ltlf||2—&—oz||Cf||2 , (3.13)

donde el término C' f representa un filtro paso alto (ver apéndice A). Este es
esencialemente una restriccion de suavizado el cual sugiere que la imagen tenga
un limite de alta frecuencia, y entonces esta aproximacién minimice la cantidad
de energia de paso alto en la imagen restaurada. El uso del operador C' provee
de un camino para reducir los efectos de valores singulares de H pequenos,
que ocurren en las altas frecuencias. El tipico operador C' que se usa en el
Lagrangiano anterior [13], estd dado por

0.00 -0.25 0.00
C=1 —-025 —-1.00 —-0.25
0.00 —-0.25 0.00

En la ecuacién del Lagrangiano el término « representa un multiplicador
de Lagrange, el cual es el pardmetro de regularizacién en la ecuacién (1.30),
que controla la fidelidad y el suavisado de la imagen. FEn la seccién 1.5.4,
consideremos la ecuacién (1.30), la cual nos da la expresién para la solucién del
problema mal planteado (3.3) y que estd dada por

f=(HTH+ac™C) " H"y.

La eleccién del parametro a forma parte de otra investigacién en la cual se
hace necesario buscar técnicas 6ptimas para encontrar «, dada informacion a
priori del ruido y borrado. Con este método, una restauracion de la imagen f
estaria definida a traves de la interseccién de dos elipsoides definidos por

Qpy = {fl lg—HFfI? <<},
Qr = {fl lCfI*<é}.

En este caso se usa el pardmetro a = (¢/€)?. La misma solucién se ob-
tiene con la llamada regularizacién de Miller en [13]. Otras aproximaciones
estocdsticas tienen que ver con el uso de estimadores de méxima verosimilitud
para resolver el problema inverso. Algunos de estos trabajos incluyen formula-
ciones como el algoritmo Esperanza Maximizacién (EM) para identificacién del
ruido y deconvolucion de la imagen. Tal técnica es efectiva cuando el operador
de borrado y el ruido son parcialmente conocidos, construyendo un proceso de
identificacién iterativamente.
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3.4 Algoritmo de Lucy-Richarson.

Analizaremos en esta seccién el problema de deconvolucién de imagenes medi-
ante el algoritmo de Lucy-Richardson. Usaremos en esencia el algoritmo EM
(visto en la seccién 2.3.3), para encontrar una estimacién de la imagen ideal
asociada a la imagen borrosa. El procedimiento que seguiremos serd el visto en
la seccién 2.3.3.

Uno de los métodos mas usados en restauracién de imagenes en astronomia es
el Algoritmo de Lucy-Richardson (L-R). Este algoritmo inicialmente es obtenido
del teorema de Bayes. Posteriormente se hace uso del algoritmo Esperanza Mazx-
imizacion (EM), ver seccién 2.3.3 de este trabajo o ver [14]. El siguiente desar-
rollo es tomado de [41]. Consideremos un sistema lineal con pardmetros posi-
tivos, sujetos a restricciones positivas en la solucién, tales problemas con restric-
ciones positivas (LININPOS por sus siglas en inglés) pueden ser interpretadas
como problemas de estimacién estadistica de informacién incompleta basada en
un nimero grande de muestras, y que la estimaciéon de maxima verosimilitud,
aunada al algoritmo EM proveen un método sencillo para resolver el problema
de deconvolucién.

En aplicaciones de reconstruccién de imégenes este algoritmo es tutil para
encontrar una estimacion de la imagen f al sistema

Hf=g, (3.14)

donde H € R™*™ y el vector observado g € R™ tienen componentes no ne-
gativos (para un tratamiento matricial, la notacién manejada hasta ahora la
extendemos a un matriz H no cuadrada). Por supuesto tal estimacion no nece-
sita ser exacta, asi que intentamos reducir al minimo una cierta medida de la
discrepancia (Ver apéndice C) entre los datos g y el modelo Hf. Lo anterior
lo podemos hacer con el funcional generalizado de Tikhonov (Ver Capitulo 1)
para (3.10). (Tn(f;9) = p(H(f),g) + aJ(f), donde o > 0 es el pardmetro de
regularizacién, J funcional de penalizacién 6 funcional de regularizacion y p
es llamada el funcional de discrepancia). El propésito del funcional de discre
pan cia es minimizar la diferencia de Hf con g. Aqui usamos la discrepan-
cia de Kullback-Leibler (Ver apéndice C y [8]). El obejtivo es minimizar dicha
discrepancia, esto es minimizar la diferencia entre dos medidas del mismo tipo,
en este caso minimizar la diferencia entre el vector Hf y el vector g. Este
problema se reduce a un problema de optimizacién, el cual se puede escribir de
la siguiente forma

pur(g, Hf) = (g,log(g/Hf)) = > _gi(logg: —log[Hf];),  (3.15)
=1
sujeto a
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Z[Hf]z’zg“zh”’zfj = 17 ZZ 1,...,m, (317)
=1 =1 =1 j=1

estoes 3,0 [HEli =1, 3" 9 =1, 32 hiy =1y Z;‘l:1 fi=1
Observemos que el problema de minimizar (3.15) con las condiciones (3.16)

y (3.17) es equivalente al siguiente problema de maximizacién ( por propiedades
de logaritmos )

max

J(f) = Z gi log[Hf]; (3.18)

sujeto a

IV
“O
.
I
:—‘
3

[Hﬂ; 1gi7hijafj

Z[Hﬂiyzgnzhij,ij = 1, i=1,...,m
=1 =1 j=1

i=1

Como vimos en la seccion 2.3.3 el algortimo EM hace uso de dos variables
aleatorias discretas, una que representa a los datos observados incompletos
(conocimiento parcial de estos) y otra variable aleatoria que representa a los
datos no observados completos. También el algortimo hace uso de una funciéon
de distribucién conjunta. Sean X y Y variables aleatorias que representan a los
datos completos e incompletos con indices j = 1,...,n, ¢ = 1,...,m respectiva-
mente. Considerando las condiciones (3.16) y (3.17) para [Hf]; se tiene que

P{X =j3Y =i} =pxy(j,i;f) = hi; fj, (3.19)

es una funcién de distribucién conjunta, donde el pardmetro de interés es esti-
mar f (ver Definicién 2.3.10). Las restricciones (3.16) y (3.17) garantizan que
px,y (4,4 ) es una funcién de distribucién ([14]), por lo que la funcién de proba-
bilidad marginal para la variable aleatoria Y esta dada de acuerdo a la definiciéon
2.3.10.b. por

py(i,f) = Y Pxy(jif)
=1

= D hif
j=1

— [Hf),.
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En resumen
py (i;f) = [HIA]; (3.20)

Sea g = (g1, .-, gm) € R™ un vector que contiene informacién, sujeto a las
restricciones (3.16) y (3.17). Si suponemos que cada g; es un ntimero racional
(Ver [12] ), entonces existe r € N tal que

Ni =Tgi, (321)

donde N; es un entero para cada i. Tomamos r copias independientes de la
variable aleatoria Y, idénticamente distribuidas, para formar el vector aleatorio
Y. Seay = (y1,...,¥r) un vector muestra para el cual el nimero N; nos da
el nimero de indices k € {1,2,...,7}, que cumple con la igualdad y, = ¢ (IV;
es el nimero de veces que yj es igual a k). Esto es, consideremos la delta de

Kronecker
5= 1 si yp=1
YR 0 sty #4,

de tal manera que ) .6, ; = 1 (para el indice £ fijo). Entonces la funcién de
verosimilitud para Y dada la informacién y y el pardmetro f (ver ecuacién (2.16)
y la seccién 2.3.3) estd dada por

ly (fy)

> logpy (yi: )
k=1

r

= Y (1) logpy (yx: )

k=1
s m
S (z a) gy (s ),
k=1 =1

dado que son sumas finitas se pueden intercambiar

> (Z 5yk,i> log py (yk: f) > 6y logpy (yis )

k=1 \i=1 i=1 k=1

= Z N; log py (yx; ) yi aleatorio

i=1

= 1Y _gilog([Hf];),

i=1

la segunda igualdad ocurre porque N; nos da el niimero de indices k € {1, 2, ...,r},
que cumple con la igualdad y; = ¢. En consecuencia

ly(fy) = ngi log ([H{]:) -

i=1
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De una forma similar, podemos construir r copias de X y obtener un vector
aleatorio X. Sea (x,y) una observacién con (g, yx), k = 1, ..., 7, de los vectores
aleatorios X y Y para los cuales Nij(x,y) denota el nimero de indices k tal
que yp =1y xx = j. Notemos que para cada 1,

ZNij(Xv y) = Ni =rg;, (3.22)
=1

el numero N; de veces que y, = 7. Usando una idea andloga podemos obtener
la funcién de verosimilitud para los datos completos X e Y, la cual esta dada
por

Ixy(Ex,y) =Y Y Nij(x,y)[loghi; +log f;;
i=1 j—1

es decir,
m n

Ixy(Ex,y) =D Y Nij(x,y)[log his f;].

i=1 j=1

de (2.17), (2.18) y (3.19) tenemos que la probabilidad condicional para X dada
Y esta dada por

Py Glis€) = <0 g (3.23)
Zz=1 hilflu /

donde f;’ denota el j—ésimo componente del vector £ el v-ésimo iterado obtenido.
Usando (2.20), para estimar f“ llegamos al primer paso del algoritmo EM.

Primer Paso: Esperanza.

Qfly:f) = D [lxyEXy)pxpy (ili )

X

m n

= > |D°D Ny(x,y)llog hij +log f1] 9%,

x |i=1j=1
por la ecuacién (2.22) tenemos que
n

SIS Ny loghi; +log £ B = D | D rgillog hij +log f1] Y

x |=15=1 j=1 Li=1

=

= Y rgilloghi; +log f71p;
=1 j=1
m n

= > rgilloghi; f115%;-

i=1 j=1
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Esto completa el primer paso; Esperanza, del algoritmo EM:

m n

f|y, Z Z T3 IOg hz]f th

=1 5=1

Segundo Paso: Maximizacién.

En este paso, maximizaremos a Q(fly;f,) con el objetivo de encontrar un
buen estimador para la imagen desconocida f, sujeto a las condiciones (3.16) y
(3.17).

Tomemos la funcién Q(fly; f, ), derivdndola con respecto de f; e igualando a
cero tenemos

0
(f|y7 V = Z Z rgi IOg hz] + IOg f ]plj = U (324)
af f =1 j=1

Notemos que, usando la restriccién sobre f; que imponen las ecuaciones
(3.16) y (3.17), esto es 37, f; = 1 se tiene que la ecuacion (3.24) es equivalente
a la ecuacién siguiente

d
7 Q(fly; £, Zf] —1||=o0, (3.25)

donde A € R distinto de cero. De esta forma

fly:f,) = J[log s; + 1 v
af (fly; £,) 8fl;;rg og hij + log f¥1p;

= ;Tgl |:fl:|pzj7

sustituyendo en (3.25)

0 0
87fl f‘ya ij -1 = 8fl f|y7 Z@f 8fl1

m

- S} o

por tanto

r o w
fr=15 > gy (3.26)
=1
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Al considerar nuevamente la restriccién (3.17) para f;, tenemos que

1= > f
j=1
j=1 " i=1

en la segunda igualdad se usa la ecuacién (3.26). Reacomodando algunos
términos como sigue

>

j=1 %

NI

Ms

NI
HM:

Il
'ﬁs
M= 1

«
I
—

.
Il
—

N
GiPij
1 J

m
> g
1::=1

giﬁ;‘/j

| =
3

= )\ Zpij )

y usando (3.23)

>3
NE
©
INg
=
I
>3

N hff
Z Zl 1 zlf[

Ej 1 ljf
Zz 1 ”fl

M= Hﬁs &Ms

«
Il
—

>3 > =

obtenemos que

1= X # 0.

r
A?
Por lo tanto r = A, entonces A € N y de las ecuaciones (3.26) y (3.23)

i = Zgiﬁ?j
B hij £
a ZgZZz 1 Zlfl

B f”ZhU <Zz 1 zlfl>
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Obteniendo asf el estimador f de f, por el algoritmmo EM, que produce la
(v + 1)-ésima iteracién dada por:

v v ¢ i .

Podemos ver de la ecuacién (3.26) que la restriccién f; > 0, para la ecuacién
(3.14) se cumple, para cada v, lo que nos garantiza una solucién no negativa.
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Capitulo 4

Implementacion.

Ya hemos visto tres métodos para la deconvolucién de imégenes (recuperacién
de imdgenes), debido a un borrado y ruido, este problema, como vimos es un
problema mal planteado. En el capitulo anterior hemos obtenido tedéricamente
tres métodos para la deconvolucién de imagenes, en este capitulo veremos la
utilidad de todo el desarrollo hecho hasta ahora.

Primero veremos los cédigos implementados en matlab con los cuales com-
pararemos los tres métodos.

4.1 Cbdigo en Matlab.

El cddigo fuente de un programa informdtico (o software) es un conjunto de
lineas de texto que son las instrucciones que debe seguir la computadora para
ejecutar dicho programa. Por tanto, en el cédigo fuente de un programa estd
descrito por completo su funcionamiento.

Se escogié Matlab debido a su eficiencia y capacidad para manipular imagenes,
como el agregar borrado y ruido, de forma vectorial y con un lenguaje no tan
complicado en forma estructurada. Matlab es un entorno que nos permite in-
cluir nuestros programas en un entorno grafico llamado GUI (Graphical User
Interface) de forma simple. Primero veremos la implementacién de los métodos
en Matlab programacién estructurada, para posteriormente incluir estas fun-
ciones en el GUI; Comparacion.m y Comparacion.fig.

4.1.1 Filtrado Inverso en Matlab.

En el siguiente programa en matlab los argumentos de entrada de la funcién
(FiltroInverso) son; la imagen degradada (im), el tamafio de borrado de la
imagen (Tam), el dngulo de borrado (Ang). Lo que obtenemos al ejecutar este
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programa es una imagen restaurada (imres).

function imres=FiltroInverso(im, Tam, Ang)

#Funcion para restaurar una imagen usando el filtrado inverso
%Argumentos de entrada: im, Tam, Ang.

%Argumentos de salida: imres.

h

%im: Imagen de entrada.

%Ang: Angulo de borrado. El angulo en el cual es borrada la imagen.
%Tam:  Tama\"no de borrado. El tamao es el numero

% de pixeles por el cual la imagen es borrada.

%imres: Imagen restaurada.

%Convirtiendo a dominio de frecuencia.
f=fft2(im) ;

%Creando la funcion de dispersion del punto PSF usando una funcion
de matlab.
PSF = fspecial(’motion’,Tam, Ang);

%Convirtiendo la PSF al tama\"no deseado usando la funcion de
%dispersion del punto.

OTF = psf2otf(PSF, size(f));

H=0TF;

%Para evitar division por cero se usa la regularizaci\’on
%por truncamiento siguiente.
for i = 1:size(H, 1)
for j = 1:size(H, 2)
if H(i, j) ==
H(i, j) = 0.000001;
end
end
end
%Restaurando la imagen usando filtrado inverso.
fd = f£./H;

%Convirtiendo a dominio espacial.
imres = ifft2(£fd);



4.1. CODIGO EN MATLAB. 95

4.1.2 Filtro de Wiener en Matlab.

En el siguiente programa en matlab los argumentos de entrada de la funcién
(FiltroWiener) son; la imagen degradada (im), el tamano de borrado de la
imagen (Tam), el 4ngulo de borrado (Ang) y la razén senal-ruido (SNR). Lo que
obtenemos al ejecutar este programa es una imagen restaurada (imres).

function imres=FiltroWiener(im, Tam, Ang, SNR)

%Funcion para restaurar la imagen usando el filtrado de wiener.
%Argumentos de entrada: im, Tam, Ang, SNR.

%Argumentos de salida: imres.

h

%im: Imagen de entrada.

%Ang: Angulo de borrado. El angulo en el cual es borrada la imagen.

%Tam: Tamao de borrado. El tamao es el numero
% de pixeles por el cual la imagen es borrada.
#SNR:  Se trata de la relacin seal / ruido de la imagen

%imres: Imagen restaurada.

%Preprocesamiento
%Usamos filtro de media de matlab
im=medfilt2(abs(im)) ;

%Convirtiendo al dominio de frecuencia.
f=fft2(im) ;

%Crea la funcion de dispersion del punto.
PSF=fspecial(’motion’,Tam, Ang);

%Convirtiendo la PSF al tamano deseado usando la funcion
%de dispersion del punto.

O0TF=psf2otf (PSF,size(f));

H=0TF;

HC=conj (H);

modH=H. *HC;

%Para evitar division por cero se usa la regularizacil’on
hpor truncamiento siguiente.
for i=1:size(H, 1)
for j=1:size(H, 2)
if H(i, j)==0
H(i, j)=0.000001;
end
end
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end

%Formula de recuperacion de imagen usando Filtro de Wiener.
Filtro=((modH./(modH+SNR)) ./ (H)) .*im;\\ Filtro=ifft2(Filtro);
%Imagen Restaurada.

imres=Filtro;

4.1.3 Algoritmo de Lucy Richardson en Matlab.

En el siguiente programa en matlab los argumentos de entrada de la funcién
(LucyRichardson) son; la imagen degradada (im), el tamafnio de borrado de la
imagen (Tam), el 4ngulo de borrado (Ang) y el niimero de iteraciones (iteraciones).
Lo que obtenemos al ejecutar este programa es una imagen restaurada (imres).

function imres=LucyRichardson(im, Tam, Ang, iteraciones)
#Funcion para deconvolucionar una imagen usando Lucy-Richardson
%Entrada: im, Tam, Ang, iteracionmes.

%Salida: imres

b

%im: imagen de entrada.

%Ang: Angulo de borrado. El angulo en el cual la imagen es borrada.
%#Tam:  Tama\"no de borrado. El1 tama\"no es el numero

% de pixeles por el cual la imagen es borrada.
%iteraciones: El1 numero de iteraciomnes.

%imres: La imagen restaurada.

b

%Ejemplo:

% imres=Lucy(imagen, Tam, Ang, iteraciones);

% Esta funcion toma una imagen, tama\"no de borrado Tam,

% angulo de borrado Ang y numero de iteraciones

% como argumento de entrada y imres es la imagen restaurada
%Preprocesamiento

%Usando Filtro de media, aunque podriamos usar filtro de Wiener
im=medfilt2(abs(im));

%Imagen inicial fo en el algoritmo de Lucy Richarson
est=im;

%Funcion de dispersion del punto
PSF=fspecial (’motion’,Tam, Ang);
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%Convirtiendo la PSF a tamano deseado en dominio de frecuencia
OTF=psf2otf (PSF,size(im));
H=0TF;

%Para evitar la division por cero
for i=1:size(H, 1)
for j=1l:size(H, 2)
if H(i, j)==0
H(i, j)=0.000001;
end
end
end

i=1; while i<=iteraciones
%Convirtiendo a dominio de frecuencia mediante fft en matlab
fest=fft2(est);

#Multiplicando H con la imagen en el dominio de frecuecia
fblest=H.x*fest;

%Convirtiendo a dominio espacial
ifblest=ifft2(fblest);

%Calculando la razon de la imagen inicial y la imagen borrada
raz=im./ifblest;

%Convirtiendo la razon en dominio de frecuencia
razf=fft2(raz);

%Correlacion
corrvec=H.*razf;

%Convirtiendo la correlacion a dominio espacial
correspa=ifft2(corrvec) ;

%Multiplicando la correlacion y la imagen inicial para
%encontrar la siguiente estimacion
correspa=est.*correspa;

est=correspa;

i=i+1;
end
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-

Figura 4.1: Comparacién, imagen a. original, b. degradada (dngulo=0,
tamano=7,ruido: sal y pimienta=0.1), c. filtrado inverso, d. filtro Wiener y
e. Lucy-Richardson 30 iteraciones.

%Imagen restaurada
imres=abs(est);

4.1.4 GUI-Comparacion.

En la figura 4.11 se muestra una tabla que indica la comparacién de los errores
numéricos de los métodos vistos en el presente trabajo. La primer columna de
la tabla indica el tamano de borrado, en la segunda el dngulo de borrado, en la
tercera la saturacién de ruido sal y pimienta (usamos la funcién del toolbox de
matlab), la cuarta y quinta indican la varianza y media del ruido tipo gaussiano
(usamos la funcién del toolbox de matlab), en la sexta se muestra el error de la
imagen real con la degradada mediante la norma de Frobenius e(f) = ||f — ]|,
en la séptima se muestra el error correspondiente al filtro inverso, la octava el
error correspondiente al filro de Wiener y por ultimo en la novena se muestra
el error del algoritmo de Lucy-Richardson.

4.2 Miscelanea.

Los siguientes programas, son tomados de trabajos hechos por otros autores,
por ejemplo de [46] y algunas pdginas de internet mds, su aportacién a este
trabajo fue fundamental para comprender algunos aspectos en la programacién
de los métodos expuestos.

Algortimo EM. em2=function(yl,y2,y3,y4,tol,start)

{#Algoritmo EM par un modelo multinomial usado en genetica
#y1l,y2,y3,y4 son las frecuencias observadas
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} GUIComparacion = M
- |

Archivo  Editar

Comparacién de Métodos

Original Corrupta Filtra inverza Fitra de \Wiener Lucy - Richardson

SMRT 4 _ [T oo1a fteracionss ~ 4 v
Ayuda Imagen Degradada y calculo del error Filtra Inversa Filtro de Wiener

- Barrado _— e ! 15207 - 121816 . 9.79436
= i T - - L -
Angulo - 4 [ ; :
o T - . L3 L
Tamefio (| [ »|[ 3 Proyecto de Investigacion
W Ruido
Tipo Sal y pimignta
Densided <[ [ »| 0 Deconvolucion Ciega
i . . Universidad Autdnoma Metropolitana-Tetapalapa
iz ! 1] : .
o : Ascsor: D, Mario Medina
arianza b 0 ) 7
Por: Fymard Hernandes Liper

2011

Figura 4.2: Comparacién
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~r

Figura 4.3: Comparacién, imagen a. original, b. degradada (dngulo=45,
tamano="7,ruido: sal y pimienta=0.12), ¢. filtrado inverso, d. filtro Wiener
y e. Lucy-Richardson 30 iteraciones.
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Figura 4.4: Comparacién, imagen a. original, b. degradada (dngulo=45,
tamafio=7,ruido: sal y pimienta=0.12), c¢. filtrado inverso, d. filtro Wiener
y e. Lucy-Richardson 30 iteraciones.
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Figura 4.5: Comparacién, imagen a. original, b. degradada (dngulo=90,
tamano="7,ruido: sal y pimienta=0.05), ¢. filtrado inverso, d. filtro Wiener
y e. Lucy-Richardson 30 iteraciones.
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Figura 4.6: Comparacién, imagen a. original, b. degradada (dngulo=180,
tamano=7,ruido: sal y pimienta=0.05), c. filtrado inverso, d. filtro Wiener
y e. Lucy-Richardson 30 iteraciones.
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e)

Figura 4.7: Comparacién, imagen a. original, b. degradada (dngulo=0,
tamano=1,ruido: gaussiano;varianza=0.01,media=0), c. filtrado inverso, d. fil-
tro Wiener y e. Lucy-Richardson 30 iteraciones.
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Figura 4.8: Comparacién, imagen a. original, b. degradada (dngulo=0,
tamano=7,ruido: gaussiano;varianza=0.01,media=0), c. filtrado inverso, d. fil-
tro Wiener y e. Lucy-Richardson 30 iteraciones.
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Figura 4.9: Comparacién, imagen a. original, b. degradada (dngulo=0,
tamano=7,ruido: gaussiano;varianza=0.01,media=0.18), c. filtrado inverso, d.
filtro Wiener y e. Lucy-Richardson 30 iteraciones.
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Figura 4.10: Comparacién, imagen a. original, b. degradada (dngulo=0,
tamano=7,ruido: gaussiano;varianza=0.10,media=0.18), c. filtrado inverso, d.
filtro Wiener y e. Lucy-Richardson 30 iteraciones.
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——
3) eror 170758 s 0 s 14095

error (0.0311

m) rear 73.7367 . . ] E-r'r'ar 34833

Figura 4.11: Iteraciones, imagenes; a. corrupta, b. L.R. con una iteracién, c.
L.R. con diez iteraciones, d. L.R. con 20 iteraciones, e. L.R. con 30 iteraciones,
f. L.R. con 40 iteraciones, g. L.R. con 50 iteraciones, h. L.R. con 60 iteraciones,
i.L.R. con 70 iteraciones, j. L.R. con 80 iteraciones, k. L.R. con 90 iteraciones,
l. L.R. con 100 iteraciones, m. L.R. con 200 iteraciones, n. L.R. con 400
iteraciones y o. L.R. con 650 iteraciones.
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Borrado Ruide Gaussiano Error(Frobenius)

Tamaiio |Angulo [Sal y pimienta |Varianza |Media [imagen degradada |Filtrado inverso [Filtrede Wiener |Lucy-Richardson
3 0 X X 10.633 10.115
3 45 X X 12.181
T X X
7 X X 2.109xE+16
7 180 X X 2.260E+Db
1 0 X 0
T 0 X 0
T 0 X 0.18
T 0 X 0.10 0.18
1 0 0.11 X X
i 0 0.17 X X
4 0 0.11 X X
4 0 0.17 X X
5 0 0.17 X X
B 0 0.17 X ¥
14 0 0.17 X X
12 45 0.17 X X
12 100 0.17 X X
12 x X X
3 X X X
T X X X
10 X X X
12 % X X
50 X X X
50 0.1 X X
50 X 0.01 0

Figura 4.12: Tabla de comparacién de los métodos.
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#tol es el criterio de prueba para convergencia
#usualmente 107-6 o 107-7
#start es el valor inicial del parametro
n=yl+y2+y3+y4
psiactual=start
psi=psiactual
psilast=0
iter=0
while (abs(psilast-psi)>tol )
{tempo=estep(psiactual,yl)
psi=mstep(tempo$yl2,tempo$yll,y4,n)
psilast=psiactual
psiactual=psi
iter=iter+1
X
cat (numero de iteraciones,iter)
psiactual
b
estep=function(psiactual,yl)
{y11=(2xy1)/(2+psiactual)
yl2=y1-y11 list(yli=yll,y12=y12)
X
mstep=function(y12,y11,y4,n)
{psinuevo=(y12+y4)/(n-y11)
X

function psi=em2(y1,y2,y3,y4,tol,start)
%Algoritmo EM par un modelo multinomial usado en genetica
%y1l,y2,y3,y4 son las frecuencias observadas
% tol es el criterio de prueba para convergencia
%usualmente 10°-6 o 10°-7
%start es el valor inicial del parametro
n=yl+y2+y3+y4; psiactual=start; psi=psiactual; psilast=0;
iter=0; while (abs(psilast-psi)>tol ) [y11,
yl2]=estep(psiactual,yl); psi=mstep(yl2,yll,y4,n);
psilast=psiactual; psiactual=psi; iter=iter+l; end
disp(’numero de iteraciones’); disp(iter);
ittt ToooTo o To o ToToToToToTo oo oo oo 1o oo 1o
function [y11l, y12]=estep(psiactual,yl)
y11=(2%y1)/(2+psiactual); yl12=yil-yiil;
ool oo To o To o ToToToToToTo oo oo oo oo o
function psinuevo=mstep(yl12,y11l,y4,n)
psinuevo=(y12+y4)/(n-y11);
TlololotoToToToToTo oo o o o o o o o o o oo oo To oo
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Otro Filtrado inverso.

function ex = Filtroinverso(y,h,mu);

% ex = Filtroinverso(y,h,mu);

% El filtro inverso usa parametro mu ;

% inv_g(H) = mu*abs(fft(h))/fft(h), si abs(fft(h)) <= 1/mu
% inv_g(H) = inv(H), en otro caso

N = size(y,1);

Yf = £ft2(y); %Transformada de Fourier de la convolucion

Hf = £fft2(h,N,N); %Transformada de Fourier del kernel

% Caso singular

sHf = Hf.*(abs(Hf)>0)+1/mu*(abs(Hf)==0); iHf = 1./sHf;

% Hf inverso usando umbral mu

iHf =iHf.*(abs (Hf)*mu>1)+mu*abs (sHf) .*iHf.* (abs (sHf)*mu<=1);
ex=real (ifft2(iHf.*Yf)); return

Otro Filtro de Wiener.

function ex = Filtrowiener(y,h,sigma,gamma,alpha);

% ex = Filtrowiener(y,h,sigma,gamma,alpha) ;

% Filtro de Wiener generalizado

% Si alpha = 1,(potencia del ruido ) Devuelve el filtro de wiener.

% En otro caso es el filtro inverso regularizado.

SIZE = size(y,1);

Y = ££t2(y); #Transformada de fourier de la convolucion y
Hf = £fft2(h,SIZE,SIZE); % Transformada de fourier del kernel
Pyf = abs(Yf). 2/SIZE"2;

%Transformada de fourier del kernel + su inversa

sHf = Hf.x*(abs(Hf)>0)+1/gamma* (abs (Hf)==0) ;

iHf = 1./sHf; Y%inversa

hArreglo para estabilizar las altas y bajas frecuencias
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iHf=iHf . * (abs (Hf) *gamma>1) +gamma*abs (sHf) . *iHf . * (abs (sHf) *gamma<=1) ;

%iHf espectro de potencia frecuencial

#PyfEspectro de potencia del ruido, estabiliza las altas y bajas frecuencias del ruido
Pyf = Pyf.x(Pyf>sigma”2)+sigma”2* (Pyf<=sigma”2) ;

%Estimacion en transformada de Fourier de la imagen

Gf = iHf.*(Pyf-sigma~2)./(Pyf-(1-alpha)*sigma”2);

% Imagen restaurada

eXf = Gf.*Yf;

%La inversa de la transformada de fourier de la imagen restaurada

ex = real (ifft2(eXf)); return



Capitulo 5

Conclusiones.

El problema inverso de restauracién de imagenes expresado en la forma de una
ecuacién integral de Fredholm de primer tipo

g:/Hﬁ

es un problema mal planteado, resolverlo numéricamente de mediana o gran
escala (512 x 512-2,048 x 2,048) tiene caracteristicas muy importantes; por un
lado, el tamano de la matriz obliga a tener un método que optimice los recursos
de la méquina y por el otro el mal comportamiento de la matriz, por tanto se
requieren métodos que sean estables a pequenas perturbaciones.

La ventaja de trabajar con la ecuacion integral de Fredholm de primer
tipo es que la teoria que se deriva esta bien desarrollada. Este tema fue
tratado en el capitulo 1 donde se analiz6 la descompocisién en valores singulares.
Numéricamente este problema es muy costoso computacionalmente, ademas de
que da resultados no son muy favorables, por lo que se necesité introducir otras
area de las matemadticas; probabilidad, por lo que para obtener mejores re-
sultados, es necesario hablar de un problema multidisciplinario (matemdticas,
ingenieria y programacién).

La principal conclusién al respecto en el presente trabajo es haber logrado
una comparacion grafica-numérica en el término del error, elaborando cédigo
diferente al implementado en el toolbox de matlab.

Otra aportacion fue en la integracion de la informacién en un solo texto,
tales como la deconvolucién de iméagenes, recuperacion de imagenes, proble-
mas inversos, procesamiento de senales, procesamiento de imagenes, analisis
numérico, algebra lineal, probabalidad, estadistica, procesos estocasticos, pro-
gramacién, entre otros. Logrando con esto un texto autocontenido del tema.
Ademds como aportacién, se elaboré un GUI (Graphical User Interface) con el

113
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cual el comparar los métodos es muy préctico.

La ejecucion del GUI, nos permitié ver de forma amplia lo que ocurre con
los métodos expuestos. El cambiar parametros de una forma sencilla facilito la
comparacion con los métodos, asi como la comparacién del error en la norma
de Frobenius para las imdgenes; una norma matricial no natural (no inducida,
apéndice B). La norma matricial no inducida més conocida es la denominada
norma de Hilbert-Schmidt 6 norma de Frobenius definida por

1
2

Alr = [ D0 lai;®

i=1 j=1
asi el error fue calculado mediante
= [r-1],.
el .
donde el subindice F' denota la norma de Frobenius.

En esta comparacion se arrojaron resultados que dependen mucho de los
pardmetros propios de los métodos, del borrado y del ruido. Para el filtrado in-
verso no hay parametros, sin embargo en el filtro de Wiener se usa el parametro
SNR, que es la razén senal-ruido, con el que podemos manipular para obtener
mejores resutados. Para el algortimo de Lucy-Richardson se usa el ntimero de
iteracién como parametro.

El borrado se usé en el GUI de manera que pudieramos cambiar valores,
como el tamano y angulo de borrado. Para el ruido aditivo, se uso el ruido sal
y pimienta, el cual podemos cambiar la cantidad facilmente en matlab. Otro
tipo de ruido que usamos fue el ruido de tipo Gaussiano, este ruido tiene como
pardmetros a la media y la varianza.

Después de realizar un nimero considerable de simulaciones y comparaciones
con los distintos métodos, podemos concluir que los tres métodos tienen sus ven-
tajas, que depende del tipo de degradacién que presenta la imagen.

El desarrollo del algoritmo de Lucy-Richardson es diferente al clasico el cual
se supone una distribucion de poisson, hay versiones que tienen en cuenta ruido
de poisson + ruido gaussiano; ver [42]. Nuestro desarrollo esta basado en [39] y
[41]. Donde hay restricciones de positividad.

El algoritmo de Lucy-Richardson es un método de deconvolucion no lineal,
el filtro de Wiener e inverso son métodos de deconvolucidn lineales. La no linea-
lidad del algortimo Lucy Richardson es por el término Y, hij f;" en (3.26). Sin
embargo Lucy-Richardson usa un inicializador para iterar, dicho inicializador
le llamamos el primer estimador. Para encontrar este primer estimador se usa
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un filtro 6 un método de deconvolucién lineal, el llamado filtro de media (que
usamos en la implementaién) é también puede usarse el llamado filtro de Wiener
respectivamente.

Resultados positivos:

Dado que los datos observacionales g; son positivos en (3.14) y (3.15) ([39], [41]
y [42]), la forma del algoritmo garantiza que la solucién es siempre positiva (o
cero) en cada pixel, por lo que este método es mds eficiente que los métodos de
deconvolucién lineales donde se pueden presentar valores negativos.

Aspectos negativos;

Esta técnica (maxima verosimilitud, algoritmo EM) sufre del problema de ampli-
ficacion de ruido cuando iteramos muchas veces, esto es, luego de gran cantidad
de itereciones las diferencias obtenidas son muy pequeiias (en términos del error
y visual), muy probablemente debidas al efecto de amplificacién del ruido. Las
itereciones se detienen cuando se alcanza un resultado aceptable, dependiendo
de lo que queremos, esto es visual o nimerico. Aunque existe una variedad de
criterios para definir exactamente cuando se considera aceptable un resultado;
ver [43].

Trabajo a futuro; El trabajo a futuro en esta linea es el de estimar el niimero
de iteraciones para obtener una calidad aceptable en la imagen, puesto que el
algoritmo como tal no tiene un criterio de paro que optimice los resultados. Asi
como el buscar regularizar H de manera maés efectiva que la que se usé en la
seccién 4.1.3 o bien buscar una regularizacién para Y, hy f)' en (3.25). Otro
trabajo serfa el estimar o modelar H en (3.12), de manera més precisa usando
solamente la imagen observada g, donde la intencién es obtener un método de
deconvolucién ciega.
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Apéndice A

Introduccién a las imagenes
digitales.

A.0.1 El proceso de digitalizacién.

Una imagen de tipo analdgica es una imagenes capturada regularmente con
una camara, un telescopio, un microscopio o cualquier otro tipo de instrumento
optico, estas imagenes presentan una variacién de sombras y tonos. Para que
una imagen analdgica, en blanco y negro, en escala de grises o a color, pueda ser
manipulada usando una computadora, primero debe convertirse a un formato
adecuado. Este formato es la imagen digital correspondiente.

La transformacién de una imagen analdgica a otra discreta se llama digitali-
zacién y es el primer paso para aplicar cualquier tratamiento de procesamiento
de imégenes digitales. El proceso de digitalizacion se muestra en la Figura A.1.

Sistera

Figura A.1: Proceso digital
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Figura A.2: Tipos de Mallado

En el modelo matemético de una imagen; un pixel se identifica con su cen-
tro, representando como puntos (z,y) del plano, donde (z,y) son las tipicas
coordenadas cartesianas. Dependiendo de los distintos tipos de mallado, la dis-
tribucién de los pixeles es distinta ver la Figura A.2. Los bordes de las regiones
estan pintados en negro. Los pixeles estan representados por puntos en color
rojo. Hemos conectado dos pixeles si las regiones correspondientes comparten
un lado comin.

Es necesario determinar que tipo de discretizacién tenemos, esto es de que
tipo de imagen estamos tratando, puede ser una imagen en color o escala de
grises. Para el caso de escala de grises, solamente tenemos un valor (matricial),
para imagen en color usamos un valor (matricial) con tres valores por poligono
(RGB), que corresponden con la intensidad de color rojo (R), verde (G), y azul
(B). La escala de colores tiene un rango discreto (por ejemplo, de 8 bits, equivale
a 256 colores). Las imdgenes que cuentan con sélo 2 colores; blanco y negro (0 y
1, respectivamente), se les conoce como imdgenes binarias. Para nuestros fines
nos centraremos en pixeles de forma cuadrada o rectangulares, esto es cada par
ordenado (z,y) representa un pixel cuadrado é rectangular. La coordenada x
indica la fila donde esta localizado el pixel, mientras que la coordenada y indica
la columna. Por convencién se usa en procesamiento de imégenes, que el pixel
(0,0) se ubique en en la esquina superior izquierda de la imagen.

Una imagen digital de m por n pixeles se puede interpretar mateméaticamente
como una matriz. De esta forma denotaremos regularmente en este apéndice a
I € R™*™ como una imagen rectangular de tamafio m x n.
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Figura A.3: Representacion de la imagen.

Una imagen digital de tamano m x n en escala de grises también de puede
ver como una funcién, esto es f : [0,m — 1] x [0,n — 1] — [0, L — 1], donde L
representa el nivel de gris, tal que a cada punto (pixel) (z,y), se le asigna un
valor (nivel de gris) i.e. f(z,y) =L con L € D, donde D es el dominio de grises
la imagen, en muchos casos D toma los valores de 0 a 255.

De tal manera que esta funcién en el espacio representa una nube de puntos,
al unir estos puntos se forma un mallado, obteniendo una superficie (ver Figura
A.3). Con esta superficie en el espacio, podemos obtener mucha informacién
acerca de la imagen por medio de un estudio andlitico. Para ver esto més
claramente consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo A.0.1.

Como ya comentamos, el mallado puede ser rectangular, pero en este caso.
Usamos un mallado cuadrangular de tamano 9 x 9 y una paleta de niveles de gris
de 256 niveles, donde 0 indica el color negro y 255 el color blanco (ver Figura
A.4). Como vemos en la Figura A.4, si partimos de una misma imagen digital
y dependiendo del mallado que escojamos, la imagen obtenida es diferente. Lle-
gados a este punto, es logico preguntarse ;Qué muestreo y cudntos niveles de
gris son necesarios para una buena aproximacion?

La resolucién (el grado de detalle) de una imagen depende estrechamente de
estos dos parametros. Cuanto mds se incrementan, mas se aproxima la imagen
digitalizada a la original. La cantidad de niveles de gris (resolucién de intensi-
dad) y la finura del mallado (resolucién espacial) que escojamos, deben producir
una imagen digital aceptable, en el sentido de que no sea perceptible al ojo hu-
mano el paso de un color a otro, entre dos pixeles consecutivos.

Hemos de tener en cuenta que si la imagen I tiene un tamano m X n o sea
I € R™*™ consiste de un mallado de m por n pixeles y el nimero de niveles
de gris permitido es L = 2* para k € N, entonces el niimero de bits necesarios
para almacenar una imagen digitalizada es m x n x k ver [23]. Por ejemplo, una
imagen de tamano m x n = 128 x 128 con L = 64 niveles de gris necesita 98.304
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Iinagen Digital Ifuestra Digital WValor de cada pixel
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Figura A.4: Resolucion.

bits = 12 KB de memoria, pues k = log(64)/log(2) = 6. Una de 256 x 256 con
L = 132 niveles de gris necesita 458.752 bits = 56 KB. Y una de 1024 x 1024
con L = 256 niveles de gris necesita 8.388.608 bits = 1024 KB = 1 MB.

Las imégenes digitales a color estdn gobernadas por los mismos conceptos
que las imédgenes en escala de grises. Sin embargo, en lugar de un tnico valor
de intensidad que expresa el nivel de gris, los pixeles de las imagenes a color
usan tres componentes independientes, uno por cada color (vector tridimensional
RGB = rojo, verde y azul). Combinando distintas intensidades de estos tres
colores, podemos obtener todos los colores visibles.

A.0.2 Modelos en color e histogramas.

El modelo CMY.

En algunos casos, son més apropiados modelos diferentes del RGB para algorit-
mos y aplicaciones especificas. De cualquier manera, cualquier otro modelo sélo
requiere una conversion matematica simple para obtener el modelo RGB. Para
imprimir una imagen digital, es necesario convertir la imagen RGB al modelo
CMY (cian-magenta-amarillo). El modelo es el siguiente

R L C
Gl=r |- M ],
B L Y
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siendo L + 1 la cantidad de niveles de color de la imagen.

El modelo YIQ.

El modelo YIQ se usa en las televisiones comerciales. Béasicamente, YIQ es
una recodificacion de RGB para mantener la compatibilidad con las televisiones
en blanco y negro. De hecho, la componente Y (luminancia) provee toda la
informacién requerida para una televisién en blanco y negro. La conversién de
RGB a YIQ se obtiene mediante la ecuacién

Y 0.299  0.587 0.114 R
1 = 0596 —-0.275 —0.321 G
Q 0.212 —-0.523 0.311 B

Si sélo tenemos en cuenta la componente Y de la imagen, lo que obtenemos
es una imagen en escala de grises. Asi pues, la forma de obtener una imagen
en escala de grises a partir de una en RGB es aplicando al valor RGB de cada
pixel:

Y =0.299R + 0.587G + 0.114B.

El modelo HSI.

Otro modelo muy utilizado es el HSI que representa el color de una manera intui-
tiva (es decir, de la forma en los humanos percibimos el color). La componente
I se corresponde con la intensidad, H con el color y S con la saturaciéon. Este
modelo es muy utilizado en algoritmos de procesamiento de imédgenes basados
en propiedades del sistema de visién humano. La conversion de RGB a HSI es
més complicada. Pero la componente I (intensidad) es fécil de calcular (ver [23]
o [44]):

I=1/3(R+ G+ B).

Histogramas.

Supongamos dada una imagen en niveles de grises, siendo el rango de 256
colores (de 0 a 255). El histograma de la imagen consiste en una gréfica donde se
muestra el nimero de pixeles de cada nivel de gris que aparecen en la imagen. En
las Figuras A.5, A.6 y A.7 podemos ver tres imdgenes con sus correspondientes
histogramas.

El analisis estadistico derivado del histograma puede servir para comparar
contrastes e intensidades entre imagenes. El histograma podria ser alterado
para producir cambios en la imagen. Por ejemplo, el histograma es utilizado
para binarizar una imagen digital, es decir, convertirla en una imagen en blanco
y negro, de tal manera que se preserven las propiedades esenciales de la imagen.
La forma usual de binarizar una imagen es eligiendo un valor adecuado u (valor
umbral) dentro de los niveles de grises, tal que el histograma forme un ”valle” en
ese nivel. Todos los niveles de grises menores que u se convierten en 0 (negro), y
los mayores que u se convierten en 255 (blanco). El histograma de una imagen
a color RGB consiste en tres gréaficas siendo cada una el histograma de cada
color primario:
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Figura A.5: Contraste Normal.
Transformacion de la imagen
. =3
e L
LN
Histograma
8000 T T T T T T T T T =
g000 B

4000

2000

E 1
o7 08 089 1

Figura A.6: Contraste Alto.
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Transformacion de la imagen

Histograma
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Figura A.7: Contraste Bajo.

Figura A.8: Histograma en color.
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A.1 Representacion de Imagenes digitales.

Representar una imagen de n x n pixeles mediante una matriz requiere n? bits
si la imagen es binaria, n?log(L) bits si la imagen es en niveles de gris, con
L niveles y 3n%log(L) bits si la imagen es a color (RGB) con L niveles. En
esta seccién estudiaremos representaciones de imégenes que pueden ser mas
econdémicas que la representaciéon matricial en determinados casos, ya que se
elimina informacién redundante.

Definicién A.1.1. Sean n, y n, el nimero de bits necesario para almacenar
dos representaciones, P y Q, distintas de la misma imagen. La redundancia
relativa de P (con respecto de Q) se define por

1
[
Fp Cr’

donde Cr =np/ng es el radio de compresion.

Ejemplo A.1.2. Si Cr = 10, significa que la representacion P necesita 10 bits
por cada bit de la representacion Q. Asi, Rp = 0.9 y por tanto, el 90 porciento
en los datos de la representacion P es redundante.

Observemos que sing =np, Cr =1y Rp =0, por lo que P no es redundante.
Ahora veamos lo siguiente

Sing << np, entonces Cr — 400, y Rp — 1.

Sing >> np, entonces Cr — 0, y Rp — —o0.

En una imagen digital hay tres tipos de redundancia:

Redundancia en el cédigo.

Donde el cédigo es un sistema de simbolos usado para representar la infor-
macién. A veces, la longitud de las palabras usadas en el c6digo es mayor de lo
necesario.

Redundancia entre pixeles.
Debida a la correlacion espacial entre un pixel y sus vecinos.

Redundancia psicovisual. Parte de la informacién es ignorada por el ojo humano.

La compresion de imagenes consiste en eliminar una o mas de estas redun-
dancias. Se pueden clasificar las distintas formas de compresién de iméagenes
en: aquellas que no producen errores (o pérdida de informacién) en la imagen;
aquellas que si lo producen. Los procesos de compresién que eliminan la redun-
dancia de cddigo y/o entre pixeles no producen errores. Aquellos que eliminan
la redundancia psicovisual, si.
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A.1.1 Formatos de imagenes digitales.

Un formato de fichero de imagen es una forma estandar de organizar y almace-
nar los datos que representan la imagen. A un formato se le llama contenedor
cuando puede manejar distintos tipos de datos. Un estandar de compresion
define una serie de procedimientos para comprimir y descomprimir imagenes.

Una compresién sin pérdidas devuelve la imagen descomprimida exacta-
mente igual a la original. Por el contrario, la compresiéon con pérdidas acepta
alguna degradacién en la imagen en beneficio de una mayor compresién. Las
imagenes més simples contienen sélo dos colores: blanco y negro, y sélo se nece-
sita de un bit para representar cada pixel. La mayoria de las tarjetas de video
en las PC mads antiguas soportaban solo 16 colores pre-fijados. En la actualidad
admiten 224 6 bien, 16 millones de colores.

A.2 Filtros digitales.

Los filtros digitales se usan, principalmente, para eliminar altas o bajas fre-
cuencias de la imagen, es decir, para suavizar la imagen, o bien, para realzar o
detectar bordes.

Una imagen se puede filtrar en el dominio espacial, trabajando directamente
sobre los pixeles de la imagen, o en el dominio de la frecuencia, donde las
operaciones se llevan a cabo sobre la Transformada de Fourier de la imagen.
Como ya se menciond, los filtros se usan para suavizar las imagenes (reducir
la cantidad de variaciones de intensidad entre pixeles vecinos), reducir el ruido
(eliminar aquellos pixeles cuyo nivel de intensidad es muy diferente al de sus
vecinos), realzar bordes, detectar bordes (detectar pixeles donde se produce un
cambio brusco en la funcién intensidad). Podemos decir intuitivamente que
el ruido en una imagen es aquel que hace que la imagen se vea menos nitida,
menos clara, donde los detalles estan ”sucios” o ”borrosos”. Para ver esto
matematicamente tenemos la siguiente definicién

Definiciéon A.2.1. El ruido es la informacion no deseada que contamina la
mmagen, la cual denotamos por

n(z,y), (A.1)

si ademds denotamos a la imagen original por

f(z,y), (A.2)

tenemos que la imagen observada g(x,y) es una imagen que estd compuesta por
la imagen original mds el ruido, lo cual queda expresado de la siguiente manera

9(x,y) = f(z,y) + n(z,y), (A.3)
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p(z) Impulso
Uniforme

Figura A.9: Ruidol.

El origen de este ruido puede estar tanto en el proceso de adquisicién de la
imagen (errores en los sensores), como en el de transmisién (debido a interferen-
cias en el canal de transmisién). Existen distintos modelos de ruido, segun las
funciones de densidad de probabilidad que sigan sus intensidades n(z,y); ruido
gaussiano, ruido uniforme, ruido impulsivo (sal y pimienta), etc.

Ruido Gaussiano (o normal).

Modela el ruido producido por los circuitos electrénicos o ruido de los sen-
sores por falta de iluminacién y/o altas temperaturas.

Ruido uniforme.

Toma valores en un determinado intervalo de forma equiprobable. Se da en
un menor numero de situaciones reales.

Ruido impulsivo 6 sal y pimienta.

Se produce normalmente en la cuantificacién que se realiza en el proceso de
digitalizacion.
A.2.1 Filtros digitales (en el dominio espacial).
Los filtros se pueden clasificar en dos tipos, filtros en el dominio espacial y filtros

en el dominio de la frecuencia.

Filtros en el dominio espacial:

Las operaciones espaciales (o de vecindad) se definen en un entorno Ey
(vecindad) del punto a transformar (mg,ng), ver Figura A.10. Los filtros en
el dominio del espacio pueden clasificarse en; filtros lineales (filtros basados en
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Figura A.10: Filtro espacial.

a) I saiat'swc I

Figura A.11: a. Imagen original, b. Ruido de Gauss, ¢. Ruido uniforme, d.
Ruido sal y pimienta.

méscaras de convolucién), filtros no lineales (por ejemplo, el filtro de Wiener).
Dada una imagen f(z,y) y una mascara w(z,y), la imagen resultante g(z,y)
se obtiene al realizar la operacién

a b
g(z,y) = Z Z w(s, t)f(x+s,y+1), (A4)

s=—at=—b

donde la méscara es una matriz de coeficientes, donde se considera el entorno
del punto (z,y) para obtener la imagen g(x,y), que esta determinada por el
tamarfio y forma de la mdscara w(zx,y), asi que el filtrado estd determinado por
el contenido de la maéscara, ver Figura A.13. Puede aplicarse la méascara ex-
tendiendo la imagen con un marco de ceros de anchura adecuada. Esto puede
tener efectos no deseados, pero, en general, poco significativos si la méascara es
pequena en relacién con el tamano de la imagen.
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Figura A.12: Filtro lineal.



A.2. FILTROS DIGITALES. 129

flxy) — Filtro espacial L k)
fixy) y
e Bl
a)
1 1 1 :
9 v 9 n
1 1 1 n
v v 9
1 1 1
v v 9

h) c)

Figura A.13: a. Filtro lineal, b. Ejemplo de mascara y c. Un marco de ceros.
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Figura A.14: a. Imagen con ruido, b. Filtro de media.

Filtro de media.

El filtro de la media es el mas simple, intuitivo y facil de implementar con
el fin de suavizar imagenes, comparado con otros filtros espaciales, es decir,
se busca reducir la cantidad de variaciones de intensidad entre pixeles vecinos.
., Cémo funciona ? Se visita cada pixel de la imagen y se reemplaza por la media
de los pixeles vecinos. Se puede operar mediante convolucién con una mascara
determinada, ver un ejemplo en la Figura A.13.b. El filtro de la media ofrece
ciertas desventajas; es mas sensible a cambios locales que el de la mediana (un
filtro no lineal), puede crear nuevas intensidades de grises (6 colores) que no
aparecian en la imagen, ver Figura A.14.

Filtro gaussiano.

El filtro gaussiano se usa para recuperar imagenes y eliminar ruido. Es simi-
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lar al filtro de media pero se usa una maéascara diferente, modelando la funcién

gaussiana:
1 x24y?

Glz,y) = e =, (A.5)

donde o? representa la varianza (nivel de suavizado).
Ejemplo A.2.2.

Maéscara de 5 x 5 para el filtro gaussiano con o = 1.

1 4 7 4 1

Ll 416 26 16 4
— |7 26 41 26 7
231 4 16 26 16 4
1 4 7 4 1

Las desventajas del filtrado gaussiano son principalmente tres (ver Figura
A.15.)

1. Disminucién de nitidez.
2. Aumento de borrosidad.
3. Pérdida de detalles.

Las ventajas del filtro gaussiano frente al filtro de media son; es separable,
es decir, en lugar de realizar una convoluciéon bidimensional, podemos realizar
dos convoluciones unidimensionales. Una en sentido horizontal y otra en sentido

vertical, puesto que
_2%44? _ = 4%
e 202 — e 202 202

Otra observacién es que el filtro gaussiano produce un suavizado mas uni-
forme que el filtro de media.

Filtros no lineales.

En los filtros no lineales se realiza un tipo de operacién distinta a la con-
volucién, una operacién no lineal. Esto es, si h(i, ) es la mascara y f(i,7) la
imagen original, entonces la imagen final resulta de realizar una operacién del
tipo:
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Figura A.15: a. Imagen con ruido, b. Filtro de media, c. Filtro de gauss 5 por
5

donde Oy, ,, denota un operadador no lineal, ver [45].
Filtro de la mediana.

Este filtro se suele usar para eliminar ruido en la imagen. ;Cdémo funciona?
Se toma cada pixel de la imagen y se reemplaza por la mediana de los pixeles
vecinos. La mediana se calcula ordenando los valores de los pixeles vecinos en
orden y seleccionado el que queda en medio. Esto es, si tenemos la siguiente
imagen en forma matricial

123 125 126 130 140
122 124 126 127 135
118 120 150 125 134
119 115 119 123 133
111 116 110 120 130

Los valores de los pixeles vecinos del pixel cuyo valor es 150 (vecindad en
imagenologia) son 115,119,120, 123,124, 125,126,127 y 150 cuya mediana es
124. Una de las desventajas de este filtro, es que es no lineal, dadas dos imagenes
Ay B,

Mediana|A + B] # MedianalA] + Mediana|B].

Una de las ventajas es que da muy buenos resultados en caso de ruido sal y
pimienta (salt and pepper) Figura A.16.
Otros filtros.

Otros filtros son parecidos, como el filtro de mediana en entorno de vecndad,
punto medio en entorno de vecindad (usa g = fimax + fmin/2), alpha-media del
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3BBUSHE |

Figura A.16: a. Imagen con ruido, b. Filtro de media, c. Filtro de gauss 5 por
5, d. Imagen resultante tras realizar un filtro de mediana de tamano 7 x 7.

entorno de vecindad, media geométrica del entorno de vecindad (usa Myeo, =
[TV 2), filtros adaptativos como el Filtro Minimo Error Cuadratico MMSE
(usa MMSE= f; ; — (02 /012)[fi,; — mi ;], donde o, es la varianza del ruido, oy
es la varianza local y m es la media local), etc.

A.2.2 Filtros espaciales de realce.

El objetivo de estos filtros es realzar los detalles de una imagen que hayan podido
quedar degradados. Estos filtros estan asociados, por tanto, con la deteccion de
lados 6 bordes.

La idea que subyace en la mayor parte de las técnicas de deteccién de lados
es el calculo de un operador local de derivacién ya que un pixel pertenece a un
borde si se produce un cambio brusco entre niveles de grises con sus vecinos.
Mientras mas brusco sea el cambio, mas facil es detectar el borde.

El primer problema que surge usando esta definicién es debido a la digitaliza-
cién. El segundo problema es debido al ruido. La derivada de una funcién digital
se define en términos de variaciones entre pixeles adyacentes. Existen varias
formas de definir estas diferencias, pero deben cumplir que la primer derivada
debe ser cero en zonas de intensidad constante y distinta de cero en zonas de
variaciones (escalones o rampas) y la segunda derivada debe ser cero en zonas
de intensidad constante y a lo largo de rampas con pendiente constante y debe
ser distinta de cero en escalones y en comienzo y fin de rampas. Asi, se pueden
definir derivadas de primer y segundo orden de una funcién unidimensional f(z),
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por

0
é:f(erl)*f(m)
y
82
ooz = [@+ D)+ fle—1) = 2f(2),
respectivamente

En general, la segunda derivada sera mas sensible que la primera ante cam-
bios bruscos en la imagen, por lo que también detectard mas sutilmente el ruido.
Una aproximacion del gradiente de una imagen seria

V1f($,y) = (vxlf(xay)vvylf(xay))v
donde

lef(xay) = f(‘r?y)ff(‘T*Ly)

vylf(xay) = f(x7y) - f('r’y - 1)

Estas operaciones pueden expresarse en forma de convoluciéon usando las
siguientes méscaras, respectivamente:

0 -1 0 0 0 0
0 1 0 y -1 10
0 0 0 0 00

A continuacion, calculamos el médulo del gradiente obtenido en cada pixel
de la imagen. Los valores grandes corresponden a pixeles del borde o a ruido.
Un problema de esta aproximacién es que no calcula el gradiente en el punto
(z,y) sino en el punto (z — 1/2,y — 1/2). Una mejor aproximacién podria ser

VQf(Ivy) = (Vgng(iZ?,ZJ), vaf($, y))v
donde

fo(x’y) = f(m—l—l,y)—f(:v—l,y)
Vyf(1'7y) = f($7y+1)—f($7y—].)

Este operador es simétrico respecto al pixel (z,y). Las mdscaras que se
aplicarian en este caso serian, respectivamente:

0 -1 0 0 00
0 0 0 y -1 0 1
0 1 0 0 00

El problema es que no se tiene en cuenta el valor de la imagen en dicho pixel,
ni de los pixeles que se encuentran en la diagonal. Una vez calculado el gradi-

ente Vf = (fz, fy), cdlculamos el médulo del mismo [V f| =/ f2 + f2, en cada

pixel de la imagen, sin embargo, se suele calcular la suma del valor absoluto de
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sus coodenadas |V f| = | fz| + | fy| en lugar del médulo (por ser menos costoso).
Computacionalmente los valores grandes corresponden a pixeles del borde o a
ruido.

Operador cruzado de Roberts.

En este caso, se suelen usar dos méscaras para modelizar el gradiente

~1 0 ~1 0
eelaa] e

La ventaja de este operador es que es facil y rapido de calcular. Sélo estéd
implicado un entorno de vecindad de 4 pixeles y sélo se usan sumas y restas en
los céalculos. La principal desventaja es que, si lo que se quiere es determinar
bordes, es muy sensible al ruido y tiene una respuesta débil a los verdaderos bor-
des, a menos que sean muy pronunciados. Para este propédsito funciona mejor
el operador de Sobel ver Figura A.17.

Operador de Sobel.

En este caso, se suelen usar dos méascaras para modelizar el gradiente, lla-
madas operadores de Sobel:

1 -2 -1 10 1
S,=| 0 0 o |, S,=1]-2 0 2
1 2 1 3 0 1

Observemos en la figura A.17 que en las méscaras de Sobel, tienen mas peso
los pixeles situados en posicién vertical y horizontal respecto el pixel estudiado
que los situados en la diagonal. Como observacion decimos que este operador
es menos sensible al ruido, esto se puede ver en la Figura A.17, donde se com-
para con el operador cruzado de Roberts, en este ejemplo puede apreciarse la
diferencia al aplicar a la imagen el operador cruzado de Roberts y el operador
Sobel.

El laplaciano.

El laplaciano de una funciéon bidimensional f es un operador de derivaciéon
isotrépico (independiente de la direccién de la discontinuidad en la imagen)
definido por:
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Figura A.17: Filtros de realce. a.-Original, b.- Roberts y c.- Sobel.
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Como en el caso del gradiente, la ecuacién del laplaciano puede implemen-
tarse en forma digital de varias maneras. La mads frecuente en la préactica es
aplicar la méascaras:

0 1 0
1 -4 1 1;
0 1 0

es decir,

VQf(xay) = [f(x+1,y)—|—f(m—1,y)+f(m,y—|—1)+f(x,y—1)] —4f(x,y).

Existen varios modelos para implementar el Laplaciano digital, una de las
caracteristicas de la implementacién es que la suma de los coeficientes de la
mascara debe ser cero, lo que es coherente en el caso de que el punto en cuestion
y sus vecinos tengan el mismo valor. Los pixeles del borde dardan como respuesta
un nimero negativo grande. El Laplaciano no se suele usar directamente en la
practica por ser muy sensible al ruido, por lo que se suele usar sumado o restado
(segun la méscara usada) con la imagen original para realzar los contornos.

Por la misma razon, también a veces se usa primero un filtro gaussiano para
eliminar ruido, lo que da lugar al filtro llamado Laplaciano del Gaussiano (LoG),
cuyo nucleo puede calcularse componiendo ambos:

(LoG) o) =~ 1~

2

mot

JIQ + y2 _ 224y2
e 202
Cleoa

A.2.3 Filtros en dominio de frecuencia.

Una imagen, como hemos dicho, se puede filtrar ya sea en el dominio de fre-
cuencia o en el dominio espacial. Esto es, dada la convolucién

g(z,y) = (h* f)(z,y),

donde h representa la funcién de borrado de la imagen ideal f y g es la imagen
borrada obtenida. Aplicando la ecuacién (1.9) del Teorema de convolucién 1.0.4,
pasamos al dominio de frecuencia

G(u,v) = H(u,v)F(u,v).

Los filtros en el dominio de la frecuencia se usan, principalmente, para
eliminar altas o bajas frecuencias de la imagen, lo que se traduce en suavizar la
imagen, o bien, realzar o detectar bordes. Basicamente, hay tres tipos diferentes
de filtros de frecuencia; filtros de paso bajo (lowpass filter), filtros de paso alto
(highpass filter) y filtros de banda (bandpass filter).

1. Filtro de paso bajo: Deja inalterables las bajas frecuencias y atentda o
elimina las altas frecuencias. El resultado en el dominio espacial consiste
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Figura A.18: a. Exploracion del cuerpo entero, b. El Laplaciano, c. Imagen
obenida afilada, d. Sobel e. Sobel suavizado con filtro medio de cinco por cinco,
f. imagen formada por el producto de ¢ y e, g. Imagen obtenida por la suma de
ay f, h. Resutado de aplicar ley de potencia a g.

en un suavizado; eliminar pequenos detalles y ruidos de la imagen. El mas
sencillo es el Filtro ideal de paso bajo, en el que

_J 1 st D(u,v) <Dy
H(u,v) = { 0 si D(u,v) > Dy

donde D(u,v) es la distancia euclideana de (u,v) al origen del plano de
frecuencias. Este filtro suprime las altas frecuencias mayores que un cierto
valor Dy, que se denomina frecuencia de corte, y deja las demds tal como
estan.

Otro ejemplo es el Filtro Butterworth de paso bajo de orden n, estd dado

por
1

2n
D(u,v)
-+ (%5)
Conforme aumenta n, la funcién H se parece cada vez més a la corres-
pondiente al filtro ideal, ver imagen A.21, donde D(u,v) es la distancia

euclideana de (u,v) al origen del plano de frecuencias y Dy es la llamada
frecuencia de corte.

H(u,v) =

Otro filtro de paso bajo es el Filtro paso bajo Gaussiano

_ D2(u,v)
H(u,v)=e 2P
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cconmEE Ex J
=d »
T AT
aaaaaaad
Imagen original (superior izquierda) |, RETTTT BT T |
junto con los resultados de pasar un fil- (e | wa
tro ideal de paso bajo con frecuencias ‘ i T
de corte de 5, 15, 30, 80 y 230. Nétese |<sssnsad | .;aannaa |
el efecto de ondas o anillos alrededor de ienmEE  -emEE
los bordes. ~a ~a

222222aa .a2a2aaaaad

Figura A.19: Filtro paso bajo.

Con este filtro se obtienen resultados comparables a los del filtro But-
terworth (sin anillos). Mediante la transformada inversa de Fourier de
H (u,v) se obtiene un filtro espacial Gaussiano.

. Filtro de paso alto: Deja inalterables las altas frecuencias y atenia
o elimina las bajas frecuencias. El resultado en el dominio del espacio
consiste en un realzado de los cambios bruscos de niveles de grises. De ahi
que se use para detectar bordes. Las areas de niveles de gris constantes
0 con poca variaciéon se corresponden con las bajas frecuencias, que se
suprimen.

El mas sencillo es el Filtro ideal de paso alto, en el que

_J 0 si D(u,v) <Dy
H{u,v) = { 1 si D(u,v) > Dy

donde D(u,v) es la distancia euclideana de (u,v) al origen del plano de
frecuencias. Este filtro suprime las frecuencias menores o iguales que un
cierto valor Dy, que se denomina frecuencia de corte. Al igual que para el
caso de Filtro de pasobajo, también para el Filtro de paso bajo hay Filtro
de paso alto de Butterworth de orden n y Filtro de paso alto Gaussiano
que estan dados por

1

H(u,v) = m.

_ D?%(u,v)

H(u,v) =1—e 2P5 |

respectivamente
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Hiu, v)
1)

L
Dy

a) Filtro Butterworth

H (u, v)
i

) Filtro Gaussiano

Hu, v)
1.0

0.5

= D{u, »)

D(u, v)

Hiu, v)
i

=2 1.0}

~Do=10
o~ Dy=20
o~ Dy=40

0.667

Figura A.20: Filtro Butterworth y Gaussiano.

3. Filtros de paso de banda.

L Dy=100

139

Un filtro de banda atenua las altas y bajas frecuencias, pero mantiene
intactas las frecuencias que se encuentren en una banda determinada. En
el caso del filtro ideal, s6lo deja pasar las frecuencias que estdn entre dos
frecuencias de corte. Se puede obtener un filtro de banda multiplicando
uno de paso bajo por uno de paso alto, en el que la frecuencia de corte del
de paso bajo sea superior a la del de paso alto. El opuesto al filtro de paso
de banda sera de rechazo de banda (bandreject o band-stop), en el que
se atenuan las frecuencias de la banda, pero se mantienen la frecuencias
fuera de ella. Para un estudio mds profundo ver [23].
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Imagen original (superior izquierda) ,
junto con los resultados de pasar un fil-
tro Butterworth de paso bajo con fre-
cuencias de corte de 5, 15, 30, 80 y 230.
Notese que ahora no aparecen los efec-
tos de ondas o anillos alrededor de los
bordes.

L —
coonmE N “
ona-a .
M s
aaaaaaaa

‘ oo...T conmml
\oo.oa --‘.a

\ ' N
“4MARAA3 | ssaannaad |
SOTT T 1 EETY Y | |
.nmo a ooGo a “'
11
22222828 .a2aaaad

Figura A.21: Filtro paso bajo.



Apéndice B
Mal condicionamiento

Ejemplo B.0.3.

El problema del célculo de los valores propios de una matriz no simétrica
es frecuentemente mal condicionado. Un ejemplo sencillo para darse cuenta de

esto es considerar la matriz
1 1000
= (o ")

cuyos valores propios son A\; = 1y Ay = 1. Si perturbamos uno de los coeficientes
fuera de la diagonal por 0.001 (o € > 0), por ejemplo el coeficiente 0, obtenemos

la matriz
;L 1 1000
A= < 0.001 1 )

cuyos valores propios son ahora \] = 0 y A} = 2,obteniendo un cambio dréstico
en los valores propios. De hecho, esto mismo sucede con la matriz

1 10"
<0 1 > neN

cuando perturbamos por

n
(101—" 1(1) ) neN

Algunos ejemplos de matrices mal condicionadas pueden ser las matrices de
Hilbert, de Vandermonde, etc.. por ejemplo ver Figura B.1 en matlab.

Para definir el mal condicionamiento de una matriz, primero necesitamos
enunciar algunos conceptos.

141
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F»x A=[1 10. ~3; 10. -3 1]

L =
1.0e+003 *
0.0010 1.0000
0.0o000 0.0010
>> dinw (A)

Warning: Matrix is singular to working precision.
ans =

Int Int
Int Int

Figura B.1: Intento de inversion en matlab. Matriz A, mal condicionada.

B.1 Norma inducida.

Sea V un espacio vectorial real. Una norma en V es una funcién no negativa
-1 : V— R que satisfce:

1. ||lz|| 20, Vz € R, y ||z|| =0 si y solo si x =0
2. Jaz|| = |a|||z||, Va e R, Yz € V
3. lz+yll < |zl + llyll, Vo, y € V' (desigualdad del tridngulo)

Existen varias normas, denominadas normas-p.
Sea r = (z1,...,2,)T € R, con V = R", se definen

1. norma-1: |z = >0 |l
, 1/2
2. norma-2: |[zf2 = (31, |z]?) /
1
3. norma-p: |zl = (X1 |z:lP) /P (p>1)
4. norma-oo: ||z]|ec = maxi<i<n |

Cuando se hace anélisis numérico de problemas donde intervienen matrices,
es 1til tener el concepto de norma de una matriz y, en consecuencia, de la dis-
tancia entre matrices. Existe una forma geométrica (y aparentemente natural)
que permite definir la norma de una matriz. Esta forma toma en cuenta el
comportamieto de la matriz como un operador:
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Definicién B.1.1. Si A € R™™” y | - || una norma vectorial en R™, entonces
la norma inducida de A se define por:

|| Az
Al := sup S = sup | Az
a20 |17l ja=1

Hay normas que no son inducidas (no se pueden obtener a partir de la
definicién B.1.1), tal es el caso de la norma de Frobenius. A continuacién
daremos férmulas para calcular las normas matriciales inducidas por las normas
1, 2, co.

L ||All1 = maxi<j<y, ||@]] = maxi<ij<n >, |ai;|, méxima suma por columna.
2. Si A € R™™™ entonces

[Al =1/ p(AT A).
3. |A]leo = maxi<j<n 2?21 |a;;| méxima suma por renglén.

donde p(A) es el Radio espectral de una matriz.

Dada una matriz A € R"*", el radio espectral de A se define como el maximo
de las magnitudes de sus valores propios, y se denota por p(A); es decir,

p(A) = max {|A] : A es valor propio de A}.

Definicién B.1.2. Para dos matrices A, B € R™*"™ y una norma inducida || - ||,
se satisface

1 || Az]] < [[Allfl=]], V2 € R™,
2. p(A) < [ A].-

3. lAB] < [l A[llIBIl

4- 1A+ B|l < | Al + 1Bl

En andlisis numérico existen 2 conceptos muy importantes

Condicionamiento: Se refiere al comportamiento bajo perturbaciones de un
problema expresado matematicamente.

Estabilidad: Se refiere al comportamiento bajo perturbaciones de un algoritmo
utilizado para resolver un problema en una computadora.

Un problema bién condicionado es aquel en el que cualquier perturbacién
pequena de x € X ocasiona un pequeno cambio en f(x). En un problema mal
condicionado pequenas perturbaciones de z € X ocasiona grandes cambios en
los resultados f(z).
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Definicién B.1.3. (Nidmero de condicion absoluto) Sea dz una pequena pertur-
bacion del dato x € X, y denotemos por 6 f = f(x+dx)— f(x), la correspondiente
perturbacion en el resultado. El nimero de condicion absoluto del problema se

define por
5l
= sup

K
sz 107 x

en donde ||-||x v ||+ ||y representan normas vectoriales en los espacios normados
X y'Y respectivamente.

Definicién B.1.4. (Ndmero de condicion relativo) Cuando estamos interesados
en cambios relativos, necesitamos la nocion de condicion relativa. Por ejemplo,
en el caso simple en el que X =Y con norma vectorial || - ||, el nimero de
condicin relativo K = K (x) del problema se define por

18£1/118]] ) (||5f||/||f($)|)
K =sup ( =sup | ——————
sz \Sf@)II/[l]l sx \ llox|l/[|z|
Observacién: Si A € R" es una matriz simétrica no singular, ||Allz =
p(A) = Anax(A), v en la norma-2:

)\max(A)

K(A) = cond(A) = N (A)

donde Apax(A) es el méximo valor propio de A, y Amin(A) es el minimo valor
propio de A. Para un estudio méds profundo sobre el tema ver [46].
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Discrepancia

C.1 Distribucion Uniforme Modulo 1.

Las discrepancia es la diferencia de dos mediadas del mismo tipo. Empezare-
mos en esta seccion definiendo la discrepancia en el sentido de Lebesgue, y por
ultimo enunciaremos la discrepancia de Kullback Leibler ver [8]. Otra perpec-
tiva de discrepancia usada en problemas inversos es el principio de discrepancia
de morozov (para un estudio m4 profundo ver [48]) que no abordaremos en esta
seccién.

Definicién C.1.1. La sucesion P = {z,} n = 1,2, ... de nimeros reales se dice
que es de distribucién uniforme modulo 1 (se abrevia como d.u.mod 1),
st para cualquier par de numeros reales a,b tales que 0 < a < b <1 tenemos

=M ([a,b)) =b—a (C.1)

Donde A; es la medida de Lebesgue de dimensién uno (en general se dice que
es una medida de Lebesgue de dimensién d de un cierto conjunto B si; B C I¢
entonces \y(B). Parad = 1, d = 2, d = 3, es la longitud, drea y volumen
respectivamente ). La funcién

N
A([a,b),P) = ZX[a,b)(In)a

es llamada la funcion contadora, que utiliza a otra funcién, la funcion
caracteristica que se define como:

1 si Ty, € [a,b)
0 en otro caso

Xla,b) (zn) = {

145
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Notemos que tomando X[q)(2,) con [a,b) C I, la ecuacién (C.1) toma la
forma:
1 Y 1
am N;X[a,m (2n) =/0 X[a,b) (7)dz (C.2)

Esto es porque la integral de la funcion caracteristica es el tamano del inter-
valo donde esta definida; es decir,

1
/X[a7b)dx = b—a
0
= Al([a’b))

Nota: Por el momento trabajaremos en d = 1 posteriormente se vera la
generalizacién.

C.2 Discrepancia

Nociones de discrrepancia. La idea comun de discrepancia es la diferen-
cia entre dos valores medidos del mismo tipo. A continuacién se enuncia la
definicién.

Definicién C.2.1. Sea P = {x1,...,xn} una sucesion finita de nimeros reales.
El nimero

sup A([a, B); P)

:0§a<ﬁ§1 N 71“‘1([057ﬂ)) ) (03)

DN(:L'l, ceey IN)
le llamaremos discrepancia extrema de la sucesion P. Donde puy es la me-
dida de Lebesgue de dimension d = 1(en este caso su medida es (8 — «)).
Por convencidén a veces se utiliza Dy (P) donde P = {x1,...,xn} en lugar de
DN(xla ey xN)

Definicién C.2.2. Sea P = {x1,...,xn} una sucesion finita de nimeros reales.
FEl ndmero

sup A([0, @); P)

- 0<acx<l N —11([0, @) (C.4)

D}K\;(Il, ceey QL‘N)
le llamaremos discrepancia estrella de la sucesion P. Donde py es la medida
de Lebesgue de dimension d = 1 (en este caso su medida es (¢ —0) = o). A
veces se escribe Dy (P) en lugar de Dy (x1,...,ZN).

Definicién C.2.3. Sea P = {z1,...,xn} una sucesion finita en R?. Las dis-
crepancias Dy y D} para la dimension d, se definen como:

sup |A(J; P)

Dn(p) = P AL ) (©5)
pi(p) = ST ) (o)
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donde J representa a subintervalos de I de la forma Hle[ai,ﬁi) y J* repre-

senta a subintervalos de I de la forma H?ZI[O, a;). Donde piq denota la medida
de Lebesgue d-dimensional.

Teorema C.2.4. Las discrepancias estdn relacionadas por la desigualdad si-

guiente
Dy/(P) < Dy(P) < 2Dy (P) (C.7)

Definicién C.2.5. (Discrepancia de Kullback Leibler.)
Para distribuciones de probabilidad P, QQ de una variable aleatoria discreta
X (ver capitulo 2), la discrepancia de Kullback Leibler de Q dada P esta definida

como
P)

Qi)

Una propiedad de esta discrepancia es la positividad.

D1 (PlQ) =} P(i)log

ademds esta discrepancia no es simétrica, esto es Dxr(P|Q) # Dkr(Q|P) v
no cumple con la desigualdad del tridngulo. También tiene una propiedad muy
interesante, concretamente, si { P, ..., P,} es una sucesién de distribuciones de
probabilidad, la discrepancia de Kullback-Leibler cumple

n—oo

en este caso escribimos P, —P P.
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Apéndice D

Producto de Kronecker y
Matrices Circulantes.

Sea A € CK*L B ¢ CM*N matrices con entradas dadas por tales que

Alk, 1], k=0,1,...,. K — 1, l=0,1,....,.L—1,
y
B[m,n], m=0,1,....,M — 1, n=20,1,....,N — 1.
respectivamente.

Se define el producto matricial de Kronecker A®@ B € CEMXLEN como

Al0,0]B  A[0,1]B --- A[0,L-1]B
A[1,00B A[1,1]B --- A[l,L-1]B

A®B= : : : (D.1)
A[O,'O]B A[O,.l]B A[07L.—1]B

De modo que cada bloque de A ® B es un multiplo escalar de B, y los
elementos de A funcionan como factores escalares, como se ve en el siguiente
ejemplo

Ejemplo D.0.6.

BETEIE IS B |
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102030
(1 2 3 1 0] |010 20 3
256]@){01_405060’
) |0 405 0 6|
(12300 0]
10 1 23] |45 6000
_01}@){256__000123’
(00045 6|

los tltimos dos ejemplos nos muestran que A ® B # B ® A, ademds todos
estos ejemplos nos ilustran la propiedad de exponentes matriciales vistos en la
seccién de Transformada Réapida de Fourier. Tal propiedad podemos reescribirla

de la siguiente forma
AP =, A, (D.2)

de forma anéloga se pueden definir las siguientes propiedades (equivalentes a las
propiedades de exponentes matriciales) del producto de Kronecker.

Io®@Ip®A) = Ipg®A, (D.3)
Ip®(AB) = (Ip®A)(Ip®B) si AB esta definido, (D.4)
Ip® (@A) = a(lp®A) cuando « escalar, (D.5)
(Ipo AT = IpoAT, (D.6)

Es bastante facil verificar estas propiedades, al igual que las siguientes a partir
de la definicién C.8

A(B®C) = (A®B)® (D.7)
(A+B)eC = (AC)+ (B®C’) A+ B definida, (D.8)
C®(A+B) = (C®A)+(C®B) A+ B definida, (D.9)
(tA)®B = a(A®B)=A® (aB), (D.10)

(A B)(C® D) = (AC)® (BD) AC,BD definidas, (D.11)
(Ao B)T = AT @ BT, (D.12)
(AeB)™' = A'@B™' A' B! definidas, (D.13)
Ip®1lg = Ipg cuando P,Q=1,2,.. (D.14)
Spo(A®B) = (B®A)Spo, (D.15)
(D.16)

donde Sp g es llamada matriz de conmutacién que tiene propiedades intere-
santes. Usando esta matriz de conmutacién podemos reescribir la relacién (1.22)
de una forma alternativa

Fomr = QamSm2(Fur ® Iz).

Esta relacion es una factorizacién de Transformada Réapida de Fourier (FFT,
por sus siglas en ingles).
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Matrices Circulantes.

Una matriz circulante es un tipo especial de matriz de Toeplitz ver [24] en el
que cada vector fila se hace girar un elemento a la derecha con respecto al vec-
tor fila anterior. En anélisis numérico las matrices circulantes son importantes
porque son diagonalizadas por una transformada discreta de Fourier, y por lo
tanto, las ecuaciones lineales que los contienen pueden resolverse rapidamente
mediante una transformacién rapida de Fourier. Puede ser interpretado analiticamente
como el niicleo esencial de un operador de convolucién en el grupo ciclico Z/nZ.

Definiciéon D.0.7.

Dados n € Z, y un vector ¢ = (cy, ..., ¢,), la matriz C' de tamafio n x n esta
definida como

Co Cn—1 Cpn—2 ... C1
C1 Co Cn—1 C2
C = circe(e) =
Cn—2 C1 Co Cp-—1
Cn—1 Co C1 Co

es llamada matriz circulante de orden n.

El conjunto de matrices circulantes n- dimensionales pueden interpretarse
como el espacio de funciones en el grupo ciclico* Por ejemplo, si G = (G, G1, Go, G3, G4, G5)
es un grupo, entonces gg = ¢go, y G es ciclico. De hecho, G es esencialmente
el mismo (es decir, isomorfo a) el conjunto (0,1,2,3,4,5) con mdédulo 6. Por
ejemplo, 1 4+ 2 = 3 (mod 6) corresponde a G1G2 = G3, y 2+ 5 =1 (mod 6)
corresponde a ¢g192 = g3 g7g1 = 1, y asi sucesivamente . Uno puede utilizar el
isomorfismo (gi) =4 ) de orden n, Z/nZ, o equivalente, el anillo de grupo ver
[25].

Los vectores propios de una matriz circulante de un tamano determinado
son las columnas de la matriz de Fourier del mismo tamano

C =W, tdiag(W,,c)W,,

donde ¢ es la primer columna de la matriz C, W,, = e~27**3/"  Asi los valores

propios de C estan dados por el producto W,,c que se puede calcular con una
transformada rdpida de Fourier (FFT).

4Un grupo G se llama ciclico si existe un elemento g en G tal que G =< g >= (g n|n es
un entero. Puesto que cualquier grupo generado por un elemento en un grupo es un subgrupo
de ese grupo, demostrando que el subgrupo de un grupo G que contiene G en si mismo, es
suficiente para demostrar que G es ciclico ver [25].
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Solucién de ecuaciones lineales con matrices circulantes.

Dado un sistema de ecuaciones en forma matricial
Cx=0»

déonde C' es una matriz circulante de tamano n podemos escribir el sistema de
ecuaciones como la convolucién discreta

ckxx=b,

doénde c es la primera columna de la matriz C. Usando el teorema de convolucion
(teorema 1.07) y usando la transformada discreta de Fourier (definicién 1.11)
tenemos

Fulexx) = Fp(e)Fn(x) = Fu(b),

= ]—";1 {(EQ%)ZEJ

Este algoritmo es mas rapido que la eliminacién de Gauss estandar, sobre
todo cuando se utiliza un algoritmo réapido de Fourier.

de modo que

Definicion D.0.8.

Sean Aq, ..., A, matrices cuadradas, cada una de orden n. Por bloque cir-
culante de tipo (m,n) y orden mn entendemos la matriz de tamano mn x mn
dada por

A Ay Az ... A,

An A Ay o A
circ(Ay, ... Ap) =

A2 A3 A4 C1

Es decir, son matrices circulantes donde cada elemento es una matriz. Para
un estudio més profundo de estas matrices ver [17] y [18].
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