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RESUMEN

En esta tesis se propone un modelo para el numero de coordinacién del
fluido de pozo cuadrado, el cual es incorporado a la funcidén de particién de
van der Waals generalizada para desarrollar una ecuacién de estado para
fluidos simples. El1 modelo propuesto esta basado en un desarrollo en
perturbaciones de 1la funcién de distribucién radial. Los resultados
obtenidos son comparados con los valores predichos por los modelos para el
nimero de coordinacién hasta ahora disponibles, asi como con resultados de

simulacién por computadora.
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INTRODUCCION

En los ultimos afios, la termodinamica en ingenieria quimica ha sufrido
una transiclién, ya que después de ser considerada por mucho tiempo como una
disciplina empirica, experimental, ahora se estd convirtiendo en una

disciplina en la cual las ideas moleculares juegan un papel muy importante.

Como es sabido, las ecuaciones de estado semliempiricas contintan siendo
Utiles para la mayoria de las aplicaciones tradicionales en ingenieria
quimica, es decir, procesos donde intervienen fluidos de moléculas
relativamente simples, tales como los constituyentes del gas natural o
mezclas de hidrocarburos de bajo peso molecular. Sin embargo, estas
ecuaciones no son del todo satisfactorias cuando se utilizan para resolver
problemas relacionados con procesos que involucran fluidos complejos, tal
como ocurre en nuevas tecnologias como la extraccién supercritica o el

procesamiento y disefio de nuevos materiales poliméricos y ceramicos.

Por consiguiente, para resolver muchos de los problemas mas desafiantes
para el 1ingeniero quimico, del presente y del futuro, sera necesario
abordarlos a través de modelos termodindmicos derivados de un enfoque
molecular, utilizando a la mecanica estadistica en combinacién, hasta donde
sea posible, con informacién experimental y de simulacién por computadora.
Esto nos permitira obtener ecuaciones de estado cada vez mas satisfactorias,
debido a que se tendrd una mejor comprensién de la relacién existente entre
las propiedades macroscépicas y la estructura molecular de los fluidos. La
conexién entre 1la termodindmica de un sistema y sus propiedades

microscépicas la establece la mecanica estadistica.




El estudio de los fluidos a partir de la mecdnica estadistica, se
fundamenta en la suposicién de un modelo de potencial que describa la
interacciéon entre las moléculas que constituyen al fluido. En este traba jo,
supondremos que la energia de interaccién para un grﬁpo de moléculas en
cualquier configuracién particular, puede ser calculada como la suma de las
energias de interaccién entre todos 1los pares de moléculas posibles

(suposicién de aditividad por pares).

Existen diversos modeios que describen la interaccién entre dos moléculas
de un fluido simple. Un modelo de potencial muy utilizado es el potencial de
pozo cuadrado. A pesar de ser éste un modelo bastante simplificado, contiene
las caracteristicas esenciales de una interaccién real. Contiene una regién
repulsiva, una regién atractiva y desaparece a separaciones suficientemente

grandes.

Las propiedades termodinamicas y del equilibrio entre fases dependen
fuertemente de la estructura microscépica de un fluido en la vecindad
inmediata de una molécula. Para moléculas cuya interaccién pueda ser
representada adecuadamente por un potencial de pozo cuadrado, la estructura
microscépica puede ser expresada concisamente por el numero de coordinacién,
es decir, el namero promedio de moléculas vecinas presentes en el pozo
cuadrado de una molécula. Todas las propiedades termodinamicas pueden ser

obtenidas una vez que el numero de coordinacién es conocido.

Este trabajo se presenta bajo la siguiente estructura: en el capitulo 1
se hace mencién de los modelos termodinamicos utilizados en ingenieria
quimica. En el capitulo 2 se revisan las generalidades de la mecanica
estadistica, antes de abordar el estudio de la termodinamica estadistica de

los fluidos, en el capitulo 3.




En el capitulo 4 se describen los modelos disponibles para el calculo del
namero de coordinacién del fluido de pozo cuadrade. Por su parte, el
capitulo 5 estid dedicado a la obtencién del modelo para el nuUmero de
coordinacién y a la derivacién de la ecuacién de estado. Finalmente, en el
capitulo 6 se presentan los resultados obtenidos por el modelo propuesto
para el factor de compresibilidad, las propiedades criticas, el equilibrio
liquido-vapor y los coeficientes viriales del fluido de pozo cuadrado de
alcance R = 1.5. Al mismo tiempo, se hace un andlisis de dichos resultados

para poder dar paso a las conclusiones.




CAPITULO 1

MODELOS TERMODINAMICOS UTILIZADOS EN INGENIERIA QUIMICA

Desde sus iniclios, la ingenieria quimica ha incluido a la termodinamica
clasica como una de sus principales ramas de estudio. Un aspecto de singular
importancia en el disefio de procesos quimicos, es el calculo de las
propledades termodindmicas de sistemas en equilibrio, de ahi la necesidad de
contar con modelos termodindmicos que nos permitan obtener una buena
prediccién del equilibrio entre fases. Especialmente en aquellos procesos
que involucran etapas de separacién de fases tales como la destilacién, la
extraccién, etc. La termodinamica clasica nos dice cémo realizar los
cadlculos de equilibrio, una vez conoclidas las propiedades necesarias, pero
no nos dice nada acerca de cémo predecir los datos requeridos para el disefio
u operaciéon de procesos quimicos. En principlo, la mecanica estadistica
deberia proveer las bases para tales cdlculos termodinamicos. En realidad,
debido a las incertidumbres en las fuerzas intermoleculares y a la
dificultad de los calculos, la mecanica estadistica no es usada directamente

en los cédlculos de ingenieria de procesos.

Generalmente, los cdalculos termodinamicos en ingenieria quimica son
realizados utilizando modelos simples de termodinamica aplicada. Estos
modelos pueden ser completamente empiricos o semiteéricos. En ambos casos,
las ecuaclones de estado resultantes contienen parametros que son ajustados

a datos experimentales.




1.1. MODELOS EMPIRICOS

Entre la gran cantidad de ecuaciones de estado empiricas
multiparamétricas que han sido propuestas, sobresalen las ecuaciones de
Beattie-Bridgeman (1927) y de Bennedict-Webb-Rubin (1940), debido a su
amplia aceptacién en célculos ingenieriles. Es importante sefialar que estas
ecuaciones no tienen ningin fundamento fisico. Si bien es clerto que fueron
inspiradas en la ecuacién virial, no se derivan de ella. La ecuacién virial
por su parte, si tiene una sé6lida fundamentacién en la mecanica estadistica
(Reed y Gubbins, 1973).

Ecuacién de Beattie-Bridgeman (BB)

La ecuacién de Beattie-Bridgeman escrita en términos de la densidad molar

p, presenta la siguiente forma:

_ - - 2 2 _ _ 2 3
P=RT p + [ BORT A,~ cR /T ] P+ [ aAO bBoRT cBoR /T ] p

4

+ [ bB_cR / T2 ] p (1)

donde R es la constante universal de los gases y T la temperatura absoluta.

Las cinco constantes de esta ecuacién (Ao, Bo, a, b y ¢) son determinadas
a partir de datos experimentales de presién, volumen y temperatura (PVT) de
la regién gaseosa. En consecuencia, la ecuacién de BB sbélo es adecuada para

describir el comportamiento termodindmico de la fase gaseosa.




Ecuacioén de Benedict-Webb-Rubin (BWR)

La ecuacién de Benedict-Webb-Rubin
P=RTp+[BORT-AO—CO/TZ]p2+[bRT-a]p3+aap6
+ [ c p3 / T° ] [ 1+ p2 ] exp[ -7 p2 ] (2)

fue la primera ecuacién de estado de tipo virlal capaz de representar las
propledades PVT hasta la regién de alta densidad, y el equilibrio
liquido-vapor de mezclas de importancia industrial. Originalmente, las ocho
constantes de la ecuacién de BWR fueron determinadas para hidrocarburos

ligeros, a partir de datos PVT y de presién de vapor para la fase gaseosa.

Una ecuacién de estado BWR extendida generalizada fue desarrollada por Cox
et al.(1971) y por Starling y Han (1972), quienes adicionaron tres
constantes a la ecuaclién original para tratar de mejorar las predicciones a

bajas temperaturas.

= S 2 3 _ 4 2
P =RT p + BORT AO C0 /7 T + D0 /T Eo /T ] P

+ bRT-a—d/T]p3 +a[a+d/T]p6

+ f cpds T ] [ 1+ 7 p2 ] exp[ -7 p° ] (3)

donde 1los parametros Ao, Bo, Co, Do, Eo, a, b, ¢, d, & y ¥ estan
generalizados en términos de la temperatura critica Tc. la presién critica

Pc y el factor acéntrico w de los fluidos.




Las ecuaciones de estado multiparamétricas son uUtiles si se dispone de
suficientes datos para determinar el gran nuimero de pardmetros que
contienen. Sin embargo, la extensién a mezclas no puede realizarse de forma
sistematica, debido esencialmente a que deben ser aplicadas reglas de
mezclado arbitrarias a un nimero relativamente grande de constantes
involucradas en estas ecuaciones. Ademds, el uso de este tipo de ecuaciones
estd restringido exclusivamente al intervalo de presiones y temperaturas
para el cual fueron ajustados sus parametros. Son poco confiables, incluso,

para regiones que estin ligeramente fuera del intervalo de ajuste.

1.2. MODELOS SEMITEORICOS

Las ecuaciones de estado semitedéricas estdan basadas en modelos
moleculares simplificados. Los parametros de tales ecuaciones usualmente

tienen algun significado fisico.

Ecuvacién de van der Waals (vdW)

La primera ecuacién de estado con fundamentos tedéricos fue propuesta por

van der Waals en 1873. Esta ecuaclidén puede ser expresada como

RT
P = - (4)

[

donde a y b son constantes caracteristicas de cada substancia, mientras que

V representa al volumen molar del fluido.

La ecuacién de van der Waals surgié en un esfuerzo por corregir las dos
suposiciones erréneas de la ecuacién de estado del gas 1ideal; el tamafio

infinitesimal de las moléculas y la ausencia de fuerzas intermoleculares.




El pardmetro b toma en cuenta el tamafio finito de las moléculas del gas.
Su valor depende del tamafio y la naturaleza de las moléculas. La inclusién
de este parametro tiende a aumentar la presién ejercida por el gas respecto
a la que ejerceria un gas ideal a las mismas condiciones de temperatura y
volumen. Por otra parte, el término a / yz es una correccién que fue
incluida para considerar las fuerzas de atraccién que existen entre las
moléculas. Estas fuerzas tienden a reducir la presién ejercida por el gas

respecto al gas ideal.

Las ecuaciones de estado tipo van der Waals usadas en la actualidad, se
asemejan a su comin antecesora en ‘que todas ellas contienen un término
atractivo y un término repulsivo. Entre este tipo de ecuaciones, las cubicas
han probado ser muy uGtiles, debido a su simplicidad y a que requieren de

tiempos de computo reducidos.

Aunque las ecuaciones cuibicas no pueden representar simultaneamente todas
las funciones termodinimicas con la exactitud deseada, su simplicidad y su
uso practico en los cdlculos de equilibrio entre fases continta estimulando

la bisqueda de refinamientos adicionales.

Ecuacién de Redlich-Kwong (RK)

Redlich y Kwong (1949) propusieron la primera ecuaclén de estado cubica

que fue ampliamente aceptada como una herramienta util para algunos calculos

rutinarios en ingenieria, como la determinacién de fugacidades.

RT a
P = - (5)

Las constantes a y b, al igual que en la ecuacién de vdW, son

caracteristicas de cada fluido.




La ecuacién de Redlich-Kwong, una modificacién empirica de la ecuacién de
van der Waals, fue muy utilizada debido a su sencillez y a la buena
representacién que se obtenia para una gran variedad de substancias, cuando
se aplicaba dentro de los limites de interés practico. Hasta 1970, esta
ecuacién era considerada como la mejor de las ecuaciones de estado de dos
parametros, al predecir con razonable aproximacién las propiedades
volumétricas y térmicas de componentes puros y de algunas mezclas
multicomponentes, en un amplio intervalo de presién y temperatura. Sin
embargo, la aplicacién de la ecuaciéon de RK a calculos de equilibrio
liquido-vapor para sistemas multicomponentes complejos - proporcionaba

resultados muy pobres.

Ecuacién de Soave

En 1972, con la finalidad de obtener mayor exactitud en la prediccién de

propiedades termodinamicas, Soave propone una modificacién a la ecuacién de

Redlich-Kwong sugiriendo que el parametro "a" deberia ser una funcién de la
temperatura, el cual reemplazaria a la cantidad a / Tllz. Con esta

modificacién, la ecuacién de RK adquiere la siguiente forma

RT a(T)
P = - (6)
V-b V (V +b)

Soave propuso la siguiente relacién entre el parametro "a" y la temperatura

2
a(T) = a_ [ 1+ (0.48 + 1.574 w - 0.176 w°) (1-Tr"?) ] (7)

donde ac es una constante caracteristica de cada fluido, w es el factor
acéntrico de Pitzer que refleja la complejidad geométrica y la polaridad de

la substancia, y Tr = T/Tc es la temperatura redﬁcida.




La ecuacién de Soave predice en forma adecuada las propiedades
termodinamicas y del equilibrio entre fases de mezclas cuyos componentes son
substancias no polares. Aunque en la actualidad ninguna“ ecuacién de estado
de dos pardmetros efectia predicciones exactas en el cdlculo de propiedades
termodinamicas, la necesidad de mayor exactitud en 1los calculos del
comportamiento volumétrico de las fases coexistentes, ha impulsado a me jorar
las ecuaciones existentes. Entre las modificaciones mas importantes se puede

mencionar la de Peng y Robinson (1976).

Ecuacién de Peng-Robinson (PR)
La ecuacién de estado de Peng-Robinson tiene la siguiente forma

RT . a(T)
P = - (8)
V-b VV+b) +b(V-Db)

Para expresar la dependencia del parametro "a" con la temperatura, Peng y
Robinson propusieron una ecuacién muy semejante a 1la sugerida por Soave

(ec.7)

2
a(T) = a_ [ 1 + (0.37464 + 1.54226 w - 0.26992 w?)(1-Tr"?) ] (9)

La diferencia entre las ecs.(7) y (9) se debe a que Peng y Robinson
utilizaron un intervalo de temperaturas mas amplio, desde el punto normal de
ebullicién hasta el punto critico, que el utilizado por Soave para

correlacionar los datos de presién de vapor con la ecuacién de estado.

10




En vista del éxito practico de los simples modelos tipo van der Waals,
parece atractivo construir ecuaciones de estado semitedéricas sobre las bases
de expresiones mas justificadas teéricamente, para las contribuciones de las
repulsiones y atracciones moleculares a las propiedades termodindmicas de

los fluidos. Este ha sido el objeto de estudlo de la teoria generalizada de
van der Waals (Vera y Prausnitz, 1972; Sandler, 1985).

Finalmente, la extensién de la teoria de van der Waals para sistemas de

moléculas complejas estd basada en la Teoria de Perturbaciones de Cadenas

Duras (Beret y Prausnitz, 1975), la cual revisaremos mas adelante.

11




CAPITULO 2

GENERALIDADES DE LA MECANICA ESTADISTICA

Debido a que los modelos termodindmicos basados en la teoria molecular
tienen sus fundamentos en la mecénica estadistica, es necesario menclonar

algunos conceptos generales de esta disciplina.

El obJjeto de 1la mecidnica estadistica es interpretar o predecir el
comportamiento macroscépico de un sistema termodinamico a partir del
comportamiento microscépico de sus componentes. En otras palabras, 1la
mecanica estadistica intenta vincular las propiedades macroscépicas del
sistema, expresadas en términos de conceptos termodindmicos como
temperatura, presién, entropia, etc., con las propiedades microscépicas de
los elementos constituyentes, expresadas en términos esencialmente mecanicos

como posicién, masa, fuerza, etc.

2.1. FUNCION DE PARTICION DE VAN DER WAALS GENERALIZADA

La funcién de particién contiene la informacién microscépica del sistema
y describe, en forma estadistica, como se distribuyen las moléculas en los
estados accesibles del sistema segin un potencial intermolecular dado. Si se

conoce esta funcién es posible calcular las propiedades termodinamicas del

sistema.

Para un sistema en equilibrio en el cual la temperatura T, el volumen V y
el nimero de particulas N son las variables independientes, la funcién de

particién canénica viene dada como:

12




e-EJ(N,V)/kT (10)

Q(N,V,T) =Z

estados

J

donde k es la constante de Boltzmann y Ej es la energia total del sistema en

el j-ésimo estado cuantico.

Hasta el momento,l identificar cada uno de los estados cuanticos de un
sistema es una tarea pricticamente imposible, excepto para casos especiales

como el de gas ideal.

Para el caso de moléculas relativamente simples (excluyendo hidrocarburos
de cadena larga y polimeros), la energia total del sistema puede ser
cuantificada como la suma de las energias traslacional Et, rotacional Er,
vibracional Ev, electrénica Ee y de interaccién Ei del sistema, suponiendo

que cada clase de energia es independiente de las demas.

Q(N,V,T) z e-(Et+Er+Ev+Ee+Ei)/kT

[ z e-Et/kT ][ z e-Er/kT ][ Z e—Ev/kT ][ z e-ée/kT ][ Z e—Ei/kT ]

(11)

Es importante sefialar que cada una de las contribuciones a la energia total
del sistema, representa la suma de las energias de 1las moléculas

individuales, excepto para el caso de la energia de interaccién.
La funcién de particién canénica de van der Waals generalizada, para un

fluido puro de N moléculas idénticas, puede expresarse como (Vera vy
Prausnitz, 1972):

13




1 (v \" 2k -9\" "
o wv.n = 4 () (=) (o =F) (... @2

donde A = h/(Zuka)lla

masa de las moléculas, h la constante de Planck y T la temperatura absoluta

es la longitud de onda térmica de de Broglie, m la

del sistema. Por otro lado, Vr es el volumen libre del sistema y representa
al volumen acceslble a las moléculas (Vf < V), mientras que ¢ es la energia

potencial promedio del sistema.

El producto CIDNAZ 0N representa la contribucién traslacional de un
gas ideal a la funcién de particién. Los factores entre corchetes segundo y
tercero de la ecuacién (12) se deben a las fuerzas de repulsion y de
atraccién entre las moléculas, respectivamente. Por su parte, qr'v, toma en
cuenta las contribuciones a la funcién de particién de una particula,
debidas a los grados de libertad rotacional, vibracional y electrénica una
molécula. Para muchos casos en ingenieria, la contribucién electrénica es
unitaria.

Una vez conocida la funcién de particién canénica Q, puede ser utilizada
para obtener la ecuacién de estado y otras propiedades termodinamicas del
sistema tales como la energia libre de Helmholtz A y la energia interna del

sistema E, a partir de las siguientes relaciones :

_ d In Q
P = kT (-7;17_.) (13)
T, N
A=-kT InQ (14)

14




(15)

E - [ 4 1In Q

kT 6T V,N

Como se menciondé antes, & representa a la energia potencial promedio
asociada con una molécula debido a la presencia de otras moléculas alrededor
de ésta. Por otra parte, esta cantidad esta relacionada a la estructura del

fluido por la expresién

p=- 2KkT I _E 41 (16)

A su vez, la energia configuracional EFONF, viene dada por la relacién

2
N - 2o Iu(r) g(r,v,T) dr (17)

donde u(r) es la energia potencial intermolecular entre dos moléculas

separadas a una distancia r y g(r,T,V) es la funcién de distribucién radial.
En la ecuacién (17), como en expresiones subsecuentes, dr representa al
elemento diferencial de volumen en el que se encuentra una segunda particula

separada a una distancia r de la primera. R

Como se podra observar la forma final de la funcién de particién Q

dependera entonces del tipo de potencial intermolecular u(r) considerado.

15




2.2. FUNCION DE DISTRIBUCION RADIAL

La funcién de distribucién radial g(r;p,T), abreviada como g(r), que es
una funcién de p y T, se define como el cociente entre la densidad local de
particulas p(r) a una distancia r de una molécula central y la densidad

numérica global (densidad global de particulas) p = N/V,

p(r)
P

g(r) = (18)

En otras palabras, la funcién de distribucién radial nos dice cual es 1la
probabilidad de encontrar una molécula a una distancia r alrededor de una

molécula central, dado un modelo de potencial intermolecular.

La funcién de distribucién radial reviste de una importancia especial,
dado que esta intimamente ligada a la estructura del fluido y a que juega un
papel destacado en el estudio de las propiedades termodindmicas de los
sistemas. Por otro lado, esta funcién se puede medir experimentalmente por

dispersién de rayos X o de neutrones (Chen, 1972).

La forma general de g(r) para un fluldo monoatémico denso se ilustra en
la figura 1. Como se puede observér, para valores pequefios de r (aquellos
valores menores que el valor de r en el cual el potencial intermolecular es
cero) g(r) resulta practicamente nula debido a 1las enormes energias
necesarias para vencer las fuerzas de repulsién que se generan al superponer
las particulas. A una distancia casi igual a ro(coincidente con el minimo
del potencial intermolecular) existe un pronunciado primer maximo de g(r)
que 1indica 1la presencia de una capa esférica poblada con vecinos mas
préoximos con densidad numérica mayor que la correspondiente al valor medio.
Para valores mayores de r las oscilaciones alrededor de la unidad (m&ximos y
minimos) representan nuevas capas donde se ubican, respectivamente, mas o
menos particulas que las que corresponden al valor medio. Estas oscilaciones
decrecen en amplitud con r creclente, hasta que a la larga g(r) se aproxima

a la unidad (r > 3ro para temperaturas cercanas al punto triple).

16
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Fig. 1. Forma genérica de la funcion de distribucion g(r)
para un fluido denso.

Es importante sefialar que la funcidén de distribucliéon radial no se puede
evaluar directamente; s6lo para algunos casos ha sido posible obtener
aproximaciones para esta funcién. Por ejemplo, en el limite de baja densidad

g(r) = exp(-Bu).

2.3. POTENCIAL DE POZO CUADRADO

La naturaleza del fluido modelo de pozo cuadrado es de gran interés en el
desarrollo de ecuacliones de estado. Aunque un modelo de potencial muy
simplificado, el potencial de pozo cuadrado contiene las caracteristicas
esenciales de una interaccién real; tiene una regién repulsiva (r < ¢), una
regién atractiva (o = r = Ro) y desaparece a separaciones mayores (r > Reo).
Por otra parte, existe una gran cantidad de resultados de simulacién por

computadora y de teoria de perturbacliones para este modelo.
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El potencial de pozo cuadrado para un fluido puro estd dado por (figura 2)

[ ] r ¢
u(r) =4 -¢ para c<r<Re (19)
0 Res=sr

donde € es la profundidad del pozo, ¢ es el didmetro molecular y R es un

pardametro que caracteriza la amplitud del pozo.

u(®)

z//o RO

-5 4

Fig. 2. Potencial de pozo cuadrado.

Bajo 1la suposicién de aditividad por pares, la energia interna

configuracional de un fluido puede expresarse en términos de g(r) como

2
- N Ju(r) g(r,v,T) dr (20)

En particular, para un fluido de pozo cuadrado, la energia interna

configuracional viene dada como

RO

2
CONF _ _ 4n-gvs- J g(r,v,T) r? dr (21)
c
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2.4. NUMERO DE COORDINACION

Definiendo el numero de coordinacién Nc como el nimero promedio de
particulas alrededor del espacio de interaccién de una melécula, tenemos que

para un fluido de pozo cuadrado de alcance Reo,

RO
N_(V,T) = 4nmp I g(r,V,T) r2 dr (22)
[+

entonces, al sustituir la ec.(22) en la ec.(21), obtenemos

CONF £ NN (23)
2 c

y finalmente, sustituyendo la ec. (23) en la ec.(16), se llega a una

relacién entre la energia potencial promedio y el nimero de coordinacién

T
=T I
[+ ]

N
; dT (24)
T .

Por lo tanto, una vez seleccionado el potencial u(r) de un fluido
especifico, el problema de calcular la funcién de particién generalizada de
van der Waals a partir de un modelo molecular se reduce a la evaluacién del
volumen libre Vfl ademas de proporcionar la funcionalidad con la temperatura

y la densidad para el numero de coordinacién Nc.
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CAPITULO 3

TERMODINAMICA ESTADISTICA DE LOS FLUIDOS

Existen tres vias teéricas por medio de las cuales la termodinamica
estadistica es capaz de estudiar a los fluldos densos: a) los métodos de
simulacién por computadora ("experimentos" de computadora), b) la teoria de

perturbaciones y ¢) la teoria de las ecuacliones integrales.

3.1. METODOS DE SIMULACION POR COMPUTADORA

En los métodos de simulacién molecular (Allen y Tildesley, 1987), se
parte de un modelo de potencial intermolecular que permita el cdlculo de las
fuerzas entre las particulas para calcular la estructura del fluildo y sus
propledades macroscépicas a partir de promedios de las cantidades
microscépicas. Dos métodos son comunmente usados, las técnicas de Monte
Carlo (MC) y de Dinadmica Molecular (DM). »

El método de Monte Carlo hace uso de un generador de numeros aleatorios
para “mover" las moléculas en una forma totalmente azarosa. La mecanica
estadistica nos dice que, en el conjunto canénico, la probabilidad de
encontrar un arreglo particular de moléculas, a temperatura y densidad
fijas, es proporcional a exp(-U/kT), donde U es la energia potencial total
del conjunto de moléculas, k es la constante de Boltzmann, y T es la
temperatura absoluta. En el método MC, los movimientos aleatorios son
aceptados o rechazados de acuerdo a una prueba que asegure que los arreglos
moleculares generados aparezcan con las probabilidades dadas por esta ley.
Después de generar una larga serie de tales arreglos o configuraciones,
éstos pueden ser promediados para obtener las propiedades de equilibrio del
sistema de moléculas.
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En el método de Dindmica Molecular, a 1las moléculas se les permite
moverse en forma natural bajo la influencia de sus propilas fuerzas
intermoleculares. Las posiciones y velocidades de cada molécula son seguldas
en el tiempo resolviendo las ecuaciones de movimiento de Newton usando
métodos numéricos convencionales. Las propledades macroscépicas son
calculadas promediando sobre el tiempo las funciones apropiadas de las

posiciones y de las velocidades moleculares.

3.2. TEORIA DE PERTURBACIONES

Las simulaciones por computadora suponen un intento de calcular las
propiedades de un fluido a partir de principios basicos. La segunda linea
fundamental en el desarrollo de una teoria de los fluidos parte de un
planteamiento diferente. En primer lugar, se elabora un modelo matematico
preliminar, capaz de proporclionar una descripcién razonable del sistema, vy,
a continuacién, se introduce en dicho modelo toda una serie de refinamientos
sucesivos. Este tipo de procesos se conoce con el nombre de métodos de

perturbaciones.

La teoria de perturbaciones es un método de la Fisica que ha mostrado ser
extremadamente Gtil, tanto por su simplicidad conceptual como por los buenos
resultados obtenidos en la descripcién de sistemas reales. Para la Fisica
Estadistica de fluldos, este método se basa en las ideas de van der Waals,
esto es, en desdoblar el potencial intermolecular en una contribucién
repulsiva y en una atractiva. Una teoria de perturbaciones, en general, es
un procedimiento matematico mediante el cual es posible obtener una solucién
aproximada de un sistema, refiriendo sus propiedades a otro sistema similar

cuya solucién se conoce.

Las teorias de perturbaciones desarrolladas por Barker y Henderson (1967)
y algunos otros (Andersen et al., 1972), que predicen correctamente 1los
datos de simulacién por computadora, describen adecuadamente las propiedades

de moléculas simples (esto es, argén, metano, etc.). Sin embargo, estas
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teorias no son del todo validas para moléculas mas grandes (p. ej., benceno
y polietileno) debido a que no toman en cuenta el efecto de la densidad
sobre las rotaciones y vibraciones de las moléculas. Unicamente para
moléculas simples las vibraciones y las rotaciones moleculares son

independientes de la densidad.

3.3. TEORIA DE ECUACIONES INTEGRALES

Si suponemos que la energia potencial es la simple suma de los
potenciales entre pares de moléculas, todas las propiedades termodinémicas
puden ser calculadas de la funcién de distribucién radial g(r;p,T) Jjunto con
la funcién de energia potencial. Para tales calculos g debe ser conocida

como una funcién de r, Ty p (y composicién para mezclas).

El objeto de la teoria de las ecuaciones integrales puede ser resumido
como sigue: dado el potencilal intermolecular como una funcién entre 1la
separacién r de las moléculas, predecir la funcién de distribucién radial
como una funcién de r, T y la densidad. Debido a que ya existe un
tratamiento exacto disponible para fluidos a baja densidad (la serle
virial), la principal utilidad de esta teoria radica en poder predecir

resultados a alta densidad. R

Dada la dificultad que existe para resolver las ecuaciones derivadas de
la teoria de las ecuacliones integrales, a menudo se acostumbra hacer algunas
aproximaciones (matematicas mads que fisicas) para poder resolverlas. Dichas
aproximaciones generan teorias aproximadas tales como: la teoria de
hipercadena (HNC), 1la teoria de Percus-Yevick (PY) y la aproximacién
esférica media (MSA) (Reed y Gubbins, 1973).
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Aproximaciones HNC y PY

Las teorias de hipercadena (HNC) y de Percus-Yevick (PY) hacen uso de dos
funciones de correlacién, las cuales estan relacionadas.a g(r). La funcién

de correlacién total h(r), es la primera de ellas , y estd definida por

h(r12) = g(rlz) -1 (25)

La funcién de correlacién total, al igual que g(r), mide el efecto total
de una molécula 1 sobre una molécula 2 a una separacién r, Esta funcién
tiene la propiedad de tender a cero cuando r — w, lo que significa que no
existe correlacién en este limite. Por otra parte, la desviacién de h(r) de
cero proporciona una medida del efecto total de la molécula 1 sobre la

molécula 2.

La otra funcién es conocida como la funcién de correlacién directa,
C(r1z)' introducida por primera vez por Ornstein y Zernike. La correlacién
total entre las moléculas 1 y 2 puede ser separada en dos contribuciones: 1)
un efecto directo de 1 sobre 2 el cual es de corto alcance y esta
caracterizado por c(r) y 2) un efecto indirecto, en el cual la molécula 1
influye sobre alguna otra molécula 3, la que a su vez afecta a la molécula
2. Este efecto indirecto es la suma de todas las contribuciones de otras

moléculas, promediadas sobre el volumen del sistema.

La funcién de correlacién directa estad definida por la relacién de
Ornstein-Zernike (0-2)

h(r)) = olr) + p j o(r,)) h(r_) dr_ (26)

Para un gas diluido (regién del segundo virial) todos los efectos

indirectos se reducen a cero, y h(r) = c(r) = exp(-wkT) - 1.
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Esta definicién no permite hacer una interpretacién fisica sencilla de
c(r) a partir de simples conceptos de probabilidad. Si bien es claro que
c(r) = 0 cuando r — ® , el comportamiento para valores pequefios de r no

es tan obvio.

Las teorias HNC y PY estan basadas en expresiones aproximadas para c(r)

en términos de g(r). Estas aproximaciones son

HNC : c(r) = g(r) -1 - 1n g(r) - u(r)/kT (27)
PY : c(r) = g(r) [ 1 - exp(wKkT) ] (28)

Al sustituir las ecs.(27) y (28) en la ec.(26), son obtenidas las

ecuaciones integrales HNC y PY.

HNC : 1n 8(r12) + u(rlz)/kT =p J [ g(r23) -1 ] *

* [ g(r13) - 1n 8(r13) -1 - u(r13)/kT ] d£3

(29)
PY : g(rlz) exp[ u(rlz)/kT ] =1+p J ( g(r23) -1 ] 8(r13) *

» [ 1 - exp[ u(r . )/kT ] ] dr, (30)

Aun cuando la aproximacién PY se obtiene a partir de la aproximacién HNC,
ofrece la ventaja de poseer, en el caso de un fluido de esferas duras, una
solucién analitica. Es, ademds, una mejor aproximacién para potenciales de
corto alcance (tipo Lennard-Jones). La aproximacién HNC da mejores
resultados para potenciales de largo alcance (de tipo coulombiano, por

e jemplo).
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En este trabajo, es utilizada la aproximacién MSA para estimar la funcién
de distribucién radial. Por consiguiente, daremos una breve descripcién de

esta aproximacién.

Aproximacién Esférica Media

La aproximacién MSA para la funcién de distribucién entre pares de
moléculas con coraza repulsiva impenetrable fue propuesta por Lebowitz y
Percus (1966).

El potencial intermolecular utilizado estd formado por una parte
repulsiva

u(riz) = o r,<e (31)

y de una "cola" atractiva que puede no tener simetria esférica. Puede ser,

por ejemplo, una interaccién dipolo-dipolo.
La MSA se expresa mediante dos ecuaciones,

8(r12) =0 r, <o (32)

C(rxz) = - U(rxz) / kT r, > o (33)

que deben ser complementadas con la relacién de Ornstein-Zernike (ec.26).

Las ecuaciones (32) y (33) proporcionan una relacién de cerradura para la

ecuacién de Ornstein-Zernike.

Una de las propledades mas interesantes de la MSA es la de poder ser
resuelta analiticamente para ciertos potenciales intermoleculares. De hecho,
la ecuacién de Percus-Yevick para esferas duras, resulta ser un caso
particular de la MSA en el que T —> ®. Los sistemas mas importantes para

los que se ha resuelto analiticamente la MSA son el potencial de Yukawa con
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una esfera dura (Waisman, 1973), y el modelo de esferas duras con dipolos en
su interior (Waisman y Lebowitz, 1970).

Cabe seflalar que los métodos de simulacién por computadora son
utilizados, generalmente, para probar las suposiclones hechas al utilizar la
teorfa de perturbaciones o la teoria de las ecuaciones Iintegrales. Es
evidente, que el uso de la teoria molecular y de los métodos de simulacién
por computadora puede conducir a la obtencién de mejores modelos
termodindmicos. Una muestra de ello, es la teoria de perturbaciones .de

cadenas duras que trataremos a continuacién.

Teoria de Perturbaciones de Cadenas Duras

La teoria de perturbaciones de cadenas duras, PHCT (Perturbed Hard-Chain
Theory) fue propuesta por Beret y Prausnitz (1975) y por Donohue y Prausnitz
(1978). Esta teoria esti disefiada para considerar las siguientes condiciones
limite:

1. A bajas densidades, todos los fluidos conteniendo moléculas simples o

comple jas son descritos por la ecuacién del gas ideal.

2. A densidades moderadas, todos los fluidos pueden ser descritos por la

ecuac16n virial.

3. Los fluidos que contienen moléculas simples (como el argén) son descritos
a todas densidades por las teorias de perturbaciones (Barker y Henderson,
1967; Alder y colaboradores, 1972).

‘4. Los fluldos que contienen moléculas complejas (como polimeros) a altas
densidades son descritos satisfactoriamente por las teorias de Prigogine
(1957) y Flory (1970).
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En el modelo termodinamico proveniente de la teoria PHCT, se conjugan varios
desarrollos previos. Este modelo toma como base la teoria de perturbaciones
de Barker y Henderson (1967), aplicada a un sistema de moléculas que
interactian mediante un potencial de pozo cuadrado. El sistema de referencia
es el de esferas duras. Para tomar en cuenta las repulsiones moleculares, se

utiliza la expresién de Carnahan y Starling (1972) para el volumen libre.

Para la parte atractiva se usa la expresién de Alder y colaboradores (1972)
inferida de los cdlculos de dinamica molecular. Para extender la teoria de
_perturbaciones a moléculas complejas, este modelo emplea dos hipdtesis
adicionales: primero, se supone que la molécula estid formada por segmentos
que se consideran como esferas rigidas de diametro ¢, y segundo, las
desviaciones de la idealidad, que ocurren debido a las interacciones durante
los movimientos de rotacién y de vibracién de las moléculas (que se supone
son dependientes de la densidad), se toman en cuenta sigulendo las ideas

propuestas por Prigogine (1957).

De acuerdo con esta descripclién, a cada segmento de una molécula se le
asigna un parametro €, que representa la energia de interacclén con otro
segmento. Combinando 1la teoria de celdas (Lattice Theory) de la
termodindmica estadistica para moléculas de cadena larga y la funcién de
distribucién radial de moléculas que interaccionan segin un modelo de pozo
cuadrado, se puede derivar una expresion para la energia de interaccién

molecular.

La ecuacidén resultante de la teoria PHCT contiene tres parametros para
componentes puros y cinco para mezclas. Es indudable que, sli1 blen esta
teoria predice el comportamiento termddinémico de moléculas pequefias, de
hidrocarburos de alto peso molecular y de polimeros, su complejidad

matemidtica es un impedimento para su uso en ingenieria.
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Simplificacién de la PHCT

La teoria simplificada de cadenas duras perturbadas (SPHCT) fue desarrollada
por Kim et al.(1986), en un esfuerzo por reducir el tiempo de cémputo y la

comple jidad matemitica inherentes a la teoria PHCT.

Las ecuaciones PHCT y SPHCT difieren sélo en las expresiones usadas para
tratar las atracciones moleculares entre los segmentos de las moléculas. En
la PHCT, las atracciones son calculadas usando un desarrollo perturbativo
para moléculas de pozo cuadrado basado en los resultados de dinamica
molecular obtenidos por Alder et al. (1972). Como resultado de esto, 1la
energia libre y la presién son obtenidas como un desarrollo en serlies en

densidad y temperatura; estas expresiones son extensas y complicadas.

En la SPHCT, las atracciones moleculares son tratadas usando un modelo de
composicién local (LCM) desarrollado por Lee, Lombardo y Sandler (LLS;
1985). Estos autores derivaron una expresién para la composicién 1local
utilizando una aproximacién a baja densidad para la funcién radial de
distribucién. El uso de esta expresién en la SPHCT conduce a una ecuacién de
estado que es mucho menos complicada, pero similar en forma a la PHCT. La

ecuaclién SPHCT en términos del factor de compresibilidad z, esta dada por

»
z= 1+ c2®- cz VL Y (34)
Vv
con
t ]
T
Y = exp [ >T ] (35)

* *
donde ¢, T y V son los tres parametros caracteristicos de la ecuacién
SPHCT obtenidos por regresién, mientras que ZH es el numero de coordinacién

maximo y V es volumen total del sistema.
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Originalmente, la ecuacién SPHCT fue aplicada a hidrocarburos saturados
puros, COZ, Benceno y algunas mezclas binarias de estos fluidos. La ecuacién
dié buenos resultados al ser wutilizada en intervalos estrechos de
temperatura y densidad. Sin embargo, cuando la SPHCT fue aplicada para
intervalos amplios de densidad y temperatura, se encontraron errores
sistemdticos mayores, al calcular las propiedades termodindmicas cerca de
los puntos triple y critico de la mayoria de los fluidos puros. Estos
errores se deben al uso, sobre el intervalo completo de densidades, de la

aproximacién de baja densidad para la funcién de distribucién radial.
Por todo 1lo anterior, es posible obtener ecuaciones de estado mas

satisfactorias que la SPHCT, si se utilizan modelos mas rigurosos para

representar las fuerzas atractivas de los fluidos.
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CAPITULO 4

MODELOS PARA EL NUMERO DE COORDINACION

A continuacidén, se describen los modelos propuestos por algunos autores

para calcular el nimero de coordinacién de un fluido de pozo cuadrado.

4.1. CONDICION DE BAJA DENSIDAD (LDC)

A baja densidad, la funcién radial de distribucién (Barker y Henderson,

1976) esta dada por

lim g(r) = exp [ - u(r) 7/ kT ]

p—>0

y en particular, para un fluido de pozo cuadrado

o si
lim g(r) = exp( € /7 kT ) si
p—>0 1 si

Una expresién para el numero de coordinacién en el

baja densidad es obtenida al sustituir la ec.(37) en la ec.(22)

N.= N exp( e/ kT )
c o

donde:

4

3 *
N = n(RM-1)p

o 3

p. = pca, densidad reducida
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Este modelo, que es un limite exacto, es satisfactorio a muy bajas 1324 86
densidades, p. < 0.1. Sin embargo, a densidades més altas la ec. (38)

sobrestima seriamente el valor del nimero de coordinacién.

4.2. Hu, Liidecke y Prausnitz (HLP, 1984)

Haciendo una ligera modificacién al modelo obtenido en el limite de baja
densidad, Hu, Liidecke y Prausnitz, propusieron la siguiente expresién

empirica para el nuimero de coordinacién de fluidos de pozo cuadrado:

N = Nd exp( ae / kT ) (40)

donde:

« =0.60 - 0.58 p° "18°

En general, este modelo subestima el valor del nimero de coordinacién.
Ademas, no satisface el limite de baja densidad.

4.3. Lee, Lombardo y Sandler (LLS, 198S)

Lee, Lombardo y Sandler sugirieron un modelo para el nuamero de
coordinacién de fluidos de pozo cuadrado el cual estid basado en la teoria de

celdas (lattice theory) para gases

Z p exp (€ / okT )
N = - (41)
° V2 + p [exple/ oakT ) - 11

donde Zmes el nimero de coordinacién maximo (que estos autores dan como

igual a 18 cuando R = 1.5) y a = 2.
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A altas densidades, este modelo predice de forma satisfactoria el valor
del numero de coordinacién. Sin embargo, a bajas densidades presenta algunos
problemas debido a que no toma en cuenta la condicién limite de baja

densidad, ec.(36).

4.4. Lee y Sandler (LS, 1987)

Lee y Sandler realizaron una pequefia modificacién al modelo LLS, tomando
en cuenta la sugerencia hecha por Lee et.al.{(1986) de que « deberia ser una

funcién dependiente de la densidad, en lugar de tener un valor constante.
=V/(V-Vo)=p / (p -p) (42)
@ = o-p-ax pnxp

donde Vo = No°/ VvV 2 y p;x= v 2 son el volumen y la densidad de
empaquetamiento compacto, respectivamente. Esta modificacién mejora un poco
la prediccién del numero de coordinacién, pero sigue sin superar la

inconsistencia a bajas densidades de la ec. (41).

4.5. Lee y Chao (LC, 1987)

A partir de un andlisis de sus resultados de simulacién de Monte Carlo,

Lee y Chao propusieron el siguiente modelo para el nimero de coordinacién

N (1 +0.57p) exp( a’e 7/ kT )
N = —2—f (43)
1+p [exp(a’e 7 kT ) -11]

donde:

, * .2 3
a’ =1+0.1044 p - 2.8469 p ~ + 2.3785 p (44)
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Este modelo si toma en cuenta el limite de baja densidad. Sin embargo,
incluye cuatro parametros obtenidos por regresién para ajustar sus

predicciones a los datos de simulacién de Monte Carlo.

4.6. Guo, Wang y Lu. 1 (GWL.1, 1990):
Retomando el modelo obtenido para la condicién de baja densidad, Guo,

Wang y Lu propuslieron la siguiente expresién para el nﬁmero de coordinacién

N =N exp [ (e /xT) (1 - P/ VZ) 1] (a5)

Aunque este modelo supera los resultados obtenidos con los modelos LDC, HLP

y LS, no es tan bueno como el modelo LC.

4.7. Guo, Wang y Lu. 2 (GWL.2, 1990)

Tomando como base el modelo anterior y sus resultados de simulacién de
Monte Carlo, Guo, Wang y Lu proponen otro modelo mis complejo para el

numero de coordinacién

N (1+058p )expl (e/kT)U=-p/VZ)]
N = ) _ (46)
1+p {exp[ (e/7kT)(1~-p/V2)]1-11}

Este modelo con s6lo una constante regresionada es de la misma calidad que

el modelo de Lee y Chao que requiere de cuatro constantes.
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A continuacién, se muestran graficamente en la figura 3, las predicciones

obtenidas para el numero de coordinacién por cada uno de los modelos aqui

revisados.
14
MONTE CARLO (MC; LEE ET AL., 1985)
LEE Y CHAO (LC, 1987)
12 -1~ LEE Y SANDLER (LS, 1987) 4
GUO, WANG Y LU. 1 (GWL1, 1990)
=2 10 | GUO. WANG Y LU. 2 (GWL2, 1990)
g HU, LUDECKE Y PRAUSNITZ
g (HLP. 1984)
E 8 4 b 4
8 X
O X
w 6 -
o X
£
X
=
= 4
z
2 — g €/KT = 0.75
o T T T T T
o 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 o0.8
DENSIDAD REDUCIDA, p*
® MC~"""LC""*LS ""GWL1 —GWL 2 X HLP

Fig. 3. Nimero de coordinacién para un fluido de pozo

cuadrado.
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Revisando la figura 3, se puede observar que los modelos LC y GWL.2 son los
que mejor correlacionan los valores para el numero de coordinacién obtenidos
medlante simulacién por computadora. En estos modelos se toma como base el
modelo de baja densidad y posteriormente, se introducen parametros de ajuste
para poder correlaclionar sus predicciones con los valores "experimentales"
obtenidos por simulacién. Desde nuestro punto de vista, esta metodologia ya
no es capaz de proporcionar modelos mas satisfactorios que los hasta ahora

obtenidos. Por ello, creemos que es necesario explorar nuevos caminos que

nos lleven a obtener mejores modelos para el numero de coordinacién. Nuestro

propésito, como se mencioné antes, es la busqueda de modelos para el numero

de coordinacién que tengan una base teérica sélida.

Antes de pasar al modelo propuesto en esta tesis, veamos la figura 4 que
nos muestra como varia el nimero de coordinacién con la temperatura. Como se
puede observar, a densidad constante, el nuUmero de coordinacién varia de
forma practicamente 1lineal con el inverso de 1la temperatura. Este
comportamiento nos motiva a intentar obtener una expresidén en la cual el

namero de coordinacién sea una funcién lineal del cociente e/kT.
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CAPITULO 5

DESARROLLO DEL MODELO PROPUESTO

5.1. OBTENCION DE UN MODELO PARA EL. NUMERO DE COORDINACION

Dada la funcionalidad del numero de coordinacién con la temperatura, en
este trabajo, proponemos un modelo basado en un tratamiento perturbativo
para la funcién de distribucién radial, hasta primer orden en B = 1/kT. El
desarrollo perturbativo de la funcién de distribucién radial gz(r12) hasta

ese orden, estd dado por (Reed y Gubbins, 1973)

ref( )

- ref - P
glr )= g (r1a) B ¢ (r12) g, (r,

2 12 2

_ P ref
2Bp I ¢ (r ) g, (r12’r13’r23) dr,

ref ref ref

-1 gt P -
2 Be II ¢ (r34)[gA(r12'r13’r14’r23’r24’r34) gz(rxz) gz(r34)]d£3d£4

1 ap ref a 2 ref a 2 p ref
2 BB ] B oo

(47)

donde gref(r) és la funcién radial de distribucién para un sistema de
referencia (estado no perturbado); ¢°(r) es el potencial de perturbacién,
definido por ¢°(r) = ¢(r) - ¢““(r), donde ¢(r) se refiere al modelo de

potencial del fluido, en nuestro caso el potencial de pozo cuadrado.
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Como estado de referencia se puede seleccionar cualquier sistema
conveniente. La eleccién mas simple consiste en un sistema de esferas duras.
Esta opcién es conveniente para sistemas en los que el modelo de potencial
tiene una parte de esfera dura, como en el caso del potencial de pozo

cuadrado.

Es impértante sefialar que la ec.(47) toma en cuenta las correlaciones
existentes entre tres y cuatro particulas del sistema de referencia, a

través de las funciones ggef(r) y g:ef(r), respectivamente.

Multiplicando la ec.(47) por ¢p(r12) e integrando, sobre r, vy L,

obtenemos
] _ ref P
IJ 8,(r)p) #(r ) ar,dr, = IJ g, (ry,) ¢(r,)drdr,
P 2 ref
_If 8 [¢ (r12)] g, (r,)drdr,

- P P ref
28 p HJ $(r ) $P(r, ) g °F(r ,r ,r ) drdrdr
1 2 ref ref ref P
Tz Bp IIJI [ g4(r12’r13’r14’r23‘r24’r34) - gz(r12) gz(r34) ] ¢ (rzz)
£
P 1 ap \*° a3 2 ref
- ¢ (r34) d£1d£2d£3d£4 + 2—p JI [—a—p—] a—p P gz (rlz)

. _g; [,;2 I ¢® (1) g;“(r) dr] dr dr, (48)

Posteriormente, haciendo uso de la definicién del numero de coordinacién,

ec. (22), tenemos que la ec.(48) se transforma en
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ref ref

Ne = NeF+ BeNF & 2 BP

<
[y]
w
o
<|™
m|o
—
-
[\ 8]
<3| -
(¢]

(49)

ref , . . = s s
donde: Nc¢  es el numero de coordinacion para el sistema de referencia,

= P P ref
, = [ #o ey e,y aranar (s0)
ref ref ref
T ”” [ FEPPILITLIVEL PO PALIVLIRE S PR AL ]
P P .
o ¢ (r12) ¢ (r34) d£1d£2d£3d£4 (51)
'y
= ap ref a 2 _ref 8 2 p ref
T = H [—p_] B |P & (r.,) 20 |P f¢(r) g, (r) dr| dr dr,

(52)

Los integrandos de I_ e I4 contienen correlaciones entre 3 y 4 particulas,
respectivamente. Por otra parte, el término CT estd relacionado con 1la

compresibilidad isotérmica del sistema.
Para calcular I3 e I4 se utilizaron dos consideraciones importantes :

1). La Aproximacién de Superposicién (Kirkwood, 1935)

ref(r , ) = gref(

ref ref
r r r
3 12’ 13 ( ( )

F23 2 12 g2 r13 2 23 (53)

que desacopla a la correlacién de tres cuerpos en productos de funciones

entre pares, y
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2). El desarrollo en densidades, hasta primer orden, para la funcién de
distribucién radial (Reed y Gubbins, 1973)

ref - ref ref
g, (r) = g, (r) + g, (r) p (54)

donde ggef(r) es la funcién de distribucién radial para el sistema de
referencia, evaluada en p = 0; mientras que el segundo término de este

desarrollo viene dado por

ref 8 gref(r)
8, (r) = | — a p=20 (55)
ap T

Por otra parte, para calcular CT se utilizé la ecuacién para la presién

de referencia obtenida por Percus-Yevick (Reed y Gubbins, 1973)

pref . pHS _ 6 kT [ E‘-o + 3 €1 €2 + 3 Ez
" 1- g, (1-¢)? (1-¢)°
(56)
donde: 61 = %% np ol 1 =o0,..,3

El calculo detallado de 13, I4 y CT puede ser revisado al final de este
trabajo (Apéndice).

Una vez calculados los términos antes mencionados, la expresién para el

numero de coordinacién queda de la siguiente forma:
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15248¢
Ne = N¥F (1+ Be) + 8Bemn® (8+ 9R? - 16R° - 18R* + 17R® )
16 g e 9% ( 200R° - 3699R” - 525R® - 567R° + 8883R* -1575R°

4
2 n2 (1-7m) _
(1+21m)

- 405R® - 2321) - 128 B ¢ (R°-1)
(57)

1 3 <2 .
donde m = g WpO se conoce como la fraccion de empaquetamiento.

Se ha comprobado que el comportamiento de los fluidos reales puede ser
descrito de forma satisfactoria por el potencial de pozo cuadrado, cuando el
alcance del potencial estd en el intervalo 1.3 < R < 2.0. En este trabajo,
utilizaremos el valor de 1.5 para el alcance del pozo de potencial. Esto nos
va a facilitar la comparacién de nuestro modelo con los de otros autores,

debido a que este valor ha sido ampliamente utilizado en la literatura

(Barker y Henderson, 1976).

Para el caso en que R = 1.5, la ecuacién (57) se transforma en

Ne = N + ge | N+ 614.125 n°- 2473.13n°-CI(n) ~ (58)
4
donde: Cr(np) = 722L1 -7 znz
(1 +27n)
Analizando la ec.(58), podemos observar que cuando Be = 0 (sistema de

. s <z . ref
esferas duras, T= o), el nimero de coordinacidén se hace igual a Nc¢ . Esto
quiere decir que el numero de coordinacién para el sistema de referencia

s6lo depende de la densidad p. (o bien de 1) y no de la temperatura T.
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N £ 13 s s sz ref
En este trabajo, utilizaremos la siguiente expresion para Nc

ref

NeSf = 19.2465 q + 21.3709 ° + 37.8537 n° - 111.469 n* (59)

La ecuacién anterior fue obtenida correlacionando datos del numero de
coordinacién a diferentes densidades, para el caso de un sistema de esferas
duras (Be = 0). Cabe mencionar que los datos para el nuimero de coordinacién
de referencia fueron calculados a partir de resultados de energia
configuracional (Nc = - 2 Eunm/ N £), los cuales a su vez, fueron obtenidos

utilizando la Aproximacién MSA (Quifiones, 1983).

A continuacién, se muestran en la Tabla 1 las predicciones del numero de
coordinacién obtenidas con la ec.(58), y se comparan con datos de simulacién
de Monte Carlo (Lee et al., 1985).

Monte Carlo Ec. (58)
a e/ kT e/ kT
po
0 0.5 1.0 0 0.5 1.0

0.1 1.06 1.58 | 2.63 1.07 1.61 2.16

0.2 | 2.36 | 3.03 | 4.56 | 2.28 | 3.63 | 4.98

0.3 | 3.66 | 4.45 | 6.01 3.63 | 5.63 | 7.62

0.4 | 5.14 | 5.78 | 6.9 5.10 | 6.69 | 8.27

0.5 | 6.66 | 7.30 | 8.34 | 6.66 | 5.67 | 4.69

0.6 | 8.27 | 8.82 | 9.44 | 8.24 1.35 |-5.53

Tabla 1. Comparacién de los valores predichos por la ec.(58) con los
resultados de simulacién de Monte Carlo, para el numero de
coordinacién del fluido de pozo cuadrado de alcance R = 1.5.
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Como se puede observar en la Tabla 1, a bajas densidades (p.s 0.1) y alta
temperatura, la ec.(58) predice muy bien 1los valores del numero de
coordinacién. Sin embargo, al ir incrementande 1la densidad (hasta
aproxXimadamente p’= 0.4), se obtienen sobrestimaciones para el valor de Nec.
Ya para densidades mayores de 0.4, los valores estimados para Nc empiezan a

descender hasta llegar a resultados totalmente incoherentes.

Es bien sabido que introduciendo parametros de ajuste se puede mejorar la
exactitud de cualquier modelo semiempirico. Por ello, incluiremos un
parametro de ajuste en la ec.(58) para. tratar de mejorar las predicciones

del numero de coordinacién.

Una vez conocida la necesidad de un parametro de ajuste, el problema
radica en determinar donde introducir dicho parametro. Para ello, regresemos
a la ec.(58) para hacer el siguiente andlisis. Por un lado, tenemos que la
correlacién utilizada para representar a Ngef es satisfactoria, por lo que
ya no hay mucho que hacer sobre este punto. Por lo que respecta al término
CI(n), asociado con la compresibilidad isotérmica, dado que fue calculado de
forma analitica, pensamos gque es poco probable que modificando este término,
el modelo propuesto mejore substancialmente. Finalmente, tenemos a los
términos multiplicados por n2 y n3, los cuales estan asociados con las
integrales I3 e I4 , respectivamente. Estas integrales fueron calculadas
utilizando un desarrollo en densidades, hasta primer orden, para la funcién
radial de distribucién. No utilizamos un desarrollo en densidades de mayor
orden, dada la complejidad matematica que esto implica. Por todo 1lo
anterior, pensamos que introduciendo un parametro de ajuste AP multiplicado

por n4, se podria mejorar la capacidad de prediccién de la ec. (58).

Una vez modificada, la ec.(58) presenta la siguiente forma

ref ref

Ne = No°F + Be | NE°F + 614.125 n° - 2473.13 n° + AP 0° - CI(n)

(60)
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_ Para determinar el valor de AP se correlacionaron datos del numero de
coordinacién (o de energia configuracional) obtenidos por el método MSA, con
la ec.(60). De este ajuste, AP resulté ser también dependiente de 1la
densidad.

AP(n) = - 114173 + 2.76822 x 10° n - 3.37756 x 10’ n° + 2.55637 x 10° »°
- 1.2675 x 10° n* + 4.18662 x 10° 3° - 9.12858 x 10° 7°

7

+1.26143 x 10'° %" - 1.00035 x 10'° 7® + 3.46568 x 10° o’

(61)

Sustituyendo la expresién anterior en la ec.(60), nuestro modelo para el

numero de coordinacién con R = 1.5 adquiere su forma final.

ref

Ne = Nc  (n) + m(n) Be . (62)
donde: 13

m(n) = z J " - Cl(n)

n
n=1

J, = 19.2465 J, = -3.37756 x 107 J,, = 1.26143 x 10'°
J, = 635.496 J, = 2.55637 x 10® J, = -1.00035 x 10'°
J, = -2435.28 J, = ~1.2675 x 10° J,, = 3.46568 x 10°
J, = -114284 J, = 4.18662 x 10°
Jg = 2.76822 x 108 J,, = 9-12858 x 10°
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5.2. DERIVACION DE LA ECUACION DE ESTADO

Después de haber obtenido una expresién para el ndmero de coordinacién en
funcién de la temperatura y de la densidad, ya estamos en condiciones de.
derivar una ecuacién de estado para fluidos de pozo cuadrado puros. Para
ello, partiremos de la ecuacidén basica que la termodinamica estadistica nos

proporciona para el calculo de la ecuacién de estado, ec. (13),

_ 8 1n Q
P = kT [————av ]
T,N

Regresando hasta la ec.(12), tenemos que

N
i (qr,v,e)]+Nani‘— ZKT (63)

Sustituyendo la derivada de la ec.(63) con respecto a V, en la ec.(13),

resulta que

_ d1nve) 1 3 &
P = NKT (—‘av ] - N [_av] (64)
o bien,
_Hs 1 1 a ¢
Z2=2z EW[W] (65)

donde Z = PV/NKT es el factor de compresibilidad. A su vez, el término A
correspondiente a las fuerzas repulsivas, es la derivada del volumen libre
con respecto al volumen total. Esta cantidad representa la contribucién del

sistema de referencia (esferas duras) al factor de compresibilidad total.
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Ahora bien, dado que nuestro modelo para el nuimero de coordinacién es una
funcién lineal del inverso de la temperatura, la energia potencial promedio

® (ver ec.(24)) adquiere la siguiente forma

® = -¢ [ NeSf () + ~%— m(n) Be ] (66)

Derivando la ec.(66) con respecto al volumen total, obtenemos

(67)

38 _ 8 Ne°f(m) 1 3 m(n)
"""e[ av 2 P v ]

Haclendo uso de 1la definicién de 1la fracciéon de empaquetamiento

(n = nNc>/6V), se tiene que

-
vV "V (68)

Por otra parte, en nuestro caso, el numero de coordinacién del sistema de

referencia puede ser expresado en forma simplificada como:

4
Nt = oL " (69)
n
n=1
Por consiguiente, tenemos que
ref ref 4
8 Ne& _ 3 Nc an _ _ 1 n
3V~ a=w  @av v Lok (70)
n=1

y, de la expresién para m(n) dada en la ec.(62), resulta que
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dm(n) _ amn) an _ _ 0 n-1 8 CI(n)
3V -~ ~an§ BV v nJom o R
n=1
13 3 2
=__\1,_[ nJ 7" - 1444 72 (1-17) (1—31;-41;)]
I (1+29)

(71)

en donde se ha usado la expresién para CI de la ec.(58).

Ahora, al sustituir las ecs.(70) y (71) en la ec.(67), se obtiene

4
ae _ | 1 a1 1
el-+ L nLom ?Bev[

2 (1-1;)3(1—31,—41,2)] (72)
(1+29)°

Por lo que respecta al
expresién propuesta por

esferas rigidas,

7 (39 - 4) ]

V =V exp 5
(1 -m)

Es facil encontrar que

8lnVe _ 1 ( (1+n+9°-7°)
av v 3
(1-1m)
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Finalmente, sustituyendo las ecs. (72) y (74) en la ec.(64), la ecuacién

de estado adquiere la siguiente forma

4
2
_ NkT (1+n+n -7 ) 1 Ne n
P = \' [ 3 2 \Y annn
(1t -m) I
13 3 5
+%B€[ nJ 7 - 1444 7° (1-17)(1-2;1)-41))]
(1 + 2n)
n=1
(75)
o bien, al sustituir en la ec. (65)
2 3 4
= (1+7n+7n" -7 ) _ 1 n 1
2 = 3 —Z—Be ZnLnn + ?Be
(1'77) n=1
13 3 2
[annn-1444n2 (1—n)(1-2n—4n)]
n (1+2n)
n=1
(76)
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CAPITULO 6

PRESENTACION Y ANALISIS DE RESULTADOS

En este capitulo se prueba la capacidad de prediccién del modelo
propuesto, en base a los resultados obtenidos para el factor de
compresibilidad, las propiedades criticas, el equilibrio liquido-vapor y ios
coeficientes viriales (segundo y tercero) del fluido de pozo cuadrado de

alcance R = 1.5.

6.1. FACTOR DE COMPRESIBILIDAD

El factor de compresibilidad es el primer aspecto revisado, en la
evaluacién del modelo propuesto. Para ello, se hace una comparacién de los
resultados obtenidos por nuestro modelo, con los datos de simulacién de
Monte Carlo generados por Guo, Wang y Lu (1990, b), asi como con los valores
predichos por los modelos LC (Lee y Chao), LS (Lee y Sandler) y GWL.2 (Guo,
Wang y Lu.2). Aunque, como se discutié en el capitulo 4, existen mas modelos
basados en el nimero de coordinacién, para nuestro andlisis, solamente

consideramos a los mas importantes.
A continuacién, tanto en la Tabla 2 como en las figuras 5, 6 y 7, son

mostrados los resultados obtenidos para el factor de compresibilidad, a tres

temperaturas reducidas supercriticas diferentes : T' =1.75, 2.5 y 3.0.
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FACTOR DE COMPRESIBILIDAD (2)
. . MODELO
T P MC LC LS GWL2 PROPUESTO
1.75 0.05 0.916 0.926 0.878 0.920 0.924
0.1 0.853 | 0.875 0.792 0.855 0.861
0.3 0.736 0.880 0.798 0.760 0.756
0.5 1.052 1.088 1.489 1.091 1.062
0.65 2.073 .| 1.690 2.730 1.898 2.074
0.8 4.616 3.935 5.100 3.683 4.587
2.5 0.05 0.959 0.991 0.960 0.987 0.988
0.1 1.081 0.999 0.945 0.985 0.986
0.3 1.097 1.211 1.163 1.132 1.118
0.5 1.691 1.716 2.008 1.724 1.709
0.65 2.909 2.623 | 3.355 2.766 2.934
0.8 5.529 5.041 S5.839 4,838 5.589
3.0 0.05 1.013 1.014 0.989 1.011 1.011
0.1 1.035 1.044 1.000 1.032 1.032
0.3 1.265 1.339 1.302 1.27S5 1.260
0.5 1.930 1.966 2.214 1.975 1.964
0.65 3.168 2.996 3.608 3.114 3.268
0.8 5.956 5.480 6.140 5.302 5.966
Monte Carlo (MC; Guo, Wang y Lu; 1990)
Lee y Chao (LC, 1987)
Lee y Sandler (LS, 1987)
Guo, Wang y Lu.2 (GWL2, 1990)

Tabla 2. Factor de compresibilidad para un fluido de pozo cuadrado puro,

obtenido de simulacién de Monte Carlo y de otros modelos.
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Fig. 5. Factor de compresibilidad de un fluido de pozo
cuadrado a T"= 3.0.
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Fig. 6. Factor de compresibilidad de un fluido de pozo
cuadrado a T*= 2.5.
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Fig. 7. Factor de compresibilidad de un fluido de pozo
cuadrado a T'= 1.75.
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En la figura 5 se observa que para la isoterma T = 3.0, a bajas
densidades, todos los modelos analizados predicen de forma satisfactoria los
datos de simulacién de Monte Carlo. Sin embargo, el modelo de Lee y Sandler
(LS) empieza a tener problemas cuando p. > 0.3, pues sobrestima
apreciablemente el valor del factor de compresibilidad (Z). Por su parte, el
modelo de Lee y Chao (LC) proporciona predicciones aceptables hasta p. =
0.5, para densidades mayores presenta errores considerables al subestimar el
valor de Z. Por otro lado, el modelo 2 propuesto por Guo, Wang y Lu (GWL.2)
es capaz de predecir correctamente los datos de Monte Carlo hasta una
densidad de 0.6, a densidades més'altas, al igual que el modelo LC, suestima
los valores del factor de compresibilidad. Se puede ver también que las
predicciones del modelo propuesto se ajustan muy bilen a los datos de

simulacién de Monte Carlo.

Pasando a una temperatura menor, observamos que para la isoterma T.= 2.5,
todos los modelos conservan la tendencia mostrada a T. = 3.0, aunque ahora
se Incrementa la desviacién de los resultados obtenidos por los modelos LC,

LS y GWL.2, con respecto a los datos de simulacién de Monte Carlo.

Finalmente, la figura 7 nos muestra los resultados obtenidos para Z a una
temperatura mas baja, T' = 1.75. Para esta isoterma, se observa que el
modelo LS presenta un comportamiento ambivalente, dado que a bajas
densidades obtiene valores ligeramente menores a los esperados, mientras que
a densidades superiores a 0.3 sobrestima seriamente los valores para el
factor de compresibilidad. De manera totalmente opuesta, el modelo LC
sobrestima los valores de Z, en elkintervalo de densidades de 0 a 0.5; para
densidades mayores a 0.5, este modelo proporciona valores de Z menores a los
datos de simulacién. El1 modelo GWL.2 sigue teniendo buenas predicciones
hasta una densidad de aproximadamente de 0.6, después de subestima
considerablemente el valor de Z. Por su parte, nuestro modelo nuevamente se

ajusta satisfactoriamente a los datos de simulacién de Monte Carlo.
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6.2. PROPIEDADES CRITICAS

Los valores criticos fueron obtenidos derivando numéricamente la ec. (75)

para satisfacer las condiciones criticas

» 2 _*
aP a p
av | .o ° ¢ ove )| o ° )
‘ T T
Cc C
donde: .
bd 1 T 03
P = r p P = presién reducida
y R
V = 1/17 = volumen reducido

En la Tabla 3 se muestran los resultados obtenidos por nuestro modelo,
junto a los valores predichos por los modelos LC, LS y GWL.2. Se incluyen
también,
et al.

los datos de simulacién de Dinadmica Molecular obtenidos por Alder
(1991),
obtenidos mediante la técnica de simulacién Gibbs Ensemble Monte Carlo
(GEMC).

(1972), asi como los reportados recientemente por Vega et al.

Ecuacién de estado p’ T‘ 2 n e/kT v /v
c c c [ ] c o]
Lee y Chao (1987) 0.241 .23 | 0.322 0.126 0.813 | 5.87
Lee y Sandler (1987) 0.196 .20 | 0.283 | 0.103 | 0.833 | 7.21
Guo, Wang y Lu (1990) | 0.243 .28 | 0.372 0.127 0.781 5.82
Alder et al. (1972) 0.321 .29 | 0.338 0.168 0.775 | 4.40
Vega et al. (1991) 0.299 .22 | 0.300 0.156 0.820 | 4.73
Modelo propuesto 0.347 .32 | 0.316 0.182 0.758 4.07

Tabla 3. Propiedades criticas para un fluido de pozo cuadrado obtenidas por

algunas ecuaciones de estado.
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Los resultados mostrados en la Tabla 3, nos permiten hacer el siguilente
anidlisis. Para la densidad critica p:, observamos que aunque nuestro modelo
proporciona un valor mayor que los datos de simulacién reportados por Alder
et al. y por Vega et al., es mas satisfactorio que los modelos LC, LS y

GWL.2. Estos Gltimos subestiman el valor de p:.

Por lo que respecta a la temperatura critica T:, tenemos que el modelo
GWL.2 es el que mds se apega a los datos de simulacién, tanto al obtenido
mediante Dinamica Molecular, como al conseguldo por el método GEMC. Nuestro
modelo es méds satisfactorio que los modelos restantes, si1 tomamos como
referencia de comparacién al valor obtenido por Alder et al. para T:. Sin
embargo, cuando el valor de referencia elegido es el dato reportado por Vega

et al., el modelo propuesto resulta ser inferlior a los demas modelos.

Finalmente, para el factor de compresibilidad critico Zc, observamos que
el modelo LC es ligeramente superior a nuestro modelo cuando el dato de
comparacién es el valor obtenido mediante simulacién de Dindmica Molecular.
En este caso, las peores predicciones son las de los modelos LC y GWL.2, de
los cuales el primero subestima, mientras que el segundo sobrestima el valor
de Zc. Por otra parte, cuando el valor de referencia para Z: es el obtenido
por el método GEMC, el modelo que proponemos resulta ser el mas
satisfactorio, seguido por los modelos LS y LC con desviaciones, si bien
opuestas, equivalentes. Nuevamente el modelo GWL.2 presenta la peor

predicclén para el factor de compresibilidad critico.
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6.3. EQUILIBRIO LIQUIDO-VAPOR

Generalmente, para realizar los calculos de equilibrio liquido-vapor
(ELV), a partir de una ecuacién de estado, es necesario wutilizar
procedimientos iterativos (de prueba y error). Usualmente, la variable de
iteracién es la presién , cuando se conoce la temperatura, o bien la
temperatura si la presién resulta conocida. Para satisfacer el criterio de
igualdad de fugacidades en el equilibrio, se requiere que sea proporcionado,
continuamente, un dato de presién (o temperatura). Asi mismo, para cada
presién (o temperatura) propuesta, se deben evaluar las densidades del
liquido y del vapor, dado que éstas son requeridas para el calculo de
fugacidades (Barrufet y Eubank, 1989).

Regla de las Areas Equivalentes de Maxwell

Para una substancia pura, la derivada total de la energia libre de Gibbs

G, es expresada como
dG = - S dT + V dP (78)

donde S es la entropia del sistema.

Un cambio de fase, tal como la vaporizacién o la condensacién, ocurre a
temperatura y presién constantes. Esto significa que en el equilibrio
liquido-vapor, 1la energia libre de Gibbs por mol (o sea el potencial

quimico, p) es la misma en ambas fases.

=pu (79)

1 v

La ec.(79) es equivalente al criterio de igualdad de fugacidades en las
fases liquida y vapor, ya que

du = RT dinf (80)

donde f es la fugacidad y R es la constante universal de los gases.
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Por otra parte, la energia libre de Gibbs puede ser expresada en términos

de la energia libre de Helmholtz A, como

G=A+PV (81)

La diferenciacién de la ec.(81), a presién y temperatura constantes, nos

conduce a

[ dG = dA + PdV ]T.P = 0 (82) .

Integrando entre las fases en equilibrio liquido y vapor, obtenemos

1,s8at
I dA = - I Pav = P [v - v ] (83)
A v sat v, sat 1,sat

donde Psat es la presién de saturacién.

Recurriendo a la figura 8, se observa que tanto el area del rectangulo
ACDE, como el &4rea bajo el segmento AC de isoterma, representan el lado
derecho de la ec.(83). La presién P en la parte intermedia de la ec. (83) es
la obtenida directamente de la ecuacién de estado. De lo anterior, se deduce

de inmediato que las areas ay a, mostradas en la fig.8, son lguales.

El razonamiento anterior es conocido comunmente como la regla de las
dreas equivalentes de Maxwell, dado que establece que para una temperatura T

menor a la temperatura critica Tc, la presién de saturacién Psa ,» €S aquella

t
presién para la cual la linea horizontal ABC (fig.8) separa 4areas iguales

abajo y arriba de la isobara.
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= Volumen

Fig. 8. Diagrama cualitativo del comportamiento presién-volumen de una
substancia pura, que muestra a la curva de coexistencia liquido-

vapor, junto a la restriccién de areas equivalentes de Maxwell.
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Una restriccién importante que debe satisfacer cualquier ecuacién de

estado, es la condicién de estabilidad mecanica

ap
< 0 (84)
av
T

Esta restriccién indica que si un fluido es estable, su ecuacién de estado

volumétrica debe ser tal que el volumen del fluido disminuya al
incrementarse su presién, siempre y cuando la temperatura permanezca

constante.

La condicién de estabilidad tiene implicaciones 1importantes en 1la
interpretacién del comportamiento de las fases de un fluido, a través de una
ecuacién de estado. Este criterlo permite identificar la regién inestable de
una isoterma como la mostrada en la fig.8, y de esta forma establecer la

existencia de una regién de dos fases.

En este trabajo, los datos para la curva de coexistencla liquido-vapor se
obtuvieron, a partir de la ecuacién de estado propuesta, y mediante el uso
de la regla de areas equivalentes de Maxwell. Para obtener dichos datos, se

utilizé el siguiente procedimiento iterativo:
1. Elegir una isoterma T' menor que la isoterma critica (T: = 1.32).
2. Suponer un valor para la presién de saturacién P:at

3. Sustituir P:at en la ecuacién de estado, y resolver para el volumen V‘.

4. Determinar los valores para el volumen del liquido V: y el volumen del

v.
vapor V_ .
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5. Calcular la integral

6. Verificar que el valor de I esté dentro de cierta tolerancia (e)

| 1= e=1x10"

7. Si no se cumple con el punto 6, regresar al punto 2. De lo contrario, se

termina el proceso.

En la Tabla 4 aparecen los resultados obtenidos para el equilibrio

liquido-vapor, después de aplicar el procedimiento descrito anteriormente.

T‘ Be P! v v p. p.
1 v 1 v
.80 1.25 .0022 | 2.647 | 343.03 . 7216 . 0056
.85 1.176 .0037 | 2.710 é16.33 . 7046 . 0088
.90 1.111 .0057 | 2.769 142.87 . 6896 .0134
.95 1.053 .0086 | 2.831 97.67 .6747 .0195
.00 1.0 .0124 | 2.900 68.53 . 6587 .0279
.05 | 0.952 .0174V 2.982 48.96 .6404 .0390
.10 | 0.909 .0238 | 3.093 35.38 .6174 .0540
.15 | 0.869 .0317 | 3.272 25.74 .5837 .0742

cuadrado, obtenidos en este trabajo.
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Seria muy interesante poder comparar nuestros resultados contra los
obtenidos porvlos modelos LC, LS y GWL.2. Desafortunadamente, para estos
modelos no existen en la literatura datos reportados para el equilibrio
liquido-vapor de fluidos de pozo cuadrade. Sin embargo, compararemos las
predicciones del modelo propuesto contra los datos de simulacién obtenidos
por el método Gibbs Ensemble Monte Carlo (Vega et al., 1991), asi como
contra tres ecuaciones derivadas de la teoria de perturbaciones: la ecuacién
de cuarto orden en B para la energia libre de Helmholtz, propuesta por Alder
y colaboradores (1972), 'y las ecuaciones GDR1 y GDR2 obtenidas por
Gil-Villegas et al. (1994). La ecuacién GDR1 no es mads que la aproximacién
de campo promedio (Mean Field), es decir, la ecuacién para la energia libre
de Helmholtz truncada hasta primer orden en B. Por su parte, la ecuacién
GDR2 trata de mejorar las predicciones de la aproximacién mean field,

incorporando términos de mayor orden en B.

*
GDR1: as“(n,T ) = A/ NKkT = aﬂs(n) + al(n,R) Be = a (85)

GDR2: asw(n,T') =a_ +a(nR) (Be)? + aR(n,T',R) (86)

donde a s la energia libre de Helmholtz por particula para el sistema de
referencia (esferas duras), mientras que el término a_ representa la suma de
todas 1las contribuciones de orden superior a la energia 1libre de

Helmholtz por particula para un fluido de pozo cuadrado a_ -

* - = i
a,(n,T ,R) -Z a, (n,R) (Be) (87)

i=3

Los resultados obtenidos para la curva de coexistencia liquido-vapor son

mostrados en la figura 9.
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Fig. 9. Curva de coexistencia liquido vapor para un fluido
de pozo cuadrado.
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En la rama de vapor saturado de la curva de coexistencia, mostrada en la
fig.9, se observa que aproximadamente hasta una densidad reducida de 0.1,
los valores de densidad predichos tanto por el modelo propuesto como por las
tres ecuaciones derivadas de la teoria de perturbaciones, coinciden muy bien
con los datos de simulacién obtenidos con el método GEMC. Sin embargo,
cuando pasamos al intervalo de densidades comprendido entre 0.1 y 0.3, se
aprecia una desviacién creciente, a medida que nos acercamos a la vecindad
del punto critico, de 1las predicciones obtenidas por todos los modelos
analizados, con respecto a los datos de simulacién GEMC. En este intervalo,
el modelo propuesto, la teoria de perturbaciones de cuarto orden y la
ecuacién GDR2, presentan resultados muy similares, no asi la ecuacién GDR1
que proporciona las predicciones menos satisfactorias para las densidades de

vapor saturado.

Por lo que respecta a la rama de liquido saturado, se puede observar que,
a diferenéia de la rama de vapor saturado, las predicciones de los cuatro
modelos analizados no son muy buenas, pues éstas se desvian apreciablemente
de los datos de simulacién obtenidos por Vega y colaboradores. En esta
regién, los resultados mas satisfactorios son obtenidos, en primer lugar,
por la teoria de perturbaciones de cuarto orden, después por el modelo
propuesto y finalmente por las ecuaciones GDR1 y GDR2 que presentan

predicciones muy similares entre si.
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6.4. COEFICIENTES VIRIALES

Cuando una ecuacién de estado es expresada como una serie de potencias en

la densidad, se habla de la forma virial de dicha ecuacién de estado.

Z =1+ Bp + Cp°>+ ... (88)

El uso de la ecuacién virial truncada hasta su segundo coeficiente, B, esti
limitado a densidades menores que un cuarto de la densidad critica o a
presiones menores que 15 bar (Tsonopoulos y Heidman, 1990). Para presiones o
densidades mas elevadas, es necesario utilizar el tercer coeficiente virial

(C), e incluso coeficientes de mayor orden.

Por su parte, la ecuacién virial truncada hasta su tercer coeficiente,
puede ser usada con confianza para densidades cercanas a la mitad de la
densidad critica. Sin embargo, adn con una serie infinita no se podria

describir adecuadamente la regioén critica.

Es importante sefialar que para muchos fluidos se desconoce el tercer
coeficiente virial, especialmente para fluidos polares, para los que es muy

comin truncar la ecuacién virial hasta el segundo término.

Dada una ecuacién de estado, 1los coeficientes viriales (segundo y

tercero) pueden ser obtenidos mediante las siguientes expresiones

B = lim 82 (89)
p—>0 ap
T
2
1 lim 8z
C = — p—>0 2 , (90)
2 ap T ‘

pues la serie (88) corresponde a un desarrollo en serie de Taylor a partir
del limite de gas ideal.

Al aplicar las relaciones (89) y (90) a la ecuacién de estado derivada

del modelo propuesto (ec.76), obtenemos
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2
B = —no [ 1 - 2.4058 Be - 1.2029 (Be)? ] (91)
3
y
4 3,2
C = — (mo)? | 0.625 - 1.3357 ge + 2.70325 (Be)® (92)
9 .

Es practica comin, el normalizar los coeficientes viriales como
'B. =B /bo vy c’=c /(bo)z, donde bo = (2/3)mc" representa el valor de B
para el fluido de esferas rigidas. En la Tabla 5 se muestran las expresiones
para los coeficientes viriales reducidos (B' y C*) de un fluido de pozo
cuadrado de alcance R = 1.5, obtenidas por el modelo propuesto, los modelos
LC (Lee y Chao), LS (Lee y Sandler) y GWL.2 (Guo, Wang y Lu.2), junto a las

expresiones derivadas del calculo exacto de B' y C*.

Ecuacién de Estado B' C*

2.375(0 - 1) | 0.625 - 1.056(Q0 - 1)
+1.134(00 - 1)% - 0.2368 Be Qo

Lee y Chao 1

Lee y Sandler 1 - 3.0385(Q0 - 1)| 0.625 - 2.018(Q0 - 1)
+1.0259(Q0 - 1)%+ 2.0518 Be Qo
Guo, Wang y Lu.2 1 -2.375(Q0 - 1) | 0.625 - 2.9192(Q0 - 1)
+1.134(00 - 1) + 1.6035 Be o
Modelo Propuesto 1 - 2.4058 B¢ 0.625 - 1.3357 Be
- 1.2029 (Be)? + 2.70325 (Be)?
0.625 - 1.658(Q0 - 1)
Calculo Exacto 1 - 2.375(%0 - 1) + 3.371(Q0 - 1)2

- 1.465(Q0 - 1)°

Qo = exp(Be)

Tabla 5. Expresiones para los coeficientes viriales reducidos del fluido de
pozo cuadrado de alcance R = 1.5.
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En la figura 10 se comparan nuestras predicciones para el segundo
coeficiente virial, contra los resultados obtenidos por los modelos LC y
GWL.2, tomando como base el calculo exacto de B'. Como se puede observar,
los modelos LC y GWL.2 proporcionan valores idénticos a los del calculo
exacto. Por su parte, el modelo propuesto y el modelo LS presentan
desviaciones negativas, con respecto al resultado exacto. Las predicciones
de nuestro modelo son satisfactorias hasta aproximadamente Be = 0.55. Sin
embargo, la desviacién del modelo LS si es significativa para toda Be, y es

especialmente grande a bajas temperaturas.

Por otra parte, en la figura 11 se presentan los resultados obtenidos
para el tercer cbeficiente virial. Aqui encontramos que ninguno de los
modelos analizados concuerda con el célcuio exacto realizado por Kihara
(1943). Mientras el modelo LS sobrestima seriamente el valor del tercer
coeficiente virial, el modelo LC subestima el valor de C en un intervalo de
temperaturas amplio (aproximadamente de 1/T° = 0.2 hasta 1/T' = 0.85). Para
temperaturas menores o iguales a 1/T‘ = 0.65, tanto el modelo GWL.2 como el
modelo propuesto proporcionan valores para C que difieren muy poco de los
obtenidos por el calculo exacto. solucién analitica. Sin embargo, para
valores de Be mayores que 0.65 el modelo propuesto es mejor que el modelo
GWL.2. Finalmente, se ve claramente que los cuatro modelos analizados fallan
a bajas temperaturas. Para que el modelo propuesto fuera confiable a bajas
temperaturas, nuestra expresién para C deberia ser al menos de tercer orden

en Be.
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Fig. 10. Segundo coeficiente virial para un fluido de pozo cuadrado.

Los modelos LC y GWL.2 coinciden con el célculo exacto
representado por la linea continua.
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célculo exacto /
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Fig. 11. Tercer coeficiente virial para un fluido de pozo cuadrado.
La linea continua representa el resultado del céalculo exacto
de C' que aparece en la Tabla 5.
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CONCLUSIONES

Como se menciondé al inicio de esta tesis, nuestro propésito es obtener
ecuaciones de estado derivadas de un enfoque molecular, que nos permitan
predecir 1las propiedades termodinamicas de 1los fluidos a partir de
informacién microscépica de los mismos. En este sentido, el modelo propuesto
originalmente resulté ser insatisfactorio, pues tuvo que ser corregido
mediante un ajuste. Sin embargo, el modelo corregido fue capaz de ‘obtener
me jores predecciones que las conseguidas por los modelos LC, LS y GWL.Z,
para el factor de compresibilidad, 1la ubicacién del punto critico, el
equilibrio liquido-vapor y los coeficientes viriales (segundo y tercero) del
fluido de pozo cuadrado. Esto muestra claramente que es posible obtener
ecuaciones de estado, 2 = p /( p k T ), mads satisfactorias que las hasta
ahora disponibles, si se cuenta con una buena representacién del numero de

coordinacién, Nc(T,p), del fluido de pozo cuadrado.

El hecho de que el modelo propuesto iniclalmente no haya sido del todo
satisfactorio, no qulere decir que 1la funcién de distribucién radial,
g(rlz), expresada como un desarrollo perturbativo hasta primer orden en B =
1/kT, sea incapaz de generar un modelo que represente adecuadamente el
namero de coordinacién del fluido de pozo cuadrado. En realidad, la
necesidad de introducir un paradmetro de ajuste en el modelo inicial para
lograr wuna mejor predicciéon del numero de coordinacién, - se debe
fundamentalmente a la manera de calcular g;“krla), pues se sabe que tanto

ref ref

la expresién ggef(r) = g, (r) + g, (r) p como la aproximacién de Kirkwood,

son satisfactorias sdélo a bajas densidades.

No obstante que el modelo para el numero de coordinacién obtenido en este
trabajo, tiene una forma mads complicada que la de los modelos LC, LS y
GWL.2, tiene la ventaja no sé6lo de proporcionar mejores resultados que
éstos, sino que ademas por el hecho de contar con fundamentos teéricos mas
sélidos, es muy probable mejorar su capacidad predictiva, sin tener que

recurrir exclusivamente a simples ajustes paramétricos.
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NOMENCLATURA

LISTA DE SIMBOLOS

>

Energia libre de Helmholtz
Segundo coeficiente virial

*

= B/bo Segundo coeficiente virial reducido
Tercer coeficiente virial

C/(bo)2 Tercer coeficiente virial reducido

L

Energia total del sistema
Energia libre de Gibbs
Nimero de moléculas del sistema

Nuimero de coordinacioén

0

Presién del sistema

*

ne°P/6e  Presién reducida
Funcién de particién canénica
Parametro relacionado con el alcance del pozo cuadrado
Entropia del Sistema

Temperatura absoluta

»

kT/e Temperatura reducida

Volumen del sistema

*

= 1/7 Volumen reducido

< < < =1 =3 0N ®O VY 2 2 MmO 0w w
]

(/Y

Volumen libre

<
1

No>/¥Z  Volumen de empaquetamiento compacto

Z Factor de compresibilidad

z Namero de coordinacién maximo

a, b Parametros de las ecuaciones de estado tipo van der Waals

2n03/3 Segundo coeficiente virial para el fluido de esferas duras

g
"

c Parametro de Prigogine
c(r) Funcién de correlacién directa
f Fugacidad

f(r) Funcién de Mayer
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u(r)

Funcién de distribucién radial

Constante de Planck

Funcién de correlacién total

Constante de Boltzmann

Masé de la molécula

Contribuciones electrénica, rotacional y vibracional
a la funcién de particién, respectivamente.

Posicién ( r = vector de posicién)

Nimero de segmentos en una molécula lineal

Potencial intermolecular

Letras griegas

o Variable que aparece en las ecs. (40), (41) y (42)

B = 1/kT

€ Parametro de energia del modelo de pozo cuadrado

] Potencial promedio

n = np03/6 Fraccién de empaquetamiento :
K. Compresibilidad isotérmica ?
A Longitud de onda térmica de DeBroglie

M Potencial quimico

p = N/V Densidad global de particulas del sistema

p(r) Densidad local de particulas

p.= p03 Densidad reducida

c Diametro molecular 1
Q0 = exp(Be) ;
Superindices

* Propiedades reducidas

ref Sistema de referencia

P Estado perturbado

Subindices

1 Liquido

v Vapor

c Propiedades criticas

sat Propiedades de saturacién
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APENDICE

CALCUODE I, 1, ¥ CT

A. CALCULO DE I3

Para calcular 1la expresién (50), utilizaremos dos consideraciones

importantes :

1). La Aproximacién o Principio de Superposicién (Kirkwood, 1935)

ref (r gref (r gref‘ ( )

r = r
(r, 1T o3) gz 12 2 13 2 23

3 12° 13" 23 (A1)

Segin esta aproximacién, la probabilidad de encontrar un triplete de
particulas es igual a la probabilidad de encontrar los tres pares que lo
forman separadamente. Su validez es exacta para bajas densidades vy
discutible para altas densidades. En términos mis precisos, es valida en el
limite cuando las tres particulas estan muy separadas entre si, como ocurre
con un gas diluido o cuando una de las tres particulas estd muy alejada de

las otras dos.

En el supuesto de Kirkwood, se asevera que la correlacién de un par de
particulas permanece inalterada por la presencia de una tercera, aun cuando
haya interaccién pronunciada, como ocurre en el caso de fluidos a 1la
densidad del liquido; y

2). El desarrollo en densidades, hasta primer orden, para la funcién radial
de distribucién
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ref ref

ref _ '
g, (r) = g, (r) + g, (r) p (A2)

Haciendo uso de estas consideraciones, tenemos que

I = ” ar drdr. #°(r ) ¢°(r,.) [ggef(rla) g ) glr )
8;ef(r12) g;ef( 13) g:ef(r23) p* g;ef(riz) g;ef(r23) gZCf(r13) P
+ g;ef(rIS) g;ef( 23) gref(rIZ) P+ g;ef(rlz) g:ef( 13) g:er( 23) P2
+ ;ef(r13) g:ef(FIZ) g:‘,‘.(r23) P2+ gOrefrI.Z) g:ef( 23) gret( 13) pz
+ g o)) g r, ) e*(r,) P ] (A3)

Por otro lado, se sabe que la funcién de Mayer viene dada como (Reed

Gubbins, 1973)

f(r) = go(r) -1 (A4)

donde g, es la funcién radial de distribucién, evaluada en el limite de baja

densidad; g, = exp[ - B u(r) ].

Introduciendo la ec. (A4) en la ec.(A3), se obtiene
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Dadas las caracteristicas propias de f

ref

ref
f(r
12

ref
f(r
13

ref
f(r
( 12

ref

f(r13

ref

f(r23

ref
(

constatar que

)

)

)

)

)

12

. P P r ref - ref -
= [[[ arar,ar, o) #Per,) { £(r, ) + 1 [f(rm) .1 ]

12

- ref - ref - ref
f(r23) + 1 - + [ f(rlzl +1 ] _f(rls) + 1 | g, (r23) P

1 ref ref

+ 1 - [ f(rza) + 1 ] g, (r13) P
- ref ref

+ 1 - [ f(rza) + 1 ] g, (r1z) P
T ref ref 2

+1 ) gl (r13) gl ( 23) P
] ref ref 2

+1 ) 1 ( 12) 1 ( 23) P
] ref ref 2

+1 i 1 ( 12) 1 ( 13) P
ref ref 3

) gl (r13) 81 (r23) P } (AS)

ref

y ¢¢ (ver fig. Al), se puede

P ref _
¢ (rij) f (rij) = 0 (A6)
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Fig. Al. a) Potencial modelo del fluido §(r), b) Potencial de perturbacion §°(r), y
¢) Funcién de Mayer para el sistema de referencia f mf(r).
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Al tomar en cuenta las consideraciones anteriores, la ec.(AS5) se reduce a

ref
= P P
I, = III dr.dr.dr, ¢'(r ) ¢ (r ) { [ f(r ) +1 ]

r ref -

ref ref
+ i f(r13) +1 - 1 ( 23) p + X ( 13) P
o ref T ref ref ref 2
+ i f(r13) +1 ) (r12) p + X (r13) g, (raa) P
o ref ] ref ref 2
+ i f(r13) + 1 | ) ( 12) 1 ( 23) p

ref ref 2 ref ref ref 2
g8, (r1z) g, (r13) p- + g (r.)g (r.)eg (r23) P }

Por otra parte, a bajas densidades es posible utilizar la siguiente
relacién (Reed y Gubbins, 1973)

ref

" ref ref
re ( ) = [f(riz) + 1 ] I f(r13) f(r32) d£3 (A8)

1 12

Sustituyendo la ec.(A8) en la ec. (A7)
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ref
- P p
= [[[ arer,ar, e e, { [ firy ) + 1 ]

» ref - ref ref ref
S ECAR IS [ £r,,) + 1 ] I £(r,) fr,)) dr, p

r ref T ref ref

ERERY I £(r ) £r,) dr, p

- ref L ref ref ref
SRR [ £lr )+ 1 ] I £(r, ) £(r ) dr, p

r ref - ref ref ‘ ref
S IR I I £(r ) £(r, ) dr, [ £r,) + 1 ]

. ref ref 2 ref ref
* flr, ) f(r ) dr, p~ + [ f(r13) +1 ] [ f(rzz) + 1 ]

ref ref

ref ref ref 2
. I £(r ) £(r ) dr, [ £(r_) + 1 ] f fr,) £(r, ) dr_ p
- ref ref ref ref
s [ fr )41 ] I £(r ) fr ) dr, [ £r ) + 1 ]

~ ref ref ref ref ref
s [fe o fe ar, P4 [ £(r ) + 1 ] j £(r ) £(r, ) dr,

r ref ref ref ref
o e )+ ] I £(r ) £r_) dr, [ fr ) +1 ]

. ref ref
3

* f(r, ) f(r ) dr_ p (A9)

Utilizando nuevamente, las propiedades de ¢ y f, la ec.(A9) se reduce a

82




o b ref
I, = II drdrdr, ¢'(r, ;) ¢ (r,) { [f(r”) o ]

- ref - . ref ref

+ i f(r13) + 1 - P ] f(r24) f(r“) d§4
r ref b r Tref ref

+ _ f(rm) + 1 - P f(r“) f(r“) d£4
- ref - ~ Tref ref

+ - f(r13) +1 - p ] f(r“) f(rﬂ) dr,
- ref L > [ ref ref ~ ref ref

+ i f(rw) +1 - P ] f(r“) f(r“) dx_‘4 . f(rzs) f(r53) dr_-s
r ref 2 ref ref ~ ref ref

+ Lf(rm) + 1] P | f(r“) f(r42) dg‘ ] f(rzs) f(rsa) dl:s
r ref 2 [ ref ref ~ ref ref

+ i £lr )+ 1] P £(r ) flr ) dr, ] fir ) flr_) dr,
- ref 3 f ref ref . ref ref

N ECRE 1] o [ ftrp fir ) ar, [ £ £iry) ar
~ ref ref

* £(r, ) f(r, ) dr, } (A10)

Truncando la ec. (A10), hasta el término de primer orden en p, obtenemos
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rer

ref
- P 1Y
I = . d£1d£2d£3 ) (r12) ¢ (rza) [ f(r13) + 1 ]

. P P ref ref ref
+ dr drdr ¢ (r ) ¢ (r ) [ fr ) +1 ] P I f(r ) flr ) dr,

ref

. P P ref ref
+ 2 [[[ arar,ar, 6P ) o°(r, ) [f(rm) .1 ] p I £(r,,) £(r ) dr,

(A11)

Resolviendo cada una de las integrales de la ec.(All), se encontré que

ref
V | P
[[[ ar,oc,0r, ¢, oo, [f(rm) £ 1 ]

avelqg? 2 3 s 6
= —2-1'-— (8+9R*-16R>-18R*+17R®)
P
(A12)
P P ref ref ref
J‘J‘ ar drar_ ¢°(r ) #°(r,.) [f(rm) +1 ] P I f(r,,) f(r ) dr,
2 3yve?t 2 3 4
= = L > ( 1875 + 4068 R% - 7840 R® - 6363 R* + 4095 R®
P 6 7 9
+ 9380 R® - 5508 R’ + 293 R® ) (A13)
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ref ref

ref
P P
” drdrdr. ¢°(r ) ¢°(r ) [f(rm) + 1 ] p j £(r,,) £(r,) dr,

3 2
= 326» v 1E (1-28+4aRr') (A14)

p

Sustituyendo de la ec.(A12) a la ec.(A14) en (A11), obtenemos

3 2
I, = 3; v TS (2848 + 2997 R® - 8400 R’ - 6300 R + 4095 R°
P

+ 9975 R® - 5508 R’ + 293 R® ) (A15)

B. CALCULO DE 14

Para el calculo de la ec.(51), utilizaremos también la aproximacidén de
superposicién para g, En consecuencia,

= P p ref ref
I‘ - J]I CIE1d£2d!—-3d£4 ¢ (1—12)¢ (r34) g, (rm) g, (r

34

. [ gref(r ) gref(r ) gref(r ) gref(rz4) -1 ]

2 13 2 14 T2 23 2

Integrando sobre r
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= P P ref ref
1, =V III drdrdr, ¢°(r ) ¢"(r ) gl (r ) gl (r )

ref ref ref ref
* [gz (r13) g2 (r14) gz (r23) gz (!‘2‘) -1 ]

Por otra parte, dado que en el limite de baja densidad g(r) = 1 + f(r),

entonces

= P P ref ref
1, =V [[[ aerer, #o ) oy [f (r,) +1 ][ £ ) + 1 ]

ref ref ref ref ref ref
» [ f (r13) + f (r14) +f (rza) +f (r24) + f (r13) f (r14)

ref ref : ref ref ref ref
+ f (r14) f (r24) +,f (r13) f (r24) + f (r14) f (r23

ref ref ref ref ref ref
(rxa) f (rzs) +f (r23) f (r24) + f (r13) f (rl‘)

ref ref ref ref ref ref
. f (rz‘) + f (r13) f (r14) f (r23) + f (rl4) f (rza)

ref ref ref ref ref ref
s f (r24) + f (rla) f (rza) f (r24) + f (r13) f (ri‘)

ref ref
e f (r23) f2 (r24) ] (A16)

Nuevamente, haclendo uso de las propiedades de ¢(r) y de f(r)
$°(r ) £ (r ) =0

i)

la ec. (A16) se reduce a
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_ P P ref ref ref
1, =V J’” drdr dr, ¢°(r ) ¢ (r_) [f (r,) + 770 ) + £ )

ref ref ref ref ref
+ f (ra4) +f (r13) f (r14) + f (r13) 3 (rza)

ref ref ref ref ref ref
+ f (r13) f (r24) + f (rl‘) f (r23) +f (ri‘) f (ra‘

ret(r ) fref(r ) + fre!‘(r ) fref(r ) fret(r )

+ f
23 24 13 14 23

ref ref ref ref ref ref
+ f (r13) f (r14) f (rz‘) +f (r13) f (ras) f (r24)

ref(r ) fref(r ) fret(r ) + fref(r ) fref(r )

+ f
14 23 24 13 14

. f”f(rza) f"’(ru) ] (A17)

Como podemos ver, la ec.(A17) involucra cuatro integrales con productos de f
de primer orden, seis de segundo orden, cuatro de tercer orden y una de
cuarto orden. Sin embargo, para nuestro estudio sélo consideraremos hasta

los términos de segundo orden en f.

Comencemos con las integrales de primer orden en f

3 2
p p ref - _ |14 3 3_
II d£2d£3d§4 ¢ (r12) ¢ (r34) f (rla) = [75 no ] [(R 1) € ]

(A18)

De manera anadloga, para las otras integrales, tenemos
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- 43 r 2
Cr( p p ref - . 4 3 3_
dr_'zci[:‘d_r_4r ¢ (rlz) ¢ (r“) f (r“) 3 no . L(R 1) € -
. ~3 r 2
NEl p p ref = - _j4_ 3 3_ T
] dr dr dr ¢ (r,)) o)~ (r,,) 3 L - .(R 1) € |
. a3 r q2
C P P ref - i 3 3_
dr_dr dr ¢ (r ) ¢(r,)f (r,)) = 3 L) - _(R 1) € -
(A19)
Para las integrales que incluyen f de segundo orden, tenemos
P P ref ref
II dr drdr ¢ (r,) ¢ (r, ) f (r )£ (r,
1 4 3 3 2 3 6 4 3
Por otra parte, tenemos que
P p ref ref
H drdr dr, ¢°(r ) ¢ (r ) £ (r ) £ (r, )
4 1 3 3 2 2 3 4
= o5 [1; no ] €° (4996 - 1620R™ - 20S580R™ + 20412R
- 2268R° - 1260R® + 324R’ - 4R®) (A21)

Ahora bien, sustituyendo de la ec. (A18) a la (A21) en 1la ec.(A17),

obtenemos, considerando hasta términos de segundo orden en f
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e

i

32 v 3 e2 9 7 6 5
The "3 (209R° - 3699R’ - 525R® - s567R° + s883RY
p

- 1575R% - 405R® - 2321) (A22)

C. CALCULO DE CT

Para el cédlculo de la ec.(52), es conveniente determinar separadamente

algunos de sus términos. Comenzaremos con la expresién para 1la

compresibilidad isotérmica.

La definicién de la compresibilidad isotérmica viene dada como

KT = = Tr [‘—E—Fr ]T (A23)

Por otra parte, dado que p = N / V, entonces

ref ref
= 1 ap
K = 7; [ 3 P ]T (A24)

De la teoria de Percus-Yevick (Reed y Gubbiné, 1973), se sabe que

£ £ & £
Pref - PHS - 6 ﬁ T [ (o] + 3 1 2 _ + 3 2 .
1 -€£ (1 - Ea) (1 - Ea)
(A25)
donde
El = -é— mp 0‘1 i =0, »3
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Derivando la ec. (A25) con respeéto a p, obtenemos

[ax>]""=kl.(1+zn)2
8 p T (1-17 )
o blen,
[ap]"‘= 1 (1-q2)°
8P ); KT (1+27)2
donde
_ 1 3
n=f = = mpo
Por otra parte, tenemos que
ref ¢2 ref £
I¢p(r)gz (r)d§=-4uerr{go (r) + g% (r)p+ ...

Considerando sélo el término de baja densidad,

£ R,
I ¢p(r) g;e (r)dr = -4mne I r° exp [ -B¢ (r)
o
j¢’(r) £ ar = - 5 wo’e ®-1).
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e 8 '
S—p [pz J ¢°(r) g; “tr) dg] = - Fmp o e (R°-1) (A27)

Otra cantidad que aparece en el término CT es el sigulente

a 2 _ref P
IJ. [—a—p [p g, (r12)} ] ¢ (rlz) d£1d£2
_ 8 2 p ref ref :
= ——[p VJdgz ¢(r12)[go (r) + g, (r)p+...]]
Tomando en cuenta Unicamente el término de baja densidad, obtenemos

a 2 _ref p . _ 8 3 3_
J‘J' [a—p [p g, (rxz)] ] ¢(r12) dx_‘ldl_‘2 = 5 " Vepo (R-1)

(A28)

Sustituyendo las ecs. (A26), (A27) y (A28), en la ec.(37), se obtiene

(R%-1)2 o2 (1-2)*
(1+279)°

(A29)

~im
N

CT = 256

<
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