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Resumen

Dados un semigrupo cuantico de Markov (QMS por sus siglas en inglés) 7, un estado in-
variante fiel p y una operacion de inversién del tiempo O, se introduce el semigrupo ©-KMS
adjunto 7© con respecto al estado p como el semigrupo adjunto adecuado para medir la
desviacién del equilibrio ©-balance detallado cudntico estandar (©-SQDB). Desarrollamos
un esquema para asociar a cada elemento completamente positivo un estado en un producto
tensorial que utilizamos para medir la desviacion del equilibrio, mediante la entropia relativa
de von Neumann de las familias de estados asociados con el semigrupo y el semigrupo ad-
junto. Demostramos que el ©-SQDB es satisfecho si y solo si esta entropia relativa es cero.
Damos una generalizacién del teorema de Qian et al. para la clase de QMS circulantes vy,
mediante un ejemplo, mostramos que no es posible obtener un analogo no conmutativo de
este teorema para todo QMS utilizando esta nocién de equilibrio.

Palabras clave: ©-KMS adjunto; estado entrelazado de Fagnola-Rebolledo; estados asociados
con transformaciones CP; semigrupo cuantico de Markov; estado estacionario de equilibrio y fuera
de equilibrio; entropia relativa de von Neumann; tasa de produccién de entropia; semigrupos cir-
culantes.
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Introduccion

Desde el punto de vista de la termodinamica, un proceso reversible es aquel en donde el
equilibrio termodinamico se alcanza a lo largo del proceso sin alterar el sistema ni el medio
ambiente, 7. e., sin disipacién de energia 6, como se dice coloquialmente, con entropia cero.

En el marco de los procesos estocasticos, especificamente en las cadenas de Markov irredu-
cibles a tiempo discreto y continuo con espacio de estados finito, se conocen dos condiciones
equivalentes de reversibilidad: la condiciéon de balance detallado y el criterio de re-
versibilidad de Kolmogorov. Recientemente, apoyandose en la descomposicién en ciclos
de cadenas de Markov de Kalpazidou [21], Qian et al. [29] establecieron una caracterizacion
del balance detallado en términos de la tasa de produccién de entropia (ver definicién 1.1.4):
una cadena de Markov es reversible si y solo si su tasa de produccion de entropia es cero.
La técnica usada detras de esta caracterizacion consiste en medir la entropia relativa de las
distribuciones de la cadena de Markov respecto a la distribucién de la cadena en reversa
(adjunta). El propésito central de este trabajo es obtener criterios para identificar estados
fuera de equilibrio en el caso no conmutativo en términos de la entropia.

El estudio de procesos irreversibles en sistemas cuanticos que interactiian con el medio am-
biente, llamados sistemas cuanticos abiertos, empezd en los anos setenta con la introduccion
a la fisica cuantica de los semigrupos dinamicos cuanticos, que actualmente se conocen como
semigrupos cuanticos de Markov (QMS por sus siglas en inglés). Los QMS son semigrupos de
operadores completamente positivos que actiian sobre el espacio de operadores acotados en
un espacio de Hilbert, ver definiciéon 1.2.1. Estos semigrupos pueden considerarse como una
generalizacion no conmutativa de los semigrupos de Markov clédsicos asociados con cadenas
de Markov.

Hasta la fecha, existe mas de un analogo no conmutativo del concepto de balance detallado
clasico con sus respectivos semigrupos adjuntos; sin embargo, el mas aceptado es el @-balance
detallado cuantico estandar (©-SQDB) que introdujeron Fagnola y Umanita [15] en términos
de un operador de inversién del tiempo O, ver definicién 1.3.2, y que hasta ahora no contaba
con un semigrupo adjunto que lo caracterizara.

En este trabajo introducimos un semigrupo adjunto 7° = (7,°);>¢ de un semigrupo
cuantico de Markov dado 7 = (7;);>0, sobre el espacio de operadores acotados B(h) en
un espacio de Hilbert h. A este adjunto le llamamos adjunto ©-KMS y se depende de un
estado invariante p del semigrupo 7 y de la operacién de inversién del tiempo ©. En uno

En este texto utilizamos la acepcién del adjetivo “cudntico” usual en matematicas para referirse a objetos
en contextos no conmutativos con el fin de contrastarlos y diferenciarlos de las versiones conmutativas
(cldsicas).

X



x INTRODUCCION

de nuestros resultados demostramos que, en analogia a lo que sucede en el caso clasico,
T satisface el ©-SQDB siy solosi 7 = 7. Por esta razén consideramos que 7© es el
candidato natural para medir la desviacion del ©-SQDB.

La entropia relativa se define sobre estados, razén por la que no es posible utilizarla
directamente sobre los semigrupos. Para superar este obstaculo proponemos una manera
de asociar a un operador completamente positivo ®,; un estado en el producto tensorial
E,(®,,) utilizando un estado fijo p de referencia. Hacemos énfasis en que este esquema
puede utilizarse con cualquier otra nocién de equilibrio y un adjunto @i‘f‘junm adecuado para
encontrar criterios que caracterizan estados fuera de equilibrio. La entropia relativa que

adjunto
(D*t

proponemos medir es S (zS'p(CI)*t), Exl )) y definimos la tasa de produccién de entropia

como la derivada en cero de esta entropia relativa.
Regresando a la nocién de equilibrio ©-SQDB, cuando los soportes de &,(T.) v E,(T.2)
son finito dimensionales, demostramos que los siguientes enunciados son equivalentes:

i) (T¢)t>0 satisface una condiciéon de ©-SQDB.
ii) 7; = T,° para todo t > 0.
iii) La entropia relativa cuantica S(gp(’ﬁt), Ep(ﬂ?)> = 0 para todo t > 0.

Para tener un andlogo no conmutativo del teorema de Qian et al. para semigrupos
cuanticos de Markov se tendria que demostrar que los enunciados precedentes son equiva-
lentes a:

iv) La tasa de produccién de entropia cudntica e, (7T, p) = 0.

Desafortunadamente esto no es verdad para todo QMS, el semigrupo descrito en el
capitulo 4 tiene tasa de produccion de entropia cero pero no satisface el ©-SQDB.

Por ultimo definimos una rica clase de semigrupos, que denominamos QMS circulantes,
haciendo alusion a la familia de matrices circulantes. Las matrices circulantes son operadores
de Toeplitz que gozan de una gran gama de propiedades interesantes: forman un algebra
conmutativa, son diagonalizables respecto a la misma base y sus valores propios se calculan
de una manera simple. La dinamica de los semigrupos circulantes es dictada por una matriz
circulante fija, heredando muchas de las simetrias de estas matrices, lo que hace relativa-
mente sencillo el calculo explicito de la accién del semigrupo, la entropia relativa y la tasa de
produccién de entropia. Aprovechando esto, demostramos que para lo semigrupos circulantes
son equivalentes i)-iv) y, atin més, la tasa de produccién de entropia cudntica coincide con la
tasa de produccion de entropia clasica de Qian et al. Esto implica que su comportamiento
es escencialmente clasico a pesar de poseer muchos estados invariantes no diagonales. Con-
sideramos que los semigrupos circulantes son una coleccion de ejemplos ttiles para entender
propiedades generales de los QMS, tales como la irreducibilidad y el gap espectral [6].

Algunos posibles caminos para investigaciones futuras son:

- ;Cual es la clase méas grande de semigrupos para los cuales es posible obtener un
analogo cuantico del teorema de Qian et al. utilizando el ©-SQDB?
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- ;Es posible encontrar una nocién de equilibrio aceptable en donde el teorema de Qian
et al. sea valido para cualquier QMS?

Una recopilacién sistematica de los principales resultados y propiedades de los QMS
puede encontrarse en la tesis de doctorado de Umanita [33]. Por otro lado, Agarwal, Alicki, y
Frigerio-Gorini-Kossakowski-Verri desarrollaron una generalizacién cuantica de la condicion
de balance detallado llamada, como era de esperarse, balance detallado cudntico (QDB).
Fagnola y Umanita estudiaron algunas versiones modificadas de la condiciéon de balance
detallado cuantico, a las que llamaron balance detallado cuantico estandar (Standard QDB).
Estas condiciones estan basadas en el concepto de semigrupo dual o adjunto con respecto a
un estado invariante p. El semigrupo s-adjunto 7 = (ﬁ(s))tzo, s €0, %] se define mediante
la relacion de dualidad

tr<psxp1_s72(y)) = tr(ps’ﬁ(s)(m)pl_sy), para todo x,y € B(h).

En [13, 27] se demostré que para s € [0, %] existen esencialmente dos adjuntos distintos:
TO vy T(2). El caso s = % corresponde a la simetria KMS estudiada originalmente por Petz
[27], Cipriani [9, 10] y Goldstein-Lindsay [11], 7. e., el QMS T es KMS simétrico si y solo si
T=TG).

La condicion de balance detallado cuantico discutida por Agarwal se obtiene utilizando el
adjunto s = 0. Esta toma en cuenta una caracteristica tipicamente cuantica de paridad de las
observables (como es costumbre nos referimos a los operadores acotados autoadjuntos sobre
h como observables) bajo una operacion de inversién del tiempo ©. La operacién de inversién
del tiempo es intrinseca al modelo de la mecdnica cuantica; es una consecuencia directa e
inevitable del hecho de que la arena de los modelos de la mecédnica cuantica es un espacio de
Hilbert complejo. Un operador de inversiéon del tiempo también aparece de manera natural
en el trabajo de Accardi-Mohari [2] sobre procesos de Markov reflejados en el tiempo. Por
lo tanto, es natural incorporar este ingrediente a las condiciones de simetria disponibles. En
esta direccién, Fagnola y Umanita introdujeron la nocion de ©-balance detallado cuéntico

estandar utilizando el adjunto obtenido con s = %, definido como la condicion de simetria

7)) = © 07T 0O. En virtud de las cuatro equivalencias que se demuestran en esta tesis,
nuestro adjunto ©-KMS es un adjunto apropiado para medir la desviacién del ©-SQDB.

Un trabajo reciente de Holevo[19] proporciona una manera diferente de asociar estados a
transformaciones completamente positivas, pero su definicién no es muy util para nuestros
propositos.

A continuacién describimos brevemente la estructura de este trabajo.

En el primer capitulo damos una descripcion del concepto de equilibrio en el caso clasico
como motivacién de nuestro objetivo, posteriormente presentamos algunos resultados basicos
de la teoria de sistemas cudnticos abiertos. Por completez, revisamos brevemente las condi-
ciones de equilibrio cudntico mas importantes en la escena de la probabilidad cuantica actual.

El segundo capitulo consta de dos secciones; en la primera construimos un operador
que asocia con cada aplicacion completamente positiva que preserva la traza un estado sobre
h®h. Demostramos que esta manera de asociar estados puede escribirse de forma conveniente
utilizando el estado torcido 6 entrelazado (entangled) de Fagnola-Rebolledo, que depende de
un estado de referencia fijo p. En la segunda seccién definimos el adjunto ©-KMS y utilizando
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los estados asociados calculamos la entropia de von Neumann como caracterizacion del ©-
SQDB y mediante un ejemplo demostramos que no es posible obtener una caracterizacién
en términos de la tasa de produccién de entropia.

Los semigrupos cuanticos de Markov circulantes se introducen en el capitulo 3. Ademas de
la entropia relativa cudntica, calculamos la tasa de produccién de entropia cudntica (QEPR
por sus siglas en inglés) de un QMS circulante irreducible con respecto cualquier estado
invariante. Por tltimo calculamos la tasa de produccion de entropia clasica de Qian et al. y
la comparamos con la cuantica, obteniendo que para esta familia de QMS ambas coinciden.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo damos un resumen del estudio del equilibrio y la reversibilidad en el caso
de cadenas de Markov. Esta teoria nos servira de guia y punto de partida para nuestro
programa de investigacion en el caso no conmutativo. Las definiciones basicas de semigrupo
cuantico de Markov y un recuento de las nociones de equilibrio que mas atanen a nuestro
objetivo estan contenidas en la ltima seccion.

1.1 Equilibrio clasico y balance detallado

Dentro de la teoria de reversibilidad de las cadenas de Markov encontramos dos condi-
ciones equivalentes de reversibilidad: el criterio de reversibilidad de Kolmogorov y el balance
detallado. El concepto de balance detallado, introducido por Boltzmann, caracteriza la
reversibilidad mediante los estados invariantes, mientras que el criterio de Kolmogorov ca-
racteriza la reversibilidad comparando las probabilidades de completar trayectorias ciclicas
en direcciones opuestas.

Sea & = {& }ier una cadena de Markov a tiempo continuo con espacio de estados finito
S. La matriz de intensidades de transicién de £ la denotamos con @ = (¢;;)i jes donde

Z ¢ij = —¢,; paratodoie S.
jes—{i}

Como es usual, suponemos que las trayectorias son continuas por la derecha y poseen limites
por la izquierda.

Una medida de probabilidad m = {m;};cs sobre S se dice invariante para & si @) = 0, en
nuestro caso, si ademas la cadena de Markov es irreducible entonces la medida invariante es
Unica.

Definicién 1.1.1 Una cadena de Markov con medida invariante m y espacio de estados S
se dice que estd en balance detallado 6 satisface la condicion de balance detallado si

miqi; = T;qj;  para todo i,j € S.
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Definicién 1.1.2 Una cadena de Markov con maltriz de intensidades de transicion Q =
(gij)ijes satisface el criterio de reversibilidad de Kolmogorov si

QiryioGizyiz =" " Dis—,isDisyin = QiryisQisyis—1 "~ " Diz,izTizyins
para cualquier coleccion finita {i1,...,is} de elementos distintos del espacio de estados S.

Los conceptos de entropia, que surgen en la termodinamica y la teoria de la informacién,
han sido usados recientemente por algunos autores [29] para estudiar medidas invariantes
fuera de equilibrio en cadenas de Markov. La nocién de tasa de produccion de entropia se
deriva de la entropia relativa de la distribucién de probabilidad de la cadena de Markov con
respecto a la distribucion de la cadena de Markov con el tiempo en reversa.

Definicién 1.1.3 Dada una cadena de Markov estacionaria e irreducible & y una medida
invariante , la cadena de Markov con tiempo en reversa £~ se define como & (w) = & (rw),
en donde r : Q) — § es la transformacion

rw(t) = gr_nt w(s), parat € R.

La matriz de intensidades de transicién de £~ es

0 = (%‘%ﬁ)
- b
i /ijes

7 también es medida invariante de £7, i. e., 7QQ~ = 0, y denotamos a su distribucién de
probabilidad con P~.

Definicién 1.1.4 Sea & una cadena de Markov estacionaria e irreducible con espacio de
estados finito. La tasa de produccion de entropia de & se define por

.1 _
(6, 0) = lim - H (P, P )

donde P, P~ son las distribuciones de probabilidad de &, £~ respectivamente; H(P[o,t],P[B,t])

es la entropia relativa de P con respecto a P~ restringidas a la o-dlgebra generada por las
variables aleatorias & hasta el tiempo t.

No fue sino hasta hace una década cuando Qian et al. [29], utilizando el trabajo de
Kalpazidou en Cycle representation on Markov Processes [21], demostraron que la reversibil-
idad de una cadena de Markov corresponde con tasa de produccion de entropia cero y vice-
versa. A este resultado le llamamos el teorema de Qian et al. para cadenas de Markov y lo
enunciamos a continuacion:

Teorema 1.1.5 Sea £ una cadena de Markov estacionaria e irreducible con matriz de in-
tensidades de transicion Q) = (¢ j)ijes, con espacio de estados finito S y medida invariante
m = (m)ies. Entonces, las siguientes aseveraciones son equivalentes:

i) € es reversible.
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i1) La cadena de Markov y su cadena de Markov con tiempo en reversa coinciden: & = &_4.
i11) & satisface la condicion de balance detallado.

i) & satisface el criterio de reversibilidad de Kolmogorov.

v) La entropia relativa de Py respecto a Py es cero para toda t > 0; es decir,

H(P[O,t]y ]P)[?),t]) = 0.

vi) La tasa de produccion de entropia de & con respecto a la medida 7 es cero,

ep(ga 7T) =0.

1.2 Semigrupos cuanticos de Markov

Sea h un espacio de Hilbert complejo separable con producto interno (-, -). Denotaremos con
B(h) al algebra de von Neumann de los operadores acotados sobre h y con £;(h) al espacio
de Banach de los operadores acotados de traza finita sobre h. La norma en este espacio es
Inll1 = tr|n|, en donde tr(x) es la traza del operador acotado x.

Definicién 1.2.1 Un semigrupo cudntico de Markov uniformemente continuo en B(h) es
una familia {T; : t > 0} de operadores acotados sobre B(h) que satisfacen las siguientes
propiedades:

i) To = 1.
i) Tirs = TiTs para todo t,s > 0.
iii) Ty(1) =1, para todo t > 0.
i) Para cada t >0, T; es una transformacion completamente positiva.

v) (Continuidad Uniforme)
lim |7, — 1| = 0.
t—0t

El generador infinitesimal L es un operador acotado y
n=0
donde, para cada t, la serie converge en la norma de operadores sobre B(h).
Ejemplo 1.2.2 Sea H un operador acotado autoadjunto sobre h. El grupo uniformemente

continuo (T;)ier implementado por el grupo unitario (e*),cr, es decir, T;(z) = et xe=tH
es un QMS uniformemente continuo generado por el operador L definido como

)

L(zx) =Hx—xH = [H,x], para todo x € B(h).
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Maés ejemplos de QMS uniformemente continuos pueden encontrarse en los capitulos 3
y 4 de este trabajo y en [7, 12]. En [22] y [24] se encuentra la siguiente caracterizacién del
generador infinitesimal de un QMS uniformemente continuo:

Teorema 1.2.3 Un operador acotado L sobre B(h) es el generador infinitesimal de un semi-
grupo cudntico de Markov uniformemente continuo, si y solo si, existen un operador com-
pletamente positivo ® sobre B(h) y un operador acotado G € B(h) tales que

L(z) =®(x) — G'x—xG, para todo x € B(h) y

G+ G* < L(D).

Al generador infinitesimal de un semigrupo cuantico de Markov uniformemente continuo
se le conoce también como generador Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad 6 GKSL. A
lo largo del texto consideraremos solamente QMS uniformemente continuos y para evitar
repeticiones innecesarias omitiremos escribir “uniformemente continuo”.

En general, un estado es un funcional continuo w sobre B(h), positivo y de norma uno; w
es normal si y solo si (w(a,))s converge a w(a), para cada red creciente de operadores (a4 )q
acotada superiormente por a. Cada estado normal se identifica con un operador positivo
p sobre h de traza uno, llamado densidad en analogia con las funciones de densidad de
la probabilidad clasica, que satisface w(x) = tr(pz) para todo x € B(h). Por esta razén
denominaremos estados a los operadores p sobre h, positivos y de traza uno.

Definicién 1.2.4 Si un estado p satisface ker p = {0} decimos que es fiel.

Definicién 1.2.5 Se llama predual de B(h) al espacio de funcionales lineales o-débilmente
continuos sobre este espacio; se denota con B(h),.

El teorema de Schatten en [31] establece dos isomorfismos isométricos, el primero entre
Li(h)* y B(h) y el segundo entre B(h). y £1(h). De esta forma para cada ¢ el operador
T:(x) € B(h) se identifica con un tnico elemento T,(c) € B(h),, o € Li(h) que satisface
tr(zTw(0)) = tr(Te(x)o). (Ti)izo forma a su vez un QMS uniformemente continuo sobre
L1(h) lamado semigrupo predual. Denotamos a su generador GKSL con L,.

El generador del semigrupo predual L, y el generador del semigrupo en su representacion
directa L estan relacionados por la misma relacién existente entre los semigrupos, tr (:L’ﬁ* (U)) =

tr(L(z)o).

Definicién 1.2.6 Un estado p se dice invariante (¢ estacionario) de un QMS (T;)i>o0 con
generador predual L, si y solo si L.(p) = 0.

1.3 Balance detallado no conmutativo

En el contexto de semigrupos cuanticos de Markov hay varias nociones de equilibrio que no
son necesariamente equivalentes. A continuacién describimos tres de las mas comunes en la
literatura y definimos de manera rigurosa la que utilizamos en este trabajo.
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a)

Un QMS con generador GKSL, que denotamos con L, satisface una condiciéon de ba-
lance detallado cuantico (QDB por sus siglas en inglés) en el sentido de Alicki [4] y
Frigerio-Gorini-Kossakowski-Verri [23], con respecto a un estado invariante p , si existe
un operador £ sobre B (h) y un operador autoadjunto K tales que para todo z,y € B(h)
las siguientes igualdades se cumplen:

tr(pL(z)y) = tr(pzL(y)), )
L()—L() =2i[K,]. .

El operador £ es llamado el adjunto-p de £. En 23] se demuestra que son necesarias
condiciones adicionales sobre el semigrupo inicial para asegurar que £ sea un generador

GKSL.

Otras nociones de balance detallado cuantico fueron introducidas por Fagnola y Umanita
en [13, 14, 15]. La idea detras de su propuesta es la de separar al estado invariante p en
dos partes 6, de forma equivalente, definir el adjunto utilizando el producto pre-Hilbert
(a,b)s = tr(p'a*p°b) para 0 < s < 1 y reemplazar las ecuaciones (1.1) por

tr(p' =L (x)p"y) = tr(p'"zp’L(y)), (12)

L) = L() = 2i[K, ] '
El balance detallado cuédntico (1.1) corresponde con el caso s = 0 en (1.2); ademas,
Fagnola y Umanita demostraron que £ = L para 0 < s < % y que son distintos para
s = % La condicién que se obtiene con s = % se denomina balance detallado cuantico
estandar (SQDB) y reservamos la notaciéon £’ tinicamente para este caso. La primera
relacién de (1.2) coincide con la condicion KMS definida en [5], razén por la cual £’
se denomina adjunto KMS. El adjunto KMS siempre es generador de un semigrupo

cuantico de Markov el cual se denota con (7;):>o.

Agarwal [3], Majewski [25] y Streater [30] utilizan una operacién de inversiéon del
tiempo O, que definimos a continuacién, para incorporar a sus estudios la paridad
de observables bajo O, fenémeno tipicamente cuantico que no aparece en el contexto
clasico.

Definicién 1.3.1 Una operacion de inversion del tiempo es un operador © : B(h) —
B(h), de la forma ©(z) = 0x*6, donde 6 es un operador antiunitario.

Recordamos al lector que un operador 6 : h — h es antiunitario si es biyectivo,
antilineal y satisface (0x,0y) = (z,y) para cada z,y € h. El ejemplo tipico de un
operador antiunitario es la conjugacién C' respecto a una base ortonormal. Se puede
demostrar que todo operador antiunitario es de la forma # = UC', donde U es unitario,
ver apéndice B. Aunque 0 es una isometria antilineal, nos abstendremps de utilizar
este término para evitar posibles confusiones con las isometrias lineales.

Se sigue de la definicién que © satisface O(x*) = O(z)*, ©2 = I y O(xy) = O(y)O(x)
para toda x,y en B(h). En general es complicado ver la accién de © como una operacién
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de inversion del tiempo, sin embargo en la evolucién de Heisenberg, dada por T;(z)
e ye~H donde H es autoadjunto, un breve cdlculo muestra que O(7;(0(x)))

7:t(x)

La paridad de las observables se define como sigue: « € B(h) es par si O(z) =z y
es impar si ©(z) = —z. La siguiente nocién de equilibrio en el caso no conmutativo,
definida en [14], toma en cuenta estas paridades.

Definicién 1.3.2 Un QMS uniformemente continuo (T;)i>o satisface una condicion de
O©-SQDB, con respecto a la operacion de inversion del tiempo © y al estado invariante

p; St
T =©0T;00, para todat >0,

donde (T/)t>0 es el semigrupo adjunto KMS definido en la seccion previa.

De acuerdo a Fagnola y Umanita, el ©-SQDB es la generalizacién no conmutativa més
natural del balance detallado clasico entre las condiciones expuestas en esta seccién y
seré aquella sobre la cual centraremos nuestro programa de investigacién.

El papel de los adjuntos en este contexto puede considerarse andlogo a aquel que juega la
matriz ()~ de la cadena con tiempo en reversa. Un estado invariante p es a su vez invariante
para el semigrupo adjunto. En efecto, tomando y = 1 en (1.2), la propiedad del generador
L(1) = 0 implica que

0= tr(péazpéﬁ(ﬂ)) = tr(p%E'(a:)p%) =tr(L,(p)z) para todo z € B(h) = L,(p) = 0.

Un célculo similar se puede hacer con £~* cuando este es un generador GKSL.



Capitulo 2

Estados asociados a operadores CP y
el adjunto ©-KMS

El desarrollo de una técnica que nos permita medir la entropia relativa de un QMS como
indice de desviacion del ©-SQDB presenta dos grandes retos. El primero consiste en encon-
trar un adjunto que capture de forma natural la desviacién del ©-SQDB asi como 7T lo hace
con el QDB y 7" con el SQDB. El segundo es el hecho de que la entropia relativa de von
Neumann se define sobre estados, por lo que es necesario encontrar una manera de asociar
estados al semigrupo.

En la primera parte de este capitulo nos enfocamos al problema de asociar a un operador
completamente positivo (CP por sus siglas en inglés) un estado en un producto tensorial de
“forma conveniente”, esto es, evitando los problemas usuales de divergencia en dimension
infinita y utilizando la informacion de un estado fijo determinado relevante para el operador
CP inici—

En la segunda mitad del capitulo definimos un semigrupo adjunto apropiado para el ©-
SQDB y utilizamos la entropia relativa cudntica del estado asociado al semigrupo y al del
semigrupo adjunto como una manera de medir la desviacion del ©-SQDB, obteniendo la
siguiente caracterizacion del equilibrio no conmutativo: el ©-SQDB se satisface si y solo si
la entropia relativa es cero.

2.1 Estados asociados a operadores CP que preservan
traza

Fijamos una base ortonormal {e;}; de h y un estado p € £;(h). Utilizaremos la notacién de
Dirac, si u,v € h entonces |u)(v| denota al operador sobre h tal que |u){v|w = (v, w)u para
todo w € h. Denotaremos con CP(Ly(h)) al conjunto de operadores CP que preservan la
traza que actian sobre L4 (h).

2.1.1 El operador &,

Iniciamos con una exposicién constructiva del operador £, que asocia estados a operadores
completamente positivos con el fin de familiarizarnos con sus propiedades. Si el lector desea
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entrar directamente al resultado puede dirigirse a la definicién 2.1.10.
Sea @, un operador acotado completamente positivo sobre £;(h). Definimos la forma
sesquilineal &,(®,) sobre span{e; ® €;}; por medio de

5p Z Uklvk'l/<€l, |/)2€k p2€k/\)€l/>

koKl
sl =3 uker @ery v =2, tprey @ ep.

Lema 2.1.1 La forma cuadrdtica asociada con E,(®.) es acotada y positiva en span{er &
eibk- En consecuencia, la forma sesquilinear € (<I>*) se extiende continuamente a todo el
espacio h ® h.

Demostracién. Para cualquier elemento u € span{e;y ® e;}p , u =Y, , uper ® €, tenemos
que si ®,(z) =) L,xL entonces

Ep( D) (u, u) = Z akluk’l’<€la@*(|p%ek><9%€k’|)el’>

kLKL

:Z Z Ekluk’l’<€l7Ln‘p%€k><p%€k'|[‘;€l/> (2.1)

n kLKl

- Z ‘ Zukl(ekv péLZ€l>‘2'
n k,l

Esto muestra la positividad de la forma cuadratica, por lo tanto satisface la desigualdad
de Cauchy-Schwartz para formas sesquilineares, |€,(u, v)[* < &,(u,u) E,(v,v). Basta ver que
la forma cuadratica es acotada. En efecto, considerando el producto interno usual en C, una
aplicacién de la desigualdad de Cauchy-Schwartz en la tltima linea de (2.1), la positividad

completa de @, y, el hecho de que ||®.(0)||; = tr( CID*(U)*@*(U)) = tr<<b*(0)> si o es
positivo, resulta que

E,(@)ww)] <Y (% na?) (; (ews 3 Lie)?)
= ||Z|r22%j (ex, p* L)
= HuH?i;@k,p%me»@%mez,ew
= 3 oo o) o)) 2
= [luf? le<el,q>* > ol enlot)er)

1 1
< Jlull®[1®lsc) e (erlp? || < llull® |24]l5ccy)-

1
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Hemos usado que el operador o = >, p2|ex) (ex|p? es positivo y tiene tranza finita; en efecto,
la desigualdad de Parseval implica que

1 1 1
tr(0) = esp2en)® =D llpzexll =D (er, p2ex) = 1.
Jik k k

Hemos demostrado que
1E,(Py) (u,v)| < lull [Jv]] [|®«lBez,), para todo u,v € span{e; ® €} . (2.3)

Mediante un argumento estandar de densidad, £,(®.)(u, v) se extiende continuamente a todo
el espacio h®h, ademas existe un operador acotado sobre h®h, que denotamos con el mismo
simbolo &,(®.), satisfaciendo

Ep(D,)(u,v) = (u, &,(P,)v), para todo u,v en h @ h.

Este operador es positivo definido y acotado. Esto demuestra el lema. O
El siguiente resultado serd ttil para conocer la accién de £,(®.) sobre tensores simples
del espacio h ® h.

Lema 2.1.2 Sea e, un elemento fijo de la base ortonormal {e;}; y sea 0 el operador anti-
unitario de conjugacion con respecto a esa base, 1. e., Qu = Zj uje;, uj = (ej,u). Entonces,
la aplicacion de h en L1(h) definida por u — |eg)(0u| es continua.

Demostracién. Tomemos cualesquiera u,v € h, u # v. Simples célculos muestran que

= [l otu = o)l = (180 = ) (erllex)Olw ~v)])?)

=u0mu—mMWu—wﬁ)=v@a;é5WWu—wxmu—wo
— (10— v)].

) (Oul — [ex) (Ov]

Esto termina la demostracion. O

Definicién 2.1.3 El operador torcido ¢ entrelazado (entangled) de Fagnola y Rebolledo w,
sobre B(h ® h) se define como

Wp = ‘Zpéei®ei><zpéej®€j
i J

Claramente w, depende tanto del estado p como de la base ortonormal elegida. El
operador esta bien definido pues

H Zﬂéei X e;

De este calculo se sigue que w, > 0y trw, = 1, 4. e., es un estado. Este operador fue
introducido por Fagnola y Rebolledo [17] en 2009.
Veremos ahora la relacién de este operador con nuestro &,(®,).

2
= < g p%ei ® ey, g p%ej ® ej> = g <p%ei,p%ej>5ij =trp=1< o0
i J

i?j
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Proposicion 2.1.4 Para cualquier tensor simple u @ v € h ® h,

E(PIu@v =" ;@ Du(p3]es) (Bulp?)v

— (Taeeeol @ sl juo 2.4

= (1® 2.)(w,)u®wv.

Demostracién. Sean u ® v,y ® v’ dos tensores simples cualesquiera en h ® h. Denotamos
con u, = Y i, (€j, u)e; a la suma parcial de u. De forma andloga definimos vy, uy,, v;

n's Ym’*
Entonces,

<u R, )Py )u’ ® v’> = lnlrgll Zﬂk@uk/vl/@k R e, E,(Du)ey ® el,>

n';m’ k|l
kI
1 1
= hm ZZukvluk/vl/ ej,ek/><ek,ez)<el, *(p2|ei>(ej|p2)el/>
n’ m 1,7
k:’ l’

= lim (e, up ) (tn, @ Uy, €; ® D, (p |e:) ej|,0 Ul )

n'm’ i,

Intercambiaremos los limites con las sumas infinitas utilizando el teorema de conver-
gencia dominada de Lebesgue. Esto esta justificado pues la positividad completa de ®,, la
desigualdad de Cauchy-Schwartz y la bien conocida desigualdad para un operador acotado A
y un operador de la clase de traza B, ||AB||; < [|A]| ||B]|1, nos permiten dominar el término
general por una funcion integrable de i, j. En efecto,

2

2

1 1
et |Gty ea) 2 | (s @2 (% les) (sl )i )

= (e, up)[* [un, €3)]?

vm,Z:Ll}erZ pQGJ}Ll >
!

2

. 1 1 .
= I{eg ) [, e | 3 (Livms pes) (pres. Liv), )
l

S HunH2 HU;VH2 <Z ‘<L?Um7p;€i>|2> (Z }<p%€ja szv;n/
l l

)
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1 1 1 1
=l W 2o @ (03 ) eil? Y om ) (o, @ (2 e 5102 ) )

=l Hesg 12 (@4 (o ) (el b [omdoml ) (@ (0 es)eslo?) g (v,

1 1 1 1
= lual® urgl* |[ @2 (o2 lea) (el o) om) oml]| @ (2 leseslod) o) whl |

< Nl e U2 Fom) (o 11 0 | || @ (0% e}l

| [|es (e teslot)]|
< Jull? 111 ol 112 103, o3 e (edo ||, o2 les)eslo?],

= llull® I/ II* 1[0l 1]* [1®ullBie,) Ceinoes)  (esspes),

la cual es claramente integrable como funcion de 1, j.
Llevando los limites dentro de la suma, y recordando que, si u = ), uge), entonces
Qu =, Urex, la siguiente igualdad es cierta

<u @, EH( P ) ® v'> = <u ® v, Z e; ® <I>*(p%|€i><'9ul|ﬂ%)v,>,

para cualesquiera u, v, u’,v" € h. La primera igualdad en (2.4) se obtiene por densidad.
Por la continuidad de la aplicacién en el lema 2.1.2, las igualdades restantes en (2.4) se
siguen de manera directa. Ciertamente,

E(RIudv =Y e;® P.(p2|es)(Bulp? v

=1im Y e; ® u(p2e;) (Bulp? v
= 1?? Z(Il ® D,)e; ® p% lei){(u, ej>ej|p%v
- 4

T8

=limy " (1® .)|es) (esu @ p2lei)(e;|p2v
2

7:7j

= @) (D lees] @ ptle(elo? Juww

= (10 8.)(w,Ju®v.

La siguientes propiedade de un estado fiel nos serd de en seguida.
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Proposicién 2.1.5 Un estado o satisface

o es fiel < Imo? es denso enh, donde Imo? = {aéu tu € h}.

., . 1 y
Demostracién. Si o es fiel, claramente o2 lo es también. Sea {v;}; la base ortonormal de
o y denotamos con {o0;}; a sus valores proplos Notese que o; > 0 para todo 7. Tenemos que
o = o}? Vi, 6 equivalentemente, v; = o, 2g3v;. Esto implica que span{v;} C Im 02 asi la

imagen de 0% es densa en h.
Por el contrario, supongamos que o no es fiel. Entonces existe un vector propio v; de o

tal que ov; = 0,v; # 0y o; = 0. Sea M = span{v; : o; > 0}. Por un lado Imo2 C M pues,
siu = a%v, v € h, entonces

1

1 1
u=o? Z(vi,wvi = Z(vz-,wafvi = Z(vi,wafvi e M.

7 7 7
;>0

Pero v; € M*, lo cual implica que M+ # {0}. Entonces M no es denso, es decir, Im 0% 1o
es denso. O

Proposicién 2.1.6 Si p es fiel entonces £, es inyectivo.

Demostracién. Sean ¢, y W, dos operadores acotados CP sobre L£;(h) tales que £,(®,) =
E,(V,) y sea u®v € h® h arbitrario. Denotemos la expansién de u con respecto a la base
{e;}i por u = >, we;. Entonces,

(@ v, &@Juev) =3 (uewv,lee] @ 0. (pHledlelp) us o)

,J

= Z u, e;)(e;,u <v <I><p2]ez><ej|p > >
= Z W 03Ok <U, P <p%|ei)(ej\p%) v>

5,1,k

- Z <v,<1>* <p%|ﬂi€i><ﬂj€j|p%> v> = <v, D, (p%|9u> <gu|p%) U>.

Sin pérdida de generalidad podemos tomar fu en vez de u, pues {fu : u € h} sigue siendo
denso en h. Con ello,

0= <9u @ v, (E,(P,) — E,(V.))0u @ U> = <U, <®*(|p%u><p%u|) — \If*(|p%u><p%u|))v>. Por
hipétesis Im(pz) es denso en h, esto implica que el conjunto {|p2u)(pzu| : u € h} es denso
en £y(h). Por tanto, &, = W, coinciden sobre un conjunto denso de £;(h). Asi concluimos
que son iguales.
g
De ahora en adelante supondremos que el estado p es fiel.
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Lema 2.1.7 Siw), es como en la definicion 2.1.10 con la base ortonormal {e;}; en vez de
{ei}i, y U es el operador unitario que relaciona ambas bases ortonormales, i. e., Ue; = €},
entonces

W) = (UOU) @ Nw,(UO(U) & 1),

donde w, es el estado asociado con la base ortonormal {e;}; y © es el operador de inversion
del tiempo asociado a la conjugacion respecto a esta base.

Demostracion. Por definicién, para un tensor simple tenemos que

<u®v,w;u’ ®v’> = Z<u®v,Uei ®p%Uei><Uej ®p%Uej,u’ ®v')
ij
= Z<u, U9U*U<21-><v,p%Uei><U9U*Uej,u’><p%Uej,v’>
ij

= <u, veur Z<U€i7 p%U>U€i><U6U* Z<U€ja P%UI>U63'>

¢ J

- <u, UQU*p%U><U9U*p%'U/,UI>

= Z <u, U9U*9<p%v, 6i)6i><U9U*9<P%UI> €j)ej, “I>
,J

= Z (u, UQU*96i><’U,p%€i><U‘9U*9€ja Ul><P%€j’U/>
,J

= Z <u ® v, UU*be; @ p%€i><UOU*9€j ® prejul @ v’>
Y]

= <u ® v, (UU*) @ 1) Z (e; ® pre;, (UOU*0 @ 1)y ® v')e; ® péei>
2

- <u ® v, (UIU0 ® 1w, (UOU*0 @ 1) ® v'>.
Por linealidad y densidad se extiende a todo el espacio h ® h. O

Teorema 2.1.8 Sean {e;}; y {€;}; dos bases ortonormales de h, p un estado fijo y @, un
operador acotado completamente positivo sobre L1(h). Entonces, £,(®.) y £,(P.) satisfacen
la siguiente igualdad:

£/(,) = (UO(U) @ 1)E,(2.)(UO(U) @ 1), (2.5)

donde U es el operador unitario que relaciona las bases ortonormales, €; = Ue;.

Demostraciéon. Consideramos cualquier tensor simple u ® v € h ® h. Por la proposicién
2.1.4, lema 2.1.7 y algunos calculos obtenemos
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E(PJu®v= (10 0,)(w)u®v
= (1® 2,) ((UU*0 @ 1)w,(UUG @ 1)*)u @ v

7,8

= lim (Z(U@U*@ @ 1)(1® B,)e:)ej] @ p?le:)(e; |0 (UOU*0 @ ﬂ)*)u ® v

S\

— (UOU*0 @ 1) lim (Z(ﬂ ® ®,)|e:) (e;] ® p%|ei><ej|p%) (UOU*0 @ 1) u @ v
S\

= (UOU*0 @ 1)E,(@.)(UOU*0 @ 1) u ® v.

Extendiendo esta identidad a elementos arbitrarios de h@®h mediante linealidad y densidad
se sigue el resultado. O

Teorema 2.1.9 Sea @, en CP(Li(h). &, posee las siguientes propiedades:
i) E,(P.) es un operador positivo.
i) E,(P.) satisface la propiedad “isométrica”,
I€,(®) s = tr&, (D) = 1. (p) = €. (). (26)

Consecuentemente, £,(P.) es un estado si y solo si @, es una transformacion CP que
preserva la traza.

ii) &, es una transformacion continua como aplicacion del conjunto CP(L1(h)) a L1(h®h).
Esto es, £, : CP(Li(h)) = Li(h® h) es continua, donde CP(L;(h)) es provisto con la
topologia de la norma de B(L1(h)).

iv) Para cada u,v,z,w € h,
<u R0, &) (DU’ ® v’> = <v, o, (pée(\u’>(u\)*9p%)v’> .

Demostracioén.
i) Sea u cualquier elemento en h ® h y {u,}, una sucesién en span{e; ® ¢;} C h® h tal
que u, — u.
Como (u, &, (P, )u) = lim(u,, E,(Ps)uy,), es suficiente demostrar que existe una sub-

sucesion de {(up, E,(Pu)tm) bnm que consiste de elementos no negativos con limite
(u, &,(Py)u). La subsucesién diagonal {(un,E,(P.)u,)}, converge a (u,E,(P.)u) v,
por el lema 2.1.1, £(®,) es positivo sobre span{e; ® ¢;}. Esto demuestra 7).

i1) Por el teorema 2.1.8 y la invariancia de la traza con respecto a conjugaciones unitarias,
es suficiente demostrar que (2.6) se satisface en el caso cuando {¢;} es la base que
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diagonaliza a p, i. e., p =Y, pile;)(e;]. Tenemos que
tr(E,(P.)) = Z (ei ®ej, Ep(Di)e; ®ej) = Z <€j’ D, <P§|€i><€i|/ﬁ> €j>

—Ztr «(p2 |eZ el|p ) =tr(® sz|€z eil)
= tr(q’*( )) = 12.(p)lhs-
Hemos usado la positividad de @, (p).
iii) €,(P.) es positivo, como una consecuencia directa de 7i) obtenemos
1€x(P)[ = [P« (P)]l1 < [1®ull5(21)-
Esto demuestra iii).

iv) Mediante un célculo directo, para cada u,v,u’,v" € h tenemos que

<u Q@ v, EH(Pi)u’ ® v’> = Z <u R, e ® <I>*(p%|ei><9u’|p%)v’>

%

= Z< ( % (u ei>ei><€u'|p%>v'> = <U,CI)* (péﬁ(\u/>(u|)*0p%)v/>.

Ya estamos en posicién de enunciar la definicién de nuestros estados asociados.

Definicién 2.1.10 Sean p un estado en B(h), {e;}; una base ortonormal de h. El estado
asoctado a un operador completamente positivo ®, € B(L1(h)) es E,(P.).

Vale la pena notar que cuando dimh=p < ooy p = iﬂ, &, se reduce a el bien conocido
isomorfismo de Choi-Jamiotkowski, el cual muestra la famosa dualidad entre los canales
cuanticos y los estados en la teoria cuantica de la informacion.

2.2 Desviacion del equilibrio

De ahora en adelante consideraremos un QMS uniformemente continuo (7;):>o sobre B(h)
con un estado invariante fiel p.

2.2.1 EI QMS adjunto ©6-KMS

El ©-SQDB parece ser la extension cuantica del balance detallado clasico mas apropiada, sin
embargo, hasta ahora en la literatura no se ha discutido ninguna nocién de adjunto asociado
con la condicion del ©-SQDB. Para llenar este vacio definimos el semigrupo adjunto ©-KMS
(6 dual) como sigue.
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Definicién 2.2.1 El semigrupo adjunto ©-KMS asociado al QMS uniformemente continuo
(T)i>0 con estado invariante p y a la operacion de inversion del tiempo © es el semigrupo
(T.2)i>0 que satisface la relacién de dualidad

tr(p%@(x*)p%ﬁ(y)) = tr(p%@('ﬁe(x*))p%y), para todo x,y € B(h). (2.7)

La nocién de balance detallado pesado, que se introdujo en [1], es una generalizacién natu-
ral de la condicién de balance detallado cudntico de Frigerio, Kossakowski, Gorini, Verri,[23],
que define una clase amplia de semigrupos, incluyendo QMS con estados de equilibrio y QMS
con estados invariantes fuera de equilibrio. Los generadores de estos semigrupos admiten
una representaciéon GKSL especial en el sentido de Parthasarathy

1
L(x) =i[H, 2] - 5 > (LiLiw — 2LjaLy + xLyLy) (2.8)
k>1
donde H, Ly € B(h) con H = H* y la serie > ;| LyLy es convergente en la norma. El

teorema 30.16 de [26] describe estas representaciones.

Teorema 2.2.2 Sea L el generador de un QMS uniformemente continuo sobre B(h) y sea
p un estado normal sobre B(h). Entonces existe un operador acotado autoadjunto H y una
sucesion finita ¢ infinita (Ly)>1 de elementos en B(h) tal que

1. tr(pLy) = 0 para todo k > 1.
2. > ys1 LiLi converge en la norma.

3. 81> s lek? < 00 y o+ Y 4oy ekl = 0 para escalares complejos (cx)i>0, entonces
¢ = 0 para todo k > 0.

4. La representacion GKSL (2.8) se cumple.

Si H,(Lp)=1 es otra familia de operadores acotados en B(h) con H autoadjunto y
la sucesion (Ek)kzl es finita ¢ infinita entonces las condiciones 1-4 son satisfechas por
H, (I:k)kzl si y solo si el tamano de las sucesiones (Lk)kZh(Ek)kzl es el mismo y para
algiun escalar ¢ € R y una matriz unitaria (w;),; se tiene

f{: H+C, Izl = Zulej.
J

Definicién 2.2.3 Un QMS uniformemente continuo (T¢)¢>o con generador GKSL L y un
estado fiel invariante p se dice que satisface una condicion de balance detallado pesado si L
admite una representacion GKSL especial, existen una sucesion de pesos positivos q := (qx )k
y operadores acotados K, L;€ de (posiblemente otra) representacion GKSL especial de L tales
que la diferencia L' — L tiene la estructura

L) = L() = =20[K, -]+ 11,
donde L' es el adjunto KMS de L, K = K* es acotado y

M(x) = (gx — 1)Ly xLy. (2.9)
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Teorema 2.2.4 Si T = (T;)i>0 sobre B(h) es un QMS uniformemente continuo con un
estado fiel invariante p, cuyo generador satisface una condicion de balance detallado pesado
con operadores acotados K y Ly, entonces T©, el QMS adjunto ©-KMS, existe y satisface

T =007 00, (2.10)
donde T' es el semigrupo adjunto KMS. Consecuentemente, T® es uniformemente continuo.

Demostracién. Tenemos que para todo z,y € B(h)

(AT (O("))pty) = (2O )P Te(w) ) = tr(p2O(T)oly).

Por tanto, 7® = ©oT"00. Es bien conocido que T siempre es un QMS, ver [13]. Claramente
T© es un QMS uniformemente continuo siempre que 77, el semigrupo adjunto KMS, lo sea.
Si el generador GKSL de T satisface una condicion de balance detallado pesado entonces el
generador GKSL de T tiene la estructura

L'()= L)+ 2K, 1+ Y (ax — DL~ L,

con g, > 0, K y todos los Ly acotados. La continuidad uniforme de 7 implica que £ es un
operador acotado sobre B(h), de ahi se sigue que L es a su vez un operador acotado de B(h)
en si mismo. Entonces 77, y consecuentemenete 7©, son QMS uniformemente continuos.
Esto termina la demostracion. O

Como consecuencia del teorema 2.2.4 y la definicién 1.3.2 tenemos el siguiente teorema:

Corolario 2.2.5 El ©-SQDB se satisface si y solo si T, = T,° para toda t > 0.

Esto nos permite concluir que el semigrupo adjunto 7© es un buen semigrupo candidato
para medir la desviacién del ©-SQDB utilizando la entropia de von Neumann.

2.2.2 Entropia relativa y tasa de produccion de entropia cuantica

La entropia relativa de von Neumann 6 entropia relativa cudntica (QRE por sus siglas en
inglés) es bien conocida en la literatura como una generalizaciéon de la entropia relativa
clasica.

Definicién 2.2.6 La QRFE de dos estados n y o con soporte finito dimensional se define
como

S(n,0) = tr(nlogn - n10g0)>

si ker(o) C ker(n) y oo en otro caso.

Por cuestion de completez enunciamos sin demostracion la propiedad fundamental de no

negatividad de la QRE.
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Teorema 2.2.7
S(n,o) >0,

para todo n, o. Adn mds, S(n,o) =0 siy solo sin=o.

Una demostracién de este teorema puede encontrarse en el apéndice C de este trabajo.
La QRE de los estados &, asociados con el semigrupo y su adjunto ©-KMS, es decir,
S <€p(’71t),8p(7;?)>, es una medida de la desviacién del ©-SQDB del semigrupo 7. Aun

mas, siguiendo el modelo clasico, definimos la tasa de cambio de la QRE como sigue.

Definicién 2.2.8 La tasa de produccion de entropia cudntica (QEPR) del QMS uniforme-
mente continuo T,, con respecto al estado estacionario p, se define como

T ) = (6T, E,T9))

cuando el limite existe. (2.11)

t=0

Notemos que en la tltima definiciéon no se hace referencia a la base ortonormal utilizada
para calcular los estados £, de T, y T,°. Esto est4 justificado por el siguiente teorema.

Teorema 2.2.9 Sean {e;}; una base ortonormal de h, ®,, V¥, dos operadores CP que preser-
van la traza actuando sobre Ly(h), y £,(P.), E,(V.), los estados sobre B(h @ h), asociados
con @, y V,, respectivamente. La QRE no depende de la base ortonormal {e;};.

Demostracién. Es suficiente demostrar que si {e}}; es otra base ortonormal de h y £,(®.),
5,;(\11*) son los estados asociados con @, y W, obtenidos con esta otra base, entonces

S(E,(2.),E(W.)) = S(&,(.), E,(V.)). (2.12)

Usando las propiedades del operador antiunitario 6 es facil ver que UO(U) ® 1 es un
operador unitario. Ahora, (2.12) se sigue de la bien conocida invariancia de la entropia
relativa de von Neumann con respecto a conjugaciones unitarias y de la proposicién 2.1.8.
A su vez, esta invariancia de la entropia relativa es consecuencia de la monotonia de la QRE
con respecto a operadores completamente positivos (teorema de Petz-Uhlmann). O

Este ultimo teorema nos permite utilizar de ahora en adelante la base que diagonaliza a
p para hacer todos los cdlculos. Aun mas, podemos suponer que el operador antiunitario
y el estado p conmutan. En efecto, si p =) p;le;)(e;] v 6 es la conjugacién respecto a esta
base entonces

Opu = HZpi<ei,u)ei = Zpi<u, ei)e; = Zpi<ei,9u>ei = pOu, para todo u € h.

Teorema 2.2.10 Sea (T;)i>0 un QMS con un estado invariante fiel y (T,°)i>0 el QMS ad-
gunto ©-KMS, entonces las siguientes aseveraciones son equivalentes:

i) (Ti)e>0 satisface una condicion de ©-SQDB.
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ii) La entropia relativa cudntica se anula para todo t > 0,

S(Ep('ﬁt),gp(ﬁ(?)) =0, para todo t > 0.

Consecuentemente, la condicion ©-SQDB implica que e, (T, p) = 0 pero no reciprocamente.

Demostracién. La equivalencia se sigue del teorema 2.2.7 y de la inyectividad de £,. O

Como consecuencia del teorema anterior, llamaremos estado estacionario fuera de equilibrio a
cualquier estado invariante p de 7 para el cual exista un ¢ > 0 tal que S(€,(Txt), E,(T.2)) > 0.

A diferencia del caso clasico, la implicacion reciproca: “QEPR cero = ©-SQDB” es falsa
para un QMS general. Un QMS que ilustra esta situacién puede consultarse en el capitulo
4.

Para concluir esta secciéon presentamos una condicién bajo la cual basta usar el adjunto
KMS para el calculo de la QEPR.

Definicién 2.2.11 Un operador CP ® se dice que preserva paridad, con respecto a un ope-
rador antiunitario 6, si conmuta con la operacion de inversion del tiempo ©(x) = 0x*0
x € B(h), i. e., ® o ®(a) = ® 0 O(a) para todo a € B(h).

Un QMS (T¢)i>0 preserva paridad con respecto a 6 siy solo siT; preserva paridad con respecto
a 0 para todo t > 0.

Corolario 2.2.12 Si el QMS preserva paridad, la QRE satisface
S(ET) ET)) = 8(E:(T), E(T)).

En otras palabras, la entropia relativa puede ser calculada utilizando ya sea el adjunto KMS
0 el adjunto ©-KMS presentado en la definicion 2.2.1.

Demostracién. Recordemos que #% = 1, es entonces inmediato que 7, = T,° si el QMS
preserva paridad. O

Recordemos que un estado (funcional) lo identificamos con un estado (operador positivo
y de traza uno) llamado densidad y viceversa (ver definicién 1.2.4). De esta forma podemos
definir el estado (funcional) que tiene por densidad al estado (operador) &,(P.).

Definicién 2.2.13 Denotamos con w,(P.) al estado (funcional positivo) sobre B(h®h) cuya
densidad es E,(P.), i. e., para cada x € B(h® h)

wy(P.)(z) = tr <5p(<1>*)x> :

Es de interés particular para la préxima seccién considerar el par de estados (funcionales)
dados por la definicién anterior a un QMS (7;);>0 v su adjunto ©-KMS (7,2)>¢ con respecto
al estado invariante p,

3,0@) = tr(E(To)z), v T,0)@) = tr(E(T)z). (2.13)

a los cuales llamaremos estado hacia adelante y estado hacia atras, respectivamente. Vale la
pena enfatizar que estos estéan definidos en todo el espacio B(h ® h).
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2.3 Comparacion con el trabajo de Fagnola y Rebolledo

En [17] y [18], Fagnola y Rebolledo dieron una definicién de tasa de produccién de en-
tropia cudntica usando estados bipuntuales hacia adelante y hacia atrds motivados por las
transiciones simples del caso clasico.

Definicién 2.3.1 Sea {e;}; la base que diagonaliza a un estado invariante p de un QMS
T. El estado bipuntual hacia adelante de Fagnola y Rebolledo estd definido en el producto
tensorial (como dlgebra de von Neumann) B(h) @ B(h) por

ﬁt(a ®b) = tr(pééa*Gp%’ﬁ(b)), a,b € B(h);
mientras el estado bipuntual hacia atrds de Fagnola y Rebolledo es
<ﬁt(a ® b) = tr <p%672(a*)9p%b), a,b,€ B(h),
donde 6 es el operador antiunitario de conjugacion con respecto a la base {e;};.

Teorema 2.3.2 (Fagnola-Rebolledo[17]) Las densidades de los estados bipuntuales hacia

— —
adelante Q; y hacia atrds €, estdn dadas por Bt = (1® Tu)(wy) ¥y %t = (T ® 1) (w,)
respectivamente, i. e.,

t(a®b) = tr(Bta ®b),
t(a®b) = tr(%ta ®b).

ST Q)

Fagnola y Rebolledo observaron que el funcional Q(a ® b) = tr(pab) no es un estado,
ver [17], por tanto tr(paT;(b)) = tr(pT/(a)b) no parece ser la forma adecuada para medir el
balance detallado en este contexto. Es por ello que la entropia relativa se define en términos
de estas dos densidades.

Recordemos que nuestros estados W ,(7Tw), 00 ,(72) estan definidos en B(h ® h) mientras
que ﬁ)t, 5,5 sobre B(h)®@B(h). Como B(h)®B(h) C B(h®Hh), tiene sentido preguntarse sobre
la relaciéon entre las extensiénes de 2, <§t aBh®h)y ﬁp(ﬁt), ﬁp(’ﬁt). Ciertamente este
es un punto delicado, cuando h no es de dimension finita la contencién anterior es propia;
si F' es el operador definido sobre tensores simples Fu ® v = v ® u, u,v,€ h, entonces
F € B(h® h) pero F' ¢ B(h) @ B(h). Esto es, F' no puede expresarse como A ® B donde
A,B € B(h). Sin embargo, en virtud del siguiente lema, considerando la cerradura del
conjunto respecto a alguna topologia adecuada, se obtiene el total. Este es el significado de

la identidad B(h) ® B(h) = B(h ® h) en dimensién infinita.

Lema 2.3.3 Como dlgebras de von Neumann, la cerradura de B(h) @ B(h) es B(h @ h)
respecto a cualquiera de las topologias débil, o-débil, fuerte, o-fuerte, fuerte®, o-fuerte*.

Demostracién. Por el teorema del biconmutante de von Neumann 2.4.11 en [5] es suficiente
mostrar la aseveracion en solo una de las topologias mencionadas, elegimos la topologia débil.
Sea X € B(h ® h). Demostraremos que existe una sucesiéon en B(h) ® B(h) que converge



2.3. COMPARACION CON EL TRABAJO DE FAGNOLA Y REBOLLEDO 21

debilmente a X. Consideremos {e; ® e;};; una base ortonormal de h ® h. Para cada n
definimos el operador truncado

X, = Z ler ® ejr)(er @ ej|X|e; @ ej)e; @ e
i7j’,[:/’j/

= Y (e ®ey, Xes @ ej)len) (el © ley)(e;] € B(h) @ B(h).

1,5,4" .5
Considerando tensores simples arbitrarios u ® v,z @ w € h ® h,

n

(uRv, Xz @w) = Z (e @ ey, Xe; @ej){u@u, |ex)(e|z @ |ey)(e;lw)

i,5,4,3"
n n
= < E (er ®ej,u@v)ey ey, X E (ei®ej, z@w)e; ® ej>,
i’.5 i,J

de donde se sigue que (u ®@ v, X,z @ w) — (U @ v, Xz @ w).

Mientras que para tensores generales s,t € h®h, s ="/ Sy €y @ey, t = Zm,l tmi Em®
e;, donde s, vt son nimeros complejos tales que

S lswal <00, D |twl* < o,
m,l

m !

W h
<S, Xnt> = lim E §m/l/tml<€m/ R ey, Xpem ® €l>
h’ ,h—o00
m’ I m,l
h',h n n
= h/lfizr—l}oo E Em’l’tml< E (er @ ey, eny R ep)ey @ ey, X g (ei ®ej, em @e)e; ® €j>
’ m/ I ml ilj" i.j
n
= E <<ei/ ® ey, s)ey ey, X(e; @ ejt)e; ® ej> — (s, X1),
n
i,5,4",3"
pues X es continuo. O

Para la sucesién construida en la demostracion anterior, definiendo los vectores truncados

Sp = § Sm/ I Em/ & ey, by = E tm,l em & €y,

m/l'<n m,l<n
observamos que para cada n, |[sa| < [[sl, [[tall < [[t]| ¥ (s, Xnt) = (sn, X1), entonces
(s, Xal) | <X Mlsnll eall < 12X ]l [I2]],

luego {X,, },, es uniformemente acotada.
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Teorema 2.3.4 Para cualquier par de operadores a,b € B(h) tenemos que

& ,(0.,)(a@b) = tr(p20a"0p2 d(b)) (2.14)
W ,(®.)(a®b) = tr(péea*ﬁp%q)@(b)) (2.15)

ﬁ
Demostracién. (2.14) es inmediata ya que por definicién & (7o) = €.

Sobre operadores de rango finito $p satisface (2.15) pues
(@) (J0) (u] @ [V')(v]) = tr(E,(P)|u @ V') (u® v])
= (u®v, () @)
— (0,92 (p36(w') (u])6p) ')
= tr(p30(u)ul) 0020 (j0)) (v]) ).

Consideremos un operador de la forma a ® b con a, b, € B(h). Existe una sucesién {(a ®
b)n}n de operadores de rango finito débilmente convergente a a ® b. Aun mds, como la
sucesion es uniformemente acotada es a su vez convergente en la topologia o-débil. Es facil
verificar que (a ® b),, = a, ® b, para toda n. Como ﬁp(q)*) es normal entonces es o-débil
continuo, asi

W ,(®,) (a®b) = ﬁp(fb*)(a—w hgl an ®b,) = o-w liTIln ﬁp(@*)(an ® by,)
= o-w hén tr(péeaiﬁp% P° (bn))
Las aplicaciones a + 6a*0 y b — ®©(b) son o-débil continuas, pues ®© es normal. Ademds,
la aplicacién (a, b) — tr(p%a,o%b) es conjuntamente o-débil continua, entonces la aplicacién
(a,b) — tr(péea*ep% 3° (b))

es o-débil continua. Finalmente, como la sucesién anp%bn converge o-débilmente a ap%b,
queda demostrada (2.15) para a ® b arbitrario.
g

=
Teorema 2.3.5 Los estados ﬁp(’ﬁt), 55,,(7:4) coinciden con los estados 2y, 4.

%
Demostracién. Solo resta verificar que & ,(75;) = Q,. Usando (2.15) obtenemos que

EE/]\
—~
b
N
—~
Q
X
S
~—
I
—+
=
D
=
D
Q
*
>
D
(NI

(b)) = tr(p20a*0p2 0T, (66)8)

(
(
= tr(’ﬁ’(@b*&)p%ap%) = tr(@b*@p%’]}(&)p%)
= tr(@b*péeﬁ(a p? 0) = tr((b*pée’ﬁ(a)ﬁp%)*)
( )
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Lo cual demuestra el teorema. O

Fagnola y Rebolledo [18] demuestran en la proposicién 5 el siguiente teorema para Bt

y D, que, en vista de la equivalencia entre estados dados por el teorema 2.3.5, lo podemos
reescribir en términos de nuestro enfoque de la siguiente manera.

Teorema 2.3.6 La QRE de un QMS (T;)i>0 con respecto a un estado invariante p es
simétrica y estd dada por la formula

1
(8T E(T)) = 5tr((E,(To) = E,(T)) (108 ,(To) — 108 E,(TS) ).
Esta formula muestra que la QRE es simétrica respecto al semigrupo de referencia y es
congruente con el marco tedrico del caso clasico pues la entropia relativa clasica H de una
cadena de Markov goza también de esta simetria, [29].
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Capitulo 3

Semigrupos cuanticos de Markov
circulantes

Para ilustrar la teoria desarrollada en el capitulo anterior introduciremos un nuevo tipo de
semigrupos cuanticos de Markov finito dimensionales llamados QMS circulantes. A pesar de
que estos estan intimamente relacionados con ciertos procesos estocasticos clasicos son sufi-
cientemente complejos para admitir estados estacionarios fuera de equilibrio, manteniendo la
suficiente simpleza para realizar cdlculos explicitos. Presentamos también un breve estudio
de sus estados invariantes asi como el calculo de su tasa de produccion de entropia cuantica.

En este capitulo los ciclos y las matrices de pasaje son utilizados en el sentido de Qian
et al. [29], ver también el apéndice D. Para evitar confusién y ayudar con la comprensién
de las ideas trataremos a los semigrupos circulantes y circulantes por bloques de manera
independiente en las siguientes secciones, sin embargo uno no debe olvidar que ambos son,
en escencia, iguales.

3.1 QMS circulantes

Definicién 3.1.1 Sea c¢ cualquier ciclo de longitud mdxima en Z, y J. la matriz de pasaje
asociada al ciclo. La aplicacion lineal CP definida sobre M,(C) por

[y

.
d.(2) =Y alp—1i)JaJ?

i

Il
=)

para algunos (i) > 0 se llama transformacion CP circulante.
Consideramos una cadena de Markov a tiempo discreto en un grupo abeliano Z, asociada

a una distribucién de probabilidad dada « : Z, — [0,1], Y. (i) = 1. Fijando «(0) = 0, la
matriz bi-estocdstica

I = Za(z’)Jg,

25
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donde J, es la matriz de permutacion primaria, 7. e., la matriz de pasaje del ciclo ordenado
¢, = (0,1,...,p — 1), puede ser considerada como la matriz de transicién de probabilidad
de la cadena de Markov encajada perteneciente a una cadena de Markov a tiempo continuo
con matriz de intensidad de transicion () = II — 1, donde 1 denota a la matriz identidad en
M, (C). Claramente @) es una matriz circulante, ver apéndice E. De acuerdo a la definicién
3.1, la extension cuantica en representacion pre-dual

d,(r) = Z alp — i)J;ﬁJ;i,

i€Zy

L(x)=d.(z) —x, (3.1)

de IT y @ respectivamente, donde z € M,,(C) estd formada por un operador CP circulante
con ciclo asociado ¢ = (0,1,...,p — 1). Le llamamos a £, un generador GKSL circulante y
QMS circulante al semigrupo generado por él.

Es claro de la definicién que operadores CP circulantes asociados a diferentes ciclos de la
misma longitud méaxima coinciden mediante un reordenamiento de los escalares a.. Los QMS
circulantes, como veremos, poseen algunas propiedades de simetria que los hacen ttiles e
interesantes.

Consideremos un operador CP circulante ®, y sea ¢ su ciclo asociado. Definimos los
subespacios B; = span{|ecu))(eck+t)) : kK = 0,1,...,p — 1} para l = 0,...,p — 1. Estos
subespacios son mutuamente ortogonales con respecto al producto interno Hilbert-Schmidt;
aun mas, {B;}; forma una descomposicién ortogonal de M, (C).

Teorema 3.1.2 Un operador CP circulante ®, satisface las siguientes propiedades:
i) Cada subespacio By, | =0,1,...,p—1, es invariante bajo la accion de P,.

ii) Sic es el ciclo asociado a @, entonces, bajo el isomorfismo entre B; y CP definido por
|€ctie))(Ecth+i)| F> €cqry, se tiene que

Do (lecry) (Cerin]) > e @,
donde Q) = circ(ap, a1, g, -+ , 1) €s una matriz circulante de tamario p X p.
Demostracion.

i) Sea z() = Z?;é T j41lect)) (€c(i+1)| € By, entonces
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ii) Usando el isomorfismo inducido por ¢ obtenemos

‘I)*(|6c(j)><€c(j+l)|) = a(p — k)|6c(jfk)><6c(jfk+l)| —

L e
O~~~
vT I
o
e

3.2 QMS circulantes por bloques

Definicién 3.2.1 Sean ¢, y ¢, dos ciclos de longitud mdxima en Z, y Z,, respectivamente,
mientras que Je,, J., son las matrices de pasaje asociadas a estos ciclos. El operador lineal

CP definido sobre M, (C) @ M,(C) por

p—1,q—1

(I)*(x) = Z Oé(p - iu q— j)(‘]ép ® ng)x<Jép ® ng)*’

i=0,j=0
para algunos a(i, j) > 0 se llama transformacion CP circulante por bloques.

De manera andloga a la seccién anterior, consideramos una cadena de Markov a tiempo
discreto sobre el grupo abeliano Z, x Z, asociada a una distribucién de probabilidad « :
Zp X Lg = [0,1], 32, s (i, j) = 1. Fijando «(0,0) = 0, la matriz bi-estocdstica

I=> ali,j)(J,®J)),

ihj

donde J, y J, son las matrices de de permutacién primaria, 7. e., las matrices de pasaje de
los ciclos ordenados ¢, = (0,1,...,p—1), ¢, = (0,1,...,g—1), pueden ser considerada como
la matriz de transicion de probabilidad de la cadena de Markov encajada perteneciente a una
cadena de Markov a tiempo continuo con matriz de intensidades de transicion Q = II — 1,
donde 1 denota a la matriz identidad en M, (C) ® M,(C). @ es una matriz circulante por
bloques con bloques circulantes, ver apéndice E. De acuerdo a la definicion 3.2.1, la extension
cuantica en representacion pre-dual

b= Y alp-ia- e Hale a),
(4,J)€EZpxZq

L.(z) =.(z) — =, (3.2)

de I y @ respectivamente, donde € M, (C) ® M,(C), estd formada por un operador CP
circulante por bloques con ciclos asociados ¢, = (0,1,...,p —1),¢, = (0,1,...,¢g — 1). Le
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llamamos a £, un generador GKSL circulante por bloques y QMS circulante por bloques al
semigrupo generado por él.

Es claro de la definicion que operadores CP circulantes por bloques asociados a diferentes
ciclos de la misma longitud maxima coinciden mediante un reordenamiento de los escalares
a.

Los QMS circulantes, como veremos, poseen algunas propiedades simétricas que los hacen
utiles e interesantes. Para evitar confusion y ayudar con la comprension de las ideas tratare-
mos a los circulantes y circulantes por bloques de manera independiente en las siguientes
secciones, sin embargo uno no debe olvidar que ambos son, en escencia, iguales, lo que se
demuestra en la seccion 3.3.

Las propiedades correspondientes de un operador CP circulante por bloques ®, con ciclos
asociados ¢, ¢, se muestran a continuacién. Definimos los subespacios pg-dimensionales de
M,,(C) ® M,(C) para todo (k,l) € Z, ® Z, como sigue

By = span{|ec, ) (€c, (41| @ lec, () (€c,j+p] 1 0 <1 <p—1,0< 7 <q—1}.

Estos subespacios son mutuamente ortogonales con respecto al producto interno Hilbert-
Schmidt, en efecto,

tr<|€c(i+k) ® ec(jti)) (i) @ eci)l|ectiy ® €ch)) (Ec(itir) ® ec(j—f—l’)‘) = O/ 1/
por tanto, @, B = M,(C) @ M,(C).

Teorema 3.2.2 Una transformacion CP circulante por bloques ®, como el dado en la
definicion 3.1.1 satisface las siguientes propiedades:

i) Cada subespacio By, (k1) € Z, ® Z,, es invariante bajo la accion de ..

i) Si ¢, y cg son los ciclos asociados a D, entonces, bajo el isomorfismo entre By y
CP @ C? definido por |ec, (i) @ €cy())(Cep(ith) ® €cy(j+1)| F €ey(i) @ €ey(j), S€ tiene que

D ([ec, (i) (ecylith)| @ €cy)) (€cei+n)|) > (Ecti) @ €c())Q,

donde @ = circ(Qo, Q1.+ ,Qp-1) €s la matriz de tamano pq X pq, circulante por
bloques circulantes de la forma

a(i,0) a(i, 1) a(i,2) -+ ai,g—1)
ali,g—1)  «a(i,0)  afi,1) -+ ali,q—2)
Qi=| lig=2) a(i,g—1) a(i,0) -~ a(t,g=3) | 0<i<p—1. (3.3)
0 1) ali2)  ali3) - afi0)

Demostracién.

i) La invariancia de By, es consecuencia de i) del teorema 3.1.2.
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ii) Usando el isomorfismo inducido por los ciclos ¢, y ¢,

Do (lec, (i) (Cep(itr)] @ |€cy()) (Ceyirn])
=Y alp—1.a =175 ® I, ) eesy ® eyt ey ia @ eyl (S, © )
i, j/

= alp—1',q = 7)eay i) © ey Ceplimirth) © Ceyi—grin]
i/ j/

Yo alp—ia = 7)oy ® Ce,5-5)) = (Cepii) @ €0,3)) Q-

i1l
7 7]

Esto demuestra el teorema.
O
Obsérvese que podemos elegir cualquier niimero finito n de ciclos de longitud maxima ¢
en Z,, , respectivamente, y repetir los célculos en la misma forma que hemos hecho utilizando
el grupo xZ;éZpk. Atin més, si Z,, es de orden primo entonces cada potencia J* de la matriz
de pasaje J. es, a su vez, matriz de pasaje de algun ciclo ¢ # ¢ si k # 0,1 (mod p).

3.3 Descomposicién en ciclos

Teniendo en mente la descomposicién en ciclos de Kalpazidou [21] de una cadena de Markov
irreducible con medida invariante uniforme 7 = {%} y generador circulante (), tenemos que

1 1
562_ chjc_]_gja

CGCOO

donde w, son los pesos asociados a cada ciclo ¢. Podemos considerar a las ecuaciones en
(3.1) y (3.2) como una descomposicion en ciclos cudntica del generador GKSL circulante L,
con pesos (a(7, 7)), ez, xz,- Esto motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.3.1 Dado un generador GKSL acotado cuyo Hamiltoniano tiene espectro dis-
creto, llamamos descomposicion en ciclos de la parte CP

O(x) =Y LyxL,
k
a una representacion GKSL de ® de la forma

d(x) = Z U 2U;,
1

donde para cada l, oy > 0 y Uy es una matriz de pasaje de algin ciclo.
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Parthasarathy identifica a la parte CP de un generador GKSL con la cadena de Markov
encajada cuantica, ver el ejemplo 30.5 pag. 260 en [26]. Claramente, cualquier descom-
posicién en ciclos de la cadena encajada cuantica induce una descomposicién en ciclos de L.
Hacemos la observacién de que cualquier operador diagonal en la base {ty, }mn que aparece
en el teorema 3.4.1 abajo puede considerarse como un Hamiltoniano con espectro discreto
asociado al generador GKSL circulante.

Recordemos que una matriz compleja A de tamano p x p se dice reducible si existe una
matriz de permutacion P tal que

. (B C
par— (7€)

donde B y D son matrices cuadradas de cualquier tamano. Una matriz se dice irreducible
si no es reducible. Es bien sabido que toda matriz irreducible de permutacion A es similar,
mediante una matriz de permutacion, a la matriz de permutacién primaria J,, 7. e., existe
una matriz de permutacién P tal que A = P.J,P~!. Consultar el teorema 5.18 en el libro de
Zhang [32].

Lema 3.3.2 Para toda matriz irreducible de permutacion J € M,(C) existe un unico ciclo
¢ de longitud mdzima tal que J = J. es la matriz de pasaje del ciclo c.

Demostracion. Siendo J una matriz de permutacién irreducible, es similar mediante per-
mutacién a J,, i .e., existe una matriz de permutaciéon P tal que J = P.J,P~'. Asi, para
cada elemento de la base canénica {e;}; de CP tenemos

JP@Z' = PJpei = Pei,l.

Definamos el ciclo ¢ por medio de la matriz de permutacién P de manera que e.;) = Pe;_;.
Claramente c es tinico y J = J. pues Je.;) = eqi—1). O

Es inmediato que productos tensoriales de la forma J; ® JJ son matrices irreducibles de
tamato pg X pq. Por el lema 3.3.2, son matrices de pasaje de ciclos en Z,,. Esto muestra la
relacion entre las definiciones de operadores circulantes y circulantes por bloques, asi como
de las extensiones que involucran cualquier ntimero finito de ciclos 6 productos tensoriales
de orden mayor.

También motivada por la descomposicion en ciclos de Kalpazidou para cadenas de Markov
clasicas, una descomposicién en ciclos distinta para semigrupos de Markov genéricos fue
obtenida recientemente por Fagnola-Umanita [16]. Esta descomposicion para la diferencia de
los generadores GKSL hacia adelante y hacia atras extiende aquella de Kalpazidou utilizando
las corrientes clésicas Jpn = MQun — Tm@mu Y reemplazando las matrices de pasaje por
operadores completamente positivos llamados operadores de pasaje ampliados. Resulta de
esto que todos los ciclos involucrados en esta descomposicion son de longitud tres. La
descomposicion de Kalpazidou involucra ciclos de cualquier longitud menor a la dimensién
del espacio. Nos preguntamos si la aparicion de ciclos de longitud solo tres es una propiedad
intrinseca a la clase de QMS genéricos o es un efecto secundario del método usado por
Fagnola-Umanita.

En contraste, nuestra descomposicién en ciclos (3.1) para el generador GKSL de un
QMS circulante involucra ciclos de cualquier longitud menor al orden del grupo abeliano
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de simetrias subyaciente. Atun ma&s, en nuestra descomposicion para la diferencia de los
generadores GKSL hacia adelante y hacia atrds las corrientes (cuanticas), que en el caso de
Z, tienen la forma J; := (i) — a(p — i), colectan la contribucién de mas de una corriente
clsica, ver (3.8). Ciertamente, si el operador CP (6 la cadena encajada cudntica) es @, (z) =
Soalp —i)JixJ*, tenemos la férmula

Ji=a(i)—alp—i) =Y > (ws — we)Jo(c(k), c(k +1))

k ¢eCoo

= Z Te)ekri) = P Te(0),e(i)»
2

donde C,, es el conjunto de todos los ciclos en {0,---p — 1} salvo permutaciones ciclicas,
c es el ciclo de longitud maxima asociado con ®, y wz son los pesos clasicos en el sentido
de Kalpazidou-Qian. Observamos que, debido a la propiedad circulante de ®,, todas las
corrientes clasicas Jok),c(k+i), 0 < k < p — 1 coinciden.

3.4 Desviacion del equilibrio de QMS circulantes

De ahora en adelante consideraremos un QMS circulante por bloques con los ciclos ordenados
¢ =(0,1,....,p—1)y ¢, = (0,1,...,9 — 1) en Z, y Z, respectivamente. Mediante un
reordenamiento apropiado de los elementos de los grupos, cualquier otro par de ciclos de
longitud méxima puede llevarse a la forma de ¢, y ¢,. Consideramos que trabajar con
un QMS circulante por bloques ofrece una mayor recompensa al lector, pues le permitira
comprender de manera més precisa el comportamiento detrés de esta clase de semigrupo.
Por el teorema 3.2.2, cada subespacio By, es invariante bajo ®,, L,, y consecuentemente,
también bajo la accién del semigrupo 7, = (T*t)t>0 generado por L,. El estado p = piq(ﬂ@) 1)
es claramente invariante para 7, a

E*(p):p—q( 3 a(p—i,q—j)ll@ll—]l@]l)zo,
(1,5)#(0,0)

pues > o0 P —i¢—j) =1
La representacién directa tiene la forma

L= Y al)e ) e(le)]) -
(4,4)7#(0,0)

3.4.1 Entropia relativa cuantica y tasa de produccion de entropia
cuantica

Para esta familia de semigrupos es posible calcular ademas de la QRE la QEPR con respecto
al estado invariante diagonal p = piq]l, otros estados invariantes se estudian en la seccion 3.4.2.
Vale la pena enfatizar que, dado que el estado invariante es la unidad normalizada, los estados
asociados dados por &, son precisamente los estados de Choi-Jamiotkowski. Recordemos que
cada subespacio By de M, ® M, es invariante bajo la accién de los elementos de 7..
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Teorema 3.4.1 Siguiendo la notacion para matrices circulantes, cuya referencia puede con-
sultarse en el apéndice E, T, satisface las siguientes propiedades:

i) Para cualquier par (i,j), (7, j') € Z, X Zq, usando el isomorfismo introducido del teo-
rema 3.2.2, se tiene que

Teelle: ® e;)(er @ eyr]) = (€5 ® e5)e’ Zq)m im—i(t)(em @ €5)

= p_q Z - )‘em—m & 6n+j><€m+z’ & entj! |

donde

E wmkwnlet)\kl’ )\kl ZE : (Z ,]) wgl

&3
Recordemos que estamos en el caso cuando (0,0) = =1y 37 o0 (i, j) = 1. Adn

mds, las funciones ®,, ,(t) son real valuadas, pues Q y, por lo tanto, e'? son matrices
reales.

it) La accion explicita del semigrupo estd dada por

Z@mn (@ JMa(Jr @ Jr)*.

i) Bl estado €, asociado a Ty para el estado invariante p = piq]l y la base canonica
{e;®e;}i; de CP @ C es

1

1
donde Uy, = Z pii(ei ®e;) @ (Emyi @ €nyj)-

Demostracién. El inciso i) es consecuencia directa del teorema E.2.3 y el corolario E.2.4.
El ii) se sigue de ¢) teniendo en cuenta que .J,, J; son operadores de desplazamiento (shift)
con respecto a las bases candnicas de CP y C? respectivamente. Por otra parte, un célculo
directo usando i) muestra que

ENT) = Z pipis(lei @ ej)(er @ e]) @ Toe(le: @ e5) (e, ® e4)

7]77. S

1
- Z ‘ sz] ez ® 6] (em-i-i ® 6n+j)>< Zpﬁs(er ® 65) ® (em-i-r ® en-‘rs)

1
= (I)mn Umn ) Umn|,
P 2 () tmn) (Umn|
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demostrando iii). Esto termina la demostracion. O
La representacion explicita del semigrupo nos permite verificar de forma sencilla la preser-
vacion de paridad.

Lema 3.4.2 Los semigrupos circulantes por bloques preservan paridad.

Demostracién. La operacién de inversiéon del tiempo en este contexto es O(z) = (6, ®
6,)x*(6,®86,), donde 05 denota la conjugacién con respecto a la base canénica de C*, s = p, ¢
y x € CP ® C4. Por i) del teorema 3.4.1 y el apéndice B.0.13,

(0p®9q)7;t( ) (‘9 ®9 ®9 Z(I)mn ®J) (Jp®Jq>*<9p®9q)
= Z(I)mn Jp @ Jg)(0p @ 0q) 2™ (0p @ 04)(Jp @ Jg)"

g

Asi, por el corolario 2.2.12, podemos calcular la QRE usando el adjunto KMS con respecto

a p, denotado con 7'. A continuacién presentamos el andlogo al teorema 3.4.1 para &,(7T},).

Por la forma del adjunto KMS, no es de sorprender que los subespacios By, son también
invariantes para el semigrupo

Teorema 3.4.3 Siguiendo la notacion para matrices circulantes del apéndice E, el adjunto
KMS T satisface la siguientes propiedades:

i) Para todo (i,7), (7, j') € Z, x Z,, usando el isomorfismo introducido en en el teorema
3.2.2, tenemos

7;/t(|ei®€j><ei’ ®6j/’) — (62'@6] QT — Z(I)m in— ] €m®6n)
= — Z P, (t)lemrs ® €ntj)(Emtir @ enijrl,

donde Q* es la transpuesta de Q y 7, ,, = Pp g n-

it) La accion explicita del semigrupo estd dada por
Z @ (O @ I (ST @ I,

/ —
donde @, . = Py g-n-

iwi) Bl estado £, asociado a T}, con estado invariante p = piq]l y la base canonica {e;®e;}; ;
de CP @ CY es

, 1
5/)(7;16) = p_q Z Qp—mg—n ()|t ) (Uimn |,
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Es posible en este momento dar una expresion de la QRE en términos de las funciones
q>m,n (t)a

(AT ET2)) = 3 (1) = By () o g2

m,n

Aprovechando la forma explicita de la QRE debida a las simetrias con las que cuentan
los semigrupos circulantes podemos demostrar la existencia de la tasa de produccién de
entropia y obtener la implicacién inversa faltante en el caso general del teorema 2.2.10 para
los semigrupos circulantes.

Teorema 3.4.4 Sea L, un generador GKSL de un semigrupo circulante por bloques. La
tasa de produccion de entropia cudntica con respecto al estado invariante diagonal p = iﬂ
existe y es

a(m,n)
alp—m,q—n)

WTop) =5 S (abmn) —alp—m.q—n)log

(m,n)€ZyxZq
Demostracion. Es necesario demostrar la existencia del siguiente limite

ep(,];’p) — lim S(ﬂb *t)+S( *t’Tkt)

t—0t t

= lim Ltr((£,(To) — E,(T5)) (108 &,(To) — 108 £,(T2)) ).

t—0t

Para el primer factor dentro de la traza recordemos que &,(7.) v £,(7),) son diagonales
con respecto a la misma base {tmp }im.n, los teoremas 3.4.1 y 3.4.3. En esta base es inmediato
que &,(1) = |ugo) (ugo|- Consideramos las diferencias £,(T.) — E,(1) y E,(T,) — E,(1).

. E(Ta) = E,(1

Sea £,(L,) := lim p(T:t) = E5(1)
t—0+ t

si m = n y cero en otro caso. Este limite existe pues

y denotemos por 6,,, la delta de Kronecker, 9,,, = 1

. 1 (Dm,n t) — 5mn
L) = lim - POty g,

m,n

= Z a(m, n) | Umn) (Umn| — |too) (ool

m,n#0
donde un célculo sencillo muestra que para todo m y n

1 D,y (t) — S

— lim ———— =
pq t—0+ t
eQ — 1 <€0 X €g,em & en) Ormn
li -,  ©Pm n - -
ti%i<€0®€0’ r e ®e>+ / /
= (eg ® €g, Qe ® €,)) = a(m,n). (3.4)

El limite para &,(L)) existe por un argumento similar.
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Para el segundo factor, recordando que ®¢((t) = ®,,(t),

lim log &,(To) — log £,(T7,) = lim ( log ®yn(t) — log q>pfm,pfn(t)) ety ) (U

t—0+ t—0+ —
Dpn(t):
= li 1 ’ L mn mn
e m%() o8 <I>p_m7q_n(t)%|u ) (ton
= Z <log a(m,n) —loga(p —m,q — n)) [t ) (U |-
m,n#0
Con ello,
(Toop) = 23 (alm,m) — o )) tog—— A1)
ep(Teyp) = = a(m,n) —a(p —m,q—n))lo :
P b Yalp—m,q—n)
([l
Por el teorema 2.2.10 sabemos que 7T satisface la condicién de ©-SQDB si y solo si
Ppyn(t) = Ppmg-n(t) para todo (m,n) € Z, x Z,, de la construccién de las funciones

®,,,(t) se puede deducir que esto tltimo pasa si y solo si a(m,n) = a(p —m,q —n). Es
decir, en este caso la tasa de produccién de entropia cuantica nos estd dando directamente
la condicion de equilibrio ©-SQDB sobre los pardametros del semigrupo circulante.

Teorema 3.4.5 Sea T un QMS circulante y p un estado invariante. Son equivalentes:

i) T y p satisfacen la condicion de ©-SQDB.
i) S(&(ﬂﬁ,@(ﬂ@)) = 0 para toda t > 0.
iii) ep(Ts, p) =0
iv) a(m,n) = a(p —m,q—n) para todo (m,n) € Z, X Z,.
Esta es una version no conmutativa del teorema 1.1.5 para semigrupos circulantes.

Definicién 3.4.6 Decimos que un semigrupo circulante es irreducible si la matriz circulante
Q@ asociada es irreducible en el sentido de la Seccion 3.3.

La QEPR tiene como propdsito generalizar a su contraparte clasica, por lo tanto es natural
esperar alguna relacién entre ellas. Mostraremos que la tasa de produccion de entropia clasica
para cadenas de Markov irreducibles resultantes de la restriccién de QMS circulantes (con
matrices Q irreducibles) a el algebra conmutativa By coincide con la cuantica. Enfatizamos
el hecho de que en esta parte la irreducibilidad de la matriz ) es de gran importancia,
ademas de que esta condicién impone ciertas restricciones en la distribucion de probabilidad
inicial {a(i,7)}; ;. Este dngulo de los semigrupos circulantes serd estudiado en un trabajo
posterior.
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De acuerdo a Qian et al. [29], la tasa de produccién de entropia cldsica de una ca-
dena de Markov irreducible con matriz de intensidad de transicién @ = (gi;)ijes y medida
estacionaria m = (7;);es con espacio de estados finito S es

1

_ E:( 0 — 0 log idi
€p =2 Q54 Wijz) 0g T (35)
Qi,jGS L

Por el teorema 3.2.2, la restriccién de L, a By se reduce a la accién de la matriz circulante
por bloques @ = circ(Qo, @1, - - ., @p—1), con bloques circulantes de la forma (3.3) y «(0,0) =
—1. En términos de la distribucién «, cada elemento de matriz de () esta dado por la férmula
qij = a((l —k)p, (rj — ri)q) en donde para cada par 0 < i,j < pq — 1 escribimos i = gk + r;,
J=q+r;,0<kl<p—1,0<mr,r;<qg—1,yparacada —(s—1) <z <s—1,s=p,q,
definimos

(z), = x six >0
Sl s4+ax siz<O.

Es fécil verificar que (—x)s = s — (x)s.

Corolario 3.4.7 La tasa de produccion de entropia cudntica de un QMS circulante coincide
con la tasa de produccion de entropia cldsica de su cadena de Markov diagonal-restringida,

ep(7>-k7 p) = ep'

Demostracién. Usando la formula (3.5), reordenando la suma de acuerdo con el orden de
los bloques y haciendo el cambio de varibles m = (I — k), n = (r; — 13),, se obtiene

11 &=
€p =§p—qz > (a((l—k)p,(rj—r,-)q)—a((k—l)p,(n—rj)q))x

k,1=07;,r;=0
a((l = k), (rj —1i)y)

8 (D (s — 7))

1
- (am.m) = ap = m.q — m)) log —— =)
(mn)ELpxZLq Oé(p — A n)
= €P(7;7 P)-
Esto prueba el corolario. O

Por lo anterior podemos concluir que el Unico estado invariante que es diagonal de un
semigrupo cuéntico de Markov circulante (con matriz @ irreducible) satisface una condicién
de ©-SQDB si y solo si la tnica medida estacionaria de la cadena de Markov con matriz de
intensidad de transicion (), obtenida de la restriccion del semigrupo a la dlgebra conmutativa
diagonal, es de balance detallado.
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3.4.2 QEPR con respecto estados estacionarios no diagonales

La irreducibilidad tiene consecuencia directa sobre la forma del nicleo de £,. En general un
semigrupo circulante satisface que

si C' es matriz circulante = C' € ker(L,).

Si el semigrupo es irreducible se tiene la igualdad ker(L,) = span {J} ® JJ : i € Zy, j €
Z,}. Como consecuencia, la siguiente proposicién da informacién acerca de la naturaleza del
conjunto de estados invariantes.

Proposiciéon 3.4.8 Todo estado invariante de L, circulante e irreducible es de la forma

1 , ,
p:p—qllp®]1q+2pijJ;®Jg, (3.6)
i

donde p;; son nimeros complejos adecuados de manera que p sea positivo.

Demostraciéon. Descomponiendo a p en sus componentes mutuamente ortogonales en los
subespacios By, digamos p = Y, o, es claro que L.(p) = 0 si y solo si L.(pr) = 0
para cada (k,l) € Z, x Z,. Como consecuencia del teorema 3.2.2, y usando el isomorfismo
ahi definido, cada una de las condiciones sobre las componentes ortogonales dé lugar a un
sistema lineal de ecuaciones py; () = 0, cuya matriz asociada es la misma matriz circulante ¢
para todos. Toda solucién de estos sistemas es de la forma p; = pr(1,1...,1), piy € C. De
ahi se sigue (3.6). Aunque cualquier eleccién de constantes complejas py; dan una solucién
de L.(p) = 0, no todas ellas determinan un estado p. De hecho, pgy = piq por la condicion
de la traza trp = 1 mientras que los p);s restantes estan restringidos por la positividad de
p. Por otro lado, si un estado p es de la forma (3.6) entonces es inmediato verificar que

E*(P):P(Za(p_iaq—j)ﬂp@’ﬂq_ﬂp@ﬂq =0. O
i§#0

La proposicién anterior muestra que cualquier matriz circulante positiva p es un estado
invariante para el QMS, asi como lo opuesto. En otras palabras, una matriz circulante p es
un estado invariante del QMS circulante si y solo si es positiva y tiene traza uno.

Por el lema E.2.2; cualquier estado invariante p es diagonalizado por la transformada de
Fourier discreta, ciertamente,

~ )~ ~\ ~ ~ 1 —ik—j ~ _— *
p = E pkl’el ® €k><€l ® ek\, donde py, = p_q + E ,Oijwpkw‘;l y e = Fpel, e = Fq €.
Ik ij

En los siguientes calculos se entiende que las sumas en la primera coordenada del producto
tensorial van de 0 a p—1 y las de la segunda coordenada van de 0 a ¢ —1. También usaremos
la notacién y los resultados del teorema 3.4.1.

Calcularemos el estado £ asociado con T, usando la base orthonormal {é; ® éj}(m)eszzq,
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~ ~ ~ ~ 1. ~ ~ ~ 1
E5(Tu) = Y 16 @ &) (65 @ &;1| © Taalp? |6 @ &) (&5 ® E5]p?)
2 jj
= Z PL LT W |en ® ewler ® en] ® Tl © 0)(E © 25])

ll ]]
nn ’I“T‘

1 11 A ) o }
= E 52 52 S(AN)is(n'+N)i (r+R)j (7 + R
- PiiPj1%p Wy w Wy X

(pq)? P

ii' 55
nn'/rr!
NN'RR’'

|en ® en){er @ | @ T (len @ enr)(er ® errl)
Z Dy (t)B(n, N,n', N x

nn'rr’
NN’RR’
MM’

5(7’ R,7" R)|e, @ en) (e, ® | @ |ensm @ enrpnrr){€rim ® €prpnr

= Z@mm Nt ) (U |

donde Uy, = \/Lp*q le’LL’ 5(l7 L7 llv Ll)(el ® el/) ® <€L+m ® eL’er/)? y

B, LI, L") = \/Lpfq S ﬁi/wél—i-[/)iw((]l'-i-lz,)i’.

De manera analoga al caso diagonal es inmediato verificar la preservacion de paridad
del semigrupo. Para cualquier estado invariante de la forma (3.6), el adjunto KMS tiene la
misma forma (salvo constantes) que en el caso diagonal dada por el teorema 3.4.3.

Z (bp m,q— m/ |umm ><Umm/| (37)

Finalmente, la tasa de produccién de entropia cudntica con respecto a cualquier estado
invariante p de la forma (3.6) coincide con la dada por el teorema 3.4.4. Esto implica que los
estados invariantes de un semigrupo cuantico de Markov circulante con matriz () irreducible
tienen el comportamiento: todos son de equilibrio (©-SQDB) 6 ninguno lo es.

3.4.3 Balance detallado cuantico para QMS circulantes

Terminamos este capitulo con un breve estudio del balance detallado cuantico. Célculos
directos nos permiten ver que para cualquier estado invariante p el adjunto-p definido en la
seccién 1.1, L, tiene la representacion GKSL dada por

ZL* wLy
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con Ly; = Ly Lij=ap—i,q — j)%(J;; ® JJ). Con ello Lij = oz(i,j)%((]; ® JJ).

Es decir, £ = £'. La diferencia entre £y L es

L)~ L@)= Y (alif) —alp—iq—5) (@ J)a(l,© )
(4,5)#(0,0)

= > (q(i,5) = 1)LyxLy,

(4,5)#(0,0)

(3.8)

con ¢(i,5) = a(i,j)a(p —1i,q —j)"" y los Ly’s arriba escritos. Por lo tanto, el semigrupo
T, satisface una condicion de balance detallado pesado en el sentido de Accardi-Fagnola-
Quezada [1], con pesos q(i,j) = a(i, j)a(p —i,q — j) ", ver la ecuacién (3.8). Con ello, por
el corolario 2 de [1], el balance detallado cuantico se satisface si y solo si

O'/(p - Z7q - ]) = O'/(i7j)a para todo (Zvj) € Zp X Zmi 7£ 07] 7£ 0. (39)
Las corrientes cudnticas J; ; := a(4,7) —a(p—1,¢—7), (2,7) # (0,0) miden la desviacién del
balance detallado cuantico.

Resumimos los resultados pertinentes al equilibrio de semigrupos cuanticos circulantes
en el siguiente teorema.

Teorema 3.4.9 Sea T, un QMS circulante con matriz Q irreducible y p un estado invari-
ante. Son equivalentes:

i) Te y p satisfacen la condicion de ©-SQDB.

it) Todos los estados invariantes de T, satisfacen la condicion de ©-SQDB.
ii1) T. y p satisface la condicion de QQDB.

iv) Todos los estados invariantes de T, satisfacen la condicion de QDB.

v) a(m,n) = a(p —m,q—n) para todo (m,n) € Z, X Z,.

vi) s(gp(ﬁt), 5p(7;?)) - s(gp(ﬁt),gp(m) — 0 para toda t > 0.
vii) La QRE respecto a cualquier estado invariante es cero para todo t > 0
viir) e,(Te,p) =0

ix) La QEPR respecto a cualquier estado invariante es cero.

Demostracién. La equivalencia entre iii) y v) es consecuencia de la ecuacién (3.9). La
equivalencia entre v) y vi) es consecuencia de la construccion de las funciones ®,, ,(t), ver
apéndice E. La equivalencias entre v) y cada una de vii), viii), ix) se siguen del teorema 3.4.4.
Por ultimo, las equivalencias entre v) y 7),47), iv) restantes son consecuencias inmediatas de
la independencia de la QEPR respecto a distintos estados invariantes. O
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Como una observacion final, si se inicia con una distribuciéon de probabiidad separa-
ble en el sentido a(i,j) = a,(i)ay(j), los teoremas 3.4.1, 3.4.3 muestran que los estados
E)(Tw), E,(T),) son separables también. En efecto, £,(Tw) = £,(Tut)p @ E,(Tat)q, con

s—1
1 S S S
ETut)s = = D ROl (ul),
m=0

s O] s o s 1
donde ®1(t) = 3 Jw™e™ ™, AP =3 auW@, v il = =3 lea{eniml s =i
S
J k n



Capitulo 4

Un semigrupo con QEPR cero, que no
satisface el ©6-SQDB

Aqui presentamos una familia de QMS, introducidos en [18], que poseen estados invariantes
que no satisfacen el ©-SQDB a pesar de tener tasa de produccién de entropia cudntica cero.

Sea {e1,es} la base canénica de C%. Consideramos el semigrupo sobre B(C?) con gener-

ador GKSL dado por
L(z) = LixL + LixLy + G*x +2G,  donde

. 1 :
L1 = ’€2><€1|, L2 = ’€1><€2|, H = ’lK,(Ll - Lg),li € R — {0} y G = _iﬂ —iH.
Veremos como se vé la teoria desarrollada en este capitulo en este caso particular. Para
ello necesitamos calcular el semigrupo predual 7, y el semigrupo adjunto ©-KMS en su
representaciéon predual 7.2 respecto a un estado invariante p. Utilizamos la relacién de
predualidad para calcular el generador del semigrupo predual:

L.(z) = LixL] + Loz Ly + G + Gu.

Un estado invariante fiel esta dado por p = %Il, en efecto es facil ver que L.(p) = 0.

Sea 6 el operador antiunitario de conjugacion respecto a la base canénica y © la operacion
de inversién de tiempo asociada a 6. Recordemos que £® = 0o L' 0O,

Usando la ciclicidad de la traza en cada término del generador £ obtenemos que el adjunto
KMS coincide con el predual, £'(xz) = L.(x). La linealidad de © nos permite encontrar las
siguientes relaciones

O(L,O(x) L) = O(Ly (02°0)L})*0 = LyaLi = LiwL,
O(LyO(x)L3) = 0(La(02*0)L5)*0 = Lox Ly = LixLy,
O(GO(x)) =0(G(0x*0)*0 = 20G*0 = =G*,
O(6(z)G*) = 0((02*0)G*)*0 = 0GOx = Gu,
y apartir de ellas calcular el generador del semigrupo adjunto ©-KMS, en su repre-
sentaciéon directa y predual respectivamente.

)
) (4.1)

41
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L£P(x) = LixL, + LixLy + Go + 2G*,
L£O(x) = LixL} + LoxLi + 2G 4 G*x.

Este semigrupo no satisface la condiciéon de ©-SQDB. Para ver esto es suficiente con
verificar que el generador y su adjunto ©-KMS no coinciden. Si esto fuera asi tendriamos
que 0 = L®(z) — L(z) = Gx + 2G* — G*z — 2G para todo z en B(C?), lo cual es cierto si y
solo si G = G*. El operador GG no es autoadjunto, por lo tanto no hay ©-SQDB.

Para calcular la entropia relativa es necesario conocer la representacion explicita de los
semigrupos T, y T.2 en los proyectores |e;)(e;|, 4,7 = 1,2. Para simplificar los cdlculos
trabajaremos con el semigrupo obtenido con xk = }L.

Consideremos la matriz de tamano 4 x 4 que representa a L,, como un operador actuando
por la izquierda sobre C*, respecto a la base obtenida mediante el isomorfismo de My(C) a

C* dado por ( ?l Z ) — (a,b,c,d),

4 4 101
4 4
] 1 1 1
c.( ¢ = (a,b,c,d) 44
d b 1 1
T | 0
4 4
1 1
- = 0 -1
4 4

Denotaremos a esta matriz con L,. Diagonalizando esta matriz tenemos que

-2 1 0 0
0 -2 0 0
L,=V 2 v
0 0 -1 0
0O 0 0 O
En donde las matrices de vectores propios son

0 0 1 1
1 -2 0 1 o f f
-1 2 0 1 a_ | i1 i1 1

V= , V=
0 -1 0 0 0 —1 1
1 0 0 o 22
3 3 00

Y mediante la exponencial de esta matriz calculamos la representacién matricial del
semigrupo {7t }t>0,
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e~3t te=3t 0 0
=y 0 3! Qt 0 V-l
0 0 et 0
0 0 0 1
24 2t — ¢ 92493t 4t ¢ .
3
_ et | 2423t 4t 2423t —¢ 4 i
! -t t 2422+t 2— 22+t
-t ¢ 2— 23 4+1 2+ 22+t

Hacemos actuar el semigrupo en cada proyector |e;){e;| en C* y posteriormente los re-
gresamos al espacio original B(C?), esto con el fin de calcular el estado &,(7.;) asociado al
semigrupo en el producto tensorial.

3 T
. 2+ 2e2t — ¢t
1 et B 3,
Iﬁt(p%’elﬂeﬂp%) = —(1,0,0,0)e"" = —— 24 2e2' +t
2 ] /
t
_ e_%t 2—|—26%t —t t
-8 t 2423t 4t )
—t T
3
2 H1 tl, _ e 2! t
7;t(P2|€1><€2‘92) = 5(0,0, 1,0)e" = e T
2 — 23+t
_3 .
_c: — 24 2e2 +t
T8 \ 225+t ; 7
—t T
2 3 tLy € 3t t
Tee(p2lea){er]p?) = =(0,0,0,1)e" = 5 )t s
2+ 27+t
3y .
_ € 2 —t 2 —2e2 +t
s —2 4 23t 4 ¢
1 Pk 3;
ﬁt(ﬂ%kﬁ@\ﬂé) = —(0,1,0,0)e"* = —— 2+ 2e2 — ¢
2 3 -
-t

3y 3,
€z —2+ 2e2" 4+t —t
8 —t PRIV T
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El estado &,(7.) asociado a T, tiene la forma

2
gp(ﬁt) = Z I1® ﬁt(p%|€i><ej|)0%)

ij=1
2+ 23t — ¢t t —t 2+ 25+t
et t —24 2B 4t 2—2eb 41t t
T8 —t 2 — 2% +¢ —2 423t +¢t —t
2+ 23 +1 ¢ —t 2+ 2e3t — ¢

Vale la pena observar que, como consecuencia de la ciclicidad de la traza y la propiedad de
invariancia bajo conjugaciones unitarias del logaritmo log(UAU*) = U log(A)U*, solo basta

conocer los valores propios de &€,(7,:) para el calculo del primer término tr <5p(7;t) log Sp(’ﬁt)>

de la entropia relativa.

Encontramos que

AM(t) = i(l —e ' — te_%t),
)\1(75) 1 B 3
Ep(Ta) =S s (1) g1 Ao(t) = (1 e +ie7™),
e As(t) ’ 1 )
Ai(t) () = (1 —eViEP),
M(t) = %(1 Fetfe AT f2).

De esta forma el primer término de la QRE es:
tr (5p(7;t> log 5p(7;t)) = A () log M (1) + Aa(t) 1og Mo (t) + As(t) log As (£) + Aa(£) log Aa(2).

Repetimos el procedimiento ahora con la matriz resultante de aplicar el isomorfismo a £°.

-1 1 .
4 4
1 -1 1 1
e @ ¢\ _ 4 4
'C* (d b)_(a7bacvd) 1 1
S |
4 4 0
1 1
Sl -1
4 4 0
La diagonalizacién de &,(7.9) es la siguiente:
Ai(t)
Ao (t) -1
_ @® 2 ©
E(TS) =S Ns(0) S® .

Ay (t)
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Las matrices de vectores propios tienen la forma

-1 0 1 1
01 244+ t2 2 — 4+ t2
S@: t t ,
0 24+ V4 + 2 2 — 4+ t2
t t
1 0 1 1
—1 0 0 1
0 1 1 0
sot =1
9 _2—\/4+t2 t B t _2—\/4+t2
2v/4 + t2 2v/4 + t2 2v/4 + t2 2vV4 + 2
2+ /44 t2 t t 2+ /44 t2

WALE  WAre /it W4+ 12

El segundo término de la QRE queda

Ai(t)
tr(é’p(ﬁt) logé'p(ﬂ(?)> = tr Se_lé’p(ﬁt)S@ log

= A1(t) log A1 (t) + Aa(t) log Ao (1)

2e~3t 2¢~ 3t
A(t) — \/4+—252] log As(t) + [As(t) + \/44——752] log \4(t)

Juntando todos los cédlculos anteriores

S(gp(ﬁt),ep(ﬁ?)) — tr(&(%)log&(%)) ‘”<5 (Tut) log &, (T?>)

et

:[m“ﬂt)w(ﬂ] log As(t) + [Aa() = As(t) - ]
tQB_%t 1 3 t2 —ft 1 5

B Lhet—e2Va+ ) + 1 RRvVZENEY
2\/— ( +e + ) 2\/— ( +ette + )

S(ET).E,(T2)

t .
En cuanto al primero, del factor tlog;ll(l +et— e 3tVA T t2) obtenemos una forma inde-

El segundo término de trivialmente tiende a cero cuando ¢ — 0F.
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terminada al tomar el limite, utilizando la regla de L’Hopital para evaluarla obtenemos

t—0+ t—1 t—0+ 4 + —t2

1 - 3 ST _3 1
m logj(14e™ — T2V + 1) = lim (—e_t—l—%e_gt\/élnL—tz— te ) 1+6_t_e_%t‘4+t2.
2 t2

El primer factor de este producto tiene limite finito mientras que el segundo presenta una
forma indeterminada. Aplicando nuevamente L’Hopital a dicho factor

1
—t —32¢ / 2 _t2
lim 1te e VAt = lim <
=0+ —t=2 t=0+ 1 4+ et — o3t /4 + 2
: —2t
= hHﬁ - 7
t=0+ 4 3,34 5 _ te 3
et +5e2V4+t e
= 0.

Por lo tanto el estado p es un estado del semigrupo 7 que no es de ©-SQDB pero tiene
tasa de produccion de entropia nula

GP(T*7 p) = hm

t—0t t



Conclusiones y perspectivas

Dentro del esquema que proponemos para medir la entropia relativa cudntica como carac-
terizacion de alguna nocion de equilibrio aparecen dos dificultades. La primera es que es
necesario contar de antemano con algun adjunto apropiado a la nocién de equilibrio. La se-
gunda se presenta cuando los estados asociados al semigrupo y a su adjunto no son diagonales
en la misma base, pues el calculo de los operadores involucrados dentro de la traza pueden
ser muy complicados. Sin embargo, consideramos que nuestra manera de asociar estados a
operadores CP puede ser ttil para estudiar propiedades de los operadores completamente
positivos con soporte finito.

A pesar de haber obtenido el mismo par de estados (funcionales) que Fagnola y Rebolledo
nuestro enfoque parte de principios distintos pues nosotros seguimos el modelo clasico de
comparacion la evolucion directa y la evolucion con el tiempo en reversa mediante la entropia
relativa.

Por otro lado pensamos que los semigrupos cuanticos circulantes, definidos en el capitulo
3, son una buena opcién para ilustrar nuevas ideas para QMS debido a que poseen estados
estacionarios no diagonales y pueden manipularse de manera relativamente sencilla. El hecho
de que sus operadores de Kraus tengan una clara conexién con ciclos clasicos (siguiendo a
Qian et al. )puede dar mas pistas acerca de qué deberia ser una descomposicién en ciclos
cuantica mas general.

Algunas sugerencias y pespectivas son:

1. En relacién con la QEPR:

1.1 Investigar la existencia en general de la tasa de produccion de entropia cuantica
y caracterizar el conjunto maximo de semigrupos que satisfacen una version no
conmutativa del teorema de las Qian et al.

1.2 Atacar el caso en que los soportes de los estados no sean finito dimensionales
usando una definicion de la entropia de von Neumann adecuada.

1.3 Hacer una compilacion sistematica, organizada y rigurosa de la teoria de oper-
adores antiunitarios y operadores de inversion del tiempo.

1.4 Explorar mas las propiedades de la aplicacién &, que asocia estados a operadores
CP y ver que relacion podria tener en otras areas afines.

2. En relacion a los QMS circulantes:

2.1 Extender los teoremas 3.4.4 y 3.4.9 usando un grupo general abeliano en vez de
Z,, y posteriormente investigar el caso de grupos no abelianos.
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2.2 Generalizar el concepto de QMS circulante a espacios de dimension infinita.

2.3 Estudiar la irreducibilidad de QMS circulantes y cémo afecta de manera precisa
al espacio de estados invariantes.

2.4 Investigar las propiedades espectrales de semigrupos cuanticos circulantes, el gap
espectral cuantico, las constantes de log Sobolev y las desigualdades de la entropia.
En esta direccién el autor de la tesis y Raffaella Carbone han demostrado que el
gap espectral cuantico coincide con el valor propio més pequeno de la matriz
circulante @) asociada al QMS circulante.

2.5 Recientemente tuvimos conocimiento de un articulo de Chruscinski y Kossakowski
[8] donde demuestran que los estados invariantes de los semigrupos circulantes
con matriz irreducible son positivos bajo la transposicién parcial, propiedad es-
trechamente relacionada con el llamado entrelazamiento (entanglement).



Apéndice A

Producto tensorial de espacios de
Hilbert

A continuacién presentamos solo las propiedades basicas, para una construccion detallada
consultar [31].

Sean hy y hy dos espacios de Hilbert complejos con productos internos (-, )n, v (-, )ny
respectivamente. Definimos para ¢ € hy y ¢ € hy la forma sesquilineal [p®1)] : hy X hg — C
como

[p @ ](2,y) = (x,0)(y, ), como (z,y) € hy X hy.

Sea E el conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de formas sesquilineales de
este tipo. Podemos definir sobre este espacio un producto interno (-, ) definidor por

(1 @ Y1, 02 @ P2) = (p1, P2)hy (U1, V2)n,, donde 1,09 € hy, v 1,12 € ho.

Es facil ver que este es efectivamente un producto interno bien definido.

Definicién A.0.10 Se le llama producto tensorial hy ® hy a la completacion de E bajo el
producto interno (-, ).

Dadas dos bases ortonormales {¢;}; v {¢;}; de hy y ho respectivamente, {p; ® ¥} ; es
una base para el producto tensorial h; ® hs, por tanto un elemento general del producto
tensorial es de la forma

D aipi @1, donde g € C, y Y fayy|* < oo,

i,j %,J

Los elementos donde solo aparece un término de la suma anterior se llaman tensores
simples y satisfacen las siguientes propiedades operativas para un escalar o € C:

Lalpy)=ap®@y =9 ayp
2. 1Y+ @Y = (p1+¢2) QY

3. 0@ U1+ PRy = ® (Y1 + 12)
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Si A € B(hy) y B € B(hy) entonces el operador acotado A® B : hy ® hg — hy ® hy se define
sobre los tensores simples por

(A® Blu®v = Au ® Bw.
En dimension finita todo operador acotado es de la forma anterior y esta dado por el producto

de Kronecker,

CLO()B cee CLO,ple
A® B = : : , 81 Ae M,(C)y Be M,(C).

ap-10B -+ ap1pB
Si la dimensién de los espacios de Hilbert es finita entonces

dim hl (%9 hQ = dim hl x dim h,g.

Cuando la dimension de alguno de los espacios de Hilbert es infinita ver el lema 2.3.3.



Apéndice B
Operadores antiunitarios

Definicién B.0.11 Un operador antilineal biyectivo 6 : h — h se dice antiunitario si
(Qu,0v) = (v,u),  para todo u,v € h.

Es inmediato de la definicién que los operadores antiunitarios son operadores acotados.
Atn mas, son isometrias antilineales y por lo tanto mandan bases ortonormales en bases
ortonormales.

Los operadores antiunitarios mas usados en la fisica son aquellos que satisfacen que
0% = 1.

Proposiciéon B.0.12 Un operador antiunitario 6 posee las siquientes propiedades:

i) Su adjunto 6* también es un operador antilineal y estd definido por (u,6v) = (v, 0*u).
Si 6% = 1, entonces 0 = 0*.

ii) 00" = 00 = 1.

iii) 0z6 es un operador lineal que satisface (0z6)* = 0*x*0*. Si 6> = 1, entonces (020)* =
0x*0.

i) La composicion de dos operadores antiunitarios es un operador unitario.
v) La composicion de un operador unitario y un antiunitario es un operador antiunitario.

vi) Cada operador antiunitario 0 es la composicion de un operador unitario y una conju-
gacion con respecto a una base ortonormal.

Demostracién.

i) Fijemos u € h y consideremos la aplicacién v — (u,0v). Este es un funcional lineal y
continuo sobre h. Por el teorema de Riesz existe un dnico u’ tal que (v, v) = (u, Ov).
O*u) =

Definimos 0*u := u/. Ese es un operador antilineal continuo que satisface (v, 6*u)
(u,0v). En efecto, para todo u,v,z € hy «a, € C,

(z,0*(au+ Bv)) = (au + Pv,0z) = (au, z) + (Bv,0z)
= alz, 0*u) + B(z,0%v) = (z,ab0*u + BO*v))
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vi)

APENDICE B. OPERADORES ANTIUNITARIOS

mientras que

167ull = sup [{v,0"u)| = sup |(u,Bv)| < [[6]][[u].
[oll<1 [vl<1

Finalmente, si 6> = 1, entonces (u,0*v) = (v,0u) = (0*u,0v) = (u,0v) para todo
u, v, € h.

De la definiciéon de operador antiunitario y la relacién con su adjunto tenemos que
(u, 0v) = (v, 0*u) = (06*u, v). Recordando que 6 es sobreyectivo se sigue que 66* = 1.
Mediante un argumento similar 6*6 = 06* = 1.

Es claro que 0x0 es un operador lineal y (u, (0x0)*v) = (fz0u,v) = (0*v,z0u) =
(x*0*v, 0u) = (u,0*x*0*v), para todo u, v, € h.

Si 61, 05 son operadores antiunitarios, se sigue directamente que la composiciéon es un
operador lineal. Atin maés, (6162u, 6,650) = (00, Oou) = (u,v).

Sea U un operador unitario. La composicion U6 es obviamente antilineal. Ahora,
para todo w,v € h, (Ubu,Ubv) = (Qu,0v) = (v,u). La demostraciéon para OU es
completamente analoga.

Consideramos una base ortonormal {e;};. Sabemos que {fe;}; es también una base
ortonormal. Sea U el operador antiunitario que relaciona a estas dos bases, esto es,
Ufe; = e; para toda i. Para cualquier u € h, sea u = ), ue;, u; € C, su representacién
en la base {e;};. Por la antilinealidad de 0, Ufu = ), w;Ufe; = ). we; = Cu, donde
C' es la conjugacién con respecto de {e;};. Concluimos que § = U*C'.

0

Debido a vi), al trabajar con un operador antiunitario # y una base ortonormal {e;};,
salvo transformaciones unitarias, podemos identificar a 6 con la conjugacién con respecto de
{e;}i, de modo que Oe; = e; y Qu =), Ue; siu =), ue;.

Se debe de ser cauteloso al operar con operadores antiunitarios, pues su comportamiento
puede ser contraintuitivo debido a la antilinealidad, como hemos visto, por ejemplo, con el
operador adjunto.

Lema B.0.13 Sea 6 el operador unitario de conjugacion con respecto a la base ortonormal

{62}2

Las siguientes propiedades se satisfacen:

1) Olei){e;10 = 10ei)(fe;| = les) (e;l
i) Olei){e;| = les)(e;10

Demostracién. Sea u = ), uxe; cualquier elemento en h y recordemos que fe; = e;.
Entonces, para la primera igualdad,

Ole:)(e;|0u="> " Oles) (e;[urer =Y _ Otk le;, ex)e;
k k

= uje; = (ej,u)e; = |e;)(e;j|lu = |0e;)(e;|u.



Mientras que para la segunda,

Ole;)(ejlu = 92“k<€]’, ex)e; = uje; = (u, e;)e; = (fej, Bu)e; = |e;)(e;|6u.
k
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Apéndice C

No negatividad de la entropia relativa
cuantica

Para la demostraciéon de este resultado es necesario extender algunas desigualdades clasicas
al caso no conmutativo. Para un operador autoadjunto A, denotamos con o(A) a su espectro.

Teorema C.0.14 (Desigualdad de Jensen no conmutativa) Sea A un operador com-
pacto autoadjunto sobre un espacio de Hilbert separable h y p un estado. Si f es una funcion
real, convezxa, definida en un intervalo abierto que contiene a o(A) y a tr(pA), entonces

7 (o)) <tr(pf(4)).

Demostracién. Fijemos ¢ € h tal que ||¢|| = 1. Sea A = . a;|v;){p;| la descomposicion
espectral de A, por tanto ¢ = >, ¢;; para algunos ¢; € C que satisfacen >, |¢;]* = 1. Como
[ es convexa, también es continua. Sea A, la suma parcial A, = > | |¢;|*. Entonces

(6, F(A)8) = (6, lim 3™ f(a)lpdailo) = Tim S fa)(o, 0i) (i, 0),
i i=1
de donde al usar la convexidad de f y A, — 1 obtenemos
lcil - °

-t 205 2 (S nlE) - s (10.00),

1=

Finalmente usando la descomposicién espectral de p y la convexidad f queda demostrado

el teorema.
U

Lema C.0.15 Sea f una funcion real, convezxa y diferenciable, entonces para todo a,b € R

(a—0)f'(b) < f(a) — f(b).

Teorema C.0.16 (Klein) Sea f una funcion real valuada, convexa y diferenciable. Si
A, B € Li(h) son tales que o(A),o(B) C Dom(f), entonces

w((A-B)7(B)) <w(f(4)- 1(B))
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Demostracién. Consideremos la descomposicion espectral de B = ), b;|1;)(1;]. Para todo

Vi

(¢i, (A= B)['(B)¢r)

7(b0) [ (w5, v — b

< (i, Adbi)) — f(bs)
< (Wi, J(A)i) = f(bi)
= (i, f(A)i) — (Wi, f(B)hi).

En la primera desigualdad usamos el teorema anterior y en la segunda la desigualdad de
Jensen. O

Cabe notar en el teorema anterior el caso cuando f es una funcién estrictamente convexa
con segunda derivada y tr(A) # tr(B). En esta situacién existe un vector propio ¢; de B tal
que (;, Av;) # (¢, B;) = b;. Bajo estas hipdtesis sobre f se tiene que f’ es estrictamente
creciente, y utilizando el teorema del valor medio se tiene

70) [ {065, Ay} = b5) < (s, A0) ) = S (By),
Utilizando la desigualdad de Jensen no conmutativa en el primer término
0 < (s Aws)) = F(b) = £'(b) [ (W5 Avs) = ]
< (W, f(A)g) = Wy, f(B)s) = (g, AF' (B)y) + (s, BF (B)Yy),
De donde se sigue el teorema de Klein con desigualdad estricta
(A= B)f(B)) <t(f(4) - £(B)).

Definicién C.0.17 Dadas dos distribuciones de probabilidad discretas p, q sobre un conjunto
X, la entropia relativa de Shannon se define como sigue

ZE
)1
H(pllg) = p(x) og %2 (@)

zeX

Con la convencion usual de que 0-1og0 =0 y 0-log § = oco.

A continuacién presentamos la desigualdad de Jensen clésica (conmutativa) que puede
encontrarse en muchos libros de probabilidad.

Lema C.0.18 (Destigualdad de Jensen para distribuciones de probabilidad) Si f
es una funcion convexa y 'Y una varitable aleatoria, entonces

fEY) <Ef(Y).

Aun mas, si [ es estrictamente convexa entonces la igualdad implica que Y = EY c.d.
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Proposicién C.0.19 (No negatividad de la entropia relativa de Shanon)
H(pllg) = 0
en donde hay igualdad si y solo si p(x) = q(z) Va
Teorema C.0.20 (Desigualdad de Klein no conmutativa) Sea A, B operadores posi-
tivos en L1(h) tales que tr(A log B),tr(B log B),tr(A log A) < 00. Entonces
tr(A — B) < tr<A10gA — AlogB).
con iqualdad si y solo si A= B

Demostracién. La funcién f(x) = zlogz es convexa y diferenciable en (0, 00), asi por el
teorema de Klein

tr(AlogB — BlogB) —|—tr<A— B) = tr((logB+[)(A— B)) < tr(AlogA— BlogB)
Con lo que
tr<A—B> gtr(AlogA—BlogB—AlogB—i—BlogB) :tr(AlogA—AlogB)

Hemos visto que si tr(A) # tr(B) entonces en el teorema C.0.16 se tiene desigualdad
estricta, imposibilitando asi el resultado del teorema en cuestion. Resta solamente veri-
ficar el caso en que tr(A) = tr(B). Sean las descomposiciones espectrales de cada ope-
rador A = > a;|ui)(u|, B = Y. bj|v;)(vs|. Para cada 4,j hacemos ¢;; = |{u;,v;)|?. Por
la desigualdad de Cauchy-Schwartz tenemos que ¢;; < 1 y fijando alguno de los indices
> i = D (uilvg)(uilvy) = (ui,u) = 1. Notando que (u;, Alog Bu;) = >, a;logbjcij, y
nombrando r; =} ¢;;b; calculamos

0=tr(A—B)=tr(Alog A — Alog B) = Zal(logal ZC” log b, )

>Zal(logal log ZC” ) a2||7’1)

Por la proposicion C.0.19, a; = r; para todo i, y de la convexidad extricta de — log- se
tiene

(C.1)

0> Zal(loga,i - ch-j logbj> = Zri<logm~ - Zcij logbj> > 0.
7 J ) 7

Se sigue que para cada i logr; = > ; Cijlogb;. Eso es el caso de igualdad en la desigualdad
de Jensen conmutativa, entonces logb; es constante para cada i. Es decir, para cada ¢ hay
un unico [ tal que logr; = log Zj c;j = loghb;, por lo que a;, = b. Ay B tienen el
mismo espectro y para cada ¢ hay un j tal que (u;,v;) = 0 cuando j' # j. Asi u; =
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> vy, ui)vy = (vj,uz)v;. Utilizando estas relaciones es facil ver que Au; = au; y B =
bjv; = a;v;. Finalmente A y B conmutan, pues BAu; = a;Bu; = a?vj mientras que ABu; =
Alvj,u;) Bv; = alu;, ademés tienen el mismo espectro y vectores propios, por lo tanto A = B.
U

Demostracion del teorema 2.2.7. Usando la desigualdad de Klein se obtiene que
para cada par de estados 1y p,

0 =tr<n—p> < tr(nlogn—nlogp> = S(n, p).

Con igualdad si y solo si n = p.



Apéndice D
Ciclos y matrices de pasaje

Sea S un conjunto numerable y ¢ una funcién periédica de Z a el conjunto S. Siguiendo
la notacién de Qian et al.[29], llamamos a los valores c¢(n) de ¢ vértices (6 nodos) de c,
mientras que las parejas (c¢(n),c(n + 1)) se llaman aristas (arcos 6 arcos dirigidos) de c.
El periodo de ¢ es el entero més pequeno p tal que ¢(n + p) = ¢(n) para todo n € Z.
Dos funciones periddicas ¢ y ¢ son equivalentes si una es una translacién de la otra, i.e.,
existe un i € Z tal que ¢'(n) = ¢(n + i), para todo n € Z. Esta relacién resulta ser una
relacion de equivalencia y es claro que dos funciones peridédicas poseen los mismo vértices y
el mismo periodo. Un circuito dirigido es una clase de equivalencia de la relacion definida
anterioremente. Cualquier circuito dirigido estd determinado ya sea por su periodo p y

cualquier (p + 1)-tupla (i, 4y, - ,4,) con i, = ip; 6 por su perdiodo p y p parejas ordenadas
(i0,%1), (i1,42), -+, (ip—1,%p) con i, = ig, donde 4y = c¢(n +1—1), 0 <4, < p— 1 para algin
n € 2.

Definicién D.0.21 El ciclo (6 ciclo dirigido) asociado a un circuito dirigido
¢ = (i, i1, ,ip—1,01), p > 1, con vértices diferentes ig, i1, - -ip—1, €s la sucesion ordenada
C= (7:07i17 e ip—l)'

Todo ciclo es invariante bajo permutaciones ciclicas de sus vértices. Para todo circuito di-
rigido é = (49,71, .- ., Ip—1,0), €l circuito en reversa ¢_ se define como ¢_ = (i, ip_1, - - ., i1, 00)-
Si todos los puntos del ciclo ¢ son distintos excepto por los extremos, definimos

i) =

1 si (4,7) es una arista de ¢;
0 otro.

Por lo que cada ciclo ¢ tiene asociada una dnica matriz J, = (J.(4,7)) llamada matriz
de pasaje de c.

Ejemplo. Si ¢y = (0123) y ¢, = (0312), entonces

0100 000 1
0010 0010
o=l o001 |Y =100 0
1000 0100
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La matriz de pasaje J,, del ciclo de longitud maxima ¢y = (0, 1,2,...,p—1) es usualmente
llamada la matriz de permutacion primaria. Denotaremos a esta matriz por J,. Notemos que
para cualquier ciclo dado ¢ = (¢(0),¢(1), -+ ,¢(p — 1)), su matriz de pasaje puede escribirse
en términos de la base candnica {|e;)(e;| : 0 < 4,57 < p—1} del espacio de matrices complejo

p X p dimensional como
p—1

Jo = Z lecqiy) (eetivn |,
i=0
donde {e;}o<j<p—1 €s la base candnica de CP.

Vale la pena observar que J. mueve a la base candénica de CP de acuerdo al ciclo ¢, i.e.,
Jeeei)y = €ci-1) para toda ¢. De modo que la matriz de permutacion primaria J, es, de
hecho, el operador de translaciéon 6 desplazamiento hacia la izquierda con respecto a la base
canonica de CP.



Apéndice E
Matrices circulantes

Definicién E.0.22 Una matriz QQ = (g;;) de tamano p x p se llama circulante si ¢;; = q;—;,

donde la operacion en el subindice es modulo p, parai,j =0,1,....,p—1, ¢; € C,
do @ - Gp-1
dp—1 4o --. (Gp—2
Q= S :
@i g2 - Qo

Es claro de la definicion que una matriz circulante de tamano p X p estd completamente
determinada por una p-tupla (qo, q1, - - -, Gp—1). Otra notacion usual para las matrices circu-

lantes es QQ = circ(qo, q1, - - -, Gp—1)-

E.1 Cadenas de Markov sobre grupos finitos

Sea (G, o) un grupo finito. Sea p = |G| y denotamos con hg al producto ho g, h,g € G.
Dada una distribucion de probabilidad p sobre G, las probabilidades de transicién

p(g, hg) = u({h}),

definen una cadena de Markov discreta sobre en G.

Ejemplo 1. Considérese el grupo ciclico Z, = {0,1,--- ,p — 1} y cualquier distribucién
de probabilidad a = {ag, a1, - -+ , a1} sobre Z,. La matriz de probabilidades de transicién
es la matriz circulante

(7)) aq Qg - Op_1

ap_1 (7)) Qo Opg

A = circ(ag, ar, 0, -+ ,ap1) = | Q-2 Q-1 Qo 0 Q3
Qg Qo Qg Qo
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Observamos que A es una combinacién lineal convexa de potencias de la matriz de per-

mutacién primaria J, = ?;3 le;){(ejt1] definida en el apéndice D;
p—1
A= "a;J. (E.1)
=0

Ejemplo 2. Sea G el grupo abeliano G = Z, x Z, en donde el simbolo x denota el
producto directo, con p, ¢ > 2. Fijamos el orden lexicografico en Z, x Z, y tomamos cualquier
distribucién de probabilidad sobre G, a = {«(0,0),---,a(0,q — 1),a(1,0),--- ,(1,q —
1), ,a(p—1,0),--- ,a(p — 1,¢ — 1)}. Es fécil calcular la matriz de probabilidades de
transiciéon de la cadena de Markov correspondiente que es la matriz circulante por bloques

R = circ(Ro, Ry, -+, Rp_1),

con bloques circulantes

04(7;7 0) Oé(i, 1) Q<i7 2) e a(ia q— 1)
Oé(i, q— 1) Oé(iv O) Q(ia 1) e Oé(ia q— 2)
R, =| ali,g=2) ali,g—1) a(i,0) --- a(i,g=3) | i=0,1,---,p— 1.
a(i, 1) a(i,2)  a(i,3) - ali,0)
La matriz anterior R es una combinacién lineal convexa de productos tensoriales de las
matrices de permutacién primaria J, = S0 e;) (e 1] v Jy, = ?;é le;)(ejil;
R= > ali,eJ] (E.2)

0<i<p—1,0<j<q-1

Observacion E.1.1 Por el teorema de Birkhoff, cada matriz bi-estocdstica es una com-
binacion lineal convexa de matrices de permutacion. Observemos que (E.1) y (E.2) son
representaciones de Birkhoff de matrices bi-estocdsticas y circulantes por bloques respectiva-
mente.

E.2 Diagonalizacion de matrices circulantes

La transformada de Fourier discreta (DFT por sus siglas en inglés) 6 también llamada trans-
formada de Fourier cuantica sobre CP es el operador unitario definido por medio de

Fo=— Y wllex)el,
VP o< it

en donde w, es una raiz p-ésima primitiva de la unidad y {e;}o<;j<p—1 €s la base candnica de
CP. Antes de ver la demostracion de la diagonalizacién de matrices circulantes por la DFT
es necesaria la siguiente relacion de ortogonalidad entre las p-ésimas raices de la unidad.
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Proposicién E.2.1 Para cada par i,k € {0,1,...,p— 1}

p—1
w0 = pda,
1=0
Demostracién. Fijemos i,k € {0,1,...,p — 1}. Cualquier raiz p-ésima de la unidad w,
satisface
1
lk—zl (I+1)k Tk—il
it St = Ly = L3t
l
por lo tanto ( wp Z k=)l — 0. Como wl(ok_i) — 1 =1 — ¢y el resultado queda
1
demostrado. O
Lema E.2.2 Sea Z, = diag(1,T,,©,,--- ,wh™"), entonces

i) FyJpEy = Z,,
i) (Fp ® Fy)(Jp ® Jg)(F, @ Fy)" = Z, ® Z,.

Demostracion. Calculos directos muestran que

1
= ﬁ Z w§l|€k><€z+1|,
k.l

1
FpJpF;:];(ZwsﬂekerH)(waleg (@) = = 3 a0 e e
k,l ik,
1 —i
=5 2 (et = Y mlen el = 2
ik l

Esto demuestra 7). El inciso i) se sigue directamente de i). O

Como toda matriz circulante puede expresarse en términos de la matriz de permutacion
primaria J,, la DFT diagonaliza toda matriz circulante asi como las matrices circulantes por
bloques con bloques circulantes.

Teorema E.2.3 Si A=3",a(i)J, y B=3", a(i,j)J, ® J], entonces
)
F,AF; = Mlew)(exl,
k

con Ny = >, ai)wh’, y
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(Fp X Fq)B<F X F Z/\kl|€k X €l><ek X 6[’
k,l

con g =y, ali, j)wywl.

Demostracion. Usando el lema E.2.2, obtenemos
FAF =Y a)F, i = a(i) S wikle) (o] = Z (Za >|ek (exl.
i i k

Lo cual demuestra 7).
Para el inciso i)

(F, ® F,)B(F, ® F,)* Z INE L) @ (FJIF))

p“pTp

=Z oli, ] (Zw efer) @ (Y wlen) )

l

Z(Z (¢, j)w, wﬂl>|ek®€z>(ek®el|.

2%

Esto concluye la demostracion.

Corolario E.2.4 Usando la notacion del lema pasado,

_1 Z D j(t)|ej) (e,
p I

con @, (1) =3, ;”"’ Ak oy

et = pq Z - J( )|62®6]><6m®6n|

i,9,m,n
con @, ;(t) = 3, wiFwlle .

Demostracion. Usando el lema anterior y calculando directamente
= [, diag(e P E, = Z(Zw —ik t’\’“>|e (e)] = Z(Dl _i(®)|ej) (e

De manera similar
= (Fp ® Fq)*diag(et/\kl)(Fp ® Fq)

1
= Z wowl eMwE MWl e; @ e;) (em @ €y

D
pqijklmn
:p_q Z Qi J( )|62®63><6m®6n|
i,9,m,n
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