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1. INTRODUCCION.

Uno de los problemas relevantes en Gravitacidén es el -

de obtener soluciones exactas a las ecuaciones de campo de

las diferentes teorias para distintas situaciones fisicas.
En particular son de gran importancia los modelos cosmolé-
gicos de una teorfa de Gravitacidén pues aparte de intentar
una déscripcién del comportamiento y evolucidén del universo
aportan modos de contrastacidn empirica de la teorfia pues
sus predicciones se pueden verificar con la informacién ex-
perimental, principalmente astrofisica y cosmoldgica, de

que se dispore. De esta manera, se cbtienen elementos para
constituir criterios de validacién de las distintas teorfas.
En este trabajo nos ocupamos de la teoria de Jordan y Brans-

Dicke (JBD).

Varios autores han obtenido soluciones cosmolégicas
exactas a la teorfa de JBD, desarrollando diversos métodos
de solucién. Es bien sabido que cuando se elige una métri-

ca isotrépica (Robertson-Walker) se obtiene un sistema aco- e

———.

plado de tres ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo ‘f//"
orden para cada ecuacidon de estado del universo. Este el
sistema se puede reducir a otro de dos ecuaciones de primer ,/ . .~

L | A
orden (con una excepcién a la que nos referiremos mas - ' ,51116
5 . 3 \
adelante). Demostraremos que para el '"universo de polvo"
(P=0,pR3*=cte.) y para el ‘'universo vacio" (P=o=p) )

\



el problema de resolver sus ecuaciones acopladas correspon-
dientes es completamente equivalente a dar solucién a una
sola ecuacién de segundo orden y segundo grado para cada
ecuacibn de estado. Estas eéuaciones poseen una releVante
simetrfa que las hace invariantes ante un grhpo de trans-
.formaciones continuo de Lie para cada una de e!!as; Este
hecho nos permite reducir el problema original a resolver
una ecyacién diferencial de primer orden vy evaluar una
cuadratura en cada caso. De este formalismo podemos obte-
ner todas las soluciones cosmoldgicas conocidas previamente.
Usaremos uﬁidades estdndar y coordenadas estandar para los

modelos cosmoldgicos en contraste con algunos autores.’

2. LAS ECUACIONES COSMOLOGICAS.

Con gl elemento de linea de Robertson-Walker:

2
ds? = dt2-R*(t) |91 4 r2(do®+sen?0d¢?) (z.1)
1-er? , o
con € = #1,0,-1 bara los esbacios de curvatura positiva,

. Vi

——

nula y negativa respectivamente, se derivan las siguientes "

S e

ecuaciones diferenciales de la teoria escalar-tensorial de -

JBD:
. \
® L ] 2 L] [ ]
{.5. - l E] + _E_ = BE- L K. at ‘
R 7 x RZ K (T &k at+s (2.2)
£ R® = -(at+8) , = # const. * : (2.3)
- K.Z R2 .



para la ecuacidén de estado P=0, pR3=const., Y

L4 L] ® 2
[5 - 1.5] PRI N 4
R 2 K R2 L |k (2.2a)
R K '
— R¥ = -y, — # const. (2.3a)
K2 7 R2
para el universo vacio, P=0=p. La componente espacial

de las ecuaciones de campo es dependiente de las demds sélo
si /R? # const.? krepresenta la constante de gravitacién
relativista, que es inversamente proporcional al campo

escalar ¢ de la teorfa:

_ ap2osd) -
K = BHW d) (2.10)
Y
Ry Po 2
a:= ,B:=l+§w, §=const., y=const., (2.4a)
2w+h ;

w es el parémetro libre de la teorfa y py Y Ry son los va-
lores hoy en dia de la densidad de masa y del radio de

curvatura del universo.

. i

3. EL UNIVERSO DE POLVO
‘ t
!

Hacﬂendo l1a definicibn:

we = B2, L (at¥6)2 | C(3.1)
) K Lo &

SN e r————— £



y usando la ecuacién (2.3), la derivada logaritmica de K

en términos de t y H es:

- at+d
ﬁa(at+6)2-H

AR

(3.2)

Ademds, usando la ecuacién (2.3) en la ecuacidn (2.2) se

sigue que:

HZ + 9¢ — = 9aBH. " (3.3)

Con la definicién (3.1), las ecuaciones (3.2) y (3.3)
son completamente equivalentes al

y (2.3).

sistema original (2.2)

Usando las ecuaciones (3.1) y (3.2), y derivando (3.3),
se obtiene que una condicidén necesaria que H debe satisfa-

cer para dar un modelo cosmolégico es:

(9aBH-H'Z) = % (0 - %atz)(SaB-ZH“) (3.4) - -
T
5 e .
Para H'#0 vy 7 = t + 5 ; la prima denota derivada con res- ’ <§;:T
pecto a-t. El radio de curvatura de los espacios no-p\anos//VL/QQi
bl MO LT
estad relacionado con H mediante la relacién: \\ . _;;ii:
y \ N
(H—%utz)z \
RZ = 9¢ I "~ (3.5) :
(9aBH-H'2) _ ~—~
~~



Deseamos eliminar la ec. (3.3) en favor dg la ec. (3.4)
en el sistema de ecuaciones equivalente (3.1), (3.2) y (3.3).
Sin embargo, la ec. (3.4) es independiente de la curvatura
del espacio. Para distinguir entre espacios nlanos y no-
planos de esta ecuacidén debemos identificar aquelias de
sus soluciones que satisfacen la constriccidén adicional
H'2 = 9gRH (eSpacioé planos, véase la ec. (3.3)) y aquellas
que no lo satisfacen (espacios no-planos). La ec. ( 3.4)
junto con esta constriccién y las ecuaciones (3.1) y (3.2)
constituyen una condicién suficiente para dar todos los
modelos cosmolégicos de espacio plano en unidades estandar.
Asimismo, la condicién de suficiencia para todas las cosmo-
logias de espacios no-planos se obtiene con la ecuacfén
(3.4) bajo la constriccidédn H'2 # 9qBH, junto con las ecua-

ciones (3.1), (3.2) y la ecuacién (3.5).

Claramente, nuestro problema se ha transformado ahora
a encontrar soluciones a la ecuacién (3.4). La estructura
de esta ecuacidn tiene simetrias relevantes que permiten
identifﬂcarla con la de una ecuacién de primer orden. Este
hesho séirevela a través de su invariancia bajo el siguiente

- . . 3 rd - .
grupo continuo de transformaciones de Lie de un parametro: T

—

x»
L}

a?H, ¥ = aT \ ( 3.6) S

con ae(0,=).



-6 -
La transformacidn infinitesimal U' para el espacio (T,H,N')
es:
LTIt T I TSI L TTOEITT LI T T e e a ST “,'va EEE - a *::::;-,,:'.,, ST LI o e e ERTILTLLTVILE -
1 = —— v 9
Ut = Ty7 *+ 2 g * W' 5@ (3.7)
y las ecuaciones diferenciales caracteristicas de las su-
perficies invariantes son:
dt _ dH _ dH! ) _ _
T T T W (3.8)
Integrando la primera ecuacién se obtienen las curvas de
trayectoria del grupo: l
H .
u = — = const. ' (3.9) !
t? I
La integracidén con el primero y tercer términos da una se- {
~gunda superficie invariante. L
—
] i o
v = %?.f const. - - {(3.10) *f;;:j !
— : : A e
\ L ‘ \ A
) . . N X 2 \ ¥ /‘
! | Siguiendo la teorfa de Lie, tomamos u y v comogtoor:\_' o
1\,_ I N s 8 anmes = h . _ ,
denadas invariantes. Las formas diferenciales correspon- )
o dientes a (3.9) y (3.10) son: | ~
a ‘ a - ‘ N
x . ; A |
, ! % 5




- 7 -
du _ 1
ar =7 2w (3.11)
Y . _
dv _ 1 . .
ar = 7 W'v) (3.12)

respectivamente, de modo que una trayectoria en el espacio
(u,v) estara parametrizada con la coordenada T de la siguieg

te manera:

dt du . .
T v-2u ‘ (3.13)

En términos de las coordenadas (u,v), la ecuacidén (3.4) es:

dv _ bv2-6uv + % av-90Bu _&% a?B o
du ] . (3.14)
6(u-Ea)(v—2u) :
‘Las ecuaciones (3.13) y (3.14) representan la reduccién
buscada. Una vez que se obtiene v en términos dF u de (3,1#),
la ecuacién (3.13) nos da u en funcién de T lo cual nos‘per*"/i
mite obtener la correspondiente H(T) de la ecuacidn (3.9).
-

Con este esquema podremos reobtener todas las soluciones Qs

molégicas exactas previamente encontradas. .

it T
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EL UNIVERSO VACIO.

En esta seccidon nos limitaremos a enlistar las ecuacio

nes correspondientes del esquema desarrollado para el uni-

verso vacio.
tendrédn entre ellas

correspondientes ecuaciones de la seccidn 3.

4

\

i

. RS ]
H: —K—+-2—A'Yt

% H“(H-%YT) = (H'z-%Byz) .

qui, si% embargo T = t.

e

1
(H“"'YT)Z
2
2 = - ———————————
!R = 9¢ 9 2_pHi12
EBY H
‘H=aH , 7T = at .

Las ecuaciones

llevardn los mismos ndmeros y

las mismas relaciones 16gicas que sus

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)



con ae(0,=)

) 9
ut = T-a-':lj+ H 'é'ﬁ‘ . (4.7)
dt dH _ dH'
TeE (4.8)
"7 T (4.9)
v = H' . . (&.10)
du o
ar - 7 (v-u) (h.11)
dv " ,
at = (4.12)
4T _ du | | (4.13)
H T . V=Uu
3 , 3
e 2 (v2-28v2) - S o S
-3 i . (4.14)
(v-U)(u-fv) |




5.- SOLUCIONES.

En esta seccién obtendremos las soluciones de las ecua-’
ciones (3.14) y (4.14) que corresponden a las soluciones cos
moldégicas exactas ya conocidas.

5.a) EL UNTIVERSO DE POLVO.

La solucidén de la ecuacién (3.14) que genera todos los

modelos cosmolégicos de espacio plano es:

Yy = /%3 |aR}u (5.1)

Esta es una solucidn con 4 ramas que da:

2

H = i[% /TaBT 1 + h) .' | (5.2)

El signo en (5.2) debe ser el mismo que el de dentro del

radical %n (5.1). NSétese que en este caso (€=0) es prefe-

rible resolver directamente la ecuacién (3.3), cuya solucién” . —

g;ﬁeral %s (5.2). Esta solucién junto con (3.1) y (3.2) nos

da todas}las soluciones cosmolbgicas para espacio plano. e —
rReobtenéﬁos, entonces, 165'soluciones cosmolégicas reportadas

por L.E. Gurevich et al.", y claramente, como caso especial,

las de Brans y Dicke®. ——




Las soluciones conocidas para espacio cerrado® corres-
ponden a una curva de trayectoria del grupo de Lie (véase

(3.9)) que es también una solucidn de (3.4):

RS (5.3)
y-consecuentemente, de (3.10):

i
Por lo tanto

RS L  (5.5)

Los puntos de esta curva son puntos singulares del cambio de
coordenadas y por ello la transformacién no se efectia para
ellos. Esto es, las ecuaciones (3.11) - (3.14) no son vali-

~

das para esta solucién.

5.b)  EL UNIVERSO VACIO. R

— TN
2

v: = 7 By : (5.6) .

. v
e ~.. .

es la solucidn de la ecuaciodn C4.14) gue reproduce la fa-
.y e R . . C 7
milia de solucnpnes exactas para espacio plano conocida;

la solucién de la ecuacién (4.4) correspondientes es:




o=ty JByTent (5.7)
h' = const.

Se puede ver con facilidad de (4.3) que (5.7) es la solu-
cidén general de la ecuacién (4.4) para espacios planos.
Por tanto, nuestro esgyama asegura que esta familia de so-

luciones incluye todas las soluciones para la cosmologfa

de espacio vacfio.
6. CONCLUSIONES.

Se ha desarrollado un método para reducir el problema

de encontrar soluciones cosmoldgicas al sistema acoplado
\ .

original de ecuaciones diferenciales de la teoria de JBD,
para una métrica de Robertson Walker y las ecuaciones de

estado de un universo de polvo y de un universo vacfo.

Para el universo de polvo, el sistema agrandéa; (2.2),

(2.3) y (3.1) es copfieramente equivalente al sistema (3.4), |
.."a,ﬁﬁ e I

(3.2) y (3.3). Este primer esquéma es sufici;nxe para resol-
ver complétamente la césmologfa de espacio plano. Para las | Py
cosmofogfas de espacios no-planos se hace un segundo desa~-— ,
rrollo. Como primer paso se.eStablece la ecuacidn (3.#), la

cual es una condicién necesaria para que lgﬁfunéién‘ﬂ intro-
ducida por (3.1) dé un ﬁodélo cosmolégico. Las ecu%céone%
(3.1), (3.2), (3.5) y (3.4) con la constriccién H'2 = 9apgH

son también condiciones suficientes. Hasta este punto, el

N S S I B - - . L e S i e



problemé de encontrar soluciones al sistema original de
ecuaciones (2.2) y (2.3) ha sido traducido al problema de
resolver la ecuacién (3.4). La invariancia dé esta ecua-
cién bajo un grupo coﬁtfnuo de transformaciones de Lie nos
permite reducir su orden de segundo a primero. Esta ecua-

cién va acompafiada de una cuadratura (cf. Ecs. (3.13) vy

(3.14).

El mismo esquema es vadlido para el universo vacio y el
procedimiento espgcffico puede ser descrito como se ha hecho
en el parrafo anterior, entendiéndose que las ecuaciones
(212) y (2.3) se toman bor las ecuaciones (2.2a) y (2.3a)
respectivamente y que las ecuaciones de la seccidén 3 se de-

ben tomar paralelas a las de la seccidn 4.

Nuestro objetivo ha sido presentar un esquema mis gene-

ral del cual se pueden reobtener las soluciones cosmoldgicas

previamente encontradas. Creemos, ademds, que la reduccién

del problema al de resolver una ecuacién de primer orden y
\ . . v
una cuadratura es prometedor para investigar la estructura.

e 1

‘matemdtica de las ecuaciones cosmolégicas y para obtener

mas solu?lones.
. ‘
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APENDICE A

DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES PARA H. i

A-1) UNIVERSO DE POLVO

En esta seccidn presentamos la deduccidn de las

‘ecuaciones (3.2), (3.3), (3.4) y (3.5) a partir de la

definicién (3.1).

Para obtener la ecuacidén (3.3), escribiremos la

ecuacién (2.3) en la forma:

LT

- - (at+d) i? i » | . (A-1.1)

Sustituyendo en (2.2) se obtiene:

E 1 k P E _ k 11 K o . ,
[E + E(at+6) 3] t == B(at+6)—;£;(ﬁt+5)-g“*-EIIEJ . (A-1.2)
R R R R
6
Si se multiplica a ambos lados de la ecuaciidn por =

K
y se tiene en cuenta que '

RR2 1 (R0)

ey e g - n ] o

donde la Gltima igualdad se obtiene mediante sustitucién ) :/;;'"

de (A-1.1), (A-1.2) se convierte en: A

R3 R'O;

l§ [[?] +—(at+6):| e— = af R: -1; (ut~+56})’ﬂ - .(‘A\'l-‘}/)‘ =

Por tanto, si se hace la definicidn (3.1), se é&tigne

X
(3.3):

P




A2
o RY , ' A
H2 + 9¢ — = 9aBH , (3.3)
k2
H: = -R—3+—"— (at+6)2 (3 I)
: - I . (3.
Si escribimos la definicién (3.1) como
£ . (A-1.5)
RS H'EE(“t+5)2

y sustituimos en (A-1.1), obtenemos la ecuacidn (3.2):

= ; Gt+6 (3.2)
Ea‘“t+5)2‘"

R|xme

Si €#0, podemos escribir (3.3) en la siguiente
forma:

k2 _ T
K - 98¢ ——— (A-1.6)
R" (9aBH-H2?)

y la definicién (3.1) se puede poner como:

R® H - —L-(at+6)2 (A-1.7)
K ha ’ :

Multiﬁgicando el cuadrado de (A-1.7) con (A-1.6) miembro

a_miembro se obtiene la ecuacidén (3.5), vdlida dnicamen-

- te para espacios no-planos:
T ”"/i/, i
T T ( -Lax®)? «
R? = 9 ————on (3.5)
(9aBH-H"' 2)

donde se ha hecho T = t + $

s Y H' denota derivadas res-
pecto a T.



A3

Para obtener la ecuacién (3.4), derivamos la ecua-

cién (3.3): -

RS, RY o
2H'H" + 36e — R' - 18 — «' = 9uBH! (A-1.8)
k2 K3 ,
y rearreglamos como:
12¢ R 3 Ei R' - 2 Ei k'l = (9aB-2H'")H! (A-1.8")
K K 6 2 * :

K

Claramente la ecuacidn (2.3) se puede obtener de las
ecuaciones (3.1) y (3.2). Si utilizamos la relacién
(A-1.3) para el primer término en el paréntesis cua-
drado de (A-1.8) y la ecuacién (2.3) para el segundo

se sigue que:

12¢ X [{%;}' + 3 aTJ = (9aB-2H")H' (A-1.9)

0, de (3.1),

o 12¢ % = (908-2H"), H'#0. (A-1.10)
. P / -
De (3.3) y de (A-1.5) se puede deducir fécilmeate la T }
SO : - [—
siguiente relacidn . - T
. -/
-H2 . .
9ed = 22§¢%JL__ X (A-1.117~ . - —
H - Earz , .
" Por lo tanto la ecuacién (3.4) se sigue—de las ecua- ceo a

ciones (3.1), (3.2) y (3.3) con su derivada: v



o e g

Al

(9agH-H'2) = 3 (H-Tat?) (Jap-2H"), H'#D (3.4)

A-2) EL UNIVERSO VACIO

La derivacién de las ecuaciones (4.2), (4.3), (h4.h)
y (4.5) es enteramente andloga a la de la seccidn anterior,
por lo que {nicamente escribiremos las ecuaciones corres-
pondientes etiquetadas con los mismos nimeros. E1 proce-
dimiento especifico puede seguirse segiin se describe en

el peniltimo parrafo de la seccidn 6.

K _ oy X .
i e (A-2.1)
R, Lokl & 1 g2kl an
(R v 2 Rs] e & " e (A-2.2)
o pent g 2 -y ] e
K 3 K T3 K + 2 -3 K y| (A-2.3)
1 (R . 1V 72, R*Y _ 1 .2 _
.
W2+ g9e B o % By?2 {%.3) -
Kz //
R? 1 e
_ H = -—'<— + 7Yt (*o]) “»\x . , ""/' ]
—— \\ //’/4_/_ -
La = : (,ﬁ-z.S') . \\\\ o an
- R H-TYt _ "\‘\ A
* ) “‘.
5 = J— 4
kK ] {4.2) —_
iqt-H
\

g




A5
S PR - (A-2.6)
Rll SBYZ_HZ
R w- Lt (A-2.7)
K 2 Y
-k yo?
RZ = 9¢ 5 , T=t (4.5)
(gﬁvz-ﬂ‘f)
R3 . L}
2H'H"+36c — R'-18e — k'=0 (A-2.8)
Kz KS
R 'Rz.-_s_si.],,_... _o g1
6e [3_—K—R 6|<2K H' H" (A-2.8")
R3 \
6ec— [[K] + —-*y] = -H' HV (A-2.9)
6 = -, W' 40 (A-2.10)
YZ_le
9e5-%e“ (A-2.11)
H“‘z—Y‘l‘
3 W (HedyT) = (H'2- 28Y%), H'HO (b.4) N
\ o
3
‘ '/
S L
P '// ) . . ‘/E
. _
V‘\‘




APENDICE B.

DEMOSTRACION DE LA EQUIVALENCIA LOGICA ENTRE LAS ECUACIONES

DRIGINALES Y LAS DERIVADAS

B-1) UNIVERSO DE POLVO.

La traduccidén del problema original que consiste en
resolver las ecuaciones (2.2]y (2.3) al de dar solucién a
la ecuacidén (3.4) es valida siempfe y cuando existan las
relaciones 10gicas que se mencionan después de la ecua-
cién (3.5). Ellas aseguran que despiés de haberse obte-
nido una solucién de (3.4), las funciones definidas por
(3.2) seran soluciones de las ecuaciones originales. EI
radio del universo correspondiente a (3.2) se obtiene me-
diante la definicidn (3.1). Esto es suficiente para es-
pacios planos. Para e§pacios no-planos es necesario que
se satisfaga la ecuacidén (3.5) también. Demostraremos
que este hecho no es tan restrictivo como aparece a pri-
mera vista; el radio del universo obtenido mediante (3.1)
satisfaré la ecuacidn (3.5)‘salvo por una constante mul-
tipli%ativa, lo cual es equivalente a decir, que esta

feCuaci%n decide a que tipo de espacio corresponde la so-

—~lucién de (3.4) (e=1 & -1), debido a que tal constante

se debj hacer 9¢ (recuérdese que (3.4) no da informacién

explicita de la curvatura).




o

B2

Comenzaremos por demostrar que para métrica plana
las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.4) con 1la constriccidn

H'?2 = 9aBH son suficientes para resolver (2.2) y (2.3).

La solucidén general de
H'2 = 9aBH (B~3.1)

es
2
H =+ [% /IaBI T+h » h=const. (5.2)

y todas ellas son soluciones de (3.4). Esto se sigue in-
mediatamente de conéiderar que H'-9aBH aparece de un lado
de la igualdad en (3.#) y del otro lado aparece su derivada
dividida entre H' (H'#0*). Por tanto (3.4) y (B-1.1) es

- e

equivalente a (B-l.l) Gnicamente.

Supongamos que H es una soluciom de (B-1.1), que se
ha obtenido kK con (3.2) y finalmente que R se pbtiene me-

diante (3.1), entonces de (3.1):

3 _ -1 2 >§. -
R (H 5T J)k (1=t + a) (B-1.2)
=> 1 V
. H'-—QT . )
X 3T 'y % (8-1.3)
- H-got? ' | :
— | 7

y de (3.2) se obtiene:

. S S
1 e SRR
2 5
H‘FGT <
* H'=0 da soluciones «kaR2. Véase (2.3)

rd

R! k!
Rt

1
3

1Tl
f
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Por otro lado, también de (3.2):

gt [l ) e [l _ax .1} |
K K T -};O.Tz"H 3 .EQTZ.."» : T S

[

aB —]——H—— ‘ (B-1.5)
(get?-H)2 * '

Por Gltimo, si utilizamos (B-1.1):

(B -1 R L I
R 2 K 9 (H__Il‘_a,tz)z (%QT:__“:);Z
vl ' } ‘ v
LR (2-2)

Si se elimina H de (3.2) utilizando (3.1) se ob-
tiene (2.3). N&tese que la demostracién no es valida

at?2 , lo cual en vista de (5;20 sucede s§19-

_b'-a

cuando H =

cuando |B| =

O f =

Podemos concluir también como corolario inmediato
que no existen mds soluciones cosmoldgicas ;para espacio
plano que las correspondientes a (5.2) (Seccidn 5-a).

~Para espacios no-planos la equivalencia Hﬁgici

existe entre las ecuaciones (3.2), (3.3}, (3.5) ¥ (3-HY
con la constriccién H'? ¥ 9aBH y las ecuaciones 12.2)

y (2.3), habiéndose hecho la defimicidn «3.1). _ .

\
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Sea H una solucién de (3.4) tal que H'2 ¥ 9gBH.

Si se obtiene k de (3.2) y R de (3.1), se satisfacen

(B-1.4) y (B-1.5) y de ellas se sigue que: _

R' 1 K'}z k' [l K' l] _ 1 ﬂijlﬁﬁﬁﬂ
AT Sl - |+ 5= - = = (B-1.6)
[R 2 « k (b « T 9 _(%GTZ'H)z

Como H'2 # 9qgH:

(9a8H-H'2) = 3 (H - fat?) (Jap-2H") (3.4)
<=>
2H' _ 3 (vsas-zw')n'
. H-%arz 2 (9aBH-H"'?)
<=>
]
ot _ , "72%T 3 (9agH'-2H'HY)
-l';arz-u H-gat? 2 (9aBH-H'2)
<=>
/ T—%%?; = Ln [bl(H-%arz)zj - Ln [Xaz(SaBH-H'z))B/%] +a,
\ ' : | . (B-1.7)

!
(_f f se utiliza para denotar cualquier funcién cuya de-

- (—w:Jyada Sfa fya,,a, y a; son constantes. a, debe hacer

P | . . -
que la cantidad que se eleva al exponente correspondiente

sea positiva).

<=> : ‘ . | '

o}t e o~ 70103
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070103

aT

ey
! [az(saBH-H'z)j'}

.. 2_ -
EGT H b

= b K

2

(b1 y b, son constantes. Para la iGltima igualdad se utilizé ==

(3.2)) o o o

<=>

]
(H-+at?)?
R® = b, L - » b, = const.
[aZ(SOLBH-H'z)]'z' :
(de (3.1))
<=>
(H-%a'rz)2 » _ ‘
R2 = ( —m—— . € = const. (B-1.8)

(90.BH-H'2)

Esto demuestra que (3.4), (3.1) vy (3:2) implican (3.5)
salvo por una constante. Haciendo C=9c, de (3.5), obte-

nemos finalmente:

€ .1 H'%-9aBH

T2 9 ( 1 2)2 (8-1.9)
R H-yoT :
7 | -
y por tanto, en vista de (B-I.S); se satisfaceﬁ(%.z). p
. o ‘ e }
. — ‘ S e
Como en el caso anterior (e=0), (3.1) y (3.2) im- g4
: -7
plican directamente (2.3). . B ~ /4Vj
Por completez, hacemos notar qué la dempstracién» ,,,,, o

e

no serfa valida si . v 7
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puede verse ficilmente que esta funcidén no es solucidn de

(3.4) y por tanto no restringe la demostracion.

B-2) UNIVERSO VACIO

Como hemos venido haciendo, enlistaremos las ecua-
ciones correspondientes al apartado anterfor para esta
ecuacidn de estado, etiquetdndolas con los mismos nimeros
y entiendiendo que ias relaciones ldgicas entre ellas

seran las mismas que las de sus correspondientes relacio-

nes.
Ho= + % VB yt + h', hi=const. (5.7)
R® = (H - 2¥T)k (8-2.2)
4Ly
R' _ 1 2 1 k! '
RO1_ 2 1kl (8-2.3)
B e B "
‘Rl , Kl ] Hl ' (
o R' _ 1 k' _ 1 | B-2.4)
B | R 2 K 3 H--;-YT
o - ;;BYZ .
— 1 ! _ ‘ (R-
/ Lg [T] - (B-2.5)
| (H—EYT) i »
| .
[R' ] K-]f B H'2 1 _L Lk
T - e — = == = B[-——}
2 k 9 (H"’YT)Z L (H_%YT)Z [y K 1
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) . - [ ‘
En este caso la demostracién no es valida para B = 3

idnicamente.

- S o R : a3 g e e R
[.B_' -1 5.._]2 -B[_K_'_]z =.'_H__2_2_B_Y_ (B-2.6)
R 2 K K 9 (H-;—YT)Z— - ,
. . i ‘
(H'2-28v2) = 2 W' (H-3vT) (4.4)
<=> ’ '
2H' _ 3 __2un'wv
] 2 .2_2 -2
(H-3YT) (H'2-78Y")
<=>
. .
Y . 27 _ 3 2H'(-H")
%‘YT'H ‘ H-:],,_—_YT 2 (%Byz-Hfz_)‘
<=>

JT—L— = Ln Eal(H--;—YT)zj - Ln [(az(-z-BYz-H'-z))%] +a,

ZYTH :
' (8-2.7)
(a;,a2,a; son constantes) B
e
<=> i . \
- R S
I_‘t_ ~ ‘ _ — T
%’YT'H (H--i—y'r) 2 ~—- ’ e
= b, CPCENTICE R : -
[a 2 ('["B'Y -H! )] s -
) - >\~,,//'
(b1 y b, son constantes)
<m> ) ) » .
R? = b; = const. «

b
3 Eaz (_%BYz‘H'Z)J%



<=>

IROEIE e

RN 71 VI R

B8

- (-‘B-—z.ss) -

(®-2-9)
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