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l .  INTRODUCCION. 

Uno  de l o s   p r o b l e m a s   r e l e v a n t e s   e n   G r a v i t a c i ó n   e s   e l .  
. .  

de o b t e n e r   s o l u c i o n e s   e x a c t a s  a l a s   e c u a c i o n e s  de campo  de 

l a s   d i f e r e n t e s   t e o r í a s   p a r a   d i s t i n t a s   s i t u a c i o n e s   f í s i c a s .  

E n   p a r t i c u l a r   s o n  de g r a n   i m p o r t a n c i a  los modelos   cosmoló-  

g i c o s  de una   t e o r í a  de G r a v i t a c i ó n   p u e s   a p a r t e  de i n t e n t a r  

una   de sc r i pc i ón   de l   compor tamien to  y e v o l u c i ó n   d e l   u n i v e r s o  

apo r t an  modos de c o n t r a s t a c i ó n   e m p í r i c a  de l a   t e o r í a   p u e s  

s u s   p r e d i c c i o n e s   s e   p u e d e n   v e r i f i c a r  con l a   i n f o r m a c i ó n   e x -  

p e r i m e n t a l ,   p r i n c i p a l m e n t e   a s t r o f í s i c a  y r o s m o l ó g i c a ,  de 

que s e   d i s p o n e .  De e s ta   manera ,   s e   ob t i enen   e l emento s   pa ra  

c o n s t i t u i r   c r i t e r i o s  de v a l i d a c i ó n  de l a s  d ' i s t i n t a s   t e o r í a s .  

En   e s te   t rabajo   nos   ocupamos  de l a   t e o r F a  de Jordan  y B ran s -  

D icke   ( JBD) .  

V a r i o s   a u t o r e s   h a n   o b t e n i d o   s o l u c i o n e s   c o s m o l ó g i c a s  

e x a c t a s  a l a   t e o r í a  de JBD ,   d e s a r r o l l a ndo   d i v e r s o s   mé todo s  

de s o l u c i ó n .  Es b ien   s ab ido   que   cuando  se e l i g e  una  métr i -  

c a   i s o t r óp i c a   ( Robe r t s on -Wa l ke r )  se o b t i e n e  u'n s i s t ema   a co -  

p l ado  de t r e s   e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s   o r d i - n a r i a s   d e  segundo."'./. 

o r den   p a r a   c ada   e cuac i ón  de e s t a d o   d e l   u n i v e r . s o ,   E s t e  

S i s tema  se   puede   reduc i r  a o t r o  de dos ecuac i . one s  de pr imer-,,,;  I .: - 

orden  (con  una  excepción a l a  que nos r e f e r i r e m o s  más ~t 

' adelante).   Demostraremos  que p a r a .  el " u n i v e r s o  'de po l v o "  
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e l   p r ob l ema  de r e s o l v e r   s u s   e c u a c i o n e s   a c o p l a d a s   c o r r e s p o n -  

d i en te s   e s   comp le tamente   equ i va len te  a d a r   s o l u c i ó n  a una 

s o l a   e c u a c i ó n  de  segundo  orden y segundo   g rado   para   cada  

e c u a c i ó n  de e s t ado .   E s t a s   e cuac i one s   p o s een   u na   r e l e van te  

s ime t r í a   q ue  l a s  h a c e   i n v a r i a n t e s   a n t e  un g rupo   de   t rans -  

. f o rmac ione s   con t i nuo  de L i e   p a r a   c ada   u na  de e l l a s .   E s t e  

hecho   n o s   p e rm i t e   r educ i r   e l   p r ob l ema   o r i g i n a l  a r e s o l v e r  

u n a   e c u a c i ó n   d i f e r e n c i a l  de p r ime r   o r den  y e v a l u a r   u n a  

cuadratura   en   cada  caso.   De  es   te   formal   i sm0  podemos  obte-  

n e r   t o d a s   l a s   s o l u c i o n e s   c o s m o l ó g i c a s   c o n o c i d a s   p r e v i a m e n t e .  

Usaremos   un idades   e s tándar  y c o o r d e n a d a s   e s t á n d a r   p a r a   l o s  

mode lo s   co smo lóg i co s   en   con t ra s te   con   a l guno s   au to re s .  1 

2. LAS  ECUACIONES  COSMOLOGICAS. 

Con e l   e l emento   de   l í nea  de. Rober t son-Walker :  

Cdr2 + r 2  (2.1) d s 2  = dt2 -R2 ( t )  
1 -Er2 "_- " 

i 

con E = +'1 ,O , - 1  p a r a   l o s   e s p a c i o s  de c u r v a t u r a   p o s i t i v a ,  

n u l a  y n e g a t i v a   r e s p e c t i v a m e n t e ,   s e   d e r i v a n   l a s   s i g u i e n t e s  ",_.- 

e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s  de l a   t e o r i a   e s c a l a r - t e n s o r i a l   d e .  - -  
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p a r a   l a   e c u a c i ó n  de   e s tado  P = O ,  gR3=c0ns t . ,  y 

- K 
R 3  = - Y ,  - # c o n s t .  

U 

K 2  . R 2  

p a r a   e l   u n i v e r s o   v a c í o ,  P=O-p .  La   componente   e spac ia l  

de l a s   e c u a c i o n e s  de  campo e s  depend iente  de l a s  demás s ó l o  

s i  K / R ~  # c o n s t . '    representa l a   c o n s t a n t e  de g r a v i t a c i ó n  

r e l a t i v i s t a ,  que   e s   i n ve r samen ' t e   p ropo rc i ona l   a l  campo 

e s c a l a r  @ de l a   t e o r í a :  

Y 

R:  Po 2 
a:= ,B:=l++, 6 = con s t . ,   y = con s t . ,  (2.4a)  

e s ' e l   p a r á m e t r o   l i b r e  de l a   t e o r i a  y po y R o  s on  10s va- 

l o r e s  hoy e n   d í a  de l a   d e n s i d a d  de  masa y d e l   r a d i o  de 

cu r v a t u r ; a   d e l   u n i v e r s o .  

" I 
~ 
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y u s a n d o   l a   e c u a c i ó n   ( 2 . 3 ) ,   l a   d e r i v a d a   l o g a r i t m i c a  de K 

en   té rminos  de t y H e s :  

. ~ . ~.~ . 

s i gue  que: 

s on   c omp l e t amen te   equ i v a l en t e s   a l   s i s t ema   o r i g i n a l  ( 2 . 2 )  

Y ( 2 . 3 ) .  

U sando   l a s   e cuac i one s  (3.1) y ( 3 . 2 ) ,  y d e r i v a n d o  (3.3); 

s e   o b t i e n e  que  una c o n d i c i ó n   n e c e s a r i a   q u e  H debe s a t i s f a -  

ce r   pa ra   da r   un   mode lo   co smo lóg i co   e s :  

p e c t o   a -  T. E l   r a d i o  de c u r v a t u r a  de l o s  e s p a c i o s  no-pjanos,.' -;------ ,' 
~- - \ ,-,L.- -I , 

e s t á   r e l a c i o n a d o   c o n  H m e d i a n t e   l a   r e l a c i ó n :  ~\ / _," -- i \ 

I 
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Deseamos  eliminar la ec. c 3.3) en favor  de la ec. (3.4) 

en  el  sistema de ecuaciones  equivalente (3.1), (3.2) y (3 .3 ) .  

Sin  embargo, la ec. (3.4) es  independiente de  la curvatura 

¿ .  del  espacio.  Para  distinguir  entre  espacios  planos y no- 

planos de esta  ecuación  debemos  identificar  aquellas de 

sus  soluciones  que  satisfacen la constricción  adicional 

HI2 = 9aBH  (espacios planos,  véase la ec. (3.3)) y aquellas 

que  no 1 0  satisfacen  (espacios  no-planos). La ec. C 3-41 

junto  con  esta  constricción y las ecuaciones (3.1) y (3.2) 

constituyen una condición  suficiente  para  dar  todos los 

modelos  cosmológicos  de  espacio  plano  en  unidades  estándar. 

Asimismo, la condición de suficiencia  para  todas las cosmo- 

logÍas de espacios  no-planos  se  obtiene  con la ecuación 

(3.4) bajo la constricción HI2 # gaBH, junto  con las ecua- 

ciones (3.1), (3.2) y la-ecuación (3.5). 

Claramente,  nuestro  problema se ha transformado  ahora 

a encontrar  soluciones a la ecuación (3.4). La estructura 

de esta  ecuación  tiene  simetrias  relevantes  que  permiten 

identificarla  con la de  una ecuación de primer  orden.  Este 

hecho se', revela a través de su invariancia  bajo  el  siguiente :' 

grupo  continuo de transformaciones de Lie'de un  parámetro: 

1 

" , 
< .. " 

. -  _c - 
" _" 

"7- i 
_- \ 

I I .-. 
H = a2H, ? 0 aT 
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L a   t r a n s f o r m a c i ó n   i n f i n i t e s i m a l  U' p a r a  e l  ' e s p a c i o  ( r , H , H I )  

e s :  

y l a s   e c u a c i o n e s   d i f e r e n c i a l e s   c a r a c t e r í s t i c a s  de las   su-  

p e r f i c i e s   i n v a r i a n t e s  son: 

Integrando l a   p r i m e r a   e c u a c i ó n   s e  obtienen l a r   c u r v a s  de ' 

t rayector ia   de l   grupo:  

I 

u ' - =   c o n s t .  
Z' 

(3.9) 

I 
La   in tegrac ión   con   e l   p r imero  y t e r ce r   t é rm i~nos  da una sc- i 
gunda s u p e r f i c i e   i n v a r i a n t e .  

I 

""-- 
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d u  1 
d.r T 
- = - Cv-2u)l ( 3 . 1  1) 

r e s p e c t i v a m e n t e ,  d e  modo que una t r a y e c t o r i a  en e l   e s p a c i o  

( u , v )  e s t a r á   p a r a m e t r i z a d a  con l a   c o o r d e n a d a  T d e  l a  siguien- 

t e  mane r a :  

d T  d u  
T v-2u 

- = -  
( 3 . 1 3 )  

E n  t é rminos  de l a s   c o o r d e n a d a s  ( u , v ) ,  l a   e c u a c i ó n   ( 3 . 4 )  e s :  

. L a s   e c u a c i o n e s   ( 3 . 1 3 )  y ( 3 . 1 4 )   r e p r e s e n t a n   l a   r e d u c c i ó n  

buscada .  Una vez  que s e   o b t i e n e  v en t é r m i n o s  de u de ( 3 , . 1 4 ) *  

l a   e c u a c i ó n   ( 3 . 1 3 )   n o s  da u en   func ión  de T lo   . cual   nos  per'-" 

m i t e   o b t e n e r   l a   c o r r e s p o n d i e n t e  H ( T )  de l a   e c u a c i d n  ( 3 . 9 ) ;  
- I  

Con e s t e  esquema  podremos   reobtener   todas   l as   so luc iones  CQS- 

m o l ó g i c a s   e x a c t a s   p r e v i a m e n t e   . e n c o n t r a d a s .  

*" " / 
L 

x-" _ _  
" 

_" " 

-.  

. ,//* . 

""""I , 
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4.-  E.L UNIVERSO V A C I O .  . 

E n   e s t a   s e c c i ó n   n o s   l i m i t a r e m o s  a e n l i s t a r   l a s   e c u a c i z  - - . .. - 

nes   co r re spond ien te s   de l   e squema   de sa r ro l l ado   pa ra   e l   un i -  

v e r s o   v a c í o .   L a s   e c u a c i o n e s   l l e v a r á n   l o s   m i s m o s   n ú m e r o s  y 

t e n d r á n   e n t r e   e l l a s   l a s   m i s m a s   r e l a c i o n e s   l ó g i c a s   q u e   s u s  

c o r r e s p o n d i e n t e s   e c u a c i o n e s  de l a   s e c c i ó n  3 .  

R 3  1 H ;  = - + z y t  . 
K 

- 
H=aH , T = a r  . .1 

i 

( 4  ."-- ""- 

. *.... 

" - 



d r  dH dH '  
r H O 

- S -  + - .  

H 
U "  r 

v =  H '  . 

d.c du  
r v -u  

- S - .  

( 4 . 9 )  

( 4 . 1 0 )  

( 4 . 1 1 )  

! 
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5. - SOLUCIONES. 

.. 

E n   e s t a   s e c c i ó n   o b t e n d r e m o s   l a s   s o l u c i o n e s  de l a s  ecua-, ' 

c i o n e s  ( 3 .14 )  y ( 4 . 1 4 )  que  corresponden a l a s   s o l u c i o n e s   c o y  . 
mológ i   ca s   exac ta s   ya   conoc ida s  .- 

5 . a )  EL U N Z V E R S O  U €  POLVO. 

L a   s o l u c i ó n  de l a   e c u a c i ó n  (3.14)  que   gene ra   t odo s   l o s  

mode lo s   co smo lóg i co s  de e s p a c i o   p l a n o   e s :  

t 

E s t a   e s   u n a   s o l u c i ó n   c o n  4 ramas  que  da: 

E l   s i g n o   e n  (5.2) debe s e r   e l  mismo  que e l  de den t ro   de l  

r a d i c a l   b n  ( 5 . 1 ) .  Nó te se   que   en   e s te   ca so  ' ( & = O )  e s   p r e f e -  

r i b l e   r e s o l v e r   d i r e c t a m e n t e   l a   e c u a c i ó n  (3.31, c u y a   s o l u c i ó n "  -. -' 
" - I / 

. .  _-e 

,_" gene ra l  4 s  L (5.2). E s t a   s o l u c i ó n   j u n t o   c o n  (3.1)  y (3.2)   nos 
i 

d a   t o d a s   / l a s   s o l u c i o n e s   c o s m o l ó g i c a s   p a r a   e s p a c i o   p l a n o .  . ~ -  

Reobtenemos ,   en tonce s ,   l a s   s o l uc i one s   co smo1 ,óg i ca s   r epo r tada s  

p o r   L . E .   G u r e v i c h   e t  y c l a ramente ,  como c a s o   e s p e c i a l ,  

l a s  de B r a n s  y D i cke ' .  
"-----" . 

. 

a 



/ 

L a s   s o l u c i o n e s   c o n o c i d a s   p a r a   e s p a c i o   c e r r a d o 6  corre s -  

ponden a una   curva  de t r a y e c t o r i a   d e l   g r u p o  de L i e   ( v é a s e  

(3.9)) que   e s   también   una   so luc ión  de (3.4): 
. .  ~”. ~. ~ 

U ”  

y consecuentemente,  de (3 .10 ) :  

3 v = - T U ,  

P o r   l o   t a n t o  

( 5 . 3 )  

( 5 . 4 )  

Lo s   p un t o s  de e s t a   c u r v a   s on   pun t o s   s i n gu l a r e s   d e l   c amb i o  de 

coordenadas  y p o r  e l l o   l a   t r a n s f o r m a c i ó n  no s e   e f e c t ú a  p a r a  

e l l o s .   E s t o   e s ,   l a s   e c u a c i o n e s  (3.11) - (3.14) no s o n  vfli- 

d a s   p a r a   e s t a   s o l u c i ó n .  

5 . 6 )  E L  U N 1  VERSO VACZO. 

v 2  = 6 3y2 9 

A/” ~ 

1. ’ 

e s  la s o l u c i ó n  de l a   e c u a c i ó n   c 4 . 1 4 )   q u e   r e p r o d u c e   l a   f a -  

m i l i a  de s o l u c i o n e s   e x a c t a s   p a r a   e s p a c i o   p i a n o   c o n o c i d a ;  

l a   s o l u c i ó n  de l a   e c u a c i ó n  ( 4 .4 )  c o r r e s p o n d i e n t e s  es:  

7 

. ._ 



Se puede  ver  con  facil idad de ( 4 . . 3 )  que ( 5 . 7 )  es la solu- 

ción  general  de la ecuación ( 4 . 4 )  para  espacios  planos. 

Por tanto, nuestro  esqqema  asegura  que esta familia  de SO- 

luciones  incluye  todas las soluciones  para la cosmologia 
. " R -7 2 

de  espacio  vacío. 

6 .  CONCLUSIONES. 

Se ha desarrollado  un  método  para  reducir  el  problema 

de  encontrar  soluciones  cosmológicas a l  sistema  acoplado 

original  de  ecuaciones  diferenciales  de la teoria  de J B D ,  
\ 

para  una  métrica  de  Robertson  Walker y las ecuaciones  de 

estado  de  un  universo  de  polvo y de  un  universo  vacio. 

" .- 

Para  el  universo  de  polvo,  el  sistema  agranda-do ( 2 . 2 ) ,  

( 2 . 3 )  y (3.1) es corp3:k;amente equivalente a l  sis-temp ( 3 . A ) ,  

( 3 . 2 )  y ( 3 . 3 ) .  Este  primer  esquema  es  suficien-te  para  resol-- 

ver completamente la cosmología  de  espacio  plano.  Para las 

cosmologias  de  espacios  no-planos  se  hace  un  segundo desa-.. # -4.  . 

" 

42 

:-k% _- 0- .- 
" - . 
'! 

rrollo. Como primer  paso  se  establece la ecuación ( 3 . 4 ) ,  la  

cual  es una condición  necesaria  para  que la-.._función H intra- 

ducida  por (3.1) dé  un  modelo cosmológ.ico. ¡as  ecu'ac"ione 

(3.1), ( 3 . 2 ) ,   ( 3 . 5 )  y ( 3 . 4 )  con la constricción H I 2  - 9aBH 

, 

' I  i 
son  también  condiciones  suficientes. Hasta este punto, el 
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problema de e n c o n t r a r   s o l u c i o n e s   a l   s i s t e m a   o r . i g i n a 1  de 

ecuac iones   (2 .2 )  y ( 2 . 3 )   ha   s i do   t r aduc ido   a l   p rob lema  de 

r e s o l v e r   l a   e c u a c i ó n  ( 3 . 4 ) .  L a   i n v a r i a n c i a  de e s ta   ecua -  

c i ó n   b a j o   u n   g r u p o   c o n t i n u o   d e   t r a n s f o r m a c i o n e s  de L i e   n o s  

.~ 

p e r m i t e   r e d u c i r  s u  o rden  de segundo  a p r imero .   E s t a   ecua -  

c ión  va  acompafiada de una   c uad r a t u r a   ( c f .   E c s .  (3.13) Y 

E l  m i smo   e squema   e s   vá l i do   pa ra   e l   un i ve r so   vac í ' o  y e l  

p r o c e d i m i e n t o   e s p e c í f i c o   p u e d e   s e r   d e s c r i t o  como se   ha   hecho  

e n   e l   p á r r a f o   a n t e r i o r ,   e n t e n d i é n d o s e   q u e - l a s   e c u a c i o n e s  

(2.2)  y ( 2 . 3 )   s e   t oman   po r   l a s   e cuac i one s   ( 2 . 2a )  y (2.3a) 

r e spec t i vamente  y que l a s   e c u a c i o n e s  de l a   s e c c i ó n  3 se   de-  

ben   t omar   pa ra le l a s  a l a s  de l a   s e c c i ó n  4 .  

N u e s t r o   o b j e t i v o   h a   s i d o   p r e s e n t a r  un  esquema más gene- 

r a l   d e l   c u a l   s e   p u e d e n   r e o b t e n e r   l a s   s o l u c i o n e s   c o s m o l ó g i c a s  

p rev iamente.   encont radas .   C reemos,   además,   que   l a   reducc ión  

de l   p rob lema   a l   de   r e so l ve r   una   ecuac i ón  de p r ime r   o r den  y " ~ ~ 

! 
u n a   c u a d r a t u r a   e s   p r o m e t e d o r   p a r a   i n v e s t i g a r   l a   e s t r u c t u r a .  

matemát ica  de l a s   e c u a c i o n e s   c o s m o l ó g i c a s  y p a r a   o b t e n e r  . . /' " . / 
" "-- ! 

* ..P 

/' _." . .. 
" , m3i so 1 u$ I o n e s .  

5 .  I I 
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APEND I CE A 

DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DIFEREWCIALES PARA +l. 
. .~~ .~ .. . . ~ ". - - ~ -  .. " . 

. .. "" ~~ . - . 
.. . 

A-1) UNIVERSO DE PO!,VO 
- 

En  esta  secci6n  presentamos la deducs;ión de las 

ecuaciones (3.2), (3.3), (3.4) y .  (3.5) a .partir de la 

definición (3.1). 

Para  obtener la ecuación (3..3), escr'iib:i.remos la 

ecuación  (2.3)  en la forma: 

i -(at+b) - 0 

K - =  
K R 3  

(A-1 .l) 

Sustituyendo  en (2.2) se  obtiene: 

R 6  
Si se  multiplica a ambos lados de la ecuac3Sm p a  -y 

KL 
y se  tiene  en  cuenta que 

donde la última  igualdad  se obt iene median.&e susíituci6n , , / .  
,/ ~r 

. ." 



R4 
¡I2 + g~ - = 9aBH , 

K2 

R 3  1 H: - 
K 4u + - . 

(3.3) 

. .  ~. ~. . ~ . .  . ~~ ~... . . . . ~. .~ . 

S i  escribimos la definición (3.1) como 

y sustituimos  en (A-l.l)? obtenemos la ecuación (3.2): 

0 

K ut+6 

4ar 
- x  
K (ut+6)2-H 

S i  € # O ,  podemos  escribir (3.3) en la siguiente 

forma: 

K2 - 
R4 

y la defin i 

R 3  - 
K 

Multipl icando el  cuadrado  de (A-1.7) con (A-1.6) miembro 
. .  

\ 

a " miembro  se  obtiene la ecuación (3.5), válida  únicamen- 
* ,Y 

,L te  para espacios  no-planos: ,<" . "' 
. - -  . .. _-"" " 

1 

/ 
,' . 

7" "--- "- i 
~ - - .  I (H - + T ~ ) ~  1 R2 = 9~ v ( 3 . 5 )  

(gaSH-HI 2 ,  

donde  se ha hecho T = t + - a ' y H I  denota derivada1 r e s -  

(A-1.6) 1' 

(9aSH-i2) 
= 9E 9 

ción (3.1) se  puede  poner como: 

= H - G  ' (at+6)2 . (A- 1 9 7 )  

pecto a T. -------" 
.- 



y rearreglamos como: 

(A-1.8) 

(A-1.8') 

Claramente la ecuación (2.3)  se puede  obtener  de las 

ecuaciones (3.1) y (3.2). S i  utilizamos la relación 

(A-1.3) para  el  primer  término  en  el  paréntesis  cua- 

drado  de (A-1.8) y la ecuaci6n  (2.3)  para  el  segundo 

se  sigue que: 

* 12E - = K (9aB-2H1'), H'#O. (-A- 1 . 1 O) 
" - _  

De (3.3) y de (A-1.5) se  puede  deducir  fácilmente la 

siguiente  relación 

P . .  1' 
/ 'i 

< -  i 
" " - 

~~ 

"- 

' /  
R 9aBH-H ' 2  9€z = (A-1.11) . 6 - d  . 1 

H - p T 2  1 

ciones (3.1), (3.2) y (3.3) con su  derivada: 
* .' 



A-2) EL UNIVERSO VAClO 
. ~ "" ~ .. .~ ~ 

La derivación  de las ecuaciones ( 4 . 2 ) ,  (4,3), (4.4) 
- 

y (4.5) es  enteramente  análoga a l a  de la secci6n  anterior, 

por lo que  únicamente  escribiremos  las  ecuacio'nes  corres- 

pondientes  etiquetadas  con los mismos  números. €1 proce- 

dimiento  específico  puede  seguirse según se  describe  en 

el  penúltimo  párrafo  de la sección 6. 

o 

K K 
K R3 
- =  -Y - 

kR2 1 
K 3 

- S -  

1 
9 
- 

. .  
\ 

. . . ~  

I 
i 

;2 + gE - =  - 
K2 4 
R4 9 Byz 

K 1 -  

R 3  
H-Tyt 1 . 

. .- 

(A-2.1) 

(A-2.2) 

(.A-2 . 4 ) 

(4 .3)  

." 

.- 
"- / 

/ 



R2 9E 

($y2-H1.2) 

' 

2H H " + 3 6 ~  - R3 
K 2  

T' t ( 4 . 5 )  

(A-2.8) 

(A-2.8') 

(A-2.16) 

(A-2.11) 



APENDICE B.  

DEMOSTRACION DE LA EQUIVALENCIA LOGICA ENTRE'LAS ECUACIONES 

ORIGINALES Y LAS DERIVADAS- 

8-1) UNIVERSO DE POLVO. 
c 

La traducción  del  problema  original  que  consiste  en 

resolver. las ecuaciones c 2 . . 2 1 . y  (2..31al de.  dar  solución a 

la ecuación (3.4) es  válida  siempre y cuando  existan las 

relaciones  lógicas que se mencionan  después  de la ecua- 

ción (3.5). Ellas aseguran  que  despJés de haberse  obte- 

nido una solución  de (3.4), las funciones  definidas  por 

(3.2)  serán  soluciones  de las ecuaciones  originales. El 

radio  del  universo  correspondiente a (3.2)  se  obtiene  me- ' 

diante la definición (3.1). Esto es suficiente para  es- 

pacios  planos.  Para  espacios  no-planos  es  necesario  que 

se  satisfaga la ecuación (3.5) también.  Demostraremos 

que  este  hecho no es  tan  restrictivo  como  aparece a pr.i- 

mera vista; el  radio  del  universo  obtenido  mediante (3.1) 

satisfard la ecuación (3.5) salvo  por una constante m u l -  " ~ 

tipliA:ativa, lo cual  es  equivalente a decir, que esta - .  

3 

I 

- ecuacibn  decide a que  tipo  de  espacio cor.responde la so- 

_--lución 'de (3.4) (e=l ó -l), debido a que tal constante 

/ .* 
7 

, ,' /' / , " 

. -  
" 
I 
>,' se  deb  hacer ge (recuérdese  que (3.4) no da informaci6n 

explíc * '  i ta de la curvatura). - 
".  "." . . .. ~ ." " . . . . . . . .  . ~- ~ . . " . . . . 
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Comenzaremos  por  demostrar que para m.étrica plana 

las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.4) COR la canstricción 

H I 2  = 9 a B H  son  suficientes  para  resolver (2.'2.) y (2.3). 
~~ ~ . .  

La solución  general  de 

H I 2  = 9uBH 

es 

H = + - [* /m ~ + q *  , h=const.  (5.2) 

y todas  ellas s o n  soluciones  de (3.4)-  €st0 .se Sigue in- 

mediatamente  de  considerar  que H'-ga&H aparece de un lado 

de la igualdad  en (3.4) y del  otro 'lado aparece su derivada 

dividida  entre H '  ( H ' # O * ) .  Por  tanto t 3 . 4 )  y ('3-1.1) es 

equivalente a (B-1.1) Gnicamente. 
- .< 1 1 -  

supongamos  que H es una soluci6u &e t B - I - I ] ,  que  se 

ha obtenido K con (3.2) y finalmente que R :se DPtiene  me- 

diante (3.1), entonces  de (3-11: 

. (B-1 .4) 
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Por  otro  lado,  también  de ( 3 . 2 ) :  

Por  Último, si utilizamos,(B-1.1): 

Si se el imina H de ( 3 . 2 )  utilizado :(3~.1.3 se ob- 

tiene (2.3). Nótese  que la demostraci6n 'no Les d l i d a  

cuando H = aT2 , lo cual  en v i s t a  de i5..:2.'!) s.usede s ó l o  .- 

cuando I BI 5 - 1 
9 '  ~ 

Podemos  concluir  también como coro1:ariio Znmediato 

que  no  existen m á s  soluciones  cosmológicas :para espacio 

p1an.o que las correspondientes a (5-2)  'fS-ci-h 5-a). 

- " 
."- 

" /' _- ' 6' - 1  

Para  espacios  no-planos la equivai..en.cia %Sgica\, 
,,' . />/" . .  - . -  _ -  

" ~ " ' /,.'--~--- - 
existe  entre las ecuaciones (3.2). (3.31.- $3.5) y (3.4) .' I / 

y ( 2 . 3 1 ,  habiéndose  hecho 

\ 



64  

Sea H una  solución  de (3.4) tal que HI2 # 9aBH. 

S i  se obtiene K de (3.2) y R de (3.l), se  sat'isfacen 

(8-1.4) y (8-1.5) y de  ellas  se sigue que: - ~ . ~ . .  "". " . .. . 

Como H a 2  # 9aBH: 

<=> 

e 

<=> 

<=> 

$ 1  
ar 

= Ln [al(H-pr 1 2 2  ] - Ln [(a2(9aBH-H'2))3'3 +a3 
p T 2 - H  . 

(B-1.7) ..", 

! 
.~ < - .  f se utiliza para  denotar  cualquier  función  cuya  de- 7 1L 

/' ~ / 
, rivada sea f y a1,a2 y a 3  son  constantes. a2 debe  hacer 

. -  - " ."- 

"-- 
, 

t 
I 

_I que la cantidad  que se eleva a l  exponente  cdrrespondienfe 

s.ea posil 4 -  Fva) ,  
" "_ 

~ 

- ~ ~-~ "" - ~ . " .. -. . ~ ~.~ " ~~ .. " " . . .. . - 

<-> 1 '  



UT 
1 -a'r2-H = b, 4 4 = b2K 

[a2 (9aBH-H'2)] 

( b l  y b, son  constantes.  Para la última  igualdad  se  utiliz6- - .  """c- 

(3.2)) ~- ~ .. ~~~ ~ ~~~ . - 

<E> 

(H-+)2 1 
R 2  = C .  , c = const. (B-1.8) 

( ~ C X B H - H I ~ )  

Esto  demuestra  que (3.4), (3.1) y (3.2) imp1 ¡can (3.5) 

salvo  por  una  constante.  Haciendo C = ~ E ,  de (3.5), obte- 

nemos  finalmente: 

y por tanto, en vista  de (B-1.6), se  satisface'(2.2). 
4- / 

/~ /-  ) 
,I " ~ ~ 

L. - -- 

- -< 
Como  en  el  caso  anterior ( € = O ) ,  (3.1) y (3.2) im- . ,, ,' 

- I  
pl ¡can directamente (2.3). 

N 

Por  completez,  hacemos  notar  que la demostración . .  .. ,/. 

A" ". . 

no  sería  valida si t :  



puede  verse  fácilme.nte  que  esta  función  no  es  solución  de 

(3.4) y por  tanto no restringe la demostración. 

6 - 2 )  UNIVERSO VACIO 

Como  hemos  venido  haciendo,  enlistaremos las ecua- 

ciones  correspondientes  al  apartado  anterior  para  esta 

ecuación  de  estado,  etiquetándolas  con los mismos  números 

y entiendiendo  que las relaciones  lógicas  entre  ellas 

serán las mismas  que las de sus correspondientes  relacio- 

nes. 

H I 2  9 2  $y ( 6 - 2 . 1 )  

R3 = (H  - ~ T ) K  
1 

( 8 - 2 . 2 )  



1 
En este  caso la demostración no es  válida.  para B = 

Úriicamente. 

3 

<=> 

2 H '  3 2 H ' HI'  
1 

S -  

(H-TYT) (HI2-gBY 9 -2 ) 

<=> 

<=> 

(al,a2,a3 son constantes) 
/"" 

<I> - *- " ' 
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