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INTRODUCCION 

El estudio  del  relajamiento  térmico  de  sistemas  'que 

interaccionan  con  un  baño  de  calor, h a  sido un tema  de g r a n  

interés en l a  mecánica  estadística  en los últimos  anos ( ! -go)  

Para la descripci6n  matemática  de l a  evolución  de  dichos 

sistemas,  se  utilizan en ocasiones  ecuaciones  diferenciales 

estocdsticas  ,donde l o s  términos  propiamente  estocdsticos 

representan,  junto  con un término  de  friccidn, el efecto  del 

baEo  sobre el sistema. 

En la mayoria  de \ o s  c a s o s  estas ecuaciones se h a n  

establecido  de  manera  fenomenológica. y en algunos casos d e  

sistemas  sencillos, se h a n  hecho  derivaciones a partir  de 

modelos  microscópicos, 

Las  primeras  ecuaciones  fenomenologicas  propuestas  son  las 

llamadas  ecuaciones  de  Lanqevin que describen el movimiento 

browniano de u n a  partícula  pesada en u n  fluido. Para el- caso 

de una partícula  browniana  en u n a  dimensión  se  plantea  como 

ecuaci6n  estoc5stica 

donde m es la masa  de la particula, u su  velocidad y Y 
u n  coeficiente de fricción. 

E l  primer  termin9 del l a d o  derecho  representa l a  fuerza de 

fricci6n que experimenta l a  particula y f(t)  es u n a  fuerza 



aleatoria  debida ,a las múltiples  colisiones  aleatorias que 

sufre la partfcula con las partfculas del fluido. 

Con el objeto  de  simplificar e idealizar l a  situación, se 

.asume que f(t) satisface  dos  condiciones: 

( i )  f(t) es  gaussiana 

( i i )  el tiempo  de  correlaci6n  de f(t) es infinitamente 

corto, es  decir  que la función de autocorrelacl6.n de f(t) 

tiene la forma: 

donde c es una constante y el promedio < > está  tomado de 

acuerdo con una función de distribución  de la forma 

Condiclbn de equilibrio: 

Ahora bien, s i  el movimiento  browniano se lleva a cabo en 

equilibrio  térmico a temperatura T , ést0  determina el valor 

de la constante c mediante la relaci6n 

c = k T  mX/n 

de tal forma que obtenemos: 

P Z  <f(t+7 ) f (t)) = k T m 1  ( 1 . 5 )  

La r-elación ( 1 . 5 )  es una condici6n de equilibramiento del 

sistema con ei ba'io térmico y se le conoce  como  relación de 

fluctuacih disipación. Es una relaciin  entre la parte 

sistemática de la ecuación (1 .1  1 , Que representa una fuerza 



de  fricción. y la. correlaci6n  de la fuerza  aleatoria. Es 

decir, ambos términos  representan  efectos del baño sobre el 

sistema y deben satisfacer la ecuación de balance ( 1 . 5 )  para 

que el sistema.se equilibre. . 
Hay  otros  modelos de  movimiento  browniano  que  pueden 

consistir por ejemplo en colocar la particula  en un campo 

externo. o considerar  mayor nu'mero de grados  de libertad, 

etc.: pero t o d o s  ellos  con las suposiciones  básicas  de que el 

proceso  sea  gaussiano y markoviano. 

Una generalización  de  estos problemas ha sido el  'liberar 

las restricciones de gaussianidad y markovianidad. Kubo (21) 

establece la llamada ecuaci6n  de Langevin generalizada. en la 

donde  estamos  denotando por X un conjunto d e  variables del 

sistema, V ( X )  un3 fuerza  sistemática,  reversible, F(t) una 

variable fluctuante y K ( t - 2  ) es un "kernel dísipativo  de 

memoria". 

De esta  manera el  término de fricción y a  no  es una 

disipación  instantánea,  tiene una memoria que dependerá de 

los parhnetros del b.a?;o y de la interacción. La variable 

estocástica F(t) ya no  es  ruido blanco. e s  decir su tiempo 

de autocorrelación en general sera' finito. 

A esta  ecuacion de Langevin  generalizada debe corresponder 

una relación de  fluctaci6n  disipación  que  asegure el 



equilibrio; para sistemas  cldsicos tal relación  tiene la 

forma : 

La ecuación de Langevin  generalizada  expresada en la 

ecuación ( 1 . 6 )  es una ecuación  estocástica donde las 

fluctuaciones  aparecen en forma  aditiva y l a  disipación en 

forma lineal. Ecuaciones  con  fluctuaciones  multiplicativas y 

su  correspondiente  disipación no lineal (22) representan o t r o  

tipo  de  situaciones ffsicas en los que la fluctuación  depende 

del estado del sistema; la evolución de estos  sistemas e s  en 

principio muy diferente  de !a que  corresponde a sistemas  con 
fluctuaciones  adítivas y no nos  ocuparemos  de ellos. 

Como mencionamos antes. l a  mayoría de  estas  ecuaciones  de 

Langevin generalizadas se proponer) fenomenolbgicamente. Se 

asumen  propiedades  estadísticas p a r a  la funclcin  F(t). 

generalmente del tipo: 

lo cual implica una distribución  estacionaria  y  se  impone 

ademas l a  condición de equilibrio (en el c a s o  clásico) 

Q(t-7) = k T K(t-7) ( 1 . 1 0 )  

que es l a  relación de fluctuaciÓn  disipaciin. 

.* . . " x.x -._.*; II_̂ -...... - 



Derivacion de ecuaciones: 

Existen algunas  derivaciones  explfcitas de ecuacíones  de 

Langevin a partir de  modelos harni ltonianos  microscópicos a 

AIgunas  de  ellas son derivaciones muy  forrnales(1,2,23)que llevan 

a ecuaciones  de la forma ( 1 . 6 ) .  en donde F(t) y K(t) son 

expresiones  complicadas en terminos  de  operadores. cuya forma 

explfcita y dependencia en X no es  fácil  obtener. 

En el régimen clásico s e  han hecho  derivaciones  explicitas 

para modelar el movimiento  browniano de una particula  de masa 

grande M en un fluido  de masas  pequenas mi (3 -7 ) .  La 

ecuaci6n  de Langevin que se  obtiene  describe el movimiento  de 

la masa M dentro d ~ i  llamado limite I' A' t" , lo que i r n p l ~ c a ~  

entre  otras  condiciones  que m; / M "+ O .  

Ford. Kac y lciazur (5) derlvan l a  ecuación de Langevin para 

un oscilador  armónico  que  interacclona  bilinealmente  con u n  

bazo de  osciladores  armónicos. En este  trabajo  obtienen l a s  

condiciones  sobre los parimetros del baño y coeficientes  de 

acoplamiento. b a j o  13s cuales se obtiene p a r a  la evoluclon 

del sistema un comportamiento  narkoviano 

Recientemente  hanos  derivado la ecuación  de Langevin en el 

límite de acoplamiento d é b i l  para un oscilador armónico en un 

baño de osciladores  armónicos. en e1 caso en el que la 

interacci6n es lineal en la coordenada del sistema y 

cujdr/atica en I a s  coordenadas del baño (24). 

En el rggrmen cuántico nos encontramos  con varios trabajos 

en los que,se derivan ecuaciones  estocdsticas a partir de 

modelos microscópicos (25-28,b).Sin embargo aún falta mucho por 



e n t e n d e r  sobre  l o s   p r o c e s o s   d e   r e l a j a c i d n   d e   s i s t e m a s  

cuánticos  en  baños  térmicos, l o s  q u e   e n  rigor, t a m b i é n   d e b e n  

s e r   d e s c r i t o s   e n   f o r m a   c u b n t i c a .  

El g r a n  intere's e n  l o s  s i s t e m a s   c u á n t i c o s ,   a d e m á s   d e l  

a s p e c t o   f o r m a l  que encierran, esta '  e n   l o g r a r   i n t e r p r e t a r  

e x p e r i m e n t o s   e n   d i v e r s a s  a'reas c o m o   s o n  l a  r e l a j a c i 6 n  

v i b r a c i o n a l   d e   m o l é c u l a s  pol iatjmlcas (17-20) y t r a n s p o r t e   d e  

e x c i t o n e s  a t e m p e r a t u r a s  b a j a s  ( 2 9 ) .  



OBJETIVOS 

Nuestro propbsito en e t  presente trabajo es el tratar de 

derivar  ecuaciones de  Langevin generalizadas, a partir de 

hamiltonianos  microscÓpicos, para distintos  modelos  de 

interacción  entre slsterna y baiio térmico Para el caso  de 

interacción billneal se han hecho  este  tipo de derivaciones. 

en los regímenes cla‘sico y cua’ntico, y se han obtenido las 

ecuaciones  estocdsticas, así como 13 reiacidn  de  fluctuación 

disipación en forma  exacta 

Con la idea de cxplorsr 13 posible  generalización de este 

resultado a Ordenes mas altos en la interacción,  derivaremos 

ecuaciones  estocásticas p a r a  un sistema que interacciona con 

u n  bañc a distintos Órd?nas Sn las variables del baño .  Estas 

derivaciones las haremos dentro de los regímenes Cl6siCo.y 

cuántico. Aunque en e !  c a s o  mas general de InteracciÓn que 

a n a ! i z a m o s  las ecuaciones  se d e r l v a n  en forma  aproximada 

med ian te  des3rroiIos perturbativos, en el caso  clislco 

podrerncls i d e n t i f i c a r  dentro de la expresion aproximdda. una 

relación de fluctuaclórl dis1paciÓn de forma idgntica a l a  del 

caso b i l i n e a !  (exacto). En eI c a s o  cua’ntico en cambio I?O se 

encuentra e s t e  tipo de r -esu! tado  general: en general se 

encuentran  dificultades aue  obscurecen la interpretaciijn de 

ecuaclones  de Lanqevin cuárrt icas. 

Aunaue  este  anilisis sobre  13 derivaci6n de ecuaciones 

estocásticas deba restr~ng~rse a slsternas s i m p l e s ,  es 



importante  señalar  que los resultados  que se obtenqan p o d r i n  

ser  de mucha  utilidad en planteamientos  fenomenológicos d e  

sistemas e interacciones m a s  compiejos 

Método : 

Esbozaremos  el  formalismo 

derivación  de las ecuaclones 

De 13 expresión 

donde Q y P representan  cooredenadas y momentos del 

sistema q+ y p., representan cooerdenadas y momentos de! 

bafio y f (c.,) es alguna  función de l a s  coordenadas  del 

baño. En la ecuaclÓn (1,111 que  representa Ia funcrÓn 

hamiitoniana e! prlnrer término  corresponde a l  sistema de 

intergs, el  segundo  tdrmino  corresponde a l  ba i io  y el tercero 

es un término de interacción  entre  ambos.ta  ecuacihn ( 1  12) 

corresponde exactaniente a la ecuacijn ( 1  6 )  

Para ir de ( 1  1 1 )  a ( 1  12) estamos  hzciendo de alguna 

manera,  una  proyección  de  variables a un  subespacio  en el que 

se eliminan  exolicitamente las variables del b a ñ o  y e! 

efecto  de é s t e  sobre el sistema  queda  representado  por fas 

funciones F ! t )  y K ( t - 7 )  en la ecuaclÓn  estocistica 

E l  &todo que seauircxmos p a r 3  ! l e v s r  3 c a b o  este  objetlvo 

puede olantearse med:jntt t  l o s  p a s o s  sioulentrs: 

-. I.. . . 



( i )  Derivar las ecuaciones de movimiento para las variables 

del baño y resolverlas formalmente en tgrminos  de sus valores 

iniciales. 

( i i )  Derivar la ecuación de movimiento para las variables 

de1 sistema y reemplazar en ella l a s  soluciones del baño.Así 

esta ecuación para e1 sistema  contendrd las  variables del 

baño solamente en sus valores iniciales 

( i i i )  Suponer que las coordenadas y momentos iniciales del 

ba;o estan distribuidos de acuerdo  con u n a  distribución 

estadfstica por ejempio la del ensamble  canónico:  entonces 

tendremos que probar que la ecuaci6n d e  movimiento para ,las 

variables del sistema  represents un proceso  estoc5stico  cuyas 

propiedades  estadísticas pueden determinarse 

Lindenber,g y Seshadri (22) obtuvieron e !  slquiente 

resv!tado para el  caso de un osciiador en un b a ñ o  de 

osciladores.  dentro del régimen clásico: 

Si l a  interacclón es lineal en las coordenadas del 

sistema se obtiene una ecuación de Lanaevin con 

fluctuaciones  aditivas y disipacijn lineal. y si la 

interaccidn es de  orden  cuadrático o superior en las 

coordenadas del sistema entonces la ecuación  de Langevin 
tiene  fluctu3c1ones mu!tiplicatlvas y disipaci6n  no linea! 

Este resultado  general se aplica igualmente ai r6gimen 

cuántico. 



Nuestro propósito  concreto en este  trabajo sera/ 

investigar el  comportamiento de sistemas cuya interacción con 

el baño  s e a  lineal en l a s  coordenadas del sistema y distintos 

6rdenes en  las coordenadas de1 baño y tratar de  averiquar en 

q u e  forma la ecuación de Langevin depende de los detalles de 

fa interacción  microscópica 

Como los regímenes  clásico y cuintico dan a l g u n o s  

resultados  esencialmente  diferentes, los trataremos por 

separado. 

En l a s  secciones 11, I 1 1  y I V  consideramos el caso 

ciásjco con  interacciones  lineal:  cuadritica y c u a l q u i e r  

función analitica,  respectivamente en las coordenadas del 

b a ñ o .  En l a s  secciones V y V I  consideramos ei caso  cuintico 

con interacciones lineal y cuadrdtica,  respectivamente en 

lascoordenadas del b a ñ o .  En la sección V I I ana 1 izamos 

propiedades de las ecuaciones  de tanaevin cuántic3s y por 

ÚItimo en la secciér, V I I J  hacernos 13s conclusiones 

generales de! presente trabajo. 



1 1 .  SISTEMAS  CLASICOS  CON  ACOPLAMIENTO B I L I N E A L  

Hay u n  gran  interés  en  los  modelos  microsc6picos  de 

interaccidn  bilineal  debido a que  ademas  de  tener  ecuaciones 

mas  manejables.que  las  que  corresponden a interacciones  más 

complejas,  estos  modelos  representan  en  forma  adecuada 

interacciones  débiles,  es  decir  interacciones  cuyos 

potenciales  pueden  describirse  con  buena  aproximación 

expandiendo a primer  orden.  Este  es el tipo  de  interacción 

que  se  tiene en la teoría  de  respuesta  lineal. 

Consideremos a q u i  como  modelo  microscópico un sistema 

mecánico  (podría  ser u n  oscilador) en interacción con u n  baño 

de  osciladores  armónicos.  Este  problema h a  sido  analizado  por 

varios  autores ( 5,7 ) y vamos a presentar a q u i  el desarrollo 

que se sigue  para  obtener  las  ecuaciones  de  movimiento,  de 

acuerdo  con el formalismo  presentado  en l a  introducción. 

Partimos  de u n  hamiltoniano  de la forma 
k 

El primer  término  representa el hamiltoniano  del  sistema, 

Q y P son  su  coordenada y momento  respectivos y estamos 

considerando u n  problema  unidimensional  solamente  por 

claridad. El segundo  término  representa el hamiltoniano  del 

baño, el cual  consiste  de un conjunto  de  osciiadores 

armónicos. El subindice 9 , queva  desde 1 hasta N 



identifica  los N osciladores  del  baño  térmico. La masa y la 

frecuencia  de  cada  oscilador  del  baño  estan  representados  por 

m,, y O, . y q, y p, son  las  coordenadas y momentos, 

respectivamente  de  cada  uno  de e l l o s .  El tercer  término 

representa la interacción  entre el sis:tema y el baño, r,, son 
l o s  coeficientes  de  acoplamiento, y h es un parametro 

arbitrario que solamente  se  usará p a r a  identificar l o s  

Órdenes  con l o s  que  interviene  este  t6rmino y más  tarde  dicho 

parámetro 1 0  igualaremos a I .  

Usamos  las  ecuaciones de Hamilton  de la mecánica y tenemos 

para el sistema: 

- 3 p  = P  

y para  las  ecuaciones  del  baño: 

Aqui  hacemos  notar que a l  ser el acoplamiento,  lineal  en  las 

coordenadas  del  baño,  las  ecuaciones  de  movimiento  que 

resultan  son  lineales y pueden  integrarse  formalmente: 

t 

q,ftl= q,camso,t + ~ p m / ~ u , ~  enat + A [ d r ~  Smart-t)~(Z) ( 2 . 6 )  
o m& 

Ahora  bien,  en el término inte'gral hacemos u n a  integración 

por  partes y q u e d a  el integrando  proporcional a P ( a l  final 
de la derivación  quedara  clara l a  necesidad  de  este p a s o ) .  



Hecho  ésto  se  sustituye la solución (2.6) en 

movimiento (2.3) y resulta, 
.t 

donde  definimos 

la ecuación  de 

En la expresión (2.8) s i  el hamiltoniano del sistema  es  de 

la forma 

t términos  anarmónicos 

2 
vemos  que el nuevo  término  en 1 puede  quedar  incorporado 

como u n  corrimiento  en l a  frecuencia  del  sistema 

~a func i ón K(t-7) se identifica  como el "kernel 

disipativo  de  memoria" y vemos  que  en  este caso depende 

solamente  de partimetros  del baño y de los coeficientes  de 

acoplamiento. Como veremos despues ,  bajo  ciertas  condiciones 

sobre  estos  parámetros, l a  función  K(t-7)  puede  tener l a s  

propiedadesde  ser  positiva  definida y con  decaimiento  rápido. 

Las  variables del baño,  que.aparecen  solamente en la 

.función F ( t ) ,  son l o s  valores  iniciares  de  las  coordenadas y 

momentos. Debido a la incertidumbre  que  tenemos  sobre  dichos 

valores  iniciales y a l  g r a n  número de esas variables,  tomamos 



el punto  de  vista  de la meca'nica estadística,  que  es e l  

considerar un ensamble  con el mismo  valor  de Q ( 0 )  y P ( 0 ) .  

y con  distintos  valores q1 ( O )  y p3 (O). La manera  de 

determinar  F(t)  es  entonces  suponer  una  distribución  inicial 

de los  valores  del  baño, l a  cual es una distribución en el 

ensamble. 

Ahora  bien,  entre  las  diferentes  posibilidades  que  existen 

p a r a  preparar l a s  condiciones  iniciales  del  baño,  hay dos 

cuyas  diferencias  comparamos en el apendice (A). U n a  de  ellas 

es  considerar  que el baño se encuentra en equilibrio  inicial 

en  ausencia  del  sistema y l a  otra,  que  dicho  equilibrio es en 

presencia del sistema. 

Con el objeto de lograr a l g u n a  mayor  claridad en l o s  

resultados  de  este  primer  caso  que  analizamos,  supongamos  que 

a t=O el  baGo  está  en  equilibrio  en  presencia  del  sistema 

de  acuerdo  con u n a  distribucion  canónica, a u n a  temperatura 

T .  

Por l o  tanto tenernos p a r a  l a  distribución  inicial  de l a s  

variables  del  baño la función 

donde Z es la función  de  partición y 

(2.11) 

(2.12) 

Notar  que  en  las  ecuaciones ( 2 . 8 )  y (2.12)  hemos  sustr.aido 

en u n a  y añadido en o t r a  el término en O ,  lo cual  no  altera 



el hamiltoniano. El hamiltoniano  modificado  del  baño  puede 

considerarse  como u n a  transformación  de  coordenadas  (ver 

aphdice),  donde  las  nuevas  coordenadas  quedan  referidas a 

las  coordenadas  del  sistema.  Notar  que ést0 es  equivalente a 

reescribir el hamiltoniano  en l a  forma 

expresión  que  tiene l a  apariencia  de  estar  diagonalizada.  Sin 

embargo  en  las  ecuaciones  de  movimiento  estamos  manejando  las 

mismas  variables  sin  transformar,  por lo tanto  las  dos  partes 

de  este  hamiltoniano  no son independientes  entre s i ,  y 

entonces  no  se  trata  de un-a diagonalización. 

La unica  conveniencia  de  esta  modificación al hamiltoniano 

H es el aclarar el u so  de l a  expresihn H p a r a  la 

distribución  inicial 

del  baño. 

Hediante la f u n c i ó n  de  distribución (2.11) podemos 

calcular  promedios  sobre u n  ensamble  de  diferentes 

condiciones  iniciales  del  baño.  Se  obtienen  para F ( t )  las 

siguientes  propiedades  estadísticas: 

(2.13) 

( 2 . 1 4 )  

donde { > denotan  promedios  sobre el ensamble  cuya  función 

de  distribucibn es (2.11). 

En este  caso F ( t )  es  gaussiana y a  que  es u n a  combinación 

lineal de procesos  gaussianos  mutuamente  independientes. 



Observamos  también Que l a  función  de  correlación  depende 

solamente  de la diferencia  t-? . Esto se debe a que  como el 

baño esta en equilibrio  inicial, F ( t )  debe  tener u n a  

distribución  estacionaria. 

De  esta  manera F ( t )  se  interpreta  como u n a  fuerza 

fluctuante, y por  ser  gaussiana, el proceso  estocástico q u e d a  

determinado  completamente  por  las  expresiones (2.13) y 

(2.14). 

Relacion  de  fluctuacih  disipación: 

De las  ecuaciones (2.9) y ( 2 . 1 4 )  observamos que 

(F(t) F (2 ) )  = kT  K(t-X) (2.15) 

Notar  que  esta  relación es válida a ú n  si el kernel  K(t-2)  no 

es u n a  función  positiva  definida n i  u n a  funcijn que decae. 

Ford, Kac y Mazur (5) establecieron  las  condiciones,  en un 

modelo  similar,  bajo las cuales  K(t-Z ) se  comporta  como u n a  

función  delta ( disipacion  instantánea).  Pueden  establecerse 

condiciones  menos  restrictivas  que  lleven a un decaimiento 

rápido,  además  de  que l a  función sea positiva  definida. 

En primer lugar, s i  suponemos  que  las  frecuencias  de l o s  

osciladores  del baño tienen un espectro  ancho y denso, 

podemos reemplazar la suma en l a  ecuacion (2.9) p o r  u n a  

integral  sobre  frecuencias, 
B 

donde O(G3) es l a  d e n s i d a d  de  estados. 

( 2 .16 )  



Si ahora se escoge. por ejemplo. esta funci6n D(c3) tal 

que 

( 2 . 1 7 )  

'donde es una constante  positiva,  entonces l a  función 

K(t-1) es positiva definida y decae en la forma 

(2.18) 

La constante X en  este  modelo  tiene el orden d e  magnitud de 

la frecuencia  de Debye del baño de osci ladores, e5 decir es 

un ancho de frecuencia  que se introduce por el hecho  de 'que 

el espectro del b a z o  térmico  decae a altas  frecuencias. Es 

posible escoger  otras formas  distintas Que la ecuación (2.17) 

para D(W) y se  obtienen ent0nce.s diferentes  comportamlentos 

para la función K(t-z), dentro d e  las condiciones  de que sea 

positiva definida y que decaiga. S i n  embargo la relacihn 

(2.17) es conveniente  matemáticamente. Para modelos 

especff icos podrían requerirse  otras  relaciones  apropiadas 

del tipo de (2.17).  

En e1 limite cuando \I + Cr, la expresión (2.18) se. 

transforma en una función  delta, lo que representa un 

decaimiento  instant5neo. 

De la ecuacion (2.18) vemos que x" representa el tiempo 

de decaimiento de la funci6n positiva K ( t ) ,  ver figura 



Por lo tanto  concluimos que si el kernel K(t) tiene un 
comportamiento del tipo  que S @  muestra en la ecuacion (2.18), 

entonces podelnos identificar la expresibn (2.15) corno la 

relacihn de fluctuaci6n  dfsipaci6n para este sistema. 

Queremos  resumir los resultados de esta  sección  haciendo 

representan l a  ecuaci6n de Langevin generalizada y , su 

correspondiente relación de f IuctuaciÓn  disipación. las 

cuales en este  caso  de  interacci6n bilineal resultan ser 

e x a c t a s ,  independientes del valor del parámetro x ; habiendo 

establecido la ecuaci6n  buscada.  podemos  ahora igualar a 1 

el’valor de dicho parametro. 

Es importante hacer notar, sobre  todo para posteriores 

comparaciones con otros  modelos de interacción,  que  en  este 

desarrollo exacto el te‘rmino fluctuante es proporcional a x 
y el término  disipativo e s  proporcional a x . -4 



I I I .  SISTEMAS CLASICOS CON ACOPLAMIENTO CUADRATICO EN EL BAÑO 
Y LINEAL E N  EL SISTEMA 

Este  modelo  de  interacción  tiene  importancia  per  se en l a  

descripción  de  sistemas  físicos  cuyo  acoplamiento a un baño 

térmico  causa  dispersión  (en  vez  de  absorsión o emisión)  de 

las  excitaciones  del baño. 

Este  tipo  de  interaccibn  es  también  de  interés  en la 

teoria  de  respuesta  no  lineal  que  se  usa  para  modelar 

sistemas  fuera de equilibrio. 

Como veremos,  para u n a  interacción  de  esta  forma a ú n  es 

posible  intagrar  las  variables  del  ba3o y así  eliminarlas 

explfcitamente en la expresión  para l a  ecuación  de  movimiento 

del  sistema,  siguiendo  hasta a h í  el mismo  formalismo  del  caso 

bi 1 ineal. 

Comenzamos  por  definir u n  hamiltaniano  cuya  diferencia  con 

el correspondiente a l  caso  bilineal,  está en el término  de 

interacción. 

donde Bp. son  coeficientes  de  acoplamiento y se está  usando 

la misma  notación que en el caso  bilineal. Es conveniente en 

este  caso  escalar  las  variables  del  baño, as í  como  las 

constantes  de  acoplamiento  en la forma: 



el hamiltoniano  en  las  nuevas  variables  queda 

Ecuaciones de movimiento  del  sistema: 

6 = ?  

Ecuaciones de movimiento p a r a  el baño: 

( 3 . 4 )  

(3.5) 

( 3 . 6 )  

estas  ecuaciones  son  lineales  en x,, y J,, , como  en el caso 

anterior,  pero  ahora  son hornog6neas y acopladas.  Aunque el 

sistema  de  ecuaciones  es  mas  complicado,  puede  integrarse, 

para lo cual  definimos l a s  matrices  siguientes: 

Y como una matriz  columna 2N x 1 con  elementos 

A, u n a  matriz  simétrica N x N con  elementos $9 y A , una 

matriz 2 N . x  2N con  elementos 

A =  [*, :] (3.9) 



0 es la matriz C E R O  N x N y finalmente la matriz K de 2N 

x 2N 

K =  
.L 

:* -0 7 o (3.10) 

donde W es la matriz  diagonal N x N con  elementos 

up. = wp 4. . 
En términos  de  estas  matrices el ‘tema  de  ecuaciones 

(3.6) y (3.7) puede  escribirse  en la forma 

cuya  solución  es 
A 

(3.12) 

y T denota  ordenamiento en el tiempo. 

Escribimos l a s  ecuaciones  para el sistema (3.4) y (3.5), en 

términos de estas  matrices 

donde 

Q = P  

M ( t )  = f f+(t)/4 ? ( t )  

donde t indica  traspuesta  conjugada. 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 



Sustituyendo la solución (3.12) en l a  ecuación  (3.14)  se 

obtiene la ecuación  de  movimiento, l a  cual  es u n a  

representación  exacta  de la dinámica  del  sistema. Los valores 

iniciales  de  las  variables  del  baño  'aparecen  en el vector 

U O ) .  

Sin  embargo  esta  ecuación  de  movimiento  es  complicada  por 

dos  razones. En primer  lugar  es u n a  ecuación  altamente no 

lineal en  las  coordenadas  del  sistema  debido a la presencia 

de Q en el exponente de la ecuación (3.12). En segundo 

lugar, la razon  de  cambio  de  las  variables  del  sistema a l  

tiempo t depende  de  toda la historia  previa  del  sistema. En 

particular  resulta  dificil  identificar l a s  contribuciones 

fluctuante y disipativa en esta  ecuación  de  movimiento. 

Para  seguir  adelante es necesario  llevar  esta  ecuación a 

u n a  forma  aproximada  que  se  obtiene  cuando el acoplamiento 

entre  sistema y baño  es d é b i l .  

Hagamos u n a  expansión  del  segundo  término  de la ecuación 

(3.14) en  potencias de y consideremos l o s  dos  primeros 

términos.  Identificaremos e l  término a orden h como una 

fluctuacibn y veremos que el término a orden h' contiene 

una  parte  disipativa  proporcional a P . En efecto, 

probaremos  que  entre  estos  términos, se cumple una relación 

de  fluctuacibn  disipación al orden  mas  bajo  en A . si 
observamos la ecuacion  exacta  obtenida  en el caso  bilineal, 

notamos  que  dicha  relacion (RFD. )  se  cumple  entre l a  

fluctuscion,  proporcional a X , y la disipacion, 
proporcional a 1 . Esto se debe  obviamente a que es la 

2 



correlación  de la f1uctuaci6n y no la fluctuación misma la 

que  debe  ser proporcional a la disipación. 

La  expansión  de M ( t )  es  de la forma: 

(3.17) 

En (3.17) y (3.18) 

-u - +  a t  
F~ ct, = e A e Y (3.19) 

ct, = " jfdr 2 Fot t )Q(z )  (3.20) 
O 

Escribimos la ecuación de  movimiento (3.14) en forma 

aproximada, hasta orden  mas b a j o  en x (consistente con el 

equilibrio te'rmico) como: 

En l a  ecuacihn (3.21). el término l(M,(t)) 1 0  

identificaremos, a l  calcular el promedio,  como un tirmino 

dependiente d e  la temperatura  que  puede  incorporarse al 

potencial del sistema. 

Definimos 

(3.22) 



y lo identificamos  como una fuerza  fluctuante  centrada en 

cero,  cuyas propiedades  estadisticas pueden determinarse. Por 

Último M(t) veremos  que contiene la contribuci6n disipaiva. 

Para evaluar los promedios  debemos  especificar el  ensamble 

de  coordenadas y momentos  iniciales del baño.  Escogernos 

entonces para l a  distribucihn inicial del ba6o la 

distribucidn  can6nica 

con  esta distribución, el promedio de M,(t) es 

(3.23) 

(3.24) 

Por lo tanto el término ( M . ( f ) )  que  depende de 'la 

temperatura, puede en efecto  incorporarse al hamiltoniano del 

sistema 

HF' = H, - + h kT  TrA Q ( t )  (3.25) 

Para calcular la función  de  correlacibn usamos la propiedad 

siguiente: 

si B es una matriz sim6trica  entonces, para cualquier 

matriz A 

( 3 . 2 7 )  



Ahora bien, integremos por partes la ecuación (3.20) y 

obtendremos un integrando  proporcional a P 

donde  definimos G(t1 -/al que ,  

(3.28) 

(3.29) 

con lo cual M (t.) se  puede  escribir en la forma 

M,(+) = Hct ,  + o , z l  r tr )  (3.30) 
2 

donde 

la identificamos como una fluctuación a orden x , y 
t 

(3.32) 

lo identificamos  como un "kernel fluctuante", ya que depende 

de 13s condiciones  iniciales del baño. Promediando  este 

kernel podemos  escribir para M,(t) 

O 

es tambien una fluctuación a orden 1' . 

Finalmente se  demuestra la relación 

(3.34) 



que es la relación  de  fluctuación  disipación a l  orden m á s  

bajo  en x .  

Resumimos los resultados  de  esta seccidn,: 

(3.36) 

Hemos  obtenido  en  (3.35) y (3.36) una ecuación  de  Langevin 

generalizada  aproximada y su  correspondiente  relación  de 

fluctuación  disipación para  un  sistema que  interacciona  con 

un baño ,  en forma  cuadrática  en las coordenadas  del baiío, 

lineal  en el sistema y dentro  del  rdgimen  de  acoplamiento 

ddbi l .  

Finalmente,  de las ecuaciones  obtenidas,  bajo  condiciones 

apropiadas  en las frecuencias  del  baño  térmico y en los 

coeficientes  de  acoplamiento  (similares a las del caso 

bilineal), la disipacidn  puede  ser  instantánea y por lo tanto 

las fluctuaciones  tener  correlación  delta, 



describe 

k t )  = 

= 2  

la 

k T  3\ d ( t - Z  1 

e c u a c i o n  (3.35) toma la forma usual que 

al movimiento brown i ano 

+ f ( t )  . 



IV. SISTEMAS CLASICOS C O N  A C O P L A M I E N T O  A R B I T R A R I O  EN E L  B A Ñ O  
Y L I N E A L  E N  E L  SISTEMA 

Con el propisit0  de  generalizar el anilisis  de l a  sección 

anterior  para  incluir  en el acoplamiento  potencias  mas  altas 

en  las  coordenadas  del  baño,  queremos  considerar a q u i  u n  

término  de  interaccidn  que  ahora  sea  cualquier  función 

analítica  del  conjunto  de  coordenadas  del baño, y al  igual 

que  en los otros  casos,  lineal en l a  coordenada del  sistema. 

En este  caso  las  ecuaciones  para el baño  no  pueden  integrarse 

en forma  cerrada y emplearemos  entonces un desarrollo 

perturbativo, lo que  nos  obligara' a restringirnos a un 

régimen  de  acoplamiento d 6 b i  1. 

Consideremos el hamiltoniano 

En este  caso x es  otra  vez u n  parámetro  de  intensidad  de 

acoplamiento, y f ( 6 )  suponemos  que es una funcion 

analítica  del  conjunto  de  coordenadas q,, . A este  conjunto 

l o  denotamos  mediante 5. 

Ecuaciones  del  sistema: 

b = P  



Ecuaciones  del  baño: 

Q, = PQ 1 m, 

donde c(q ) denota Q- r (q) . 
¿9J 

La integración  formal  de  las  ecuaciones (4.4) y (4.5) nos 

d a  
L 

Esta es una ecuación  integral  que  para  resolverla 

consideraremos,  como  en el caso  cuadrático, u n  régimen  de 

"acoplamiento  debil" y emplearemos a q u i  u n  desarrollo . 
perturbativo  en h . 

Definimos 

q,, = q, (0) cosad t + p ( O )  s e n w d t  

como l a  función q,, (t) a orden  cero  en h . 

O 
3- 
m, CA 

Por lo tanto  escribimos 

y puesto que r(3) es función'analítica,  podemos  expanderla 

en  serie de Taylor: 



Sustituimos la expresión (4.9) en la ecuación (4.3) y 

obtenemos 
J. 

Notamos a.quí que los valores  iniciales  de  las  variables  del 

baño  aparecen  en  todos los términos, en  las  distintas 

potencias  de h ; por  tanto  debemos  analizar  cuidadosamente 

l o s  distintos  términos  para  identificar  apropiadamente la 

parte  fluctuante y la parte  disipativa. 

Definimos  F(t) 5 r(q0) (4.11) 

y esta  F(t)  es  desde  luego una fluctuación a orden A .  
Retendremos  fluctuaciones  hasta  este  orden, en la misma  forma 

que lo hicimos para el acoplamiento  cuadrático. 

Definimos  mediante #(t) el otro  término  de la ecuacio'n 

Este  término  contiene la contribución  disipativa,  así  como 

otras  partes  fluctuantes,  todos  ellos  de  orden h' . 
Definamos la función 

z 

por lo tanto-podemos  escribir 
+ 

(4.13) 



el término  integral  podemos  escribirlo  en la forma 

donde 

es un "kernel  fluctuante"  ya  que  depende  de  las  condiciones 

iniciales  del  baño. Los otros  términos  de la ecuación (4.14), 

asi como el segundo  tirmino  del  lado  derecho  de la ecuación 

(4.15) representan  f1,uctuaciones  de  orden h . 'L 

Para  calcular  promedios  suponemos u n a  distribución  candnica 

inicial  para el baño,  en  ausencia  del  sistema 

(4.17) 

Es posible  que  en  este  caso  obtengamos 

dependiendo  de l a  funcion r (:O). Si ello  ocurre  podemos 

redefinir l a  f1uctuacid.n.- 

(4.19) 

para  hacerla  centrada  en  cero. 

Finalmente se demuestra  que l a  función  de  correlacidn  de 

(4.11) esta  relacionada  con el promedio  de (4.16) mediante l a  

expresión 



< F ( + ) F ( z ) )  = k T  < K 4 ( t , t ) >  (4.20) 

que es fa relacihrl de  fluctuacidn  d~sipacibn a orden  mas bajo. 

Lo que  hemos  obtenido a q u i  es una  generalizaci6n dei caso de 

interaccidn  cuadritica . En este  caso l a  ecuacidn ( 4 .  10) 

representa la ecuación de L,anqevin aproximada para una 

interacci6n que es un  polinomio en l a s  coordenddds del b 8 ñ o  

E s t e  resultado nos permite  hacer la conjetura de clue en el 

re'gimen  cla'sico la ecuac~dn  de  Langevin  general Izada de l a  

forma ! 1 * 6 )  representa toda una familia de interacciones  entre 

slstema y baño do la forms lineai en l a s  coordenadas  del 

slstema y CUi3lQUler f u n c i 6 n  analftica en las coordenadas del  

bdfio dentro de un rG<!lrnen de "acoplamiento  debll", 

Hacemos  notar qk:e en este desarrollo Derturbatluo no poderno5 

garanttzar aue t a  ecuacio'n de canger(1n aproxlmada 3 prlrnev orden 

en las fluctuaciones y sequndo  orden en l a  dlslpaclón, descl-lbe 

efectivamente l a  ovoluclin  del  sistema;  para ello tendrí3mos que 

hacer una estimdcidn de la m a g n i t u d  de l o s  te'rminos desechjdos; 

hemos demostrado s in  ernbdrgo la exlstencla de una relación d e  

fluctuacldn  disipación a I  orden mas b a j o  en el para'metro de 

acoplamiento para  un  tipo de interaccidn  general,  mantenlend0 l a  

llnea!ida=l en las coordenadas de: slstema. 



V SISTEMAS CUANTICOS C O N  A C O P L A M I E N T O  BILINEAL 

Consideremos un hamiltoniano slrnilar al de1 caso  clásico 

correspondiente,  que en e l  caso cua’ntlco tiene la forma: 

donde ahora a’ Y a son operadores  de  creación y 

aniquilación  que  representan a l  sistema; ba y b, son 

operadores de creación y aniquilación que satisfacen la 

estadistica de Bose-Einste~n y qe representan al baño  de 

4- 

osciladores. Todos estos  operadores  satisfacen las reglas de 

conmutacl6n  siguientes: 

De nuevo rJ son coeficientes  de  acoplamiento y .  e s  un 

parárnetro d e  Intensidad de  acoplamiento 

Como en los c a s o s  clásicos e¡ bsño tambi6n est ;  

representado por u n  conjunto de osciladores arrndnlcos y por 

ser otra vez un sistema mecinica consideramos un tirrnino de 

interacción bilineal en las coordenadas. La coordenada dei 

sistema esta representada por el operador at+ a y las 

coordenadas del baño por !os oper,adores bz t b, 

De acuerdo con la reprosentacih de Heisenberg 

estab!ecemos las’ ecuaciones de movimiento para los distintos 

operadores 



Ecuaciones  para el slstema: 

Ecuaciones para e i  baño: 

L a  solución f o r m a :  de e s t a s  ecuaciones es 

sumando ambas expresiones obtenemos e ?  operador: 

E ]  o p e r a d o r  a++& es la coordenada  del  sistema; si 

inteqramos  por p d r t e s  en l a  m i s m a  forma en  que se hizo en los 

o t r o s  c a s o s  tendremos la derlvada de la coordenada erl ei 
integrando 

f n t e g r a n d o  por pat-tesse obtiene 



Es importante hacer notar  aaui que esta v a r i a b l e  que será 

identificada como l a  fluctuación I es un operador  que 

conmuta con l o s  operadores del  sistema es decir 
no 

Sustituimos a h o r a  l a  ecuaclÓn (5 9 )  en la ecuaci6n ( 5  3 )  y 

se tiene: 

El término en Aa(a'-ka, puede incorpurarse como  en ei  

c a s o  clssico, 31 hamiltoniano de! -sistema. Definlmos e! 

operador 

Y corresponde a l a  fluctuacibn 

E l  siguiente término  puede  escribirse en Ia forma 
t . 

(5 14) 



y 13 ecuación p a r a  a queda  en la f o r m a  

Ahora bien s i  K:t 1 es una funci6n que decae 

ripidarnente cntoncor la contrlbucidn d e l  . _  

representa u n  corrimiento en l a s  condiciones iniclales de l a  

soluci6n de la ecuacion (5 16 j  (ver  aoendicr 6) y l a  dinsmzca 

de: sistema será  esencialmente la misma s i  eliminamos este 

término y escrlbimos la ecuación  de  movimiento en la forma: 

¿ut 1 = L al + i XF(t) -  ( 5  ' 7 )  
tr 5 

P a r a  e l e g i r  la condlci6n i n i c i a l  de equilibrio del baño 

y a  sea en ausencia o en presencia dei slstema es importdnte 

hacer notar aquí que en el caso  cu6ntico si queremos eleqir 

l a  segunda posibilidad nos  encontramos con dificultades d e  

interpretacidn  de  ciertos  t6rminos debido ést0 3 que a h o r a  

estamos manejando  operadores. Es decir. podemos definir en 

principio  como se h l z o  en e1 caso c:$sico  equivalente el 

operador'  que representa l a  fluctuacihn en 1 3  forma. 

dcnde estarnos incorpofando a la fluctuaci6n ei tér*mino en 

6(o)+ace) de la ecuación ( 5  16) .  S i n  embargo no es c l a r o  e l  

significado de e s t e  corrimiento en los operadores  iniciales 



del b a G o .  Tornaremos entonces  como  condición inicial e¡ 

e q u i l i b r i o  de! baño en ausencia d2l ststems 

Por lo tanto  suponqmos para el baño una distribucl6n 

inicial canónica y calculamos valores de espectacihn de 

operadores as temperatura T mediante la expresi6n: 

Calculando l o s  momentos  resulta: 

con 

(5 20) 

operadores 

Se obtiene adcmas la relaci6n siguiente: 

z 4J ( i - z l  b h  (hud2kT) = K ( t- z) 15 23) 
3 tl 

esta relación que es  exacta p a r a  e s t e  caso  de  acoplamiento 

bilineal es u n  balance entre la correlación (b ( t - 7  1 y el 

kernel K(t-7) aún a n t e s  de añadir otras  suposiciones  sobre 



las funciones K y 4 conto son las condiciones para 

decaimiento  rápido 

De esta forma la ecuación ( 5 .23 )  es la expresión genera1 

para l a  relación de  fluctuación  disipacidn para este modelo 

harniltoniano.  Sin e m b a r y o  tanto  esta  relaciin  como las 

condiciones de decaimiento d e  la funcidn  de  correfaciin 

muestran  características  diferentes de las observadas en 

sistemas c!isicos 

Es importante s e n a l a r  que dictias diferencias con e! 

reglrnen ciásico se  ponen de manifiesto aún en e s t e  ca s9  de 

interacción bi 1 ineal 

En primer l u g a r  se observa que la . releción  cuántica de 

f iuctuacijn I disipsc.io/n, ecuación (5  22) reauiere un 

Conocimiento explícito del espectro de frecuencias del b a z o  

m i e n t r a s  que en e l  r6girnen  cIslsico so~smente l a  temperatura 

del ba;o aparece e x p i  icitsmente 

Por  otro lado a temperaturas  no muy altas en gener"a1 

aparecen  distintas  escstas de tiempopjra l a s  fluctuaciones y 

para 13 disipacion A temperdturas muy a l t a s  S I  k T > >  

o blen si t ~ +  O se obtiene de las ecuaciones (5 .15)  y ( S  .22) 

aue es precisamente e l  límite clásico. En e s t e  c a s o  ambos 

# ( t - 2 )  .Y K I t - t )  dec3en en una escala de tiempo d e !  0rde.l de 8" 



Sin  embargo, a temperaturas más bajas,  por  ejemplo si 

k T  .$Y se  encuentra,  de (5.15) y (5.22) que mientras  que 

K(t-2)  decae en un tiempo  del  orden  de x" , la función  de 

correlaci6n $ (t-t)  decáe  ahora en u n  tiempo  que es el mayor 

entre '% / k T  y x". Por lo tanto s i  la temperatura es 

suficientemente baja, tal  que k T 4  5 .8  entonces el tiempo 

de decaimiento  de . $  (t-1) ser; del  orden  de !i / k T ,  que es 

mayor  que el tiempo de disipación;  ver f i g u r a  ' 

efecto cuanhco 

kT< h U  

+ t  
La razón  fisica de este  efecto  cuántico es que  por un lado 

el baño  siempre  puede  disipar  excitaciones  del  sistema  en 

todo su rango de energías ( O , % U  ) ( es l a  frecuencia  de 

corte  del  baño),  pero el propio  baño  puede  producir  energía, 

la cual  puede  absorber el sistema  (fluctuaciones 

espontaneas),  hasta u n  valor que es el menor  entre k T  y fit. 

Por lo tanto si k T > >  )ir ~ ambas, disipaci6n y 

correlación  decaen  en  una  escala de tiempo u"'. -. Pero si 

k T  ¿ .hr - entonces  K(t-1 ) decae  con .,y-' .. y + ( t - Z  1 

decae  con f~ / k T .  



V I  SISTEMAS C U A N T I C O S   C O N   A C O P L A M I E N T O  CUADRATICO E N  EL  BAÑO 

Y ‘ L I N E A L  EN E S I S T E M A  

As í  como en el c a s o  clisico  correspondiente aqui tambien es 

posible integrar formalmente l a s  ecuaciones de movimiento del 

baño y eliminar a s í  expiicitamente  esas  vartables. Sln 

embargo ahora como veremos los  resultados que se obtienen 

en cuanto a las ( R F D )  son sencibles a l o s  detalles de !a 

interacción ; desarrollaremcs dos modelos diferentes de 

InteracciÓn cuadra’tica en l a s  variables del b a ñ o  

Primer modelo: 

Consideremos un harniltonianc de l a  forma 

donde estamos usando exactamente l a  notaclÓn de la sección 

anterior. Por  la forma de 1.3 interacción estarnos considerando 

a q u í  u n  sistema no mecánico, Gsto e s  por el .producto  de los 

operadores b; b, y el motivo es solamente por simplicidad 

en el desarrollo  matemitico 

Ecuaciones del sistema: 

Ecuaciones del b a ñ o :  



Estas ecuaciones son l i n e a l e s  y es posible  integrarlas 

formalmente p a r a  obtener + 

donde  estarnos introduciendo  por  comodidadel o p e r a d o r  

que rspresenta 18 coordenada  dei  sistema 

Notar que en 12s ecuaciones ( 6  5 )  y (6 6) estamos 

escribiendo los operadores Q b; y b,. Q en distinto order) 

Dicho  producto s o l o  conmcta a iguales tiempos y s6 lo  por  

conveniencia en el desarro!lo posterior los hemos escr i to  en 

esa f o r m a  en d i c h a s  ecuaciones . 
L a s  ecuaclones ( 6  5 )  y ( 6  6) son  ecuacioncs  integrales y 

p a r a  expresar  la soluci6n haremos, a l  íqual que en el  c a s o  

clisico  equivalente, u n  d e s a r r o l l o  perturbativo en potencias 

de x. Esto  nos llmita ;? un régimen de acoplamiento dhbi! en 

l a  m i s m a  f o r m a  que en et   caso clásico. 

Escribimos  entonces l a s  s o l u c i o n e s  perturbativas. de ¡ a s  

ecuaclones (S 5 )  y ( 6  6 ) :  



donde  

t 

Regresando a las ecuac!cnes del sistema en la e c u a c i o n  

( 6  2 )  y en s u   t r a n s p u e s t o  hermitlano tenemos el termino de 

la forma prI+b, ~ e l  c u a l  puede escr ib irse 
P 

Definimos 

el cual lo r e l a c i o n a r e m o s  con l a  f i u c t u a c i o n  a o r d e n  más 

b a j o  , O f h !  y retendrpmos fluctuaciones s o l o  h a s t a  e s t e  



orden. En general  obtendremos  que ( M , ( t ) >  # O y definimos 

entonces 

corno la fluctuac16n l a  cu31 ahora sí es centrada en cero. 

Def inlmos 

e s t e  t4rmino  de O (  A') contiene la disipacibn a s í  como 

o t r a s  fluctuaciones  de 0(3\') 
+ O  I +t  

Susutituyendo by , b, * b, ' Y b: de l a s  expresiones 

( 6 .9 ) ,  ( 6 . 1 0 ) ,  ( 6 . 12 )  y ( 6 . 1 3 )  en (6 16)  resulta: 

Ahora  bien al suponer como en el  caso  cuántico  bliinea! 

una distribución i n i c i a l  can6nica p a r a  l a s  variables del baño 

(en  ausencia  del s i s t ema )  tenemos  que  evaluar l o s  promedios 

de  las  diferentes  variables  usando !a relación 

donde n .  es el factor  de  población de Bose 



Ahora  integramos  por  partes en l a  forma  en  que Io hemos  hecho 

en  otros  casos, y a  que el integrando  de M(t),  en  (6.18), e s  

proporcional a Q ( l a  coordenada del sistema), 

(6.20) 

donde Lf es u n a  funci6n que depende  de Q, O ( 0 )  y de las 

condiciones  iniciales  del  baño. 

Definimos 

y lo identificamos  como u n  "kernel  fluctuante". 

Para l a  funcidn  de  correlación  tenemos l a  forma 

(6.22) 

Ahora  bien,  de la definición  de F , ecuación (6.16) 

tenemos : 

sustituyendo  estos  operadores  por sus definiciones, 

ecuaciones (6.9) y (6.12) se obtiene 

- - -I""-.""" .,_-_.-_ ..  - ." . . ." ~ .""" I.LDII*_" 



por  otro  lado 

(6.26)  

Ahora  se  intercambian t y 2 y se  suman l a s  expresiones y 

se  obtiene : 

(6.28) 

(6.29)  

que es l a  relación de fluctuacidn  disipacio’n  correspondiente. 

En la expresidn ( 6 . 2 9 ) ,  si k T  >> hog , o bien si 

h + O ,  se  recupera  exactamente l a  relaci6n  cldsica, 

ecuaci6n (3.36). 

Segundo mode l o  : 

Consideremos  ahora u n  hamiltoniano de l a  f o r m a  



Este  tipo  de  interaccion s i  corresponde a u n  sistema 

mecánico. La  notaci6n  que  usaremos  es ide'ntica a l a  del 

modelo  anterior. 

y una ecuacion  sinilar p a r a  a+ . 
(6.31) 

( 6 . 3 2 )  

(6.33) 

cuyas  soluciones son 

sumando  estas dos ultimas,  se  obtiene u n a  ecuación  integral 

papa el operador 8, 
1 

Y como  en ' casos  anteriores,  buscamos u n a  solucidn 

perturbativa en el parámetro h , la que  podemos  escri-bir  en 

la forma: 

B,(t) = Bz( t )+ "zfr3 dt'rj,'ct~)SenwJ(t-t')Q(t')+.. . (6.37) It k P  
O 



reescribimos  esta  ecuaci6n , permutando l o s  operadores en el 

integrando.  Luego  veremos la conveniencia  de  tener  ambas 

expresiones, 

en estas expresiones  estamos  definiendo el operador a 

orden  cero  como 

De 13 ecuación (6.371 tenemos 

I donde B,  representa el operador B a orden 1. 

Definimos 

como l a  fluctuación  (centrada  en  cero). 

Por otro  lado  defi'nimos 

( 6 . 4 1 )  

(6.42) 

( 6 .43 )  

y se obtiene: 



( 6 . 4 4 )  

( 6 . 4 5 )  

donde es una función que  depende del  operador que 

representa l a  coordenada del sistema y de l o s  operadores que 

representan l a s  condiciones  iniciales del baño y definimos : 

L (6.4 6) 
corno u n  kernel fluctuante y escribimos  rqt) en l a  forma 

L 

donde b! y ~ K I  son términos fluctuantes a orden x’ . 
Función de correlación:  

En primer l u g a r  tenemos 

Ahora b i e n ,  



(6.50) 

obtenemos 

y en forma similar, 10s dos términos de la ecuación  (6.51) 

podemos  considerarlos  como dos partes  de la funci6n  de 

correlaciin,  definidas por las expresiones  siguientes: 



Finalmente, si deseamos  expresar  en a l g u n a  forma u n a  

relación  formal de fluctuación  disipacidn,  podemos  escribirla 

separada en dos  partes en l a  forma  siguiente 

( 6 . 5 7 )  

y por  supuesto  no  resulta  ,claro, el significado de esta 

separación  en la relación  obtenida. 

Recopilemos  ahora los, resultados  obtenidos  dentro  'del 

'' régimen  cubntico, en cuanto a l a s  relaciones  de  fluctuación 

disipación ( R FD ) .  

Si l a  interacción es lineal en los operadores  del  baño, l a  

(RFO) tiene la forma: 

4, d-7) tanh (hL3~/2kT) - Kc'' ( L - ~ )  
3 RCA (5.23) 

Si la interacción'es  cuadrática  en  los  operadores del baño, 

la (RFD )  tiene l a  forma (tomemos P- f j .  (6.29)) : 

donde  los  superíndices y K"'en este  momento  nos sirven 

para identificar  las  distintas K que  dependen a su  vez  del 
orden  de la interaccibn. Es de notarse  no  .solamente la 

diferencia en las  expresiones (5.23) y (6 .2q) .  pew tambidn 

observamos  que s i  13 interaccidn es de orden n en los 

operadores del b a i i o ,  obtendremos  como (RFO)  u n a  suma  con n 



indices ( n sumatorias)  de  funciones $ 9 . .  .(t-T) con n 

indices. 

Por lo tanto p a r a  cada  orden  en la interacción  obtenemos 

para l a  ( R F D )  u n a  expresidn  esencialmente  diferente. Y s i  la 

interacci6n es un polinomio  de m términos  en l o s  operadores 

del banco, obtendremos.  correspondientes a d icha  interaccidn, 

m diferentes (RFC). A ú n  más. otra  dificultad en el caso 

'cua'ntico, es que para interacciones a u n  orden  dado, 

diferentes  términos  de l a  interacción  pueden  llevar a 

'distinta (RFD ) .  



VII. ECUACIONES DE LANGEVIN  CUANTICAS 

En la sección  anterior  qued.aron  de  manifiesto  las 

d i f i c u l t a d e s   q u e   h a y   e n  el r é g i m e n   c u á n t i c o   p a r a   t r a t a r  de 

e s t a b l e c e r   u n a   r e l a c i ó n   f o r m a l   d e   f l u c t u a c i ó n   d i s i p a c i ó n   c u y a  

v a l i d e z   t r a s c i e n d a  l o s  d e t a l l e s   d e l   m o d e l o   d e   i n t e r a c c i ó n .  

- A d e m a s   d e   e s t a s   d i f i c u l t a d e s   s e ñ a l a d a s ,   n o s   e n c o n t r a m o s  

c o n   q u e   a l   t r a t a r   d e   d e r i v a r   e c u a c i o n e s   d e   L a n g e v i n   e n  el 

c a s o   c u á n t i c o ,   s u r g e n   s u t i t e z a s   q u e   h a y   q u e   m a n e j a r  

c u i d a d o s a m e n t e   p a r a   p o d e r   i n t e r p r e t a r   e n   f o r m a   c o r r e c t a  lo 

que e n c i e r r a n  l a s  e c u a c i o n e s   q u e   r e s u l t a n .   E s t a s   s u t i l e z a s  

t i e n e n  que v e r   c o n  la n o   c o n m u t a c i ó n  de o p e r a d o r e s .  

Para  ilustrar lo a n t e r i o r .   c o n s i d e r e m o s   u n   d i m e r o  que 

i n t e r a c c í o n a   c o n   u n   b a ñ o   t é r m i c o .  El d i m e r o   c o n s i s t e   e n   d o s  

m o n ó m e r o s   i d é n t i c o s  l o s  c u a l e s   t i e n e n  c a d a  u n o   e n   f o r m a  

a i s l a d a  un e s t a d o   e x c i t a d o   d e   e n e r g i a  E, y c o m o   d i m e r o ,  l o s  

m o n ó m e r o s   i n t e r a c c i o n a n  a t r a v e s  de u n   e s t a d o   e x c i t a d o  de 

r e s o n a n c i a   d e   i n t e n s i d a d  .J. E l  b a ñ o   a c t u a  modulando la 

e n e r g í a   d e   c a d a   m o n ó m e r o  a s í  c o m o  la  razón  de  transferencia 

d e   e n e r g í a   e n t r e  ambos.  

Tenemos  entonces  un  hamiltoniano de la  forma 

donde a\ es u n   o p e r a d o r  que crea  una  excitacihn en el 

m o n ó m e r o  j y Qj es un o p e r a d o r  que a n i q u i l a  d i c h a  



excitación. b: Y bJ son  operadores  creación y 

aniquilacih  respectivamente,  los  que  representan al baño y 

son  coeficientes de acoplamiento, los que  por  hermiticidad 

del  hamiltonianoaatisfacen la relación 5 ~ = . 5 - ~ , ,  j = 1 2 .  
0 .  

Ecuaciones de movimiento del baño: 

cuyas  soluciones  son 

sumando  ambas  expresiones 
A. 

Aunque la interaccicín n o  es proporcional a las  coordenadas 

del  sistema  (no es u n  sistema  mecánico)  es  necesaria a q u í  

también una integración  por  partes.  para la correcta 

interpretación  del  término  dislpativo.  Haciendo esta 



donde  definimos 

Ecuaciones  de  movimiento del sistema: 

otras  ecuaciones  similares p a r a  Q 2  y ( C . .  

Notar  que en el tercer  término  de c a d a  una de  estas 

ecuaciones. el operador By (t.) conmuta  con  cada  uno de l o s  

operadores Q,(t l  y a;' (t 1. cosa  que no ocurre a tiempos 

diferentes. En e s t e  momento, p a r a  el posterior  manejo de l a s  

ecuaciones escogemos escribir 8r del lado  izquierdo t a l  

como aparece en (7.10) y (7.11) 

Ahora  sustituimos la ecuac-ion (7 8) en (7 1 0 )  y ( 7  1 1 ) :  



Aqu i  hacemos notar una peculiaridad  de  estas  ecuaciones: 

que  aunque  (7.12) y (7.13) son traspuestas  hermitianas u n a  de 

la otra,  por  definición , no l o  son  encambio  todos l o s  

términos "correspondientes"  tomados  por  separado.  Esto  se 

debe  como y a  dijimos a la no  conmutación  de  operadores a 

distintos  tiempos. 

Ahora  bien,  evaluamos 6, por  medio del conmutador 

. .  
(7.14) 

donde  estamos  definiendo los operadores: 

sustituimos la ecuación  (7 140) en (7 12) y resulta: 

Definimos las funciones 

j = 1 . 2  ( 7 .  17) 

(7.18) 



y supongamos  que  elegimos  condiciones en los parámetros r& y Up 

tales que 

es decfr estamos  suponiendo  que cada una de las K es un 

kernel disipativo y l a  ecuación ( 7 . 1 6 )  puede  escribirse a s Í  

Conviene hacer aquí una suposición sobre  el tlpo de 

excitacibn  que puede tener el dfmero y es  e1 considerar la 

existencia de un solo e-xcitdn. Esto simplifica los productos 

de  operadores del sistema, pues hace cero los productos de 

13 forma 

Cij ah = o I l , J ,  k = i i , 2 \  
. .  

( 7  21) 

y o t r o s  productos l o s  linealiza en la .forma 

con lo cual la ecuación (7 1 9 )  queda en- forma lineal 

\ 

donde  estamos ief iniendo 

( 7  22) 



l a  cual  representa . l a  f luctuación 

Ahora bien si queremos e s c r i b i r  l a  ecuación ( 7  23) con el 

operador at del  lado  izquierdo de F podemos hacer lo  de dos 

maneras : 

a )  regresar  a 13  ecuaci6n ( 7 . 1 2 )  y volver a hacer   e l  

d.esarro1 lo con e l  operador at del Lado izquierdo, Ó 

b )  c a l c u l a r   e l  conmutador I F ( t )  , Ql (t ,I . 

Hagamoset.cdlculo e x p l i c i t 0  de e s t e  conmutador partiendo 

de la expresión ( 7 . 8 )  

Con ayuda de e s t e  conmutador podemos expresar l a  ecuación 

( 7 . 2 3 ) .  con e l  orden d e  los  operadores  i-ntercambiado: 

Las  ecuaciones ( 7 .  23) y (7.26) son enteramente 

equiva lentes .   s in  embarqo su apariencia   es  muy d i f e r e n t e  
- 

Si identificarnos  el  término F(t).Q,(t) como una 

f luctuaci6n ( m u l t i p l  i c a t i v a )  ~ observamos que l a  ecuación 

(7,23) en apariencia  no cont iene  término d i s i p a t i v o ,   s i n  

embargo l a  expresion ( 7  2 6 )  nos sugiere i d e n t i f i c a r  ei  

t é rm ino  a,(t). F(t) como l a  p a r t e  f luc tuante  y el término 



(KI ( O )  - R, .)at como 13 parte d i s i p a t i v a .  Por lo tanto 

queda  claro  que el término F(t)*a,(t) en la ecuación ( 7 .  23) 

contiene  tanto las fluctuaciones  como la disipación del 

sistema. 

Como vemos, e 's to  hace particularmente  diffcll el tratar de 

establecer en forma  fenomenológica  ecuaciones de Langevin 

cuánticas. Las f l u c t u a c i o n e s  son  operadores  que en general  no 

conmutan .con l a s  variables d e l  sistema y es imposible 

establecer a priori e! valor  de d i c h o s  conmutadores. 



V I I 1 . -  CONCLUSIONES 

A traves  de  este  análisis  observamos  dentro  del rbgirnen 

clásico I O  siguiente: 

Si el acoplamiento  es  bilineal  entre  sistema y baño,  es 

posible  obtener en forma  exacta u n a  ecuación  de  tangevin 

generalizada,  de la forma (1.6). así  como  su  relación  de 

fluctuación  disipación ~ correspondiente  (resultado  ya 

obtenido). 

En el caso  de  acoplamiento  cuadrático  (en l a s  

coordenadas  del b a ñ o )  pudimos  obtener  aún  en  forma  exacta una 

ecuación  estocistica para l a  evoluci6n  del  sistema. Sin 

embargo l a  estructura  de  esta  ecuación  es  complicada y 

encontramos  que s i  queremos  llevarla a la forma  generalizada 

de Kubo,  ecuacíhn ( 1 . 6 ) ,  es  posible  hacerlo  en  forma 

aproximada  mediante u n  desarrollo  en  potencias  de un 

pardmetro  de  acoplamiento y en esta  ecuación  de  Langevin 

aproximada podernos identificar u n a  relación  de f luctuaci6n 

disipación. 

Por el momento  no  podemos  precisar la medida,en la que 

esta  ecuacidn  aproximada  representa  efectivamente l a  

evolucih del  sistema; lo que hemos demostrado  es  que la 

función  de  correlación  de l a  fluctuación a orden mas bajo  en x 
'(par6metro  de  acoplamiento)  es el producto  de k T  por el 

kernel  disipativo  definido a orden . Notar  que  esta 

relación  tiene u n a  expresión  idéntica a l a  del caso  bilineal 



Este  mismo  resultado aproximado pudimos  qenerallzarlo  para el 

caso  en que l a  lnteraccion  es  un  polinomio  en l a s  coordenadas 

del bano rnedlante una so!ucion perturbatlva  de 13s ecuaciorles 

(aproximado) no es apllcahle y a  que !as ecuaclOnes dl. Ldngeiin 

que se obtienen y en forma mas precisa las relactones de 

f luctu,acion dlsipacion  que  resultan  dependen  de manera 

importante del tipo  de  interaccion Esto hace que en e l  c a s o  

cuantico sea especialmente  dificll el abordar  este  tipo  de 

problemas  por  medio  de  ecuaclones  estocasticas  feoomenoloqicas 

fiuctuaclon  dlsipacion clas~ca imp!ica que  !as  escalas de tlempo 

para la correlac~on  en 13s fluctuactcnes y la disipacion  son 

iguales es decir ambas  decae? p o r  i q u a :  Es importante hacer 

notar  de q?lo pai.ametros depende  este tierrlco de  decalmiento 

P a r a  e! acop!am~ento  b~lineal  este t i e m p o  va implicit0  en 

l a  ecuaclon (,2 9 )  y depende  de la distribucion  de  frecuencias 

del  bano .y de los coeftclentes  de  acoplamiento S l n  embacgo  para 

acoplamientos a ordenes  mas altos e! kernel  disipatlvo se  

vuelve  dependtente  de la temperatura y entonces es de  esperjrse 

que en  general  este  tlempo  de  decaimiento  dependa de la 

temperatura 

En cambio en el  caso  cuantlco  aun  para el acoplamiento 

bllineal se encuentra  que 1.a corr6laclon en las fluctudciones Y 

la dlslpactan  tienen escaids de tienlDo diferentes Fliiintrds aue 





APENOICES 

A: CONOICION INICIAL DE EQUILIBRIO DEL BAÑO.  

En este  apéndice  queremos a n a l i z a r  las  diferencias  entre 

dos  de  las  formas  que  usualmente  se  eligen  como  condiciones 

para el equilibrio  inicial  del  baño.  Estas  dos  formas 

consisten en suponer el baño a t = O en equilibrio, y a  sea 

en  ausencia o en presencia  del  sistema. 

Vamos a referirnos a l  sistema en conjunto  estudiado  en la 

seccion I I .  

Hamiltonian0  del  sistema: 

La ecuación  de  movimiento (2.7) podemos  escribirla  en 

cualquiera  de  estas dos formas  equivalentes: 
4 

donde  F(t)  esta d a d a  por la ecuación (2.10) y 

por lo tanto 



Consideremos  ahora el equilibrio  inicial  del  baño  en 

ausencia  del  sistema.  Por l o  tanto  para  los  valores  iniciales 

de las variables  del  baño  consideramos u n a  distribución 

canónica  de la forma 

donde "4 y "p denotan u n  conjuno  de  coordenadas y momentos 

del  baño y Z l a  función  de  partición. 

Tomamos  como  ecuación  de  movimiento para el sistema, la 

expresada en ( A . 3 )  y para l a  fluctuación F tenemos,  de 

acuerdo  con ( A . 7 ) ,  

y la ecuaci6n  estocástica ( A . 3 )  contiene un término  que 

podemos  expresar en la forma 

En el apéndice B veremos  cual es el efecto  de  este  término en 

la evolucidn  del  sistema. 

Consideremos  ahora el equilibrio  inicial del baña en 

presencia del sistema.  Por lo tanto,  para los valores 



iniciales  de l a s  variables  del  baño  consideramos u n a  

distribución  canónica  de la forma 

donde  ahora el término 

( A . l l )  

está  incorporando el término  de  interacción y el hamiltoniano 

tendría la forma 

Tomamos en este  caso  como  ecuacijn  de  movimiento  para el 

sistema, la expresada en ( A . 4 )  y para la fluctuacibn F 

tenemos  de  acuerdo  con ( A . 1 1 ) :  

<F(t)> = O ( A . 1 3 )  

(F(t) F ( 7 ) )  k T  K(t-'l) (A. 14) 

y la ecuación  estocástica ( ~ . 4 )  no  contiene el término  extra 

de l a  forma ( A . l O ) .  



Lo que  se e s t ;  haciendo en la ecuación ( A . 1 2 )  podemos 

pensarlo  como u n a  transformación  canónica  de  coordenadasdel 

b a ñ o ,  definida por  l a s  ecuaciones: 

A 
P, = P, 

por l o  tanto 

( A . 1 5 )  

( A . 1 6 )  

( A . 1 7 )  

. 



B: EFECTO  DEL  TERMINO U t )  x, EN LA  ECUACION DE 

MOVIMIENTO. 

En forma  ilustrativa,  consideremos l a  ecuación  diferencial 

(sin el termino  fluctuante): 

con Y )  0 u n a  constante. 

Nos interesa  comparar la  solución  de la  ecuación (€3.1) 

para el caso  en  que Y>) b, con la soluci6n  de la ecuacion 

Solución  de (B.1): 

donde  obviamente u(0) es la  velocidad  inicial. 

De (8.2) 

Sustituyendo  en la ecuación ( 6 . 4 ) :  



es evidente  que  esta  solución  satisface la condición  inicial, 

pero si consideramos  ahora 8 )) b la expresión (8.6) 

adquiere la forma 

y esta  solución y a  no satisface la condición  inicial.  De 

hecho la solución (8.7) es v á l i d a  estrictamente  para t > O. 
Por  otro lado 13 solucidn  de la ecuaci6n ( 8 . 3 )  es 

- bt 
~ ( t )  = e (8.8 )  

Comparando ( B . 7 )  y ( B . 8 )  vemos  que el incluir en la ecuaci6n 

diferencial el término  K(t), el ,cual  podemos  pensarlo  como 

una  función  delta,  representa  en la solución,  un  corrimiento 

en  las  condiciones  iniciales. 

Suponqamos  que  para t < O el sistema  evoluciona  de 

acuerdo  con l a  ecuacion (6.3). en el instante t = O cuando 

la velocidad es u(0)  se le incorpora a l  sistema el término 

K ( t )  - d ( t l ,  lo que  provoca el sacar a l  sistema 

"impulsivamenteN  de  su  valor  inicial; y entonces  su  evolución 

para  t) O seguirá  de  acuerdo  con la ecuacidn (8 .7 ) .  

Conclusiones: 

Podemos  concluir tos resultados de l o s  dos apendices 

haciendo  las  siguientes  observaciones. 

Si preparamos el baño  en  equilibrio  inicial  en  ausencia 

del  sistema,  entonces F,ft) tendri  promedio  cero,  pero el 

sistema empieza a evolucionar a t = O con u n a  "patdda" 



inicial (función 6 ) ,  la cual dura solamente el tiempo en el 

que el baño absorbe  energia inicial del sistema. Si en cambio 

preparamos el ba6o en equilibrio inicial en presencia del 

sistema  entonces F, (t) no tiene promedio cero, pero la 

variable F(t), que  tiene un corrimiento en los valores 

iniciales de las variables del baño, s i  tiene  promedio cero, 

y entonces e1 sistema  empieza a evolucionar a t = O ya en 

equilibrio  con el ba6o (sin la "patada" inicial). Dicho 

corrimiento en los valores  iniciales  de las variables del 

baño es equivalente a una transformación de coordenadas del 

baño, que depende  de la coordenada del sistema. 



REFERENCIAS 

1 )  R. Zwanzig , Lectures i n  Theoret i ca 1 Physics 
(Wiley-Interscience, New York, 1961) Vol. 3; J.Stat.Phys. 9, 215 
(1973). 
2) H. Mori , Prog. Theor.Phys. (Kyoto)) 34.  423  (1965). 
3) J. L. Lebowitz y E. Rubin, Phys.Rev. 131,  2381 (1963). 
4 )  P. Mazur y I .  Wpenheim, Physica  (Utrecht) 50, 241 (1970). 
5) G.W. Ford. M. Kac y P.Mazur , J.Math. Phys. 6, 504 ( 1965). 
6) E. Braun Physica 103A.325 (1980). 
7) P. Mazur y E. Braun. Physica 30.1973 (1964) 
8) J-Schwinger. J.Math.Phys. 2. 407 (1961). 
9) I.R. Senitzky. Phys.Rev. 119,  670 (1960); 124. 642  (1961). 
10) M. Lax, Phys.Rev. 129, 2342  (1963); 145.  109 (1966). 
1 1 )  G.S.Agarwa1.  Phys.Rev. A 4 .  739 (1971). 
12) W. Bernard y H.B. Callen. Rev.Mod.Phys. 31, 1017 (1959). 
13) W.H. Louisell,   Radiation and Noise i n  Quantum Electronics 
(McGraw-Hill, New York. 1964) 
14) W.H. Louise l l  y L.R. Walker. Phys.Rev. 137,  8204 (1965). 
15) W.H. Louise l l ,  Quantum Stat is t ica l   Proper t ies of Radiation ( 
Wiley.New York. 1973). 
16) M. Sargent 111, M.O. Scully y W.E. Lamb Jr., Laser Physics 
(addison-Wesley, Reading. Mass., 1974). 
17) A. Nitzan y J. Jortner. Mol. Phys. 25. 713  (1973). 
18) A. Nitzan y S i l k y .  J. Chem. Phys. 60.  4070 (1974). 
19) S.H. L in y H. Eyrinq, Annu.  Rev.  Phys. Chem. 25, 39  (1974). 
20) M. J. Ondrechen. A. Nitzan y M. A. Ratner Chem. Phys. 16.  49 
(1976). 
21 ) R. Kubo. Rep. Prog. Phys. 29. 255 ( 1966). 
22) K .  Lindenberg y V. Seshadri , Physica  (Utrecht) 109A.  483 (1981). 
23) R. F. Fox. Phys . Rep. 48.  180 ( 1978). 
24) K .  Lindenberg y E. Cortes.  Physica A 126.  489 (1984). 
25) P. Ullersma,  Physica 32. 27 (1966). 
26) H. Dekker. Phys. Rep. 80. 1 (1981) 
27) A.O. Caldera y A. J. Leggett. Ann. Phys. 149,372 (1983). 
28) K .  Lindenberg y B. J. West. Phys. Rev. A 30,568 (1984). 
29) K. Lindenberg y B.J. West, Phys.  Rev. Let t .  51.1370  (1983); en 
Random Walks and the i r   Appl icat ions i n  the  Physical and Bio log ica l  
Sciences.  editado  por M. Shlesinger y B.J. West (AIP, New York, 
1983) . 
30) E. Braun, Physica 129A (1985) 262 .  



BIBLIOGRAFIA 

1 - R. Mazo,  en  Stochastic  Proccesses  in  Nonequilibriurn 
Systems.  Lecture  Notess  in  Physics  84,  editado  por 
L. Garrido,  P.Seglar Y P. J. Shepherd ( Springer , 
Berlin.1978). 

2 - N.G. van  Karnpen.  Stochastic  Processes  in  Physiscs  and 
Chemistry (North-Hol land  Amsterdam.  1981 ) . 
3 - C.H. Gardiner.  Handbook  of  Stochastic  Methods for 
Physics.  Chemistry  and  the  Natural  Sciences  (Springer, 
Berlin  1983). 

4 - Predictability  of  Fluid  Motions.  editado  por  G.Hol  loway 
y  B.J.West. AIP Conference  Proceedings  106 (AIP, N e w  
York.  1984). 

5 - W. Horsthemke  y R. Lefever.  Noise  Induced  Transitions 
(Springer.  Berlin.  1984). 

6 - A. Schenzle y H. Brand.  Phys.Rev. A 20. 1628 (1979). 

7 - K. Lindenberg. K.E. Shuler. V. Seshadri  y B.J. West. 
en  Probabilistic  Analysis  and  Related  Topics,  editado 
por A.T. Bharucha-Reid  (Academic,  New  York.1983). Vol - 3. 
8 - R .  Benguria  and  M.Kac,  Phys.Rev.Lett. 45, 1 (1980). 

9 - H. Grabert . U. Weiss . y P. Talkner. Z. Phys. B 55, 87 
( 1984). 

10 - K.  Lindenberg y B.J. West.  Phys.Rev. A 30, 568 
(1984). 

1 1  - 8.J.  West  y  K.Lindenberg.  Phys.Lett. A 102,  189 
(1984) 

12 - V. Seshadri y K. Lindenberg.  Physica A 115. 501 
( 1982) 

13 - B.J.  West y K.Lindenberg.  en  Proceedings of the 
Workshop  on  Fluctuations  and  Sensitivity  in 
Nonequilibriurn  Systems.  editado  por  V.Kondepudi  and W .  
Horsthemke  (Springer,Berlin. 1984). 

14 - R.Zwanzig. J. Stat. Phys.  9.215 (1973). 
15 - 8.3.  West y K.Lindenberg.  J.Chem.  Phys. 
-83,4118 0985).  

16 - H.Haken.  Laser  Theory,  en  Vol. XXV/ZC de  Encyclopedia of 
Physics  (springer.  Berlin.  1970):  Rev.Mod.  Phys.  47.  67 (1975). 


