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INTRODUCCION

El estudio del relajamiento térmico de sistemas 'que
interaccionan con un bano de <calor, ha sido un tema de gran
interés en la mecdnica estadistica en los dltimos anos (i-20)
Para la descripcibn matemitica de 1la evolucidn de dichos
sistemas. se utilizan en ocasiones ecuaciones diferenciales
estocd{sticas.donde los términos propiamente estocdsticos
representan, junto con un término de friccion. el efecto del
bano sobre el sistema.

En 1a mayoria de 1los casos estas ecuaciones se han
establecido de manera fenomenolégica. y en algunos casos de
sistemas sencillos, se han hecho derivaciones a partir de
modelos microscopicos. ‘

Las primeras ecuaciones fenomenologicas propuestas son las
llamadas ecuaciones de Langevin que describen el movimiento
browniano de una partfcula pesada en un fluido. Para el caso
de una particula browniana en una dimension se plantea como

ecuacibn estocistica
mu(t) = -m ¥ u + f(t) (1.1)

donde m es la masa de la particula, u su velocidad y
un coeficiente de friccidn.
El primer termino del lado derecho representa la fuerza de

friccién que experimenta la particula y f(t) es una fuerza




aleatoria debida a las mdltiples colisiones aleatorias que
sufre la partfcula con las partfculas del fluido.

Con el objeto de simplificar e idealizar la situacion. se
-asume que f(t) satisface dos condiciones:
(i) f(t) es gaussiana
(i1) el tiempo de correlacifn de f(t) es infinitamente
corto, es decir que la funcion de autocorrelacidn de  f(t)

tiene la forma:
CF(t) f(T)Y = 2mc d(t -1) (1.2)

donde ¢ es una constante y el promedio <) estad tomado de

acuerdo con una funcidn de distribucidn de la forma

2
P (f) ~ e—f/kr

Condicidn de equilibrio:
Ahora bien, si el movimiento browniano se lleva a cabo en
equilibrio térmico a temperatura T , ésto determina el valor

de la constante ¢ mediante la relacion

c = kT m¥/n (1.4)

de tal forma que obtenemos:
0

fdz<f(t+z)f(t)> = k TmY (1.5)

3]
La relacidn (1.5) es una condicidn de equilibramiento del
sistema con el baho térmico y se le conoce como relacion de
fluctuacion disipacidn. Es una relacién entre la parte

sistematica de la ecuacion (1.1) , aque representa una fuerza




de friccién. y la correlacién de la fuerza aleatoria. Es
decir, ambos términos representan efectos del bano sobre el
sistema y deben satisfacer la ecuacibn de balance (1.5) para
que el sistema se equilibre.

Hay otros modelos de movimiento browniano que pueden
consistir por ejemplo en colocar la particula en un campo
externo. o considerar mayor numero de grados de libertad.
etc.: pero todos ellos con las suposiciones basicas de que el
proceso sea gaussiano y markoviano.

Una generalizaci6n de estos problemas ha sido el liberar
las restricciones de gaussianidad y markovianidad. Kubo (2f)
establece la llamada ecuacidn de Langevin generalizada. en'la

forma
t

iﬂ)+V@)+gdZK&%)Xﬂ)= Ft) ; (1.6)

donde estamos denotando por (X un conjunto de variables del
sistema, V(%) una fuerza sistematica, reversibie, F(t) una
variable fluctuante y K(t-T ) es un “kernel disipativo de
memoria".

De esta manera el término de friccidn ya no es una
disipaci6n instantanea, tiene una memoria que dependerd de
los parémefros del bafio y de la interaccién. La variable
estoééstica F(t) ya no es ruido blanco. es decir su tiempo
de autocorrelacidn en general sera finito.

A esta ecuacion dé Langevin generalizada debe corresponder

una relacidn de fluctacién disipacidn que asequre el




equilibrio; para sistemas cldsicos tal relacidn tiene 1la

forma:
{F{t) F(1)> = k T K(t-17) (1.7)

La ecuacion de Langevin generalizada expresada en la
ecuacidn (1.6) es una ecuacion estocdstica donde las
fluctuaciones aparecen en forma aditiva y la disipaciGn en
forma lineal. Ecuaciones con fluctuaciones multiplicativas y
su correspondiente disipacién no lineal (22) representan otro
tipo de situaciones fisicas en los que la fluctuacion depende
de! estado del sistema; la evolucidn de estos sistemas es en
principio muy diferente de la que corresponde a sistemas con
fiuctuaciones aditivas y no nos ocuparemos de ellos.

Como mencionamos antes. la mayoria de estas ecuaciones de
Langevin generalizadas se proponen fenomenoldgicamente. Se
asumen propiedades estadisticas para la funcidn F(t),

generalmente del tipo:

CF(L)> = 0 | (1.8)

(Flt) FU)Y = & (t-T) (1.9)

lo cual implica una distribucidn estacionaria y se impone

ademas la condicion de equilibrio (en el caso clasico)
d(t-1) = k T K(t-T) (1.10)

A ’
que es la relacidn de fluctuacion disipacion.




Derivacion de ecuaciones:

Existen algunas derivaciones explicitas de ecuaciones de
Langevin a partir de modelos hamiltonianos microscopicos.
Algunas de ellas son derivaciones muy formales(1,2,2)que llevan
a ecuaciones de la forma (1.6). en donde F(t) y K(t) son
expresiones complicadas en termingos de operadores. cuya forma
expl{cita y dependencia en X no es facil obtener.

En el régimen cldsico se han hecho derivaciones explicitas
para modelar el movimiento browniano de una particula de masa
grande M en un fluido de masas pequenas m; (3-7). tLa
ecuacion de Langevin que se obtiene describe el movimiento de
la masa M dentro del llamado limite " X' t", lo que implica.
entre otras condiciones que my / M —» 70.

Ford. Kac y Mazur (&) derivan la ecuacion de Langevin para
un oscilador armonico que interacciona bilinealmente con un
bano de osciladores armdnicos. En este trabajo obtienen las
condicicones sobre los parémetros del bano y coeficientes de
acoplamiento. bajo las cuales se obtiene para la evolucion
del sistema un comportamiento markovianc.

Recientemente hemos derivado la ecuacidn de Langevin en el
limite de acoplamiento débil para un oscilador armdnico en un
bafio de osciladores arménicos. en el caso en el que la
interaccidn es linea! en 1la coordenada del sistema vy
cuadratica en las coordenadas del baho (24).

En el r&gimen cudntico nos encontramos con varios trabajos
en los que se derivan ecuaciones estocisticas a partir de

modelos microscopicos (2528,3).Sin embargo aun falta mucho por




entender sobre 10s procesos de relajacién de sistemas
cudnticos en bafios térmicos, los que en rigor, también deben
ser descritos en forma cudntica.

El gran interéds en los sistemas cuanticos, ademas del
aspecto formal que encierran, estd en logqrar interpretar
experimentos en diversas d&reas como son la relajacidn
vibracional de moléculas poliatdmicas(17-20) y transporte de

excitones a temperaturas bajas (29).




OBJETIVOS

Nuestro propésito en ! presente trabajo es el tratar de
derivar ecuaciones de Langevin generalizadas, a partir de
hamiltonianos microscépicos, para distintos modelos de
interaécién entre sistema y bano térmico. Para el caso de
interaccidn bilineal se han hecho este tipo de derivaciones. .
en los regimenes <cldsico y cudntico, y se han obtenido las
ecuaciones estocdsticas, asi como la relacidn de fluctuacién

disipacidn en forma exacta

Con la idea de explorar 1a posible generalizacion de este
resultado a drdenes mas altos en la interaccifn, derivaremos
ecuaciones estocdsticas para un sistema que interacciona con
uyn bahc a distintos ordenes en las variables del bafho. Estas
derivaciones las haremos dentro de los regimenes <cléisicoy
cudntico. Aungue en el «caso mas general de interaccidn que
analizamos las ecuaciones se derivan en forma aproximada
mediante desarrollos perturbatives, en el caso clisico
podremos identificar dentro de la expresion aproximada. una
relacidn de fluctuacidn disipacion de forma idéntica a la del
caso bilineal (exacto). En el caso cuantico en cambio no se
encuentra este tipo de resultado general: en general se
encuentran dificultades que obscurecen 1la interpretacién de

ecuaciones de Langevin cudnticas.

Aungue este analisis sobre la derivacién de ecuaciones

estocasticas deba restringirse a sistemas simples, es




importante senalar que los resultados que se obtengan podrén
ser de mucha utilidad en planteamientos fenomenoldogicos de

sistemas e interacciones mas complejos

Método:
Esbozaremos el formalismo que seguiremos para la
derivacidn de las ecuaciones

De la expresion
H = Hg (Q,P) + Hg (a , p ) + Hg (Q,T(G,)) (1.11)

queremos ir a la ecuacidn
t
P (L) + V (Q) + gdt K(t-1) P(1) = F(1) (1.12)
(]
donde Q Y p representan cooredenadas y momentos del
sistema v Y D, representan cooerdéhadas y momentos del
bafio y " (q,) es alguna funcidn de las coordenadas del
bafio. En la ecuacidén {1,11) que representa la funcion
hamiltonigna el primer término corresponde al! sistema de
interes, el segundo té}mino corresponde al bano y el tercero
es un término de interaccidn entre ambos.La ecuacion (1 12)
corresponde exactamente a la ecuacion (1 6)

Para ir de (1 11) a (1 12) westamos haciendo de alguna
manera, una proyeccién de variables a un subespacio en el que
se eliminan explicitamente las variables del bano y el
efecto de éste sobre el sistema queda representado por las
funciones F(t) y K(t-T) en la ecuaci6n estocastica

E! metodo que secuiremos para llevar 3 cabo este objetivo

puede piantearse mediante [0S pasos siauirentes:




(i) Derivar las ecuaciones de movimiento para las variables
del bano y resolverlas formalmenteﬂen términos de sus valores
iniciales.

(ii) Derivar la ecuacidn de movimiento para las variables
del sistema y reemplazar en ella las soluciones del bano. Asf
esta ecuacion para el sistema contendrd las variables del
bano solamente en sus valores iniciales

(iii) Suponer que las coordenadas y momentos iniciales del
bano estan distribuidos de acuerdo con una distribucidn
estadfstica por ejempio la del ensamble candnico: entonces
tendremos que probar que la ecuacidén de movimiento para ‘las
variables del sistema representa un proceso estocastico cuyas
propiedades estadisticas pueden determinarse

Lindenberg y Seshadri (22) obtuvieron e! siguiente
resultado para el caso de un oscilador en un bano de
osciladores. dentro de! régimen clasico:

Si la interaccidon es lineal en las coordenadas del
sistema se obtiene una ecuacion de  Langevin  con
fluciuaciones aditivas y disipacidn lineal. vy si la
interacckdn es de orden cuadratico 0 superior en las
coordenadas del sistema entonces la ecuacion de Langevin
tiene fluctuaciones multiplicativas vy disipacién no linea!

Este resultado general se aplica iqualmente al - régimen

cuantico.




Nuestro propésito concreto en este trabajo serd
investigar el comportamiento de sistemas cuya interaccidn con
el bano sea lineal en las coordenadas de! sistema y distintos
drdenes en las coordenadas del bano y tratar de averigquar en
que forma la ecuacidn‘de Langevin depende de los detalles de
la interaccion microscépica 7

Como los regimenes clasico y cudntico dan algunos
resultados esencialmente diferentes, 1los trataremos por
separado.

En las secciones I1, 111y IV consideramos el caso
cidsico con interacciones lineal, cuadréiica y cualquier
funcion analitica, respectivamente en las coordenadas del
bafio. En las secciones V y V1l consideramos el caso cuantico
con interacciones lineal vy cuadratica, respectivamente en
lascoordenadas del bano. En la seccion VII analizamos
propiedades de las ecuaciones de Langevin cudnticas y por
altimo en la seccicn VITI hacemos las conclusiones

generales del presente trabajo.




II. SISTEMAS CLASICOS CON ACOPLAMIENTO BILINEAL

Hay wun gran interds en los modelos microscdpicos de
interaccidn bilineal debido a que ademas de tener ecuaciones
mas manejables.que las que corresponden a interacciones mas
complejas, estos modelos representan en forma adecuada
interacciones débiles, es decir interacciones cuyos
potenciales pueden describirse con buena aproximacion
expandiendo a primer orden. Este es el tipo de interaccion

que se tiene en la teoria de respuesta lineal.

Consideremos aqui como modelo microscdpico un sistema

’ . Ps . : . . e ~
mecanico (podria ser un oscilador) en interaccion con un bano
de osciladores armonicos. Este problema ha sido analizado por
varios autores ( 5,7 ) y vamos a presentar aqui el desarrollo
que se sigue para obtener las ecuaciones de movimiento, de
acuerdo con el formalismo presentado en la introduccidn.

Partimos de un hamiltoniano de la forma
!

H o= Hg (Q,P) + §[;",§;+@=§S—"’93]->\Q§‘39» (2.1)

El primer término representa el hamiltoniano del sistema,
Q v P son su coordenada y momento respectivos y estamos
considerando un problema unidimensional solamente por
claridad. El segundo término representa el hamiltoniano del
bano, el cual consiste de un conjunto de osciladores

armgnicos. El subindice V , queva desde 1  hasta N




identifica los N osciladores del bano termico. La masa y la
frecuencia de cada oscilador del bano estan representados por
m y @, .Y qQ, Y b, son las coordenadas y momentos,
respectivamente de cada uno de ellos. El tercer término
representa la interaccidn entre el sis.tema y el bano, T} son
los coeficientes de acoplamiento, vy k es un parametro
arbitrario que solamente se wusara para identificar 1los
drdenes con los que interviene este término y mas tarde dicho

parametro lo igualaremos a 1.

Usamos las ecuaciones de Hamilton de la mecanica y tenemos

para el sistema:

. H )

Q = c)—P- = P (2.2)

;) :b-aH_ =l—0_HS k zr\' v .
00 da v 1 (2.3)

y para las ecuaciones del bano:

q, =28 - p, /o, (2.4)
69,

P :—-_a__'i = —maw: "-I—Aqu 2.5

p Ja. 9 (2.5)

Aqui hacemos notar que al ser el acoplamiento, lineal en las
coordenadas del bano, las ecuaciones de movimiento que
resultan son lineales y pueden integrarse formalmente:

t

9,1 = 9, cost + [Pood fn,w,] senat + A (d?'%_ sena @ (2-6)
o M -

Ahora bien, en el término integral hacemos una integracion
por partes y queda el integrando proporcional a P ( al final

de la derivacion quedara clara la necesidad de este paso).




Hecho ésto se sustituye la solucién (2.6) en la ecuacion de

movimiento (2.3) y resulta,
t

P(t) + %awu A’Lolz K(t-z) P(T) =  F(t) (2.7)
donde definimos

H™ = )‘§ s @ (2.8)
Ki-1) = %_m_f:-';}coswutf-z) (2.9)

F) g_r {[q,m-)\r‘ Q] cosco,t + Pt sonw,t ] (2.10)
m.w; m,a,

En la expresion (2.8) si el hamiltoniano del sistema es de

la forma
| t 2 . ,
Hy = (®/am) + %Mw‘o + términos anarmdnicos

P 2 .
vemos que el nuevo termino en k puede quedar incorporado

como un corrimiento en la frecuencia del sistema

, 2
w' = [w- 3:3‘ vmw

La funcidn K(t-7) se identifica como el ‘“kernel
disipativo de memoria" y vemos que en este caso depende
solamente de parametros del bano y de los coeficientes de
acoplamiento. Como veremos despues, bajo ciertas condiciones
sobre estos parametros, la funcion K(t-T) puede tener las
propiedadesde ser positiva definida y con decaimiento rapido.

Las variables del bafo, que aparecen solamente en la
funcidon F(t), son los valores iniciales de las coordenadas y
momentos. Debido a'la incertidumﬁre que tenemos sobre dichos

valores iniciales y al gran numero de esas variables, tomamos




el punto de vista de 1la mecanica estadistica, que es el
considerar un ensamble con el mismo valor de Q(0) y P(0),
y con distintos valores q, (0) 'y p,(0). La manera de
determinar F(t) es entonces suponer una distribucién inicial
de los valores del bafio, la cual es una distribucion en el

ensamble.

Ahora bien, entre las diferentes posibilidades que existen
para preparar las condiciones iniciales del banho, hay dos
cuyas diferencias comparamos en el apendice (A). Una de ellas
es considerar que el bano se encuentra en equilibrio inicial
en ausencia del sistema y la otra, que dicho equilibrio es en

presencia del sistema.

Con el 'objeto de lograr alguna mayor claridad en los
resultados de este primer caso que analizamos, supongamos que
a t=0 el bano esta en equilibrio en presencia del sistema
de acuerdo con una distribucion candénica, a una temperatura
T.

Por lo tanto tenemos para la distribucion inicial de las

variables del bano la funcion

w[qt, pe>] = 7 exp- (He ft) (2.11)

donde Z es la funcidn de particidn y

e < 3[R o+ mad(q,- ARGY]

v am, mew, (2.12)

Notar que en las ecuaciones (2.8) y (2.12) hemos sustraido

en una y anadido en otra el termino en 0. lo cual no altera




el hamiltoniano. El hamiltoniano modificado del bano puede
considerarse como wuna transformacion de coordenadas (ver
apendice), donde las nuevas coordenadas quedan referidas a
las coordenadas del sistema. Notar que ésto es equivalente a

reescribir el hamiltoniano en la forma

(m) tm)
H = s + Ha

expresion que tiene ia apariencia de estar diagonalizada. Sin
embargo en las ecuaciones de movimiento estamos manejando las
mismas variables sin transformar, por lo tanto las dos partes
de este hamiltoniano no son independientes entre si, y
entonces no se trata de una diagonalizacion.

La unica conveniencia de esta modificacion al hamiltoniano
H es el aclarar el wuso de la expresion H para la
distribucién inicial
del bano.

Mediante la funcion de distribucion (2.11) podemos

caicular promedios sobre un ensamble de diferentes
condiciones iniciales de! bano. Se obtienen para F(t) las

siguientes propiedades estadisticas:
(F(t)y = © (2.13)
_ T B coses (i-1)
CF{t) F(T)Y = kT oy (2.18)

donde { ) denotan promedios sobre el ensamble cuya funcion
de distribucion es (2.11).
En este caso F(t) es gaussiana ya que es una combinacion

lineal de procesos gaussianos mutuamente independientes.




Observamos también que la funcidn de correlacion depende
solamente de la diferencia t-7 . Esto se debe a que como el
bano esta en equilibrio inicial, F(t) debe tener una
distribucion estacionaria.

De esta manera F(t) se interpreta como una fuerza
fluctuante, y por ser gaussfana, el proceso estocastico queda
determinado completamente por las expresiones (2.13) vy

(2.14).
Relacion de fluctuacidn disipacion:
De las ecuaciones (2.9) y (2.14) observamos que
{F(t) F(T)} = KT K(t-1) (2..15)

Notar que esta relacion es valida aiin si el kernel K(t-T) no
es una funcion positiva definida ni una funcidn que decae.
Ford, Kac y Mazur (%) establecieron las condiciones, en un
modelo similar, bajo las cuales K(t-T ) se comporta como una
funcion delta ( disipacion instantanea). Pueden establecerse
~ condiciones menos restrictivas que lleven a wun decaimiento
rﬁpido, ademas de que la funcion sea positiva definida.

En primer lugar. si suponemos que las frecuencias de los
osciladores de! bano tienen un espectro }ancho y denso,
podemos reemplazar 1la suma en la ecuacion (2.9) por wuna
integral sobre frecuencias,

K(t-7) - rdwbcw) () (2.16)
° mawt

donde D(w) es la densidad de estados.




Si ahora se escoge, por ejemplo., esta funcién Dw) tal

que

D) Pw? - __ 8"

Tmat oy W - (2.17)
donde ¥ es una constante positiva, entonces la funcion
K(t-7) es positiva definida y decae en la forma

Kit-z) = ve (2.18)
La constante ¥ en este modelo tiene el orden de magnitud de
la frecuencia de Debye del bano de osciladores, es decir es
un ancho de frecuencia que se introduce por el hecho de ‘que
el espectro del bano térmico decae a altas frecuencias. Es
posible escoger otras formas distintas que la ecuacidn (2.17)
para D{w) y se obtienen entonces diferentes comportamientos
para la funcién K(t-Z), dentro de las condiciones de que sea
positiva definida y que decaiga. Sin embargo la relacion
(2.17) es conveniente matematicamente. Para modelos
especificos podrian requerirse otras relaciones apropiadas
del tipo de (2.17).

En el limite cuando ¥ - @ la expresion (2.18) se.

transforma en una funcidn delta, lo qué represanta un

decaimiento instanténeo.
K(t-7) = 2d8(t-t) (2.18')

-l
De la ecuacion (2.18) vemos gque X representa el tiempo

de decaimiento de la funciogn positiva K(t), ver figura




.

Por 1o tanto concluimos que si el kernel K(t) tiene un
comportamiento del tipo que se muestra en la ecuacion (2.18),

entonces podemos identificar la expresidon (2.15) como la

relacidn de fluctuacién disipacidn para este sistema.

Queremos resumir 10S resultados de esta seccion haciendo

enfasis en que las relaciones (2.7) y (2.15) que reescribimos

Pt) + (c]lﬂm + )\1 rdz k-1 P = AFd)
Q (3

CEME@D = kT ¥d-T)

representan la ecuaéién de Langevin generalizada y su
correspondiente relacién de fluctuacion disibacién. las
cuales en este caso de interaccién bilineal resultan ser
exactas, independientes del valor del parimetro A ; habiendo
establecido la ecuacion buscada. podemos ahora igualar a 1

e;'valor de dicho parametro.

Es importante hacer notar, sobre todo para posteriores

. . . 7
comparaciones con otros modelos de interaccion, que en este

desarrollo eiacto el término fluctuante es proporcional a A

’ » . N . o 2
y el termino disipativo es proporcional a A




111. SISTEMAS CLASICOS CON ACOPLAMIENTO CUADRATICO EN EL BANO
Y LINEAL EN EL SISTEMA

Este modelo de interaccion tiene importancia per se en la
descripcién de sistemas fisicos cuyo acoplamiento a wun baho
térmico causa dispersion (en vez de absorsidn o emisidn) de
las excitaciones del bano.

Este tipo de 1interaccidn es tambien de interés en la
teoria de respuesta no lineal que se wusa para modelar
sistemas fuera de equilibrio. .

Como veremos, para una interaccion de esta forma atin es
posible intagrar 1las variables del bano y asi eliminarlas

explicitamente en la expresidn para la ecuacidon de movimiento
del sistema, siquiendo hasta ahi el mismo formalismo del caso

bilineal.

Comenzamos por definir un hamiltaniano cuya diferencia con
el correspondiente al caso bilineal, esta en el término de

interaccion.

H = Wa Y . mawiqll- AQ 2 B, )
s ,P)+§"_[i_r$‘:+. _i__q ] 2 }v Y qr"q (3.1)

/

donde Brv son coeficientes de acoplamfento y se esta usando
la misma notacion que en el caso bilineal. Es conveniente en
este caso escalar las variables del bano, asi como las
constantes de acoplamiento en la forma:

- N = , - Bu» _ .
2 Mmoo Xesmq. '(WYA -8
J




el hamiltoniano en las nuevas variables queda

2 2 )‘
H=Hem+ I §(Erx) - 32 [axx (3.3)
Ecuaciones de movimiento del sistema:

Q = P (3.4)

-~
"

7

- 3 AL T XX (3.5)

Ecuaciones de movimiento para el bano:

k\! ‘3\,5\«0)'?‘, = J’I;l-,.w.. d v ..a.._H = w"}“’ (3'6)
JP{ Af‘.

' - -.éi— :_—.— x"é—t‘ /) v r‘ .

T, = Iﬁ;"r%{, £ =-wx +Aw..0§ (o Xy (3.7)

estas ecuaciones son lineales en x, y §, , como en el caso
anterior, pero ahora son homogéneas y acopladas. Aungue el
sistema de ecuaciones es mas complicado, puede integrarse,

para lo cual definimos las matrices siquientes:
-l

Y como una matriz columna 2N x 1 con elementos

%

-

Y= |: (3.8)
§
A, una matriz simétrica N x N con elementos [y y /4 » una

matriz 2N.x 2N con elementos

‘ A O ' :
A = (3.9)
o O




O es la matriz CERO N x N y finalmente la matriz K de 2N
x 2N

o w
K =

-@w O (3.10)

donde W es la matriz diagonal N x N con elementos

w/h!=' w/ud‘\’.
En términos de estas matrices el - ‘tema de ecuaciones

(3.6) y (3.7) puede escribirse en la forma

Y = R[1-AAl¥ (3.11)
cuya solucidn es
- t 4 - -
Sy e o exp., {_A{du?e'“,g e“*am} Yo (3.12)

(-]

y T denota ordenamiento en el tiempo.

Escribimos las ecuaciones para el sistema (3.4) y (3.5), en

términos de estas matrices

Q = p (3.13)
P = ~OHs A Mt 3.14
30 + (t) ( )
donde
M(t) -4 V')A V(t) (3.15)

donde t indica traspuesta conjugada.




Sustituyendo la solucidn (3.12) en la ecuacidn (3.14) se
obtiene 1la ecuacion de movimiento, 1la cual es una
representacién exacta de la dinémica del sistema. Los valores
iniciales de las variables del bano aparecen en el vector

Y(0).

Sin embargo esta ecuacion de movimiento es complicada por
dos razones. En primer lugar es una ecuacion altamente no
lineal en las coordenadas del sistema debido a la presencia
de Q en el éxponente de la ecuacion (3.12). En sequndo
lugar, la razon de cambic de las variables del. sistema al
tiempo t depende de toda la historia previa del sistema. En
particular resulta dificil identificar 1las contribuciones
fluctuante y disipativa en esta ecuacidn de movimiento.

Para sequir adelante es necesario llevar esta ecuacion a
una forma aproximada que se obtiene cuando el acoplamiento
entre sistema y bano es debil.

Hagamos una expansion del sequndo término de la ecuacion
(3.14) en potencias de A y consideremos 10s dos primeros
términos. Identificaremos el término a orden A como una
fluctuacion y veremos gque el término‘ a orden )3 contiene
una parte disipativa proporcional a P . En efecto,
probaremos que entre estos términos, se cumple wuna relacion
de fluctuacidn disipacidon al orden mas bajo en A . Si
observamos la ecuacion exacta obtenida en el caso bilineal,

notamos que dicha relacion (RFD) se cumple entre 1la
fluctuacion, proporcional a A R y la disipacion,

?
proporcional a )‘ . Esto se debe cbviamente a que es la




correlacion de la fluctuaciébn y no la fluctuacion misma la

que debe ser proporcional a la disipacién.

La expansion de M(t) es de la forma:

)\M(h = MM (%) + )klM.('l7+... (3.16)
donde Mo(1) = i Yo R Y o) (3.17)
y M) e -%-?'co)[t-‘.(t))((’r)-;-ﬁ(t) ;.m] ?(o) (3.18)
En (3.17) y (3.18)
&t at
Fo(lt) = eKA e" y (3.19)
| t '
}’,(‘H = --[dZEFo(Z)Q(Z) (3.20)
. A |

Escribimos la ecuacidn de movimiento (3.14) en forma
aproximada, hasta orden mas bajo en A (consistente con el

equilibrio térmico) como:

Pa— s L AdM) + A [Mh) = <Mtt3] 4 A M)+ ... (3.21)
Ja &

En la ecuacion (3.21), el termino AdM, (1)) 1o
identificaremos, al caicular el promedio, como un termino
dependiente de la temperatura que puede incorporarse al
potencial del sistema. | |

Definimos

f(t) = Mo(t) - <Mg(t)d (3.22)




y lo identificamos como wuna fuerza fluctuante centrada en
cero, cuyas propiedades estadisticas pueden determinarse. Por

altimo M(t) veremos que contiene la contribucion disipaiva.

Para evaluar los promedios debemocs especificar el ensamble
de coordenadas y momentos iniciales del baﬁo., Escogemos
entonces para la  distribucidn inicial del baho la

distribucidn candnica
P[{Xo(o))'g,(o)}]' = 2" exp - (H./k'r) _ (3.23)
con esta distribucidén, el promedio de Mo(t) es

<M (L)) = g TrA (3.24)

Por 1o tanto el términoc <Mo(1)) que depende de la
temperatura, puede en efecto incorporarse al hamiltoniano del

sistema

Hy = Hy =3 A KT TrA Q(t) (3.25)

Para calcular la funcion de correlacidn usamos 1la propiedad

siguiente:

si B es una matriz simétrica entonces, para cualquier

matriz A

ATV @BY @) = (kTI[(TLANTBI+ 2T:(AB)] (3.26)

CH(E) £(2)> = 4 (kT Te [F (1) F (0] (3.27)




Ahora bien, integremos por partes la ecuacion (3.20) y

obtendremos un integrandb proporcional a P
. _ t t _
I = - [ kGO Q(z)‘ + gd! ik Gt P(1) (3.28)

° °

donde definimos G(v) Tal que,

_ dGw 3.29
Fo (D) = gz (3.29)
con 1o cual M (t) se puede escribir en la forma
t
Mty = H(E) + Jz.. (dz K{(t,z)Pcz) (3.30)
o ,
donde

| _ ot s Ll 4
Hib) = 32,:‘{%, {—Fo(’t)K[G(UQ(t)Li- [G(UQ(t)]‘K Fol )} (02 (3.31)
la identificamos como una fluctuacion a orden Af, y

Ky () = Yo [ F (b RG(D- GO R Rl ] Y o) (3.32)

lo identificamos como un "kernel fluctuante", ya que depende
de las condiciones iniciales del bano. Promediando este

kernel podemos escribir para M, (t)

. t t

M (1) = -‘is dy (K{({,z)) Pe) + H)+ %det Kt Pe) (3.33)
(-] [

donde § gtdz |<{(4,z) ¢
o

R 1
es tambien una fluctuacion a orden A .

Finalmente se demuestra la relacion

(MBI M(0)d> = kT (K, D) (3.34)




. . . 7 P N
que es la relacion de fluctuacion disipacidn al orden mas

bajo en )\ .

Resumimos los resultados de esta seccidn:

Q(t) = P(t)
. t
P(t) = -_aﬂ; )\]((t)- Idzm 1) Peo) (3.35)
[}
at -
f(t) = A Y(0) F,(t) Y(0) - kI TrA
2 2
K(t- ) = <K (1))
i) = kT K(t-O (3.36)

Hemos obtenido en (3.35) y (3.36) una ecuacion de Langevin
'generalizada aproximada y su correspondiente relacién de
fluctuacion disipacidn para un sistema que interacciona con
un baﬁo; en forma cuadratica en las coordenadas del bafo,

lineal en el sistema y dentro del régimen de acoplamiento
débil.

Finalmente, de las ecuaciones obtenidas, bajo condiciones
apropiadas en las frecuencias del baho térmico y en los
coeficientes de acoplamiento (similares a 1las del caso
bilineal), la disipacidn puede ser instantanea y por lo tanto

las fluctuaciones tener correlacion delta,




CF(t) £(T) = 2 kTAL (t-7)

y entonces la ecuacion (3.35) toma la forma wusual que

describe al movimiento browniano

P(t) = -9Hs - AP(t) + f(t)
IQ



IV. SISTEMAS CLASICOS CON ACOPLAMIENTO ARBITRARIO EN EL BANO
Y LINEAL EN EL SISTEMA

Con el propodsito de generalizar el andlisis de la seccion
anterior para incluir en el acoplamiento potencias mas altas
en las coordenadas del bano, queremos considerar aqui un
término de interaccion que ahora sea cualquier funcion
analitica del conjunto de coordenadas del bano, y al iqual
que en los otros casos, lineal en la coordenada del sistema.
En este caso las ecuaciones para el bano no pueden integrarse
en forma cerrada y emplearemos entonces un desarrollo
perturbativo, lo que nos obligard a ~restringirnos a un

regimen de acoplamiento débil.
Consideremos el hamiltoniano
2 2 1 o~
o= Hy (0.P) + L[LE 4 maiqtl-AQrd) (4.1)
v oom, 2

- En este caso )\ es otra vez un parametro de intensidad de
acoplamiento, y r‘(a) suponemos que es una funcion
analitica del conjunto de coordenadas q, - A este conjunto

lo denotamos mediante q.

Ecuaciones del sistema:

Q = P (4.2)

P = -9

= 4
-

+ AT (4.3)

l

Q
o




Ecuaciones del bano:

&o p,) / mJ 7 (4'4)

e X0
(]

-mow}q,-t-)\Q Q(q) | (4.5)
donde T[,(g ) denota d_ [ (J).
dq, »
La integracion formal de las ecuaciones (4.4) y (4.5) nos
da

- ¢
6, (t) = qorcoset + putar senco,ts X[dz Senwit-nify @aw (4-6)
m,wy S
i () .

Esta es una ecuacion integral que para resolverla
consideraremos, como en el caso cuadratico, un régimen de
"acoplamiento debil" y emplearemos aqui un desarrollo
perturbativo en A

Definimos

q; = q,(0) coswy t + p,(0) senwvt (4.7)
M. Wv

como la funcion gq,(t) a orden cero en A,

Por lo tanto escribimos

¢
] -0,
Q1) = Ct) + )\i:iz sencttn) [ (G Qo) (4.8)

y puesto que () es funcién analftica, podemos expanderla

en serie de Taylor:

4
F9) = Mg + A > n@ [dz senw, (t-2) N (9 °0) Q1) (4.9)
v o m, Wy




Sustituimos la expresidon (4.9) en la ecuacidon (4.3) y

obtenemos
1

P=- g_. +ATQ° Y 2r (ﬂ)[d'cSer;nwaﬂ-z)P(q(m)Q(IH (4.10)
() \JQ)\’ -

thamos aqui que los valores iniciales de las variables del!
baho aparecen en todos los términos, en las distintas
potencias de A por tanto debemos analizar cuidadosamente
los distintos términos para identificar apropiadamente la

parte fluctuante y la parte disipativa.
Definimos F(t) = T(q%) (4.11)

y esta F(t) és desde luego una fluctuacidn a orden ,A .
Retendremos fluctuaciones hasta este orden, en la misma forma
que lo hicimos para el acoplamiento cuadratico.

Definimos mediante  M(t) el otro término de la ecuacidn

(4.10),
4 ~— .
M(t) = LD (Z]") ‘dz Sen wy (1-2) [, (ﬂ"cm QM (4.12)
v o m, Wy

Este término contiene la contribucion disipativa, asi como

2
otras partes fluctuantes, todos ellos de orden );.

Definamos la funcidn
1

6(t,7) = fdz' (G senwe (-1 (4.13)
nnaco,

por lo tanto podemos escribir

O Zr,(qm){odrzfﬂﬂ Q) -




t
%
22 rGeGan| - 2N (“T\""’)gf““""’ Py (4.14)

el término integral podemos escribirlo en la forma

3 idz (\"; @' G, Py + éz [:dt NQWGHDPRD (4 45)
dénde

KDz 3 R (4.16)

es un "kernel fluctuante" ya que depende de las condiciones
iniciales del bafo. Los otros términos de la ecuacidn (4.14),
asi como el segundo término del lado derecho de la ecuacidn

. 1
- (4.15) representan fluctuaciones de orden k .

Para calcular promedios suponemos una distribucidn candnica

inicial para el baﬁo, en ausencia del sistema
-’ iy _‘
Plqm pwl = Z7 exp- (Hs/iT) (4.17)
Es posible que en este caso obtengamos

<F(t\) # 0 . (4.18)

dependiendo de la funcion r'(3°). Si ello ocurre podemos

redefinir la fluctuacion.-
Yty = F(h) - <F(D)) (4.19)
para hacerla centrada en cero.

Finalmente se demuestra que la funcion de correlacidn de

(4.11) esta relacionada con el promedio de (4.16) mediante la

expresion

i b et e bk o A,




CFMIFMY = kT <K{(’£,‘C3> (4.20)

que es la relacidn de fluctuacion disipacién a orden mas baijo.

Lo que hemos obtenido aqui es una generalizacidn dei caso de
interaccidn cuadritica. En este caso la ecuacidn (4.10)
representa 1la ecuacion de Langevin aproximada para una
interaccion que es un polinomio en las coordenadas del bano
Este resuitado nos permite hacer 1la conjetura de aque en el
régimen clasico la ecuacidn de Langevin generalizada de la
forma (1.6) representa toda wuna familia de interacciones entre
sistema y bano de la forma lineal en las coordenadas del
sistema y cualauier funcign analftica em las coordenadas del

bano dentro de un régimen de “acoplamiento debil®,

Hacemos notar que en este desarrollo perturbativo no podemos
garantizar que la ecuacion de Langev1in aproximada a primer orden
en las fluctuaciones y sequndo orden en la disipacion , describe
efectivamente la evolucidn del sistema; para ello tendrfamos que
hacer una estimacidn de la magnitud de fos t€rminos desechados;
hemos demostrado sin embargo la existencia de una relacion de
fluctuacidn disipacidn al orden mas bajo en el paradmetro de
acoplamiento para un tipo de interaccidn general, manteniendo la

linealidad en las coordenadas de! sistema.




V.  SISTEMAS CUANTICOS CON ACOPLAMIENTO BILINEAL

Consideremos un hamiltoniano similar al del caso cldsico

correspondiente, que en el caso cuantico tiene la forma:

+
H: Hetaha) + S haw b b,- Ata%ar X b« b.) (5 1)
. v v
donde ahora 0+ y Qa son operadores de creacion y
*
aniquilacion que representan al sistema; b, 'y b, son

operadores de creacidn y aniquilacidn que satisfacen la
estadistica de Bose-Einstein y gqge representan al bano de
osciladores. Todos estos operadores satisfacen las reglas de

conmutacion siguientes:

r . + |
[a,a"1=1 (b, bul = d (5 2)

De nuevo T’y son coeficientes de acoplamiento y. A es un
parametro de intensidad de acoplamiento
| Como en los casos clasicos el bano también esta
representado por un conjunto de osciladores armonicos y por
ser otra vez un sistema mecanico consideramos un termino de
interaccidn bilineal en las coordenadas. La coordenada del
sistema esta representada por el operador 0*+ Qa y las

coordenadas del bano por los operadores b: + b,

De acuerdo con la representacion de Heisenberg
establecemos las ecuaciones de movimiento para los distintos

operadores




Ecuaciones para el sistema:

Q= %—YH al = h [H:,M + !;%‘-E_ P (b boy) (5 3)
y una ecuacion similar para a'

Ecuaciones para el bano:

+ - re -
b, = 1wb, - ":Tk (ara) Ty | (5 4)
by = —tw by + iA(G-&Q”‘, (5 5)
La solucién forma! de estas ecuaciones es
. t A%
. L =iy
b dy = e""‘*[blcm—%Ar.[dt ¢ [dawad] (5 6)
AT, gd't’ aty (o' +acd 1]
hoty = © [b("" i (5 7)

sumande ambas expresiones obtenemos el operador:

“4)0 'l~

B,z b+ by =

b, + ew'b (0 + 2)» r ‘di'mﬂna(i ﬂ&nw,ﬂt)(s 8)

El operador a+a es la coordenada del sistema: si
integramos por partes en la misma forma en que se hizo en los

otros casos tendremos la derivada de 1la coordenada en el
integrando

Gea = -fi‘-fl-ls, (@'+a)]

integrando por partesse obtiene



, = 'fg (t) + 2%—5’ lO'ty+atb] - .Q.%;)D ((fm»(aml Co8 w,1

v

t
- (zkn,/hw‘) ‘d’c';d’n'w.»f act21 cos wy -t (5 9)
con el operador
iw\!t + —;wvt
£ = e h+ € b (5 10)

Es importante hacer notar agui que esta variable que sera
identificada como la fluctuacién' es un operador gque no

conmuta con los operadores del sistema es decir

), arl # 0 t+o (5 11)

Sustituimos ahora la ecuacidn (5 S) en la ecuacidn (5 3) y

se tiene:

Q= h[Hs,a'H )\Z N+ .EL}\ 2 [a«£>+am1
- 'L X E_ [0+ 60>l oS, T
- 1& X" P‘ ‘d‘t ra "red dn1 Cos @, (4-17) (5 12)

€l término en A (0% @) puede incorporarse como en el
caso cldsico, al hamiltoniano de! -sistema  Definimos el

operador

F@t)y = 2N {,l{’ (5 13)

y corresponde a la fluctuacidn

El siguiente término puede escribirse en la forma
'

2 ‘E,’L cos @1 [00+a@) = k() [6' 0+ ac] (5 14)
v v

~

1
o8 . 1-1)

donde K(t-z) = S (5 15)




y la ecuacion para Q quedz en la forma

& = LN al+ %\/\ FH) - %)‘Kd) (06+6G ]

h 1
: , X I |

_ u)\“(d‘t k-t [adH+at/H] (5 16)
w0,

Ahora bien  si K{t) es una funcidon que decae

rapidamente  entonces la contribucidn  del

representa un corrimiento en las condiciones iniciales de la
solucion de la ecuacion (5 16) (ver apendice B) y la dinim:ca
de! sistema sera esencialmente la misma si eliminamos este

termino vy escribimos la ecuacidn de movimiento en la forma:

t
Q) = %rui"", al+ ig)‘ Febr- Qki‘ X"{dt'l((tt’)[d*(t';*dd',] (5 17)
» °

Para elegir la condicibén inicial de equilibrio del baho
ya sea en ausencia 0 en presencia del sistema es importante
hacer notar aqui que en el caso cuantico si queremos eleqir
la sequnda posibilidad nos encontramos con dificultades de
interpretacidn de ciertos terminos debido ésto a que ahora
estamos manejando operadores. Es decir podemos definir en
principio como se hizo en el caso clasico equivalente el

operador que representa la fluctuaciBn en la farma-
’ * .- * ‘.Qi o ..ic,).t
F'th) = 7_ Pvﬁib-‘ﬂ—%‘f‘-rawmwﬂe + bt - %r‘, (Gweawste | (5 18)

-dende estamos incorporando a la fluctuacion ei termino en
4 .
Q@+ 4w de {a ecuacion (5 16). Sin embargqo no es claro el

significado de este <corrimiento en los operadores iniciales




del bano. Tomaremos entonces como condicion inicial el
equilibrio del bano en ausencia del sistema

Por 1o tanto suponemos para el bano wuna distribucien
. . . 4 . . L
inicial canonica y caiculamos valores de espectacign de

operadores as temperatura T mediante la expresion :
(F= Tr {Fe"f’—ﬁ“d /T‘r f “P“J‘H“’! (5 19)
Calculando los momentos resulta:

(B> = 0 (5 20)

CFIE) B + F FDY = 2 i (5 21)

con
b)) = 21y eos @, (-0 coth ha,
W 2kT (5 22)
En la expresidn (5 21) estamos usando la fbrma simetrizada
con la cual obtenemos un valor real para el promedio; ademés
como F(t) y F(T) no conmutan la funcion de
autocorrelacion simetrizada es independiente del orden de los

operadores

/ - -
Se obtiene ademas la relacion siquiente:

2 d>, tt-2) Tonh:hw,/w) = K(t-o ' (5 23)
v . Wy

esta relacion que es exacta para este caso de acoplamiento

bilineal es un balance entre la correlacion ¢>(t-z ) y el

kernel K(t-t) aun antes de anadir otras suposiciones sobre




las funciones Koy ¢) como son las condiciones para

decaimiento rdpido

De esta forma la ecuacidn (5.23) es la expresidn general
para la relacidén de fluctuacion disipacion para este modelo
hamiltoniane, Sin embargqo tanto esta relacion como *las
condiciones de decaimiento de la funcién de correlacion

muestran caracteri{sticas diferentes de 1las observadas en

sistemas c!dsicos

Es importante senalar que dichas diferéncias con e!
regimen clasico se ponen de manifiesto aun en este caso de
interaccion bilineal |

En primer lugar se observa que la .relacifn cudntica de
filuctuacidn disipacidn, ecuacion (5 22) reauiere  un
conocimiento explicito del espectro de frecuencias del bafno
mientras que en el regimen clisico solamente la temperatura

de! bano aparece expiicitamente

Por otro ltado a temperaturas no muy altas. en general
aparacen distintas escalas de tiempopara las fluctuaciones vy
para la disipacion A temperaturas muy altas si1 k7> hew,

o biezn si h —> 0 se obtiene de las ecuaciones (5.15) y (5.22)

Pa-v) = 3 0 = kT kit-Td (5. 24)

que es precisamente el limite cldsico. En este caso ambos

*)(t~z) y K(t-1) decaen en una escala de tiempo del! orden de ¥

. 1 Ol AU i e . . - ro b L i R b e



Sin embargo, a temperaturas mas bajas, por ejemplo si
kT < RY se encuentra, de (5.15) y (5.22) que mientras que
K(t-1) decae en un tiempo del orden de ¥"' . la funcidén de
correlacidn 4)(t-1) decae ahora en un tiempo que es el mayor
entre h /k1 y ¥'. Por 1o tanto si la temperatura es
suficientemente baja. tal que kT< h2 entonces el tiempo
de decaimiento de .® (t-1) sera del orden de Hh /kT, que es

mayor que el tiempo de disipacion; ver figura °

Kb 4 00 efecto cuanfico
| kT< WY
= Bl
> 1 -t

La razon fisica de este efecto cuantico es que por un lado
el bano siempre puede disipar excitacioneé del sistema en
todo su rango de energfas ( 0 , h¥ ) ( ¥ es la frecuencia de
corte del bano), pero el propio bano puede producir energia,
la cual puede absorber el sistema (fluctuaciones
espontaneas), hasta un valor que es el menor entre kT vy ﬁf.

Por lo tanto si kT>» hy | ambas, disipacion y

-l
correlacidn decaen en una escala de tiempo ¥X".... Pero si
kT ¢ h¥ . entonces K(t-1 ) decae con ¥~ . y ¢ (t-2)
decae con % /kT.




VI SISTEMAS CUANTICOS CON ACOPLAMIENTO CUADRATICO EN EL BANO
Y LINEAL EN ESISTEMA

As{ como en el caso cldsico correspondienfe aqui tambien es
posible integrar formalmente las ecuaciones de movimiento del
bafno y eliminar asi expiicitamente esas variables . Sin
embargo ahora como veremos , los resultados que se obtienen
en cuanto a2 las (RFD) son sencibles a los detalles de la
interaccidn ; desarrollaremes dos modelos diferentes de

interaccidn cuadrdtica en las variables del bafo
Primer modeion:

Consideremos un hamiltonianc de la forma
- | + + +
H = Hgrata)+ Zﬁw«b.‘b.—?\(aufa); M b by 6 1)

donde estamos usando exactamente la notacion de la seccidn
anterior, Por la forma de la interaccion estamos considerando
aqui un sistema no mecanico, &sto es por el .producto de los
operadores p; b, y el motivo es solamente por simplicidad

en el desarrollo matemitico

Ecuaciones del sistema:

a = %[H.,ah XZ,..)ob | (6 2)

’ - . *
y una ecuacion similar para Q@

Ecuaciones del bano:




v e +
b‘ = &w,[oj- 7\2 l}‘, lo (o«‘la) (6 3)
f

(6 4)

Estas ecuaciones son lineales y es posible integrarias

formalmente para obtener R

b, ) = eiw,i( lo:'(,,)-é: )‘} l},(odi'e’;k."’i’a an 'o/.‘-(‘f')“ (6 5)
- it
10.,(1‘): e’lwﬁ[ba (o +j{>/§ r}"{odi e b/,.(i’) Gd’)l (6 6)
donde estamos in#roduciendo por comodidad el operador
at) = Gr+alt) | (6 7)

que representa la coordenada del sistema

Notar que en las wecuaciones (6 5) y (6 6) estamos
escribiendo los operadores @ p; y Qr Q en distinto orden:
Dicho producto solo conmuta a iguales tiempos y soOlo por
conveniencia en el desarrollo posterior 1los hemos escrito en
esa forma en dichas ecuaciones .

Las ecuaclones (6 5) y (6 6) son ecuaciones integrales y
para expresar la solucién haremos, al iqual que en el caso
clédsico equivalente, un desarrollo perturbativo en potencias
de A . Esto nes limita 2 un réoimen de acoplamiento débi! en
lé misma forma que en el caso clasico.

Escribimos entonces las soluciones perturbativas de las

ecuaciones (6 5) y (6 6):




1 wt o+ L LRINIR Y o L¥%q 1
l}\(h =e 7/ |°r‘°";“->‘§- nf(od{e a Qlt? b‘ A + O(X)

S AR .0
donde
b;o . QY low (0) (89)
. 1) 0
L’j‘ = __,_}_ [die r Qt") g.(t'J (6 10)

| N ’ "" "(' [] . 1
b,¢) E e‘"‘"t bt + i k% Py gdt gt ’Iol(t') Q4 0(X)

° 1
byt Ab, + ... (6 11)

1]

donde

L] ....|‘Ju
lOv H ’O (0>

(6 12}

|}

b,

(X1}

. ’ -'.“hﬂ"t” o . ’
r.. Ldte' bz 19 Qi 6 13)

Regresando a las ecuacicnes del sistema en la ecuacion

(6 2) y en su transpuesto hermitiano tenemos el termino de

la forma \ *b, el cual puede escribirse
\ 2>
, P ,

- ’ 30 +1 )

}vr,.,h,lo,; } (9% 'xlo,. )(Io+Ab)+._.. |

23 LB AT T (bbb :o, + 0 (6 14)
/"“ .

V

Definimos

M(t) = L \g“b (6 15)
F 2T

el cual lo relacionaremos con la fluctuacion a orden mas

bajo , 0(X) y retendremos fluctuaciones solo hasta este




orden. En general obtendremos que <M,(t)> % 0 y definimos

entonces
F(t) = M (1) = <M. (t)» (6 16)

como la fluctuacion la cual ahora si es centrada en cero.

Definimos

My (t) = ;‘ e (b b |°Hl°) (6 17)

este término de  Of A ) contiene la disipacion  asi como
otras fluctuaciones de O(A")

L)

Susutituyendo b}°, b: b> -y b, de las expresiones

A o
(6.9), (6.10}, (6.12) v (6.13) en (6 16) resulta:

-1t icgd’ ,
M (1‘)— E T‘ iew}}f_r‘,{die e ' \?.*m \olm Q"

- * n i (t{’, ”ﬂht ’
- e @y Z-P?‘Sdt 7 G(H]ow'o,m‘s 18)

Ahora bien al suponer como en el caso cuantico bilineal
una distribucion inicial candnica para las variables de! bano
(en ausencia del sistema) tenemos que evaluar los promedios

‘dé las diferentes variables usando la relacion
| b”(O) b, (0)% = n. d | (6 19)
<D 119D Sor N /

donde n es el factor de poblacidon de Bose




Ahora integramos por partes en la forma en que lo hemos hecho
en otros casos, ya que el integrando de M(t), en (6.18), es
proporcional a Q (la coordenada del sistema),
tlw.-wy)t
Mi(t) = Ko a5 Dal 9 {so\t’ e - “’1"‘5 0 byto Qlt)

f”"l wd' (4)1
(o]

{a*ww ddr b by |

(6.20)

donde }{ es una funcidn que depende de Q, 0(0) y de las

condiciones iniciales del bano.

Definimos

Hu- WDt il@We-w,3T )t
Kty = ~—— 2 Ll g " #0N g% b.lcmlo,(o) (6.21)
ré!l we—ﬁ)l 4 o

y lo identificamos como un "kernel fluctuante”.

Para 1la funcidén de correlacidn tenemos 1a forma

simetrizada

Q(t-1) = <F(t) F(T) + F(z) F(t)) (6.22)

Ahora bien, de la definicion de F , ecuacién (6.16)

tenemos:

CF(t) F(T)> = <M (L) My(T)D> - <MY (6.23)
y de la ecuacidn (6.15)

’ +0 [+] to - (-] |
<M, (L) M, (1)) = #réi r;,,r“d;,(hb,(b b, mbim) (6.24)

sustituyendo estos operadores por Sus definiciones,

ecuaciones (6.9) y (6.12) se obtiene




Uau-w) (-0
<M (t) M (T)D Z LonR Y\,~n=+f}»3€ r}.{mu)l(G.ZS)
AV

por otro lado

M (1) = L 2 mun, (6.26)
h v
Ahora se intercambian t y T , se suman las expresiones y
se obtiene:
det-1) = _%T; D T (Nor 1) €08 (W= W) (1-2) (6.27)

Relacidn de fluctuacién disipacién:
Definimos

¢, (t-2) = _%_i_ Mad D (o4 1) €08 (W= @) (£-2) (6.28)

y llegamos a la siquiente expresidn

- ¢}N(t-z)(np—no) :‘ K. (41
,g‘; (w/“"wﬂ)n/u(nu-l) < f(' ) >

que es la relacion de fluctuacidn disipacidn correspondiente.

(6.29)

En la expresién (6.29), si kT > hwy | o bien si
h — 0, se recupera exactamente 1la relacién cldsica,

ecuacién (3.36).
Sequndo modelo:
Consideremos ahora un hamiltoniano de 1la forﬁa

Ho = Ho, a) + y_f,w,b b, - ma)z ,.,u;h )(b)+ b,) (6.30)
/‘lv)




Este tipo de interaccion si corresponde a wun sistema
mecdnico. La notacion que usaremos es idéntica a la del

modelo anterior.
. . +
Ecuaciones del sistema: Definimos B,z by+ b, y tenemos
a = .i_[Hs,a] + A T TLB.B, ©(6.31)
h 25 v r
*
y una ecuacion similar para O

Ecuaciones del bano:

by = iwb, - L T Mo (i )

(6.32)
b, =-iw.b,+ ;l‘,k(a*+ o) ;T}.o(\o,.’« 0.) (6.33)
cuyas soluciones son
AN t e * . -.‘w;t'
b(h- e [ m—lﬁ)\; So\’r[b,..(t'nbj_(t‘w]m’ne ](6.34)
o
by (b = e.tw..t[ (s AT Sdt[b (t)+ by ¢l qine
Ry (6.35)

sumando estas dos ultimas, se obtiene una ecuacidn integral

pa¥a el operador B, \

By(h = el bytor + & oytmr + 22 L Mo (d’t' Bult)senwu (1900 ¢ .36)
h M o

y como en  casos anteriores, buscamos wuna solucidn

perturbativa en el parametro A , la que podemos escribir en

la forma:

t
By(t) = Both+ A z Xdi'B):(’t’)Senwa(f-‘f")a(f')‘c-... (6.37)
,ﬂ

o

2
h




reescribimos esta ecuacidn , permutando los operadores en el
integrando. Luego veremos la conveniencia de tener ambas

expresiones,
. %
Bult) = Bpthi+ 7\?;‘_ 2 r,‘rgdi'sQnmr(’c.{')Q(t') B,: ®yv... (5.38)
1

[+]

en estas expresiones estamos definiendo el operador %* a

orden cero como
[+) 'Iwrt + -iw}.t .
Bu(t) = @ br(o)-+ e k%(o) ~ (6.39)

De la ecuacion (6.37) tenemos

S BB, = Y TwlBIeABAI[BI+ABIT+ O(N)
/qv i rv

:;r,[5;13§+ A(82B)+B B+ O(X) (6.40)

donde B: representa el opefador' B a orden 1.

Definimos
Mo(t) = o= 3 M BB (6.41)
y F(t) = M (t) - <M (L) ‘ (6.42)

como la fluctuacion (centrada en cero).
Por otro lado definimos
Mo(t) = = T T (BJB)+ BIB)) (6.43)
2h MY

y se obtiene:




t
2 { 2T gd’t’ B (DB () sen o, (-1 ALk
M ,

M) = L
' h N
SRS ° -t Qi)
+ 2 FM,Sd’t' Bp(t') Bo (t) sen w/-( - Q } (6.44)
| P
integrando por partes M (t) obtenemos
t
Mdbh = Hep) + | db K (L) Qe (6.45)
(6]
donde H es una funcion que depende del operador que

representa la coordenada del sistema y de los operadores que

representan las condiciones iniciales del bafio y definimos :

lwv’c gty o ¢ + o
P“ﬂ ,
~t{w 4.(4)9\":' . . °
e T b A+ QI by B,(h)] s te.
War e ’ 1 (6.46)
como un kernel fluctuante y escribimos M(t) en la forma ‘

COT'Q”

£ L . :
Moh = | dE KRS PO + gdt Sig(t, 1 Pt HID (o )

o o
, 2
donde Y y éK; son terminos fluctuantes a orden >\

Funcion de correlacion:

En primer lugar tenemos
<M(t) Mg (7)) = _4‘?-2; Fup Tvs B B0 By (1) B0 >
ol]n' '

z_ Tup s [(6 [631%) (h>( B‘(z) B, W)+ \B,‘(’:) B m)( B,,m B,m>+ {BtH B‘mxs,,(’n B,ab]

mup‘l

= Z Fow (N (20, +1) + T }_ > e Dcos wu kv~ isen @ (-23] %

« [ (20,40 coscoo i ~ lSencoo(’t ] (6.48)

Ahora bien,

G(t-7) =<F(t) Flz) + F(z) F(t)> = 2 RedF(t) F(1)> (6.49)

it bl s b <5 1 N [P OR




usando la relacidn
CF(t) F(T)) = <Mo(t) M, (T))>-<Mod (6.50)

obtenemos

b(t-7) =L} r‘/.} g[(zn,uf D20+ 1) + 1] CoS(Wp+ W (E-T) +

W

+ [(zn,,+ (2, 1) - 1] cos (- W) (Jc-z)}

(6.51)
Ahora bien, de la ecuacidn (3.46) podemos escribir
K(t-2) = K'(t-1) + K (t-z) (6.52)
donde, usando la relacién (6.19) definimos y evalusmos el kernel disipstivo:
K' (t-t) = (K{({ Uy = -._- 2_ F,,a (201} Cos(a%-bwo)d:"z) (6.53)
W+ W
Cltet) = (K{ i n> - __ZJ e %\f_*) €05 (Wp-w(-2) (6.52)

y en forma similar, los dos términos de la ecuacion (6.51)
podemos considerarlos como dos partes de la funcién de

correlacion, definidas por las expresiones siquientes:

¢;J -0 = "%\T r[,': [ (2na D Gn+ D+ 1] C0Stapns WD) (6.55)

¢):0 d-0) = A N [nen(ens =11 Cos (- wid (t-1) (6.56)

h




Finalmente, §i deseamos expresar en alguna forma una
relacioén formal de fluctuacidén disipacidn, podemos escribirla

separada en dos partes en la forma siguiente

5 - &, -0 (2n,e 1)

. .
: = K (-0 (6.57)
P (@er D [anur02nene ]
¢;\) (Jf—'l) (Qn)‘-i- ‘) — - |<" (t_z)
P (C\),A— Q)o)[(zn,d- DN+ 1) -1) o (6.58)
y por supuesto no resulta claro, el significado _de esta

separacidn en la relacidn obtenida.

Recopilemos ahora 1los resultados obtenidos dentro ‘del

" régimen cudntico, en cuanto a las relaciones de fluctuacidn

disipacion (RFD).
Si la interaccidn es lineal en los operadores del bafio, la

(RFD) tiene la forma:

) (1- Tan"\(t'\wa/gk'f) = K(n({-)
Z(b to , how - ‘

(5.23)

si la interaccidn es cuadratica en los operadores del bafo,
la (RFD) tiene la forma (fomemos PEj. (6.29)) ¢
' v 2 4
Z [' (Pr,,({-u(n,.-m)] (wr-wo)n,.m» 1) . K™ (t-2) (6.29)

’A\' .

1)) K(z)

donde los superindices K y en este momento nos sirven

para identificar las distintas K que dependen a su vez del
orden de la interaccién. Es de notarse no solamente 1la
diferencia en las expresiones (5.23) y (6.29), pero también

observamos que si la interaccion es de orden n en los

operadores del bano, obtendremos como (RFD) una suma con n




indices ( n sumatorias) de funciones ro...(t-z) con n
indices.

Por lo tanto para cada orden en la interaccidn obtenemos
para la (RFD) una expresién :esenciaimente diferente. Y si la
interaccidn es un polinomio de m términos en los operadores
del bano, obtendremos. correspondientes a dicha interaccidn,
m diferentes (RFD). Aun mds, otra dificultad en el caso
‘cuantico, es que para interacciones a un orden dado,
diferentes terminos de 1a interaccidn pueden llevar a

distinta (RFD).




VII. ECUACIONES DE LANGEVIN CUANTICAS

En la seccion anterior quedaron de manifiesto las
dificultades que hay en el régimen cuantico para tratar de
establecer una relacidn formal de fluctuacidn disipacién cuya

validez trascienda los detalles del modelo de interaccion.

Ademas de estas dificultades senaladas, nos encontramos
con que al tratar de derivar ecuaciones de Langevin en el
caso cuéntico, ~ surgen sutilezas que hay que manejar
cuidadosamente para poder interpretar en forma correcta lo
que encierran las ecuaciones que resultan. Estas sutilezas

tienen que ver con la no conmutacion de operadores.

Para ilustrar lo anterior. consideremos un dimero que
interacciona con un bafioc térmico. El dimero consiste en dos
monomeros idénticos 1los cuales tienen cada uno en forma
aislada wun estado excitado de enérgia €, y como dimero, los
monomeras interaccionan a traves de un estado excitado de
resonancia de intensidad J. El bano actua modulando la
energia de cada monomerc asi como la razon de transferencia

de energfa entre ambos.
Tenemos entonces un hamiltoniano de la forma
- . + +
H= g(ar+ 030, + J(atas+alad+ L havby ba+;. (But b )1 0004 Ty 07 01,)
, . v o '

(7.1
+ .
donde Q5 es un operador que crea una excitacidon en el

monomero j y O es un operador que aniquila dicha

PRI TS TR RSPPRE S




excitacién. by y by son operadores creacion vy
aniquilacidn respectivamente, los que representan al bano y
son coeficientes de acoplamiento, los que por hermiticidad

LN
del hamiltonianosatisfacen la relacién Mu=Tiu, j =12
. . 7. ‘ i
Sea  6.(t) = MpGia+ToyQ, N - (7.2)

Ecuaciones de movimiento del bano:

+ . +* . +
b, = “"rlb/‘ + -'ﬁ'Gl“ (7.3)
. . +
- lWalo - LGa
bﬁ* 7t o™ (7.4)
cuyas soluciones son
* vt o+ T 4 -t
b,.(f) e [bf.(ow.‘ﬁ_gd‘l Ga (1) e ] (7.5)
]
\wti . tdto *(i‘) e"%‘t’]
S -t G
Ly = € 7 |boutod § o
b,y o, (7 6)
sumando ambas expresiones
t
it _icout . .
Bus b;+ b = e b;(o)+ e b-r‘”‘ _%_]dt Gu(t') Sen W (1-17) (7.7)
[}

Aunque la interaccion no es proporcional a las coordenadas
del sistéma (no es un sistema mecanico) es necesaria aqui
también una integracién por partes. para la correcta
interpretacién del término disipativo. Haciendo esta

integracion por partes tenemos

A

B= fu(t) - 2 6.(1) + 26.00) cosaut - 2 {di'G. AIcosuct-t)

. fW),. hw,. h v
7.8




donde definimes
iw,.tbi- -I(A)li b
fu(t) = e ,,.(o)‘-‘- e - (0) (7 9)
Ecuaciones de movimiento del sistema:

Q, = -itq, - i - LY B.laa,
' h h;»»‘, (7 10)

W
h
.4 . + . ¥ . ' + _
h h r
' +
otras ecuaciones similares para Qq y Qg .

Notar que en el tercer término de cada una de estas
ecuaciones. el operador B,,k (t) conmuta con cada uno de los
operadores Q,(t) vy Q,F (t). cosa que no ocurre a tiempos
diferentes. En este momento, para el posterior manejo de las
ecuaciones escogemos escribir BP del lado 1izquierdo tal
como aparece en (7.10) y (7.11)

Ahora sustituimos la ecuacion (7 8) en (7 10) y (7 11):

n
= -ta-Wa ; r. KOS u Y Legidhanhr+

Ly G (o) cos aut aunth &

21 3_
Wi 1}

Ring

Z&: gdi cosa),u.t)e (10 (t)
P W
(7.x2)

L}

. L § +
.ikar. Wate LY Mf hat- 2 Y T Grchald)s
A LA S R h;w”
t
+'u v Eg_ G (0) cosco,.ta (’n)—2l Z L Kd’( €08 G (4~ t)G,.(i)a ()
M W

Wp o

(7.13)



 Aqui hacemos notar una peculiaridad de estas ecuaciones:
que aunque (7.12) y (7.13) son traspuestas hermitianas una de
la otra, por definicﬁén , no lo son encambic todos 1los
terminos "correspondientés" tomados por separado. Esto se

debe como ya dijimos a la no conmutacion de operadores a

distintos tiempos.

Ahora -bien, evaluamos é, por medio del conmutador

Bu(t) = %{H,a,,] = %J[(a.’aﬁa{a.},(n,afamr,,.a:a,ﬂ -

‘.‘.-'.l_-‘! l".-[", |-¢|.

donde estamos definiendo los operadores:
Y
Qi = AU QG (7 15)

sustituimos la ecuacion (7 140) en (7 12) y resulta:

O =-tE80 - id 0~ LY Nuf o 207 Nu(rialos nuoioda,
h A T 4

3. P coswut [N @l 00+ il 670 0a T 04t +

-
B

t

. r P . . L N , -

+ zh_; ; Zf; di’cos cu -t > (_t;‘J_) (M= Tye) (Gun(t) - Qe (D) att) (7 46
- ]

Definimos tas funciones

K]

Kj (t) = z. Lr.:l"_\ COS”"\)/-.k v o= 1.2 | (7. 17‘)
r howe
Ky(t) = & "l cosapt (7.18)

Fohan




y supongamos que elegimos condiciones en los parametros ﬂ% y Wn

tales que
Ki(t) = ki dS(t) , ¥, "= constantes (7 19)

es decir estamos suponiendo que cada una de las K es un

kernel disipativo y la ecuacidn (7.16) puede escribirse asfi

A = - ita, - | i
a LEa, t_hs_)a, ;‘)Z“P.,.f,,mq.f

+ % {[K.co)-i.cf(h] o+ Ligo-&d(hlapa} +
- - 7
+ _:,_ (K,- Ki) (G2 — €20) Q, . (7 20)
A |

" Conviene hacer aquf wuna suposicion sobre el tipo de
excitacidn que puede tener el dimero y es el considerar la
existencia de un solo excitdn. Esto simplifica los productos
de operadores del sistema, pues hace cero los productos de

la forma

TijQn = O .,k = §1,21 (7 21)
y otros productos los lineal}za en la forma

Q; T = Ok & | (7 22)
con lo cual la eéuacfdn (7 19) queda en forma lineal

a.:-;f_‘tq.—%lot-%':‘“‘?" (7 23)

donde estamos definiendo

F(ty = L D) (7 28)
/A

R A s G b1 ik b b 12 B



la cual representa .l1a fluctuacion

Ahora bien si queremos escribir la ecuacion (7 23) con el
operador Qi del lado izquierdo de F podemos hacerlo de dos

maneras:

a) regresar a la ecuacion (7.12) y volver a hacer el

desarrollo con el operador O, del lado izquierdo, o
b) calcular el conmutador [F(r) , a, (t) .

Hagamoselcélculo exp!fcito de este conmutador partiendo

de la expresidn (7.8)

[F(t), au(t)] = -2 (Ki-&dUNQ, + i#(i.-?o Q2 (7 25)

Con ayuda de este conmutador podemos expresar la ecuacidn

(7.23). con el orden de los operadores intercambiado:

d. = -% q'-' l-f—;-)ai - % QI F + %‘i [Kl(oxﬂzld‘(t)-] a;+%(lzl—fs)ag (7 26)

Las ecuaciones (7. 23) y (7.26) son enteramente

equivalentes. sin embargo su apariencia es muy diferente

Si identificamos el término F(t)Q,(t) " como una
fluctuacion (multiplicativa), observamos que la ecuacidn
(7,23) en apariencia no contiene termino disipativo , sin
embargo la expresion (7 26) nos sugiere identificar el

termino Q,(t)- F(t) como la parte fluctuante y el termino




(K.(O) - R.J({):)Cl‘ como la parte disipativa. Por lo tanto
queda claro que el término F(t) Q,(t) en la ecuacion (7.23)
contiene tanto las fluctuaciones como Ila dlsipacién del

sistema.

Como vemos, ésto hace particularmente diffcil el tratar de
establecer en forma fenomenoldgica ecuaciones de Langevin
cuanticas. Las fluctuaciones son operadores que en general no
conmutan con las variables del sgistema y es imposible

establecer a priori el valor de dichos conmutadores.




VIII.- CONCLUSIONES

A traves de este analisis observamos dentro del régimen
clasico lo siguiente:

Si el acoplamiento es bilineal entre sistema y bano, es
posible obtener en forma exacta una ecuacion de Langevin
generalizada, de 1la forma (1.6). asi como su relacién de
fluctuacion disipacidén  correspondiente (resultado ya

obtenido).

En el caso de acoplamiento cuadratico (en las
coordenadas del bano) pudimos obtener aun en forma exacta una
‘ecuacién estocastica para 1la evoluc;én del sistema. Sin
embargo la estructura de esta ecuacion es complicada vy
encontramos que si queremos llevarla a la forma generalizada
de Kubo, ecuacidn (1.6), es posible hacerlo en forma
aproximada mediante un desarrollo en potencias de un
pardmetro de acoplamiento y en esta ecuacidén de Langevin
aproximada podemos 1identificar una- relacion de fluctuacién

disipacidn.

Por el momento no podemos precisar la medida en la que
esta ecuacidn aproximada representa efectivamente la
evolucion del sistema; lo que hemos demostrado es que 1la
funcién de correlacién de la fluctuacién a orden mas bajo en
"(parémetro de acoplamiento) es el producto de kT por el
kernel disipativo definido a orden ): . Notar que esta

relacion tiene una expresién idéntica a la del caso bilineal

070115




Este mismo resultado aproximado pudimos generalizarlo para el
caso en que la 1nteraccion es un polinomio en las coordenadas
de! bano mediante una solucion perturbativa de las ecuaciones

de! bano

En el reagimen cuantico por otro lado este resuitado general
(aproximado) no es aplicahle va que las ecuaciones de Langevin
que se obtienen y en forma mas precisa las reiaciones de
fluctuacion disipacion que resultan dependen de manera
importante del! tipo de interaccion Esto hace que en el caso
cuantico sea especialmente dificil el abordar este tipo de

problemas por medio de ecuaciones estocasticas fenomenologicas

En genera! se reconoce el hecho de aque la relacion de
fiucthacxon disipacion clasica implica que !as escalas de tiempo
para la correlaction en las fluctuacicnes vy la disipacion son
iguales es decir ambas decaer por iqua: Es impertante hacer
notar de que parametros depende este tiempo de decaimiento
Para el acoplamiento bilineal este tiempn va implicito en
la ecuacion (2 9) vy depende de la distribucion de frecuencias
del bano y de los coeficientes de acoplamiento Sin embargo para
acoplamientos a ordenes mas altos e! kernel disipativo se
vuelve dependiente de la temperatura vy entonces es de esperarse
que en general este txembo de decaimiento dependa de la
temperatura

En cambio en el caso cuantico aun para el acoplamiento
bilineal se encuentra que la correlacion en las fluctuaciones v

la disipacion tienen escalas de tiempo diferentes Mientras aue
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en este Ccaso el kerne! disipative es independiente de !3
temperatura 1la correlacion de las fluctuaciones si depende de
esta A temperaturas suficientemente Dbajas dependiendo - de!
ancho de! espectro de frecuencias del bano pueden ocurrir
correlaciones que parsisten mucho tiempo aun con disipacton
instantanesa Para acoplamientos 3 ordenes mis altos se obti=ne

que esas dos escalas de tiempo ambas dependan en forms diferente

de la temperatura

Ademas de estas caracteristicas que se encuentran en el caso
cuantico 1as qu? obscurecen 10s pilanteamientos fenomeno!ogicos
se hace notar que 1aS ecuactones de tangev:n cuanticas encierran
dificultades en la interpretacion de sus t-rminos de fiuctuacion
y disipacion y asto se debe a gue en este ¢.s50 13s fluctuac.ones
son operadores ios cuaies no conmutan cor  !l0s operzdores qQue

representan a! sistemsa

Con todo esto queremds senalar que la d=scripcion de procesos
de reiajamisnte de sistemas que intersccionan con un  bano
termico &S un Campo aue 3jun 1tnyolucra muchos probiemas por
resolver 3aigunos de estos pueden ser conceptuaies otros de
mani'pulaciones matematicas sin  embargo cenfiamos en  haber
centribuido en alqo a3 la comprension d2 13s ecuaciones

estocasticas de Langevin mediante et presente trabajo
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APENDICES
A: CONDICION INICIAL DE EQUILIBRIO DEL BANO.

En este apendice queremos analizar las diferencias entre
dos de las formas que usualmente se eligen como condiciones
para el wequilibrio inicial del baho. Estas dos formas
consisten en suponer el bano a t = 0 en equilibrio, ya sea
en ausencia o0 en presencia del sistema.

Vamos a referirnos al sistema en conjunto estudiado en la
seccion II.

Hamiltoniano del sistema:

H = He(0,P) + Hy - AQLNQ, (A1)
donde Hg = %[f—m}ﬁ'&gﬁqf] (A.2)

La ecuacion de movimiento (2.7) podemos escribirla en

cualquiera de estas dos formas equivalentes:

%
f’(t)+g_Hdm+ 193 Ly cosant@o + N | dtkt-0 P = AF()

v mowt ° (A.3)
' 1
Peh + _5% + N Ldz kt-uP@ = AFM )
donde F(t) esta dada por la ecuacion (2.10) vy
Fo (1) Z P (9oocoswt + Potar gen wit] (A.5)

mew,

por lo tanto




'y 1
F(t) = F,(t) - A Z-ﬁ\%tc"s‘*"w‘” (A.6)
v v v

Consideremos ahora el equilibrio inicial del bano en
ausencia del sistema. Por lo tanto para los valores iniciales

de las variables del bano consideramos una distribucion

candnica de la forma
3 N -1
W (a(0), p(0)) = Z exp-pHe (A.7)

donde Q@ vy B denotan un conjuno de coordenadas y momentos
del banoy Z la funcidn de particion.
Tomamos como ecuacion de movimiento para el sistema, la

expresada en (A.3) y para la fluctuacion F tenemos, de

acuerdo con (A.7),}

CFo(t)> = 0 | (A.8)

CFa () Fa (T)> = kT K(t-1) (A.9)

y la ecuacién estocastica (A.3) contiene un término que

podemos expresar en la forma

. T coswet Q@ = )\1 K(t) Q(0) (A.10)
>\ Z me(a)} ’ ‘

En el apendice B veremos cual es el efecto de este termino en

la evolucidn del sistema.

Consideremos ahora el equilibrio inicial del bano en

presencia del sistema. Por lo tanto, para los valores




iniciales de las variables del bano consideramos una

distribucion canodnica de la forma

W{(a(0), p(0)) [ 0(0)} = Z'exp-pHg. (A.11)

donde ahora el término

() (A1)
He 7: [ zri:b + m;ou, (GI mvwa) ] CYan

esta incorporando el termino de interaccidon y el hamiltoniano

tendria la forma

ml ml
H = Hs HB
] 2
(1)) X‘ P\D Q
con Hg H - ?i Z.m'w'

Tomamos en este casc como ecuacién de movimiento para el

sistema, la expresada en (A.4) y para la fluctuacion F

tenemos de acuerdo con (A.11):

{F(t)>» = 0 (A.13)

{F(t) F(T)y = kT K(t-1) (A.18)

y la ecuacidn estocastica (A.4) no contiene el término extra

de la forma (A.10).




Lo que se estd haciendo en la ecuacion (A.12) podemos
pensarlo como una transformacién canonica de coordenadasdel

bano, definida por las ecuaciones:

3, = a, -2 Q (A.15)

Val
P, = P, (A.16)

por lo tanto

™y B, mews q")
- ‘ SV 4 AN
He = s m. 2 ’ (A.17)




B: EFECTO DEL TERMINO K(t) Xq EN LA ECUACION DE
MOVIMIENTO.

En forma ilustrativa, consideremos la ecuacion diferencial

(sin el termino fluctuante):
U = -bu - K(t) ¢ (B.1)

donde u podemos considerarla como una velocidad, b>» 0 un
coeficiente de friccion, c una constante y suponemos una
funcidn K(t) de la forma

-1t
K(t) = ¥ e : (B.2)

con (» 0 una constante.
Nos interesa comparar la solucion de la ecuacidn (B.1)

para el caso en que Y¥)>)» b, con la solucibn de la ecuacion

U = - b u (B8.3)

Solucion de (B.1):

t
RO \ &
u(t) = ¢ [uo - ¢ |dtkane™ ] (B.4)
o
donde obviamente wu(0) es la velocidad inicial.
De (B.2)
t ' -bit
’ ] L’t Y —(’ )
dt’ kit e = % [1-¢ 1 , (B.5)
o ,

Sustituyendo en la ecuacion (B.4):

vt _ut
ut) = e + (3 ) (€ - ¢ (B.6)




es evidente que esta solucion satisface la condicidn inicial,
pero si consideramos ahora &> b la expresién (B.6)

adquiere la forma
u(t) = e (Ko - c) (B.7)

y esta solucidén ya no satisface la condicion inicial. De
hecho la solucion (B.7) es valida estrictamente para t > 0.
Por otro lado la solucidn de la ecuacibn (B.3) es
-bt ‘

u(t) = € u( ~ (B.8)
Comparando (B.7) y (B.8) vemos que el incluir en la ecuacidn
diferencial el termino K(t), el cual podemos pensarlo como
una funcidn delta, representa en la solucion, un corrimiento
en las condiciones iniciales.

Supongamos que para t < 0 el sistema evoluciona de
acuerdo con la ecuacion (B.3), en el instante t = 0 cuando
la velocidad es u(0) se le incorpora al sistema el término
K(t) ~ o), lo que provoca el sacar al sistema
"impulsivémente“ de su valor inicial; y entonces su evolucion

para t>0 sequird de acuerdo con la ecuacidn (B.7).

Conclusiones:

Podemos concluir los resultados de los dos apendices
haciendo las siquientes observaciones.

Si preparamos el baho en equilibrio inicial en ausencia
del sistema, entonces Fo(t) tendra promedio cero, pero el

sistema empieza a evolucionar a t =0 con una "patada"




inicial (funcion d ), 1a cual dura solamente el tiempo en el
que el bano absorbe energia inicial del sistema. Si en cambio
preparamos el bano en equilibrio inicial en ‘presencia del
sistema entonces Fo (t) no tiene. promedio cero, pero la
variable F(t), que tiene wun corrimiento en los valores
iniciales de las variables del bano, si tiene promedio cero,
y entonces el sistema empieza a evolucionar a t = 0 ya en
equilibrio con él bano (sin la "patada" inicial). Dicho
corrimiento en 1los valores iniciales de las variables del
bano es equivalente a una transformacion de coordenadas del

bano, que depende de la coordenada del sistema.
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