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Prefacio 

El  objetivo  de  este  trabajo es presentar  algunos  aspectos del problema  de  la cons- 

tante cosmológica en el contexto  de  las  teorías  tenso-escalares,  las  cuales  en los 

últimos  años  han  experimentado  un renovado  interés  en  base  a sus implicaciones en 

cosmología. 

Recientes  progresos en el campo  de  la  astrofísica y cosmología experimentales, 

como los  llevados a cabo  por  el  satélite COBE (‘’Cosmic  Background Explorer”),  por 

el telescopio  espacial  Hubble (HST) y de  la observación ‘de las  estrellas  Supernovas 

clase Ia,  han hecho  posible una  determinación  más confiable de  parámetros cos- 

mológicos, constituyendo  una guía para  la construcción ‘de escenarios cosmológicos 

más  realistas. 

Por  otra  parte,  uno  de los problemas  que  enfrenta  la cosmología teórica  moderna 

es explicar los pequeños valores de  la  constante cosmológica que se obtienen  de 

métodos observacionales y que  contradicen  las predicciones de  las  teorías cuánticas 

y de física de  partículas. 

El renovado  interés  en  las  teorías  tenso-escalares, particularmente  la  teoría  de 

Brans-Dicke, se debe esencialmente a su posible relevancia durante  un  periodo  de 

expansión  inflacionaria en el universo temprano, así como a  la  característica  de 

permitir  una  transición  de fase desde una inflación exponencial  a una inflación de 

ley de  potencias.  Otros  problemas, como el relacionado  a la  materia  obscura,  han 

encontrado posibles  explicaciones  en estas  teorías, o como las teorías  de  cuerdas  que 

han  encontrado  un  contexto  más  adecuado  en las teoría:; tenso-escalares. 

El  problema  de  la  constante cosmológica, por  su  parte,  tiene  una  larga  historia 

que  ha  pasado  por diferentes fases desde  que fue propuesta  por  Einstein en 1917. 
Los grandes valores del término cosmológico predichos  por  las  teorías de  partículas 

y sus  pequeños valores medidos actualmente,  han hecho surgir  la  idea  de  que  dicha 

V 



“constante” no sea tal, si IIO U I I ~  función del tiempo. Est,a idea  también 1 1 ; ~  sitio 

ampliamente  estudiada en cl corlt,exto de  la  teoría de  Relatividad  General  en que: 

surgió y en el q ~ e  es necesario imponer  tal dependencia  t’ernporal. Esto no sucede 

así en el  contexto de las korías tenso-escalares en las  que tal  dependencia  temporal 

surge d e  manera  natural al introducirse como un  potencial que es función del campo 

escalar.  Este es el hccho que motiva a este  trabajo. 

La  primera p a r k  tie est,(: trahajo se dedica a establecer  las  bases  que d i e l ~ n  

origen a la idea  de u a  corlslmant’e cosmológica dinárnica,  haciendo una revisión dc; 

los antecedentes  histbricos  así como de los problemas actuales  de  la  constante cos- 

mológica (capítulo 1). ‘l’arnbién se hace una revisión de las teorías  tenso-escalares, 

haciendo  particular énfasis en la Leoría de  Brans-Dicke y de la constante cosmológica 

en el contextso  de  estas  teorías  (capitulo 2) .  En el capítulo 3 presentarnos  un  resumen 

de  generalidades  sobre  las  ideas dc inflación haciendo énfasis en las características 

del carngo  escalar y discutiendo los criterios en base a los cuales es posible tratar a 

los campos  cscalares en forma clkica. 

La  segunda p a r k  de este  t,rabajo se dedica a la presentación de dos  modelos 

cosmológicos que considerar1 a una  constante cosmológica dinámica  en el contexto 

de la, teoría  tenso-escalar  de  Brans-Dicke.  Proponiendo  un potencial  simple  (pro- 

porcional  al  campo  escalar)! con el objeto  de  obtener soluciones exactas,  se  obtienen 

modelos cosmológicos válidos durante un periodo “coasting”.  Todas las  soluciones 

obtenidas  presentan  la  característica  de  tener  una  constante cosmológica que decae 

con el cuadrado del tiempo, hccho que  resulta  importante si se busca  consisten- 

cia con las  obscrvaciones, de acuerdo a las cuales la constant,e cosmológica es rnuy 

pequeña hoy cn día. 

Para un modelo cosmológico es importante predecir partimetros que puedan ser 

comparados con sus valores deducidos de observaciones. Con  este  propósito,  además 
del tie ampliar el periodo (le Ididez de los modelos cosmológicos, así como evitar 

la  limitación  de un pot,encial demasiado ideal, en  el capítulo 5 proponernos otro 

modelo cosmológico en el que usamos un  potencial que es una función binomial del 

campo  escalar.  Consideramos tarrlbidn que el universo está vacío o contiene a un 

fluido  perfecto con una ecuaciórl de estado  barotrópica. En cada caso presentamos 

soluciones exactas y parámet,ros cosrnológicos que podemos comparar con observa- 

ciones, lo cual nos permite  tlescarta~- algunos  de los modelos cosmológicos obtenidos 



o acotar su validez para  alguna  etapa de la evolución del universo. Para alguna 

ecuación de estado  particular  las soluciones  no  presentan  singularidad, siendo otra 

característica  importante de  los  modelos  presentados.  Sin  embargo la ausencia  de 

singularidad  no  es característica de todas  las soluciones  aquí presentadas, así es que 

también  estudiamos  las regiones donde algunas soluciones son singulares. 

La  mayoría  de los modelos cosmológicos obtenidos  tienen  la  característica de pre- 

sentar  una  constante cosmológica que decrece  con el  tiempo,  además de parámetros 

cosmológicos  que  esán en relativo  acuerdo  con  las  observaciones. En algunos otros 

casos  resueltos  no  se  tiene tal acuerdo,  haciendo  posible acotar  mejor  las condiciones 

de aplicabilidad de la  teoría dando así  una  mejor  perspectiva de las  características 

bajo  las cuales una  constante cosmológica  dinámica queda mejor  descrita en el 

contexto de una  teoría  tenso-escalar. 

En el  capítulo 6 hacemos un resumen  de  los  resultados  obtenidos en este  trabajo 

y de sus perspectivas. En el  apéndice A se presenta l a  demostración de que si 

se satisface  la condición  de no divergencia,  entonces las ecuaciones  de  campo de 

los  capítulos 4 y 5 se  satisfacen  también. En el apéndiice B se demuestra que la 

acción  utilizada en los modelos  presentados  en los capítulos 4 y 5 ,  se  transforma 

en la  acción  correspondiente  a  las  teorías  de  cuerdas  a bajas energías,  cuando  se 

considera  el  caso  de  vacío y una relación  específica entre los campos  escalares. En 

el  apéndice C se  dan  las  definiciones de los invariantes (le curvaturas  utilizadas  en 

el  capítulo 5 .  

En  este  trabajo usaremos  signatura +2 (-,+,+,+) y unidades naturales c = h = 

1. 
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Parte  I 

Bases  de l a s  teorías  tenso-escalares 
con  constante  cosmológica 
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Capítulo 1 

Antecedentes 

1.1 Antecedentes  históricos 

L,a constant,c cosmológica fue introducida  primeramente  por  Einstein en 1917 111, 
cuando  aplicando su nueva teoría al universo, consideró necesario imponer l a  res- 

txicción de  que el universo  debía ser estático.  Este hecho era  aceptado  en  base a 

que  las  velocidades  relativas tie las  estrellas son muy pequefías comparadas a la 

velocidad de la luz.  Sin  errhargo dichas soluciones estáticas no se obtenían  de  las 

ecuaciones  originales  de  Einst,eirl, de modo que las modificó agregando  un nuevo 

t6rrnino que  involucraba 1111 parhmetro libre A ,  la constmte cosmológica. 

Casi inmediatamente surgió UIM inconsistencia. En el modelo  de  Einstein había 

una conexión entre l a  densidad de masa del universo y su geometría,  porque  siguien- 

do el principio  de  Mach,  Einstcin  espcraba  que  la  distribución  de masa del  universo 

estableciera  sistemas  inerciales. En 1917 de  Sitter  propuso  otro modelo cosmológico 

aparentemente est,;it,ico, sin materia,, cuyo elemento  de  línea (usando el mismo sis- 

terna de coordenadas  que  la conocida mktrica de de  Sitter,  pero con una  notación 

[liferenbe [2]) estaba  dado  por d7~' = coshp i ' (Hr ) [d t2  - d r 2  - Hp2 t,anh'((Hr)(dQ' + 
sin2 B $y2)], donde H es 1111 paul-irnet,ro qne se relaciona a la constante cosmológica 

por H z A/3.  Como se trataba de un modelo para vacío, claramentk no se 

necesitaba  materia  para  producir inercia 
d" 

Aproximadamente  en  la  misma 4poca Slipher  descuhrió el corrimiento al rojo 

de  objetos  distantes. De 1910 a 1920, Slipher [3] observó que  algunas  galaxias 

(ent,onces conocidas como nebulosas espirales),  tenían corrimientos  al rojo de apro- 

ximadarnente 6 Y4 y muy pocas teníall corrimientos al azul. En 1923 Weil sefial6 
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que el modelo de  de  Sitter predecía  tales  corrimientos  al  rojo que  se  incrementaban 

con la  distancia ya que  la  métrica,  en el sistema  de  coordenadas  de  de  Sitter, 

es  dependiente del tiempo y los objetos  de  prueba no están  en reposo. Así, hay 

una  componente no nula  de la conexión afín,  resultando  un  corrimiento  al  rojo 

proporcional a la  distancia. 

La  constante cosmológica había sido necesaria para  un universo estático,  pero 

no era  necesaria  para  un universo en  expansión. :En 1922 Friedmann [4] presentó 

una clase de modelos cosmológicos de  acuerdo  a los cuales el universo se expande 

o contráe,  pero  las  galaxias  mantienen  coordenadas fijas. El modelo  de de  Sitter 

resulta ser  el caso particular  de los modelos de  Friedmann  para  un universo  plano y 

vacío. De esta  manera se demostró  que  pueden  encontrarse soluciones con expansión 

si A = O y  se  considera  a  un  universo no vacío. El conclusivo descubrimiento  de 

Hubble en 1929, de  la ley de  expansión  lineal  que  relaciona al  corrimiento  al  rojo 

con  la distancia, hizo que los modelos de  Friedmann  fueran el marco geométrico de 

referencia estándar  en el cual  el  descubrimiento de Hubble fue interpretado subse- 

cuentemente. 

Sin  embargo  no es trivial  quitar  simplemente la constante cosmológica, ya  que 

“cualquier  cosa”  que  contribuya  a  la  densidad  de  energía del vacío, actúa  justa- 

mente como una  constante cosmológica. IJna  de lets primeras  publicaciones donde 

se  discutió  la  contribución  de fluctuaciones  cuánticas  a la  constante cosmológica, 

surgió de observaciones  astronómicas. Al final de los GO’S, se observó una  cantidad 

“excesiva” de  cuasares con corrimiento al rojo  de 2. Puesto  que 1 + z es la  razón 

entre el factor  de escala cósmica a ( t )  hoy en día y su valor en el momento  en  que 

su luz  fue emitida,  esta excesiva cantidad  de  cuasares con dicho corrimiento  al  rojo 

podría  explicarse si el  universo tuviera  un valor de n ( t )  igual  a  aproximadamente 

1/3 de su valor actual.  En 1927 Lemaitre  había prolpuesto un modelo  en  expansión 

que se originaba  en  un  estado  asintóticarnente  estiitico. En tal modelo se proponía 

una  constante cosmológica efectiva y  curvatura  positiva,  precisamente como en los 

modelos de  Einstein.  Cuando la  densidad de masa de este modelo toma el valor 

de  la  densidad  de  masa del  universo de  Einstein, e l  modelo se comporta como el 

universo estático  de  Einstein,  hasta  que  tiene  lugar una inestabilidad y el universo 

empieza a expandirse  nuevamente.  Para que esta idlea explique una  preponderancia 

de corrirnientos al  rojo  de N 2, la  densidad  de ener:gía del vacío tendría  que ser de 



- 3 veces la  presente  densitlad  de  masa. F~le  precisamente  esta consideración que 

condu.jo a Zeldovich en 1967 a tratar de  tomar  en  cuanta  la  densidad  de  energía  del 

vacío en  términos  de  fluct~laciones  cuánticas. Pero la verdadera  preocupación  acer- 

ca de  la  densidad  de energía del vacío surgió del éxito  de  la  idea del rompimiento 

espontheo de  simetría en la koría electro-débil. 

Dc acuerdo cor1 la teoría, elecLro-d&il~ para  tener  una  constante cosmológica 

igual a cero hoy en  día,  tiene que partirse  de  un valor muy grande de  ésta en la 

etapa  anterior a la, transición tic fase electrodébil.  Este hecho tiene  ventajas  pues, 

un valor grande  de la const,arlte cosmológica en el universo temprano  controlaría  la 

inflación,  resolviendo varios de los problemas de la teoría cosmológica [S]. 

Con la  introducción  de  la  corlstante cosmológica en  la  teoría  electo-débil  surgen 

otros  problemas y como resultado del esfuerzo para resolver estos  problemas se re- 

curre  a  otras  teorías, como las teorías de supersimetría,  supergravedad,  supevcuer- 

das, consideraciones  ant,rópicas, mcc.anisrr1os de  ajuste,  otras  teorías  de  gravedad 

distintas  a la relatividad  general y teorías  de cosrrlología cuántica [ G I .  

Con la intcnción  de  hacer  compat'ibles  a  las  teorías  infiacionarias y de física de 

partículas  que predicen  grandes valores de la constante cosmológica, con los muy 

peyueÍios valores obtenidos  de  las  observaciones, en 1933 se propuso  una cor1stant.e 

cosmológica dependiente del  tiempo [57j. A estas  teorías se les ha  dedicado  mucha 

atención (ver e.g. [58]-[97]); pues son capaces  de resolver algunos  de los proble- 

mas  de la constante cosrnológica, sir1 crrlbargo en l a  mayoría  de ellas prevalece la 

característica  de  introducir  tal dependencia  temporal  de manera ad hoc. 

Es en  este punto que las  teorías  cscalares terlsoriales tienen más éxito  al  tratar 

el problema  de la constank cosrnológica. Cn modelo donde A decae dinámicamente 

fue  propuesto por Dolgov en 1983 171, de  modo  que  en el límite  cuando t - m ,  

A,f,:,tiva + O. Sin  embargo c l  mccanismo que hace decrecer a  la  constante cos- 

mológica en  estas  t,eorías, tambi4n hacc decrecer a la constante  gravitacional efec- 

tiva, volviéndose  dependiente del tiempo, como sucede en las teorías  tenso-escalares. 
E1 modelo más simple y rmtural en t,eorías de campos es el modelos  de un campo 

cscalar 4 con un potencial dc auto-interacción I/'($) mínimarnente  acoplado  a  la 

gravedad. 

Aun prevalecen argumentos  en favor y en contra  de  estas  teorías  de  gravedad, 

principalmente  de  car&cter observacional,  las cuales revisaremos a lo largo  de estle 
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trabajo. 

1.2 Problemas  actuales  de la constante 
cosmológica 

Uno de  los  principales  problemas en torno a las  teorías que consideran  una constante 

cosmológica es lograr  que  dichas  teorías  predigan te1 pequeño valor de la  constante 

cosmológica  obtenido  de  las  observaciones  actuales;. 

R.ecientes  observaciones de supernovas tipo Ia (SN Ia), que  indican  que  el  uni- 

verso se  está  acelerando,  han motivado la reconsideración  de un valor actual no nulo, 

si no pequeño,  de  la  constante cosmológica. Los modelos de teorías de partículas 

predicen valores muy grandes  de h. Las  teorías  cuánticas de  campos  toman en 

cuenta  grados de libertad con energías  menores a 100 GeV  únicamente, donde to- 

das  las  correcciones  radiativas de altas energías están escondidas en los distintos 

parámetros del  lagrangiano  efectivo. En tal  teoría  efectiva de campo,  la densidad 

de  energía  del  vacío  que  sirve  como  fuente del campo  gravitacional de largo alcance, 

se escribe como  sigue 

donde A es la  constante cosmológica y el segundo t4rmino  de la ecuación  representa 

la contribución  de  las  fluctuaciones  cuánticas en 101s campos de la teoría,  tomados 

hasta  una  energía de partículas igual  a  100 GeV. .La teoría  efectiva de campos  es 

el  conocido  modelo  estándar, del que  se sabe que las  fluctuaciones  cuánticas no se 

cancelan,  de  modo que  asumiendo h, = c = I ,  dimensionalmente  se tiene que 

1 
-Chiw FZ (100  GeV)4. 
2 

Por  otra  parte,  las observaciones  restringen  a pv a val-ores no mayores  que la densidad 

crítica, que  corresponde  al valor N GeV4, así es  que A debe  ajustarse en 

la ecuación (1 .1 )  para  satisfacer la igualdad, es decir, A debe ser tal que los dos 

términos que no  contienen  a A en esta ecuación  deben  cancelarse hasta 56 decimales. 

Entender  esta  cancelación es  lo que se  conoce como el  problema de la  constante 

cosmológica. Las predicciones teóricas del valor de la constante cosmológica  excede 
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a sus valores  observacionales en aproximadamerlte 120 órdenes  de  magnitud.  Estle 

problema ha sido  discutido y revisado en varios trabajos (ver e.g.  [GI, [8], [9]), en 

los que se han  mencionado  al menos cuatro posibles aproximaciones para resolver 

el problema de la const,ante cosrnológica. A continuación  describiremos  dichas  pro- 

puestas sin deducir con detalle sus resultados, los cuales pueden  revisarse  en  las 

referencias  correspondientes. 

1.2.1 Teorías  propuestas. 

(i) Supersimetría,  Supergravedad y supercuerdas. 

De acuerdo con la  teoría d e  supersirnet,ría global 

donde Qa y & p  son los generadores de supersimetría, en los que ct y ,5’ son subíndice 

espinoriales, up son las matrices de Pauli 3‘ es el operador  energía-momento.  Sin 

rompimiento  de  simetría el estado  de vacío satisface 

Q,10 > -  Q,IO t >= O ,  (1.4) 

esto implica  un valor rudo del vacío para < Pi, > y por lo tanto  una  energía del 

vacío cero, como se requiere para  que se mule A .  

Cuando  la  supersimetría sc rompe,  a  una energía N 1 TeV (T-tera = se 

espera  que IIpvlj > ( 1 ‘ 1 3 ~ ) ~  lo cual es nuevamente veces demasiado  grande. Así  

es que aunque sllpersirrletría no rola parece una  buena solución)  rompimiento  de 

supersimetría no permite resolver cl problcrna.  IJna  situación  semejante  sucede con 

sup(:rcuerdas. 

(ii) Cosmología cuántica. 

En 1984 Hawking [l 11 propuso una descripción en el marco  de  una  teoría  cuán- 

tica,  de cómo podría  obtenerse u ~ l a  distribución  de valores para  la  constante cos- 

mológica  efectiva, con un enorme pico o máximo en hefectiva = O. La  idea  detrás  de 

las  propuestas  basadas  en cosmología cukntica  tienen como fundamento a la función 

dc  onda del  universo Q [ h ,  quc es una función de la  3-métrica hij y de los campos 

de  materia  en  una superficie  espacialoide. 
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Para describir  la  idea  esencial de  esta  propuesta,  supondremos  un universo  vacío, 

i e .  sin  campos  de  materia ni radiación,  para el  que  se trata  de  determinar  la 

función de  onda  para  la configuración del universo en un  momento  particular.  La 

configuración  de tal universo  en  Relatividad  General está  dada  por  la  3-geometría 

de  una superficie  espacialoide y dicha  geomet,ría está  descrita  por  una  3-métrica 

hPV(x). La cantidad x( t )  es una 4-geometría  Lorentziana,  especificada  por una 

4-métrica g i j ,  la  cual  induce  la  3-geometría h,, en sus  límites. 

En R.elatividad  General  la acción depende  explícitamente  de  la  4-métrica g i j ,  de 

modo  que  en  analogía con la mecánica  cuántica para  obtener la  función de onda, se 

construye  la  integral que es una función de h,, 

el espacio  sobre el cual se toma  esta  integral es un  espacio de  4-geometrías  per- 

mitidas. La función de  onda se define sobre el espacio de  todas  las posibles 

3-geometrías,  consistentes con las  suposiciones  iniciales. A este  espacio se le llama 

super-espacio. Para incluir materia  en  esta formulación debe escribirse [P[h,,, @ I ,  
donde ¿$ representa al  campo  de  materia  en x. La  integral se toma  sobre  las 4- 

geometrías  apropiadas  consistentes con las  3-geometrías hPV. La función  de onda  de 

la mecánica  cuántica  usual 4, evoluciona de  acuerdo  a  la  ecuación  de  Schrodringer, 

mientras  que  la función de  onda del universo Q evoluciona de  acuerdo  a  la  ecuación 

de  Wheeler-de  Witt. La esencia del problema  consiste  en determinar lo que cons- 

tituye “el  conjunto  de  trayectorias  adecuadas”  sobre  las  cuales  integrar,  ésto es 

lo mismo que el  problema  de condiciones iniciale$; en cosmología cuántica y que 

permanece sin resolver. 

La sugerencia  de Hawking y  Coleman  consiste en que  la  suma del  lado  derecho  de 

la  ecuación (1.5), se lleve a  cabo  sobre  la  4-geometría  Euclidiana  compacta, lo cual 

implica un cambio de t ”+ -ir con respecto a los citlculos Lorentzianos  usuales. En 

este  caso  la 4-geometría  no  tiene  límite y se  le llama frecuentemente  la conjeturu de 

no limite. Entre  otras  ventajas, las  integrales  euclideanas  relevantes  pueden  hacer- 

se converger en  alguna  forma tal  que  las  integrales  Lorentzianas  aparentemente  no 

pueden  hacerlo. Sin embargo  Vilenkin [12], entre  otros,  ha  propuesto  otra elección 

de condición  inicial con un modelo en el que el  universo  sufre una especie de  efecto 

túnel  cuántico desde  un  estado de vacío (modelos de  “agujeros de  gusano”).  Esto 
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corresponde a una “creación” definida, mientras  que la propuesta  de Hawking  no 

tiene “creaciórl” . 
El uso de  ”agujeros  de gusano” IN ha  tenido  éxito  para derivar A + O, debido 

a que se ha cuestionado el uso de  Gravedad  Euclidiana, aden& de  que los agujeros 

de  gusano, si es que  existen, se vuelven macroscópicamente grandes y estrechamente 

cercanos para  que las observaciones noten variaciones en h. 

(iii)  Gravedad  Cambiante. 
Algunos autores  han sugerido la posibilidad  de  cambiar las reglas de  Relatividad 

General  clásica) (le modo  que la const>anLe c,osmológica aparezca como una  constante 

de  integración  sin  relación a los pa&metros de la acción.  Esto no resuelve el pro- 

blema de la constante cosmolhgicl-1  si r m  que lo cambia  de  manera  sugerente. 

1111 e,jemplo de  gravedad  cambiante 1131 es hacer  no  dinámico  al  término ,g 

(let gpLv en  la acción generalizada 

donde H es el escalar de R.icci y L es  un rnultiplic,ador de  Lagrange.  Por  variación 

se encuentra  que W = -4 12 = constcrr¿te. Minimizando l a  acción se tiene A = 

2 4 % / f l )  donde v es el volumen del espacio tiempo. 

En la integral  de  trayectoria 

Z = d p ( h )  e x p ( 3 ~ / G A ) ,  .i 
favoreciendo al valor A - O+.  

(IV) Principio  antrópico. 
De acuerdo con el principio antrbpico [ 141, si Rn >> 1, la expansión  exponencial 

rápida  evita  que se formen grurrlos de matmeria  por condensaciones  gravitacionales: 

requiriendo al menos que R,i < 400 para que ésto suceda.  Por  otra  parte, si 0.k << O, 

el universo se colapsa en un tiempo  finito,  sin  haber  suficiente  tiempo  para  que 

evolucione la  vida. Por ejemplo, si A = el factor  de  escala a llegaría 

a tener  solamente O. 1 r n m ,  (- lo-‘’’ veces  su  valor actual). Tornando en cuenta 

ambas consideraciones, se establece la condición 



10 C A P ~ T U L O  I .  ANTECEDENTES 

ésta es una  fuerte restricción de  acuerdo a la  cual, valores de A muy  cercanos  a 

cero son  más favorable para  la  vida,  en  comparación con grandes valores como 

(MPEanck) ‘ 
4 

(V) Teorías  invariantes  de  escala. 

Ftecientemente  Guendelman [15] ha investigad’o  las condiciones necesarias que 

debe  cumplir  un  potencial escalar para  tener invariancia  de  escala.  Usando el sis- 

tema conforme de  Einstein,  ha  obtenido modelos en los que A es una función que 

decae con el tiempo,  además  de  tener  un escenario  inflacionario para el universo 

temprano. Es decir, el requerimiento  de  invariancia  de  escala  determina  la  forma 

del potencial escalar que  garantiza modelos cosmológicos libres del problema  de  la 

constante cosmológica. 

Transformando  esta  teoría  al  sistema conforme  de Jordan,  obtenemos  teorías 

tenso-escalares para las  que G es variable  [105). E:;tas teorías  serán  discutidas con 

mayor  detalle  en el  siguiente  capítulo. 

1.2.2 Restricciones  observacionales. 

Es  importante mencionar además,  algunas  implicaciones,  derivadas  de  resultados 

observacionales,  en  las  teorías  que tratan de resolver el problema  de  la  constante 

cosmológica, como la  anisotropía en la  temperatura  de  la  radiación cósmica de  fondo 

y  los resultados derivados  de  las  supernovas tipo  Ia con grandes  corrimientos  al rojo. 

(i) Anisotropía  de  la  temperatura  de la radiación  cósmica  de  fondo. 

La  radiación  de  fondo cósmica fue  descubierta en 1965 [16] y  fue hasta 1992 

cuando el satélite  COBE (Cosmic  Background Explorer)  detectó  anisotropía  en  la 

temperatura  de  la  radiación  de fondo. Los resulta,dos  de COBE son  consistentes 

con un  espectro  de  fluctuaciones  escalares  primordiales  de  densidad,  que  debieron 

haber sido generadas  por fluctuaciones cuánticas  durante la inflación [17]. El  satélite 

COBE obtuvo  sus  resultados con una sensibilidad  angular  de 1’. &to motivó otra 

serie  de  experimentos con mayor  sensibilidad angular,  por ejemplo el satélite MAP 
(Microwave  Anisotropy Probe)  de  la NASA que fimcionará en el año 2000, o el 

explorador  Plank  de ESA que  funcionará  en el año 2005. Hasta el momento los 

resultados  de  COBE  apoyan  al modelo de Big Bang, sin embargo  aunque el éxito del 
modelo  del Big Bang  “caliente” se debe  a  que resuelve importantes cuestiones corno 
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la  expansión del universo, la radiación cósmica de fondo y cálculos de  nucleosíntesis, 

&te  deja sin  respuesta  a dos importantes  problemas: el problema  de  horizontes y 

el  problema  de  planidad. 

E2 problemu de horizontes. Cuando  tuvo 1uga.r la  illtima dispersión  de la  radiación 

cósmica de  fondo, la edad del universo era  de alrededor de N 100,000 años.  El 

tarnaÍio del  horizonte  en  la  etapa de la  recombinación subtendría  ahora  un  ángulo  de 

N 71./200 radianes. La esfera celeste subtiene 40 000 regiones que  nunca  estuvieron 

conectadas  causalmente  de  acuerdo con el modelo de Big Bang, sin  embargo  de 

acuerdo a las  observaciones, su temperatura es la misma  menos una  parte  en 10'. 
La cuestión es: i, cómo llego a ser &o posible de  acuerdo con el modelo de Big 

Rang?. 

El problerna de planidud. De la ecuaci6n de  Friedmann con A = 0: 

donde n ( t )  es el factor  de  escala: k es el escalar de  curvatura y R es el parámetro 

de  densidad.  Evaluando  para el tiempo t y el tiempo  actual t o :  

T 2  
To2 

(a - 1) = 4 11; t' - (0, - 1)) 

donde  se ha usado a N f i  N Tpl y donde T es la  temperatura  durante l a  etapa 

dominada  por  la  radiación.  Para  altas densidades se tiene 

bI2 87r G'p 8 ~ G a  T4 
,2 3 6 
". - N  - - (1.11) 

donde a = 7 . 5 6 ~ 1 0 ~ ~  erg m""K"4 es la constante  de  radiación. De &to se encuentra 

asi  es que 

(0, - 1) = ( 3 . 6 4 ~  10-21)hi ,q-l T (GeV)-'(RD - 1). (1.13) 

Esto significa que si se toma t =- 1 S ,  cuando T P 1MeV,  entonces debe  cumplirse 

jJRt - 111 < para 00 - I como sucede ahora. En etapas más tempranas: 

el :'fine tuning"  de Qt sc vuelve más  fuerte si se quiere que el presente  universo 
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sea compatible con las  observaciones. L a  cuestión es, iporqué  entonces f i t  es tan 

extremadamente  cercana  a Rt = 1 en el universo temprano?. 

(ii) Supernovas  tipo Ia con  grandes  corrimientos a l  rojo. 

Recientemente se descubrieron  estrellas  supernovas tipo Ia (SN Ia) [18], con 

grandes  corrimientos  al  rojo ( 2  > 0.3). 

La importancia  de  este  descubrimiento  surge del hecho de  que  la relación  lu- 

minosidad-distancia es de  trascendental  importancia  para  determinar  parkmetros 

cosmológicos, una vez que se ha  determinado el brillo absoluto  de  alguna clase 

de  objetos  astronómicos. La relación magnitud - corrimiento  al  rojo  relaciona la 

magnitud  aparente m de un objeto, con su magnitud  absoluta M :  

dL m - M = 5 loglo - 
MPC 

+ 25,  (1.14) 

d L  es la luminosidad distancia Puesto  que d~ depende  de  la  geometría del espacio 

y su  contenido  de  materia,  la relación magnitud - corrimiento al  rojo  puede  usarse 

para  determinar y si m y M se conocen. 

Las SN Ia se pueden  calibrar  para  usarse como fuentes estándares  para  obtener 

estimaciones  de  la relación luminosidad - distancia, d ~ .  Las supernovas  Ia son es- 

trellas  que  han  explotado y de las cuales ha  surgido una  estrella  enana  blanca,  la 

cual ha cruzado el límite  de  estabilidad  de  Chandrasekhar,  mientras  acreta  mate- 

ria  desde  una  estrella  compañera [19]. La  gran  magnitud  absoluta  de las  estrellas 

SN Ia ( M B  N -19.5 mag) , sugiere  que se pueden  observar a grandes  distancias, 

haciéndolas muy útiles  para  medir y restringir  parárnetros cosmológicos. Las  carac- 

terísticas  de  las  estrellas SN Ia,  que hacen posible la  medida  de dL,  son  las  siguientes: 

(i)La  dispersión  en su luminosidad en el m2iximo de su luz es extremadamente 

pequeña (5 0.3 mag); (i i) La  amplitud  de l a  curva de luz de  las  supernovas  está 

extremadamente  correlacionada con su luminosidad  intrínseca, i. e. una  supernova 

más brillante  tend&  una curva  de luz más  amplia,  indicativa  de un  declinamiento 

más gradual  de  su  brillantes [20]. Las  características  mencionadas en (2) y (ii), 
reducen  la  dispersión  en  la  luminosidad  absoluta  de  las  supernovas  Ia, a N 10%. 

De  acuerdo  con el modelo cosmológico estándar  dominado  por  la  materia, el 

corrimiento  al  rojo  puede  escribirse como sigue 
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(1.15) 

para  las SN Ia z = 0.83, de moth que la edad  de  estas  estrellas es t =-x t o /2 .83 .  
Asumiendo que la edad  del urliverso es dc t o  - 14 Gy, resulta  que t ry 6 Gy, lo  cual 

significa que  las  estrellas SN Ia so11 miis viejas que el sistema  solar y se encuentran 

a aproximadamente la rnit,ad dc l a  tlist,ancia al Big Bang. 

De la observación de un grupo  de  estrellas SN Ia: Perlrnutter e t  al [lo31 encontrb 

que  la  unión  de  las distribuciones  de  probabilidad de los p a r h e t r o s  QA y 0, se 

puede  aproximar  por la relación 

0.8 Q,,, - 0.662A Y -0.2 f 0.1. (1.16) 

Dc acuerdo con  los datos observacionales, el mejor ajuste favorece a los valores 

R,,, N 0.4 y RA ry 0.6.  Cuando se combinan  estos  resultados con los obtenidos de 

COBE (ver i . e .  [109]), se encucntra que +a2, e 1 11101. 

Estos resultados dan una  importante visión acerca  de la dinámica  de  la  expansión 

del  universo. lJr1 modelo del universo  que pasa por una  etapa  dominada por la 

matmeria,  antes  de  que sea  dominado por A, debe  pasar  por un punto  de inflexión en 

el cual la expansión del universo  cambia  de desaceleración (a( t )  < O )  a  aceleración 

( n ( t )  > O ) .  El parrirnetro dc desacelcración go  se define como sigue 

i i U  
clo = -? 

a 
(1.17) 

estle parámetro caracteriza, la  desviaciór~  de  la relación lineal  de Hubble z N dr , /Ho :  

Ho N - 1 [ z+ i (  l+qo)z'], En el modelo cosmológico stándar m& simple  (con A = O) ,  
se espera  que qo = l / 2 ,  indicando una desaceleración en  la  razón de  expansión. Tino 

de los más  importantes  resultados  de SN la, es que el parámet,ro  de desaceleración 

resulta ser negativo qo ry - 1/2,  indicando  una  razón  de  expansión  acelerada. Si las  

ímicas  fuentes  de  energía  que modular1 la expansión son O,,, y C l A ,  hay una relación 

entre ellas 

dL 

1 
2 clo = $m - QA, (1.18) 

así es que qo  = 1 /2  favorece los  Iralores O,, - 0.3 y Rn 0.7. Podernos notar 

que s 2 ~  actúa como una presión negatilra la  cual  acelera la expansión, ya que  un 
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incremento en el volumen aunado  a un incremento en la  energía, sólo es  posible si 

la presión es negativa. 

Por  otra  parte, los datos de las SN Ia pueden usarse para  restringir los modelos 

en  los  que  se  propone una dependencia  temporal de A. E n  el caso  de  modelos  con 

campo  escalar y potencial del tipo V ( 4 )  N 4 - p )  la densidad del campo  escalar  en un 

modelo  espacialmente  plano,  está  restringida  al  intervalo E (0 .6 ,0 .7)  [al], [22]. 
Estos datos combinados  con datos  obtenidos de lentes gravitacionales, favorecen 

al modelo  cosmológico  espacialmente  plano con constante cosmológica distinta  de 

cero. 



Capítulo 2 

Teorías  tenso-escalares  (TST) 

2 . 1  Constante cosrnológica dependiente 
del tiempo 

Con  las  evidencias  observacionales  quc favorecen a un valor de A pequeÍí0 pero dis- 

tinto de cero, y las predicciorles de los modelos de inflación según  las  cuales A debió 

tener  valores grandes en el universo temprano,  resulta  natural  proponer  la  existen- 

cia de 1111 término cosrnológico que no es constante en el t,iempo, y que representa 

un nuevo grado  de  libertad  dinámico.  Hasta  ahora los resultados  observacionales  e 

incluso los modelos  de inflación! no llan  demostrado  que A deba, ser constante,  de 

hecho la  constante cosmológica efectiva que  aparece  en el escenario  inflacionario  del 

universo temprano, no c s  exactarnent,c una  constante, sino que  cambia  lentamente 

con el tiempo [Z!]. 
El término cosmológico se ha considerado como const’ante  por  la  siguiente  razón: 

partiendo  de las  ecuaciones  de  Einstein 

donde G,,, es el  tensor  de  Einstein y T,,, es el t,ensor energía  momento  de la  materia. 

Tornando la  divergencia covariank  de  esta ecuación y tomando en cuenta que la 

divergencia  covariante  del  tensor tic Einstein  est6  garantizada  por  las  identidades  de 

Kianchi, adem&  de  quc el tensor  energía-rnomellto  satisface la ley de  conservación 

V”T,,, = 0: resulta  que  la divergencia covariante  de Ag,, debe ser  igual a cero y por 

lo tanto A y- con.c-ta,rlte. Estc argurrlent,o! ync sitúa a A en el  lado  izquierdo de las 
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ecuaciones de  campo, es una  interpretación geométrica del término cosmológico. 

Otros  tratamientos [23] colocan al  término cosmológico en el lado  derecho de  las 

ecuaciones de  campo: 

Esto equivale a interpretar a A como parte del  contenido  de  materia del  universo. 

Con  esta  interpretación no hay alguna  razón u, p ~ i o r i  por la  cual A no  deba  variar, 

mientras  que  el  tensor  energía-momento  satisfaga  la condición de conservación de 

energía. 

En los últimos años se han  dedicado muchos trabajos  a los modelos cosmológicos 

con  constante cosrnológica dependiente del tiempo ( e .g .  [58]-[97]). Recientemente 

Overduin [98] hizo una  amplia revisión de los modelos donde el término cosmológico 

depende del tiempo o de  distintos  parámetros  a  su vez dependientes del tiempo, 

como a@) ,  H o q ,  siguiendo una ley de decaimiento impuesta a priori. Overduin 

propone leyes de  decaimiento impuestas,  obteniendo soluciones exactas o numérica 

en  algunos casos. Estos modelos, como la mayoría  de los modelos propuestos, 

con A dinámica  en el contexto  de  la  teoría de Helatividad General,  tienen  la  carac- 

terística  de  introducir  dicha  dependencia  temporal  de  manera ad hoc. En las  teorías 

tensoriales-escalares  dicha  dependencia ocurre  de  manera  natural, como discutire- 

mos en la  siguiente sección. 

2.2 Teorías  tenso-escalares co:n constante 
cosmológica  dependiente  del  tiempo. 

Desde  el tiempo  en  que  Dirac  propuso su hipótesis  acerca de  la  extraña relación entre 

constantes  fundamentales, surgió la idea de  una  “constante”  gravitacional  variable 

[30]. Aproximadamente 20 años  después,  tal variación temporal fue introducida  en 

l as  teorías  relativistas  por  Brans  y Dicke 1271, en  la  cual la  “constante”  gravitacional 

se vuelve  un  campo  variable. 

La  teoría  de  Dirac  motivó numerosos intentos  de formular una  teoría  de  campos 

de  gravitación  en  la  cual  la  “constante”  de  gravitación efectiva fuera  alguna  función 
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del campo  escalar.  Jordan [281 propuso  una  teoría  que  involucraba a un  tensor 

energía-momento no conservado,  por lo que  fue muy criticado.  La  teoría  tenso- 

escalar rnds completa es la de Brans-Dicke, que se vuelve equivalente a la  teoría  de 

Jordan  en el caso especial (le un í,ensol. energía-momento con traza  nula. 

La generalización rnás simple  dc la  teoría  de  gravedad cle Einstein se expresa en 

las  teorías  tenso-  escalares, que cont,ienen al tensor  métrico gyv y a un  campo  escalar 

adicional 4 .  La intensidad del acoplamiento entre  la  gravedad v el campo  escalar 

est&  determinado  por  una funci6n  a,rl,itxuia  de  acoplamiento w ( 4 ) ,  que  distingue a 

las  diferentxs  teorías  tenso - cscalares. 

En 1983 Dolgov [7] consideró  un campo escalar  sin masa y no mínimarnente 

acoplado,  de  modo  que  la  densidad  Lagrangiana está dada  por 

resultando  la  siguiente ecuación dc movimiento 

donde R es el  escalar  de curvatura y 3 es el acoplamiento a la  gravedad. Con- 

siderando el caso  de un  campo escalar homogéneo, las  ecuaciones de  Einstein so11 

donde  la  densidad  de energía del campo escalar- es 

Así  la ecuación  de  campo  escalar se 

(2.6) 

De acuerdo con el trabajo  de Dolgo\-, valores negativos de w implican  campos es- 

calares  inestables, es decir, su densidad  de  energía ~4 se vuelve grande y negativa, 

compensada  por la constante c,osrnológica, de modo que  la  constante cosmológica 

efectiva resultante decáe  a cero. El  término en la expresión para pd,  puede 

incluirse  en el lado  izquierdo de la ecuación (2 .5 ) ,  resultando 
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A 
3 H 2  N 

I - 81rGw4~ + ” 

Como Dolgov demostró  en su trabajo, si w < O,  entonces 4( t )  crece con el tiempo, 

de  modo  que Aefectiva = A / ( 1 +  8~Glw14~) decrece. Para ,orn << pd, (2.5) y (2 .7))  se 

tienen ( [7] ,  [24]) las  siguientes  formas  asintóticas 

Así,  en el límite  cuando t ”+ 00, Aefectiva + O, es decir, el término cosmológico se 

anula  para  grandes valores de t .  

Este mecanismo  tiene  otras consecuencias,  pues no solo hace decrecer al término 

cosmológico, si no también  a  la  constante  gravitacional efectiva, pues  de  la ecuación 

(2.5) se tiene 

(2.10) 

como consecuencia,  la constante  gravitacional se vuelve una función del tiempo: 

Gefectiva/Gefectiva = - 2 / t .  Otro  problema es que el “ocultamiento”  de A no es 

suficiente. La  parte  restante  de A es del orden  del  tensor  de R.icci para  todo  tiempo, 

mientras  que lo que  se  necesita es que  sea mucho menor  que el tensor  de Ricci 

durante  la  época  dominada  por la materia,  para  obtener suficiente  crecimiento de 

las perturbaciones escalares. 

Algunos de los procedimientos  más  exitosos  para  introducir  una  constante cos- 

mológica  dinámica son LLfenomenológicos” , &to significa que no se  intenta derivar 

estos  modelos de  alguna  teoría  cuántica  de  campos. El primero  de ellos se basa  en 

el teorema  “no-hair”  propuesto  por Hoyle y Narlikar en 1963 [53] ,  el cual  esencial- 

mente  establece  que si existe  una  constante cosmológica positiva,  la  expansión  de 

todo modelo de universo tenderá a un  estado  de cle Sitter, es decir, si existe  una 

constante cosmológica el universo se volverá homogéneo e  isotrópico,  sin  importar 

las  condiciones  iniciales. Es decir,  se  asume  una  constante cosmológica y se deter- 

minan  las condiciones para  tener un comportamien1;o asintótico  de  un  estado  de  de 

Sitter [54]. 

El segundo  procedimiento  consiste en introducir  un  conjunto  de  condiciones  que 
permitan  obtener  asintóticamente  un comportamien.to  de  de Sitter  para el factor  de 



escala. Esto se logra introduciendo una constante cosmológica efectiva mediante la 

expansión  asintótica de de  Sit,tcr [!N/. 
Existen  otros métodos, corno el método de modelos cinernAticos, en el cual se 

aswne que A es una función del Liempo cósmico o del factor de escala del modelo tie 

Friedman-R.obertson-~~Tal~er (FHNT). Otro  mktodo es el de modelos  hidrodinámicos. 

En éste, el tkrmino “l se describe  por 1111 fluido perfecto  barotrópico con ecuación de 

estado p~ = ~ p ,  donde es urla constant’e. IJn tercer  tipo  de  método  corresponde  a 

modelos de campos t,eÓricos; en e s k  mdt,odo se asume que el término A es un nuevo 

campo clásico físico, llamado c l  carr/,po lmzbda, con un lagrangiano  fenomenológico. 

En este método el modelo m& simple y natural es el que  usa un campo  escalar q5 con 

algún  potencial de auto-interacción V ( q 5 ) ,  nlínimamente  acoplado a la  gravedad y no 

a algún otro campo físico. En un  universo  de FRW, todos los mktodos mencionado 

convergen. 

Existe  un renovado in1,erés en las  teorías t,enso-esca_lares debido a sus resultados 

en cosrnología inflacionaria, ya que proveen de un  mecanismo para  “salir”  de  la 

fase infiacionaria sin prohlcma “fhc-tuned” ~ a d e d s  de que la mayoría de las mAs 

recientes  teorías de unificación  predicen la existencia  de  parejas  escalares de l a  teoría 

tensorial de H.elatividad general. Tal es el caso de  varias de las  teorías  de  Kaluza- 

Klein [25] así como de las  teorías (le super  simetría con dimensiones extra, y de las 

teorías de super  cuerdas, e n  las que las  teorías  tenso-escalares  aparecen de manera 

natural como límite de bajas encrgías. Otra  característica  que hace interesmtes a 

las teorías tenso-escalares es el hecho (le que  pueden  satisfacer los experimentos de 

campo ddbil del sistema solar: as í  como ot.ras observaciones [26]. 

2.3 Teoría de  Brans-Dicke 

La miis simple de las t.eorías tenso - cscalares es la  teoría de Brans-Dicke [27], para 

la cual  la constante  de acoplamiento del campo  escalar con la gravedad es una 

constante: w :: cons tan te .  

Las  ecuaciones  de  relatividad General de Einstein pueden  obt,enerse  tambikn 

aplicando  un  principio  variacional a l a  función lagrangiana dada pol- 

(2.11) 
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donde  es  la  función  lagrangiana  de  la  materia y H es el escalar de  curvatura.  En 

la  teoría  de Brans-Dicke la función lagrangiana  correspondiente  está  dada  por 

(2.12) 

donde q5 es  un  campo escalar  sin masa y w es la y a  mencionada  función  de  acopla- 

miento,  que en este caso es una  constante.  Comparando las  funciones lagrangianas 

de  Relatividad  General y de  Brans-Dicke,  puede notarse  que el inverso del campo 

escalar q5 juega el papel  de  la  constante  gravitacional G. Las  ecuaciones de  campo 

derivadas  de  la  función  lagrangiana  de  Brans-Dicke  están  dadas  por 

de  donde se obtienen 

(2.13) 

(2.14) 

donde Tij es el tensor energía  momento  de  un fluido perfecto y barotrópico,  apropia- 

do para e ,  de hecho la  traza del tensor  energía-momento es la  fuente del  escalar 4. 
Introduciendo  la  métrica  de  Robertson-Walker  se  obtienen  las siguientes  ecuaciones 

de  campo [29] 

U 8n 1 
3- = -" [(2 + w ) p  3- 3(1 +O);.] - ~ ( 2 ) ~  - - 4 

3 - t 2 w $  4 4 '  a 

P = - 3 - ( P C P ) ,  
a 

a, 

d .  8n 
d t  3 + 2W 
- ($a3)  = - ( p  - 3 p p  (2.15) 

En el marco  de la aproximación  Newtoniana, el potencial  debe ser Go M / T ,  lo cual 

se obtiene si la  constante  gravitacional se identifica como 

1 4 f 2 w  
$0 3 + 2w 

Go = -(-) (2.16) 



Los modelos cosrnológicos que resuelven el sistema  de ecuaciones (2.15) , depende de 

las  cantidades ¿LO, a50 y PO, además de los parámetros k (constante  de  curvatura) 

y w.  plsí, el corl.junt,o de soluciones a la teoría  de  Brans-Dicke  constituye una  familia 

de soluciones más amplia  quc  la  correspondientk a los modelos  de Friedman.  La 

toría de  relat'ividad  general se recupcra en el límite  cuando icl + OO. 

El  término cosmológico se introduce en esta  teoría corno una función  potencial que 

dependeIl tiel campo  escalar,  de tlondc adquiere SU carácter  dinámico de manera 

natural, como lo mostrarnos en los capítulos 4 y 5. 

Comparando las  teorías  de Einsteirl y de Brans-Dicke  encontramos que en  ambas 

t.eorías se satisface la, lev tie conservación tie energía-mornento. El corrimierlto al 

rojo gravitacional  predicho por. BL) es exactamente el mismo  que el obtenido tie 

la  teoría  de  Einstein. Tia desviación de la luz  en l a  teoría dc Brans-Dicke es (3 t- 

2 w )  /(4 f 2 w )  veces el valor predicho por Einsteirl. Por ot'ra parte, l a  teoría  de  Brans- 

Dicke deja libre  al parAn1etr.o w ,  siendo necesario determinarlo  mediante  mdtrodos 

observacionales. 

1Jna de  las  pruebas mAs irnportaltes  de la validez de  esta  teoría  está  relacionada 

con la variación temporal de G,  por ejemplo, el cornportamiento  orbital  de  Mercu- 

rio y Venus, datos  antiguos de eclipses lunares,  datos tie fósiles, evolución estelar 

(en  particular del Sol), deflección de la luz por cuerpos celestes y el avance del 

perihelio de Mercurio.  Todas estas observaciones y dat'os experimentales  no pro- 

porcionan  bases  para  descarhr it la koría de  Brans-Dicke, pero limitan  fuertemente 

al parárnetro  de  acoplamiento l l w i l  z 500. Sin  embargo es necesario llevar a cabo 

me.jores estimaciones  de  este parAmetro para  restringir más precisamente su valor, 

por ejemplo,  obteniendo &te de otros parAmetro cosmológicos [ 1011. Por  otra  parte, 

teorías del universo temprano: como las  teorías de cuerdas, se describen  mucho  mejor 

en el contexto tie la teoría  de ,Jordan-Brans-Dickee y  muestran que el parámetro u 

puede  tomar valores negativos [ 1021. En e1 apbndice B mostramos  que para icl = - 1 , 
las soluciorles obtenidas en los capítulos 4 y 5 corresponden a las soluciones de las 
teorías tic cuerdas  a  bajas energías: para una específica relación entre los campos 

escalares y los potenciales (le ambas teorías. 
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Capítulo 3 

Restricciones para un  tratamiento 
clásico 

3.1 Generalidades sobre inflación 

La mayor  parte  de  nuestro  act8ual  entendimiento del IJniverso es  consistente y her- 

rnosarnente  resumido por el modelo cosmológico del  “Big-Bang”  caliente.  Esta 

descripción matem&t’ica se basa  en las soluciones de  Robertson-Walker  para las 

ecuaciones de  Einstein  de relatiuitlad  general  en el caso de  un universo hornogkneo 

c> isotrópico. La evolución del Ilniverso est& contenida en el factor  de  escala cósmica 

a( t ) ,  que  describe  escalas mayores a todas las  distancias físicas en el Universo, desde 

la longitud de onda  de foLones hasta la separación  de  galaxias. El éxito  de este mo- 

delo se ciebc a  que  supera  algunas  pruebas ohservacionales entre las  que destacan 

las  siguientes 

o La  expansión del IJrlivetso. 

o La existencia de la radiación  de fondo en microondas y su espectxo. 

0 La  abundancia, de elementos ligeros en el IJniverso (nucleosíntesis) 

o La edad del {Jniverso predicha. pot este modelo es comparable a medidas 

directas de la  edad (le otljetos ast’ronómicos. 

o Existe urla explicacidrl razo~la,blt: para el desarrollo  de estructuras  en el IJni- 
verso,  da.das  las  irregularidades de la radiación de fondo en  microondas  detec- 

tadas  por COBE. 
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Todas  estas  características  hacen  del modelo del “Big-Bang”  caliente , uno  de los 

más exitosos.  Sin  embargo  este  modelos  está limitatdo a  épocas en las  que el Universo 

es suficientemente frío para  que los procesos físiclos que  tienes  lugar  durante  esta 

etapa  sean bién  entendidos  por medio de  experimentos  realizados  en  la  Tierra. 

Actualmente el Universo está  dominado  por  la  materia  y debido a que  la  ra- 

diación  disminuye  más rápidamente  que la materia  cuando  tiene  lugar  la  expansión, 

se  deduce  que en épocas  más  tempranas  de  la evolución del  Universo, éste  estuvo 

dominado  por  la  radiación.  Durante  la  era  dominada por la  radiación  la  tempera- 

tura y el tiempo  están relacionados  por 

t 
Is  

Las  energías  más  altas accesibles por  experimentos  terrestres,  generadas en ace- 

leradores  de  partículas,  corresponden  a  una  temperatura del orden  de K ,  la 

cual  existía  cuando el Universo tenia  una  edad de s .  Antes  de  este  tiempo, 

no se  tienen evidencias  directas  de la aplicabilidad  de  las leyes de  la física, de 

modo  que  para  construir modelos, deben hacerse  extrapolaciones  basadas  en física 

de  partículas. Así es que el modelo del “Big-Bang”  caliente  describe con éxito  la 

historia del  Universo  resumida  en los siguientes  eventos: 

o s. Condensación de  Quarks  para formar protones  y  neutrones. 

o 1 s. El Universo se ha enfriado lo suficiente para  que  t,enga  lugar  la formación 

de núcleos  ligeros, vía el proceso de  nucleosíntesis. 

0 lo4 años. La densidad  de  radiación  disminuye  al nivel de  la  densidad  de  la 

materia.  Esta  época  se conoce como la  igualdad  radiación-materia.  Subse- 

cuentemente el Universo es dominado  por  la  :materia. 

o lo5 años.  La  radiación se desacopla de la materia,  dando como resultado  la 

formación  del  fondo en  microondas. Este evento coincide más o menos con la 

recombinación cuando los electrones  libres se combinan con los núcleos para 

formar átomos. 

o 1 O l o  años. Actualmente. 



Antes de  esta  etapa, se ha podido  entender  la  historia del Universo hasta 10"";' 

S después de su comienzo, pero a  tiernpos más temprarlos la  densidad  de  energía 

habría sido tan  grande  que la  teoría de relatividad  general  de  Einstein  tendría c p t :  

ser reemplazada  por  una t,eoría cuintica de gravedad,  la cual aun no se establece 

consistentemente. 

Cuando el  modelo estándar del "Big-Bang" se extiende a estas  &pocas  muy tern- 

prams de la evolución del Lniverso: surgen varios problemas.  El  primero  de ellos 

es  que st: hace  evidente  que el modelo requiere  varias suposiciones muy  rigurosas 

sobre las condiciones iniciales del IJniverso. El hecho de  que el modelo no explica el 

porquk de  la  existencia  de dichas condiciones iniciales tan especiales,  hace pensar 

que el modelo no es cornpleto. El problema  de  planidad v el problema  de  hori- 

zontes  descritos  brevemente  en la sección 1 .2 .2 ,  son dos importantes  problemas  de 

este  modelo.  Además, l a  mayoría  de  las  teorías  modernas de  partículas elernen- 

tales  predicen  que en el universo mtly temprano se producirían  partículas  exóticas 

conocidas como monopolos  magnkticos. En el modelo es thdar  del  "Big-Bang" el 

n6mero  de monopolos  sería tan  grande que sus  masas  alterarían  dramáticamente 

la evolución  del  Universo, con resultados  que  evidentemente son inconsistentes con 

las observa,ciones. 

El  modelo  del  universo  inflacionario se dasarrolló con el propósito  de  superar  estos 

problemas.  La  dinámica que gobierna al periodo de inflación tiene  características 

muy interesantes: el universo evolucioxl  desde  un  conjunto  de condiciones iniciales 

hasta  un  estado  que es precisamente el que  tiene  que ser postulado como condici6n 

inicial e11 el modelo es t ,h ia r .  Por ot,ra parte,  la densidad de monopolos  magnéticos 

predicha, se vuelve suficient,ernent,e pequeíia para no ser observada.  El modelo  iníla- 

cionario  parece  ser una solución simple y natural,  en el  contexto  de los desarrollos 

recientes de  las  teorías  de  partículas  elementales,  para  la solución de  muchos  de los 

problemas del modelo del "Big-Bang" caliente. 

La idea  de inflación fue propuesta origirlalrrlente por Guth  en 1980. Una manera de 

plantear la idea tie inflaci6n es considerar la ecuación de Friedmann como se utiliza 

para arlalizar  el  problema (le planidad: 

(3.2) 
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En el modelo  del  “Big-Bang”  caliente aH siempre  decrece, de  modo  que R siempre 

se aleja del valor 1; invirtiendo dicho comportanliento se resolvería el problema. 

La inflación se define como una  época  en  que la, expansión es acelerada ii > O ;  
esta condición  se  puede  escribir  de  diferentes maneras: inflación * ii > O ,  3 

d ( H - k l ) / d t  < o,  ===+ p < -p/3. 

Un  periodo  de  expansión  inflacionaria es suficiente para resolver numerosos  proble- 

mas cosmológicos, pero es necesario un  escenario para llevar a cabo  tal  expansión, 

el cual es proporcionado  por un  campo escalar cosmológico. 

En física de  partículas  se utiliza un  campo escalar para  representar  partículas  de 

espín  cero, éste se transforma como un  campo  escalar  (sin  cambios)  bajo  transfor- 

mación  de  coordenadas.  En  un  universo  homogéneo el campo escalar es una  función 

sólo del tiempo. 

En teorías  de  partículas, los campos  escalares so11 cruciales para el rompimiento 

espontáneo  de  simetría. Uno de los ejemplos mejor conocidos es el campo  de Higgs 

que  rompe  la  simetría electro-débil.  También se espera  que los campos  escalares 

estén  asociados con el  rompimiento  de  otras  simetrías, como las de  las  teorías  de 

gran unificación o de  super-simetría,  entre  otras. 

Considerando  a aun campo  escalar homogéneo 4 ,  L a  densidad  de  energía  efectiva  y 

presión  de  este  campo escalar se obtienen  de  un  tensor  energía-momento  construido 

para  en analogía con el  tensor  energía-momento  de un fluido perfecto: 

El  primer  término  en  cada  una  de  estas expresiones se puede  interpretar como una 

energía  cinética y el segundo como una energía  potencial.  La  energía  potencial 

V(q5) puede visualizarse como una forma  de  energía “configuracional” o que  da 

forma.  Esta  mide  la  cantidad  de energía interna  asociada con un valor de  un  campo 

particular.  Normalmente, como todos los sistemas, los campos  escalares tratan de 

minimizar  esta  energía,  pero  una  característica crucial  que permite  que la inflación 

tenga  lugar, es que los campos  escalares no son siempre  muy eficientes para  alcanzar 

este  estado  de energía  mínima.  Debe  mencionarse  también que un campo escalar 

no puede  representarse  en  general  por  una  ecuación  de  estado,  pues no hay  un Único 



valor de p que  pueda asociarse con una valor dado  de p, pues la densithd  de  energía 

puede dividirse en diferentes  formas  en  energía  potencial y energía  cinética. 

En una  teoría  dada, V ( 4 )  es UIM función que se escoge arbitrariamente;  distintas 

elecciones de l a  forma  de V (4) corresponden  a  diferentes  modelos de inflación.  Como 

algunos t:.jemplos se tiene 

11' ((b) q a i 2  - h f ' ) 2  Potencial  de Higgs, 

~ ( 4 )  = Campo escalar  masivo, 

~ ( 4 )  = 1,,4~ Campo escalar autointeractuante, (3.4) 

1 
2 

Con esta elección arbitraria  de V ( Q I )  es posible  lograr  muchas de las  propiedades 

claves de la  inflación,  buscando algiln pot'encial  simple o más realista. 

Las  ecuaciones para  un universo ell expansión  que  contiene a un  campo  escalar 110- 

mogéneo se ohtienen al utilizar las ecuaciones (3.3) en la,s ecuaciones de  Friedmann: 

(3 .5)  

donde l a  prima  indica  derivada  respecto  a d. El  término  de  curvatura  se ha igno- 

rado porque  se  sabe  que por. definición &te se hará despreciable cuando empiece la 

inflación.  Entonces 

ii > o ;I p < " e==+ $i2 < V ( 4 ) )  P (3.6) 
3 

habrá inflación donde  quiera que domine la  energía  pot>encial. Esto debe ser  posible 

en la medida  en  que el potencial sea suficientemente  plano para que el campo  escalar 

ruede  lentamente. El potencial  debe kner tarnbi6n  un  mínimo en  el que  la inflación 

pueda  terminar. 

La manera estAndar de resolver las ecuaciones (3.5) es usando  la  aproximación  de 

1ent;o rodamiento ( c'slow-roll''), quc  asume  que  en  cada  una  de las ecuaciones dc 
rnovimiento se puede  despreciar u11 tkrmino  obteniendo  simplemente 
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definiendo los parámetros  de  lento  rodamiento 

El  primer  parámetro  mide  la  pendiente del potencial y el segundo  la  curvatura. Así 

la condición  necesaria para  que se cumpla  la condj.ción de lento  rodamiento es 

Estas condiciones para  la aproximación  de  lento  rodamiento son necesarias,  pero  no 

son  suficientes. Una versión más  elaborada  de la  aproximación  de  lento rodamiento 

se basa  en el formalismo para  la inflación de  Hamilton-Jacobi (321, derivándose  una 

condición  necesaria  y  suficiente. 

La aplicabilidad  de  la  condición  de  lento  rodamiento  está  relacionada  estrechamente 

con la condición para  que  tenga  lugar  la inflación, y en muchos contextos  las  condi- 

ciones pueden considerarse  equivalentes.  La condición inflacionaria ii > O se satis- 

face para  un  rango  muy amplio de  comp0rtamiento;s del factor  de escala que  indican 

que el modelo  de  universo están  en  expansión. Un ejemplo es la inflación de ley 

de  potencial a o( t p  para p > 1, la cual es una solución exacta  para  un  potencial 

exponencial 

La condición para inflación puede  escribirse como 

(3.11) 

a 
- = H + H 2 > 0  
a 
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definiendo los parámetros  de  lento  rodamiento 

(3.9) 

El  primer  parámetro  mide  la  pendiente del potencial y el segundo  la  curvatura. Así 
la condición  necesaria para  que se cumpla  la condición de  lento  rodamiento es 

€ < 1 ,  (r l(<<l (3.10) 

Estas condiciones para  la aproximación de  lento  rodamiento son necesarias,  pero  no 

son  suficientes. Una versión más  elaborada  de  la aproximación  de  lento rodamiento 

se  basa  en el  formalismo para la inflación de  Hamilton-Jacobi [32], derivándose  una 

condición  necesaria  y  suficiente. 

La  aplicabilidad  de  la  condición  de  lento  rodamiento  está  relacionada  estrechamente 

con la  condición para  que  tenga lugar la inflación, y en muchos  contextos  las  condi- 

ciones pueden  considerarse  equivalentes.  La condición inflacionaria ü > O se satis- 

face  para  un  rango  muy amplio  de  comportamiento:; del factor  de  escala  que  indican 

que el modelo  de  universo están en expansión.  Un  ejemplo es la inflación de ley 

de  potencial a o( t p  para p > 1, la  cual es una sol!ución exacta  para  un  potencial 

exponencial 

La condición para inflación puede  escribirse como 

(3.11) 

- = H + H 2 > 0  a 

a 



H 
H- "-,.<1 

(3.12) 

donde en el  útimo renglón se  ntilizó la aproximación de lentso rodamiento. La 
condición final es justamente la condirió11 de lento  rodamiento t < 1, de  modo que 

podemos  afirmar: lentlo  rodamiento --=+ infiación. 

A s í  ocurrir& inflación cuando sc satishga la condición de  lento  rodamiento  (excepto 

algunas  restricciones),  sin  embargo lo contrario no es estrictamente  cierto. 

En los últirnos 15 arios aproxirnadalnent:c, han surgido una  gran  cantidad de mo- 

delos inflacionarios con diferentcs  características! algunos de cllyos nombres solo 

mencionaremos: 

o Inflación  caótica (331. 

o Teoría de campos  múltiples [;M]. 

e Inflación abierta [.%l. 
Otras  teorías  que  introducen un campo  escalar  explícito son las  teorías  tenso- 

escalares  de  las  cuales  forma parte  la teoría de Brans-Dicke.  Con una  transformación 

conformc [36] es posible expresar a estas  teorías  tenso-escalares corno relatividad 

general mAs 11110 o r r k s  campos  escalarcs con algún  potencial. 

Por otra  parte, el periodo de expansibn  acelerada o inflación que  dura unas frac- 

ciones de  segundo (le la evolución del Lniverso,  tiene consecuencias de  gran  impor- 

tancia como lo es la producción tlc un espectro  de  perturbaciones de densidad y de 

ondas  gravitacionales. Las perturbaciones  de  densidad  pueden ser las  responsables 

de la formación de galaxias y c h u l o s  de galaxias así como de  la  anisotropía  de 

la  radiación  de fondo en microondas. Las ondas gravitacionales no influyen en la 

formación  de  galaxias y sns ciLrnulos, p c x m  pueden  contribuir con anisot'ropías extras 

en microondas. 

3.2 Condiciones para un  campo escalar clásico 

Como  mencionamos  sin  profundizar en l a  sección ant,erior, una de  las  características 

claves de los modelos  inflacionarios es la fase llamada  lento  rodamiento,  en  la  que 
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un  campo  escalar evoluciona rodando  lentamente por la  pendiente  de  un  potencial. 

En general  este  campo  escalar no es completamente clásico, de  modo  que  deben 

tomarse  en  cuenta fluctuaciones  cuánticas  respecto a. la solución clásica. 

Dichos efectos  cuánticos  pueden ser importantes  por varias  razones,  entre  las  prin- 

cipales puede  mencionarse  que  controlan el tiempo  que el campo  escalar permanece 

cerca  del  máximo  de la  pendiente del potencial  esctalar, de  modo  que  determinan  la 

duración  de  la  era  inflacionaria,  además  de  que  las fluctuaciones cuánticas  propor- 

cionan  la  fuente  de  fluctuaciones  en  la  densidad  de  masa,  las  cuales  eventualmente 

dan origen a la formación de  grandes  estructuras. 

En 1985 Guth y Pi [38] hicieron  un  análisis  de  las condiciones bajo las cuales este 

campo  escalar  cuántico  en  general,  puede  tratarse como un  campo clásico. En  la 

segunda  parte  de  este  trabajo se presentan dos modelos cosmológicos que  utilizan 

un  campo escalar  clásico,  de modo  que con el objeto  de  situar el marco  de validez 

de dichos  modelos,  describiremos  brevemente  la (discusión del Guth y Pi a este 

respecto. 

Se  inicia  la discusión  considerando a una  partícula moviéndose en  un  potencial 

(3.13) 

donde IC, > O. En t = O la  partícula se describe  por una función de  onda  la cual  se 

centra y adquiere su máximo  en z = O. Se escoge una función de  onda  gaussiana 

por  simplicidad. L a  evolución de  la función de  onda,  está  gobernada  por la  ecuación 

de  Schrodinger 

i h- a,$ = "- FL'a2G - 1 
at 2m 8x2 2 

"Kn: ,*. 

Esta ecuación se satisface  por  una  ecuación  de  onda  de  la  forma 

(3.14) 

(3.15) 

cuando 

m 

(3.16) 



donde  el  punto sobre las  variables  indica diferenciación respecto  al  tiempo. La 

solución de  estas ecuaciones est& dada, corno sigue 

1 sin(24) - i sirlh(2wt) 
- - 

202 cos(2($) + cosh(2wi) ’ 
(3.17) 

donde q5 es una  constante dc integración  real  que se relaciona con la amplit,ud del 

paquete de ondas en t ~.:: O. Los parirnetros a y ÚJ se definen como sigue 

E1 pariimetro a describe una  longitud de escala natural mecánica  cuántíca,,  análoga 

al  radio  de Bohr del Atorno de hidrógeno. De hecho, el sistema  será clásico cuando 

se aplique a escalas de  longitud grandes cornparadas con a. 

El paquete de ondas est& e 1 1  su mínirno de amplitud cuando t = 0. Para una función 

de onda  propiamente norrrlalizada, sc tiene 

(3.19) 

donde 

h a(sin20) , -112 (3 .20)  

E1 cornport>amient,o de  $( IC,  t )  para valores grandes  de t está  dado por la siguiente 

ecuación 

La dist~~ibución de probabilidades  para IC es gaussiana con 

( 2 )  - -b e 1 2 2wt 

4 
(3.22) 
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Cuando  se  varía q 5 !  b 2  es minimizado  cuando g5 = n /4 con b = a. Este modelo tiene 

por  objeto  mostrar  que  para  tiempos  grandes  la función  de onda mecánica cuántica 

está  descrita  de  manera  exacta  por  la física clásica. 

Considérese el conmutador  de los operadores ic y p 

a 
8 X  

y = -ih-, (3.23) 

notando  que 

donde @x es el  momento  que  correspondería a una partícula clásica que  rodara 

desde el reposo hasta el máximo del potencial  correspondiente  al  punto x. Exami- 

nando  la  conmutatividad  de x y p: 

xp$ = & ñ x x 2 $  + O(e-"Jt) ,  (3.25) 

pxll, = f i x 2 $  - ih,$ + O(e-"""). (3.26) 

La contribución  del  conmutador i FL$ será  insignificante comparada  a la del otro 

término, si h, << f i x 2 ,  o utilizando  la definición del  parámetro a se tendrá e- 

quivalentemente a'<< x2. Así para  tiempos  grandes en la región x2 >> a2,  el 

conmutador [x, p] se  hace despreciable, de  modo qu.e no  hay  restricciones para  una 

descripción  clásica del sistema. La  regla  general es que  la física clásica se  aplica 

cada vez que  la  distancia  sobre  la cual  la fase de la, función de  onda  cambia  en 2n 

(es  decir,  en  una  longitud  de  onda  de  de Broglie) sea mucho más corta  que alguna 

otra longitud  relevante. Alternativamente se puede decir que  la física clásica  se 

aplica  cada vez que  sea posible ignorar  las  incertidumbres Ax y Ap que  satisfacen 

AxAp = h .  De  hecho, para  grandes valores de t ,  el comportamiento del sistema 

debe describirse no sólo por  una  trayectoria clásica,, si no por  una  distribución  de 

probabilidades cl&sica: 

(3.27) 



Para verificar que esta dist,ribución t i e  probabilidad  proporciona una descripción 

clásica exact,a del sistema  para  grandes valores de t ,  deben  comprobarse dos aspec- 

t,os: 

0 f ( x I  p )  t )  obedece la ecuación clásica de movimierko 

(3.29) 

0 El valor de  espectación tie alguna  variable  dinámica Q puede  calcularse usando 

una función  de  onda mec,iirlica-cuárltica $ o una distribución de probabilidades 

clksica ,f : 

(3.30) 

En los siguientes dos capítulos descrihirernos dos modelos cosmológicos que consi- 

deran  un campo escalar cliisico. 
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Parte  I1 

Modelos  cosmológicos  con 
constante  cosmológica 

dependiente  del  tiempo 



Capítulo 4 

Cosmología  “coasting”  con 
constante cosmológica 
dependiente  del  tiempo 

4.1 Resumen 

En  este  capítulo consideramos el efecto de  una constantle cosmológica dependiente 

del tiempo,  en el  contexto  de  la  teoría  tenso-escalar  de  Brans-Dicke.  Obtenemos 

modelos cosmológicos para un  universo homogéneo e  isot~rópico vacío o que contiene 

a  un  fluido  perfecto. Dichos modelos  tienen  un  factor  de  expansión  lineal, es decir, 

corresponden  a  una cosmología “coasting”.  Además,  la  “constante”  gravitacional 

decrece con el tiempo, es decir,  nuestros  modelos  satisfacen  la  hipótesis  de  Dirac. 

La constante” cosmológica, por  su parte, decrece  inversamente  con el cuadrado 

del tiempo,  de  modo  que se tiene  un valor muy  pequeño de ella actualmente. 

4.2 Introducción 

Corno ya hemos  mencionado,  existe  un  renovado  interés  en  las  teorías  de  gravi- 

tación  tenso-escalares,  por dos principales  razones: En  primer  lugar) la  mayoría 

de las teorías  unificadas,  incluyendo  teorías  de  super-cuerdas,  contienen  un  campo 

escalar que  juega  un  papel sirnilar al  campo  escalar  de  las  teorías  tenso-escalares, 

En  segundo  lugar, el nuevo escenario  de inflación extendida que resuelve el proble- 

ma “fine turning”  de  las  llamadas “vieja  inflación” “nueva inflación”  e “inflación 

caótica”,  tiene  un  campo escalar  que  disminuye la  tasa tie expansión del universo 

37 



desde exponencial a polinórnica, permitiendo la transición de fase desde  un mode- 

lo de de Sitt’er a un modelo de universo dominado por la radiación: el problema 

llamado “graceful  exii,” . 
Por otra  part,e, corno es hi&  sabido,  además  de  la solución est6tica con COIIS- 

tante cosrnológica obtenida  por  Einstein) existen  varias soluciones dinámicas con 

constante cosmológica, muchas de las  cuales  fueron estudiadas  por  Lemaitre.  En el 

caso particular  de  un universo COIL constante  de  curvatura positiva k = 1, Lemaitre 

obtuvo un modelo con la propicdad  de  tener un periodo LLcoasting”, i e .  , un periodo 

en el que la, expansión es pr’acticamente  constante.  En 1970 este modelo  despert,ó 

gran  interés pues parecía  explicar  la aparente  concentración  de  cuasares con corri- 

miento al rojo de - 2 [X)] clescubiert,a por Slipher [3] ,  ya  que  en dicho modelo de 

Lemaitre,  pueden  ajustarse los parámetro tal  que el periodo  LLcoastirlg”  produzca, 

un exceso de cuasares con corrimiento al rojo precisarnente de N 2. Posteriormente 

desaparecieron  tales  evidencias estadístic.as para el exceso de dicho tipo  de cuasares, 

haciendo que est,c modelo t8enga sólo interés hist8órico.  Sin  embargo  existen otros 

modelos y otras  teorías quc predicen un periodo  “coasting” [51]) [52] ,  como la que 

estudiamos en este t,mhcLjo. 

K,ecientenlente varios aut’ores [58]-[97] han considerado  las  consecuencias de  una 

constante cosmológica dependiente del tiempo,  pero  la mayoría  de ellos introducen 

tal dependencia  de  manera I L ~  hoc. En  este  capítulo consideraremos una familia 

de teorías tenso-escalares COII 1111 potencial que es equivalentre a una constante cos- 

mológica dependiente tiel t,ienlpo,  obteniendo  tal  dependencia de forma  natural. 

4.3 Ecuaciones de campo 

Iniciamos nuestra discusión con la acción de  la  teoría tenso-escalar de gravitación 

m;is general [107] 

donde 9 = det ( ,9pLl,) G es  la constante  de Newton, SNG es la acción  de  la  Inateria, 

no gravitacional. Las funciones arbitrarias u($) y X(4) distinguen  las  diferentes 

teorías  tenso-escalares de gravit,;tción. X ( 4 )  es una función potencial que juega 

el papel  de una. constarlt,e cosmológica, w ( d )  es la función de acoplamiento  de  la 
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teoría  particular. R.elatividad  General es el límite  de  esta  teoría  cuando IwI -+ 00 y 

X ( 4 )  + O. Experimentos llevados a cabo  en  el  sistema  solar,  implican  que IwI 2 500 
[loo]. Las ecuaciones de  campo  explícitas  son 

donde G,, es el tensor  de  Einstein. L a  última ecuación  puede sustituirse  por 

donde T = T,f es la  traza del tensor  tensión-energía  de la  materia.  La condición de 

no divergencia  del  tensor  tensión-energía de  la  materia se satisface si la ecuación de 

campo (4.3) se  satisface  también  (como se demuestra  en el apéndice A), de  modo 

que  nuestras ecuaciones de campo son (4.2) y (4.4). 

La mayoría  de los estudios  recientes de l a  teoría  de  Jordan  Brans Dicke se han 

enfocado  en el comportamiento  cualitativo  de  la cosmol.ogía en  esta  teoría, con o 

sin  constante cosmológica.  Sin  embargo,  generalmente  se cree que  el  dilatón  debe 

ser  masivo para fijarlo al  presente valor de l a  constante  de  Newton, así es que 

10s modelos de  Jordan-Brans-Dicke más realistas,  incluyen a un  potencial  para el 

dilatón: 

S = SJBD - d42 2/"9V($).  

La  forma específica de  este  potencial no es conocida,  pero a altas  temperaturas se 

estima  razonable [42] que dicho potencial  debería  tener  una  forma como la siguiente: 

V = Vo dn. Con estos  antecedentes y con  el  propósito de  obtener soluciones exactas 

de las  ecuaciones  de  campo, en este  capítulo  asumiremos  las  siguientes  funciones: 

J' (4.5 1 



con c ,  rn y q constantes, (para rcsultados recientes cuando LU' es una función del 

tiempo ver por ejemplo [U]). 
Las ecuaciones  de campo para esta elección de LU' y X, con un fluido barotxópico 

perfecto corno contenido  de  rnat,eria en un  elemento  de línea hornogheo e isotxópico 

las ecuaciones  de campo sor] 

(4.9) 

(4. I O) 

Las derivadas respec1,o al tiempo se denotan  por  puntos sobre las  variables.  En  las 

siguientes secciones de e s k  capít,ulo encontraremos soluciones exactas  para  estas e- 

cuaciones de campo? considerando a un fluido perfecto con una ecuación barotrópica 

de  estado p =: t p ,  ademis del caso de vacío. 

4.4 Soluciones para vacío 

4.4.1 Caso plano k = O 

Como primer caso corlsicieraremos un universo vacío ( p  = O) y plano ( k  = O )  ~ de 

modo que las ecuaciones de campo (4.8)-(4.10) tienen la siguiente solución 

donde al y son constantes  positivas  arbitrarias y 

3 + 2w 
X,  = 

io' + 2 f 

(4.11) 
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En  cuanto a las  constantes  que  aparecen  en las  ecuaciones de  campo,  éstas  tienen 

las  siguientes  relaciones 

(4.12) 

Como puede  notarse  de  esta solución, a ( t )  es lineal  en el tiempo,  garantizando 

un  periodo  “coasting ” .  El campo  escalar,  por  su  parte, es una función  creciente 

del tiempo  cuando el exponente  está  dado por -2/(1 - d m ) ,  donde w > - 1. 

Por el contrario,  es  una función  decreciente  del  tiempo  cuando el exponente es 

-2/(1 f d m ) ,  con w > -3/2 cuando se toma el signo negativo de  la  ra’iz  en 

el exponente, y - 1 > w > -1.5 cuando  se  toma el signo positivo. X ( t )  decrece con 

el cuadrado del tiempo  haciendo  posible  obtenerse valores pequeños  de  ella hoy en 

día. 

Por  otra  parte,  puesto  que en el rnarco de la  aproximación  newtoniana la  constante 

de  gravitación  puede  aproximarse como 

2 w f 4 1  
2 w f 3 d ’  

GI-----“ 

y usando  la definición de  la  constante  de  Huhble 

(4.13) 

(4.14) 

el valor de  puede relacionarse con parámetros ohservacionales, si se  expresa  en 

términos del valor actual  de G y del parámetro  de Hubb1.e [ 5 5 ] ,  [56],  [60], [79] 

1 4 4- 2Lu‘ 

cuyo valor numérico está en  términos del par&met,ro LU. 

4.4.2 Soluciones para el caso no plano, k # O 

(4.15) 

L a  solución  en este caso está  dada  de  la siguiente  manera, 
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(4.16) 

donde 

y 41 es una  constante  posit,i\a  arbitraria. En cuanto  a  las  constantes  introducidas 

en las  ecuaciones de campo,  &as cumplen las siguiente  relación 

donde ademtis m es  unit corlstarlt,e arbitraria, de cuyo signo  depende s i  el campo 

escalar  es  una  función  del  t.iempo,  creciente o decreciente. Para  tener valores reales 

de al: los valores de lu‘ est,&n restringidos  a los siguiente valores en términos de m 

rn 
w < -~ m. - I ,  para k = -1 .  (4.17) 

2 

Corno en el caso anterior,  esla solución  corresponde  a un periodo “coasting”, 

con una  constante cosmológica que decrece con el cuadrado  del tiempo. El campo 

escalar es función del t,iempo, que decrece o crece  dependiendo del valor que torne 

la  constante m .  
Tarnbikn en este caso damos el valor de 41 en términos de los valores hoy en día del 

p a r h e t r o  de Huhble y de la constante gravitacional. Así, de acuerdo a. la ecuación 

(4.13) se obtiene el valor de la constante $1 

(4.18) 
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4.5 Soluciones  para un fluido coin ecuación  de 
estado  barotrópica 

Ahora  consideramos un fluido perfecto con ecuación de estado  barotrópica p = ‘ p .  

Tomando en cuenta  la  ecuación de  conservación p = s / ~ z ~ ( ‘ + ~ )  en las  ecuaciones  de 

campo,  obtenemos  la siguiente solución 

S p = -  
a3(1+€) ’ 
X 1  x = -  
t 2  ’ (4.19) 

donde al y dl son constantes positivas y X1 depende de los partimetros w y e ,  de la 

siguiente  manera 

u:[w(l + 5 t  + 3t2  - 9e3) + 2(3e + l)] -t 2 k ( l  + 3t) 
x1 = (4.20) 

2 (  1 + e ) a f  
Para  esta solución las  constantes  satisfacen  las siguientes  relaciones 

2 
1 + 3t  

m =  (4.21) 

Como en el caso de vacío,  la solución  corresponde  a un  rnodelo “coasting” con una 

constante  cosmológica  que  decrece con el cuadrado del tiempo. El campo  escalar es 

una  función creciente del tiempo si - 1  < t < -1/3 y delcreciente si 1 > F > -1/3, 

donde el límite izquierdo en ambas  condiciones es un requerimient,o de causalidad. 

También en este  caso  expresamos la constante $1 en términos de parámetros  obser- 

vacionales cuyos valores hoy en día se denotan  por  el  subíndice  cero 

(4.22) 



44 C A P ~ T I J L O  4.  C O S M O L O G ~ A  TOASTING" 

La solución  anterior excluye el valor c = - 1, que  corresponde a la ecuación  de estado 

del vacío cuántico. E11 la siguient8e sección consideraremos este caso particular. 

4.6 Fluido de falso vacío 

En la presente sección consideraremos el caso ;o = -p ,  que  corresponde  al bién 

conocido caso de vacío cuántico. Est,e caso significa que adernás de  la  contribución 

tie la teoría  gravitacional a la constante cosmológica, se tienen  otras  contribuciones 

debidas  al valor de espectación del vacío de algurlos campos cuhticos. Dc esta 

forma, se tiene U L I ~  constante cosmológica efectiva dada  por iz,~ = 871 p/q5 + ccjn'. 

Con t = -1 obtenemos la siguient,e solución, 

esta solución es válida  para k f 0: con 

Y 

L a  constant;e cosmológica efect,iva est,á dada entonces  por 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 
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Nuestra solución  corresponde  a  un  periodo  iicoastirlg”~  de modo que H = l / t ,  así 

es que 

A,ff = 2 ( 3  + 2 w ) H ,  (4.27) 

podemos ver ahora  que,  de  acuerdo con este  modelo, a pesar  de qué tan  grande sea 

la  contribución  de  la  energía  del vacío de los campos  cuánticos a. la constante cos- 

mológica, la  contribución  gravitacional  reduce el valor de la constante cosmológica 

efectiva, cuyo actual valor es N 4wHt. 
En  este caso 41 puede  relacionarse  también  al actual valor de la constante  gra- 

vitacional, 

H i 4 + 2 w  
- G o 3 + 2 w  1 - ” (4.28) 

4.7 Conclusiones 

En  este  capítulo hemos  presentado  una  familia  de soluciones en el marco  de una 

teoría  general  tenso-escalar, con un  potencial  que  juega el papel  de  una  constante 

cosmológica dependiente del tiempo. 

La  dependencia  temporal  de  la  constante cosmológica en  cada solución obtenida 

tiene la forma X - t -2 .  Dicha  dependencia  ocurre en forma  natural  cuando se usa 

un  campo  potencial 4 - t q  y nos limitamos a a - t ,  que  garantiza  un  periodo 

“coasting”,  en el cual  las soluciones son  válidas.  Hace  algún  tiempo,  este  tipo  de 

soluciones  fueron estudiadas en relatividad  general  [44], I451 donde  la  dependencia 

temporal  de A es introducida ad hoc. 

La  edad del  universo t o  = l / W o  no  está  en conflicto con las  determinaciones  ob- 

servacionales  [46]-[48].  Algunas otras consecuencias astro-físicas, como nucleosíntesis 

[49], en los modelos aquí  presentados,  permanecen sin ser  exploradas  a6n. 

Un potencial más realista  seria necesario para  obtener  una familia  de  soluciones 

más generales y analizar  otros  parámetros cosmológicos que nos permitan  comparar 
las  soluciones  teóricamente obtenidas con valores obtenidos  de  las  observaciones. 

Este es el propósito del siguiente capítulo. 
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Capítulo 5 

Modelos Cosmológicos con A 
dinámica  en  teorías 
tenso-escalares 

5.1  Resumen 

En  este  capítulo consideramos una familia de  teorías  tenso-escalares,  en cuyo con- 

texto  usamos  una  constante cosmológica dinámica, cuya  dependencia  temporal es 

introducida  a  través  de  una función  binomial  en 4 ( t ) .  Tisando una ecuación de es- 

tado  barotrópica  de  un fluido perfecto p = (y - l ) p ,  para el contenido  de  materia del 

universo, obtenemos soluciones exactas  para un universlo homogéneo  e  isotrópico. 

Para  tales soluciones  el  factor de escala tiene  una  dependencia  temporal  en  forma 

exponencial o de ley de  potencias y algunos de los modelos aquí  presentados  no 

tienen  singularidad. Calculamos también algunos parámetros cosmológicos como 

Gm, O*, q o  y Ho, que  comparamos con valores obtenidos  de  datos observacionales. 

5.2 Introducción 

Las  teorías  de unificación consideran una  constante cosmcslógica que es 120 órdenes 

de  magnitud  más  grande  que los valores observados  de A .  Esto se conoce como 

el  problema  de  la  constante cosmológica [55]-[56] .  Con el propósito  de  explicar  y 

resolver este problema, y hacer  compatible a los recientes lresultados observacionales 

con las  predicciones de los escenarios  inflacionarios y de física de  partículas, se 

propuso una constante cosmológica dependiente del tiempo [57] .  Esta  idea no es 
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nueva y se le ha dedicado mucha atención (ver e.g. [58]-[97]). Esencialmente, 

esLa idea consiste en hacer la energía del vacío dinámica, de modo  que  durante la 

evolución del universo la densidad de energía del vacío d e c k  en partículas y como 

consecuencia  la  corlstante cosrnológica decrece, crehdose  partículas corno resultado: 

aunque  en pequefia proporcicin. 

Un amplio  resumen y revisión de modelos con “const,ante” cosmológica tiepen- 

diente del  tiempo: fue hecha por Overduin y Cooperstock [981, prestando  particular 

atención a l a  evolución del lactor tie escala  cuando A es una función del tiempo t ,  del 

factor de cscala a ( t  ) , de 1s const’ant,e de  Hubble H , o del partimetro  de  desaceleración 

q .  En dicho 1,rabajo se consicleró una ecuación  de estado y se obtuvieron  soluciones 

numéricas, pero corno sucede  en la mayoría de los trabajos  anteriores  que  t,ratan 

este problerrla, la, dependencia  temporal del t,érmino cosmológico se introduce dc 

forma ad hoc. 

IJna alternativa  para ini.roducir  la  c,onstante cosmológica de  modo  natural: con- 

siste en considerar una “CoIlstante” cosmológica efectiva y dependiente del tiempo 

en el contexto  de  las tcorías tenso-escalares, la  cual se transforma  en  una  verdadera 

constante cuando t >> O [99]. 

Usando la  teoría (le Jordan-Brans-Dicke (JBD), puede resolverse el problema 

conocido corno “gracefull exit,” de la cosmología de  la  llamada vieja inflación. Sin 
ernbargo permanece el problema  de  det’erminar el parámetro w de JBD, que de 

acuerdo a experimentos  realizados en el sistema  solar [IOO], su valor es  de IlwlI FZ 

500. Una me,jor estimaci6n de este  parámetro  se  obtendría de la  medida  de  otros 

parAmetros cosrnológicos, para restringir  mejor el valor de w de lo que lo hacen los 

experimerltos  deut,ro del sist,erna solar [ lol l .  Sin embargo, teorías  del  universo  muy 

temprano, como teorías de cuerdas, se describen mucho mejor en  el contexto de 

,JBD, most,rando atiern6s que LC) puede tomar valores negativos [102]. 

Así, las  teorías  tenso-escalares y en particular la teoría de .JBD, permiten  intro- 

ducir a la constante cosmológica de  manera  natural.  Recienks  resultados observa- 

cionales  restringen  a  estas  t,corías ( y  a cualquier otra). Por ejemplo, los resultados 

obtenidos en 1998 de supernovas tipo Ia (SN la), muestran  que RA - 0.6 [103], ésto 
inlplica  que nuestro universo st) expande  aceleradamente,  de  modo que cualquier 

modelo que describa el comportamiento de  la  constante cosmológica, debe  tomar 
en cuanta las  evidencia observaciorrales. En el capítulo  anterior [104]: investiga- 
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mos  el  efecto  de una  constante cosmológica dependiente  del  tiempo,  en el  contexto 

de  una  familia  de  teorías tenso-escalares. En ese trabajo  obtuvimos modelos cos- 

mológicos válidos durante el periodo  "coasting",  donde  la  dependencia  temporal  de 

la  "constante" cosmológica surge  de  modo  natural. En, tales  modelos  suponemos 

una  expresión  simple  para el término cosmológico X(4) = c 4 ( t ) " ,  (con c y n cons- 

tantes). 

La existencia  de inflación en teorías  tenso-escalares (TST) fue investigada  por 

Pimentel y Stein-Schabes [ 1051, quienes encontraron fas'es inflacionarias  cuando el 

potencial es un polinomio en el  campo  escalar,  en el marco  de  una TST general  que 

incluye  modelos de Brans-Dicke con constante cosmológica diferente  de  cero. 

Motivados  por  esta  idea,  en  este  capítulo  consideramos  una TST general, como 

en  el capítulo  anterior,  pero  ahora consideraremos una función potencial X que es 

binomial  en q 5 )  para  obtener soluciones exactas  de las  ecxaciones de  campo,  de  las 

cuales obtenemos modelos cosmológicos inflacionarios y algunos parámetros cos- 

mológicos relacionados. De hecho,  en la mayoría  de nuestras soluciones obtenemos 

un  factor  de  escala  que crece de  acuerdo a una ley de  potencias a(t) N to ,  de  donde 

se requiere a 2 1 para modelos  inflacionarios. Como es bién sabido,  ésta es una 

característica genérica de  una clase de modelos que trata de resolver din2imicamente 

el problema  de  la  constante cosmológica. En  la mayoría de  nuestros  modelos o es 

un  parámetro  libre,  que  puede ser ajustado por condiciones físicas, para  estar  de 

acuerdo con datos  obtenidos  de las observaciones de SN Ia, de  acuerdo a los cuales 

a z 1, lo cual  es  consistente con resultados  obtenidos de nucleosíntesis [106]. 

La mayoría  de  nuestras soluciones predicen  una  expansión  acelerada, lo cual 

está  de  acuerdo con resultados  observacionales obt,enidos de SN Ia,  pero 0, y 

C ~ A  dependen  de  parámetros libres  de nuestra  teoría.  En  algunos casos específicos 

obtenemos soluciones cuyo factor  de escala crece exponencialme~~te. 

5.3  Ecuaciones de campo 

Como  en el capítulo  anterior, iniciaremos nuestra discusión COIL la acción más general 

de  las  teorías  tenso-escalares [lo71 

S =  
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donde el significado de  las  variables se dti en  el phrrafo bajo l a  ecuación (4.1). Dc 

la  misma  manera  en  que se explica en el capítulo  anterior, las  ecuaciones de carrlpo 

est&  dadas  explícitamente por 

el resto tiel capitulo  supondremos  que u($) constante y X = X(d). 

Las ecuaciones  de campo correspondient,es,  considerando a un fluido perfecto con 

ecuación  de  estado  barotrópica p -= (7 - 1 ) p  como el contenido  de  la, materia y un 
elemento  de  línea hornogkneo e isotrópico 

las  ecuaciones  de  campo  correspondientes s o n  

( 5 . 5 )  

el corljurlt,o de  ecuaciones 

= d(i); las  derivadas  respecto a t se denotarán  por un 

‘Transformando a l  tiempo T definido como 

(5.5)-(5.7) se reescriben como sigue 

(5.8) 

(5.9) 
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donde el significado de  las variables se dá en el pá,rrafo bajo  la ecuación (4.1). De 

la  misma  manera  en  que se explica  en el capítulo  a,nterior,  las  ecuaciones  de  campo 

e s t h  dadas  explícitamente  por 

En el resto del capítulo  supondremos  que w ( 4 )  = constante y X = X ( 4 ) .  
Las  ecuaciones  de campo  correspondientes,  considerando  a  un fluido perfecto con 

ecuación de  estado  barotrópica p = (y - l ) p  como el contenido de  la  materia y un 

elemento  de  línea  homogéneo  e  isotrópico 

las  ecuaciones de  campo  correspondientes son 

a 2 3k 87rp w (li 2 a*$ 
U 2  4 2 4  u 4  

3 ( ; )  + - - X(4) - - - -(-) + 3" = o ,  

Donde  hemos  supuesto 4 = 4 ( t ) ;  las  derivadas  respecto  a t se denotarán  por  un 

punto sobre  las variables.  Transformando  al  tiempo T definido como 

r =  f $ l r 2 d t ,  ( 5 . 8 )  

el conjunto  de ecuaciones (5.5)-(5.7) se reescriben como sigue 



donde  las  derivadas respecto a T sc denot,an por  una  prima. 

En este  capítulo consitlerarernos (los importantes suposiciones: 

X($) y= XIQ?rcl + X 2 q P 1  (5.13) 

donde r n ,  a,  X I  ~ X2, n 1  y n.2 son constantes. T,a primera  suposición es muy  bién cono- 

cida (ver e.g. [los] y referencias dadas  ahí),  la cual ha sido usada como una condición 

para que el p a r h e t r o  de desaceleración sea constante  para modelos  planos en  la 

teoría  de  Brans-Dicke. Ademlis, con esta condición uuestras ecuaciones de campo 

se simplifican notablemente y 110s permiten  obtener soluciones exactas. La segunda 

condición es la  principal suposición de  este  t,rabajo y es motivada  por el teorema 

cosmológico %o-hair" [loti], con el objeto de estudiar soluciones inflacionarias, para 

las  cuales la  dependencia terrlporal de la "constant,e" cosrnológica surge  de  manera 

natural. Con estas suposiciones ohterlemos de las ecuaciones (5.9)-(5.11) 
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En las siguientes secciones encontraremos soluciones exactas en diferentes  ca- 

sos, así como parámetros cosmológicos que podannos comparar con valores obser- 

vacionales, por  ejemplo,  el  parámetro  de  Hubble H , el parámetro  de desaceleración 

4 0 ,  el parámetro  de  densidad O,, así como el valor del parámetro  de  densidad  de 

la energía del vacío RA. 

5.4 El parámetro de densidad 

Antes  de  calcular soluciones exactas del conjunto  de  nuestras  ecuaciones  de  campo 

(5.14)- (5.16), obtendremos  la ecuación  general para R, y 0 4 ,  de  acuerdo al  modelo 

que  estamos  proponiendo. 

Suponiendo k = O, la ecuación (5.5) se reescribe como sigue 

8nG ( 

Definiendo 

obtenemos 

1 = R, + o,. 
Tomando  en  cuanta  la relación propuesta (5.12), obtenemos 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

(5.20) 

De acuerdo a las observaciones  de SN Ia [103], el valor favorecido del parámetro 

de  densidad es R, N 0.4 + 0.1, este valor represenba una restricción  a la constante 

cosmológica, de  acuerdo a la siguiente  ecuación 
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(5.21) 

esto  implica 5 2 ~  - 0.851k0.2. Estos valores significan que los resultados  obtenidos  de 

SN Ia son sensibles  a la aceleración (le la  expansión y restringen a 4Qr,/3 - 52,1, que 

corresponde a1 parámetro  de desaceleración cuando el corrimiento a l  rojo  promedio 

para estos ohjet,os es 2 N 0.4. Así l a  coml)inación 520 = O,,, + 6 2 ~  está  restringida  por 

la  anisotropía de la radiación (le fondo cósmica (CBR). De modo que 520 - 1 f 0.2,  

obtenida  de COBE y otras medidas  (ver e.g.: 1109]), así como QT,, N 0.4,  definen una 

región dc  concordancia  para S l l ~  - 0.6: siendo éste el mejor  ajust,e  para  un modelo 

del universo [I 1 O ] .  

A continuación  calcula,remos arnbos parámetros  de  densidad, además de las solu- 

ciones exactas  de  nuestras ecuaciones de campo en cada uno de los casos que con- 

sideramos en  este  capítulo. 

5 . 5  Caso de vacío 

Considerando el caso de vacío ( p  =-~ 0 ) ;  de las  ecuaciones (5.14)-(5.16)  obtenemos el 

siguientje conjunt,o de ecuaciones 

(5.22) 

0: (5.23) 

(5.24) 

Naturalmente,  para vacío la  densidad de energía  se  debe a la contribución  del  campo 

escalar $(t ) :  = 1. Nosotros encont,ramos soluciones exactas de este conjunto  de 

ecuaciones en los siguientes  casos: 
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m = 112. Esta solución no es relevante para  nuestro  propósito  porque 

X ( 4 )  se anula. 

m = 213 

donde = [ - q ( 5  + 3w)]- 1/(5f3w), al 1: o! 4l , X 1  = - ~ ; ( 2 / 3  + w / 2 ) ,  

X 2  = O, y e1 es una  constante  de  integración.  Esta solución se  escribió 

directamente  en  términos del tiempo t :  de  acuerdo con (5.8). Aquí el 

factor  de escala crece con el tiempo  para w > - 5 / 3 .  Por su parte X 

decrece como t-2 para cualquier valor (le w .  

El escalar  de Ricci para  este caso est&  dado  por l a  siguiente  expresión 

-213 

(5.26) 

de  donde  podemos ver que  existe  una  singularidad  inicial.  Cuando el 

factor  de escala  corresponde  a  un  modelo  en  expansión, el parámetro  de 

desaceleración actual  tiene  un valor negativo, i e .  ~ la solución corres- 

ponde a un  modelo cosmológico a,celeraclo 

(5.27) 

de  acuerdo con esta expresión para el parámetro  de  Hubble  actual, 

t o  N 1/Ho implica  que w = -13/6, que es un valor muy  pequeño en 

comparación con los correspondientes valores obtenidos  de  experimentos 

en el sistema  solar. 

771 # 112, 213 

En este caso obtenemos dos familias  de soluciones: 

(a) w # -(m + 1). 
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(5.28) 

donde 

y c es una constante de integración. De acuerdo a la solución  del 

presente  caso, X se reduce a una función monomial en 4 ( t )  que decBe 

con el  tiempo.  Claramente,  para que la presente  solución sea, infla- 

cionaria se requiere que 7 n ~  < O. 

Por ot,ra parte, el escalar de R.icci está dado por 

/ 

De acuerdo con esta. expresión) la solución correspondiente tiene unit 

sirlgularidad inicial. Los valores act,uales del parárnetro de Hubble 

y parkmetro tic desaccleración,  de  acuerdo ron este  modelo) e s t h  

dado por 

De  esta Gltirna ecuación podemos ver que para el presente  modelo, 

el universo se cxpmdc con aceleración si mu < -1/2. Por otra 
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parte,  utilizando Ho N 65 * 5 km s-lMpc-' [112], tendremos  que 

t o  N 15.05 31 1.96 llmall Gy, de rnodo que  la  edad  estimada del 

universo, de  acuerdo con este  modelo,  es  menor  que  el valor aceptado 

hoy en día. 

(b) 1-1. - 2 ~  ==+ w = -(1 +m). 
Para  esta  particular relación entre w y m obtenemos  la  siguiente 

solución 

donde 4 2  = c'~/~,LL, a2 = a ! ~ " ~ ,  X 2  = O ,  X I  = 4c'(3m2-3m - w / 2 ) u 2  y 

e' es una  constante  de  integración. En este caso tenernos una solución 

inflacionaria  exponencial, si m 4 2  < O * m < O 6 1 / 2  < m < 2 / 3 .  

Este modelo no es singular, como podemos ver del  escalar  de R.icci 

!J? = 24~/m~(Gm" - 7771 f 2). (5.33) 

Los valores del parámetro  de Hubb1.e y el partimetro  de  desacelera- 

ción hoy en día,  de  acuerdo con la  presente  solución, son 

Qo -1, Ho = c1~1(127n2  - 1 4 ~ ~  + 4)) (5.34) 

así,  este modelo se expande con aceleración constante desde un es- 

tado no singular, y con parámetro  de  Hubble  constante. 

2. k # O  

m = 1 / 2  

(5 .35)  
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D e  acuerdo con est,a soluci6r1, o,( [ )  crece linealment,e con el tiempo, a 

una razón constant’e. rnient,ras que la  “constante” cosmológica decrece 

con el tiempo. Es claro quc n ( t )  ciebe de ser real  y positiva, al  igual que 

$ ( t ) ,  así es que debe sat,isfacerse k / ( 3  -t 2u) > O. La  presente solución 

corresponde a una cosmología “coasting” con singularidad  inicial, como 

puede verse del escalar (le Ricci 

8 = 12(3 + 2 4  t-?. (5.36) 

Por otra parte, corno ya llerr~os mencionado: el actual valor del pariimetro 

de tiesaceleración se anula, y el parámetro de Huhble está tiado por 

de  modo  que, t o  = l / H ”  - 15.05 Gy, lo cual  está en relativo  acuerdo con 

los valores observacionsles  aceptados actualmente. 

5.6 Soluciones  exactas  para  el  caso de una 
ecuación de estado  barotrópica 

A continuación  consideraremos p ./ O, de modo que  regresando al corl.junto de 

ecuaciones (5.14)-(5. IC;), de la ecuacicin (5.14) tenemos 

(5 .38)  

1Jsando esta expresión en las ecuaciones (5.15) y (5.16), el conjunto  de  ecuaciones 

dc campo se reduce a lits siguient,cs dos ecuaciones 
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"(2m 4 ' I  - 1) + (T) 4' 2 [ - 2m - w - - 1 -- y(3m2 - 3m - -) + 
4 2 " 1  2 

De la ecuación (5.39) con y # O (el caso  de falso vacío será  considerado en la sección 

5.8 ), tenemos que 

(5.41) 

TJsando esta expresión y sus derivadas en la ecuacidln (5.40)) obtenemos la siguiente 

ecuación 

Con el  propósito de resolver esta ecuación diferencid en forma  analítica, considera- 

remos  el  valor m = 1/2, de modo que la ecuación (5.42) se  reduce a la siguiente 

(5.43) 

De  esta ecuación  diferencial  tenernos  dos  posibles  casos: k = O y I;: # O. El caso 

y = 4/3 se  considerará  en la sección 5.7. 



1. Para k = O t,enernos la siguienk solución: la cual escribirnos en términos (le1 

tiempo t corno siguc 

(5.44) 

donde 

donde además c1 es una constante  de  integración. De esta solución, pode- 

mos ver que la condición para que la solución corresponda  a  un  modelo  en 

expansión es P < O, lo cual  implica, dc acuerdo a (5.45), que 3' > 2/3. 

En  este caso, el  escalar de H.icci y los parkmetros de desaceleración y de Hubhle 

están  dados por las  siguientes  expresiones 

(5.46) 

(5.47) 

La condición de causalidad  requiere O 5 n/ 5 2, de modo  que esta solución 

corresponde a u11 modelo  acclerado para y < 4/3. Por  otra  parte, to - 1 / H o  N 
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15.05 Gy para y - 4/3. Así es  que  esta solución es del tipo  de soluciones donde 

la  expansión cósmica es manejada por el impulso  originado  en  el  Big-Bang. 

El parámetro  de  densidad  de energía y la  contribución del campo escalar 4 ( t )  
están  dados como sigue 

2 4w an = "- 
37 33" 

(5.48) 

Para tener  un valor positivo  de 0,  se requiere w < 1/2, incluyendo valores 

negativos  de w. Por  otra  parte, OTn 0.4 z t  0. 1 y 0 5 y 5 2, por lo tanto  de  la 

ecuación  para a, y ad, obtenemos  una restricción para w: -0.1 5 w 5 1/2.  

2. Considerando  ahora el caso k # 0,  de Eq. (5.43), obtenemos  la  siguiente 

solución en  términos del parámetro T :  

donde  ahora a = 4-3y) p = 

integración. De acuerdo  a  la Ecuación (5.12) tenemos 

4 y e1 es una  constante  de 2ff 3+2w' 

u(.) = al [ cosh (@T)]- ' :  k f 0: y -f O ,  4/3. (5.50) 

El escalar  de Ricci para  este caso está  dado  por 

donde u1 = Q C ~  , TI = "$=, r2 = 3( :2- ty) ,  y ~g = 3yf2 f 4 w .  Para 

obtener las  singularidades  de  esta  solución,  calculamos los invariantes  de 

curvatura no nulos definidos en el  ap4ndice C [113], los cuales para  este 

caso están  dados  por 

112 3c k 



(5.52) 

de donde claramente es suficient,e calcular E l :  

donde 

de l a  ecuaci6n (5.51) , !J? + 00 si T 4 * m ,  y al menos uno de los 

exponentes es positivo, i e .  . a > O o n > 2 .  Por otra  parte, de los 

invariant,es de curvat,ura Ec.  (5.53) HI + 00 requiere que T + k m ,  

y n > 2 (of > 2/3), a > O(y < 4/3) o n > I. (y > O ) .  Así es que las 

soluciones de este caso son singulares para O < y < 4/3 y T ”+ 41100. 
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8 = TI(7-3 - T g )  cosa [p.] + T I T 2  cos" [p.], (5.57) 

donde  ahora 

(5.58) 

De  acuerdo a (5.52), como en el caso anterior, se requiere  calcular  sola- 

mente R1, que  para  este caso está  dado  por 

R1 = q ( s 2  + s3)2 cos20-4 [p.] f s&q - cos2a [ P T ]  + 
~ S I ( S ~  + ~ 3 ) ( ~ 4  - sg) ~ 0 5 ~ ' " ~  [p.], (5.59) 

donde 

3 C1 

4 a4(3 -t 2wI2 '  

2 

S1 = "- 

(5.60) 

de  las ecuaciones (5.57) y (5.59), X "--f cm así como R1 + 0 0 ,  si [p.] -+ 

f ( 2 n  + l ) n / 2  y al menos  un  exponente en las  expresiones  respectivas de 

R y R1 es negativo: F < 2 (y  < 2/3), a < 1 (y < O) 6 a < O (y > 4/3). 

Entonces  tenemos dos intervalos  de y para los cuales las soluciones del 

presente caso son singulares: O < y < 2/3 y 4/3 < y 5 2;  además 

la condición  de  causalidad  requiere que y se encuentre  en el  intervalo 

05752. 

Por otra  parte,  de las  ecuaciones (5.38) y (5.41)  tenemos  para  cualquiera  de 

los dos casos respectivos 3f2w < O ó & > O  
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(5.61) 

(5.62) 

donde 

Como podemos ver, X(q5) permanece como una función l-)inornial de 4 si y # 
4/3. 1';~ra analizar el comr,ort.anlient,o tie l a  solución obtenida,  en  términos 

del tiempo cosmológico t ,  en la siguiente sección daremos  algunos  ejemplos. 

5.6.1 Fluido de polvo 

Una  aplicación  interesante dc la ecuación de  estado  barotrópica,  corresponde a 1111 

fiuido de polvo para el cual (7 = 1). en tal caso la solución es l a  siguiente: 

(5.63) 

Donde 0, c; , u1 x: a c ,  , X 1  ~ 4(2w - 5)cl  , X 2  = O ,  = - 1 112 1 12 I-2w 
~ c1 > Y c1 

es  una  constante (le intcgración. Esta es una solución que presenta inflación 

exkmdida, con una  constante cosrnológica que decrece con el tiempo y tiene 

singularidad inicial! como p u d e  vcrse del  correspondiente  escalar  de Ricci 
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(5.73) 

De  acuerdo  a  nuestro  análisis  general  de  este  caso,  de  (5.57) y (5.59)) 

$2 y R1 no divergen para v = 4 y [p.] + h(2n + l )n /2 ,  ésto  está  de 

acuerdo con la solución dependiente del tiempo (5.72) la cual no tiene 

singularidades. Para este modelo y = 1 < 4/3, ésto es consistente con la 

condición y > 4/3, para  que  existan  singularidades. 

Para  esta solución, los valores actuales del parimetro de  desaceleración 

y del parámetro  de  Hubble e s t h  dados  por 

Como en el caso anterior, el valor de t o  ‘depende  de  las  constantes  libres 

de  nuestro  modelo, pero  en este caso, si Hi N 41 =j t o  N 1/Ho.  

5 .6 .2  Fluido “Stiff matter” 

Otra  interesante aplicación  de una ecuación  de estado  harotrópica,  es  un fluido “stiff 

matter”  para el cual y = 2. En  tal caso las soluciones (5.44),(5.49), (5.50)) (5.55)) 

y (5.56) son  las  siguientes 

1. k=O 

La solución en  términos del tiempo físico t est&  dada  por 

(5.76) 



Esta solución  tiene significado físico para t < c, donde c es una constante de 

integración. El  factor de escala  crece  lentamente  con  el  tiempo y el parámetro 

tie desaceleración cs const’ant,c. El escalar de R.icci y el parámetro de Hubhle 

están dados por. 

R = o,  

Los par6met)ros de densidad  correspondientes son 

1 2w 
3 3 ’  bt,, = -” 

(5.77) 

(5.78) 

(5.79) 

Se requiere  que w < 1/2 para tener valores positivos de Om) como hernos 

serlalado en la disc~rsión de la solución general. Los resultados  observacionales 

O,,,, = 0.4 y (L,, = 0.6,  tlcterrninan lu‘ = -0.1. 

2. k # O  
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o Para 3+2w IC > o  
La  solución para  este caso en términos del tiempo t está dada  por 

(5.80) 

donde 41 = %&, (41 > 0  para e1 > O ) ,  al = C X C , ~ ’ ~ ,  X 1  = 2, 2k 

x 2  = o ,  p1 = - a4,  y c1 es  una  constante de integración.  Aquí a ( t )  

crece con el  tiempo desde un radio mínimo a1 y no hay singularidades. 

La gráfica  de esta solución  es  análoga a la figura 5 .2 ,  donde la. expansión 

tiene  lugar con  aceleración  partiendo de un estado no singular. Para 

este  caso  se  tiene  la  restriccion k / ( 3  + 2w) > O ,  si  consideramos  que 

w tiene valores positivos,  entonces k =: 1 ,  implicando  que la solución 

en  cuestión  corresponde a un universo cerrado  pero  sin  singularidades, 

como  se  verifica de los  correspondientes  escalar  de  R.icci  e  invariante de 

curvatura que están dados por 

87T c1 

(5.81) 

Por el contrario, si w es negativa, espec-íficamente w < -3/2, se tendrá 

k = - 1  y la solución corresponderá  a u11 universo abierto sin singulari- 

dades. 

En este caso y = 2 lo cual  implica que (T = -2 .  De las ecuaciones 

(5.51) y (5.53) con este valor de o, ni X ni R1 divergen para T ”+ &m, 

lo cual  es  consistente con nuestro  requerimiento y > 4/3 para evit>ar 

singularidades. Este análisis  est& de  acuerdo con la  inspección  de las 

ecuaciones (5.81) y (5.82). 



L a  grAfica de esta solución es anAloga a la gráfica de  la figura 5.2 (con 

las  constantes  de proporcionalidad  normalizadas  a l), correspondiente  al 

caso de polvo con m k < O. 

Los parhe toros  (le Hubhlc y de desaceleración están  dados por las sigu- 

ientes  expresiones 

(5.83) 

(5.84) 

donde = 511 - 1 1 .  PaIa que la solución sea físicamente significaLtiva, 

se requiere que 41 < O ==-+ c < O .  El escalar  de Ricci y el invariante  de 

curvatura correspontlientes al  presente caso? est& dadas por 

I; 

(5.85) 

En este caso 7 = I Z I  de modo que u = -2; de modo que en la solución 

general ( Eys. ( 5 . 5 5 ) -  (5.59,)), 33 - 00 y R1 "+ 00, i.e., la soluci6n es 

singular  para  este caso si [ O T  J ===+ &(2n + l ) n / 2 ,  lo cual  corresponde  a 
"112 

t = 4, . De acuerdo a nuestra discusión de  singularidades en el piirrafo 
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bajo  la ecuación (5.59))  para y = 2 la clorrespondiente solución debe ser 

singular, como  podemos  verificar de la  inspección de la  ecuación (5.85) 

y (5.86). 

L a  gráfica  de esta solución es equivalente  a la gráfica  dada en la figura 

5.1 (con  las  constantes normalizadas  a 1) .  Si  consideramos  que w toma 

valores grandes y positivos,  de la condición para la presente  solución 
- 
3+2w IC < O ,  notamos que k debe ser negativa, correspondiendo  a un modelo 
de  universo abierto pero  que  se  colapsa en una  singularidad. Por  el 

contrario si w toma valores negativos ( w  < -3/2), k puede  ser  positiva y 

la solución  correspondería  a un universo cerrado  que  se  recolapsa  en una 

singularidad. 

Para  este modelo  los valores actuales de los parámetros de  desaceleración 

y de Hubble son 

(5.87) 

Como podemos ver, 41 < O 4 qo < O ,  así es que este modelo está 

acelerado.  Los valores numérico de Ho ,y t o  dependen  de  los  valores  de 

las  constantes  libres en nuestro  modelo. 

Fluido de radiación 

En esta sección  consideraremos  el  caso  de un fluido de radiación para el  cual y = 4/3, 
de modo que  regresando a las  ecuaciones (5.14)-(5.16) y siguiendo un procedimiento 

análogo al de la sección 5.6, obtenemos la ecuación (5.42) con y = 4/3. Para resolver 

esta ecuación  diferencial supondremos m = 1/2, así  es que en tal caso  tendremos 

(6” ($1 2 

4 
” (T)  = o ,  (5.83) 
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en la  cual CL: # -3/2. Esta ecuación  diferencial  tiene l a  siguiente  solución 

(5.90) 

/ I ]  
4 

€ 3 1  tkrminos  del  tiempo t ,  esta solución está  dada corno sigue 

(5.91) 

(5.92) 

donde 

Esta solución  t8iene  singularidades, corno se puede ver del escalar  de  R.icci, que 

para este caso está dado  por 
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k 

al 
!J? = 6 ( l  + 7) t - 2  (5.93) 

El parámetro de desaceleración se anula,  mientras que el valor actual del parámetro 

de Hubble  está dado por 

1 
t o  

40  = o,  Ho = - >  (5.94) 

así es  que t o  = 1/Ho N 15.05 Gy, valor que está en razonable  acuerdo  con  las 

medidas  observacionales. 

El caso k = O no está excluido de la solución (5.92).  Para k = O obtenemos  los 

parámetros de densidad de la  materia y el campo  escalar 

5 
n4 = w + -. (5.95) 

2 

Se requiere  que w < -3/2,  para  tener Om > O ,  y los valores observacionales acep- 

tados  actualmente  para R, y 0 6 ,  implican  que w := - 1.9. 

5.8 El caso de falso  vacío 

En esta sección  analizaremos  el  caso y = O .  Seguiremos un procedimiento  similar 

al de la sección 5.6,  entonces de las  ecuaciones (5 .39 )  y (5.40) con y = O ,  obtenemos 

el  siguiente  conjunto de ecuaciones. 

(5.96) 

(5.97) 

Primeramente consideraremos el caso k = O. 



E l  cor-ljrmto de ecuaciones (0.96)-(5.97) con x7 = O tienc dos posibles  soluciones 

dependiendo de la relación entre 7, y w :  

1. w = -1 - 7r1 

(5.98) 

Esta es una  solución  inflacionaria si < O. Esta condición  significa 

que O < m < 1/2,  lo cual  implica  una  restricción en el rango de valores 

quc puede tornar ÚJ: 1/2 < ÚJ < 1.  Para  tener soluciones físicas es 

rlecesario que c 1  > 0' lo cual  significa que p < O. Por supuesto estas 

soluciones no tienen singularidades, como podemos ver del escalar de 

R.icci para este caso 

Los pariimetros de  Hubhle y de desaceleración están (lados por 
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así es que el modelo es acelerado. Por otra  parte, los parámetros  de 

densidad debido a l a  materia y el campo  escalar,  para  esta solución están 

dados como sigue 

(5.101) 

Aquí, se  requiere  que c2/c3 < O, para  tener valores positivos de Qm. 

Como hemos visto, O < m < 1/2 3 m :> O y $1 < O,  lo cual significa que 

0, y 0 4  crecen exponencialmente con el tiempo,  manteniendo R,+Rd = 

1. 

2. w # - 1 - m  

con esta condición y IC = O,  las  correspondientes  soluciones exactas  al 

conjunto  de  ecuaciones (5.96)-(5.97) son 

4 ( t )  = 41 (c  - t ) " !  

a ( t )  = (c - t)-,,", 

C1 
P = -- 87r ! 

donde 

1 - 2 m  
o =  

m f w f l '  

C:-n~ (2m - 1)Z 1 
X 1  = " 1 [(S + 2 w ) ( 2 m  + w + -) f 

4 2 m f w f y  2 

(5.102) 



Esta solución corresponde a 1111 modelo  de inflación extendida si rriv < O .  

Para  tener soluciones Ksicarnente significativas? se requiere t < c. La 

constante cosmológica cs una función  que decrece con el tiempo: X N 

t" f t "g,  si (7 > O ,  implicando,  por la condición mencionada más arriba 

ma < 0, que m debe ser negativa. 

Este  conjunto tlc soluciones es singular justamente  en t = c ,  como pode- 

mos ver del escalar (le H.icci 

(5.103) 

Los valores act,uales  de los partimetros  de  Hubble y desaceleración para 

este  modelo, e s t h  dados  por el siguiente  conjunto  de  expresiones 

rrt f ~ c l  + 1 
qo  1 -  

m(2m - 1) 

(5.104) 

De acuerdo  a est,os resullados,  la  expansión  en  este  modelo  tiene  lugar 

en forma acelerada si qo = 1 I 1 /ma < O, pero  hemos  visto  que mn < O ,  
entonces j(ma-(( < 1 es la condición requerida  para que el universo  sea 

acelerado.  El valor de t o  depende  claramente del valor de m y w, pero 

sabemos que debido a las restricciones en t ,  este modelo no es relevante 

hoy en  día. 

Los correspondientes  parámctros  de  densidad  debidos  a  la  materia y al 

campo escalar e n  el presente caso, están dados por 

Ambos valores dependen de las constantes  libres  del  modelo!  pero  para 

todo valor tic? t se satisface SI,, + = 1. 
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e k f 0  

Para resolver analíticamente el  conjunto  de  ecuaciones (5.96)-(5.97) con k # O ,  

supondremos m = 1/2, de modo que  tendremos  respectivamente 

4 Ir, 
a 2  

( ;)2(3 + 2w) - ” = o ,  

De la ecuación (5.106) tenemos 

L a  solución  de esta ecuación está  dada por 

De  la ecuación (5.108) tenemos 

(5.106) 

(5.107) 

(5.108) 

(5.109) 

(5.110) 

Usando esta  illtima  ecuación en (5.107) obtenemos  una  ecuación  diferencial 

para X ( 4 ) :  

(5.111) 

(5.112) 

De las ecuaciones (5.12) y (5.38) con m = 1/2, tenemos  respectivamente 

(5.113) 



C1 
P I ”  (5.114) 8n ! 

donde al E ~ c T ” ~ .  E s h  solución, en términos de t ,  est& dada como sigue 

donde 

(5.115) 

Esta solución tiene una singularidad  inicial, corno puede verse  del escalar de 

Ricci 

R = 12(2 + w) t r 2 .  (5.116) 

X(@) se incrementa con el Liernpo, en contradicción con las  observaciones ac- 

tuales. Sin embargo,  para u n a  combinación  particular de los valores actuales 

de las  constantes  libres de e s k  modelo, puede tenerse un valor pequeiio de X0 

Los valores actuales de los par&mel,ros de desaceleración y 

presente rrlodelo esttin dados por las  siguientes  ecuaciones 

(5.117) 

de Hubble, para  el 
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1 
q o  = o, Ho = - >  

t o  

tal  que t o  = 1/Wo N 15.05 Gy. 

(5.118) 

5.9 Conclusiones 

Hemos  considerado  la  teoría  tenso-escalar  de  Brans-Dicke,  obteniendo  modelos cos- 

mológicos de  Friedman-Robertson-Walker con constante cosmológica dependiente 

del tiempo. La dependencia  temporal  surge  de  manera  natural.  Para  obtener solu- 

ciones inflacionarias exactas  de las  ecuaciones  de campo, hicimos  dos  suposiciones: 

u,q5m = a, con a constante, y X ( t )  = Xl4(t)”’ + X 2 q 5 ( t ) n 2 ,  con una ecuación de  estado 

barotrópica p = (y - 1 ) p .  Nuestro  conjunto  de soluciones exactas  dependen  de los 

valores de y ,  I C ,  m y w.  
Hemos clasificado las soluciones exactas  de  cada caso que  hemos tratado,  de 

acuerdo  a  los valores de  las  constantes  libres  de r.mestro modelo. Para vacío con 

k = O y m = l/2 ,  obtenemos  una solución no relevante para  nuestros  propósitos, 

ya  que X = O. Para k = O y m = 2/3 obtenemos  una solución con singularidades 

para la cual el factor  de escala crece con el tiempo corno a ( t )  N ti/(5f3w) en forma 

acelerada. 

También  para vacío obtenemos  en el caso plano,  una solución de inflación exten- 

dida con singularidad  inicial.  Para el caso no plano  obtenemos  una solución singular 

“coasting”.  En  todos  estos modelos el valor de t o  y 0, (usualmente  llamado C I A )  

son similares  a los valores aceptados  actualmente. 

También  obtenemos soluciones exactas cua,rldo utilizamos una ecuación de es- 

tado  barotrópica  general p = (7 - 1)p .  En el caso plano ( k  = O) obtenemos  una 

solución de inflación extendida con singularidad  inicial.  La  expansión  de  este mo- 

delo ocurre  aceleradamente,  independientemente  de la  ecuación  de estado.  El valor 

de 0 4  depende  de los valores no  determinados de las constantes y y w.  

La solución  del caso no plano no puede  expresarse en tkrminos del tiempo cos- 

mológico, si no  en  términos del parámetro T. En  tales modelos las  singularidades 

iniciales  pueden evitarse  para algunos valores de y .  

Como  ejemplos de  nuestras soluciones generales, hemos calculado los modelos 
para  un fluido perfecto de polvo y  de  “stiff  matt(3r”.  Para el modelo  de  polvo, 
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en cl caso plano, obtenernos una solució11 de inflación extendida que se expande 

lentamente con a,celeración y cuya const,ante cosmológica decáe con el tiempo. Est,a 

solución tiene una. singularitlad  inicial y su edad  estimada es to N 2 / H o ,  la  cual 

resulta muy grande  comparada con las valores aceptados hoy en día. Se requeriría 

una  razón  de  crecimiento miis riipida para  tener valores más pequenos  de t o  y ser 

consistente con las  observaciones actuales. 

Por otra  parte,  para un rnodelo de pol~7o no plano  obtenemos  una  solución que 

se expande  lentamente n ( t )  N 1" con aceleración o desaceleración no constante, 

dependiendo  de la  relación crlt're las constantes  libres  de  nuestro rrlodelo: k / ( c  4- 

2 w )  > O ó k / ( 3  I -  2 w )  < O respcctivamente. Los modelos son singulares o no 

singulares  depeudierldo tarnbikn de los valores de  las  constantes  libres a,  k y w. 

Como otra aplicación de nuest'ra solución con una ecuación de  estado  barotró- 

pica,  considerarnos url fluido de "stiff matter"  para el cual y = 2. La  solución 

correspondiente al caso plano es un modelo que  se  expande  lentamente a(t> N t1Í2, 

con aceleración,  sin  singularidades y con constante cosmológica que decáe con el 

tiempo X - t 1 Í 2 .  La validez de este modelo está restringida a algunos valores de 

t .  La edad  actual del  universo, segim este modelo, es t o  - 1/2Ho 7.5 Gy, con 

No N 65 f 5 krrl sP1Mpc-l. Claramente  este modelo no es aplicable hoy en día, no 

solo por el valor obteuido para t o :  si por el tipo de fluido en consideración. 

En el caso no plano  para el mismo fluido M i f f  matter", obtenernos  modelos 

cosmológicos para los cuales el factor tie escala crece con el tiempo  desde  un  radio 

mínimo y cuya constante cosmológica decrece con el tiempo,  pero como en el modelo 

para el fluido de polvo, txnemos un corljunto de  constantes  libres cuyos valores 

det,ermina,n las  características de estc  modelo. Así: para k / ( 3  4- 2w)  > O tenemos 

u11 modelo con aceleración no corlstant'e y sin singularidades,  mientras que para 

k / ( 3  + %I) < O, nuestro  modelo t'iene u11a aceleración no constante  también,  pero 
con singularidades  iniciales y cuya validez est& restringida a algunos valores de t .  

En  ambos casos la edad del univcrso, segíín est.e modelo,  dependen  de los valores 

n u d r i c o s  de las constalltes lilms. 

Separadamente resolvemos los casos de  un fluido de radiación (AJ = 4/3) y dc 

"falso vacío" (y = O ) .  F'ara el fluido de radiación  obtenemos un modelo "coasting'' 

n, ( t )  N f,, con una  constante cosmológica que decrece con el tiempo y con singulari- 

dad inicial,  irldependienternente  de lit curvatura. El valor de t o  - 15.05 Gy obtenido 
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de este  modelo, está en  relativo  acuerdo con las  observaciones actuales. 

Para  el fluido de falso vacío,  obtenemos un conjunto  de  soluciones que clasifi- 

camos  dependiendo del rango de valores que pueden tomar  las  constantes  libres  de 

nuestro  modelo. Para el caso plano,  obtenemos dos familias  de  soluciones,  una de 

ellas  corresponde a un modelo de inflación  exponencial con aceleración  y sin sin- 

gularidades.  Otro  conjunto de soluciones  obtenidas para  este caso es un modelo 

inflacionario  del  tipo  ley de potencias: a ( t )  N ( e  - t ) ‘ ,  donde t depende de las  cons- 

tantes “libres” m y w ,  que realmente  están  restringidas  por  requerimientos  físicos. 

Para  esta  última solución , la  constante cosmológica es nna función  binomial  en t ,  
la cual  decrece bajo condiciones  específicas dependiendo de las  constantes  libres. 

Adicionalmente,  obtenemos  una solución para el  caso no plano  de un fluido 

de “falso vacío”. E n  ta l  caso  obtenemos un modelos  “coasting” a(t)  N t ,  el cual 

tiene  singularidad  inicial y constante cosmológica que es  una función  binomial  en 

t :  X N Xlt-2 + X2t2 .  La constante cosmológica de este modelo crece con el  tiempo, 

en  contradicción  con  las  observaciones  actuales  de X. Sin  embargo,  para  una  com- 

binación  particular de los valores hoy  en  día  de  las constantes  libres del  modelo,  es 

posible  obtener  un valor pequeño de Xo. E l  valor de t o ,  de acuerdo con este  modelo, 

es t o  N 15.05 Gy, el cual  esá en relativo  acuerdo con el valor aceptado  actualmente. 

Así, como  hemos visto de la descripción de nulestras soluciones,  algunas de e- 

llas  no  tienen  significado  físico hoy en día, a1guna.s otras  están  restringidas  a un 

periodo  específico de la evolución del Universo. L,a mayoría de ellas son válidas 

desde una singularidad  inicial hasta hoy, prediciendo una, época  inflacionaria,  una 

“constante)) cosmológica  que  decrece  con el tiempo,  además de un valor negativo 

del parámetro de  desaceleración, en concordancia con  el reciente  resultado  observa- 

cional, de  acuerdo con el  cual el universo está acelerándose actualmente. La  edad 

del  universo  predicha por  estos  modelos  depende, en algunos  de  los casos, de  algu- 

nas  constantes  libres de  nuestros  modelos, sin embargo debe  tomarse en cuenta el 

tipo de fluido para el que se evalúa t o .  



Capítulo 6 

Resumen,  conclusiones y 
perspectivas 

En este  trabajo hernos considerado  a la constante cosmológica como una  función 

del tiempo y hemos  investigado sus implicaciones en el contexto  de  la  teoría  tenso- 

escalar de Brans-Dicke. Nos hemos enfocado en la  obtención  de soluciones exactas, 

tie modo  que  la cornplicación de  las ecuaciones diferenciales no lineales que  consti- 

txyen  las ecuaciones  de  campo  de nuest’ro sistema, nos limita a ciertas  funciones 

del potencial  escalar. As í ,  en el capítulo 4 hemos presentado  una  familia de mode- 

los cosmol6gicos con un potencial  proporcional a una potencia del carnpo escalar, 

obteniendo soluciones válidas  durant’e  un periodo “coasting”. Dichas  soluciones 

presentan  la  característica  de term  una  constante cosmológica que decrece con el 

cuadrado del tiempo,  de modo  que se pueden  obtener pequefios valores de A hoy 

en  día. 

Con el objeto tie obtener modelos d i d o s  durante  más amplios  periodos  de  la 

evolución del  universo y de obtener parámetros cosmológicos que puedan  compa- 

rarse con valores obtenidos tie observaciones, en el capítulo 5 hemos presentado unta 

familia  de modelos cosrnológicos COIL un potencial  que es una función  binomial  del 

canlpo  escalar. Hemos considerado a un universo vacío o que  contiene a un flu- 
ido perfect,o con ecuación  de  est#atlo  barotvópica. En este  contexto hemos obtenido 

una  familia de soluciones exactas que corresponden tanto a  modelos de inflación 

exponencial como a inflación extmdida? así como un  conjunto de partimetros cos- 
mológicos pa,ra  cada caso corlsidevado. 

Cada solución difiere  dependielldo del tipo de fluido a que  corresponda. Algurlos 

8 3 
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modelos  obtenidos  en  este trabajo  han sido descartados en base a la comparación 

entre los  valores de los parámetros  cosmológicos  obtenidos de nuestros  modelos y los 

conocidos  de  las  observaciones.  Sin  embargo la mayoría  de  nuestros  modelos están 

en  relativo  buen  acuerdo con las  expectativas  observacionales,  presentando  una 

constante cosmológica  que  decrece con el tiempo y un parámetro de desaceleración 

negativo,  implicando que tales  modelos cosmológicos corresponden  a un universo 

acelerado, lo cual es importante en base  a los recientes  descubrimientos  obtenidos 

de las observaciones  de  las  estrellas supernovas Ia, segiln los cuales  nuestro  universo 

se  encuentra en una  fase de aceleración y con una, constante cosmológica distinta 

de  cero. 

También hemos hecho un análisis  de  las  singularidades  de las soluciones obteni- 

das del  modelo  presentado en el  capítulo 5 .  Hemos encontrado que la mayoría  de 

los  modelos  presenta  una  singularidad tipo  “Big-Bang” , aunque  alguno  de  nuestras 

soluciones  corresponden  a  modelos  cosmológicos no singulares. Es importante seguir 

investigando  las  características de este  tipo de modelos sin singularidad,  ya  que  en 

algunos trabajos anteriores se ha argumentado la posibilidad  de que la  existencia 

de una  constante cosmológica permita  evitar singularidades y permita  la  creación 

del  universo. 

En los  modelos  presentados en el  capítulo 5 hernos encontrado un corljunto de 

soluciones exactas  para fluidos perfectos con ecuación de estado  barotrópica. A lo 

largo  de la evolución del universo,  distintos fluidos dominan en cada  etapa. Así, un 

aspecto que  aún  permanece  abierto en la investigación  iniciada en este  trabajo es el 

andisis de la  etapa evolutiva del universo en la que cada  solución tendria  sentido. 



Apéndice A 

Condición  de  no  divergencia 

En  este apéndice  demostramos que la condición de no divergencia se cumple si la 

ecuación de campo (4.3) se satisface. 

Iniciarnos  nuestra  demostración con la expresión  del  tensor  tensión-energía  de 

la materia, el  cual  partiendo  de  la  ecuación (4.2) puede escribirse corno sigue 
a 

simplificando esta  illtima ecuaciórl: 

lisando  las identidades q5ipRE O (4;”) - (U g5);v, en la  ecuación  anterior,  obte- 

nemos 
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Esta es la ecuación  de  campo (4.4) multiplicada  por el factor -y$;+,. De  este 

modo  se  demuestra  que si esta ecuación se satisface,  entonces la condición de no 

divergencia se  satisface  también, de modo que las  ecuaciones  de (4.2)  y (4.4) son las 
ecuaciones  de  campo  correspondiente  a  nuestro  sistema, de las cuales  se  obtienen 

las  ecuaciones (4.8)-(4.10). 



Apéndice B 

Aplicación a teorías de cuerdas 

En estk apkdice  demost,rarnos que las  soluciones  obtenidas p r a  el caso de vacío 

con w = -l., corresponden a soluciorles de modelos de cuerdas a bajas energías. 

Llevaremos a cabo  esta  demostración probando que la acción  usada  en  nuestros 

rnodelos puede transformarse en la acción de las  teorías de cuerdas a. bajas energías! 

notando que  hay una relación entrc nuestro  campo  escalar y el campo  escalar de 

las teorías de cuerdas. 

Iniciamos rluest’ra demostración con la  acción de la teoría  tenso-escalar  de  gra- 

vitación más general 11071 que hemos usado en los  modelos  presentados en los 

capítlllos 4 y 5 :  

Considerando un campo  escalar $ tal que @ = e”‘P, el valor de l a  constante de 

acoplamiento w = - 1  9 tornado en cuenta  el caso de vacío? l a  acción  dada en l a  

ecuación  anterior  se  reescribe  como  sigue 

Si  ahora identificarnos  la  siguiente  relación: X(@) = - I f ( $ ) ?  la ecuación  anterior  se 

reduce a la siguiente 
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Esta es  precisamente la acción  correspondiente  a  las  teorías de cuerdas a bajas 

energías, a la que  hemos llegado identificando la relación entre los campos q5 = e-+, 

los potenciales X(4) = - V ( 4 )  y usando el valor w = - 1. 

E s  claro  entonces  que  las  soluciones de las  ecuaciones  de  campo  obtenidas de la 

acción  dada  en (4.1), satisfacen  también a las  ecuaciones de campo  obtenidas  de la 

acción  dada  en (B.3). 

En los  capítulo 4 y 5 obtuvimos  una  familia de soluciones para el  caso  de  vacío. 

A continuación  reescribiremos  esas  soluciones en términos  del  campo  escalar y el 

potencial de las  teorías de cuerdas. 

1. Soluci’on del modelos de cosmología  “coasting” para vacío y k 1 O. 

Con 4 = eCh1 X(q5) = -V ( 4 )  y usando el valor w = - 1 se tiene: 

t 
II, = I n  [-I, 

41 

donde al y 41, son constantes  positivas  arbitrarias y X 1  = 

con 

m = 2  
2(“ - 1) > 2  

c =  
rn”Y 

- 

2. Soluci’on del modelos de cosmología  “coasting” para vacío y k # O. 

La solución  en este  caso  está dada de la siguiente manera 

(B.6) 



donde 

41 y m constantes  arbitraria y c = m. 2 

3. Soluciones para lacio en las que hemos usado la relación adm = a (capítulo 

5 ) .  

o k == O ,  m = 2/3 

En e s k  caso obtenemos dos farnilias de soluciones: 



90 APkNDICE B. APLICACICjN A TEORiAS DE CWERDAS 

donde 

P # -2v, 

= P / ( P  + 2 4 :  

a1 = aqq", 

41 = [ e  ( p  + a v ) / a ] ~ + 2 ~ ,  
/l+f .& 

x1 = (3m2 - 3m + 1 / 2 ) p  c 2 / 2 ( 1 + 3  
> x 2  = 0, 

/J 3 1 2 m  - 14m + 4, 2 

v E -12m + l l m  - :2, 2 (B. lO) 

Y es una  constante  de  integración.  Por  otra  parte,  el escalar de 
R.icci est&  dado  por 

X = 1 2 ~ ~ ( ~ ( 4 m ( ~  + l ) t - 2 .  ( B . l l )  

De  acuerdo con esta expresión,  la solución correspondiente  tiene  una 

singularidad  inicial. 

(b) p = -2v + m = O 6 m = 2/3.  ]El valor m = 2/3 está excluido 

para  este caso, así es que sólo resta considerar el caso m = O. Este 

valor de m reduce la solución correspondiente a un  resultado  trivial 

por lo que no mostraremos los detalles  de  ella. 

k f O y n 1 = 1 / 2  

a ( t )  = a1 t ,  

V($) = -x ]  e-$, (B.12)  

donde 
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Como puetle  versc k tlehc ser positivo.  Existe una singularidad como se 

verifica del  escalar de K.icci 

Así, hemos mostrado que las soluciones (al menos en vacío)  en  el contexto de las 

teorías tie campos escdares, se reducen a soluciones de  teorías  de  cuerdas a bajas 

energías. 



92 A P ~ N D I C E  B. A P L I C A C I ~ N  A T E O R ~ A S  DE CUERDAS 



Apéndice C 

Invariantes de curvatura 

En este apiindice damos las definiciones de los invariantes de curvatura de acuerdo 

al formalismo y notación  de  Carminati y Mclenaghan [113]. 
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o 9~~~~ denota el espinor  equivalente  a Cabed, 

Los invariantes R, 7-1, 7-2, ~ g ,  m3 y m4 son  reales, mientras  que w1, w2, rn1, m2 y m3 

son  complejos. Así, el  conjunto  de  invariantes dado:; es equivalente  a  un  conjunto de 

16 invariantes  reales.  La realción explícita  entre los invariantes  dados por Carminati 

y los dados  por  Géhéniau y Debever [114] están da,das en [113]. 
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The effect of a time  dependent cosmological constant is considered  in a family of 
scalar-tensor theories. F’riedmann-Robertson-Walker cosmological  models  for  vacuum 
and perfect  fluid matter  are found. They have a linear expansion  factor, the so-called 
coasting cosmology, the gravitational  “constant”  decreases inversely  with time; that 
is these models satisfy the Dirac Hypotheses. The cosmological “constant” decreases 
inversely  with the  square of time,  therefore we can have a very small value  for it at 
present time. 

1. Introduction 

The renewed  interest  in the  scalar-tensor  theories of gravitation is caused by two 
main  factors:  Firstly,  most of the unified  theories,  including  super-string  theories 
contain  a  scalar field (dilaton, size of the  extra  compact  space in  Kaluza-Klein 
theories)  which  play a similar  role to  the  scalar field of the scalar-tensor  theories. 
Secondly, the new scenario of extended inflyation which  solves the fine tuning  prob- 
lem of the old, new and  chaotic  inflation  has a scalar field that slows the  expansion 
rate of the universe,  from exponential  to  polynomial, allowing the  completion of 
the phase  transition from the  de  Sitter  phase  to  a  radiation  dominated  universe, 
the graceful  exit  problem. 

In  this work we want to consider  a  family of scalar-tensor  theories  with  a  poten- 
tial  that is equivalent to  a  time  dependent cosmological constant. Recently  several 
authors”12  have  considered the cosmological  consequences of a  time  varying cos- 
mological constant. Most of them  introduce  the  time  dependence  in  an ad hoc 
manner.  In  this work we consider an equivalent  problem  in the well known  general 
scalar-tensor  theory of gravity where the  time  dependence  can occur  in  a natural 
way, without  any new assumption or modification of the theory. 
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2 .  Fie ld  Equations 

We s t x t  our discussion with the  action for the most  general  scalar-tensor  theory 
of gravitationi3 

S = - 1 J d 4 r 6 [ 4 ~  - #"ug~'~,da,# + 2 4 ~ ( d ) ~  + sSG ,  

16aG (1) 

where g = det(g,,) G is Xewton's  constant, S\;G is the  action for the nongravi- 
tational  matter. We shall use the  signature (-, t, t, t). The  arbitrary functions 
u($) and X(+) distinguish  the different, scalar-tensor  theories of gravitation; Ajo) 
is a  potential  function  and  plays  the  role of  a cosmological constant, u(#) is the 
coup!iRg function of the  particular  theory. Generz! relativity is  th.5 lim,it oí this 
theory  when jul + cc and X(@) "+ O; and  as  it is well known,  the solar system 
experiments  imply  that /u] 2 500. 

The explicit field equations  are 

where G,, is the  Einstein  tensor.  The  last  equation  can  be  substituted by 

where T = TL is the  trace of the  stress-energy  matter  tensor.  The divergenceless 
condition of the  stress-energy  matter  tensor is satisfied if the field equation (3) is 
satisfied (a.s is shown  in  appendix),  therefore we shall  consider  Eqs. (2) and (3a) as 
our field equations. 

q5 = # l tq ,  with c, m and q constants (for  recent  results  when w is variable  see 
Ref. 14). The field equations for this choice of w and X and with  a  perfect  fluid  for the 
matter  content in the  kotropic  and homogeneous  line  element will be  considered. 

In  what follows we shall  assume  that u(@) = wo = constant, X(#) = 

The fieid equations  are J 

t 





Ir-tensor  theory 

r the nongravi- 
itrary functions 
ravitation; X(p) 
tnt, u(#) is the 
he  limit of this 
he m!x system 

, 

= O ,  (3) 

uted by 

e divergenceless 
equation (3) is 
(2) and  (3a) as 

t ,  X(@) = 
! is mriable see 
,feet fluid  for the 
be  considered, 

( 7 )  
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where B = 3 + ?u. In  the  nest  sections we show  some  esact  solutions for these 
equations when the fluid is a  barotropic  one, p = cp, including the  vacuum case. 

3. The Vacuum Solutions 

In  the c x e  where we neglect  all the  nongravitational  matter pve have obtained  the 
following  solutions. 

3.1. k f O 

a = U l t ,  

2(3 + 2u)  
m2 

x1 = 

where 41 and m are  arbitrary  constants. In order  to have  real al, the values of w 

are  restricted in the following way, 

w> - - m - I ,  m' f o r k = l ,  
2 

The value of 41 can  be  related to present day observations if we recall that 
relation of  @ at  the present  time,'p4 

3.2. IC = O solutions 

X 1  x=,. 
L- 





here u1 and $1 are arbitra?;  constants.  The value of $1 for this case is deterrrined 
in  terms of present  day values of G  and  the  Hubble  parameter, as above, to be 

1 4 f 2w 
O1 = - T ( l + d m ) G o  3 + 2cJ .  (19) 

HO 

4. Barotropic Equation of Sta te  

Assuming the equatioc. of state p = ~p u-e have  from the  conservatior,  equation 
p = s/u3(’+l);  substituting  into  the field equations we obtain  the following solution 

a = a l t ,  4 = r$lt-(’+3“) 

S p =  ___ 
a3(l-E) ’ (20) 
x a?[w(l+ 5 E  + 312 - 9 E 3 )  + 2 ( 3 E  + l)] f 2/41 + 3z) x = ”  x: = 
t 2  ’ 2 j l  + E)U? 

where 

and 

a l f3€  
1 0 1  

8~(1 + E )  
S =  (2k - U ? [ U ( ~ E ~  f 6~ + 1) f 9~~ + 1 2 ~  + 11) , 

2 
1 + 3E m=- 

(21) 

The above  solution is not valid for E = -1, that is foi t k  equation o f  state 
that  corresponds  to  the  quantum  vacuum. In the  next  section we cvnsider  this 
particular case. 

5. Vacuum Fluid 

Here we want  to  consider the case  when p = -p‘ Le. the N-ell-known equation of 
state for the  quantum  vacuum.  This  case  means  that in addition  to  the  contribution 
of the  gravitational  theory  to  the cosmological constant we have  some other  contri- 
bution(s) from the  vacuum  spectation  value of some quantum fields. Therefore  the 
effective  cosmolcgical  constant is íLE = 87ip/4 + 

For z = -1 we have obtained the fol!on--ir;g solution. 

x 
a = a l t ,  # = @ I t 2 ,  p = p O = c o n s t ,  X = ’  

t* ( 2 3 )  
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with 

The effective cosmological  constant is 

We can  see now that in this  model  regardless of how large is the  contribution  to 
the cosnlological constant of the  vacuum  energy of quantum fields the  gravitational 
Contribution  reduce  the va!ue of tl7.e eEectiL-i: cox-ological  constant  to  the  present 
value of N 4wH;. 

In  this case $1 can also be  related  to  the  present  value of the  gravitational 
constant, 

6. Final  Remarks 

In  this work we have presented  a  family of solutions to the  general  scalar-tensor 
theory of gravity  with a potential which plays the role of a time  dependent cosmo- 
logical constant. 

The  time  dependence of the  cosmological  constant in each  obtained  solutions 
has  the  form X & t - 2 .  This  dependence  occurs  in  a  natural way when we use 
a field potential 4 - tQ and we 1.imited to ourself to a t that  guarantees  a 
coasting  period in which the solutj.ons are  true.  This  type of solutions in general 
relativity were studied  some  time ag0!15115 where  the  time  dependence of X is chosen 
ad hoc. The  resulting  age of the  universe, t o  = 1/Ho is not in conflict with  the 
observational  determinati~n.""~  Some  other  astrophysical  consequences of the 
models, like nucleosynthesis,20  remain  to  he  explored. 
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Appendix 

In  this  appendix we show  that  the divergenceless  condition is satisfied if the field 
equation (3) is satisfied. 

We start our demonstration  with  the  expression of the  stress-energy  matter 
tensor, which can  he mi t t en  from 17q. (2) as 
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I 
taking  the  divergence of this  last  equation  and  rearranging  terms, we get 

simplifying  this  last  equation: 

. t, 
1 

This is the field equation (3) times  the factor -y+;u, therefore i f  this field 
equation is satisfied, then  the divergenceless  conditioil is satisfied  too  and  it is 61, F;;! 

$3 enough to use Eqs. (2) and (3a) as the field equations of our  system Erom which we 
h ,, obtain Eqs. (5)-(7). 

bII I ,  , 
t :, 

bw ' 
I, 
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In the context of a family of scalar-tensor  theories with a dynamical A, that is a binomial  on 
the scalar field, the cosmological  equations are considered. A general barotropic state equation 
p = (y - l ) p ,  for a perfect  fluid is used for the  matter content of the Universe.  Some  FYiedmann- 
Robertson-Walker  exact  solutions  are  found, they have  scale  factor  which  shows  exponential  or power 
law dependence on time.  For  some  models the singularity can be avoided.  Cosmological parameters 
as s1,, Oh, qo and t o  are obtained and compared with observahional data. 

I. INTRODUCTION 

Unification theories have a nonzero cosmological constant  that is about 120 orders of magnitude  larger  than  the 
observed value  for A, this  constitutes  the cosmological constant problem 111- 121. In  order  to  explain  and solve such 
a problem,  and  to  make  compatible  the  actual  observational  data  with  the  inflationary scenario and  particle physics 
expectations, a time  dependent cosmological constant was  proposed 131. This old idea  has received a lot of attention 
(see e.g. [4]-  [43]). What people  have in  mind is to  make  the  vacuum energy dynamical.  In  such a way, during  the 
evolution of the universe, the energy density of the vacuum  decays into  particles,  thus  leading  to  the  decrease of the 
cosmological constant,  obtaining as a result,  although  small, a creation of particles. 

A broad  summary of cosmological models with  time  dependent cosnlological “constant” is given by Overduin  and 
Cooperstock 1441, reexamining  there,  the evolution of the scale  factor when X is given as  function of t ,  a ( t ) ,  H, or 
q .  A fairly  general  equation of state is considered and new numerical  solutions are  obtained,  but  as  in  most of the 
previous works, the  time  dependence o f  the cosmological term is introduced ad hoc. 

A n  alternative is an effective time  dependent cosmological “constant”  in  the  context of a scalar-tensor  theories, 
which  becomes a true  constant for t >> O [45]. Using Jordan-Brans-Dicke  theory  (JBD)  in  particular,  the “graceful 
exit”  problem of old inflationary cosmology might be improved. It remains  the problem of determining  the  JBD 
parameter u ,  that  according  to  solar  system  experiments  its value is 1 1 ~ ~ 1 1  zz 500, which has  been derived from  timing 
experiments  using  the Viking space  probe [46]. A better  estimation of this  parameter  should  be  obtained  from  measure 
of others cosmological parameters  in  order  to  constrain w more  strongly  than by means of solar  system  experiments 
[47]. However, theories of very early  universe as  string  theory,  are  better described in  the  context of JBD,  and shows 
that w can  take  negative values (481. 

Thus,  scalar-tensor  theories,  and  in  particular  JBD,  are  better  theories:  in  order  to  get,  in a natural way, a time 
dependent cosmological constant.  Clearly, recent  observational  results restrict  this kind of theory, e.g. the  type Ia 
super nova (SN Ia)  results, which in 1998 show that QA - 0.6 [49] implying that o w  universe is speeding  up.  Thus, 
a model  which attempts  to  describe  the cosmological constant behavior,  should take  into  account  the  observational 
evidences. 

In a recent  work (50) we investigated  the effect of a time  dependent, cosmological constant,  in a family o f  scalar-tensor 
theories.  There, we get cosmological models in  the  coasting  period,  where  the  time  dependence on the cosmological 
constant  occurs  in a natural way. In  such a models we assumed a simple relation X($)  = c$(t)”, (with c and n 
constants). 

The existence of inflationary  phase in scalar-tensor  theories  (STT)  has  been  investigated by Pimentel  and  Stein- 
Schabes [ 5 l ] ,  finding inflationary phases for a polynomial cosmologica.1 constant  in a general  STT, which  includes 
Brans-Dicke model  with non-zero cosmological constant,  On  the  other  hand,  Guendelman [52] has  investigated  the 
requirements of the  potentials  in  order  to have  scale  invariance. There was found  the  form of the  potential needed 
by the global invariance, which in  addition,  its energy in  the conforma,l Einstein  frame  has  the  characteristics  for a 
suitable  inflationary  universe  and A decaying  scenario for the  late universe. 

Motivated by these  ideas, we shall consider a general STT as in our p.revious work [ S O ] ,  but now we shall  consider a 
binomial X function  on @ ( t ) ,  in order t o  obtain  exact  solutions  of  the field equations,  from which we obtain  some  kind 
of inflationary cosmological models  and  related cosmological parameters.  In  fact, we obtain  in  most of our  solutions, a 

1 



power  law growth for the cosmological  scale factor a.(t) N t u ,  where u 2 1 implies  inflationary  models. i l s  it is known: 
this is a generic  feature of  a class of models  that  attempt  dynamically  to solve the cosmological constant  problem.  In 
our  models u is a free  parameter  (at  least  in  most of our  models), in order to be  adjusted by physical  conditions  and 
to  be  in  agreement  with recent, data for SN la?  that implies u FZ 1, and which is  consistent  with  the  nucleosynthesis 

Most of our  solutions  predict  an  accelerated  expansion,  such  solutions  are in agreement  with  the SN Ia  results,  but 
O,, and Q A ,  depend on frec parameters of 0111' model.  In  some specific  cases we get  solutions  with  exponential  growth 
of the scale  factor. 

In section 11 we obtain  the field equations  and  introduce  our  main arlsatz. Section I11 is devoted  to  obtain an  
expression  of the  density  parameter  and t.he corresponding  contributions of t,he matter  and  scalar field. In  section 1V 
we consider the  vacuum  case  and  obtain a set of exact  solutions as well as cosmological parameters.  In  sectioll V we 
consider  the  general  case of a  barotropic  equation of state  and  obtain  exact  solutions for this  general  case. A s  example. 
we calculate specifically the case of a dllst flllid and a stiff matter fluid.  Also, we get  and  discuss  the  solutions of tho 
radiation  case  in  section VI and false vacuum case in section VIL Finally  in  section VI11 we summarize  our  results. 

153). 

11. FIELD EQUATIONS 

We start  with  the  action for thc: most  general  scalar-tensor  theory of gravitation [54] 

(2.1) 

where = det ( S,"), G is  Newton's  constarlt, SNG is the  action for the  non-gravitational  matter. We use  the 
signature (-, +, + )  +). The  arbit,rary furlctiorls u($) and X($) distinguish  the different scalar-tensor  theories of 
gravitation; X($) is a  pot(ntia1  function and plays the role of a cosmological constant, u($) is the  coupling  function 
of the  particular  theory. 

The explicit field equations  are 

where G,, is the  Einstein  tensor.  The  last  equation  can  be  substituted by 

('2.2) 

(2 .4) 

where T = TL is the  trace of the stress-erlergy tensor. ln a previous  work [50] was  demonstrated  that  the  divergence- 
less condition of the  stress-energy  matter  t,ensor is satisfied if the field equation ('2.3) is satisfied  too,  although  our 
field equations  are  given by Eqs. ('2.2) and (2.4). 

In  what follows we shall  assume w ( 4 )  = c o n s t a n t ,  X = X(4 ) .  The  corresponding field equations  with a perfect  fluid 
for the  matter  content in the  isotropic  and hornogeneous line  element 

2 

(2.5) 

. . .  . 
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Where  we  have  assumed 4 = $ ( t ) ,  and  the  derivatives  respect t are  denoted by a  dot. 
Assuming  a  barotropic  equation of state p = (y - l ) p  and  transforming to  the  time T defined as 

r = p d t ,  

the  set of equations  (2.6)-(2.8)  are  rewritten  in  the following  way 

where  the  derivatives  respect to  T are  denoted by a  prime. 
In  what follows we shall  consider  two  important  assumptions: 

a@m = a, 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

X($) = + X 2 4 n 2 ,  (2.14) 

where m, C I ,  X I ,  Xz ,  nl and n2 are  constants.  The first assumption is a very well known  one  (see e.g. [55] and 
reference  therein),  and it has  been  used as a  condition for the  decelemtion  parameter  to  be  constant for flat  models 
in  Brans-Dicke  theory.  firthermore,  with  this  condition  our field equations simplify notoriously  and allows us to 
obtain  exact  solutions.  The  second  condition is the  main  assumption of the  present work which is motivated by the 
cosmological no-hair  theorem for scalar-tensor  theories [51], in  order to study  inflationary  solutions  in  a  theory of 
gravitation  with  a  naturally  dynamical cosmological constant.  In thi:;  work  we  always  work in  the  Jordan  frame, 
where G is variable, however  we could  make  a  conformal  transformation  to the  Einstein  frame  where G is  constant 
and we have  General  Relativity  plus  a  minimally  coupled  scalar field, then  our  potential  becomes  an  exponential  one, 
i.e., VI + V2 - exp(ml4,)  + exp(~n24,)  (where e is a  constant  and is a  canonically defined scalar field). This is the 
type of potential  according  to  Guendelman [52], that  is necesary to have  scale  invariance  in  a  theory of gravitation 
free of the cosmological  constant  problem,  that is, one  with  an  early  expanding  phase  and  a  A-decaying for late  times. 
Details of the  conformal  transformation for STT  can  be  seen  in Ref. [51]. With  these  assumptions,  from  equations 
(2.10)-(2.12) we get 

"(3 4// + 2 w )  + ($) (3 + 2 w )  (- - ?Jrn.) - 2X14n'- 1 - 2 X 2 p - 1  
2 1 

4 2 
i 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

In  the following sections we shall find exact  solutions  on different caws,  as well as  cosmological parameters  which 
allow us to  compare  with  actual  observations of today  value of Hubble  parameter Ho,  the  actual  value of deceleration 
parameter QO, the  density  parameter Qm as well as  the  value of the vaclmm  energy  density  parameter QA. 

3 



111. THE DENSITY PARAMETER 

Defining 

then we get 

Taking  into  account  the  proposed  relation (2.1 J )>  we get 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

According  to  the SN Ia observations 1491, the favored value of Om - 0.4 f: O. 1 is given as a  constrain t,o a cosmological 
constant 

(3.5) 

this  implies f 2 ~  N 0.85 & 0.2. It  means  that  the SN Ia results  are  sensitive  to  the  acceleration of the  expansion,  and 
constrain 4Rm/3-R*, which  corresponds  to  the  acceleration  parameter  at  the  median  redshift of this  objects, z N 0.4. 
Then  the  combination 0" = Q, + QAk is constrained by the microwave background  radiation (CBR) anisotropy. So 
that,  Ro - 1 & 0.2 obtained  from COKE alld  other  measurements (see  e.g., [5G]) ,  and  together  with R2,,, - 0.4, define 
a concordance  region for R.& - O.G, becoming the  best fit for the universe model [57]. 

In  what follows, we shall  compute  bot,h  parameters of density  in  addition  to  the  exact  solutions of our field equations, 
in  the different cases which we consider  in  this work. 

IV.  THE  VACUUM  CASE 

Considering  a  vacuum case ( p  = O ) ,  we get from  Eqs. (2.15)-(2.17) the  corresponding  set of equations 

"3 4 I' + a m )  + ($1 (S + 2w)  (? - 3 7 7 )  - 2X74n1-1 - 2A24n"1 
2 1 

4 
+ fLXln14nl- l  -f 

2 X 2 n 2 f L z - 1  - - 0. (4.3) 

Naturally  for  vacuum,  the  energy  density is due to  the  contribution of the  scalar field d ( t ) :  S24 = 1. We  found  exact 
solut,ions of this  set of equations  in  the following cases: 
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1. k = O  

where 41 = 6, u1 = Q: ( ~ c I ) - ' / ~ ,  X 1  = .:/a, X2 = O, and c1 is an  integration  constant.  This  solution 
was  written  directly  in  terms of time t ,  according  to ('2.9). Here  the  expansion  factor  is  decaying  with  the 
time,  in conflict with  observations,  and w has  a  negative values. A discussion of the  meaning of negative 
values of w is given in [48]. 
The Ricci  scalar for this  case is given by the following expression 

10 
= - t - 2  

3 '  (4.5) 

where we can  see  that  there is an  initial  singularity.  The  today  deceleration  parameter has a  negative  value, 
Le., the  present  solution is an  accelerated cosmological modlel 

qo -4, Ho = -- 1 - 1  
':o I ( 4 4  

according  to  this  solution,  the  actual  Hubble  parameter has negative  values,  then we conclude  that  this 
model  has  not  physical  meaning. 

m # 112, 213 
On  this  case  we  get two  families of solutions: 

(a) w f y J , , y .  

where 

and c' is an  integration  constant.  According  to  the  solution of the  present  case, X is a monomial 
function on 4 ( t ) ,  although a time  decaying one. Clearly  the  present  solution  requires m u  < O in  order 
to  be  expanding. 
Or1 the  other  hand,  the Ricci scalar is given by 

R = 12mu(4ma + l ) t - 2 .  (4.9) 

According  to  this  expression,  the  corresponding  solution  for  the  curvature  scalar  has an initial  singu- 
larity. For this  model,  the  present  deceleration  and  Hubble  parameter,  are 



(4.10) 

From  these last equations we can  see that  the  present  model  expands  with  acceleration if mcr < -1/2. 
On the  other  hand,  assuming Ho - 65 f 5 km s-'Mpc-' 1591, we get t o  - 15.05 f: 1.96 I l r n o - I l  Gy, then 
the  estimated  age  from  this model is small  compared  with  actual  accepted  values of to. 

(b) p. = -2v ==+ w :- :3mz  +w- 2 

For this  particular d a t i o n  betwcten w and m ,  we get  the following solution 
2-3rrL . 

(4.11) 

where 4 2  = ~ " / ~ p ,  a 2  = C V C " ~ ,  X 2  = O,  X 1  = 4cr(3m2 - 3m - w / 2 ) v 2  and (:I is an  integration 
constant.  In  this  case we get  an  inflationary  exponential  solution  provided  that m42 < O * m < O 
or l / 2  < rn < 2/3. This  model is non-singular, as we can see  from the Ricci scalar 

% = 24c' m 2 ( h 2  - 7rr~ +a) .  (4. l a )  

The  present  deceleration and Hubblc parameters  are given by 

qo = -1, WO = c ' . n ~ ( 1 2 m ~  - 14m + 4), (4.13) 

thus,  this  model  expands  with  constklt  acceleration  from  a  non-singular  state,  and  with  constaní, 
Hubble  parameter. 

2. k j O  

(4.14) 

where 

According  to  this  solution, a ( t )  grows lincarly  with  the time a t  a constant  rate.  The  cosmological  "constant" 
decreases with the timc.  In  order t o  have a real a ( t ) ,  we must  have k / ( 3  -1 2w)  > O. This is a coasting 

cosmological solution which has  initial  singularities  as  it is shown  from the  corresponding  Ricci  scalar 

Y2 = 12(3 4- 2w)  t - 2 .  (4.1 5) 

On  the  other  hand, as we have saitl. the  today  deceleration  parameter becorrles null, and the  Hubble 
parameter is givcrl by 

qo = O ,  H = t i  , 1 (4.16) 

then, t o  = 1/Ha N 15.0c5 Cy, in relative  agreement  with  actual  observations. 
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V. EXACT  SOLUTIONS FOR THE  CASE  WITH  A  BAROTROPIC  EQUATION OF STATE 

In  what follows we shall  consider p # O, so that  returning  to  the  set of equations (2.15)-c2.17), we get  from  Eq. 
(2.15) 

From  equation (5.2) with y f O (the false vacuum  case will be  consider  in  section VI1 ), we have 

Using  this  expression  and  its  derivative  in  Eq. (5.3) we get  the following equation 

1. For k = O we get  the following solution which we write  in  terms of time t as 

where 
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and c1 is an  integration  constant.  From  this  solution  the  expansion  condition is c < O ===+ y > 2/3. 

In this  case,  the  Rkci  scalar  antl  deceleration  and  Hubble  parameters  are given by t,he following expressions 

(5.8) 

(5.9) 

Causality  requires O 6 y 5 2, so that this is a n  accelerated  model for y < 4/3, just  at y = 4/3, qo = O. On  the 
other  hand, to  - I / H o  - 15.05 Gy for 0, - 4/3. Then  this is a  kind of solution  where  the  cosmic  expansion is 
driven by the big-bang  impulse. 

The  energy  density  parametor antl the contribution of the  scalar field d ( t )  are given as follow 

(5.10) 

In  order t o  have a positivc valucs of &, w < 1/2 is required,  including  negative values oí' w. On  the  other  hand, 
0, - 0.4 f 0.1, and 0 5 y 5 2, from  our  equations for R, and 0 4 ,  we get  a  restriction  for w: -0.1 5 w 5 1/2. 

'L. Considering now the  case X: .f O from Eq. ( \ 5 . 6 ) ,  we get the following solution  in  terms of the  parameter r: 

O for 3+2w > O 

where now (T 1: m, p m F  2 0  :3+-2w: and c1 is an  integration  constant.  According to Ey. (2.13) we get, 

(5.13) 

wklere (cl = 1 -= +A :3+2w, r2 = 3(2 + y ) ,  and = 3y 4- 2 + 4 s .  In  order to know the  singularities 
of this  sollltion, we calculate t h e  nonzero curvatllre  invariant [(io]; which  for  this  case,  are  given by 

x 



then,  it  is enough  to  calculate R 1 :  

where 

(5.14) 

(5.15) 

3 4 
4  a4(3 + a l p  S 1  = - 

3 
S 2  = k(2 - 57); 
S 3  = k ,  

S4 = k ( 3  + 2w). 

From equation (5.13), % "-f m provided that 7 + f m ,  and  at  least  one  exponent is positive, i.e., CJ > O 
or CJ > 2. On  the  other  hand, from the  curvature  invariant, Eq. (5.15), R 1  "-f 00 requires that 7 -+ f m ,  
and CJ > 2 (y > 2/3), CJ > O(y < 4/3) or CJ > 1 (y > O). So  that  the  solutions o f  this  case,  are  singular for 
O < y < 413, and 7- + &m. 

o for & < O 

(5.16) 

(5.17) 

where CJ and a l  are defined  as in  the  paragraph  under  equation  (5.11)  and (5.13). In  this  case, p = 

2 a  

where now 

According  to  (5.14), as in  the  previous  case, we need to  calculate R 1  only, which for this case is given by 

R~ = + c ~ ~ ~ ~ - ~  [p.] + s1('14 - s3)2c0s2u [p.] + 
2 S l ( S 2  + S 3 ) ( S 4  - S S )  c0s2u-2 [p.], (5.19) 

where 
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From Eqs. (5.18) arid (5.19), 8 -+ 00 as well as R1 ”+ 0 0 ,  if [p.] + +t(2n+ 1)7r/2 and  at  least  one  exponent 
on the  respective  expressions of SR and Rl is  negative: o < 2 (y < 2 / 3 ) :  o < 1 (y < O)  or o < O (y > 4/3). 
Then we have t.he two ranges of -{ for which the sohltions of the present  case, are singular: O < y < 2 / 3  
and 4/3 < y 5 2, since f1ut.Ilermor.e causality  requires y to bc: in the  interval O 5 y 5 2. 

On  the  other  hand.  from  equations (5.1) and (5.4) we get respectively, for both  possibilities m < O or & > O IC 

where 

(5.20) 

(5.2 1) 

As we can see, X($) remains as a binorrlial function of 4 if y # 4/3. In  order t o  analyze  the  behavior of the 
obtained  solution  in  terms of the cosmological time t ,  we shall give some  examples. 

A. Dust fluid 

One interesting  application of a  barotropic  equation of state  corresponds  to a dust fluid (y = 1): on  that  case  the 
solution  reads  as follows 

1. k = O  

(5.22) 

Where $1  = e:’, al = arcl ~ A l  = 4(2w - 5 ) c l  , X2  = O ,  p1 = -ci’2a3, and c 1  is an  integration  constant. 
This is an  extended  inflationary  solution,  with  a  time  decaying cosmological constant  and  initial  singularity,  as 
it is shown by the  corresponding Ricci scalar 

112 11‘2 

$2 = 36 tp2,  (5 .23)  

The  expansion  takes  place  with a constant  acceleration 

(5.24) 

With flu - 65 + 5 k m  s-’N1pcp1, we obtain to - 30.1 Gy, which is too big v a h e  compared with the  globular 
cluster age. 

The  density  parameters for a dust, fluid are given by 

2 4w 
Q -“- 

3 3 ’  m -  

4w 1 
3 3 

o+= -+  -. (5.25) 

On  this  case, as in tlrle general case, in  order t,o have  a  positive  values of R,, it is required  that w < 1/2, 
including  negative values. On  the  other  hand,  according  to  observational  results, 0, - 0.4 f O. 1 and Q.4 - O . G ,  
then w is  restricted  to  be w - 1 / 5 .  
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2. k + O  

o For & > O 
The solutions  in  terms of the time t is  given by 

(5.26) 

where 

and c1 is an  integration  constant. Clearly a ( t )  and 4 ( t )  must  be positive, in  order  to be physically significant; 
this requirement  restricts the range of  values which 2 can  take: t < $;1’2, and e1 > O as we can  see from 
the definition of $1. In this case the cosmological term, in spite of being a binomial function  on 4 ,  decays 
with  the time. 
The corresponding Ricci scalar  and  curvature  invariant show that this  solution is singular: 

r 

(5.27) 

(5.28) 

According to our analysis of the general solution, for o = 41 (4 - 3y), with y = 1 we get u = 4. Taking  into 
account the general  equations of the Ricci scalar  and  curvatitre  invariant, Eqs. (5.13) and  (5.15), % + 00 

and R1 - m for u = 4 and r - &m, which corresponds t o  a finite value of t ,  according to  the  time 
dependent  solution (5.26). Furthermore y = 1 < 4/3, is consistent  with our singularity  requirement in our 
discussion for the general case with & > O. 
The  today values of the deceleration  and  Hubble  parameters  are given  by the following expressions 

(5.29) 

Because $lt,” < 1, then 40 > O. This model expands from t = --$;’I2 until t = O, then  it  contracts  until 
t = $T1’2, in both cases with positive deceleration  parameter. The numerical value for t o  depends  on the 
values of the free constants. 

0 For 3+2w < O IC 

The corresponding  solution  in  terms of the  time t is given  as 

where 

(5.30) 



and c 1  is an  integration  constant. In this case we have  not  restrictions  on  the  values which t can  take. If 
-1/$1 < ( to + c )  2 ! the expansiorl t.akes place with  non-constant  acceleration  and  without  singularity! as it 
is shown  from  the  corresponding Ricci scalar  and  curvature  invariant 

(5.31) 

(5.32) 

According t o  our  general arlalysis of this (:ase; from (5.18) and (5.19); R and 231 do  not  diverge for 5 =- 4 
and [p.] 4 k ( 2 n  + 1)7r/2, in  agreement  with  the  time  dependent  solution (5.30) which has  not  singularities. 
y == 1 < 4/3 in  this  model; which is consistent  with  our  condition 2 > 4/3 as requirement for existence of 
singularities. 
For this  solution,  the  corresponding  present values of the  density  and  Hubble  parameters  are given as 

(5.33) 

B. Stiff matter fluid 

Another  interesting  application of a  barotropic  quation of state is a stiff rrlatt,er fluid for which y = 2. In  such a 
case, the  solutions (5.7), (5.11)!(5.12), (5.16); ant1 (5.17) are  the following ones 

1. k=O 
The  solution  in  terms of  the physical time t is given by 

(5.34) 

This  solution  has a physical  meaning for t < c >  where c is an  integration  constant  and  the  scale  factor  increases 
very  slowly with  the  time,  and  with corlst,arlt deceleration. The Ricci scalar  and  Hubble  parameter,  are given 
by 

R =  o, (5.35) 

(5.36) 

Naturally  this  model  is  not valid today  because it. shrink for the allowed range of t .  
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The  corresponding  density  parameters  are 

1 2w R ”” 
3 3 ’  m -  

2 2w 
3 3  

o+=-+- .  (5.37) 

In  order  to  have  a  positive  values of R,, then w < l/2,  as we have  claimed  in  the  discussion of the  general 
solution.  The  observational  results f lm = 0.4  and = 0.6, determine w = -0.1. 

For 3f2w > O k 

The  solution of this  case,  in  terms of the  time t is given as 

4( t )  = c1 [l + $ 1  t ‘ ]  > 

a ( t )  = al [l + $ 1  t q  , 

- 1  

1 / 2  

(5.38) 

where 41 = %&-, ($1  > O for c1 > O ) ,  a l  = CUC,”~, X 1  = 2, 2k X 2  = O ,  p1 = =a4, k and c1 is an 
integration  constant.  Here a ( t )  grows with  the  time,  from  a  minimum  radius a l  there is a  non-singular 
state.  The  expansion  takes  place  with  non-constant  acceleration, as  we can see from the  corresponding 
Ricci  scalar  and  curvature  invariant,  which  are given by 

(5.39) 

(5.40) 

In  this  case y 2  implies v = -2. from Eqs. (5.13) and  (5.15)  with  this  value of c, neither !R nor R1 
diverge for r -+ &o0 which is consistent  with  our  requirement y > 413 for the avoidance of singularities. 
This  analysis  is  in  agreement  with  the  inspection of Eqs. (5.39)  and (5.40). 
The  deceleration  and  Hubble  parameters  are 

o For 3+2w k < O 

(5.41) 

(5.42) 
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where = ~ l l & l l .  In order to have a physically solution, it is  required that 41 < O ===+ c < O. The 
corresponding Ricci scalar and curvature  invariant  in  the  present case: are given by 

(5.43) 

(5.44) 

In this  case y = 2, then r~ = -2 ;  such that in the  general  solution ( Eqs. (5.16)- (5.19))> 3 + 00 and 
R1 + 00 ,  i.e., the  solution for this caso is singular  provided  that [p.] =-j &(2n+l).rr/2,  which  corresponds 
to t = Q1 . According to our  singularit,y discussion under  equation (5.19), for y = 2 thc  corresponding 
solution should being  singular, as \ve can verify from  inspect,ion of Eq. (5.43) and (5.44). 
the  present  deceleration  and Hubble parameters  are 

1/2 

(5.45) 

A s  we can  see, $ 1  < O ==+ qo < O; then  this  model is accelerated. The numerical  values of H o  and to 
depend  on  the  values of t h  frcx: constants. 

VI. THE  RADIATION  CASE 

We shall  consider  the  radiation  case for whic:h 7 = 4/3, so that  returning  to Eqs. (2.15)-(2.17) and following a 
similar  procedure  as in section V, we get Eq. (5.5) with y = 4/3. In order  to solve this  differential  equation, we shall 
assume m = 1/2,  then we have for this (:ase 

(6.1) 

for which w # -3/2. This  differential  equatioll has the following solution 

d(r) = r:leCT, (6.2) 

where c and c l  are  integration  constants.  According t o  Equations f2.13), (5.1) and (5.4) with y = 4/3 and m = 1/2  
we get  respectively 

(6.3) 

(6.4) 
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where 41 = 5, a2 = y and X 2  = O. This is a  singular  solution according to the Ricci scalar which for this case is 
given by 

The deceleration parameter becomes null, instead the today  Hubble  parameter is  given as 

(6.6) 

and therefore t o  = 1/Ho N 15.05 Gy. 
The case k = O is not  excluded from the solution (6.4). For k = O we get the density parameter from the  matter  and 
the scalar field as 

3 
2 
5 
2 

Rm= "w - -, 

a+= w + 7. (6.7) 

It is required that w < -312, in order to have Qm > O, and the observational  accepted values of R, and R,, determine 
w = -1.9. 

VIL THE FALSE VACUUM CASE 

We analyze now the case y = O. We shall follow a similar procedure as  in section V, then we get from Eqs. (5.2) 
and (5.3) with y = O, the following set of equations 

We consider first the case k = O 

k = O  

The  set of equations (7.1)-(7.2) with k = O has the two possible set, of solution  depending  on the relation between 
m  and w: 

1. w = - 1 - m  

where 

(7.3) 

This is an inflationary  solution if m41 < O. This  condition  means O < m < 112, which implies a condition 
on the range of the values of w: 112 < w < 1. In order to have physical solutions, c1 > O, which means 
p < O. Of course,  these  solutions have not singularities, as we can see from the Ricci scalar 
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The  deceleration  and  Hubble  parameters  are given by 

thus  the  model is accelerated. O n  the  other  hard,  the  density  parameter  due t o  the  matter  and  scalar field: 
are 

Here,  it is required (:2/c:3 < 0; in  order  to  have a positive values of Qm. A s  we have  seen, O < m < 112 ==+ 
712 > O and < O, which means Q, and Qd increase  exponentially  with  the  time,  keeping R, $- 0 4  = 1. 

2 . w + - 1 - m  
with  this  condition  and IC = O, the  corresponding  exact  solutions  to  the  set of equations (7.1)-(7.2) are 

where 

This  solution  corresponds to an  extended  inflationary  model if m a  < O. In  order to have  a  physical  solution, 
it  is  required t < c. The cosmological constant is a  decaying  function of time: X N t -2  + t - " ,  with (T > O. 
But  according  to  the  above  mentioned  corditiorl m a  < O, it is clear that, m should  be  negativc. 
This  set of solutiorls is singular  just  at t 2: e,  as we can see from the Kicci scalar 

The present  deceleration  and  Hubble  parameters for this  model,  arc given as 

7/l, + w t 1 711 (1 - am) 1 m ( 1 - 2 m )  1 
40 = 1 - 110 = - 

n2(2nr - 1) 
(c - t o ) -  , t o  = c - 

711 + w  + 1 m 4- w + 1 H o '  
(7-9) 

According t o  this  results, t,he expansion of this  model  takes  place  in  accelerated  way if qo = 1 + l/ma < O, 
but  we  have  seen  that rng < O; then 1 1 m ( ~ I /  < 1 is the  required  condition for accelerated  expansion.  The 
value of t o  clearly  depend  on  the  vahe of n l ,  and w ,  but we know that,  because  the  restriction  on t ,  this 
model  is  not  relevant  at present, times. 



The corresponding  density  parameters  due  to the  matter  and scalar field  for the present case, are given by 

(7.10) 

Both values  depend  on the free  constants,  but for all  time, it is satisfied that R, + R4 = 1. 

k f 0  

In  order to solve the set of equations (7.1)-  (7.2) with k f O ,  we shall  assume m = 1/2, then we have  respectively 

pJ2(3  + 2 w )  - - = o ,  4k 
a2 

$I' 12k X($)  d X ( 4 )  
4 a2 4 d4 

- ( 3 + 2 w ) - - + 2 - + 2 - - = 0  

From Eq. (7.11) we get 

4k 

solution to  this  equation is given by 

From Eq. (7.13) we get 

4I' - 4k -- 
$ a 2 ( 3  + 2w) ' 

We use this  last  equation  in Eq. (7.12) from which we get a differential equation for X($): 

dX(4) X($)  4k 
d 4  4 CY2 

+"" 
~ 0, 

the solution of this  equation  reads as follows 

From  Eqs. (2.13) and (5.1) with m = 1/2, we get respectively 

(7.11) 

(7.12) 

(7.13) 

(7.14) 

(7.15) 

(7.16) 

(7.17) 

(7.18) 

(7.19) 

where al  CUC;~'~. In terms of t ,  this  solution becomes 
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p = - - I  
C 1  

XíT (7.20) 

see  from  the Ricci scalar 

8 = 12(2 + w) t C 2 .  (7.21) 

X(&) increases  with  the  time,  in  contradiction  with  the  actual  observations. However,  for a  particular  combination 
of thc  today values of the free constants ir1 this  model we can  get a small value. of X0 

The  today  values of the  corresponding t1c:cclcration and  Hubble  parameters  are given by 

(7.22) 

(7.2 3) 

VIII. FINAL REMARKS 

We have  corsidered  a  Brans-Dicke  scalar-tensor t,heory, obtaining Friedmann-Robertson-Walker cosmological models 
with  time  dependent cosmological constant. 'The timc  dependence  occurs  in  a  natural way. Two  ansatz were proposed: 
q b w L  = a, with cv constant, and X ( 1 )  = Xld ( t ) " l  + X Z & ( ~ ) ~ ~ ,  in  order  to  get  exact  inflationary  solutions of the field 
equations,  with a general  state  equation p = (0, - 1)p.  Our  set of exact  solutions  depend  on  the  values of y: k ,  m and 

We  classify the  exact  solutions of each case which we deal,  according to the values of the  free  constants of our 
model. For vacuum  with k = O and m. = I/2, we get a non-relevant solution  (according  to  our  goal),  with X = O. 
For k = O, m = 2/3, we get a singular  solution for which  the  scale  factor  decreases  with  the  time  as a(¿)  - t C 1 / " ,  in 
accelerated way, bnt  its  predicted  age is a negative  value,  then we conclude that  this  model  has  not  physical  meaning 
today. 

Fbthermore for vacuum, we get for a fiat. case: an  extended  inflationary  solution  with  initial  singularity,  and  an 
exponential  inflationary  solution  without  singularity. For a  not  flat  case we get  a  coasting  singular  solution.  In all 
this  models,  the  values of t o  and CQ, (usually called Qh) are sirnilar to  the  actual  accepted  values. 

We  obt,ain exact  solutions for a  general  eqmtion of state p = (y - 1)p.  In  the  flat  case ( k  = O) we get  an  extended 
inflationary  solution  with  initial  singularity.  The  expansion of this  model  occurs  in a accelerated way, independently 
o f  the  equation of state.  The values of to,  QTrL and Q 4  depend  on  the  value of the  undetermined  constants y, and u. 

The  solution of the  non-íiat  case  cannot be expressed in terms of the cosmological time,  but in terms of the  parameter 
7 .  In  such  models  the  initial  singularities  can be avoided  for some values of y. 

A s  examples of our  general  solutions, we calculate  the  models for a  dust  and stiff matter fluid. For a flat dust  model 
we get  a slow extended  inflationary  solution  with  acceleration  and  time  decaying cosmological constant.  This  solution 
has  an  initial  singularity  and  its  estimated age is l o  - 2 / H o ,  which is too  big  according  to  actual  known values. A 
bigger growth  rate is required  in  order t o  have  smaller  values of t o  and  to  be  consistent  with  actual  observations. 

On  the  other  hand, for a non-flat  dust  model we get  a slowly expanding  solution a( t )  - t 2 ,  with  non-constant 
acceleration  or  deceleration  depending o11 the  relation  between  our  free  constants k / ( 3  --t 2w) > O or k / ( 3  + 2 w )  < O 
respectively. The  models  are  singular or non-singular  depending  on the free constants a, k and w.  

4 s  another  application of our  solutions  with a general  state  equation, we consider  a stiff matter fluid  for  which 
7 = 2. The  solution of the  corresponding flat case is a slowly expanding  model a( t )  - t 1 l 2 ,  with  acceleration,  without 

W. 
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singularities  and  with  a  time  decaying cosmological “constant”: X - t1I2. The validity of this model is restricted  to 
some  values of t .  The  actual age of the Universe predicted by this model, t o  - 1/2Ho - 7.5 Gy, with Ho N 65 Z!Z 5 km 
splMpc”; clearly this  model is not  applicable  today. 

In  the non-flat case for a stiff  matter  fluid, we get cosmological models for which the scale  factor grows with  the  time 
from  a  minimum  radius, and  the cosmological “constant” decreases with  the  time,  but as in the  dust  model, we have 
a  set of free constants, whose  values  should  determine the  characteristics of this  model. Thus, for k / ( 3  + 2 w )  > O we 
have a  non-constant  accelerated  model  without  singularities, while for k / ( 3  + 2 w )  < O, our solution is a  non-constant 
accelerated  model with  initial singularities  and which validity is restricted t o  some values of t .  In  both cases the 
actual  predicted age of the Universe, depend  on  the numerical  value of the free constants. 

We solve separately the case of a  radiation fluid (y = 4/3) and  a false vacuum fluid (y = O). For the  radiation fluid 
we get  a  coasting  model a(t) - t ,  with  a  decaying cosmological “constant”  and  with  initial  singularity,  independently 
of the curvature. The value of t o  - 15.05 Gy, obtained from this  model is in fair  agreement with  actual observations. 

For a false vacuum  fluid, we obtain a  set of solutions which we classify depending on the range of values which 
our free constants  may  take. For the flat case, we get two family of solutions,  one of them,  corresponds  to  an 
exponential  inflationary  model  with  acceleration  and  without  singularities.  Another  set of solutions is a  kind of 
power law inflationary  model a ( t )  - (c - t) ‘ ,  where t depend on the “free” constants m and w ,  restricted  by  physical 
requirements. For this  last solution the cosmological constant is a  binomial  function of t ,  which decreases under 
specific conditions  on the free constants. 

Additionally, we get  a  solution  for  the  not flat case of a false vacuum fluid. In  such  a case we get  a  coasting 
model a ( t )  - t ,  which has  initial  singularity  and  with cosmological “constant” which is a binomial  function of t :  
X - X l t p 2  + X z t 2 .  Such  a cosmological “constant” would increases with  the  time  in  contradiction  with  the  actual 
accepted  value of X. For a particular combination of the  today values of the free constants  in  this model, it is possible 
to  obtain  small values of XO. The  actual age predicted by this model is t o  15.05 Gy, which is again in fair  agreement 
with  the  actual accepted  value. 

Then,  as we can  see from the description of our  exact  solutions,  some of them have not  physical  meaning  today,  some 
others  are  restricted  to  be valid during  a specific period. Most of them  are valid from  an  initial  singularity  until  today, 
predicting an inflationary  epoch,  a cosmological “constant” which decreases with  the  time  and  the  today observed 
acceleration,  as well as an  actual age of the universe which is in  reasonable  agreement with  the  actual observations. 
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