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Resumen

En esta tesis se estudian algunos aspectos de la teoria cinética relativista. Después
de una revisién de los conceptos fundamentales de la teoria cinética no relativista
enfocada en la ecuacién de Boltzmann, y de recordar algunas nociones basicas de
los fluidos relativistas, se aborda la teoria cinética relativista.

Se aplican métodos de aproximaciéon al término de colisién de la ecuacién de
Boltzmann relativista. Para el caso de un gas relativista de una componente este
término da lugar a una ecuacién tipo Fokker-Planck (ecuacién de Landau).

Al investigar las mezclas binarias se estudiaron dos casos complementarios: Parti-
culas no relativistas difundiéndose en un gas relativista y particulas relativistas
difundiéndose en un gas no relativista. En ambos casos el término de colision se puede
aproximar por un operador diferencial actuando sobre la funcién de distribucién. En
el primer caso se obtiene una ecuacion tipo Fokker-Planck similar a la ecuacién para
el movimiento browniano del caso no relativista. En el segundo caso se llega una
ecuacion semejante a la de Fokker-Planck mas un término lineal.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria cinética relativista nacié en 1911 cuando Jiittner derivé la funcién
de distribucién del equilibrio para un gas relativista simple [1]. En 1928 también
estableci6 la forma de la distribucién del equilibrio valida para fermiones y bosones
que obedecen estadisticas cudnticas [2].

En 1935 Walker da el siguiente paso hacia la descripcion del gas relativista en-
contrando la ecuacién de evolucién que debe satisfacer la funcion de distribucion,
en el caso sin colisiones. La generalizacion relativista de la ecuacién de Boltzmann
incluyendo colisiones fue dada por Lichnerowicz y Marrot en 1940 [3].

Uno de los propositos de la teoria cinética es derivar leyes macroscopicas con
base en las ecuaciones de evolucién microscépicas. Con estas ideas en mente Marriot
y Taub [4] fueron los primeros en mostrar que las leyes de conservacién de masa y
de energia-momento pueden obtenerse para el gas relativista.

En su libro [5], Synge describe los resultados més importantes para gases rela-
tivistas en equilibrio e introduce la notacion 4-dimensional.

La década de 1960 fue muy importante y fértil para la teoria cinética relativista.
A principios de los 60’s Israel [6] y Kelly [7], entre otros autores, adaptaron los
métodos de Chapmann-Enskog y Grad al dominio de la relatividad. Israel también
estudio generalizaciones a sistemas estandar como las particulas de Maxwell. Con es-
tos métodos se pudieron calcular los coeficientes de transporte para el gas relativista
a partir de la ecuacion de Boltzmann covariante. Una de las consecuencias mas im-
portantes es que el gas relativista tiene viscosidad volumétrica a diferencia del gas
usual no relativista. Este resultado tiene importantes repercusiones, por ejemplo en
el efecto de la viscosidad de los neutrinos en la evolucion del universo, el estudio de
la formacion de galaxias, estrellas de neutrones, etc.

La ecuacién de Boltzmann relativista incluyendo el efecto de campos gravita-
cionales fue escrita por Chernikov [8]. Posteriormente, Stewart [9] hace una descrip-
cién de la teoria en espacios curvos. Es en este trabajo, junto con el de Ehlers [10],
donde se construye el formalismo matematico de la teoria cinética en el contexto de
la relatividad general.

En su libro de 1980 [11] de Groot, van Leeuwen y van Weert estudian la deduc-



cién de la ecuacion de Boltzmann a partir de la dinamica subyacente a un sistema de
particulas cudnticas relativistas; esta dinamica es proporcionada por la teoria cuanti-
ca de campo. En ese trabajo se calculan los coeficientes de transporte para sistemas
especificos que tienen un papel importante en teorias astrofisicas y cosmoldgicas.
Sin embargo, no estudian los efectos del campo gravitacional.

La monografia méas reciente en el tema es el libro de Cercignani y Kremer de
2002 [12]. En el, ademds de una revisién de la teoria cinética relativista, se estudian
mezclas de gases relativistas en donde ocurren reacciones quimicas o nucleares y se
analiza la propagacion de ondas de choque en un gas relativista.

En esta tesis se siguen los esquemas presentados en los textos [11] y [12].

La teoria cinética relativista tiene una extensa gama de aplicaciones. Histéri-
camente entre las primeras se encuentra el trabajo de Chandrasekhar [13] quien
desarroll la teoria de la estructura estelar para estrellas en equilibrio y en estado
estacionario.

En cosmologia al estudiar las épocas tempranas en la vida del universo es nece-
sario considerar ciertos procesos disipativos. Por ejemplo, la época del desacoplamien-
to entre la radiacion y la materia. Con herramientas de teoria cinética se ha intentado
explicar por qué la radiacion césmica de fondo tiene una distribucién de radiacion de
cuerpo negro. En [14], Bernstein estudia la ecuacién de Boltzmann para la métrica
de Robertson-Walker y encuentra por ejemplo, que en general no existe solucion
de equilibrio para la funciéon de distribuciéon de un gas en esa métrica. Por otro la-
do las reacciones durante la época de la nucleosintesis ocurren fuera de equilibrio.
En el universo temprano las especies que existian (neutrinos, fotones, electrones y
positrones) eran todas relativistas. Es clara la necesidad de una teoria cinética rela-
tivista para investigar la evolucién e interacciones entre las especies en esa época. De
alguna forma, la mayor parte de la teoria cosmoldgica surge de resolver la ecuacion
de Boltzmann para el universo en expansion con fotones, neutrinos y materia oscura
15), [16], [17).

Las aplicaciones de la teoria cinética relativista en astrofisica son muy diversas.
Por ejemplo, en el estudio de los jets relativistas (flujos de plasmas colimados con
velocidades cercanas a la de la luz), modelos para los destellos de rayos gamma, efec-
tos disipativos producidos por la presencia de vorticidad en estrellas de neutrones,
etc. Una revisién de las aplicaciones se puede encontrar en [18] y en [19] vol. II.

Otra aplicacién interesante es el efecto Sunyaev-Zeldovich (ver por ejemplo [20]
y [21]), donde los fotones de la radiacién cdsmica de fondo pueden interactuar con
electrones libres que se encuentran en ciertas regiones del universo, por ejemplo
cercanos a cumulos de galaxias. Ese proceso afecta la distribucion de la radiacion.
Los primeros intentos para explicar este efecto se hicieron a través de ecuaciones de
difusion. Este efecto permite calcular parametros cosmologicos como la constante de
Hubble, el corrimiento al rojo, etc.

Una de las dificultades para tratar la ecuacion de Boltzmann, tanto no relativista
como relativista, radica en que la expresion para el término de colision es un término
integral del producto de funciones de distribucién. Para poder obtener informacién



de la ecuaciéon de Boltzmann sin tratar directamente con el término de colisién se
han propuesto modelos que simplifican la estructura del término de colisién mante-
niendo sus propiedades fundamentales!. En el caso de la teorfa cinética relativista
los modelos que se han propuesto son el modelo de Marle y el modelo de Anderson
y Witting? que son extensiones relativistas del modelo BGK de la teorfa no rela-
tivista. La idea consiste en reemplazar la integral por un término proporcional a la
funcién de distribucién con un tiempo caracteristico relacionado al tiempo entre col-
isiones®. No obstante, existen otros métodos para aproximar el término de colisién.
Un método muy interesante consiste en suponer que durante una colisiéon binaria ex-
iste una transferencia de momento muy pequenia?, en cuyo caso la integral se puede
aproximar por un término en derivadas parciales, de tal forma que la ecuacién de
Boltzmann se reduce a una ecuacién diferencial. En el caso no relativista este térmi-
no es de la misma forma que la ecuaciéon de Fokker-Planck proveniente de procesos
difusivos y estocdsticos®.

El propdsito del presente trabajo es investigar e implementar los métodos que
llevan a aproximar la integral de colision por un operador diferencial en el caso de
la ecuacién de Boltzmann relativista.

Este trabajo ha resultado necesariamente extenso debido a que se traté de hacer
lo mas auto-contenido posible para incluir lectores que no estén familiarizados con
los temas que se requieren para abordar la teoria cinética relativista. Asimismo se
intenté presentar los resultados y calculos con una notacién homogénea. De esta
forma aquellos lectores que tengan conocimientos previos en teoria cinética pueden
omitir la lectura del capitulo 2. Por otro lado aquellos con estudios anteriores en
relatividad pueden excluir la seccion 3.1.

La tesis esta estructurada de la siguiente manera. En el capitulo 2 se hace una
revision de la teoria cinética no relativista. Se estudia una forma heuristica para
obtener la ecuacién de Boltzmann y se obtiene la funcion de distribucién para el
estado de equilibrio cuando se anula el término de colisién. En la ltima seccion
de ese capitulo se presenta un método para aproximar el término de colision de la
ecuaciéon de Boltzmann para el caso de una mezcla binaria de dos especies cuya masa
y densidad difiere considerablemente. En ese caso se puede aproximar la integral de
colisiéon por un término diferencial del tipo Fokker-Planck. La ecuacion obtenida
resulta ser idéntica con la ecuacién de Fokker-Planck para el movimiento browniano
proveniente de los procesos estocasticos.

IEsencialmente esas las propiedades estdn relacionadas con los invariantes colisionales y el
teorema H.

2Ver [12].

3Ver [22] para el caso no relativista.

4Los detalles se veran en los capitulos 2 y 4 respectivamente

5La derivacién de la ecuacién de Fokker-Planck partiendo de la ecuacién de Boltzmann puede
consultarse en los trabajos de Landau [23] para el caso de interacciones coulombianas, de Green [24]
y de Wang Chang y Uhlenbeck [25] para una mezcla de dos componentes, mientras que partiendo
de la teorfa de los procesos estocésticos puede consultarse el trabajo de Chandrasekhar [26] o bien
un texto de procesos estocdsticos como el libro de Gardiner [27].



En la primera seccién del capitulo 3 se expone una revisiéon de los conceptos
basicos de la relatividad especial y de la hidrodindmica relativista que serviran
para abordar la versién relativista de la teoria cinética la cual se desarrolla en las
tres siguientes secciones del capitulo donde se describe la ecuacién de Boltzmann
relativista y su solucién de equilibrio.

En el capitulo 4 contiene los principales resultados obtenidos en el presente tra-
bajo. Se describe la manera de aproximar el término de colisién de la ecuacion
relativista de Boltzmann por operadores diferenciales para diversos casos. El primer
caso es un gas relativista de una componente en el cual la transferencia de momen-
to entre las particulas es pequena, para este sistema se obtiene una ecuacién tipo
Fokker-Planck conocida como ecuacién de Landau. En el caso de una mezcla bina-
ria se tienen dos subcasos, el primero de ellos consiste en un gas relativista ligero
donde se difunden particulas pesadas no relativistas. En este caso la aproximacion
que se obtiene es una ecuaciéon tipo Fokker-Planck cuyo limite no relativista lleva a
la misma ecuacién estudiada en la seccién 2.5, pero ahora incluyendo correcciones
relativistas a los coeficientes de transporte. También se calcula el limite ultra rel-
ativista. Del mismo modo se estudia el caso inverso donde particulas relativistas
ligeras se difunden en un gas no relativista pesado, este es conocido como gas de
Lorentz. Se hacen algunas observaciones al caso general de dos especies relativistas
donde la aproximacion no se puede aplicar directamente.

Finalmente se tiene un capitulo con la discusion de las conclusiones y las perspec-
tivas de los desarrollos de la tesis. Asimismo se incluyen dos apéndices, el primero
con una revision de los procesos estocasticos, el movimiento browniano y su relacion
con la ecuacion de Fokker-Planck. En el segundo apéndice se repasan propiedades
generales de las funciones de Bessel, las cuales se utilizan en la formulacion de la
teoria cinética relativista.



Capitulo 2

Elementos de Teoria Cinética no
Relativista

En este primer capitulo se hace una revision de los elementos de teoria cinética no
relativista que serdn necesarios para abordar la teoria cinética relativista. Se estudia
la fundamentacion de la ecuacion de Boltzmann para la evolucion de la distribucién
de un sistema de particulas. Se encuentra su solucién de equilibrio y se esboza el
método de solucion de Chapmann y Enskog. Por otra parte se analiza un método
de aproximacién al término integral de colision de la ecuacion de Boltzmann, para
una mezcla de dos especies con caracteristicas particulares, que lo transforma en un
operador diferencial tipo Fokker-Planck.

2.1. Fundamentacion heuristica de la ecuacion de
Boltzmann

Considérese un sistema formado por N particulas de masa m contenido en un
volumen V. Las particulas de este sistema estan caracterizadas a través de sus posi-
ciones y sus velocidades que corresponden a puntos en el espacio hexadimensional
(x,v) cominmente llamado espacio p. En este espacio el sistema de A particulas
serd descrito por A/ puntos correspondientes a las posiciones y velocidades de cada
particula. Hay que notar que este espacio no coincide con el espacio fase del sistema
que es un espacio de 6 V/-dimensiones.

Para describir este sistema se define una funcién de distribucién f(x,v,t) de

forma tal que
N(t) = f(x,v,t)dxdv, (2.1)

es el numero de particulas que, al tiempo ¢, se encuentran en el elemento de volumen
entre X y X + dx, y que tienen velocidades entre v y v + dv (fig. 2.1). Es claro que
al integrar sobre el volumen y todas las posibles velocidades, el resultado sera el



nimero total de particulas en el sistemal
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Figura 2.1: Espacio p para un conjunto de N particulas. Se muestra el elemento de
volumen dxdv en dicho espacio.

NZ//f(X,V,t)dxdv. (2.2)

Supdngase que el sistema estd sujeto a un campo externo F, de tal manera que en un
tiempo posterior t' = t + dt, las particulas cambiardn sus posiciones y velocidades
debido a la accién del campo externo, a un intervalo dx’'dv’ alrededor de x' y v’
dadas por

x' = x+vdt, (2.3)
F

v = v+ —dt. (2.4)
m

De esta manera el nimero de particulas en este nuevo volumen dx'dv’ se puede
escribir

N(t+dt) = f(x',v' t")dx'dv'. (2.5)

Cuando existen interacciones entre las particulas se produce un cambio en N al
evolucionar el elemento de volumen de espacio u. Este cambio esta dado por

dN = N(t+dt) — N(t) = f(x', v, t")dx'dv' — f(x,v,t)dxdv. (2.6)

El elemento de volumen en el espacio p puede distorsionarse bajo la evolucién de
las particulas, la relacién entre el nuevo elemento y el anterior estd dada por

dx'dv' = |J|dxdv, (2.7)

1Si F(x,v,t) es la funcién de distribucién de una particula, entonces la funcién de distribucién
f(x,v,t) es tal que f = N'F, es decir, el sistema se describe como si fueran A replicas de una sola
particula.



donde |J| es el Jacobiano de la transformacion entre (x,v) y (x’,v’). La matriz
Jacobiana y su determinante toman la forma

1 0 0 dt 0 0

0 1 0 0 dt 0

0 0 1 0 0 dt

|J|=det | omat omdt oFsa 1+8F1dt OF, dt ormsdt | - (2.8)

drim Oxi1m Orxim ovy m ovy m

O G ORGSR & o |y OFadt 0Py di

dram Oram Odram dvp m Jva m

oKy di  OFydt  OF di ﬁ@ or, di 1+%F3dt

drsm Oxsm Orzm dvg m ovs m Jvs m

Cuando el determinante se calcula hasta términos de primer orden en dt se obtiene

0o F
J =1+ —=dt +0(dt?). 2.9
)= 1 o o+ O(df?) (29)
Por otro lado, si se desarrolla en serie de Taylor f (X + vdt, v + %th, t+ dt) alrede-
dor del punto (x, v,t) hasta primer orden en dt, se obtiene

1 of . of . of
f (x+ vdt,v + Eth’t + dt) ~ f(x,v,t)+ I - xdt + v vdt + Edt’ (2.10)
sustituyendo (2.9) y (2.10) en la ecuacién (2.6), y tomando en cuenta que X = vy

v = F/m, se obtiene que

dN  (Of of
yre (E +v g + EE (fF)) dxdv. (2.11)

Para calcular el cambio debido a las interacciones entre las particulas correspon-
diente a (2.11) se hacen varias suposiciones:

» Sélo se consideran encuentros entre pares de particulas (colisiones binarias).
Esto se logra al suponer un gas diluido.

= La funcién de distribucién f no influye sobre la seccion transversal diferencial.

= La funcién de distribucion f no varia con el tiempo de duracién de un encuen-
tro, ni para distancias del orden del alcance del potencial. Se necesitan muchos
encuentros para que f cambie considerablemente.

= En cada punto del espacio u los valores que toma la distribucién f para dis-
tintos valores de velocidad no estan relacionados. A esta suposicién se le llama
hipétesis de caos molecular?.

2Esta es una hipétesis completamente probabilistica que nada tiene que ver con la dindmica del
sistema. Sea Fy(v1,vs) la funcién de distribucién de dos particulas que a un tiempo dado tienen
ciertas velocidades v y vy se encuentran en un volumen dado. Se introduce la suposicién de que
este evento sea el resultado de dos eventos independientes, es decir, Fa(vy,va) = f(v1)f(vz). Esto
implica precisamente que las velocidades de las particulas no estan correlacionadas.
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Dadas estas suposiciones considérense dos particulas con velocidades v y vy
respectivamente, su velocidad relativa serda g = v; — v. Un encuentro entre ambas
particulas puede considerarse relativo a una de ellas, la de velocidad v, por ejemplo,
y reducirse al problema de una particula con velocidad g dispersada por un centro
de repulsién situado en la posicion de la particula con velocidad v. Este proceso
esta caracterizado por el pardmetro de impacto b que es la distancia ortogonal entre
la recta que coincide con la velocidad relativa inicial y una recta paralela que pasa
por el centro repulsivo (fig. 2.2).

Figura 2.2: Proceso de dispersion de la particula 1 relativo a la particula con veloci-
dad v considerada como fija. Se esquematizan el parametro de impacto b y el angulo
de dispersion .

Para este encuentro existe un plano perpendicular a la velocidad relativa g donde
hay un regién acotada por los circulos de radio b y b+db. De esta manera la particula
que sera dispersada, sélo puede encontrarse en el cilindro diferencial de volumen
gdtbdedb. Siendo de el angulo azimutal como se muestra en la figura 2.3.

Se considera ahora un haz de particulas con velocidad v, . La pregunta, ;cuantos
encuentros pueden tener estas particulas con el centro repulsivo? se puede responder
al considerar un cilindro asociado con el centro repulsivo y cada una de las particulas
con velocidad v;. Se supone que estos cilindros no se superponen (fig. 2.4). Como N,
es el nimero de estas particulas estd dado por (2.1), como ademés se tienen tantos
cilindros como particulas, el volumen de todos los cilindros sera

f(x, vy, t)dxdv,gdtbdedb. (2.12)

Esta cantidad representa el niimero de encuentros que particulas con velocidad
vy pueden tener con el centro repulsivo en un volumen dx. Al haber f(x,v,t)dv
particulas con velocidad v en el volumen dx, entonces el nimero de encuentros
entre las particulas con velocidad v y las que tienen velocidad v; sera

f(x,v,t)dvf(x,vy,t)dxdv,gdtbdedb. (2.13)
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bdbde

(a) (b)

Figura 2.3: (a) Cilindro diferencial de volumen gdtbdedb. (b) Relacién entre el
parametro de impacto b y el dngulo de dispersion y. Notese que x decrece como
b aumenta.

Figura 2.4: Dispersion de un haz de esféras duras por un blanco fijo. Las particulas
del haz interactian con el blanco sélo si sus centros caen dentro del area o. A
esta cantidad se le conoce como seccién transversal total o y es un drea efectiva de
interaccion.
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El area diferencial bdedb puede escribirse en términos de la llamada seccion
transversal diferencial de colision®.

La seccion transversal total de colision o es un area efectiva de colision. Entre
mayor sea la seccion transversal mayor sera el niimero de particulas dispersadas. En
la figura 2.4 puede verse la seccién transversal total para un haz de esferas duras

dispersado por un blanco fijo.

g v,

Figura 2.5: Proceso de dispersién indicando el dngulo sélido 2.

Para interacciones distintas a las colisiones entre esferas duras la seccién transver-
sal total se obtiene al integrar la seccién transversal diferencial o () sobre todas las
direcciones

o= /O'(X)dQ, (2.14)

donde df2 = sen xdyde es el angulo sélido o elemento de area en la esfera unitaria. La
seccién transversal diferencial o(x) depende del tipo de particulas que intervengan
en el proceso, del tipo de interaccion entre ellas y de su energia y en general se define
como el cociente entre el niimero de particulas dispersadas por unidad de tiempo y
por unidad de angulo sélido, y el flujo de particulas incidentes, lo cual se expresa
como

) bdbde b |db
g = = _—
X dQ seny |dy|’
en la expresion anterior se introduce el valor absoluto ya que o(x) es siempre posi-
tiva®.

Al sustituir (2.15) la expresion (2.13) toma la forma

(2.15)

f(x,v,t)f(x, vy, t)dxdvdv,gdtodS). (2.16)

3Ver por ejemplo [28].
4En la figura 2.3 puede verse que b aumenta como y disminuye, de ahi la necesidad del valor
absoluto en (2.15).
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En cada encuentro la velocidad de las particulas cambia, esto implica que sale
del intervalo de velocidades v y v + dv. Asi el nimero total de particulas que salen
del intervalo de velocidades debido a encuentros con otras particulas esta dado por
la integracién de (2.16) en todas las velocidades v; y todos los angulos y y €

AN~ = dxdvdt/f(x,v,t)f(x, vy, t)godQdvy. (2.17)

Si se consideran los encuentros inversos, es decir, los encuentros tales que la
velocidad de la particula después del encuentro esté en el intervalo v y v 4+ dv, con
los mismos argumentos que antes se puede escribir

fx, v, ) f(x, v, t)dxdv'dv,g'dto’dSY . 2.18
1 1

Sin embargo, la expresion anterior se ve modificada haciendo las siguientes con-
sideraciones: el Jacobiano de la transformacion de velocidades es unitario, lo cual
implica que dvdv; = dv'dv}. La magnitud de la velocidad relativa es la misma antes
y después de los encuentros g = g’. Del mismo modo el producto del dngulo sélido y
la seccién transversal diferencial no cambia® od€) = ¢/d§). Asi se puede llegar a que

f(x, v, t)f(x, V], t)dxdvdv,gdtods, 2.19
1

es el nimero total de encuentros inversos. De esta forma el niimero total de particulas
que entra en el intervalo de velocidades después del encuentro se obtiene al integrar
de (2.19) en todas las velocidades vy y todos los dngulos

dNT = dxdvdt/f(x, v 1) f(x,v], t)godQdv. (2.20)

Sumando las particulas que entran y restando las que salen puede escribirse el
cambio neto en el nimero de particulas debido a los encuentros

dN = dN* — dN~. (2.21)
Finalmente la ecuacién (2.11) toma la forma

Tov Ll L= [Gn-rhginm, @)

ot ox ov
donde f{ = f(x,v],t). Esta es una ecuacién integro-diferencial no lineal que de-
scribe la evolucion de la funcién de distribucién f. Es conocida como ecuacién de
Boltzmann ya que fue propuesta originalmente por L. Boltzmann en 1872.%

®Las colisiones inversas se pueden ver como una composicién de una inversiéon temporal (t — —t)
y una inversién espacial (x — —x), de forma tal que la cantidad ¢'dQ) = 0dQ. A este hecho
junto con la invariancia de la velocidad relativa, se le conoce como principio de reversibilidad
microscépica.

6Este desarrollo se encuentra en el trabajo original de Boltzmann [29] pags. 110-131. Pueden
consultarse ademds [30], [31].
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A2 Vi

(a) Colisién Directa (b) Colisién Inversa

Figura 2.6: A través de las colisiones directas las particulas salen del intervalo de
velocidades v y v 4+ dv, mientras que las colisiones inversas se dan entre particulas
con velocidades fuera del intervalo que al chocar adquieren velocidades en vy v+dv.

Por 1ltimo es importante senalar como se comporta la ecuacién de Boltzmann
ante transformaciones de inversién temporal, es decir cuando se invierten las direc-
ciones en las velocidades. Si ¢ = f(—v, —t), se puede ver que el miembro izquierdo
de la ecuacion (2.22) se transforma en

O o6 1 0
—[E‘Fva—x—i-ag(gbl:‘) s (2.23)

mientras que el lado derecho, llamado término de colisién y denotado por J (¢, ¢),
toma la forma’

T(66) = / (66, — b61)godQvs, (2.24)

por lo tanto
1
—+V'—X+E_V‘<¢F):_j<¢a¢)' (2.25)

La ecuacion de Boltzmann no es invariante bajo inversiones temporales, contrario a
las ecuaciones de la dindmica de Newton. Se dice entonces que la ecuacion de Boltz-
mann es irreversible. Este hecho es consecuencia de la hipdtesis de caos molecular.
Esta hipdtesis requiere que las velocidades previas de las particulas que se encuen-
tran no estén correlacionadas. Sin embargo, después de la colision las velocidades
de las particulas se ven afectadas entre si y por tanto estan muy correlacionadas.
Al realizar una transformacién de inversion temporal se invierten también las ve-
locidades de modo tal que las particulas que acababan de colisionar regresan al
encuentro lo cual implica que sus velocidades estan correlacionadas antes de la col-
ision y por tanto no se cumple la hipotesis de caos molecular. Es decir, la inversion
temporal induce correlaciones entre las particulas. Esto se observa incluso desde el

"Esto se encuentra debido a que existen las colisiones inversas.
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término de colision en donde se hace distincién entre las velocidades pre-colisionales
y post-colisionales, lo cual, en cierta manera, introduce una direccién en el tiempo®.

2.2. Ecuacion de transferencia

En esta seccién se describe como, al conocer la solucion a la ecuacion de Boltz-
mann, se puede obtener informacién de las cantidades macroscépicas a partir de
la dindmica microscépica. Tales cantidades se determinan a partir de la funciéon de
distribucién en términos de cantidades promedio. Sea ¢ una funcién de (x,v,t). El
promedio de 9 se define como

= %/wfdv, (2.26)

aqui n es la densidad de nimero de particulas que se define como

= /f(x, v)dv. (2.27)

La evolucién de (1)) se obtiene a partir de la ecuacién de evolucién de f, multi-
plicando por % la ecuacién de Boltzmann y calculando la integral involucrada en el
promedio.

0 0
[ (G v i um)vav= [ [orsi- thgodtwd, (229

Se realizan integraciones por partes y se hace uso de consideraciones de simetria
en las colisiones. Asi se escribe la ecuacion de transferencia que es una ecuacién de
evolucién para el promedio de ¥

g 006+ - o)) = (G = (v Gy (120
=3 [ [ v —v = - fogodaviay, (229)

El lado derecho de la ecuacién de transferencia (2.29) representa el término de
produccién de la cantidad ¢ debida a las colisiones. Cuando v es una cantidad
conservada en la colisién entonces el término de produccién es cero. Cuando esto

8El tema de la irreversibilidad en la ecuacién de Boltzmann puede verse desde diversas per-
spectivas. Puede argumentarse que el Teorema H de Boltzmann da un criterio de irreversibilidad
(Ver [30] y [31]). Puede contemplarse también el enfoque de la jerarquia BBGKY, desde el cual, la
ecuacién de Boltzmann es Uinicamente una ecuacién aproximada irreversible que proviene de una
ecuacién exacta reversible que es la ecuacién de Liouville. Un tratamiento extenso de la ecuacién
de Liouville y de la jerarquia BBGKY puede verse en el libro de Liboff [32], mientras que intro-
ducciones sencillas pueden consultarse en los libros de Harris [33] y Kremer [34].
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sucede 1 es llamado invariante colisional o de suma. Dependiendo de la eleccién
de v se pueden encontrar las ecuaciones de balance de distintas cantidades, por
ejemplo, ¥ = m se reduce a la ecuacion de continuidad que expresa la conservacion
de la masa, v = mv implica la conservacién de la cantidad de movimiento, ¥ = muv?
la conservacion de la energia y ¢ o< In f el balance de entropia.

2.3. Funcion de distribucion de Maxwell-Boltzmann

El equilibrio estd definido como un estado estacionario el cual tiene una funcién
de distribucién tal que el término de colisién en la ecuacién de Boltzmann es nulo?

T (1o, 1) = / (FO R = FO£)goddv, = 0. (2.30)
Esta integral es cero si se cumple que
FORY = fO5, (2:31)
o equivalentemente
I f© 4 1n f =1n fO + 1 0. (2.32)

La ultima expresién es satisfecha tinicamente por los invariantes colisionales. Para
una colision binaria los tnicos invariantes de colision son la masa, el vector de
cantidad de movimiento y la energia. Estas cantidades cumplen con las leyes de
conservaciéon

m+m; = m+my, (2.33)
mv' +mvi = mv—+myvy, (2.34)
mv? 4+ m? = mo? +mpod. (2.35)

Como de (2.32) la cantidad In f® es un invariante colisional, debe ser una combi-
nacion de los invariantes involucrados en la colisién

mfP=a+8-v+n?® = fO=expla+tp v+, (2.36)

si en el argumento de la exponencial de la ecuacién (2.36) se suma y resta (1/2v)5
se puede completar el cuadrado en la exponencial y escribirla como

fO = Aexp (7B -B), (2.37)
donde
A= _Z B—v+-3 (2.38)
=exp | « P y =v e :

9El estado de equilibrio puede también entenderse desde la perspectiva del Teorema H de
Boltzmann el cual dice que, cualquier estado inicial tiende al estado de equilibrio si y sélo si
‘Z—Ij =0, donde H(t) = [ fIn fdvdx. Esta condicién implica que la funcién de distribucién f debe
cumplir f’f] = ff1 y por lo tanto se hace cero el término de colisién.
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El coeficiente A y el vector B se determinan al asegurar que la funcién de distribucién
(2.37) dé los valores de masa, densidad de momento lineal y densidad de energia
definidos a través de la funcion de distribucién

n = / fOav, (2.39)
n{v)y = /Vf(o)dv, (2.40)
ne:gnkT - /%C-Cf(o)dv, (2.41)

donde C = v—(v) es llamada velocidad peculiar o cadtica y e es la energia promedio.
Al sustituir en la expresion para la densidad de particulas (2.39) la funcién de
distribucién (2.37) se tiene que

n= A/exp (732) dB = 47TA/eXp (732) B?*dB, (2.42)
A=n (ﬁ) . (2.43)
T

Por otro lado de la ecuacion (2.40) se tiene

_ OB — ™~
n<v>_/Bf°dB 276. (2.44)

Como el integrando en el primer término es una funcién impar de B, entonces la
integral es cero asi

1
=—— 2.45
y se puede reconocer la velocidad cadtica
B=v—-(v)=C. (2.46)

Sustituyendo (2.43) y (2.46) en la funcién de distribucién (2.37) se tiene

3
—~\ 2
O =p (—7> exp (76’2) . (2.47)
7r
Finalmente se utiliza la expresién (2.41) para determinar -y
3
3 7\’ 4 2
§kT =2mm | — C*exp (vC?) dC, (2.48)
T
m
= ——. 2.49
Y=~ (2.49)



Por lo tanto la expresién final de la funcién de distribucién del equilibrio es

FO =y <%) exp [—% (v — <v>)2] . (2.50)

Esta es la funcién de distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann, propuesta
por J. C. Maxwell en 1867, quién la dedujo suponiendo que, en ausencia de inter-
acciones entre las particulas y fuerzas externas, no existen direcciones privilegiadas
en las velocidades de las particulas.

f(v)

— -

Figura 2.7: Funciéon de distribucion de velocidades de Maxwell-Boltzmann. Se grafica
la funcién de distribucién adimensional tomando (v) = 0 y en unidades de m = 2kT.

2.4. Meétodo de Chapman-Enskog

La ecuacién de Boltzmann (2.22) se puede reescribir de manera adimensional,
introduciendo ciertas cantidades caracteristicas del sistema como la longitud tipica
L, la velocidad media v, alguna densidad numérica de referencia ng, etc.

Lrv S D (A = =T, 2.51)
donde
I = / (f'fi = ff)gedQdv,. (2.52)
En estas ecuaciones
_ (”_3> foi=Y ety x= Ly
No L v



L 1 1

A="F 5= 5= ——0. 2.53
i 8= 58 0= g0 (2.53)
Se define el numero de Knudsen como
A 1
L L\2rxd?ng ( )

donde A es el camino libre medio y d es el didmetro efectivo de las particulas.
El ntmero de Knudsen es un parametro que escala el término de colision de la
ecuacion de Boltzmann sin dimensiones. El método de Chapman-Enskog consiste
en un desarrollo para nimeros de Knudsen pequenos. Al escribir nuevamente la
ecuacion de Boltzmann con dimensiones, se escribe un parametro adimensional € que
juega el mismo papel del nimero de Knudsen que dara el orden de las cantidades
involucradas en las ecuaciones; € se conoce como parametro de pequenez. De esta
forma la ecuacién de Boltzmann se escribe
af af 1 0

1
L SRy =2 () (2.55)

El nimero € debe tender a la unidad al final del analisis. Esto es equivalente a regresar
a variables con dimensiones en la ecuacién (2.51). Nétese que el lado derecho de la
ecuacién (2.55) debe mantenerse finito ante € pequenos, por esta razon se tiene la
condicién de que en el limite € — 0, el término de colisién J — 0. Esto implica
claramente que cuando el pardmetro de pequenez se aproxime a cero el sistema
tiende al equilibrio, es decir, la funcion de distribucion es la distribucién de Maxwell-
Boltzmann f — f©.

Partiendo de este hecho, la idea del método de Chapman-Enskog es desarrollar
la funcion de distribucion alrededor de la distribucién de equilibrio en series del
parametro de pequenez

F=fO fefW 2@ 4 356G 4 (2.56)

Se tiene ademds que n, (v) y T deben ser los mismos para cualquier orden en el
desarrollo, se escriben entonces las llamadas condiciones de compatibilidad

/ (f = fO) gdv =0, (2.57)

donde f estd dada por la ecuacién (2.56) y 1 = 1, v, mC?/2 son los invariantes en
la colision.

Cabe subrayar que los momentos estadisticos de orden superior de la funcién de
distribucion definidos por

Zliz...iN - /mvhviz ce UiNde7 (258)

se relacionan con cantidades fisicas conocidas como flujos (de calor, cantidad de
movimiento etc.). Macroscépicamente estos flujos estan relacionados con las fuerzas
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termodinamicas que las producen. Estas relaciones se conocen como ecuaciones con-
stitutivas.

Para considerar estas cantidades en el método de Chapman-Enskog, los flujos
también se escriben como series infinitas de € de la misma forma que f, asi que
cuando se sustituyen en las leyes de conservacion surge la necesidad de desarrollar
también las derivadas temporales como series en €. De esta manera cada orden en
e corresponderd a un nivel de aproximacién. A orden € la funcién de distribucién
es la distribucién del equilibrio, los flujos son cero y las leyes de conservacion son
las ecuaciones de Euler. En el orden €' existe una primera correccién a la funcién
de distribucién; aparecen aqui los flujos que satisfacen las relaciones constitutivas
conocidas como ecuaciones de Navier-Stokes-Fourier, en las cuales se identifican
los coeficientes de transporte. A segundo orden € se obtiene la correcciéon f) y
las expresiones para los flujos son las ecuaciones de Burnett con sus respectivos
coeficientes de transporte.

No es el propédsito de estd seccion el desarrollar en su totalidad el método de
Chapman-Enskog, lo que se pretende es mostrar la motivaciéon y fundamentos del
método para comprender que son distintos los regimenes en que se puede trabajar y
que cada uno da nueva informacién a la solucién aproximada. En particular cuando
se consideran términos lineales en € se dice que se trabaja en el régimen de Navier-
Stokes-Fourier

f=1O4ef@. (2.59)

Este es el régimen que se considerard a lo largo del trabajo ya que esos términos
son suficientes para las siguientes aproximaciones en el término de colisién de la
ecuacion de Boltzmann que llevan a la obtencién de la ecuacion de Fokker-Planck.

2.5. Ecuacién de Fokker-Planck y teoria cinética

La ecuacion de Fokker-Planck fue utilizada primeramente para describir el movi-
miento browniano. En lugar de calcular la evolucién de los valores promedio como
hizo Einstein, se investiga cual es la evolucion temporal de la probabilidad de en-
contrar a la particula browniana en cierto intervalo de velocidades al tiempo ¢, asi la
ecuacion de Fokker-Planck da la evolucion de esa densidad de probabilidad.

De manera mas general, esta ecuacién aparece al relacionar un proceso gobernado
por una ecuacién diferencial estocastica y la densidad de probabilidad con la cual se
pesan los promedios de las cantidades macroscépicas. Es entonces una ecuacién de
evolucién para la funciéon de distribucién de cantidades macroscépicas fluctuantes.
Estas relaciones se describen en el apéndice A.

Por otra parte, de las secciones anteriores se sabe que otra ecuacién que gobierna
la evolucion de la funcién de distribucién es la ecuacion de Boltzmann (2.22). En esta
seccion se estudiara las condiciones bajo las cuales el término integral de colision
de la ecuacion de Boltzmann se puede aproximar por un término diferencial del
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tipo Fokker-Planck. En particular, se considera el caso de una mezcla binaria en
condiciones fisicas similares a las del movimiento browniano.

2.5.1. Ecuacion de Fokker-Planck para una mezcla de dos
componentes a partir de la ecuacién de Boltzmann
Se considera una mezcla binaria donde las particulas de cada especie tendran

masa m, y My, respectivamente. En este caso se tiene una funcién de distribucion y
una ecuaciéon de Boltzmann para cada especie.

dfy of, F 0f,

ot V0 ox Ty ov, T (fg: fo) + T (fg: Io), (2.60)
0 0 o
£+ Ve a_fbjLﬁb 5‘]:2 = T fo) + T (f: fo); (2.61)

El primer término del lado derecho de cada ecuacion corresponde a colisiones entre
particulas de la misma espacie mientras que el segundo se debe a colisiones entre
particulas de especies distintas.

Supongase ahora que una de las especies esta formada por particulas muy masivas
y la otra de particulas muy ligeras de tal modo que m; > my. A su vez el nimero
de particulas masivas serd muy pequeno'’, y el nimero de particulas ligeras es
muy grande ya que se considera como un gas de fondo. Esto quiere decir que las
particulas masivas son tan escasas que los choques entre ellas se pueden despreciar
J (fo, f») = 0. Del mismo modo se supone que no influyen en la distribucién de las
particulas del gas el cual se supondra en equilibrio

m 3 myv>
fo= fg(o)(vg) =Ny (271'le> ’ exp <_ QIZTQ) : (2.62)

Por lo tanto sélo es necesario escribir la ecuacion para las particulas brownianas en
el gas

Afs ofe , F 0fy _
BTV T T ey — I U A7), (2.63)

donde el término de colisién se puede expresar como

T 1) = / FLf© — f,7®)goddv,. (2.64)

Para la funcion de distribucién de las particulas brownianas se supondrda un
desarrollo de Chapman-Enskog de orden lineal (2.59)

fr= fb (1+ hy), (2.65)

Desde este momento en adelante a estas particulas, abusando del lenguaje se les lla-
mard particulas brownianas (de ahi el subindice b), por su similitud con el caso del movimiento
browniano donde una particula muy masiva se difunde en un fluido formado por particulas ligeras.
Otra razén para este nombre aparecerd al final de esta seccién y en el Apéndice A.
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en este caso la funcién A, nos dice cual es la desviacion respecto a la distribucion de
equilibrio. En principio h;, depende de las mismas variables que f;.
Al sustituir (2.65) en el término de colisién (2.64) se obtiene

/ (FOFO _ OO0, + / (FO f O — 1O fOp)egdQdv,.  (2.66)

Como en el equilibrio el término de colision es cero, la primera integral de la expresién
anterior es cero. Utilizando la conservacion de la energia, el término de colision se
expresa como

T (fo fO) = £ / FO (hy — hy)godQdv,. (2.67)

En esta aproximacion se supondra homogeneidad espacial, es decir que la funcion

de distribucion no varia espacialmente, lo cual es justificable dad la homogeneidad

espacial del gas. Por lo tanto la dependencia de h; serd solo en la velocidad de la

particula hy, = hy(v,). Utilizando la conservacién del momento en la colisién eldstica

y la definicion de velocidad relativa, se llega a que

m m

v, —vy=—~(g—g)~—“L(g—g), 2.68

b= Vb mb+mg(g g)~  (&-g) (2.68)

la dltima aproximacién se basa en la relaciéon entre masas, a saber, m; > mg,. Debido

a que el cociente de masas es muy pequeno las velocidades antes y después de la

colisiéon son muy parecidas, esto permite desarrollar a h; en serie de Taylor alrededor
de la velocidad pre-colisional

ohy 1, ,

0y
hy — hy = (v, — vp) - v, + §(Vb —vp) (v, — V) : Dvidv, +...

(2.69)

Se puede ahora sustituir (2.68) y (2.69) en (2.67) y asi llegar a la siguiente expresién

2 2
fb(O)/fg(O) <—%Ag Ohy 1 (%) AgAg : O h +> godQdv,, (2.70)
b

my 8vb 2 my

esta expresién se puede reducir al integrar Ag en el angulo azimutal del dngulo
solido, sin embargo aun hace falta considerar el producto go, recordando que la
seccion transversal es funcion de la magnitud de la velocidad relativa y del angulo
de dispersion. Para cada problema habra una o distinta dependiendo el potencial
de interaccién que se considere.

Si se considera que ambas especies estdn a la misma temperatura, junto con el
teorema de equiparticion de la energia, la energia cinética promedio de la particula
browniana cumple myv? ~ mgvg. De esta manera se puede decir que el cociente de
velocidades satisface v, /v, < 1y entonces la velocidad relativa se puede aproximar
como

1
2\ 2
g:vg(l—Z%comb—i-v—g) %vg(l—ﬁcosqﬁ—i-...), (2.71)
v v

9 g Vg
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esto permite desarrollar ahora el producto go

0
go(x, g) = v,0(x,vy) — Uy COS gb%(vga(x, vg))+ .. (2.72)
g

Se sustituyen ahora estos desarrollos en la integral de colisién (2.70), y se realizan
las integraciones considerando los términos de orden més bajo tanto en el cociente
de masas, como en el de velocidades. Asi se obtiene la siguiente expresion diferencial
para el término de colisién

J = n (i : (beb) + (273)

—_—— —f
8vb my 8vb Gvb

donde 7 es el coeficiente de friccién dindmica que proporciona un tiempo de rela-
jamiento caracteristico del sistema y esta dado por la siguiente integral
8 mim?

- 3mka/0 féo)@g)vﬁdvg/o o(x, vg)(1 — cos x) sen xdx. (2.74)

Cuando se sustituye la funciéon de distribucién del equilibrio de las particulas del
gas (2.62) en (2.74) se tiene

242wy (mg)%

kKT 0O 8)

Ui

oo 7mgv2 ™
/ vg’e< o )dvg/ o(x,vy)(1 —cosx)senxdx. (2.75)
0 0

3 my ( kT)g
La ecuacién resultante incluyendo posibles fuerzas externas es:
ofy, F 0Ofy 0 kT 0 0
—_— 4 — == = — —_— . 2.76
ot + my 8vb m 8vb (beb) + my 8vb 8vb b ( )

Esta ecuacién para la evolucién de f, se conoce como ecuacién de Fokker-Planck
para el movimiento browniano. Fue obtenida por Chandrasekhar en 1943 a partir de
la teoria de procesos estocasticos para el caso particular del movimiento browniano
[26]. Fue obtenida también por Green [24] y Wang Chang y Uhlenbeck [25] a partir
de la teoria cinética con argumentos similares a los presentados aqui.

Como un ejemplo especifico pueden tomarse esferas duras cuya seccion transver-
sal diferencial o es constante. El coeficiente de friccion dinamica resultante es

32n,0
Ned = Emib 2mmgkT. (2.77)
Otro ejemplo son las particulas de Maxwell cuya seccién transversal
1
O-(Xavg) = U_F(X)’ (278)
g9

donde F(x) es una funcién conocida de x. En este caso el coeficiente de friccién
dindmica es simplemente

m
Ny = 27mgﬁZB, (2.79)
donde

B = /f(x)(l — cos x) sen xdx. (2.80)

24



2.5.2. Solucion a la ecuacion de Fokker-Planck

Para encontrar la solucién a la ecuacién de Fokker-Planck (2.76) se supondra que
no hay fuerzas externas presentes!!, de tal forma que (2.76) se convierte en

of of kT 9 0

675 —377f+77V a— +77E% a—vf (2.81)

Se introducen ahora los siguientes cambios de variable
g=e"f, u=ve", (2.82)
que transforman al lado derecho de la ecuacién (2.81)

dg 4nt+nkT st Y 9 0

3nge™™ + ne M- —= 2.83
nge™™ +ne”"u- e L (2.83)
mientras que su lado izquierdo es
dg 89

3nge™™ + ¥ | — 2.84
nge’™ + e Y +nu - I (2.84)

Finalmente se obtiene 5 5 9
99 _ pent (2.85)

ot du ou”
donde D = nkT/m, es el coeficiente de difusién en el espacio de momentos. Para pro-
ceder con el analisis es conveniente introducir una nueva variable temporal definida

como
1

De este modo (2.85) toma la forma
dg o0 0
=D— - —g. 2.
ds Ju Ou (287)

Esta ecuacién tiene una solucion sencilla en términos de transformadas de Fouri-
er. La transformada inversa de Fourier de g(u, s) dada por

g(u,s) = #/g(k, s)e Mk dk, (2.88)

con transformada directa,
gk, s) = /g(u, s)e™*du, (2.89)

llevan a (2.87) a la forma
% = —Dk - kg. (2.90)

HSe seguira [35].
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La solucién a esta ecuacion es
A~ _Dkks
g = go€ : (2.91)

Si se supone que las particulas tienen exactamente ciertas velocidades iniciales se
puede expresar la condicion inicial como

g0 = g(u,0) = &*(u — uy). (2.92)

La transformada de esta funcién es
go = §(k, 0) = ek, (2.93)
y asi (2.91) se expresa en términos de las condiciones iniciales de la siguiente manera
§ = efmok-Dhks (2.94)

Utilizando la forma explicita de § se determina g como

1 )
g(u,s) = 2 / ei(wo—uyk=Dleks g (2.95)

Estas son tres integrales de la forma

L Ujo — U
/exp [—Ds (kj2 — zkj#)} dk;, (2.96)

con j = x,¥, z, para las cuales se puede completar el cuadrado en el argumento de
la exponencial, dando como resultado

(wjo — uj)? o —ui\
exp [—’Ds (JZLD—QSQJ exp |—Ds | kj — ZJQTSJ dk; (2.97)

la cual es una integral gaussiana cuyo resultado bien conocido es

(uj*ujo)2 ™
T 4Ds — 2.98
em Iy [ (2.98)

3
1 2 (u-ug)(u-ug)
g(u,s):(47ﬂ)s) e s (2.99)

El siguiente paso es regresar a las variables originales a través de las ecuaciones
(2.82), (2.86) y la definicién del coeficiente de difusién. Haciendo todos estos cambios,
la funcién de distribucion, sin normalizacion, que es solucion a la ecuacién de Fokker-
Planck es:

Por lo tanto

[SI[oY

m(v —voe ™) - (v — voe ™)
2kT(1 — e—2mt)

fv.t) = {%kﬂlm_ 6%} exp [— (2.100)
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Aplicando la condicién de normalizacion a la funcion de distribucién anterior se
tiene

n(t) = /i/f(V,t)dV = K=n. (2.101)
Por lo que la distribucion se debe multiplicar por la densidad numérica n,
3
m 2 m(v —voe ) - (v — voe ™)
= — . (2,102
fv,t) =n [QWkT(l - 62’”)] =P { OKT (1 — e—211) (2.102)

Hay que notar que si se toma el limite ¢ — oo, la ecuacién (2.102) tiende a la
distribucion de Maxwell-Boltzmann

t—o00

lim f(v,t)=n (%)% exp <—W;‘;€TV> . (2.103)

Este hecho y la comparacién entre ambas distribuciones se ilustra en las figuras
2.8a-b y 2.9.
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f(v.t) f(v.1)

(b)

Figura 2.8: Gréficas tridimensionales de la evolucién temporal de la funciéon de dis-
tribucién solucién a la ecuacién de Fokker-Planck (2.103). (a) Distribucién inicial
con la delta de Dirac (b) Evolucién temporal hacia la distribucién de Equilibrio.

-V

Figura 2.9: Comparacion entre la evolucion de la funcién de distribucion solucién a
la ecuacion de Fokker-Planck y la distribucion del equilibrio. La curva punteada es

la funcion de distribucion del equilibrio.
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Capitulo 3

Teoria Cinética Relativista

En este capitulo se estudiaran aspectos generales de la teoria cinética relativista.
En particular se hard una descripcion heuristica de la ecuaciéon de Boltzmann rela-
tivista y la correspondiente funcion de distribucion del equilibrio. Para ello es conve-
niente realizar una revisién previa de conceptos basicos de la teoria de la relatividad
especial. La primera seccion estd destinada introducir los conceptos bésicos de cin-
ematica, dinamica e hidrodinamica relativista.

3.1. Elementos de relatividad especial

3.1.1. Cinematica y dinamica relativista

La teoria especial de la relatividad esté basada en dos postulados que surgen de la
imposibilidad de extender las transformaciones de Galileo de la mecanica newtoniana
a la teoria electromagnética. Estos postulados son:

= Principio de la relatividad. Todas las leyes de la fisica son las mismas en todos
los marcos de referencia inerciales. (Las leyes de la fisica deben ser covariantes
bajo transformaciones entre sistemas de referencia inerciales).

= La velocidad de propagacién de la luz en el vacio tiene el mismo valor ¢ =
2,9 x 10®m/s para todos los observadores inerciales y es una velocidad limite.

Supdnganse dos observadores O y O, tal que O’ se mueve con velocidad constante
v en la direccién del eje = con respecto al primer observador (fig. 3.1).

Si se emite una senal de luz con frente de onda esférico desde el origen de los
marcos de referencia de ambos observadores, lo cuales coinciden en t = t' = 0. Para
el observador O, la distancia recorrida por la onda seria

ct? = 2* +y? + 22, (3.1)
mientras que para el observador O’

Ctl2 — x/2 +y/2 + 2/2‘ (32)
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J J

Figura 3.1: Representacién de los sistemas O y O’, este ultimo se mueve respecto al
primero con una velocidad constante v.

Las tnicas transformaciones lineales compatibles con los postulados de la relatividad
y (3.1)-(3.2) son las llamadas transformaciones de Lorentz

’ v (z —wt), (3.3)
! v, (3.4)
7 = 2z, (3.5)
ct' = ~(ct — Px), (3.6)

donde el factor de Lorentz v y la velocidad relativa § en unidades de la velocidad
de la luz se definen como

1
= \/17—752’ (3.7)
g = % (3.8)

Obsérvese de (3.3)-(3.6), que en el limite ¢ — oo se recupera las transformaciones
de Galileo de la mecanica newtoniana. Entre las consecuencias inmediatas de estas
transformaciones se tienen las siguientes. Si el observador O tiene un reloj con el
cual mide cierto intervalo de tiempo At = t, — t1; el mismo intervalo de tiempo
medido por el observador O’ es

At =~ |(tg —t1) — g (xg — 1) |, (3.9)
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el segundo término de esta relacion es cero ya que el reloj estd fijo con el observador
O, entonces se tiene la llamada dilatacion del tiempo

At = yAt. (3.10)

Esta ecuacion dice que el intervalo de tiempo medido por el observador O’ es mas

largo que el intervalo medido por el observador O. Otra consecuencia de las transfor-

maciones de Lorentz es la siguiente: Si el observador O tiene una barra de longitud
= 19 — 11, en las coordenadas del observador O’ se medira

U=y =y + Be(ty — 1], (3.11)

pero como O’ determina la posicién de los extremos de la barra simultdneamente,
entonces t,, = t]. La expresion resultante se conoce como la contraccién de la longitud

=~ (3.12)

Esto quiere decir que un objeto de longitud ¢ en el sistema del observador O quien
lo ve en reposo, serd visto con una longitud ¢ menor que ¢ por O'. Adviértase que
esta contracciéon solo sucede a lo largo de la direccion del movimiento. Esta relacion
lleva a definir la contracciéon del volumen, si V es el volumen propio o en reposo
visto por O, entonces el volumen visto por O’ en movimiento serd

V=~ (3.13)

Otra relacion importante que surge de las transformaciones de Lorentz es la
transformacion de la velocidad. Si un objeto se mueve con velocidad u visto por O
entonces el observador O’ medird la siguiente velocidad del objeto

, Uy — U , Uy , U,
U, = ——, U =—""~, U, =—————. (3.14)
SR T (e M T ()

En relatividad especial se introduce el intervalo ¢ separacion entre puntos del

espacio-tiempo

As® = AA? — Ar? — Ay? — AZ% (3.15)

Cuando se calcula la transformacion de Lorentz de esta cantidad se observa que su
valor no cambia

As”? = As? (3.16)

se dice que el intervalo es invariante ante transformaciones de Lorentz. La nocion

de invariante es de importancia central y se usard a lo largo del presente trabajo.
Definido el intervalo espacio-temporal se introduce la notacion 4-dimensional de

la relatividad espacial, escribiendo al elemento diferencial ds? del siguiente modo

ds* = n,,da"dz”, (3.17)
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donde p, v =0, 1,2, 3, por tanto dz* es un vector 4-dimensional cuyas componentes
son

dz" — (d:c'o,d:cl,dx2,d:c3) = (cdt,dx, dy, dz) . (3.18)

La cantidad 7,, en (3.17) se denomina la métrica covariante de Minkowski o del
espacio-tiempo plano y se puede representar en forma matricial de la siguiente forma

1 0 0 0
0 -1 0 0

Dl =10 o -1 o (3.19)
00 0 -1

En la relacién (3.17) estd implicita la convencién de suma de Einstein, segin la cual
los indices repetidos representan una sumatoria de g = 0 hasta p = 3.

Las transformaciones de Lorentz (3.3)-(3.6) se pueden escribir en esta notacién
de la siguiente manera

" = A ¥, (3.20)
donde
vy =By 00
By v 00
o
[A"] — 0 0 10 (3.21)
0 0 01

Dada la invariancia de intervalo la matriz de Lorentz debe cumplir
N = ApuAaunpoa (322)

que quiere decir que la métrica es un invariante ante transformaciones de Lorentz.
Si A* es la matriz inversa se tiene que

AR AY = 5t (3.23)

donde §‘f\ es la delta de Kronecker en 4 dimensiones definida como

v L, v=A
A —{ 0. v£A (3.24)
Se introduce la métrica inversa 6 contravariante n*¥ via
0 nur = 0'. (3.25)

Debido a la convencion de suma de Einstein se puede escribir el producto escalar
4-dimensional de dos vectores como

AB, = A’By + A'B; = A°B, — A - B, (3.26)
el cual es un invariante.
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‘ Cono de luz

Linea
de mundo
de una
particula

Figura 3.2: Cono de luz de un evento

La representacion gréfica de los objetos 4-dimensionales se realiza con base en los
diagramas de espacio-tiempo, un ejemplo es el de la figura 3.2. En estos diagramas
un punto es conocido como evento, y la historia de una particula se representa con
lineas cuyas pendientes en cada punto son mayores a 1, lo cual quiere decir que no
superan la velocidad de la luz. Estas son conocidas como lineas de mundo de las
particulas’.

Linea
de
mundo

» X

Figura 3.3: Linea de mundo de una particula en reposo.

La conveniencia de la notacion 4-vectorial radica en que estos objetos trans-
forman naturalmente bajo transformaciones de Lorentz. Un ejemplo de esto es la
4-velocidad de una particula definida de la siguiente forma

dxt
Ut = —
dr’

!Puede consultarse el libro de Schutz [36] para una revisién de los diagramas de espacio-tiempo.

(3.27)
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donde dr = ¢ 'ds es el llamado tiempo propio. La 4-velocidad estd definida de tal
modo que cumple con las transformaciones (3.14) y sus componentes son

U — (ye,7v), (3.28)

La magnitud de U* es UFU,, = ¢*. Otro vector definido de esta forma es el 4-momento
de una particula de masa en reposo m como

pt = mU". (3.29)

Sus componentes son

P — (yme,ymv) = (%p) = (»",p). (3.30)

La componente cero o temporal de este vector se identifica con la energia en el
sistema co-mévil. En un sistema general la energia se define como Ey,s = p UL,
donde U/}, es la 4-velocidad del observador general. Es importante notar que cuando
la velocidad de la particula es cero, v = 1 y entonces la energia simplemente es
E = mc?. Esta es la féormula de Einstein para la equivalencia entre masa y energfa.
Si la velocidad es distinta de cero pero cumple con v < ¢, se puede hacer un

desarrollo de la raiz cuadrada

me?

2 2
B o vP\ o, mw
E= —\/j ~ me (1—1— 202) =me + ——. (3.31)
c2

En analogia a la expresion anterior para la energia cinética en el limite no relativista,
se define la energia cinética relativista como X = E — mc?. La magnitud del 4-
momento también es un invariante y es igual a p*p, = m*c?. Esta expresién da una
relacion entre la componente temporal y las componentes espaciales del momento
conocida como relacion de la capa de masa

P’ = VIp|? + m2c2. (3.32)

Dada la relacion entre momento y energia a través del 4-momento, las leyes de
conservacién pueden expresarse de la siguiente forma, por ejemplo para el caso de
una colisién de dos particulas con 4-momento pf y ph

Py +ph = pl +p3. (333)
Un 1ltimo vector que se considerara es la 4-fuerza definida como:

_dp

- dr _md_T'

F (3.34)

cuyas componentes son

F— (7F - B,7F), (3.35)
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donde F es la fuerza no relativista y 3 = ¢7'v. A este vector suele llamdrsele fuerza
de Minkowski. Es claro que cumple con F*U,, = 0, es decir, la fuerza de Minkowski
es ortogonal a la 4-velocidad.

A lo largo de las siguientes secciones se necesitaran las transformaciones de ele-
mentos de volumen tridimensionales, de espacio-tiempo y de espacio fase, a contin-
uacion se describen estas propiedades de transformacién.

Sea un vector 4-dimensional A*. El elemento de 4-volumen o volumen espacio-
temporal dA°dA'dA%dA? es un invariante ya que el jacobiano de la transformacién
de Lorentz (3.21) es |J]| =1

dAPdAMdAPIA® = |3|dAPdATdA2dA® = dAdAdA%dA®, (3.36)

de (3.36) se sigue que d*z’ = d*z y d*p’ = d*p. Ambas medidas de integracién son
invariantes bajo transformaciones de Lorentz.

Para saber como transforma el elemento de volumen correspondiente a las com-
ponentes espaciales del 4-momento de particula libre d3p, es necesario considerar
la relacién de la capa de masa (3.32). Esta relaciéon permite energias negativas, las
cuales se asocian a las antiparticulas en la teoria cuantica de campos. Sin embargo,
en este caso el sistema de estudio no es cuantico y sélo se consideraran las energias
positivas. Por esta razon y considerando la propagacion de las particulas hacia el fu-
turo se incluye un factor 0(p®) que es la funcién escalén o de Heaviside. Considérese
la siguiente integral? N

/ d*po(p* — m**)0(p°), (3.37)
— 0o
donde p? = p*p, y 0 es la delta de Dirac cuyo argumento indica precisamente la
condicién (3.32). Nétese que tanto d(p? — m2c?) como 6(p°) son invariantes. Para
proceder hay que recordar la siguiente propiedad de la delta de Dirac

522 — @) = 6 [(z + a)(z — a)] = 2i Bz +a)+0@—a),  (3.39

a

que proviene de

§(f(a)) = Zn T~ L)

df /] , (3.39)

f(2)=0

donde z, son las raices de f(z).
Sustituyendo (3.38) en (3.37) se obtiene

o 1
/ dPpdp® X

- 2 (\/W)
X [5 (po +VIpl?+ chQ) +0 (po —VIp[* + m262>} 0(°), (3.40)

2Esta descripcién de la invariancia de la medida de integracién y los conceptos bésicos de la
teoria cudntica de campos, pueden encontrarse en [37].
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se sigue que

[e%} de
d>p §(p° —/Ip|? +m2e?), (3.41)
/o 2 (/P + m2) ( )

finalmente integrando en p° se tiene que

d3p
/2< ‘p|2+m202>. (3.42)

Como se comenzd con un elemento invariante, el resultado debe ser también invari-
ante. Utilizando (3.32) se puede escribir que el cociente del elemento diferencial de
la parte espacial del 4-momento entre p° es invariante

d3 / d3
E - donde = V/IpEF (3.43)

Para saber como transforma el elemento diferencial de 3-volumen espacial se
recurre a la ecuacién (3.13), por tanto se tiene que

v’ =y P, (3.44)

de esta manera el elemento de volumen de espacio fase 6-dimensional® se escribe
como

/0
&' dPp = 'y_l];—od%d?’p = dzd®p, (3.45)

donde se usé la transformacién de la componente temporal del 4-momento dada por
(3.30), p'° = p°. De esta forma el elemento de volumen de espacio fase 6-dimensional
es invariante.

Para finalizar se enuncia sin probar un resultado que se utilizara mas adelante
en la descripcion de la ecuacion de Boltzmann relativista, este es el Teorema de
Liouville o la conservacién del volumen de espacio fase*

Teorema 1 (Teorema de Liouville en espacio-tiempo). El volumen U del
espacio fase ocupado por un conjunto de N particulas idénticas, es independiente
del tiempo propio T de una linea de mundo de una particula del conjunto. Por lo
tanto, U no cambia a lo largo de la linea cuyo tiempo propio es T.

3 Adviértase que no se habla del espacio fase de ocho dimensiones relacionado con las coordenadas
del espacio-tiempo y del 4-momento.
4Puede consultarse el libro de Misner Thorne y Wheeler [38] para una demostracién.
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3.1.2. Fluidos relativistas

Se considera un fluido formado por una coleccién de N particulas de masa m.
Existe un observador O, para el cual un subconjunto del sistema anterior con AN
particulas, estd momentdaneamente en reposo (sistema co-mévil). El observador mide
un volumen AY donde las particulas estan contenidas. Se tiene que el cociente

AN

= 4
AV (3.46)

n =
es la densidad numérica propia. Sea ahora un observador O’ quien ve al elemento de
fluido moverse con cierta velocidad v a lo largo del eje z’. Este segundo observador
medird un volumen AV’ que difiere de AV a través de la contraccion de Lorentz
(3.13). Como el numero de particulas del sistema no varia al cambiar de sistema
de referencia, entonces AN’ = AN. Cuando el observador O’ calcula la densidad
numérica relativa a su marco de referencia obtiene que

AN AN
= = VA S (3.47)

donde n es la densidad numérica en el marco co-moévil. Esto quiere decir que la
densidad numérica relativa medida por O’ es siempre mayor que la medida por un
referencial co-mévil (fig. 3.4).

\ B
\E

J J’
Figura 3.4: La contraccién de la longitud provoca que la densidad de nimero de
particulas n dependa del sistema de referencia donde se mida. En la figura se muestra
un elemento de volumen que contiene AN particulas visto desde dos marcos de
referencia O y O’.
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Por otro lado se tiene que el observador Q" mide un flujo a través de una superficie

dado por

J =n'U=+nU. (3.48)
con U la velocidad hidrodinamica del elemento de fluido, que para un observador
que se mueve a lo largo del eje x es ve,. Hay que notar que en el marco co-movil
J=0.

Puede verse que el flujo de particulas y la densidad de particulas transforman,
respectivamente, como las componentes temporal y espaciales de un 4-vector. Con
la regla de transformacién de Lorentz (3.3) y (3.6) las componentes de un vector A*
transforman como

A% = (A% - pAY), (3.49)
AT = y(Ar - BAY). (3.50)

Si se identifica a nc con la componente temporal y a J con las componentes espaciales
del mismo objeto 4-dimensional las expresiones (3.49) y (3.50) se reducen a (3.47) y
(3.48) respectivamente. Asi se define el 4-flujo de particulas N* cuyas componentes

son
N* — (yne,ynU) , (3.51)

o de manera concisa

N* = nU¥, (3.52)

donde U* es la 4-velocidad hidrodindmica y n es la densidad numérica propia o en
el marco en co-mévil. En necesario hacer un par de observaciones:

» Un fluido general presenta procesos disipativos (conduccién de calor y viscosi-
dad), que pueden dar lugar a una modificacién del 4-flujo de particulas, de tal
forma que la ecuacién (3.52) se reemplazaria por

N* = nU* + AN, (3.53)

Esto ocurre porque esta relaciéon depende de la 4-velocidad hidrodinamica
que corresponde a un elemento de fluido y no a la velocidad de las particulas
individuales. La 4-velocidad puede considerarse asociada al transporte de masa
U*, la cual tiene componentes espaciales cero en el marco co-moévil y por tanto
corresponde a (3.52). Esta es la version de Eckart de los fluidos relativistas [39].
Alternativamente, la 4-velocidad puede escogerse como asociada al transporte
de energia U*H; estd cantidad estd relacionada con el flujo de calor y al no
tener todas sus componentes espaciales iguales a cero en el sistema co-mévil
corresponderia a la ecuacién (3.53). Esta es la versién de Landau y Lifshitz
[40]. Ambas formulaciones son equivalentes, puede mostrarse que el término
extra en (3.53) de la versién de Landau y Lifshitz forma parte del tensor de
energia momento de la versién de Eckart®. En adelante se utilizard el enfoque
de Eckart.

Esta relacién puede verse explicitamente en [12], y una discusién de la termodindmica de un
fluido imperfecto en [41].
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» En la formulaciéon de Eckart, con la relacién (3.52), es claro que N¥N, =
n2c?, lo cual quiere decir que n es un invariante de Lorentz: todos los marcos
inerciales estan de acuerdo en que el marco co-moévil determina a n como la
densidad de nimero de particulas, esto es cierto en el mismo sentido en que
la masa en reposo m es un invariante de Lorentz aunque la energia dependa
del marco de referencia. Por supuesto la densidad numérica propia medida en
un marco en reposo es un invariante en ese sentido. La densidad numérica
determinada por cada marco de referencia con 4-velocidad U/, cambia de
acuerdo a n’ = ¢ ?N,U, .

Siguiendo a Eckart el 4-flujo de particulas esta relacionado tnicamente con la
cantidad de materia, o de particulas que contiene el sistema. Falta considerar can-
tidades dindmicas tales como el momento y la energia del sistema, para ello se
introduce la densidad de energia en el sistema co-movil. La densidad de energia se
escribira como el producto de la densidad de ntimero de particulas n, multiplicada
por la energia por particula e. Segin las ecuaciones (3.30) y (3.47), en el sistema O’
que ve al elemento de fluido con 4-velocidad U la densidad numérica es n’ = yn y
la energia por particula es ¢’ = e, asi pues la densidad de energia en el sistema O’
es

n'e’ = +’ne, (3.54)

esta ecuacion es la regla de transformacion de la densidad de energia. Nétese que
a diferencia de la densidad de particulas, la densidad de energia transforma con el
producto de dos factores . De la misma forma que n es parte de N*, se podria
pensar que ne forma parte de algin objeto 4-dimensional. Para poder interpretar
correctamente esta regla de transformacion hay que advertir varias cosas: Lo primero
es que la densidad de energia es el producto de las componentes cero de dos 4-vectores
n'e = ep” NV, de modo tal que la ecuacién (3.54) puede reescribirse con ayuda de
(3.21) como

ep N0 = AYAY (ep®NO). (3.55)

De esta expresion surge la pregunta ;La transformacién de qué objeto involucra dos
matrices de Lorentz? La respuesta inmediata es: un tensor tipo ((2)) Por lo tanto, la
densidad de energia debe ser la componente 00 de un tensor tipo ((2)) Cabe entonces
preguntarse jqué sucede con las demas componentes de dicho tensor?

Para responder esta pregunta es necesario recordar la interpretacion de las com-
ponentes del 4-flujo de particulas, N* es el flujo de particulas a través de la hipersu-
perficie con normal en la direccién p (con p = t, x,y, z). En particular la componente
NY es el flujo de particulas que cruza una hipersuperficie cuya normal apunta en
la direccién temporal, como N es la densidad de particulas nc (en el sistema co-
moévil) se puede concluir que un flujo a través de una superficie con normal en la
direccién temporal es una densidad. De esta forma la densidad de energia es el flujo
de la componente temporal del 4-momento a través de la superficie con normal en
la direccién p = 0.
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Con esta interpretacién puede hacerse la siguiente generalizacién definiendo el
tensor de energia-momento a través de sus componentes en un referencial arbitrario

T = {Flujo de p" a través de la superficie con normal en la direccién v

(3.56)
Claramente las componentes del tensor de energia-momento corresponden a las sigu-
ientes cantidades:

T = Densidad de energfa,

TY% = ¢! Flujo de energia a través de la superficie con normal en direccién 1,
T = ¢ Densidad de momento p°,

T% = Flujo de momento p’ a través de la superficie con normal en direccién j.

Una caracteristica importante de este tensor es que es simétrico, componentes con
indices intercambiados son iguales 7% = T8> T% — T% no son sino nombres
distintos de la misma cantidad fisica (dada la relacién entre masa y energia). No
es dificil convencerse de que la simetria de 7% se debe a la estabilidad mecanica
rotacional de los elementos de fluido®. El tensor de energfa-momento provee una
descripcion covariante de la energia y el momento del fluido.

Es necesario encontrar una representacién adecuada para el tensor de energia-
momento andloga a (3.52) para el 4-flujo de particulas. Una opcidn es

T = Moy, (3.57)

c2

sin embargo, esta expresion no toma en cuenta todos los flujos involucrados en (3.56).
Para lograr una descripcién adecuada primero se introduce el proyector

17 17 1 1%
A =g - U, (3.58)

el cual, al aplicarse a un vector dado lo proyecta en uno ortogonal a la 4-velocidad,
ya que A*"U, = 0. Este proyector tiene las siguientes propiedades

AP AL = Al ARAY = AR AR =3, (3.59)

Asi se pueden escribir los flujos y densidades en las componentes del tensor de
energia-momento recordando que todas las cantidades macroscopicas relacionadas
con un elemento fluido en la relatividad son definidas por sus valores en el sistema
co-mowil. Por esta razon se tienen las siguientes definiciones:

6Ver discusion en el capitulo correspondiente del libro de Schutz [36].
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En un referencial genérico se calcula
N} 1 v
n'e’ = gu“T“ u,, (3.60)
que al considerar el sistema co-movil se reduce a
ne =T, (3.61)
que es precisamente la densidad de energia.
Se introduce el siguiente vector
¢" =U,T" AL, (3.62)
el cual en el marco en reposo solo tiene componentes espaciales
=0, ¢ =cI" (3.63)
La parte espacial corresponde al flujo de calor.

3. Para las componentes del flujo de momento se define el tensor de presiones o
tensor de esfuerzos. En un marco arbitrario viene dado por

py Hryop AV
P = ALTPA7, (3.64)
mientras que en el marco co-movil sus componentes se reducen a

PP=0, PY"=p0=0, PY=TY (3.65)

En la hidrodinamica no relativista se acostumbra separar al tensor de presiones
en dos partes: la traza y una parte sin traza’. Se calcula la traza en un marco
arbitrario

Pl = A, T, (3.66)

Sin embargo, en el marco co-movil la traza es
Pl =-T, = —3p, (3.67)

donde p se identifica con la presién hidrostatica la cual serd la presién ter-
modinamica en el equilibrio local. De esta forma se escribe que en general
/ 1P/ no__ 1A TP
p __§ o __g op . (368)
Claramente en esta ecuacion p’ corresponde al marco que determina U* como
velocidad del elemento de fluido.

"Ver por ejemplo [19] y [42].
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Por otra parte considerando al tensor de presiones completo, se busca un tensor
irreducible sin traza que ademas sélo tenga componentes espaciales en el refe-
rencial co-moévil. Se define entonces el tensor

o = PR APV (3.69)

que en un marco arbitrario tiene las siguientes componentes
= AFAY 1A AR TP
g = cBp T § op . (370)

En el marco co-movil, las componentes de o*”son
0% =0 o¥"=0"=0, oY=P7—pyy. (3.71)

Al calcular la traza de (3.70) o de (3.71) es claro que o,/ = o/ = 0. Este

tensor se conoce como tensor de esfuerzos cortantes o tensor viscoso.

4. Se definen el 4-flujo de entropia S* y la densidad de entropia n's’ en un refer-
encial inercial genérico como
p p 1o _ Lo
St = nsu*, n's' = gS U,, (3.72)
donde ns es la densidad de entropia en el sistema co-moévil y s es la entropia
por particula.

Con las definiciones anteriores se escribe el tensor de energia-momento de la
siguiente manera

1
T = %uﬂuv —pAM 5 (W' 4 gMUY) + 0, (3.73)

Los primeros dos términos de esta expresioén corresponden a los que tendria un fluido
perfecto, mientras que los dos ltimos son términos de disipacién [41]. Como sucede
en caso del 4-flujo de particulas N*, al utilizar el formalismo de Landau y Lifshitz
el tensor de energia momento (3.73) cambiaria y no incluiria al vector de flujo de
calor. El flujo de energia estaria incluido en N*.
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3.2. Descripcioén heuristica de la ecuacion de Boltz-
mann relativista

3.2.1. Funcion de distribucion relativista

Considérese ahora un sistema formado por N particulas de masa m, del mismo
modo que en la seccién 2.1. En analogia con la teoria cinética no relativista, se
introduce la funcion de distribucion relativista f de forma tal que el 4-vector de
flujo se puede escribir en términos de esta funcion de la siguiente manera

NF = c/ C;—fp“f(a:,p), (3.74)

donde p* es el 4-momento de una de las N particulas del conjunto cuya geodésica
tiene como pardmetro afin A = 7/m, con 7 su tiempo propio.

Es pertinente hacer varias observaciones sobre esta relacién. Primero hay que
notar que la funcién de distribucién del capitulo 2, definida en la ecuacién (2.1)
es la densidad de particulas en el espacio fase de posiciones y velocidades de una
particula, mientras que la funcién de distribucién que se considera en (3.74), es
la densidad de particulas en el espacio fase de posiciones y de momentos de una
particula. Esto es porque las variables de momento son naturales en el estudio de
colisiones en el contexto de la relatividad especial. También hay que decir que la
componente temporal de esta ecuacién es similar a la definicién (2.27) de la densidad
numérica multiplicada por ¢, mientras que las componentes espaciales corresponden
al flujo dado por la ecuacién (2.40). Por otro lado se sabe de (3.51) que este 4-
vector de flujo transforma del mismo modo que el 4-momento, con esto se pueden
inferir las propiedades de transformacion de la funcion de distribucion. También
se sabe por (3.43) que el elemento diferencial en la ecuacién (3.74), d®p/p° es un
invariante, entonces la funcion de distribucion f debe ser un escalar. La distribucién
f se interpreta como la densidad de particulas en el espacio p (ahora coordenadas
y momentos).

Como ya se dijo el nimero de particulas N en la regién determinada por el
elemento de fluido es invariante, lo mismo sucede con el volumen de espacio fase
d0 = d*zd>p, por tanto como N = fd9, la funcién de distribucién es ciertamente
un escalar. La ecuacion (3.74) permite dar una descripcién 4-dimensional al sistema,
por este motivo la funcién de distribucién definida en (3.74) depende, en principio,
de todas las coordenadas espacio-temporales y de las coordenadas de 4-momento
f(z#, p*). Sin embargo, al igual que en la seccién 2.1, el sistema se describird como
si se trataran A replicas de una particula, todas con la misma masa en reposo. La
magnitud de p# se encuentra restringida por la capa de masa (3.32): pp, = m*c* =
P’ = /|p|? + m2c?. Asi la funcién de distribucién relativista depende del momento
tridimensional, las posiciones y el tiempo f(x,p,t).

La representacion 4-dimensional de las condiciones iniciales de este sistema de
particulas puede esquematizarse en un diagrama de espacio-tiempo como un seg-

43



mento horizontal que representa el volumen del sistema al tiempo inicial (fig. 3.5
(a)). Como se sabe en este diagrama una particula se caracteriza por su linea de
mundo. De esta manera el conjunto de las lineas de mundo de las particulas del
sistema forman un tubo llamado tubo de mundo, el cual por lo tanto, simboliza su

historia (fig. 3.6).

» ~

(b)

Figura 3.5: (a) Diagrama espacio-temporal donde se representa el volumen del sis-
tema de A particulas al tiempo inicial. (b) Evolucién temporal del sistema.

Figura 3.6: Tubo de mundo de un conjunto de particulas. Este tubo representa las

historias de las particulas que forman el sistema.
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(a) (b)

Figura 3.7: (a) Vector unitario n* normal a la 3-superficie espacio-temporal. (b) Si
el n* apunta en la direccién temporal la 3-superficie sera un volumen espacial.

3.2.2. Ecuaciéon de Boltzmann relativista sin colisiones

Considérese ahora un elemento de 3-superficie en el espacio-tiempo el cual esta car-
acterizado por un vector normal n#, donde dS* = n*d®S (fig. 3.7 (a)).

Al ser N* el flujo de particulas en el espacio-tiempo, entonces el nimero de lineas
de mundo que cruzan la 3-superficie diferencial se obtiene

Lo e 3odp
dNpy = EN n,d’S = f(z,p)p'n,d Sp—o.

(3.75)
Esta expresion se puede interpretar como el niumero de lineas de mundo que atraviesan
la hipersuperficie dS* cuyos momentos caen dentro de un dngulo sélido d2, = d®p/p°
alrededor de p* (fig. 3.8).

Eligiendo coordenadas tales que el vector unitario inicamente tenga componente
temporal, n* — (1,0,0,0), la 3-superficie serd completamente espacial (fig. 3.7 (b))
d®S = d3x. De esta manera la ecuacién (3.75) se reduce a

3
ANy = f(x,p)poﬁod%% = f(z,p)d>zd®p. (3.76)
Esta ecuacion, en el limite de bajas velocidades, se reduce directamente a la ecuacién
(2.1) que corresponde al ntiimero de particulas en el volumen d®z, en un intervalo de
momentos d®p. Esto implica que la funcién de distribucién relativista consistente-
mente se reduce a la no relativista cuando se considera una hipersuperficie espacial
y en el limite de bajas velocidades.
Supongase ahora que se tiene una hipersuperficie S que sea frontera de una
regién espacio-temporal V, = d'z, es decir, S = 9V,. Integrando (3.75) sobre la
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Figura 3.8: Representacién del tubo de lineas de mundo de las particulas que
atraviesan la hipersuperficie dS.

hipersuperficie S y sobre un intervalo espacial de momentos A3p, se tiene que
s dp
Nosi= [ [ sleptn s (3.77)
S JA3p p

esta integral da el nimero total de lineas de mundo que cruzan la 3-superficie S y
tienen momento en el intervalo A3p. Por lo tanto, también es el nimero de lineas
de mundo que salen (6 entran) del volumen espacio-temporal V.

A
A

» X S,
(a) (b)

Figura 3.9: Hipersuperficie del tubo de mundo S = S; + Sy + Ss.
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Si la region S es la hipersuperficie del tubo de mundo de las particulas con-
formado por las superficies S7, Sy y S3 como se muestra en la figura 3.9, entonces
aplicando el teorema de Gauss relativista® a la ecuacién (3.77) se obtiene

& i
/ fpnud*s =L — / ufpde =L, (3.78)
oV JA3p p Vv, JA3p p

Es claro que cuando no hay ninguna interaccién entre las particulas, estas no
pueden salir de la region V,, por lo tanto el lado izquierdo de la ecuacién (3.77) da
NLM =0.

Considerando arbitrarios los intervalos espacio-temporales V., y de momentos
A3p la ecuacién (3.78) es equivalente a

of _df
Fo,f =pt'=—=— =0, 3.79
PO =P g0 = (3.79)
con A = 7/m. Esta es la ecuacion de transporte relativista de Boltzmann en el caso
sin colisiones. Escribiendo esta ecuacién en componentes se tiene

0
p’ (Of L O0f\ _
; (675 +U aa;i) =0, (3.80)

donde U? son las componentes espaciales de la 4-velocidad de la particula. Excepto
por el factor (p°/c), esta ecuacién es idéntica en forma a la ecuacién de Boltzmann
no relativista (2.22) con J = 0 y sin fuerzas externas. Por otro lado el limite de
bajas velocidades (2.22) se obtiene a partir de (3.80).

3.2.3. Ecuacion de Boltzmann relativista con colisiones

En seguida se considerara el caso en que existan colisiones entre las particulas.
Estas se representan como intersecciones en las lineas de mundo de las particulas
que forman el sistema® (fig. 3.10).

Si existen colisiones entre las particulas el niimero de lineas de mundo que entra
al hipervolumen V, es distinto al niimero de particulas que salen, es decir, Ny s # 0.
Para cuantificar este hecho se realiza un andlisis semejante al de la seccién 2.1. Se
consideran dos haces de particulas con velocidades v y vy, respectivamente. Por la
ecuacion (2.16), el nimero de colisiones en un volumen espacial d*z que ocurren en
un lapso dt entre los dos haces de particulas, en un marco de referencia inicialmente
co-mévil con el haz de particulas con velocidad v es

n'ngd®zdtod, (3.81)

8Una demostracién sencilla puede hallarse en el libro de Schutz [36], para un tratamiento més
amplio del teorema de la divergencia en relatividad ver el libro de Synge [43].
9En esta seccién se seguird [44] para la descripcién de las colisiones relativistas.
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Figura 3.10: Representacién espacio-temporal de las colisiones entre particulas en
un gas relativista.

donde, invocando la transformacién de la densidad numérica (3.47), se tiene que
n' =n con v = 1, mientras que para n/ se tiene

1 1
2\ T3 2\ T3
mzn4:—%) :n%F—%> , (3.82)

ya que g = |vi — v| es la velocidad relativa entre los haces de particulas. En la
ecuacién (3.81) es claro que el nimero de colisiones es invariante ante cambio de
marco de referencia, también lo es el producto d®zdt; de esta manera la cantidad
n'ngod() debe ser un invariante. Sin embargo, esta cantidad estd expresada en el
sitema co-movil de las particulas con velocidad v. Es conveniente expresarla en un
marco de referencia inercial genérico y para esto es necesario encontrar la regla de
transformacion de god(2. Con ese fin la cantidad n'n)god() se reescribe del siguiente

modo
nnigodS)

J1-5%

Si ahora se multiplica y divide por los factores de Lorentz correspondientes a cada
velocidad se pueden reconocer las transformaciones de las densidades numéricas

n'nigodQ) = (3.83)

ynyinigods) o (god?)

—— =nn——
/1 - & 1 -5

Para reconocer el ultimo término del lado derecho se considera la cantidad p,p{ en

(3.84)



el marco de referencia co-mévil de las particulas con velocidad v

2 p
po_ _mmic DuPy 1 3.85
Dupy 1_%2 mim,c2 1_%;' (3.85)
Asi, al sustituir (3.85) en (3.84) se tiene que
o
n'n (gode) PelL. (3.86)
pp1

Entonces para un marco genérico este producto es invariante, y por lo tanto la forma
invariante del nimero de colisiones es

"
Pub1

e
pOp?

odQd®xdt. (3.87)

Se introduce la velocidad de Mgller g, definida como

i 1 VUl
w=el =\ S =g (1) sy

P°pY c

que en el limite de bajas velocidades g, — g. Con estd definiciéon el nimero de
colisiones se expresa

n'ngeodQd’zdt = f fd’pd’prg,0dQd’zdt. (3.89)

Esta ecuacién es la extension relativista de la ecuacion (2.16).

Lo que resta es contar el nimero de pérdidas y ganancias en el niimero de particu-
las en el volumen fase d®>zd?p. El nimero de particulas que deja el elemento d3xd®p
se obtiene integrando (3.89) sobre todos los posibles momentos p; y sobre todo el
angulo sélido 2

AN~ = / f f1950dQd>py Ppd>xdt. (3.90)
QJp1

Si ahora se toma la colisién de dos haces de particulas con velocidades v y vy, el
nimero de particulas que dejan el elemento d3Zd®p y entra en el elemento d3xd®p es

ANt = /~ f f1G,6dQd° by Ppd> Edi; (3.91)
QJp1
aqui la tilde se refiere a cantidades medidas después de la colision.

Para relacionar (3.90) y (3.91), hay que notar primero que g, # g, v 0dS) #
5dQ). No obstante, por el teorema de Liouville (1) se sabe que para un volumen
en el espacio fase Y = 0. Entonces el volumen en el espacio fase ocupado por las
particulas con velocidad v es d3xzd®p = d32d>p. Por otra parte el volumen de espacio
fase ocupado por las particulas con velocidad v se puede calcular considerando el
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Figura 3.11: Cilindro de colisién en funcién de la seccién transversal diferencial o y
del angulo sélido df2

cilindro de colisién de base 0df2 y de altura g,dt (fig. 3.11). Con esto el volumen de
espacio fase serd g,dtodQd®p, = G,dt5dQ2d®p,. Por tanto se tiene que'”

GodtadQPp, PadPp = G,dicdQd®p,dP7d>p. (3.92)

Al hacer el balance de las pérdidas y las ganancias dN = dN* —dN~, se llega a que
el nimero neto de particulas en la regién de espacio fase es

AN = ( Ffi—f fl) 9,0 dOV P pydPrdpdt. (3.93)
val
Resulta 1til introducir otra magnitud conocida como flujo invariante:
F= wgg = gy = F— (3.94)
P°p)
De esta manera (3.93) se escribe como
d*p d
AN = / Ffi— ff1> Fod™ Pt (d4 f) . (3.95)
Q,p1 p

Al integrar (3.95) sobre un intervalo de momentos A%p y un volumen espacio-
temporal V,, lo que se obtiene es exactamente Ny, que por la ecuacién (3.78)
resulta

A " fp”d%— / /A 3 { I (75 1n) Fadfzd }d‘* ip. (3.96)

0Ta ecuacién (3.92) y las consideraciones anteriores son el equivalente a el principio de reversibil-
idad microscopica en el caso no relativista.
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Siendo los intervalos de integracion arbitrarios se llega a que la ecuacién de trans-
porte es
iz rr d3p1
pouf = | (Fhi=rh) Fod=, (3.97)
val p].

esta es la ecuacion de Boltzmann relativista en el caso de haber colisiones. En el
caso que existieran fuerzas externas la ecuacién se modificarfa del modo siguiente!!

of 9(f3")
o
b ozt tm OpH

_ /M (ffl - ffl) ngﬂ%, (3.98)

donde F* es el 4-vector de fuerza externa de Minkowski (3.35). Para comparar
esta ecuacion con la ecuacién de Boltzmann no relativista, se pueden escribir todas
las componentes de las sumas involucradas en la contraccién de indices

C

0 ()
p (0 ; 0 @@ @83" _ -

aqui Q(f, f ) es el término de colisién que cumple con ¢Q/p® = g, donde g — J o)
en el limite de bajas velocidades. Entonces

ot oxt  po \ op® = Op

)} f=0a(f 7). (3.100)

Como la fuerza de Minkowski cumple con p*JF, = 0, entonces se pueden relacionar
las componentes espacial y temporal de F#. Por otro lado, dada la condicién de la
capa de masa, la componente temporal del 4-momento depende de las componentes
espaciales p°(p'), se cumple que la derivada es

o’ pi
- = —. 3.101
o' po ( )
De esta manera la ecuacién (3.100) finalmente resulta
of  0f OUF) _ [(z: 3
o Vet o _/<ff1—ff1) 9,0dQUpy, (3.102)

donde F! = mcF'/p® = 4y~ 1F, es la fuerza ordinaria en el marco en co-mévil. Esta
ecuacion es idéntica en forma a la ecuacién (2.22), y ciertamente tiende a dicha
ecuacion en el limite de bajas velocidades.

HPara, incluir fuerzas se necesitarfa tener p’* = p* + F*Ar, hacer un desarrollo en series de f,
alrededor de p* antes de la colisién. Los detalles se pueden consultar en [11].
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3.3. Invariantes de colisién relativistas, momen-
tos de la distribucién y ecuaciones de balance

De la misma forma que en la seccién 2.2 se puede escibir la ecuacién de evolucién
para el promedio de una funcién ¥ (p®) de la siguiente forma

axa/waf——/[pajﬁx 8ﬂf—=

=1 [ (wrvi=0-0) (Fi- 1) Fo de3p : d; S (Bam)

1

Esta es la ecuacion de transferencia, que en el limite de bajas velocidades se reduce
a la ecuacion (2.29). Su obtencién es similar a la ecuacién no relativista e involucra
a la relacién (3.92)'2.

De la misma forma que en el caso no relativista el término de produccién del
miembro derecho es cero cuando la cantidad 1) se conserva en la colisién

Y+ =Y+ (3.104)

Los invariantes colisionales deben ser cantidades fisicas que se conservan en las
colisiones. En relatividad especial se tiene la conservacion del momento y la energia
a través del 4-momento. Por esta razon, se espera que los invariantes colisionales
sean combinaciones lineales del 4-momento. Se presenta sin demostrar el siguiente
teorema

Teorema 2 (Invariantes colisionales relativistas). Una funcion ¢ (p®) diferen-
ciable de clase C? es un invariante colisional relativista si y solo si es dado por

1 = A+ B.p“, (3.105)
donde A es una constante y B es un 4-vector que no depende del 4-momento p®.

Algunas demostraciones de este teorema fueron dadas por Chernikov [45], Ehlers
[10], Cercignani y Kremer [12] y [46].

Los momentos estadisticos de la distribucion dan la descripcién macroscépica del
sistema y se definen del siguiente modo

(6% oT (0% g, T d3
s :c/p pﬁ...ppfp—éo. (3.106)

El primer momento corresponde a la definicién del 4-flujo de particulas (3.74). Segin
la ecuacién de transferencia (3.103), el balance de N se obtiene cuando ¢ = ¢

OaN® = 0. (3.107)

12Ver [12].
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El segundo momento se identifica con el tensor de energia-momento 7"
d3
T8 — c/papﬂf—op. (3.108)
P

Puede verificarse que las componentes del tensor de energia-momento asi definidas,
efectivamente corresponden a la definicién de las componentes en la seccién 3.1.2%3.
Hay que notar que en las componentes de este tensor aparece la energia relativista
cp®, en lugar de la energia cinética como en el caso no relativista. La ecuacién de
transferencia para v = cp® se convierte en la ecuaciéon de balance para el tensor de
energia-momento

05T = 0. (3.109)

Puede verse en [12] que la conrtraccién del tercer momento de la distribucién T
esta relacionado con el 4-flujo de particulas N¢

TP 5 = m2 N, (3.110)
por tanto su ecuacién de balance es
T 5= 0. (3.111)

Otra opcién es elegir la funcién ¢ = —kcln (h3f), donde k es la constante de
Boltzmann y h? es la constante de Planck que se introduce para hacer el argumento
del logaritmo adimensional. Para esta cantidad la ecuacion de transporte es

a5 =, (3.112)
donde
Se = —kc/po‘fln(hgf)%, (3.113)
£ . 3 3
¢ = % In (%) (ff1 —ff1> Fadep—?%. (3.114)

En estas ecuaciones S* corresponde al 4-flujo de entropia y ¢ es el término de
produccién de entropia. Entonces (3.112) es la ecuacién de balance del 4-flujo de
entropia. Es facil probar [12] que el término de produccién de entropia es positivo
definido ¢ > 0.

13Las componentes de T pueden verse explicitamente en [11].
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3.4. Funciéon de distribucion de Maxwell-Juttner

El estado de equilibrio se define como aquel que anula el término de colisién'4,
esto implica que se cumple

FOFO — 0O 1y FO 4y FO = 1 fO 10 O, (3.115)

Esta ecuacion es satisfecha por los invariantes colisionales, de tal forma que dada la
ecuacién (3.105) se tiene

Inf®=—(A+ By, = [ =aexp(—Bup®), (3.116)

donde a = e y el signo negativo se escoge por conveniencia. Es muy importante
notar que, al ser la densidad de espacio fase un invariante, entonces tanto el coefi-
ciente a como la exponencial y por lo tanto su argumento B,p®, también deben ser
invariantes.

Para determinar las cantidades a y B¢, se sustituye la funcién de distribucién
del equilibrio (3.116) en la definicién del 4-flujo de particulas (3.74)

a3 d? a
NeO) — ¢ / “5pfO = ac / = Ppre B, (3.117)
p p

Definiendo la siguiente integral

d? o
= = /—Ope—BaP , (3.118)
p
se puede escribir (3.117) como
0=
No© = —aco =", (3.119)

asi el problema radica en resolver la integral =. Nétese que = debe ser un invariante,
ya que tanto el elemento diferencial, como la exponencial son invariantes. Por con-
siguiente no importa en que sistema se calcule =. Una forma que es usual en la teoria
cinética relativista!® implica escoger el referencial en donde el 4-vector arbitrario B,
s6lo tenga componente temporal'6, es decir

B, — (B,0), (3.120)

Con esta suposiciéon, = se reduce a

d3
== /p—fe—BPO. (3.121)

1E] estado de equilibrio se relaciona con el estado de entropia minima, esto implica que la pro-
duccién de entropia en ese estado es cero ¢ = 0. De la ecuacién (3.114) esto se cumple precisamente
cuando ffl = ffi.

15Ver los trabajos de Cercignani y Kremer [12] y de Groot [11].

16M4s adelante se verd a que referencial corresponde esto.
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Para resolver esta integral se escribe el elemento diferencial en coordenadas esféricas
y se recuerda la relacién de la componente temporal y las componentes espaciales del
4-momento a través de la capa de masa. Considerando a p° la variable de integracién
la integral se vuelve

N=

== 47r/e—Bp0 [(p°)? = m*c?]

Si se factoriza m2c? y se define una nueva variable para efectuar la integracién
y = p’/mcy ( = Bmc se tiene

dp®. (3.122)

= 47rm202/ e~ (y* —1)2 dy, (3.123)
1

de la ecuacion (B.3) del apéndice B, se encuentra que la integral tiene como solucién
una funcién de Bessel modificada

= 47Tm202K1—(O. (3.124)

¢

Para obtener el 4-flujo de particulas resta calcular la derivada de = respecto a B,
sin embargo, = es funcion de la magnitud de este vector por lo que se debe usar

0= 02 ¢

(1]

= —— 3.125
0B, 0C0B,’ ( )
donde el segundo factor del lado derecho es sencillo de calcular
aC me
= — B~ 3.126
0B, B ( )

Es importante hacer énfasis en que las componentes espaciales de este gradiente son
cero en el marco seleccionado

¢
0B,

— (mc,0). (3.127)

Por otro lado la derivada de = en ¢ se calcula con la relacién (B.5) produciendo

—_
—
—

= —4mm~c , 3.128
o c (3.128)
y de esta forma se tiene que el 4-flujo de particulas es
K
Ne© = 47Tm4c4acﬁ8“. (3.129)
(2

Hay que notar que las componentes espaciales en esta ecuacién son cero, por tanto
la inica componente es la temporal

1 T(Q)

ne = 4rm*ctac g

B, (3.130)
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despejando el escalar a se obtiene

ng

y sustituyendo en (3.129) para después despejar el 4-vector B® se llega a que

¢ ©
B = —— | N*V. 3.132
(nm02 ( )
Haciendo uso de la ecuacion (3.52) que relaciona al 4-flujo de particulas con la
4-velocidad hidrodinamica, la ecuacién anterior queda

¢
B = —— | U, 3.133
(1 (3.133)
asi se muestra que el marco de referencia donde B¢ sélo tiene componente temporal
corresponde al sistema co-movil del fluido. Obsérvese que al contraer B* con el
4-momento, esto debe ser un invariante

B.p®* = (%) U, p® = (%) Ex, (3.134)

mc mc

donde Ej es la energia que mide un observador que ve al fluido con 4-velocidad U®
arbitraria, esto implica que {/mc? deberia transformar como el inverso de la energfa.

Al sustituir (3.133) y (3.131) en la funcién de distribucién (3.116), se puede
escribir

O " () 3.135

/ 47rm3c3K2(§)€ ‘ (3-135)

Falta por encontrar el parametro (. Para esto se introducird la funcion de distribu-
cién (3.135) en la definicién del tensor de energia-momento (3.108)

o\ d3p
TaBO) _ ”—C/ apBe(iallar) CP. 3.136
drm3c2 K5 (() ppe p° ( )

De la misma manera que el 4-flujo N, el tensor de energia-momento esta relacionado
con la integral = a través de

0°=

Tap0) — '
“9B.0B;

(3.137)

De (3.131) se conoce a y Z estd dada por la ecuacién (3.124), asi que la segunda
derivada se obtiene al aplicar dos veces la relacién (B.5). Utilizando lo encontrado
para B® (3.133) el tensor de energia-momento queda

TaB0) _ _%02 ( o8 _ 4228 uo;w) , (3.138)
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Ahora es necesario relacionar este tensor con las cantidades macroscépicas. Por
ejemplo, la densidad de energia (3.60) para este tensor es

¢ K>(¢)

También se puede calcular la densidad de entropia utilizando las expresiones (3.72)
y (3.113) obteniendo que

2
ne® = 0—12uaTa’81% - (CKS(O - 1) : (3.139)

hn( ¢
S0 = —f |In | ———rr | N* — =2=TPU 3.140
" drm3c3 Ko () mc? 1 ( )
para el 4-flujo de entropia, y para la densidad de entropia
hn¢ ¢
O klln{——m—2> " Jn— —=>ne® 3.141
e {n (47rm3c3K2(§))n me } ’ ( )
al dividir entre n, calcular la diferencial de la expresién anterior y usando (3.139) se
obtiene " )
ds® = _C2 (de<°> - Edn) . (3.142)
mc (n

Utilizando la definicién (3.68) se calcula la presién

2

p = M (3.143)
¢
que puede sustituirse en (3.142), dando lugar a la siguiente expresién
450 — R (oo P, 20 =m0, P
S :% e —F n = e :k’_g S +W . (3144)

Recuérdese que esta ecuaciéon es valida para el equilibrio, por lo tanto, se puede
comparar con la ecuacién de Gibbs!” para la energia

de = Tds — pdv, (3.145)

de esta forma el parametro ( se relaciona con la temperatura de equilibrio

mc?

C= 370

(3.146)

Sustituyendo ¢ en la funcién de distribucién (3.135) se obtiene finalmente la llamada
distribucién de Maxwell-Jiittner para el equilibrio de un gas relativista ' 19

0 _ n ~(Ye55) 3.147
1= w0 (3.147)
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J(p)

-/

Figura 3.12: Funcién de distribucién relativista de Maxwell-Jiittner. Se grafica la
funcién de distribucién adimensional e <(=#7"* /K, (¢) para el caso ¢ = 1.

Se deben advertir varias cosas. Como la densidad de espacio fase es un invari-
ante, el coeficiente y el argumento de la exponencial en (3.147) deben ser también
invariantes. Sin embargo, las propiedades de transformacién de las cantidades in-
volucradas no son evidentes de (3.147) ya que todas son cantidades medidas en el
sistema co-movil. En particular, la regla de transformacion de la temperatura no es
del todo clara®.

Por otra parte el parametro ( es un cociente de energias, la energia en reposo y la
energia térmica. Este cociente sirve para definir los casos limite. Para temperaturas
muy bajas ¢ > 1 se tiene el limite no relativista que corresponde a bajas velocidades;
para muy altas temperaturas o para masas en reposo muy pequenas ¢ < 1, se tiene
el limite ultra-relativista.

En el limite no relativista v < ¢y ¢ > 1, la funciéon de Maxwell-Jiittner en el
marco co-moévil, tiende a la funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann (2.50)
del equilibrio. En el sistema co-movil

n me

2 2\ —1/2
©) — -~ (1) 3.148
/ 47T/€T(0)m20K2(C)6 v ’ (3.148)

y el argumento de la exponencial se puede aproximar como en (3.31), mientras que

17Ver por ejemplo ecuaciones T'dS en [47], o [48].

18Se puede revisar el libro de Synge [5] o el trabajo original de Jiittner [1]. Algunos autores
llaman a esta funcién la distribucién de Synge-Jiittner.

9En la presente derivacién se siguié [11], [12] y [49].

20Ge discutird un poco més a este respecto en el capitulo de conclusiones y perspectivas.
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para la funcién de Bessel se tiene el desarrollo asintético (B.7) del apéndice B

2\ ~3 2 ETO) e

Al sustituir en (3.148) se recupera la distribucién de Maxwell-Boltzmann

n mu?
FO e (——) 3.150
MB (QWkT(O)m)% 2/€T(0) ( )

En el caso ultra-relativista v = ¢y ( < 1 se tiene el desarrollo (B.8) para la
funcién de Bessel, cuyo término dominante es /2, sustituyendo todo esto en la
funcién de distribucién (3.147) se tiene

o= <ﬁ>3eﬁﬁ>, (3.151)
donde E es la energfa relativista de las particulas?!.

Hay que notar que esta funcién no corresponde a la distribucion de Planck para la
radiacién del cuerpo negro. Sin embargo, esto no es de sorprender ya que (3.151) no
toma en cuenta la naturaleza cuantica de los fotones, mientras que la distribucion de
Planck si. Ciertamente la funcién (3.151) es mds parecida a la llamada ley de Wien,
la cual estd basada en la hipdtesis de que la distribucién de Maxwell se mantiene
también para la radiacién??.

Los efectos de las estadisticas cuanticas se toman en cuenta en la ecuacién rela-
tivista de Uehling- Uhlenbeck??

L Of a(fIr) s~ h3 h3

g g

donde g es el factor de degeneracion, og se calcula a través de la teorfa cuantica de
dispersién y € = —1 corresponde al caso de la estadistica de Fermi-Dirac, e = +1 a
la de Bose-Einstein y € = 0 a la estadistica clasica. La distribucién del equilibrio es

d3
Fogd™2t (3.152)
p1

1

0
1§ o« ——,
CerT 4 €

(3.153)

esta distribucion corresponde al caso de Planck para bosones.

21De acuerdo con Synge [5] (pdg. 37), esta funcién es la distribucién de un gas simple compuesto
de fotones si £ = hv.

22Para una revisién de la estadistica en la teorfa cudntica ver [50].

ZVer el trabajo original de [51] y para la versién relativista la seccién 2.3 de [12].
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Capitulo 4

Ecuacién tipo Fokker-Planck a
partir de la Teoria Cinética
Relativista

En este capitulo final se estudian las aproximaciones que llevan el término integral
de colisién de la ecuacion de Boltzmann relativista a una estructura de operador
diferencial. Se consideran varios casos. En el primero se considera un gas de una
componente el cual se puede expresar mediante un operador diferencial tipo Fokker-
Planck conocido como ecuacién de Landau y se obtiene su solucion estacionaria.
En el segundo caso se considera una mezcla binaria. Cuando una especie es no
relativista, muy escasa y se difunde en otra que es relativista, se puede encontrar un
operador diferencial tipo Fokker-Planck semejante a la del movimiento browniano
en la versién no relativista, ademas de correcciones relativistas a los coeficientes
de transporte. En el caso complementario la ecuacién efectiva tipo Fokker-Planck
contiene un término lineal adicional.

4.1. Ecuacion de Fokker-Planck relativista para
un gas de una componente. Ecuacién de Lan-
dau

Considérese un gas relativista de una sola componente, la ecuacién de Boltzmann
Relativista para una particula del gas que se caracteriza por sus coordenadas espacio-
temporales z{ y las componentes de su 4-momento p{ se escribe segin la ecuacion
(3.99), como:

aafl a(flga)
1

d’py
+m = .
Poay M o ;

/(féf{ — fof1)Fod
2

(4.1)
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Como se vio en el capitulo anterior esta es una ecuacién escalar, y tiene la siguiente
definicion de flujo invariante
PIp
F= Tgm (42)
donde g, es la velocidad relativa de Mgller definida en la ecuacién (3.88).

Las correcciones relativistas se encuentran dentro de la velocidad de Mgller, en
la seccién diferencial de dispersion y en la definicién del 4-momento.

La finalidad de esta seccién es escribir una expresién aproximada del término
de colisién. El primer paso es suponer que durante la colision de dos particulas sus
momentos espaciales pi, p4 se ven modificados s6lo por pequenas cantidades Ap?,
Aph, entonces, la funcién de distribucién f' = f (pi/,xi,t) puede expresarse como
un desarrollo en serie de Taylor alrededor del momento de la particula antes de la
colisién. Considerando tinicamente los términos de primer y segundo orden en Ap?
se escribe

2
+ %Ap’iAp]l& (4.3)

0fi
opiop]’

F@) = f0h + Apl) = f(p) + Ap; o

donde f; = f(p}). Se tiene una expresion similar para la funcién de distribucién de
particulas con momento p5. Al multiplicar las expresiones para f] y fj y restarles el
producto fi f> se tiene hasta segundo orden en Ap! y Aph

, 0f1 O f> i n jOf10f
Lf— = AP ——= + f1ApE——= + Ap' Apl ——=
foft — fafi=fo pl@pzl J1 p20p§ Py p23pﬁ 8]9%
fiving Pfr  for i 0PN
+ AL APl —2 4 ZEAD A — 4.4
5 Do pZapéap% 9 P1RaD apllﬁp{ ( )

Antes de introducir (4.4) en el término de colisién de la ecuacién (4.1), es con-
veniente introducir las variables de momento total y momento relativo que estan
definidas de la siguiente manera

P = py+pf, (4.5)
QY = py—pf, (4.6)

el cambio de variables inverso es el siguiente
(P =Q%),

(P*+Q%). (4.7)

Py =

Py =

N — DN —

Estas variables cumplen las siguientes relaciones
P =P% P*Q,=P°Q, =0, (4.8)

Q% = P* = 2(m2 +m?)c, (4.9)

61



donde P? y Q? estén definidas como
P?=P°P,, Q*=-Q°Q.. (4.10)

Como se trata del mismo tipo de particulas se puede reemplazar m; = ms = m en
la ecuacién (4.9) y escribir
Q? = P? —4m>c. (4.11)

De esta forma se puede escribir las diferencias Ap{ y Ap§ en términos de estas
nuevas variables

1
Apy =pf* —pf = —§AQ“,
1
Apy =p5 —ps = §AQ“- (4.12)

Cuando se sustituyen las ecuaciones (4.12) en el integrando del término de col-
ision (4.4) y se toma en cuenta la dependencia de cada funcién, entonces se tiene

B~ fofi = Q(é) ﬂ)ﬁﬁ+

ops  Opj

0 0
AQY - —_—— — 4.13
¢ Q(ma %J(mg %)ﬁﬁ )

Notando que la diferencia de las derivadas es

0 1/ 0 0
- = — - — — |, 4.14
Q" 2 (3193 (9p’1> (414

se llega a una expresién para el integrando del término de colision

foft = fofi = AQ'

(f1f2) + AQ’AQ]

s sorlhk) (419)

La integral de colisién relativista para este caso queda

an 8Qﬂ

3

~(f fQ)) Fod™?2 (116
Po2

Q(fh f2) = / (AQl an (f1f2) T AQZAQ] an aQ]

En estas variables se pueden calcular las integrales sobre los angulos del diferen-
cial de angulo solido dS2 = sen ydxde, donde x es el angulo de dispersién. Primero se
escoge el sistema del centro de masa donde las componentes espaciales del momento
total pueden eliminarse

P* — (P,0), Q“— (0,Q); (4.17)

la segunda expresién de (4.17) se sigue de las propiedades (4.8).
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Figura 4.1: Se elige el momento relativo Q en direccién x* de forma tal que Q' se

exprese en coordenadas esféricas en términos del angulo de dispersion.

En este marco se escribe la diferencia AQ?, recordando que sélo son las compo-
nentes espaciales de Q. Si se considera que Q esté en direccién del eje 23, como en

la figura 4.1, y se escribe Q' en coordenadas esféricas, se tiene que

0
sen x cos e
, Q7 —Q ,

sen x sen e
cos Y

Q" —Q

_ o O O

de tal forma que la diferencia se escribe

0
Sen y Cos €
sen y sen €
cosy — 1

AQY = Q

Lo siguiente es realizar la integral en los angulos. Integrando en ¢

on [ senycose
/ AQ'degsenydy = Q / senysene | deosen xdy
0 cosy — 1
0
= Q/ 0 o sen ydy
2m(cosxy — 1)

= 27TQi/(COSX — 1)o sen ydy.
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Si se define la siguiente cantidad
o = 27r/(1 — cos x)o sen xdyx, (4.21)
la ecuacién (4.20) se puede escribir como
/AQidea sen ydy = —Q'®. (4.22)

Para efectuar la integral del producto AQ*AQ’ se debe notar que dicho producto
se puede arreglar como la siguiente matriz

sen? x cos® e sen? x cos € sen & (cosx — 1)sen y cose
Q? sen?  cos € sen & sen? y sen? e (cosx —1)senysene |,
(cosy —1)senycose (cosy —1)senysene (cosy — 1)?
(4.23)
y entonces se integra cada entrada de la matriz sobre el angulo . Asf se tiene que
/ AQ'AQ deo sen ydy =
7sen? x 0 0
=@ / 0 msen? y 0 o sen xdy. (4.24)
0 0 27 (cos xy — 1)?

Puesto que se considerd que el cambio en el momento es pequeiio, y por tanto AQ’
también lo es, entonces el angulo de dispersion sera también pequeno, de esta forma
la siguiente aproximacién es valida

1
cosy —1 =~ —§X27 (4.25)

sen”y =~ 2(1—cosy), (4.26)

por ser de orden x* se puede despreciar el término (cosy — 1)? y asf la ecuacién
(4.24) se puede escribir como

27(1 — cos x)o sen xdx

O O =
O = O
o O O

/ AQ'AQ’deo sen xydy = Q? /

1 00 1 00

=@*1 010 (27? /(1 — CoS X)0o sen de) =@*[ 010 |® (427
000 000

Donde se usé la definicién de @ (4.21). La matriz de la ecuacién (4.27) puede iden-

tificarse en el sistema del centro de masa de la siguiente manera

i QZQJ
Q"

— =

(4.28)
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donde 0¥ es la parte espacial de la métrica del espacio plano. Finalmente esto permite
escribir el valor de la integral como

/AQiAdesa sen ydy = —(Q*n” + Q'Q")®. (4.29)

Las integrales (4.22) y (4.29) pueden relacionarse a través de la divergencia de

(4.29)

0 i . 0 y Py
ol /AQ AQ’deFosen xdy = ~50 [FCID (Q277] +Q QJ)} , (4.30)
realizando la derivada en el lado derecho de (4.30) se obtiene
a 2,17 I ¥aYi 2,17 [ ¥aYi a 2,17 7
aQi[FCP(QT] +Q'Q)] = (Q*n" +Q'Q’) Q(F@)+F<I>8Q (@07 +Q'Q7)

= (@17 + Q') Q(Fcb)%2 + Fd (2%32 4 an(Q QJ)) (4.31)

Calculando las derivadas de ) tomando en cuenta que Q) = \/—Q*Q), y recordando
que QY = 0, entonces
0Q — —Q;

QT Q-

Si esta ultima expresién se sustituye en (4.31) entonces resulta

(4.32)

9 ij indi\]l _ ij i o(F®) %
oo [P0 (@0 + Q0] = - (@7 + Q@) B (D) 4
+F® (—262 (@) N+ Q6] + Qjéf) =

Q
_ —8%@ (~QQ + Q@) + Fo (-2 +4¢Y), (4.33)

y por lo tanto, la divergencia (4.30) es

% / AQ'AQ deFosen ydy = —2F®Q’. (4.34)
A partir de la ecuacién (4.22) se puede escribir

% / AQ'AQ deFosen ydy = 2 / AQ deFo sen xdy. (4.35)

Esta tultima expresion se puede sustituir en la integral de colisién (4.16), dando como
resultado
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— 1 0 0 i j d’ps
Q<f1’f2)/§/@<f1f2)@(AQ AQJFJ)dQE—i—

1 ; o 0 d*py
+§ / AQ AQJ an 3@] (flfQ)FO'dQE

A0 FodLP
/an {a@ flfg)} AQ'AQ’ Fod 22 (4.36)

Debido a la diferencia de las derivadas dada por (4.14), la ecuacién (4.36) se puede
separar en dos partes correspondientes a las dos derivadas

; d3p
o) = 1 [ 5 | oA aQiFaan] T2

d3p2 }
Po2 '

Aplicando el teorema de la divergencia se tiene que el primer término de (4.37) es
cero en una superficie en infinito, de tal forma que sélo sobrevive el segundo término

. 10 0 i d D2
Qi f2) = 177 [ [ 505518080 Fo dﬂﬁ}.

1 8

| [ s (@@ ot (1.37)

(4.38)

La ecuacién (4.38) es usualmente llamada ecuacién de Landau'. Para la ecuacion
(4.38) se puede realizar una derivacién parcial y utilizar de nuevo (4.14), asi se llega
a la siguiente expresion

3
Ofi, f2) = =2 / (i - i) (hL2AQAQ Fo) a2y

8 Op} opl  Op) Po2
10 d*ps
i AQ'AQ'Fo) dQ——=. 4.
+4 a (flf?)aQ] ( Q Q U) d Do ( 39)

Usando (4.35) y de nuevo el teorema de la divergencia en una superficie en infinito
se tiene

10 0 d’py
) = INQTFo) d0 P2 4
Q(fr, f2) = SOy 8 (f1/2AQ'AQFo) o
; 0 £AQFo) sy (4.40)
Po2

al cambiar AQ" por Ap} gracias a las relaciones (4.12) se obtiene

!Esta ecuacién fue obtenida en el caso no relativista por Landau [23]. La relacién entre la
ecuacién de Boltzmann, de Landau y Fokker-Planck en el caso no relativista pueden consultarse
[52] y [30].
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_ 10 d3p2
(f1, f2) = 2 0pt 3])1 (fl/f2Ap1A FUde?) +
3
(fl/fQAplF de(iz). (4.41)

Ahora, recordando que los momentos estadisticos tensoriales de la distribucion
estan definidos por

d3p2

4.42
p02 ( )

MABC- / f2AptApP . FodQ—=

se puede reescribir (4.41) identificando los dos primeros momentos de la distribucién

0 ) O? .
, A+ —C (f,DY), 4.43
Qf1, f2) = "o (f1 A7) op 0y (f1D7) (4.43)
donde
3
/ FAp Fod P2, (4.44)
Poz
y o B,
D = — / FAP AP Fod0™ 2. (4.45)
2 Po2

La ecuacién (4.43) tiene la misma forma que la ecuacién de Fokker-Planck al re-
conocer el primer momento A’ con el coeficiente de friccién dindmica y el segundo
momento 2D% con el tensor de difusién. La expresién (4.43) para el término de
colision de la ecuacién de Boltzmann relativista fue obtenida previamente en un
trabajo de Akama en 1970 [53], por un método diferente al presentado aqui.

Es importante notar que esta ecuacién no esta escrita en una forma manifies-
tamente covariante como el lado izquierdo de la ecuacién de Boltzmann (4.1) de la
que se partié.

Todos los célculos anteriores son vélidos en el sistema de referencia donde la
diferencia de energias es Ap) = 0. En general Ap? # 0 en un marco de referen-
cia arbitrario. Sin embargo, dado un sistema arbitrario siempre puede hallarse una
transformacién al marco del centro de masa de las particulas consideradas, donde
(4.43) es vélida. Entonces, para escribir el término de colisiéon en un marco genérico,
dado que (4.43) es una ecuacién escalar, es necesario sumar las componentes A°,
D D% v D® que son cero en el sistema que se escogié para trabajar?. De esta
manera se puede escribir (4.43) de un modo completamente covariante

I(f1F%) 0 0?

df1
Y +m = —— (fid%) + DPY . 4.46

2Esto es andlogo a escoger el sistema geodésico en relatividad general [36].
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Esta ecuacion es una ecuacién tipo Fokker-Planck covariante. El mérito de esta
ecuacion radica en que se pudo aproximar la integral de colisién, que es un invariante,
por un término diferencial, también invariante y ademdas manifiestamente covariante.
La ecuacién (4.46) se puede reescribir de la siguiente manera
(o] afl 0

- __~ g~ 4.47

donde la densidad de corriente es

8% = f1 (A” + mF*) — a%ﬂ (fLD*%) . (4.48)

En el caso espacialmente homogéneo sin fuerzas externas la ecuacion se reduce a

afr 0
-+ -—8*=0. 4.49
P1 axo aptlx ( )
La solucién estacionaria de esta ecuacién se tiene cuando 8% = 0, lo cual lleva a la

siguiente relaciéon

Oln 0

—ﬁf =A% — — (D). (4.50)
op opy

Para resolver (4.50) para la funcién de distribucién se requiere que el tensor de
difusién tenga inversa D, D = 575, con lo que se escribe como

D?

Oln f 0
2 =D, | A — — (D*?)| =Z 4.51
(9pﬁ ary |: apf ( ):| v ( 5 )

esta ecuacién no puede satisfacerse para todo A* y D*¥. Como el lado izquierdo de
(4.51) es un gradiente, el lado derecho debe serlo también, por tanto debe cumplir
la siguiente condicién
0z, 0Z
apc  op”’
estas condiciones son conocidas como condiciones de potencial en el caso no rela-
tivista [27]. Integrando (4.51) se obtiene

(4.52)

In f(p) = /Zq,dpy +C, (4.53)

o bien

f(p7) = Aexp { / dep”] , (4.54)

donde A = €€ es la constante de normalizacién.
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Siguiendo a Cercignani [31], se pueden introducir consideraciones de isotropia
segun las cuales el vector de friccién dinamica y el tensor de difusion tienen la

siguiente representacién?
A
Aa == Epa’ (455)
« D (0%
D = — 5 7 (4.56)

donde A es el coeficiente de friccién, m es la masa de la particula y D es el coeficiente
de difusién. En este caso es facil corroborar que la condicién (4.52) se satisface. Con
(4.55) y (4.56), Z, definida en (4.51) se puede escribir como

N 2A
Zy = Doy A" = _D_mp% (4.57)
y la ecuacién (4.54) se puede escribir como
Dm"™" ’

utilizando la relaciéon de capa de masa. Por otro lado se sabe que la solucion esta-
cionaria debe coincidir con la solucién a la ecuacion de Boltzmann que anula el
término de colision. Como se vio en la seccion 3.4 esta distribucion es la de Maxwell-
Jittner (3.147). Identificando (3.147) con (4.58) se llega a que

A 1 ETA — Uap®

2 « :
pme = k—Tuap , 0 bien, i) e

(4.59)

Al considerar el limite no relativista de (4.59) en un marco co-mévil, se obtiene
que (4.59) se aproxima por
kT A v?
— 14+ —=+..., 4.60
D 2¢2 (4.60)
el término dominante coincide con la relacién conocida en el caso no relativista?
para el teorema de fluctuacién-disipacién® D = kT A.

3Nétese que para encontrar la relacién entre los coeficientes de transporte en el caso general, se
tendrfa que igualar el argumento de la exponencial en (4.54) con el argumento de la exponencial
en la distribucién de Jiittner, ie. [ Z,dp® = —Uyp®/kT.

40tra forma de llegar a estas relaciones se muestra en [54] para el caso no relativista y consiste
en considerar desde el inicio a la distribucién de Jittner como solucién estacionaria y sustituirla
en 8 = 0 para encontrar la relacién (4.60).

°El teorema de fluctuacién-disipacién expresa que la disipacién (representada por la friccién
dindmica A) entre el fluido y una de las particulas que lo forman, es proporcional al coeficiente de
difusién. En la teoria del movimiento browniano disipacion se relaciona con la funcién de correlacién
de la fuerza estocdstica responsable de generar las fluctuaciones. En el apéndice A se muestra la
relacién de Einstein, correspondiente a la ecuacién de Langevin (A.14). Para la obtencién de esta
expresion el caso no relativista ver pag. 90 [31].
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4.2. Ecuacion tipo Fokker-Planck relativista para
la difusiéon en una mezcla binaria

Considérese una mezcla de dos especies de particulas. En este caso la evolucion
estd regida por un sistema de ecuaciones de Boltzmann relativistas

° of O(fF)

ox® tm Op> - Q(fG’ f) + Q<f7 f)> (4.61)
0 I f~Fe
pcéaig + mG({%oGéG) = Q(f. fo) + Qfa, fa), (4.62)

donde el término Q es la integral de colisién y su argumento indica a qué especie
involucra en cada caso.

Una de las especies esta formada por particulas cuya masa es mucho mayor a la
masa de las particulas ligeras m > m¢. El nimero de particulas ligeras es mucho
mayor que la de las particulas pesadas ng > n, es decir, las particulas ligeras forman
un gas’.

Al ser tan escasas las particulas pesadas los choques entre ellas casi no suceden
y el segundo término de la ecuacién (4.61) se puede despreciar. Asimismo se supone
que las particulas pesadas no influyen en la evolucion del gas, de modo que el primer
término de la ecuacién (4.62) también se eliminaS.

De este modo la ecuacién (4.61) para las particulas pesadas queda de la siguiente

forma of o( 15 e
¢ pa
@ = L= FodQ : 4.63
O +m apa /(fo fo) 9 oG ( )
Si se multiplica la ecuacién anterior por un factor de (c¢/p°) se puede reescribir como

of | .0f | OUF)

o+t e = [ = faPadfd (1.69)

Esta ecuacién es idéntica en forma a la ecuacion de Boltzmann en la teoria cinética

no relativista, excepto que la velocidad relativa en cuestion es la velocidad de Mgller.

Por otra parte, como se supone que las particulas en el gas no se ven afectadas

por las particulas pesadas, y que el gas se encuentra en equilibrio a temperatura T,
su funcién de distribucion es la distribucion de Maxwell-Jiittner

p

_ 0 _ ng ~Lors 465
Jo=Ja kT, (0 (4.65)

donde ¢ = mgc?/kT. Como consecuencia el término de colisién de la ecuacion (4.64)
toma la forma

9o f) = / GO P — 19 Py g oddpe. (4.66)

5En analogia con la seccién 2.5.1, para las particulas ligeras se usara el indice G, mientras que
para las particulas pesadas no se usara ningin indice.

6Ver la primera parte de la seccién 2.5.1, en el presente apartado se siguen los mismos argu-
mentos.
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Por otro lado la funcién de distribucion para las particulas pesadas se supone
cercana a la del equilibrio. Se considera un desarrollo de Chapman-Enskog a orden
lineal, de tal forma que la funcién de distribucion se expresa como

f=r11+he)), (4.67)

donde £ es la funcién de distribucién del equilibrio de las particulas

0) o n _uapa

0) _ kT 4
/ 47Tm20k:TK2(C*)e ’ (4.68)

con ¢, = mc?/kT. La funcién h es una desviacién de la distribucién de equilibrio,
que en principio depende de los mismos argumentos que f. Como se supone ho-
mogeneidad en el sistema, h sélo serd funcién del momento. Sustituyendo (4.67) en
(4.66) se obtendran dos integrales, la primera de las cuales es cero

/(f/(GO)f/(O) . féo)f(o))ggadﬂd?’pg — 0, (4.69)

para la otra integral se escoge un marco co-mévil U, — (c,0) y se considera la
conservacién de la energia

P+ % ="+’ (4.70)
De esta manera se tiene ) ,
0 0
FO Y = pOf, (4.71)

y la integral de colisién que queda se reduce a

3o, f) = 1O / (1 = h)fQ goodQulpe = O, (4.72)

De aqui en adelante se trabajara con la integral I. El propdsito es convertir la integral
de colisién J en un operador diferencial que actie sobre la funcion de distribucion.
Para ello se haran ciertas aproximaciones en la integral I, luego se sustituird de
regreso en (4.72) para obtener el término de colisién completo.

Al igual que en la seccién 2.5.1, primero se supone que en la colisién el momento
p' de las particulas pesadas cambia sélo por pequeiias cantidades Ap?, asf se desarro-
lla la funcién b’ = h(pi/) después de la colision, en series de Taylor alrededor del
momento pre-colisional p’. Si se mantienen sélo términos de primer y segundo orden
en Ap'’ entonces se tiene que

, , , Ooh 1., . O0%h
B =h(p'+ Ap') = h(p') + Ap'— + —Ap'A — .. 4.73
utilizando (4.73), la integral I definida en (4.72) se puede escribir como
Oh 1 . . 0%h ©0)
I= [ (AP = + s Ap'ApY ——— dQd’pe. 4.74
/(papﬁzp pyapzapa>ng¢U j2e (4.74)
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Para continuar con las aproximaciones el siguiente paso es introducir la velocidad
relativa definida de la siguiente forma
i i
g = cp—OG — cp—o, (4.75)
Pa p

con esta definicién se calcula la diferencia antes y después de la colisién

i/ i <pé;l pi/> pé; P
g —g=cl=F—= —c(—o——o). (4.76)

Pa p Pg P
A partir de este momento se separan dos casos complementarios. El primero
serd el caso de la difusién de particulas pesadas no relativistas en un gas formado
por particulas relativistas. En segundo lugar se discutira el caso complementario en

el que particulas relativistas se difunden en un gas formado por particulas pesadas
que no son relativistas.

4.2.1. Difusién de particulas no relativistas en un gas rela-
tivista

Primero se analizara el caso més sencillo, se supondra que las particulas pesadas
son no relativistas, entonces al orden dominante la componente cero del momento
de las particulas pesadas es el mismo antes y después de la colisién p® = p°. Por la
conservacion de la energia (4.70) se tiene que pOG/ ~ p%. De esta manera la ecuaciéon
(4.76) se escribe como

= p_%, T ). (4.77)

Por otro lado se tiene la conservacion de las componentes espaciales del momento
, A , .
Po—Pe=-— (pz - pl) : (4.78)

Al sustituir (4.78) en (4.77) se llega a
g —g' =—c <p_0 + —) (" =p). (4.79)

Esta ecuacion es la mas general para la diferencia entre la velocidades relativas en el
caso estudiado. Para continuar es necesario introducir algunas aproximaciones en el
término que involucra a las componentes temporales en la iltima expresién (4.79).
Para comenzar con las aproximaciones hay que recordar que, de la ecuacién
(3.31) se desprende la definicién de energia cinética relativista, de modo tal que la
energia relativista de una particula es la suma de su energia en reposo y su energia

cinética
ep’ = me* + K. (4.80)
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La energia relativista promedio de una particula se puede calcular a partir de la
densidad de energia, se calcula la componente 00 del tensor de energia momento
para un fluido en equilibrio (3.139) con la definicién de (3.146) para el parametro .
Asi la energia cinética promedio es la energia promedio menos la energia en reposo
y esta dada por la siguiente expresién

K = mc? @28 - ﬂ]z—jc; - 1) . (4.81)

Considérense los casos limite de la expresién anterior. El limite no relativista se
obtiene al suponer bajas temperaturas ¢ > 1

— 5 kT kT 3
~ 2 S _ 2
Ko rel = me (1 + S 1) = sz, (4.82)
esta expresion corresponde a la bien conocida relacién entre temperatura y energia
en la mecanica estadistica no relativista, dada por el teorema de equiparticion de la
energia. Por otra parte, el limite ultra relativista correspondiente a masas pequenas
(o nulas), o altas temperaturas, se obtiene cuando ¢ < 1

Kuttra = (4T — kT) = 3kT. (4.83)

Con estos resultados se deben hacer algunas observaciones. En el caso de tener
una mezcla de una componente no relativista y un gas ultra relativista (semejante
al caso de estudio en esta seccién) se puede apreciar de las ecuaciones (4.82) y
(4.83), que Kuitra = 2Kpo rer- Existe una reparticién de la energfa cinética entre las
distintas componentes de la mezcla debido a su cardcter relativista [5]. Por otro
lado, de la ecuacién (4.81), es claro que en el caso relativista genérico no existe
una relacion directa entre la energia cinética y la temperatura como en los casos
no relativista y ultra relativista. Sin embargo, tomando como cotas dichos casos
limite, puede estimarse el orden de magnitud de la energia cinética en relacién con
la temperatura. De esta manera se considerard la siguiente aproximacion para la
energia cinética relativista

K~ kT, (4.84)
con esto la energia relativista (4.80) se escribe como
cp’ = me® + kT. (4.85)

Continuando con la aproximacién hay que recordar que en el caso de estudio
ambas especies estan a la misma temperatura. Como las particulas pesadas que se
difunden son no relativistas se cumple que

kT < mc?. (4.86)

Como estan a la misma temperatura se puede sustituir la ecuacién (4.85) para la
energia de las particulas del gas en (4.86) llevando a
0

cpl — mac® K me® = b6 14 X€, (4.87)
me m
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Dada la relacion entre las masas m > mg, el ultimo término de (4.87) se desprecia
y resulta
po < me = p°. (4.88)

Con esta ultima expresion se tiene una relacién entre componentes temporales del
4-momento para aproximar (4.79). En una notacién simplificada se escribe

0
. cC . ) )
Agi=——Ap = Ap=-LEAg (4.89)
Pa C
Con estos resultados se sustituye (4.89) en la integral I de la ecuacién (4.74) v,
al notar que el dngulo entre los vectores espaciales g’ y gi’ es el dngulo de dispersién
X, se tiene que

0 02 2
_ _Pg iOh | (pg) ingg 0D (0) 3
I= /( = Ag o + 92 Ag'Ag opi0p fo 9,0dQd’pe, (4.90)

sustituyendo la distribucién de equilibrio de las particulas del gas (4.65),

0 0\2 2 o
_ e O (PE)? N in g OCh Y\ _verd ,
= A/ < c Ag op’ e Ag'Ag Opiopi e” T T (g,0)dQd’pg,  (4.91)

donde
ng

T AmrmZekTK5(()
Se escribe el elemento de angulo s6lido df2 = sen ydxde, donde y y € son los angulos
polares de g respecto a gi. Asf se puede integrar con respecto a €

(4.92)

2m
/ Ag'de = —27 (1 — cos x) g', (4.93)
0

o 1 o 2
/ Ag'Aglde = 27 { {(1 —cosx)? — 5 sen? X} glgl — |g2| n" sen X} (4.94)
0

sustituyendo las anteriores relaciones en la integral (4.91)
Oh
I= 27T.A/ — (g50) sen xdxd’pg [pGa -g g'(1 — cos x)

VAl
4¢2 Opiop
Si se escribe el elemento de volumen del gas dpg en coordenadas esféricas d®pg =

sen ¢dpdd|pe|*d|pc| v se hace la integracién en el dngulo azimutal ¥ de g’ y g'g?,
de la misma manera que se hizo en las integrales (4.93) y (4.94), el resultado es

2T ! 7
c/ (E—p—)dﬁ_Q (’pG“’ cos ¢—1)p (4.96)
o \pg  P° Ip| P& PP
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o i i j j 0 2
02/ (p_OG—p—O) p—OG—p—; d = 2rc? (lp—G|p—OCOS¢—1)
o \p& ) \p% p Ip| P&

1lpel* 0°)? ] 'y 1lpal* o }
——T—————sen“ ¢ - = n" sen” ¢ o . 4.97

2 Iol? W87 L WP T 20k o
Si se sustituyen estos resultados en la integral I (4.95) se obtiene que

I= 47r2fl/ 7 (950)|Pc|*d|pg| sen xdx sen ¢pdo x {(1 — cos X)py X

7 0\2 2
Xé‘hp_(lpalp S¢_1)+(pa) O°h

. —— (1 — 4cos y + 3cos? x)x
op'p° \ Ipl P& 4 Opop

lpal® (°)? pal P CLlpel 0°)? )
X{< g (|p|2 W57 O T s Ot L G s ¢
1

2
27)” |(]IZZ)| en (b} |g2| n" sen X] } (4.98)

Para poder continuar con las aproximaciones a la integral I se analizara el pro-
ducto (g,0). La seccién transversal diferencial en este caso serd funcién del dngulo
de dispersion y de el flujo invariante, o = o(F, x). De modo tal que para F se puede
escribir

F = papG — m2mZc* (4.99)

RN (%)% [pel®

Al ser la particula no relativista se sabe que el cociente |p|/p° es pequeno, ademds
se supone que el gas es cercanamente relativista p% ~ |pg|, de modo que se uti-
lizard como pardmetro para aproximar F'. Despreciando el dltimo término en (4.100),
se puede aproximar el producto F'o, el cual se desarrolla en series de Taylor como
sigue

0 Oo
et B (152
(F,x) = lpclo(lpal; x) » |pal s¢ o 5!pc\ ( )

=P \pG|\/1— — os¢+ |p|2 2¢+( Pe)” |p|2. (4.100)

que en términos de la velocidad de Mgller queda

Ipa| Ip| P& |pc| do
() = Bl ol (1= B2 cosg (14 2L 27 ) a0

Se puede hacer la misma aproximacion para el cociente de la magnitud de la veloci-
dad relativa |g|*/c?

g _ IpcP , [P _,[pcl [Pl

& () (p°)? & p°
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considerando unicamente el primer término de esta ecuacién. El hecho de que las
particulas pesadas sean no relativistas es necesario para comparar los ordenes del
cociente |p|/p° en la ecuacién (4.98); se desprecian todos los términos de orden |p|/p°

y mayores, para que la integral quede a primer orden’.
Al sustituir (4.102) y (4.103) en la expresion para I (4.98), dejando tinicamente
términos de primer orden y realizando la integracion en angulo ¢, se obtiene entonces
{2
- 47T20A/ S o(|pal, x)\pc\?’% sen xdx {—2(1 — cos x)pl o -

a

1 Ipc| 0o (pe)® 0%h 2
1+-11 — | (1—14 3
X [ + 3 ( + — . 8|pg! + L opop ( cos X + 3 cos” x) X

2 --IpGIQ) 2 iilpal?
X | —=n"—=] —2sen” xn” ——1| 3, (4.104)
< 37 (pg)? (p)?

al factorizar (1 — cos x) se tiene que

d
[ —ir’cA / %2 o(Ipal, 1) lpal’ ’Ifc"

(1 — cos x) sen xdy
G

oh p lpg| Oo 2 ?h . |pgl?
—opY 1 14+ == — 2 (pL)——p¥ . 4.1
{ o [ +3( # RO | - S0k g B | (@0

Integrando por partes la derivada de la seccion transversal o, escogiendo un marco
co-mévil en el cual U, — (¢, 0) y haciendo explicita la dependencia de p% en pi,, se
llega a la siguiente relacién

Uar® OO c Uaprd
d temTwr" :—/d Alpal)® — Sle” 0. (4.106
[ welpel'e 5 57—~ [[dipal [4ipaf ~ 1 slpel’ | e Ho. (4100

Sustituyendo la expresién anterior en (4.105) se obtiene

d
1= 2rtca [ o(lpel. lpal ‘;G'u—cosx)senxdxx
G
oh . ¢ - 0%h
- —_ . 4.107
{ op’ kT " 01)’32?”} (4.107)

Hasta este punto se ha trabajado con la integral I, ahora hay que regresar al
término de colisién original escrito en la ecuacién (4.72), para ello es necesario mul-
tiplicar I por la funcién de distribucion del equilibrio de las particulas pesadas. Para
el caso en que las particulas son no relativistas se mostré en la seccién 3.4, con las

"Esta misma aproximacién también resulta al tomar como pardmetro el cociente de energias
p%/p° < 1 notando que, con la restriccién en las masas [pg| ~ |p|.
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aproximaciones (3.149), que la funcién (4.68) tiende a la funcién de distribucién de
Maxwell-Boltzmann. De este modo el término de colisién J se puede escribir como

~ *f  ofp')
= kT . . 4.108
donde el coeficiente de friccion dindmica 1 es
2 ngm
=5 X
3m(makT)*Ks(¢)
Uapd d
X /0(|pg|,x)(1 — cos x) sen dee_TG|pg|5%. (4.109)
G
La ecuacion resultante para la evolucién de f se aproxima por una ecuacion tipo
Fokker-Planck: of 8(fF) o o )
(] _ pl
- — = kT . . 4.110
ot oy "™ apor T oy (4.110)

Al ser una mezcla entre particulas relativistas y no relativistas, a este caso puede
llamarsele semi-relativista. La ecuacién (4.110) no es manifiestamente covariante,
lo cual no es de sorprender ya que este analisis comenz6 con una version de la
ecuacion relativista de Boltzmann que no es manifiestamente covariante, a diferen-
cia del analisis de la seccién anterior que condujo a la ecuacién de Fokker-Planck
completamente covariante (4.46). No obstante, al ser la ecuacién de evolucién de la
distribucion de particulas no relativistas, no es necesaria dicha descripcion.

Por otro lado cuando se compara la tltima expresion (4.110) con la ecuacién de
Fokker-Planck para el movimiento browniano (2.76) se encuentra que ambas expre-
siones son muy similares, inicamente difieren en la definicién del respectivo coefi-
ciente de friccion dindmica, y en la definicién del 4-momento, donde se encuentran
las correcciones relativistas.

La ecuacién (2.76), que fue obtenida aproximando el término de colisién de la
ecuacion de Boltzmann, es idéntica a la ecuacién (A.31) obtenida a partir de los
procesos estocdsticos y por esta razén la ecuacién (2.76) es llamada ecuacién de
Fokker-Planck para el movimiento browniano. Con la similitud existente entre la
ecuacion (2.76) y la ecuacién (4.110) podria pensarse que la iltima es la ecuacién
de Fokker-Planck para la versién relativista del movimiento browniano. Sin em-
bargo, hay que advertir dos cosas: Las aproximaciones realizadas en esta seccion,
aunque similares, no son iguales a las que llevan al movimiento browniano. Ademas,
el movimiento browniano, definido a través de las fluctuaciones del sistema, es un
proceso estocastico. La comparacion de la ecuacion de evolucion proveniente de la
ecuaciéon de Boltzmann y la que se obtiene de la ecuacion de Langevin a nivel rela-
tivista constituye un problema delicado ya que no hay un consenso en la definicién de
un proceso estocéstico relativista. De hecho existen muchas y muy diversas versiones
de los procesos estocdsticos en relatividad®. Lo que expresa la ecuacién (4.110) es

8El tema de los procesos estocésticos relativistas se aborda en el dltimo capitulo y en el apéndice
A se hace una breve revisién.
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que el sistema formado por particulas relativistas y no relativistas, evoluciona por
colisiones del mismo modo que lo harfa un sistema donde las particulas se difunden.

Regresando a la ecuacién (4.110), se habia dicho que las correcciones relativistas
se encuentran esencialmente en el coeficiente de friccion. Para calcular un coeficiente
de friccién se requiere evaluar la integral en (4.109), para ello es necesario especificar
la seccién transversal 0. Como un ejemplo se puede considerar el caso de esferas
duras caracterizadas por una seccién transversal diferencial constante. Este caso se
puede comparar con el caso no relativista que ya se resolvid en la seccién 2.5.1.
Considerando o constante y evaluando la integral en el angulo de dispersiéon se

obtiene que
47 ngo /e “apc‘ |5d|PG|
3 m(mGk;T)QKQ(C)

Si se escoge, como hasta ahora, un marco co-mévil para integrar, y se introduce una
variable nueva definida como y = p% /mge, entonces (4.111) se escribe

ned (4111)

G

_ An ngo ey 9
: —1)2dy. 4112

Al integrar el lado derecho de (4.112) resulta

41 ngo
et = g G T A(0)

(mae)®—=e ¢ (34 C(3+ ), (4.113)

Cs
donde se reconoce el factor ¢ = mgc?/kT. La ecuacién anterior se puede reescribir
de manera concisa

- 321 ngokT e

[ i AR (3+3¢C+¢%). (4.114)

La ecuacién (4.114) es la expresién final del coeficiente de friccién dindmica para un
gas relativista de esferas duras.

Para el caso no relativista de bajas temperaturas ¢ > 1, se puede usar una
expresién para la funcién de Bessel de segunda clase como una serie?, asf se obtiene
la siguiente expresién para el coeficiente de friccién

- 32
Ned = —@(ngﬂ'kT)lm |:1 + —
m

(4.115)

9 9 765
3

8 128~ To2acs T

Puede verse que el primer término de la serie corresponde al coeficiente de friccion
del caso no relativista (2.77) y los términos siguientes son las correcciones relativistas

9 9 765 1 (4116)

Ne:e 1 > -
Mled ”d{+8g+128g2 102433

9Ver ecuacién (B.7) del apéndice B.
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En el limite ultra relativista el parametro ¢ < 1, condicién satisfecha cuando la
temperatura es muy alta, la funcién de Bessel puede aproximarse!'® a lo siguiente

P = 16m7C M [1 NSNS <1 +41n (g) +47) S ] . (4.117)

mc 12 64 2 45

donde 7 = 0,577215664 . .. es la constante de Euler.

En la seccién 2.5.2 se resolvio la ecuacién de Fokker-Planck en el caso no rela-
tivista, la solucion estd dada por la ecuacién (2.102). Andlogamente la solucién a
(4.110) viene dada por

P n (p" — phe™™) - (pi — pio)e™ ™)
0= 2makT (1 — e~2t)]2 o [ 2371kT(1 — e ) }  1g)

donde 7 estd dada por alguna de las ecuaciones (4.114), (4.116) o (4.117) segun sea
el caso. Las correcciones relativistas a la funcién de distribucién se tienen a través
de los coeficientes de transporte.

4.2.2. Difusién de particulas relativistas en un gas pesado
no relativista: Gas de Lorentz.

Considérese ahora un sistema formado por dos especies de particulas, la densidad
numérica de la especie que se difunde es mucho menor que la densidad de particulas
del gas n < ng. En contraste con el caso anterior, el gas es mucho mas pesado que
la especie que se difunde m < mg. Se supondréd que las particulas que conforman
el gas se mueven con velocidades no relativistas vg < ¢, mientras que las particulas
que se difunden son tratadas como relativistas. En la versién no relativista este caso
fue estudiado por Lorentz para describir electrones en un metal, por lo que se le
conoce como gas de Lorentz [30], [55].

La evolucién de este sistema estd gobernada por el sistema de ecuaciones de
Boltzmann (4.61) y (4.62). Con parte de las aproximaciones de la seccién anterior
(4.64)-(4.71), se puede expresar el término de colisién (4.72) y trabajar con la integral
I escrita en (4.74). En este caso las relaciones entre masas y energias estdn invertidas
con respecto al caso anterior (4.88), aqui la diferencia entre la velocidad relativa antes
y después de la colisién dada por la ecuacién (4.76) se aproxima de otra forma.
Debido a que las particulas del gas son no relativistas pQ, = pg y por la conservacion
del 4-momento (4.70) y (4.78) se tiene la misma ecuacién (4.79)

) 1 1 )
Ag' = —c (— + —) Ap'. 4.119
pe PO ( )
No obstante, como se tiene la condicién p°/p% < 1, entonces (4.119) se aproxima
por

4 Ap' . P g
Age =l o Ay = Lag (4.120)
C

10Ver ecuacién (B.8) del apéndice B.
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En contraste con la ecuacién (4.89) esta relacién involucra a la componente cero
del momento de la especie que se difunde y no de la especie que forma el gas.
Sustituyendo (4.120) en la ecuacién (4.74) para I, e integrando en el dngulo € con
las mismas relaciones (4.93) y (4.94), se obtiene

uap 0 ah
I= 27T.A/ T (g50) sen xdxd’pg [p—a— “(1 —cosx)
P
(p0)2 a2h
4¢? OpiopI
donde A estd dada por (4.92). Escribiendo al elemento d®pg en coordenadas esféricas

y utilizando las relaciones (4.96) y (4.97) para integrar en el dngulo azimutal se
obtiene

{(1 —4cosx + 3cos® x)g'e’ — |g|*n" sen® X}} ) (4.121)

= 47T2A/ T (g,0) [P d|pclsenxdxsen¢d¢{(1 — cos x)p”x

i 0\2 92
X@hp_(\pg]p ogb—l) ()" 0% (1 —4cosy + 3cos? x) x

o' p° \ Ip| p& 4 Opiopi
Py (IPGP( p°)? od? \pclp CLpel? ) )
X O —2— osop+1 e 7o sen” ¢
{(p°)2 P2 (L) " p| 7% 2 p|? (p})?
1 |pG’ } |g|?
i i sen? 4.122
3" S n’ ¢ 2 X (4.122)

En este caso como p°/p% < 1y como el gas no es relativista, la aproximacion
para el flujo invariante F' es la siguiente

0
F 2 plp (1—21;—0%%5@. (4.123)

o [Pl

El primer término de (4.123) coincide con la aproximacion de Kox [56] para el
estudio del gas de Lorentz relativista. El objetivo principal en el trabajo de Kox es
comparar los coeficientes de transporte exactos obtenidos a través del método de
Chapman-Enskog, con coeficientes calculados con aproximaciones en las integrales.
Cabe destacar que aqui se hicieron las mismas aproximaciones sobre el caracter
relativista de las especies y la relacion entre sus energias. No obstante, en el presente
analisis lo que pretende es aproximar la integral de colision completa, por un nuevo
término de colision diferencial en donde se reconoceran los coeficientes de friccion y
difusion en el espacio de momentos. No es posible realizar una comparacion directa
de resultados ya que los coeficientes de difusién encontrados por Kox se refieren a
procesos de difusion en el espacio de configuraciones.

El siguiente paso del andlisis es aproximar la seccion transversal o. Dada la
aproximacién (4.123), y al considerar p%, constante debido al cardcter no relativista
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de las particulas del gas, la seccién transversal es aproximada a primer orden como
o(F,x) ~ o(|pl,x), a este orden no depende de la variable de integracién pg. De
esta forma el producto Fo (andloga a la ecuacién (4.101)) se escribe como

~ P 1Pc
Fo(F,x) = pglplo(lpl, x) (1 - —0—’ ‘| COS¢> , (4.124)
ba
y en términos de la velocidad de Mgller
p| ( P’ [pg| )
Fox) = c—o(lp — 5 Cos¢ 4.125
50 (F', X) pC a(|pl; x) 2 Ip| (4.125)

Con esta expresion no se puede llevar a cabo el mismo proceso de integraciéon por
partes en la derivada de o como en (4.106). Lo que resta entonces es sustituir (4.125)
en (4.122) considerando a la velocidad relativa aproximada por |g|2/c? 2 |p[2/p®%, v
despreciar todos los términos de orden |pg|/pY o mayor. De esta forma al integrar
en ¢ la integral (4.122) queda

p _uapa i
I = 87r2c%fl/e kTG|pg|2d|pG|U(X)(1 — cos ) senxdx{—p 8pi+
2 oh (1-3 'y — (1+ )n”|p|? (4.126)
- — 3cos — cos i
190y X)p X)n?[pl*| ¢,
que también se puede escribir como
;O 1 0%h
——C (c Can’Ipf?). 4.12
1pa, 15505 2p'p’ — Can”|p| (4.127)
donde
C1 = 8r’c |p|A/ —ir ]pg\ d|lpglo(x)(1 — cos x) sen xdy, (4.128)

Cy = 8¢ |p|A/ i |pG| dlpalo(x)(1 — 4cos x + 3cos® x) sen xdx, (4.129)

C3 = 8¢ |p|A/ i |pG] dlpclo(x) sen® xdx. (4.130)

Recordando la ecuacién (4.72) para este caso se puede escribir el término de colisiéon
aproximado de la siguiente forma

oh +1 0%h
opt 4 0piop’

J=f [_Clpi (Czp"pj — Cyn Ip!2)] : (4.131)

Para calcular estos coeficientes es necesario especificar la dependencia de o en
el angulo de dispersiéon. Como las particulas que se difunden son relativistas, se
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puede considerar a la seccién transversal como constante al orden dominante!!, de
tal forma que se puede realizar la integracién en y en las ecuaciones (4.128)-(4.130)
y escribir

op’ op'opI

el segundo término se puede identificar como un tensor simétrico y sin traza M9 =
T TRND) ,
p'Y —n”Ipl*/3, asi

| on 1 @n 4, 1,
Hzf‘o)n[—p +3 (pp’—gnjlplz)], (4.132)

opt 2 optopi
En (4.132) y (4.133) el coeficiente de transporte es

‘ 1. .. 0?
J= f“))ﬁ[—p’ Oh | Ly _O°h ] (4.133)

uapoé
n= 1671‘206%./4/6_ " | paltd|pal, (4.134)

para calcular esta integral es necesario recordar que el gas estd formado por particu-
las no relativistas y como se demostrd en la seccion 3.4, la funcién de distribucién
de Jittner tiende a la distribucién de Maxwell-Boltzmann (3.150). Con esto (4.134)
se escribe

lpal?
"= 16”206%(215—6;)% [ e poldipal, (4.135)
™ mag
la integral es inmediata y da como resultado
- pl
n=2mngo (c=|. (4.136)
p

El término de colisién aproximado (4.133) se puede reescribir como una ecuacién
diferencial para la funcién f; = f@h. Esta funcién es la contribucién a primer orden
en el desarrollo de Chapman-Enskog (2.56) a la funcién de distribucién f.

De esta forma la ecuacion resultante de la aproximacién serd una ecuacion de
evolucion para la funcién f;. Para conocer la distribucién f tnicamente hay que
sumar la funcién de equilibrio a la soluciéon obtenida, dicha ecuacion es la siguiente

afl Zafl _ g 82fl ij 0
donde
ii L ij|p|2
DY = -qlpp ==, (4.138)
2 3
ij ) ij 1 p| ?
AY = n{ap02 +77] 1—506 (p_o , (4139)

C = 7 [1 - %oz (%)2 +2(1 - ) ('p%'ﬂ | (4.140)

Ver por ejemplo la obtencién de la seccién transversal de la dispersién de fotones en un gas de
electrones no relativista en [11].
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en las expresiones (4.139)-(4.140) se abrevié o = cp®/kT.

La ecuacion (4.137) es semejante a la ecuacion de Fokker-Planck pero contiene un
término extra que es lineal en la funcion f;. En la literatura se encuentran ecuaciones
con la misma estructura que (4.137) asociados a distintos procesos. Uno de ellos
es conocido como doble difusion [57]. En este proceso el coeficiente del término
lineal corresponde a un tiempo caracteristico de algin proceso interno del sistema
distinto de la difusién ordinaria. Otra opcién consiste en suponer que el sistema es
no-Markoviano, en cuyo caso la ecuaciéon de Fokker-Planck que modela al sistema
contiene términos lineales que refieren a procesos retardados, de hecho el coeficiente
del término lineal esta relacionado con la intensidad de la memoria que tiene el
sistema [58]. Se encuentran incluso soluciones a ecuaciones tipo Fokker-Planck con
términos lineales extra donde los coeficientes dependen del tiempo [59].

Sin embargo, la ecuacién (4.137) es mas complicada que los casos discutidos ya
que todos los coeficientes de transporte dependen del momento de la especie que se
difunde, de una manera complicada. Cualquiera que fuera el caso, no es claro como
identificar el proceso interno fisico que ocurre en este sistema, o bien, si realmente
el coeficiente del término lineal es producto de un efecto retardado o de memoria.

Hay que destacar que no se ha considerado completamente el cardcter relativista
de la especie que se difunde. Es probable que con una formulacion manifiestamente
covariante pueda darse una mejor interpretacion de los coeficientes obtenidos.
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Capitulo 5

Conclusiones y Perspectivas

Este trabajo inicia con un repaso de los conceptos fundamentales de la teoria
cinética no relativista tales como la ecuacion de Boltzmann y la funcion de distribu-
cién del equilibrio conocida como distribuciéon de Maxwell-Boltzmann. Se incluyeron
también algunos elementos basicos de hidrodinamica relativista la cual es importante
desde el punto de vista de la teoria cinética relativista ya que, por un lado es posible
verificar el correcto limite galileano, y por otro permite motivar el vinculo de los
promedios microscépicos con las cantidades macroscopicas en el régimen relativista.
Es importante mencionar que se trabajé con la descripcion de Eckart [39] para los
fluidos relativistas. Como se mencioné en el capitulo 3 existen diferentes versiones
de la hidrodindmica relativista. El enfoque de Landau y Lifshitz [40], por ejemplo,
es equivalente al de Eckart. No obstante, existen otros formalismos que no coinciden
con los de Eckart y Landau, tal es el caso de Sandoval y Garcia-Colin [19] quienes
proponen una formulacién relativista de la termodinamica irreversible lineal en el
esquema de Meixner-Prigogine. Esta version conlleva una modificacion a la teoria
cinética relativista resultante.

En particular en [60], Sandoval y Garcia-Colin tratan el problema de definir la
velocidad cadtica o peculiar en la teoria cinética relativista. Con esta velocidad se
puede introducir la temperatura como el promedio del cuadrado de la velocidad
cadtica. Esto es un problema que existe en la formulacion que se estudié en esta
tesis debida a de Groot y colaboradores [11], donde la temperatura es considerada
como un parametro global y constante y la velocidad cadtica no esté definida.

Otra posible versién es dada por Schieve y colaboradores en [61]. Ellos derivan la
teoria cinética relativista a partir de la mecanica cudntica como teoria fundamental.
Una diferencia con de Groot es que consideran como parametro de evolucion el
tiempo propio de un observador fuera del sistema al que llaman tiempo histérico.

En esta tesis se analizaron diferentes formas de aproximar la integral de colisién
de la ecuacion de Boltzmann relativista para una y dos especies.

Para un gas relativista de una sola especie en donde el momento transferido es
pequeno, el término de colisién se aproximo por un término diferencial de la forma
de la ecuacion de Fokker-Planck. Este término de colision ya habia sido encontrado
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por Akama [53] por un método distinto al que se presenté en este trabajo. Ademas,
él encuentra la ecuacién de Landau para sistemas especificos como un gas de fotones.
La importancia del presente trabajo es que la ecuacién tipo Fokker-Planck que se
obtuvo se pudo escribir de una forma manifiestamente covariante. De este modo el
vector de friccién dindmica y un tensor de difusion se escribieron en términos de
integrales de productos del momento transferido como objetos 4-dimensionales. Se
obtuvo ademas la solucion estacionaria de la ecuacion relativista de Fokker-Planck
que coincide con la distribucién de Maxwell-Jiittner. En ese caso los coeficientes de
transporte deben satisfacer cierta relacién’.

Por otra parte se analizdé una mezcla binaria con una componente relativista y
otra no.

Primero se consider6 un gas relativista formado por particulas ligeras, en el
que se difunde otra especie mucho menos abundante compuesta por particulas muy
masivas que se supusieron no relativistas. Para este sistema se derivo una ecuacién
tipo Fokker-Planck como aproximacion del término de colision de la ecuacién de
evolucién para las particulas que se difunden. Se obtuvieron expresiones para los
coeficientes de transporte en términos de las propiedades del sistema como la masa
de las particulas, la densidad, la temperatura etc. Se encontraron los casos limite no
relativista y ultra relativista para el coeficiente de friccion dinamica. En el limite no
relativista se escribié una serie cuyo término dominante es el coeficiente de friccion
correspondiente al caso no relativista en el que particulas muy pesadas se difunden
en un gas muy ligero.

Con las consideraciones que se estudiaron este caso es fisicamente analogo al
movimiento browniano e igualmente se llegd a una ecuacion tipo Fokker-Planck
para aproximar el término de colisién.

Se estudié también el caso complementario en el cual un conjunto de particulas
ligeras y relativistas se difunden en un gas no relativista formado por particulas
muy pesadas. Este caso se conoce como gas de Lorentz. Siguiendo el mismo método
se aproximo el término de colisién a un término diferencial semejante al de Fokker-
Planck pero con un término extra lineal en la funcién de distribucion, el coeficiente
de este término da un tiempo de relajacién caracteristico de algin otro proceso
interno del sistema. Algo importante que se debe decir es que los coeficientes de
transporte en este caso solo dependen de las propiedades de las particulas que se
difunden (las relativistas) y no del gas pesado. Este caso relativista fue estudiado
primeramente por Kox [56] quién encuentra el coeficiente de difusién en el espacio de
coordenadas, claramente no es el mismo coeficiente que el encontrado en esta tesis el
cual es el coeficiente de difusion en el espacio de momentos. El proceso en el espacio
de momentos correspondiente a los coeficientes de transporte que se encontraron
para este caso parece ser mas complejo atin que la difusion en el caso del especio de
configuraciones.

Para el caso de una mezcla de dos particulas relativistas el método de aproxi-

!Esto es semejante a los teoremas de fluctuacién-disipacién del caso no relativista cuando hay
isotropia y cuando el vector A® es proporcional al momento.
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macion que se utilizé en los casos anteriores no puede realizarse sin cambios impor-
tantes, es decir, este método sélo es valido sélo si una de las dos especies es no rela-
tivista. De hecho, para el caso de particulas relativistas difundiéndose en la especie
no relativista, seria deseable considerar una ecuacion tipo-Fokker-Planck relativista
manifiestamente covariante. En la literatura se encuentran diferentes versiones de
la ecuacion de Fokker-Planck relativista. Recientemente dentro de las aplicaciones
astrofisicas, Bertschinger [62] escribe ecuaciones de Fokker-Planck covariantes para
la evolucién de materia oscura en el universo. Dagan y Horwitz [63] también es-
tudian la ecuacion covariante de Fokker-Planck y la probabilidad de transicion a
tiempos cortos para el problema de los cimulos globulares. Es de notarse que en su
formulacién utilizan a la métrica como tensor de difusion.

Un trabajo interesante es el de Ben-Ya'acov [64] quién estudia un sistema for-
mado por atomos de dos niveles (que considera como no relativistas) y radiacin.
Para este sistema encuentra una ecuacién de Fokker-Planck covariante. Su interés
es demostrar que no existe inconsistencia entre la distribucién planckiana para la
radiacién y la distribucién maxwelliana para las particulas materiales. Las suposi-
ciones del trabajo coinciden con las realizadas aqui en la 1iltima seccién del capitulo
4. De hecho, quiza si se considera una formulacién semejante a la de Ben-Ya’acov
es posible que se tenga una descripcién totalmente covariante relativista y asi se
puedan explicar de manera consistente los coeficientes obtenidos en las ecuaciones
(4.137)-(4.140).

En este punto hay que mencionar que del mismo modo que en el caso no rela-
tivista, la ecuacion de Boltzmann relativista y las ecuaciones tipo Fokker-Planck
aqui encontradas, si bien son ecuaciones cerradas para la funciéon de distribucion,
estas describen una evolucién del sistema que serd irreversible?. Por tanto los re-
sultados de este trabajo son una aproximacion a la evolucién real del sistema. Tal
evolucion se obtiene a partir de una teoria fundamental de la dinamica microscépica
cuyas ecuaciones refieren a un proceso reversible. En el caso no relativista a través
de la ecuacién de Liouville que lleva al sistema de ecuaciones acopladas que forman
la jerarquia BBGKY, y en el caso cuantico relativista a partir de la descripcion de
la funcién de Wigner en la teoria cudntica de campos?.

Una diferencia importante entre la ecuacién de Boltzmann y las ecuaciones tipo
Fokker-Planck aqui encontradas, es que a través de estas ecuaciones no es posible
encontrar relaciones constitutivas para, por ejemplo, el flujo de calor o el tensor
viscoso. Esta aproximacion inicamente provee informacién sobre los coeficientes de
friccién dindmica y difusion.

La ecuacién de Fokker-Planck también se encuentra en el ambito del movimiento
browniano relativista. Como se puede ver en la ultima seccién del apéndice A, cada
formulacién de los procesos estocasticos relativistas es diferente. En un trabajo re-
ciente [65] Debbasch muestra que incluso en la interpretacion fisica de estos procesos

2En el caso de la ecuacién de Boltzmann aparece al introducir la hipétesis de caos molecular y
en el caso de Fokker-Planck por que dicha ecuacion describe un proceso estocastico markoviano.
3Ver por ejemplo [32].
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no hay claridad atin. Hasta ahora no parece haber un consenso en este tema.

En un articulo reciente sobre el tema [66], Dunkel y Hanggi comienzan con un
modelo microscépico de las colisiones y a partir de ahi construyen un criterio para
identificar las distribuciones del equilibrio de las particulas. Primero formulan es-
tos criterios en el caso no relativista y asi reconocen la funcion de distribucion de
Maxwell. Entonces aplican los mismos criterios en el caso relativista y, siguiendo
sus resultados anteriores?, encuentran que la funcién de distribucién relativista que
satisface esos criterios, es tal que difiere de la distribucién relativista del Maxwell-
Jiittner por un factor proporcional al inverso de la energia cinética relativista.

Como se estudié en el capitulo 3, en el marco de la teoria cinética relativista
al estudiar a la funcion de distribucion del equilibrio como invariante de colision,
se encontré que tal funcién es una combinacién lineal de un escalar arbitrario y
del 4-momento. Asi se obtiene la distribucion de Maxwell-Jiittner para el equilibrio
(3.147) la cual sélo depende de la energia a través de la exponencial y no en la
amplitud.

Podria pensarse entonces que los resultados obtenidos por Hanngi para la funcién
de distribucion del equilibrio a través de procesos estocdsticos estan en desacuerdo
con la teorfa microscopica.

Sin embargo, es de llamar la atencién que la funcién de distribucién (3.147),
estd escrita en el marco co-movil y no en una forma manifiestamente covariante.
Dada esta situacion, aludir al caracter escalar de la funcién de distribucion no per-
mite inferir de manera tnica las propiedades de transformacion de las cantidades
involucradas en dicha funcién, como es el caso de la temperatura. Llevado al ex-
tremo se puede pensar que una versién manifiestamente covariante podria permitir
establecer una conexién con las soluciones dependientes de la energia halladas por
Hinggi y tal vez otras méas generales®.

De hecho uno de los temas en donde atin no hay consenso definitivo es en como
transforma la temperatura ante transformaciones de Lorentz.

Inicialmente Einstein [72], Planck [73] y Tolman [74] argumentan que ciertas
cantidades termodindmicas como la presién y la entropia no deben cambiar ante
transformaciones de Lorentz. Al considerar la covariancia de la primera y la segunda
leyes de la termodindmica, encontraron que la temperatura debe transformar como
T" = T/~, donde T es la temperatura que mide un observador co-mévil con el
sistema. Esto implica que un observador que se mueve respecto al sistema lo vera mas
frio que el observador co-mévil. Edington, Mgller, junto con Ott [75], proponen
que la temperatura transforma como 7" = ~T', lo que implica que el observador
moviéndose respecto al sistema lo vera mas caliente que el co-mévil. En sus trabajos
[76] y [77] Landsberg argumenta que la temperatura debe ser un escalar, es decir,
que no cambia ante transformaciones de Lorentz T" = T. En estos trabajos siempre
se supone a la entropia como escalar argumentando que al ser una cantidad de

4Ver [67], [68] v el apéndice A.
5Para una discusién més amplia sobre la invariancia de la funcién de distribucién refiérase a
[69] ¥ a [70], [71] para la invariancia del estado de equilibrio.
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naturaleza estadistica, proveniente de contar estados, un nimero resultado de un
conteo no debe verse afectado por el cambio de marco de referencia y por lo tanto
S’ = S en todos los casos. No obstante, hay autores que proponen a la entropia
como una cantidad dependiente del marco de referencia [78].

Ademas de estas transformaciones existen muchas otras. Por ejemplo algunos
autores ([79], [80] y referencias ahi citadas) suponen a la temperatura como parte
de un 4-vector O# = U*/kT, en analogia al 4-flujo de particulas, en este caso © es
el vector de temperatura inversa.

En cosmologia se estudia como debe transformar la temperatura de para un
observador que se mueve con cierta velocidad dentro de radiacién en equilibrio, en ese
caso la transformacién de la temperatura esta asociada con el corrimiento Doopler de
la frecuencia de la radiacién, por lo que es anisotrépica [81]. En ese caso tampoco hay
consenso de como definir la temperatura de equilibrio. Hay quienes toman promedios
sobre todos los dngulos de una potencia de la temperatura anisotropica.

No existe un acuerdo general acerca de si las leyes de la termodinamica cam-
bian con las transformaciones de Lorentz, quiza al verse modificadas al lenguaje
covariante las leyes de la termodinamica, las propiedades de transformacién sean
directas de identificar®. Algunos més proponen que las transformaciones en realidad
dependen del tipo de medicién que se realice y de las definiciones que se consideren
[83], [84]. Hay autores que defienden la postura de que el calor es una forma de
energia y por tanto debe transformar como la componente temporal de un 4-vector.
También se puede pensar que la temperatura debe aparecer como asociada al prome-
dio de cantidades microscépicas de la teoria cinética relativista [85], en cuyo caso
todo apunta a que las transformaciones correspondientes serian las propuestas por
Ott. No obstante, como la temperatura es una de las cantidades macroscopicas que
aparece en la funcion de distribucion que por construccién es un escalar, deberia
ser evidente la correcta regla de transformacién para la temperatura al tener una
versién manifiestamente covariante de la funcién de distribucién”.

Dentro de las perspectivas mas interesantes que se desprenden de este trabajo se
encuentran

s Adaptar el método actual o encontrar uno diferente, para hallar una ecuacion
tipo Fokker-Planck manifiestamente covariante relativista para el caso de una
mezcla de dos especies relativistas, como el caso que se estudié de una especie
relativista difundiéndose en una especie que no lo es. Un método posible es
una generalizacién 4-dimensional al trabajo de Lewis [87] donde obtiene la
ecuacién de Fokker-Planck para una mezcla en el caso de interacciones elec-
tromagnéticas. Otro método que involucra cambios de variable se encuentra
en [88].

6Por ejemplo en [82] se propone dS* = O,dp" para la segunda ley.
7Una revisién introductoria en relacién a las transformaciones de la temperatura puede encon-
trarse en [86].
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= Aplicar los resultados obtenidos a problemas especificos. Un ejemplo es el efec-
to Sunyaev-Zeldovich. Los primeros modelos que se intentaron para describir
este proceso fueron basados en ecuaciones de difusién®. Posibles correcciones
debidas al caracter relativista de las especies podrian hallarse a través de los
métodos que se estudiaron en este trabajo.

= La gravedad cudntica intenta resolver el problema de la descripciéon de la es-
tructura del espacio-tiempo a escalas microscépicas determinadas por la escala
de Planck £, = 10~*3cm. Entre las teorfas propuestas se encuentra la gravedad
cuantica de lazos (loop quantum gravity) la cual combina los principios funda-
mentales de la mecédnica cudntica y de la relatividad general [89]. Un resultado
fundamental en esta propuesta es que los operadores cuanticos de entes ge-
ométricos como la longitud, el drea y el volumen tienen un espectro discreto
[90]. Tal estructura discreta plantea las preguntas ;Cémo se recupera la rela-
tividad general clasica de la gravedad cudntica? ; Como aproximar la variedad
continua por un conjunto discreto?

Una manera un tanto superficial de pensar este problema es considerar una
analogia con el movimiento browniano de una particula en un medio. En el
caso de la gravedad cudntica una particula relativista sujeta a un movimiento
browniano en un espacio-tiempo curvo a nivel microscépico, revelaria la micro
estructura del espacio-tiempo. Existen algunas propuestas en esa direccién,
por ejemplo la gravedad estocastica [91], [92]. Esta teoria esta basada en una
generalizacién a las ecuaciones de movimiento de la relatividad general llamada
ecuacion de Einstein-Langevin la cual describe las fluctuaciones de los campos
cuanticos de materia en espacio-tiempos curvos. A partir de esta ecuacion se
tomado el limite difusivo y se ha encontrado una ecuacién de Fokker-Planck
para la difusion en el espacio-tiempo fluctuante. Otra propuesta son las fluctua-
ciones debidas al caracter discreto del espacio-tiempo considerado como un
conjunto causal [93], [94], en donde existe difusiéon de particulas materiales
debida a la granularidad del espacio-tiempo. Se podrian aplicar los métodos
desarrollados aqui para contribuir con propuestas en esta direccion.

8Ver por ejemplo [14], [18], [21] y [20].
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Apéndice A

Procesos Estocasticos

A.1. La ecuacién de Langevin y el movimiento
browniano

Sea una particula de masa M suspendida en un fluido en condiciones normales
de presiéon y temperatura. La masa m de las moléculas que constituyen el fluido es
mucho menor que M, es decir, m < M. Se observa que la particula M hace un
movimiento irregular el cual se identifica con la dinamica de los procesos estocasti-
cos. Segin la teorfa cinética la particula sufre alrededor de 10%colisiones/seg, esta
trayectoria no corresponde a un movimiento determinista ya que los detalles de las
colisiones individuales son imposibles de seguir. Entonces la velocidad v(t) y la posi-
cién x(t) de la particula se consideraran como variables estocasticas en cuanto a su
dependencia en el tiempo. Asi pues, la ecuaciéon de movimiento para M que, segin
la dindmica de Newton es

M= = F(t). (A1)

ahora serd una ecuacion estocastica en la cual la fuerza neta F que actia sobre la
particula debe contener una parte estocastica. El resultado mas importante de la
teoria de Einstein fue explicar la trayectoria de la particula a través de un movimien-
to difusivo. Si v es la velocidad de la particula en el seno del liquido, de acuerdo con
la hidrodindmica cléasica, en un modelo de esferas duras, la particula experimenta
una fuerza de friccion proporcional a esta velocidad, si esta fuera la unica fuerza
a tiempos muy grandes se tendria que |v| — 0 exponencialmente. Segiin Langevin
esto es incorrecto. El teorema de equiparticion de la energia cinética entre los grados
de libertad de un sistema en equilibrio térmico requiere que una particula posea una
energia cinética promedio

1 3
§M (v-v) = ékT. (A.2)

De este modo, a tiempos muy grandes, la velocidad cuadratica promedio no es cero
sino estd dada por (A.2), de acuerdo con la ley de distribucién de velocidades de
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Maxwell, por tanto la fuerza debe estar dada por

F(t) — —%v +S(), (A.3)
donde B es la movilidad del sistema' y S es la fuerza estocdstica que se origina por la
irregularidad de los impactos de las moléculas del liquido con la particula browniana,
de tal forma que F oscila al rededor del valor hidrodindmico. La magnitud de S es tal
que mantiene la agitacion de la particula que la viscosidad detendria si no existiera.
La ecuacion de movimiento queda entonces

v 1

Mccll_t + gV = S(t). (A4)
Esta ecuacién es llamada ecuacion de Langevin. La ecuacion de Langevin gobier-
na los llamados procesos estocésticos de Orstein-Uhlenbeck. El proceso de Orstein-

Uhlenbeck v(t) y su integral x(¢) describen juntos el movimiento browniano?.
La fuerza estocastica S tiene significado fisico sélo en cierta escala de tiempos.
Su valor es despreciable para tiempos del orden de duracién de una colisién, ya que
se necesitan muchisimas colisiones para ver su efecto sobre la particula browniana.
Por otro lado su valor promedio en un tiempo mucho muy grande es cero, lo que se

expresa como

(S(t)) =0. (A.5)

Para encontrar una expresion del desplazamiento cuadratico promedio se consid-
era la ecuacién de Langevin (A.4) multiplicada por x

M[%(x-;z)—x.x}:—%x-mx-sw. (A.6)

Suponiendo que para toda x el valor de S no esta correlacionado con la posicion, es

decir,
(x-S() = (x) - (S(8)) = 0. (A7)

Tomando promedios en el tiempo en la ecuacién (A.6) y considerando la ecuacién
(A.2), se obtiene que

M%(x~k)—3kT+%(x-x>: | (AS8)

esta ecuacién tiene como solucién

(x-%x) = Cexp(—&t) + 3kTB, (A.9)

1Si se cumple la ley de Stokes B = 1/(67va), donde v es el coeficiente de viscosidad y a es el
radio de la particula suponiendo particulas esféricas.

2Para profundizar estos temas puede consultarse el trabajo de Chandrasekhar [26] y el trabajo
original de Orstein y Uhlenbeck [95].
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con £ = 1/MB, dadas las condiciones iniciales ¢ = 0, x = 0, se tiene que C' =
—3kTB, por lo tanto

(x-%) =3kTB(1 — e %) = 1d (x-x), (A.10)
2dt
al integrar queda
(x-x) = 6kTB {t - %(1 - e—@f)} : (A.11)

este es le valor del desplazamiento medio cuadrado en funcién del tiempo. Para
tiempos cortos t < €71, se puede entonces desarrollar la exponencial hasta segundo
orden en z, en la ecuacién (A.11) y se llega al siguiente resultado

(x-x) ~ BETBE* = (v-v)t? (A.12)
esto es consistente con las ecuaciones reversibles de la dindmica no estocastica donde
|x| = |v|t. Por otro lado si t > 7! se tiene

(x-x) = (6KTB)t (A.13)

que corresponde a una particula que se difunde en un liquido siguiendo un camino
aleatorio. Esta ecuacién tiene un cardcter evidentemente irreversible al ser lineal en
t. Se puede reconocer en esta expresion el llamado coeficiente de difusion D

D = BKT, (A.14)

este coeficiente da una relacion entre la movilidad y el coeficiente de difusién y es
comtinmente llamada relacién de Einstein®. Esta relacién nos dice que la fuente
final de la viscosidad y de la difusién estd en las fuerzas aleatorias y fluctuantes que
aparecen del constante movimiento de las moléculas en el fluido.

Los mismos resultados pueden obtenerse a través de un enfoque macroscopico
fenomenoldgico. Supéngase que n(x,t) es la densidad de particulas suspendidas en
un liquido. Segun la ley de Fick la corriente de difusién inducida por el gradiente de
densidad es

J=-DVn, (A.15)

donde J es el flujo de particulas que atraviesa una unidad de area por unidad de
tiempo. Por la ecuacién de continuidad

on
- _Vv. Al
5 V. J, (A.16)
se tiene que
on
— =DV? Al
5 Vn (A.17)

3Puede consultarse el trabajo original de Einstein sobre el movimiento browniano [96].
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que es la ecuacion de difusion. La solucién se obtiene por los métodos descritos en
la seccion 2.5.2 y es la siguiente

1 : XX

donde N estd dada por la integracién de n en todo el espacio. Sacando ahora el
promedio del desplazamiento cuadratico pesado con esta funcion se tiene que

f_Jr;o(x -x)n(x,t)dx

= 6Dt A.19
f_t:o n(x,t)dx ( )

(x %) =

comparando con (A.13) se tiene que D = kT'B que es idéntica a la ecuacién (A.14)
y es consistente dicha ecuacion con la interpretacién de un movimiento difusivo.

3
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Figura A.1: Ejemplo de trayectorias brownianas.
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A.2. La ecuacion de Fokker-Planck

La ecuacién de Langevin (A.4) es conocida en la teoria de procesos estocasti-
cos como la ecuacion diferencial estocdstica de Ito, en una dimension la variable
estocastica serd v(t). La forma general de esta ecuacién es la siguiente

dv(t) = alv(t),t]dt + bv(t), t] dW (t), (A.20)

con dW un proceso de Wiener?. Nétese que si se diferencia (A.20) con respecto a t se
recupera la ecuacién de Langevin identificando la fuerza estocastica con la derivada
temporal de W esto define a v(¢) como un proceso de Markov.

En el cédlculo de Ito hay resultados importantes que mencionar como el cam-
bio de variables. Considérese una funcional arbitraria de v(t), ¢ [v(t)]. La pregunta
a responder es: Dada la ecuacién estocdstica (A.20), ;qué ecuacién diferencial es-
tocastica obedece ¢7 Lo que se hace es desarrollar d¢ hasta segundo orden en dv(t)

dg [v(t)] = ¢ [u(t) — dv(t)] — ¢ [v(t)] = ¢ [v(t)] du(t) + %d)” )] dv(t)®,  (A21)

sustituyendo (A.20) en (A.21) y utilizando una de las propiedades de los procesos
de Wiener que es dWW? = dt se tiene que

d810(0)] = {alof®), 16 (0] + 51 100 66" o)} e

+h[ut), ] ¢ [v(t)] AW (2). (A.22)

Esta ecuacién se conoce como la férmula de Ito.
En tres dimensiones se tiene que la ecuacion diferencial estocastica es

dv(t) = A[v(t),t]dt + B[v(t),t] - dW(t). (A.23)
La férmula de Ito correspondiente es

86 1 o 0
) i j

¢} dt + Bikgidwk, (A.24)
Uy

donde hay suma en indices repetidos.
Para conectar las ecuaciones diferenciales estocasticas con los procesos de difusiéon
y la ecuacién de Fokker-Planck se considera la evolucién temporal de la funcional ¢

(do [v(t)]) _ <d¢ [v(t)]> d (A.25)

= DY = S o).

4Para un tratamiento més extenso de los procesos estocdsticos pueden consultarse las referencias
[27], [97] v [98], [99] para una introduccién.
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Asociada al valor promedio hay una densidad de probabilidad f(v,t), de tal forma

que
Sol) = 5 [ o)) = [ o) rwn.  (a20)

Por otro lado se sustituye la férmula de Ito para d¢ en el segundo miembro de la
ecuacion (A.25)

<d¢ Z)t(t)]> _ <a(v,t)%¢(v) n %bz(%t)aa_; (U)>, (A.27)

ya que el promedio de dW/dt = 0. Escribiendo el promedio en términos de la funcién
f, integrando por partes el lado derecho de (A.27) y finalmente igualando con (A.26)
debido a (A.25), se tiene que

2

/dv¢(v)% = /dwb(v) {—% la(v,t)f(v,t)] + %aﬁ_ [bQ(U,t)f(v,t)} } , (A.28)

02
al ser ¢ arbitraria se obtiene

af @ 1 92

5 = "5, W)+ 555 (b*f) - (A.29)

Esta es la ecuacion de Fokker-Planck. Esto muestra que bajo ciertas aproximaciones
y suposiciones los procesos de difusion y los procesos estocasticos son equivalentes.
El mismo procedimiento se puede generalizar al caso de tres dimensiones
of (v,t) 0 10 0

ot O [Ai(v, D) f (v, )] + 58%8_@]'

[Bik (Vv t)Bjk(V’ t)f("’ t)] <A30)

La ecuacion de Fokker-Planck es una ecuacion diferencial parcial parabdlica que
describe la evolucién irreversible de la densidad de probabilidad f de un estado inicial
hacia el equilibrio. El término que contiene la derivada de primer orden describe el
mecanismo de frenado del sistema el cual se conoce como friccién dindamica, mientras
que el término de segunda derivada se refiere a la difusién®. Asf pues la ecuacién de
Fokker-Planck describe la superposicion de un proceso de ficcion y uno de difusion
en el espacié de variables v;.

Cuando se especifican los coeficientes a y b de la ecuacién (A.29) se tienen difer-
entes procesos estocasticos. Para el proceso de Orstein-Uhlenbeck se tiene

of  of _o°f
o "9, TPae

que es la ecuacion de Fokker-Planck para el movimiento browniano en una dimension.

(A.31)

*Ver [52].
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A.3. Procesos estocasticos relativistas

Existen diversas versiones que intentan extender los procesos estocésticos al régi-
men relativista. En esta seccion se describen algunas de estas formulaciones.

En [100] Zygadto estudia una generalizacién del movimiento browniano que dice
ser consistente con la termodindmica, empleando relaciones de la dinamica rela-
tivista. En su trabajo investiga las correcciones a los tiempos de la relajacion de-
bidas al caracter relativista del sistema. Parte de la ecuaciéon de Langevin usual y
utiliza las transformaciones de Lorentz para encontrar la ecuacion de Langevin y
la funcién de distribucion correspondientes a un marco inercial con velocidad V' ya
si encuentra la correspondiente ecuacion de Fokker-Planck. Los problemas con esta
formulacion son que no considera a la funcién de distribuciéon como un invariante de
Lorentz y que no escribe las ecuaciones en forma manifiestamente covariante.

En otro trabajo [101] Oron y Horwitz derivan una ecuacién relativista de Fokker-
Planck. Utilizan como parametro de evolucién el tiempo invariante universal T se-
mejante al que aparece en la dindmica de Newton.

En su trabajo se describe el problema de las correlaciones en 4 dimensiones
cuando se definen de manera analoga al caso no relativista estudiado en la seccién
anterior:

dW,dWy = ®Dn,edT. (A.32)

Sin embargo, al considerar las componentes temporales de (A.32) se tendria que
dWodWO = —@d‘l’, (A33)

lo cual es imposible dado que las correlaciones se definen entre 0 y 1, es decir, son
positivas definidas. Para subsanar este problema ellos consideran un proceso en el
espacio-tiempo que estd fisicamente restringido a saltos tipo-espacio. Asi consideran
una ecuacién de Langevin relativista 4 dimensional de la forma

dat (1) = a" (2, 7)dT + b (2, 7)dW, (T), (A.34)

donde el coeficiente del primer término del lado derecho es una fuerza externa (la
friccién por ejemplo), y el segundo término es un proceso al azar que es la gen-
eralizacién del proceso de Wiener definido en la secciéon anterior. A partir de esta
ecuacién construyen un operador de D’Alambert que considera por separado los
procesos al azar o fluctuantes que ocurren en la region tipo-espacio y la tipo-tiempo,
para después hacer una continuacién analitica de cada regién en la otra. De esta
forma encuentran una generalizacién a la ecuacién de Fokker-Planck (o de Smolu-
chowski) para la difusién en el espacio-tiempo que es covariante

dp ) o 0

@a—%p, (A.35)

donde D esta dada por las correlaciones de dW* y p es la densidad de probabilidad
que depende de (z*, 7). La ecuacién (A.35) presenta ciertos problemas, el significado
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de 7 no es claro, ademas no es un parametro natural en la relatividad especial. Hay
que recalcar que (A.35) es una ecuacién de difusién en el espacio-tiempo y no en el
espacio de momentos como la ecuaciéon de Fokker-Planck que se ha estudiado.

En [102] y [103] Debbasch y colaboradores construyen un proceso de Orstein-
Uhlenbeck relativista que describe la difusion relativista de una particula de masa
m en un fluido de velocidad U, para su descripcién escogen el marco de referencia
global donde el fluido donde se difunden las particulas esta en reposo. Las ecuaciones
estocasticas relativistas con el limite galileano correcto que definen el proceso son

P

dr = dt, A.36
my(p) (A.36)
dp = —a%dt+\/2Dth, (A.37)

donde 7y (p) es el factor de Lorentz y se toma como funcién de p, a es la amplitud de la
fuerza de friccion que experimenta la particula, D es la amplitud del término de ruido
y dW; es el proceso de Wiener usual del movimiento browniano. Asi, obtienen una
versién de la ecuacién de Fokker-Planck para la densidad de espacio fase Il(r, p, t)

p p 2

Ol + 0, - (—H) —adp - (—H) = DV_:II, (A.38)
" \mr(p) ? \1(p) P

esta ecuacion admite como solucién de equilibrio la distribucién de Jittner y un

teorema de fluctuacion-disipacién relativista

D
oa=—-::. A.39
mkT ( )
Los autores también estudian el caso de un sistema de referencia genérico no
necesariamente inercial y escriben las ecuaciones con una notacién manifiestamente
covariante [104], [105]. En un trabajo posterior hacen la generalizacion al caso del

espacio-tiempo curvo [106]. En dichos casos las ecuaciones estocdsticas son

dx?

dfcs — (A.40)
dp“ Wi, v v p v v\, 1 o

o= A = UY) o mAu (= UY)u o FY (A41)

donde s es la distancia propia a lo largo de la linea de mundo de la particula, el tensor
A es la generalizacion del coeficiente de friccién, U* es la 4-velocidad hidrodinamica
del fluido y F* es la fuerza estocéstica. La correspondiente ecuacién de Fokker-
Planck covariante es

PlOpn f + ap“ (I“f) - ap“p” (J"f) =0, (A.42)

donde I* y J* son tensores que involucran a U*, a la fuerza determinista y a la
fuerza estocastica. En (A.42) f esta dada por

(r, p.1) = / £, 9)38 (9o — 7(p)) dpo. (A.43)
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El dltimo trabajo que se expondra en esta secciéon es el de Dunkel y Hanggi,
quienes en [67], [68] construyen una teorfa del movimiento browniano relativista
construyendo una version relativista de la ecuacion de Langevin

dz® = p—dT, (A.44)
m
B = v — mUP)dr +dWe(r), (A4

con 7 el tiempo propio de la particula browniana, diW* el proceso de Wiener genera-
lizado que cumple

(dW(T)dWP (1)) = D, (A.46)
con D*? el tensor de correlacién. En el sistema co-mévil del laboratorio escriben
dp = —vpdt + dW. (A.47)

Este proceso estocastico es muy similar al proceso de Orstein-Uhlenbeck relativista
formulado por Debbasch, de hecho la diferencia principal radica en la eleccién del
ruido. En el primero se elige un ruido blanco gaussiano en el marco del fluido que
rodea a la particula browniana, mientras que en este caso se escoge un ruido blanco
gaussiano en el marco de la particula browniana.

Definen un proceso como dy = dW/,/7 y asi reescriben (A.48) de la siguiente
manera

dp = —vpdt + \/vdy. (A.48)

La diferencia entre los procesos definidos por Debbasch y Hénggi, puede verse al
comparar las ecuaciones (A.37) y (A.48), de ahi es claro que los procesos difieren en
el tipo de ruido.
Con (A.48) escriben la correspondiente ecuacién de Fokker-Planck como
of | 9j
—+==0. A.49
ot  Jdp ( )
Sin embargo, obtienen que esta ecuaciéon no es tnica, j depende de la formulacién
de los procesos estocdsticos que se elija (Ito, Stratonovich o Hanggi-Klimontovich)

= 9, (1) Ito,
- % =14 V79, (VAf) Stratonovich, (A.50)
70, (f) Hénggi-Klimontovich.

Encuentran una solucién estacionaria de (A.49) por cada j. Solamente con la for-
mulacién de Hanggi-Klimontovich se recupera la funciéon de distribucion relativista
de Maxwell-Jittner para el estado del equilibrio. Las otras versiones llevan a fun-
ciones de distribucion que difieren de la de Jiittner por factores que dependen de la
energia

5 Amc*/E,  Tto,
f(p,t) = Cexp (_ﬁ)’ con € = Ql vme?/E, Stratonovich, (A.51)

Hanggi-Klimontovich,
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con 2 una constante de normalizacion. Aunque ha habido intentos por mejorar
este hecho [66], es claro que esta diferencia entre las distribuciones, constituye un
problema para la interpretacion de la version relativista de los procesos estocasticos
que proponen.

Otro de los problemas existentes en este caso es que, aunque hay una genera-
lizacién al caso (3+1) no existe una versiéon manifiestamente covariante y en espacio-
tiempo curvo.

En los dos ultimos casos se han supuesto una serie de propiedades para asegurar
que las ecuaciones relativistas se reduzcan a las ecuaciones conocidas no relativista
en el limite galileano.

Como se puede observar los procesos estocasticos relativistas presentan una serie
de problemas que aiin no han sido resueltos y que son necesarios para su completa
definicién. Por lo tanto, al no haber un consenso absoluto acerca de cual es el proceso
relativista correcto, ésta se convierte en un area con mucha actividad de investigacion
actual.
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Apéndice B
Funciones de Bessel Modificadas

Las funciones de Bessel modificadas de segunda especie I1,(z) y K,(z) satisfacen
la siguiente ecuacién diferencial para w(z)

Pt 2— — (2 +n?)w = 0. (B.1)
2

En este apéndice se describen algunas propiedades de la segunda de estas soluciones.
Una de las representaciones integrales de la funcién K, es la siguiente

Kn(z):/o e™7? cosh (ndd)dy. (B.2)

Otra representacién integral de estas funciones es

Ko(2) = (g) % /loo e~ (22 — 1)" b da. (B.3)

Para la funcién K, (z) se tienen las siguientes relaciones de recurrencia

Koa(2) = K () = = 2K (2), (B.4)
() - ®9
dilz (2"Kn(2)) = —2"K,—1(2). (B.6)

El desarrollo asintético de K, (z) para valores grandes del pardmetro, es decir,
para z > 1, estd dada por la siguiente expresion

_7m 1 4n? —1  (4n? —1)(4n? —9)
Kalz) =32 & {H 82 2ABE
(4n? — 1)(4n? — 9)(4n? — 25)
31(82)3 + ...

. (B.7)
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Para valores pequenios z < 1, se tiene la siguiente aproximacién para K,(z)

Ku(2) = (—1 "*1215)7 [ln———¢(k+1)——w(n+k:+1)

I(n + k)!
1< (n—k—1)!
_’_5 n 2k 7
k=0
donde 1(n) estd definida como
b(n+1) = —y+ Z 1
- ,y P k 7?

con v = 0.577215664 es la constante de Euler.
Estas funciones son iguales ante el cambio n — —n

Ko(2) = Kn(2),

para el valor particular n = 1/2 y el cambio z — 2z se tiene que
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