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1. INTRODUCCION

1.1 Antecedentes

El estudio realizado en esta Tesis se sitia dentro de la denominada Teorfa de Control. Dentro de
la problemdtica general entre la controlabilidad y la estabilizacion de los sistemas de control, nos
hemos centrado en el problema de considerar restricciones sobre los controles. Una caracteristica
natural de todas las aplicaciones radica en que el disefio de controles contemplen restricciones
(e.g., cotas sobre sus magnitudes e incluso en sus derivadas). Este problema nos condujo al
estudio de aspectos particularmente interesantes y novedosos, mismos que dieron lugar a nuevas
técnicas para afrontar este problema.

En esta Tesis estudiaremos el problema de la estabilizacién global asintética (EGA) de los
sistemas afines, y con particular énfasis de los sistemas lineales, mediante retroalimentaciones
de control acotadas (RCA), u = u(x), sujetas a restricciones sobre sus magnitudes y también
sobre sus derivadas.

Con respecto a los sistemas lineales, en afios recientes ha surgido un renovado interés re-
specto al problema de la estabilizacién global mediante las RCA. Con el objeto de estudiar el
problema anterior, se llegd a la caracterizacion de cierta clase de sistemas lineales: Sistema lineal
asintéticamente controlable al origen con controles acotados (ACOCA). Es bien sabido, que un
sistema lineal es ACOCA sii es estabilizable mediante controles arbitrariamente pequefios, o de
manera equivalente (criterio algebraico), sii el sistema es estabilizable (i.e., todos sus modos no
controlables tienen parte real negativa) y su dindmica libre asociada tiene todos sus eigenvalores
con parte real no positiva (PRNP), ¢f. por ejemplo, Lee-Markus [32], Schmitendorf-Barmish
[49] y Sontag [56]. Ademds, el enfoque natural de considerar saturaciones de retroalimentaciones
lineales tiene el inconveniente de que la estabilizacién global asintética no puede garantizarse
a priori. En especifico, Fuller [12] mostré que para el denominado n-integrador (n > 3), una
saturacién hard no conduce a la estabilizacién global. A pesar de este resultado negativo, Sontag-
Sussmann [57] probaron que la EGA de los sistema lineales ACOCA puede realizarse mediante
la clase general de las funciones RCA. Sin embargo, el disefio de controles en ese trabajo estaba
basado en un procedimiento recursivo muy complicado (computacionalmente dificil). Teel [65]
introdujo una metodologfa que empleaba combinaciones lineales y composiciones anidadas de
saturaciones de retroalimentaciones lineales (enfoque de saturaciones anidadas) para obtener la
EGA del n-integrador. Finalmente, Sussmann-Sontag-Yang [64] generalizaron ese método para
afrontar el problema anterior, en vista de lo cual obtuvieron la EGA de los sistemas lineales
ACOCA, suponiendo ademds, funciones de saturacién mds generales.

Una antigua solucién al problema anterior, i.e., llevar cualquier estado inicial al origen, en
tiempo finito, bajo el supuesto de considerar controles acotados (usualmente discontinuos) fue
obtenida con la teorfa de control de tiempo 6ptimo [32]. Empero, la derivacién de funciones
de control retroalimentado en tiempo éptimo puede ser muy engorrosa y su subsecuente imple-
mentacion es muy dificil: se requiere de enormes cantidades de memoria on-line para almacenar
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hipersuperficies de cambio (switching) muy intricadas. En otros términos, su construccién nece-
sita del conocimiento de los conjuntos controlables de los sistemas lineales. Este tiltinio aspecto
plantea un problema sumamente dificil (en general, abierto). En particular, Korobov-Sklyar,
obtuvieron soluciones analiticas al problema de tiempo dptimo para el n-integrador [29], y para
sistemas con control escalar cuyas dindmicas asociadas tienen eigenvalores puramente imaginar-
ios [30]. Hasta ahora, el papel de la teorfa de control éptimo se reduce mds bien a producir
patrones a considerar como metas en sistemas reales: una ayuda para construir sistemas de
control subodptimos. Sobre esta base, e interesado en hallar una solucién suave al problema de
control en tiempo subéptimo, Komarov [27] usé una estimacién interna elipsoidal de los con-
Juntos controlables de sistemas lineales no auténomos. Un pardmetro (o mds bien una matriz
parametrizada) de tal aproximacién elipsoidal se obtiene resolviendo una ecuacién diferencial
matricial no lineal. El estabilizador resultante es una funcién de control acotada y subdptima de
tiempo finito, la cual es suave, excepto en el origen. Sin embargo, la regién de atraccién no esté
bien determinada, al igual que falta establecer las condiciones para la existencia de soluciones
para esa ecuacién diferencial matricial en el origen (una singularidad en este caso). Usando un
enfoque alternativo, pero no involucrado en obtener una solucién subéptima, Korobov [28] se
abocd al problema de la estabilizacidn en tiempo finito del n-integrator, mediante las denomi-
nadas funciones de controlabilidad (funciones tipo Lyapunov). Ese método fue extendido por
Gavrilyako-Korobov-Sklyar [15] a fin de obtener la estabilidad global en tiempo finito para los
sistemas lineales controlables PRINP. Para ello, debe resolverse una ecuacion integral no lineal.
Empero, el problema de hallar sus soluciones suele tornarse bastante dificil.

Por contraste con el caso de los sistemas lineales, la caracterizacion de sistemas no lineales
que sean del tipo ACOCA permanece aun como un problema abierto. Ademds, las estrategias
generales que se han propuesto para estabilizar los sistemas no lineales mediante controles
acotados son relativamente pocas, siendo principalmente enfocadas a los sistemas bilineales.

Entre las herramientas que usualmente se emplean para la estabilizacién de sistemas no
lineales se hallan el andlisis de Lyapunov, el principio de invariancia de LaSalle, la teoria de la
variedad central, y dlgebras de Lie [5]-[19]-[23]-[31]-[35]-[33]. A este respecto, Jurdjevic-Quinn
(J-Q) [23] desarrollaron un enfoque exitoso, basado en una condicién del tipo de rango de
controlabilidad definida en términos de dlgebras de Lie: la llamada condicidn ad. En (23], se
considerd el caso sistemas afines con entrada escalar cuyas dindmicas libres son lineales y la
matriz de transicién de estados es unitaria. Para sistemas bilineales con entrada escalar, los
siguientes resultados fueron obtenidos bajo la misma linea de la técnica de J-Q: (i) Slemrod
[50] propuso una mejora a la condicién ad para obtener un control saturado que estabiliza
global asintéticamente la clase de sistemas bilineales homogéneos cuya matriz de transicién de
estados es antisimétrica; y (it) Gauthier y Kupka [14] investigaron el problema de la EGA de
los sistemnas bilineales con dindmica libre disipativa, mediante leyes de retroalimentacién suaves
y controles discontinuos. Estos tdltimos autores también presentaron condiciones para obtener
la EGA de sistemas no lineales mediante controles retroalimentados suaves arbitrariamente
pequerios -una propiedad que caracteriza la clase de los sistemas lineales ACOCA.

Recientemente, sobre la linea de investigacion de [14], Lin {34] obtuvo la EGA de cierta
clase de sistemas afines con entradas muiltiples, cuya dindmica libre es lineal y Lyapunov es-
table, bajo la consideracion tanto de funciones retroalimentadas suaves (no acotadas) o acotadas
(“estabilizadores pequenios” discontinuos). Lin derivé una condicion ad, que generaliza los re-
sultados obtenidos por Lee-Arapostathis [31] y Byrnes-Isidori-Willems [5], y por ende, mejora



la de J-Q. En Lin [33], el método previo fue extendido para obtener la EGA para la clase
general de sistemas no afines pasivos. En virtud de que los sistemas pasivos tienen la propiedad
tipo ACOCA [35] antes mencionada, éstos pueden pensarse como sistemas no lineales “casi
lineales”.

Es importante remarcar que en los métodos antes mencionados, los controles acotados son
bien sea (i) del tipo de baja ganancia -que implica que la estabilizacién global asintética se
obtiene a expensas de variaciones lentas de la funcién de control, y por lo tanto obteniendo
(probablemente) un pobre desempefio y largos tiempos para terminar (settling times), o bien
(ii) controles bang-bang -que pueden concebirse como controles con ganancias infinitas, lo cual
impide sus usos en algunas aplicaciones.

En la siguiente seccién presentamos un panorama de las contribuciones de nuestro trabajo
de investigacién para abordar la problemadtica anterior. En primera instancia, mencionamos
los resultados que obtuvimos para los sistemas lineales. Nuestro primer enfoque (Capitulo 2
o [62]) estd basado en el método propuesto por Komarov [27], mediante el cual se obtiene
una RCA de tipo global para el n-integrador, y se establece una relacién entre la estabilizacién
asintdtica y la de tiempo finito. Mediante un segundo método (Capitulo 3 o [60]), obtenemos una
extensién del (conocido) resultado de asignacién de valores propios para sistemas lineales, bajo la
restriccién de controles acotados. Finalmente (Capitulo 4 o [54] y Capitulo 5 o [55]), exponemos
una metodologfa que permite extender resultados de estabilizacién con control acotado para
el caso de los sistemas afines que a lazo abierto son Lyapunov estables. Con este enfoque, se
obtiene un control acotado (mediante cierta funcién-peso) que estabiliza globalmente el sistema.
La construccién de tal funcién-peso depende de la solucién de un problema de optimizacion
paramétrica. Ademds, se proporcionan condiciones para que los controles tengan derivadas
globalmente acotadas.

1.2 Descripcion de las contribuciones principales

Dentro del marco de la teorfa cldsica para la estabilizacién de sistemas lineales, los controles no
acotados pueden construirse usando funciones de Lyapunov de tipo cuadritico. Sin embargo,
la imposicién de cotas conlleva a considerar funciones de Lyapunov mds generales. En nuestro
trabajo se definen tales funciones mediante parametrizaciones apropiadas de funciones de Lya-
punov cuadriticas, lo cual se traduce en considerar funciones definidas en forma implicita. Con
esto, esta metodologia permite el diseno de controles acotados, retroalimentados y “suaves”,
aunque definidos implicitamente, es decir, el sistema a lazo cerrado, resultado de aplicar el con-
trol implicito, consta de un sistema de ecuaciones diferenciales mds una ecuacién algebraica no
lineal (para el cdlculo del control). En concreto, presentamos dos técnicas para llevar a efecto
tales parametrizaciones, que describimos en los siguientes dos parrafos.

Con base en el enfoque de Komarov [27], v especializados a sistemas lineales auténomos
controlables de una entrada, en el Capitulo 2 (o {62]), establecemos una conexién entre la
estabilizacién asintdtica y la de tiempo finito via un redisefiamiento del controlador. Mediante
aproximaciones internas (las funciones de Lyapunov implicitas) al conjunto controlable en su
evolucién con el tiempo de un sistema lineal, se construye un control retroalimentado, “suave”



(i.e., diferenciable, excepto en el origen) y acotado que permite estabilizar un punto de equilibrio
en tiempo finito (esto 1iltimo, debido a la no diferenciabilidad en el origen). Las estimaciones
al conjunto controlable vienen definidas por una familia de elipsoides a un pardmetro 7 (que
representa una medida del tiempo que se requiere para “llegar” al origen), y se obtienen como
solucién de una ecuacién diferencial matricial no lineal. Ademaés, el control resultante es de
tipo subdptimo, i.e., es una aproximacién suave al control de tiempo éptimo (que usualmente es
discontinuo). Via un redisefio del control (en una vecindad del punto de equilibrio), obtenemos
un control que estabiliza asintéticamente (i.e., en tiempo infinito). En comparacién con el
control saturado-asintdtico y el de tiempo dptimo, el control disefiado presenta lo mejor de
ambos: la “suavidad” del primero y la rapidez del ultimo. Particularizado al sistema lineal
denominado n-integrador, resolvemos el problema de estabilizacién global. Para esto ltimo,
hallamos una solucién analitica explicita de la ecuacién diferencial matricial arriba mencionada.
Este sistemna resulta singularmente interesante debido a que, dado que es (criticamente) inestable
a lazo abierto (su tnico valor propio es el cero, con multiplicidad n), constituye una especie de
“test” para las técnicas de estabilizacidn con controles acotados.

En el Capitulo 3 (o [60]), obtenemos una extensién del problema de asignacidn de valores
propios para los sistemas lineales considerando controles acotados. Con base en la teorfa LQ
(linear-quadratic) construimos una retroalimentacién acotada y estabilizante, cuya ganancia
depende del tamaiio del estado (ganancia programada). Para este fin, se define una familia
parametrizada de elipsoides, pero a diferencia con el enfoque del Capitulo 2, esta familia se
obtiene resolviendo una familia T-parametrizada de ecuaciones algebraicas (o diferenciales) ma-
triciales de Riccati. Mediante este método, se construye una funcién RCA que permite: (i)
EGA de los sistemas lineales ACOCA,; y (i) para los sistemas lineales controlables cuyas
dindrnicas libres son inestables, da lugar a una estimacién interna de la regién de atraccién.

Vale la pena comentar que en la metodologfas [15]-[27]-[62] y [60], los controles estdn
definidos de forma implicita, i.e., el sistema a lazo-cerrado consiste de un sistema de ecuaciones
diferenciales més una ecuacién algebraica no lineal. Ademds, el control es un estabilizador de
tipo “lineal” de la forma u(z) = —K(z)z, cuya matriz de ganancias K(z) -dependiente de los
estados (y que se obtiene a partir de ecuacién algebraica antes mencionada), ajusta la amplitud
de la entrada de acuerdo al tamafo del estado con el objeto de satisfacer las cotas impuestas
sobre la entrada. En este sentido, estas dos metodologias pueden concebirse como basadas en
ganancias programadas (gain-scheduling).

Usando un enfoque analogo al del Capitulo 3 (o [60]), Wredenhagen-Bélanger [71] disefiaron
un control acotado seccionalmente lineal, el cual también estd basado en la teorfa LQ. Final-
mente, el problema de estabilizacién global fue también abordado por Teel [67] para la clase de
sistemas lineales ACOCA, suponiendo ademds, que los controles pasan por no linealidades de
tipo general. Esta técnica estd basada en una solucién semiglobal ¢uie se obtiene a partir de una
familia de ecuaciones algebraicas de Riccati de tipo He.

Con respecto a los diferentes enfoques de diseiio de control mencionados arriba, es importante
remarcar los siguientes dos puntos:

o Los controles construidos mediante la metodologia basada en ganancias programadas (en
tiempo finito) ([27]-[15]) estdn orientados hacia un buen desempefio, pero éstos sélo pueden
ser implementados en algunos sistemas concretos {e.g., el n-integrador [62] y [28]), debido
a las ecuaciones diferenciales o integrales no lineales matriciales que hay que resolver. De-
safortunadamente, las metodologias LQ ([60]-[71]) o He ([67]) sufren esta misma desven-

10



taja, dando lugar a implementaciones prohibitivas (alto costo computacional, traducido
principalmente en cdlculos con gran consumo de tiempo), implicadas por las ecuaciones
algebraicas de Riccati involucradas. Al final del Capitulo 3 (o [60]), se establece que el

~ problema de complejidad puede mejorarse notoriamente, si se emplea una ecuacién difer-
encial de Riccati. Empero, para ciertas aplicaciones esto puede resultar todavia muy
“caro”, dado que se requiere resolver un sistema de n+n(n+ 1)/2 ecuaciones diferenciales
-n es la dimensién. En ese capitulo, los inconvenientes arriba mencionados pueden con-
cebirse como un precio que hay que pagar a fin de obtener un resultado de asignacién de
eigenvalores.

o Por otra parte, los controles disefiados mediante el enfoque de saturaciones anidadas ([64]-
[65]) son mds fdciles de implementar. En su estado actual, el disefio con esa estrategia
de controles globales provistos de un buen desempeifio se encuentra todavia bajo estudio.
Al parecer, los primeros controles obtenidos suelen dar respuestas con bajo desempeiio,
dado que fueron construidos para asegurar la estabilidad sin ninguna otra pretencién. Em-
pero, desde una perspectiva semiglobal, existen esfuerzos alentadores para hallar mejores
disefios mediante la técnica de baja-y-alta ganancia (low-and-high gain) [48] y también de
considerar tanto saturaciones en la magnitud como en la derivada de los controles [36].

Consecuentemente, hace falta una metodologfa para la estabilizacién global asintética de
los sistemas lineales que tome ventaja sobre los métodos propuestos a la fecha, y que esté
caracterizada por una orientacion hacia el buen desempefio y una implementacién sencilla de
los controles.

De esta manera, nuestro estudio final lo hemos enfocado hacia una metodologfa que, en la
medida de lo posible, satisface las especificaciones anteriores y que ademds, es mds “natural” de
extrapolar a sistemas no lineales. Consideramos el problema de la estabilizacién global mediante
controles acotados de los sistemas afines que son Lyapunov estables a lazo abierto. Con base en
la literatura consultada sobre el tema, todas las metodologias existentes poseen la desventaja
de que los controles acotados son bien sea discontinuos (bang-bang) o con un “mal” desempefio
(low gain). Por nuestra parte, hemos obtenido un control retroalimentado, “suave” y acotado,
basado en la solucién a un problema de optimizacién paramétrica. En este enfoque, a partir de
cierto estabilizador global no (necesariamente) acotado v(z) se obtiene, mediante determinada
funcién-peso 7(z) (relacionada con la norma del control v(z)), una funcién de control acotada
u(2) que estabiliza globalmente el sistema. Ast,

1
U(’L') = .T—(?) Z/(CL).
La construccién de tal funcién 7(x) se obtiene mediante la solucién de un problema de op-
timizacion paramétrica. El conjunto de los sistemas que consideramos incluye a las clases
importantes de los sistemas lineales y bilineales.

En el Capitulo 4 (o [54]) estudiamos el caso de los sistemas lineales, para los cuales el
problema de optimizacién (mencionado arriba) se resuelve explicitamente si se considera que las
entradas de control se hallan restringidas a un elipsoide: u € B = {u € R™ : |ju|ls < 1}, donde
lulls := VuTSu y S es una matriz definida positiva. La ley de control propuesta incrementa
las ganancias de la retroalimentacién a medida que la trayectoria controlada converge hacia
el origen, con lo cual se garantiza que las cotas sobre el control nunca serdn violadas. Como
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caracteristica adicional, se muestra e si el sistema a lazo abierto es Lyapunov estable, el control
propuesto proporciona entradas acotadas con una derivada global acotada: ||du/dt|ls < k.
Finalmente, se desarrolla un resultado de estabilizacién semiglobal para los sistemas lineales
ACOCA. En este caso, se obtiene un control del tipo low-and-high gain. El método se ilustra
con la estabilizacién global de un navegador inercial, y con la estabilizacién de un modelo no
lineal de un puente de carga (crane control system).

La exposicién general para sistemas no lineales se reporta en el articulo [55], y conforma el
material de Capitulo 5 (y iltimo). En este caso, la restriccion sobre el control se da en términos
de p-normas: v € B2 = {u € R™ : [lull, < r}, donde |Jull, := (1§ + ...+ uZ)YP y p par.
De esta manera, al incrementar p se puede obtener cualquier grado de aproximacién (suave)
al r-hipercubo m-dimensional, mismo que surge como restriccién en ciertas aplicaciones. Por
consiguiente, se obtiene as{ una buena utilizacién del recurso (magnitud) disponible de control.
En ese capitulo, se presenta un enfoque de disefio que permite via un control retroalimentado
acotado, la estabilizacidn global asintética de sistemas afines cuyas dindmicas libres son Lya-
punov estables. Con base en las ideas bésicas usadas en los Capitulos 3 y 4, la ley de control
(de alta ganancia) que proponemos en ese capitulo, incrementa la ganancia a medida que la
trayectoria controlada converge hacia el origen, con lo cual se garantiza que las cotas sobre la
entrada no sean excedidas. Grosso modo, el procedimiento consiste en definir cierta funcién
(1), de forma tal que sea constante a lo largo de las fronteras de los conjuntos de nivel ¢ de la
funcién de Lyapunov asociada con el sistema a lazo abierto. Entonces, si tomamos esos con-
juntos de nivel ¢ en una sucesién de tamafio decreciente (que converge al origen), se asigna a
cada conjunto tal la mayor ganancia posible correspondiente (via 7), bajo la condicién de que
el control se mantenga acotado. En general, ese procedimiento implica que las ganancias, como
funciones de la posicién, se obtienen de la solucién de un problema de programacidn no lineal
c-parametrizado.

Con especial- interés se estudia una clase importante de sistemas homogéneos (que a su vez
incluye a los sistemas que pueden ser estabilizados global y asintéticamente por retroalimenta-
ciones lineales), y sistemas bilineales. Respecto a la primera clase, la ley de control construida
estd explicitamente definida. En el caso general no lineal (e.g., los sistemas bilineales no ho-
mogéneos), el sistema a lazo cerrado resultante estd implicitamente definido, en el sentido de
que consiste de un sistema de ecuaciones diferenciales mds una ecuacion algebraica no lineal
(requerida para obtener el control). El control disefiado es una funcién de retroalimentacién
suave, excepto en el origen (que es una singularidad). No obstante que para un amplio espec-
tro de aplicaciones, ésta es una caracterfistica indeseable (e.g., causa del llamado chattering del
control), un redisefiamiento del control permite obtener un estabilizador continuo asintético.

Dependiendo de algunas aplicaciones, e.g. robot manipuladores, procesos quimicos de con-
trol, etcetera, el considerar que la razén de cambio sobre el control es ilimitada puede concebirse
como una desventaja de la mayorfa de lo métodos existentes para el diseno de estabilizadores
acotados: el control por lo regular semeja un control tipo bang-bang, especialmente cuando
los estados se hallan lejos del origen. Ese comportamiento excluye su uso en las mencionadas
aplicaciones, debido a las respuestas naturales {e.g. inercia del actuador) de estos sistemas a
estimulos externos. A este respecto, en ese capitulo abordamos también el problema de entradas
de control sujetas a cotas globales en sus derivadas, para el caso de los sistemas homogéneos
antes mencionados.



2. ESTABILIZACION DE SISTEMAS LINEA-
LES CONTROLABLES CON CONTROLES
SUBOPTIMOS

2.1 Introduccidn

Los sistemas lineales retroalimentados con entradas acotadas exhiben un comportamiento que
podemos calificar de no lineal. La estabilizacién de estos sistemas constituye un problema de
control sumamente interesante. Metodolégicamente, este problema se ha abordado usualmente
mediante la construccién de una retroalimentacién lineal (global) que estabiliza al sistema, para
luego considerar su saturacién (consulte, por ejemplo [12], [58]). En vista del extenso material
sobre la teorfa de sistemas lineales, éste es un enfoque natural. Sin embargo, es de esperarse
que puedan hallarse ‘mejores’ soluciones al considerar controles no lineales mds generales. En
particular, para el sistema denominado n-integrador, con n > 3, se ha probado que ninguna
retroalimentacién lineal saturada puede estabilizarlo globalmente. Empero, este sistema, y en
general cualquier sistema lineal cuyos eigenvalores tengan parte real no positiva son global-
mente estabilizables mediante un control continuo y acotado [57]. Estas consideraciones nos
llevan a cuestionar lo siguiente: jserd posible disefiar @ priori (i.e., no partiendo de una retroal-
imentacién lineal), una funcién de control continua y acotada la cual nos proporcione un mejor
comportamiento a lazo cerrado (en el sentido de aumentar el tamafio de la regién de estabilidad
y al mismo tiempo obtener una respuesta rdpida) que aquél que se obtiene con un control lineal
saturado? Hay dos metodologias principales para el disefio de controles continuos y acotados:
la basada en la estabilidad asintética en el sentido de Lyapunov [57], [65], [72] y la basada en
estabilidad en tiempo finito [15], [27], [28]. En concreto, en [65] se disefié una técnica de con-
trol continuo y acotado (el enfoque de saturaciones anidadas) para la estabilizacién global del
n-integrador, el cual fue extendido en [72] al caso de los sistemas lineales con eigenvalores con
parte real no positiva. Por otra parte, se desarrollaron dos enfoques principales para disefiar fun-
ciones de control (continuas, excepto en el origen) y acotadas para estabilizar sistemas lineales
en tiempo finito. En [15], con base en el método de funciones de controlabilidad [28], se logrd
estabilizar en tiempo finito el caso de los sistemas lineales con eigenvalores con parte real no
positiva. Con el segundo enfoque [27], se obtiene una aproximacién al control de tiempo éptimo,
usando para ello una estimacién interna [7]-[26] a los conjuntos controlables de los sistemas lin-
eales. Debido a que este tltimo método es aplicable a cualquier sistema lineal (auténomo o no),
la globalidad de la estabilizacién sélo puede ser comprobada en casos particulares. En estos dos
ultimos enfoques, las funciones de control son de la forma:

w(z) =k ()2, we [u,ut], (2.1)
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(donde (-)T denota transposicién), los cuales son singulares en el origen (i.e., cuando z — 0,
kT (z) diverge). En un amplio rango de aplicaciones esto constituye una caracterfstica indeseable
que debe evitarse para prevenir el denominado “chicoteo” (chattering) del control.

En este capitulo, mostraremos que el control subdptimo (2.1) de [27] puede redisefarse
(fjando las ganancias &' (z) en una regién apropiada (vecindad) del origen), con el objeto
de estabilizar asintéticamente. desde una perspectiva local, cualquier sistema lineal controlable.
(Empleando la misma idea, en [15] se establece implicitamente que cualquier sistema lineal cuyos
eigenvalores tengan parte real no positiva es global y asintéticamente estabilizable). La técnica
aqui presentada es aplicada al n-integrador, para el cual probamos que el control continuo y
acotado resultante es un estabilizador asintético y global, diferente de los disefiados en [28] y
[65]. En la Seccién 2.5, mostramos que puede hallarse una solucién al problema del control
continuo y acotado para los sistemas en el plano. Una extensidn de esta téenica fue usada en
(53] para estabilizar un(a) (clase de) reactor(es) quimico(s) en torno a un punto de equilibrio
inestable.

2.2 Preliminares de control éptimo geométrico

Consideremos el sistema lineal controlable

—~
no
e

~—

a=Av +bu, 2€R” |ul <L

Definicién. El conjunto controlable C(7) al tiempo 7 > 0 (el conjunto de puntos que pueden
ser llevados al origen mediante una funcién de control admisible u(7) en un tiempo 7) viene
dada por

C(r) = {—/OT exp(—As) bu(s)ds : v € L0, 7], |u| < 1} , (2.3)

donde £1[0, 7] es el espacio de funciones reales integrables en el sentido de Lebesgue. El conjunto
controlable C estd definido por

c={Jc(r). (2.4)

>0

Es bien sabido (e.g., Lee-Markus [32]) que C(7) es un conjunto compacto, convexo, simétrico
respecto al origen y (que considerado como una funcién valuada en conjuntos) es continuo en el
sentido de Hausdorff. Con basc en la propiedad de controlabilidad, se tiene cue

C(ﬂ) CiIltC(Tg), si 1 < 1. (2.5)
Introduzeamos la funcién de tiempo minimo
Tm(z)=inf{r>0:2eC(r)} (2.6)

y denotemos su gradicnte por VY, (x). Bajo el supuesto de que VT, () exista en una vecindad
abierta del origen, la derivada de T, respecto al tiempo, a lo largo de trayectorias de tiempo
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éptimo z(t) de (2.2), satisface (Hajek [18] y Lee-Markus [32])

Y (@) = (VEm(z), Az(t) + bu(t)) = —1, (2.7)

donde u(t) es el control de tiempo éptimo correspondiente y (-, -} denota el producto interno.
Tm(x) es una funcion de Lyapunov de tiempo finito, cuya retroalimentacion de tiempo éptimo
asociada estd dada por
Um(x) = —signo (VYL (z), b). (2.8)
La construccién y aplicacién de este control éptimo implica dos problemas (Hajek [18] y
Yeung [73]):

(i) Tm(z) carece de las propiedades deseadas de diferenciabilidad y

(1) su determinacién requiere conocer el conjunto controlable C(7) en su evolucién respecto al
tiempo.

Este 1ltimo aspecto constituye un problema abierto sumamente dificil. Con el objeto de
circundar estos problemas, construiremos un control de tiempo finito subdptimo basdndonos en
una aproximacién interna del conjunto C(7) en la linea de los trabajos de Chernous’ko [7] y
Komarov [26]-[27].

Definicién. Una familia de conjuntos subcontrolables para (2.2) es cualquier funcién valuada

en conjuntos, V(7), tal que V(1) C C(7) para toda 7 > 0,y V(71) C V(12) si 73 < 2. El conjunto

subcontrolable correspondiente estd dado por V = U->oV(T). a
Consideremos la familia de elipsoides T-parametrizados siguientes

E(r)={w er™: <Q“1('r)m, ;L> <1}, (2.9)

donde Q(7) es una matriz simétrica definida positiva, la cual varfa ‘suavemente’ respecto al
pardmetro 7. La existencia de una familia elipsoidal de conjuntos subcontrolables para (2.2)
estd caracterizada como la solucién al problema de Cauchy para la ecuacién (2.10) dada a
continuacion.

Teorema 2.1. Sea Q(7) una solucién de la ecuacidn diferencial matricial con condicién inicial

99 — _AQ - QAT +2F(Q), Q(0)=0

” (2.10)

F(Q) =Q(Q'0T)

Entonces, Q(7) es una matriz simétrica y definida positiva, y £(7) es una familia de conjuntos
subcontrolables para (2.2). a

La ecuacién (2.10) proporciona la mejor aproximacién interna local (en el sentido de volumen
maéximo) al conjunto controlable C{r) de (2.2) mediante el uso de elipsoides (Chernous’ko [7}).
Para simplificar la manipulaciones algebraicas asociadas con la construccién del control, hemos
reemplazado la expresién

F(Q) — QI/Q (Q—l/?bbTQ—l/Q) 1/2Q1/2



obtenida en [26]-[27] por la expresidn equivalente (2.10) dada en Solfs [52].

Introduzcamos ahora la siguiente funcién de tiempo minimo
T()=inf{r >0:2e€&()}, (2.11)

la cual es una aproximacién a la funcién de tiempo minimo YT (x) (i.e., Tpu(x) < YT{x)). El
gradiente VT (z) estd definido para toda z € £ = Ur>0&(7).

Proposicién 2.2. [7][26] Sea Q(r) una solucion de (2.2) para toda 7 > 0. Entonces T(z) (=7)
esta definida implicitamente por la ecuacion

<Q“1(T(w))n), :v> = 1. (2.12)
0
Teorema 2.3. [27] Sea u(z) la retroalimentacion no lineal definida por
bu(x) = K(z)x
(2.13)
K(2) = —F(Q(T(@)) Q™1 (T (x)).
Entonces,
() Ju(@)l <1
(2.14)
(it) (VY(z), Ao+ K(a)x) = —-1.
]

La propiedad (2.14 4) implica que T(2) es una funcién de Lyapunov de tiempo finito para
el sistema a lazo cerrado (2.2)-(2.13). Es decir, cualquier punto en £ puede ser llevado al origen
en tiempo finito. Concluyendo, el control definido implicitamente por (2.12)-(2.13) proporciona
una solucién subéptima al problema de control en tiempo minimo para el sistema (2.2). Como
era de esperarse, la matriz de ganancias K(z) diverge a medida que cualquier trayectoria se
aproxima en tiempo finito al origen, pues el sistema a lazo cerrado no es Lipschitz en el origen
(ino hay unicidad de la solucién respecto a condiciones iniciales!).

2.3 Estabilizador asintdtico continuo y acotado

El diseio del estabilizador asintético continuo y acotado es como sigue. Primero, el control de
tiempo finito (2.13) llevard al sistema a una vecindad del origen, que corresponde al interior de
un conjunto de nivel (isécrona) de T(x). De ahi, una retroalimentacién lineal con ganancias
compatibles (en un cierto sentido explicitado en contexto) llevard, asintéticamente. el estado
hasta el origen.

La proposicién siguiente establece una conexién entre los problemas de estabilizacion en
tiempo finito y estabilizacién asintdtica para el sistema (2.2).
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Proposicién 3.1. Consideremos el sistema a lazo cerrado (2.2) con el control no lineal y acotado
(2.13). Sea W una vecindad abierta del origen tal que para toda x € W la matriz A + K(z)

A
es estable. Entonces, existe una funcion continua K (x) dada por (2.15), tal que el conjunto
. A
subcontrolable £ estd dentro de la region de estabilidad asintdtica del sistema x= (4+ K (z))x.

Ademds, el control retroalimentado u (z) definido por b (z) = I/% (x)x satisface li\t (a:)i <1
Prueba. Partiendo de la continuidad de Hausdorff de C(7) y como C(0) = {0}, existeun 7* > 0
tal que C(r*) C W. Entonces £(7*) C W. Observemos que para toda 7* > 0, T(2) y K(x) son
constantes en la frontera 9E(7*) del elipsoide £(7*). Sea K* el valor de K(x) en tal frontera, y
definamos la matriz de ganancias

K(z), si z¢&(r%)
K (a) = (2.15)
K* st zel&(r)

En primera instancia, el conjunto £(7*) es un atractor de tiempo finito para el conjunto
E\ E(7*). En efecto, dada cualquier zg € £\ £(7*), con base en el Teorema 2.3, existe t; > 0
tal que la solucién de (2.2)-(2.13) con condicién inicial z(tp) = xo satisface que z(t;) € dE(T*).
Ademds, si recordamos que T(z) mide el tiempo para llegar al origen, y que 9&(7*) = {z € R"™:
T(x) = 7%}, se sigue que t; =79 — 7* si xp € OE(m).

Por (2.14 i), T(x) es una funcién de Lyapunov, luego las trayectorias de (2.2)-(2.13)-(2.15)
apuntan al interior del conjunto £(7*). De aqui que, £(7*) es ademds un conjunto invariante.

Por otra parte, para toda z € £(r*), el sistema (2.2)-(2.13)-(2.15) coincide con 2= (A+K*)z.
Por hipétesis, A + K* es una matriz estable, luego 2(t) — 0 asintéticamente, cuando ¢ — co.

Por consiguiente, £ esté contenido en la cuenca de estabilidad asintética del sistema z=
(A+ K (2))a.

Por ultimo, tenemos que para toda x € £(7%), b u () = K*z -es lineal en 2. De donde,
dado que para toda z € 0E(T*), |'?L (w), <1, se sigue que u (m)l < 1, si @ €int E(7*). ]

A
Observacién 1. El resultado obtenido mediante la matriz de ganancias K (2) puede expresarse
en términos de K (z) usando la siguiente funcién continua y seccionalmente diferenciable

YT(z), siTF < T(2) <79
6(z) = (2.16)
T siYT(z) < 7*

A
debido a que K (z) = K(6(z)). Para obtener el control acotado y continuo, (2.16) puede usarse
para redisefiar el control (2.13) en la vecindad £(7*) del origen. a

Proposicién 3.2. Sea Q(7) una solucion de (2.10). Si dQ/dr es una matriz definida positiva
en [0,7*] para alguna 7* > 0, entonces A + K* es una matriz estable, donde K* = K(z) para
toda x € £(77). ‘
Prueba. Definamos la funcién tipo Lyapunov V{(z) = (Q~!(r*)z, ). A partir de (2.12), se
sigue que

_ -1
VY(z) = —22' Q" T (2)) <wm, .7:> : (2.17)
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Si partimos de que VV(z) = 227 Q~1(+*), obtenemos

VV(2) = - <%T(—E—):lt, 1> VT{x), (2.18)

para toda x € 9£(7*). Consideremos la hipbiesis de que dQ/dr es una matriz definida positiva.
entonces de (2.14), obtenemos que

V(2) =VV(2) (A+ Ko = <—CQ:d1;(T—*)7 3)> < 0, (2.19)

para toda @ € 9&(r*). Debido a que £(7*) es un elipscide centrado en el origen, tenemos

que para toda y € £(7%), existen & € 9&(7*) v @ € R tales que y = ax. Por lo tanto,

V (y) = a® V (2) < 0. Esto prueba que V(z) es una funcién de Lyapunov para el sistemna

r= (A + K*)z. n
Los resultados precedentes pueden resumirse en el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Supongamos que dQ/dr es una matriz definida positiva en [0,7*] para algun
*

7% > 0. Entonces, las expresiones (2.13)-(2.16) definen un control continuo y acotado el cual
lleva asintdticamente el conjunto subcontrolable £ al origen. a

La proposicién siguiente establece el significado geométrico de la condicidn impuesta sobre

dQ/dr.

Proposicién 3.4. Sea (1) una solucidn de (2.10). Entonces dQ/dr es una matriz definida
positiva si y sélo si E(ry) C E(m), para 7 < To.

Prueba. Definamos ¢{E, ¥} := sup{{(f,¥) : f € E, ¢ € R?}, la funcidn soporte de un conjunto
E. Supongamos que 11 < 72 y que i € R™\ {0}. Entonces, tenemos las siguientes equivalencias:
E(11) CE(m) 4= ¢ (E(n), ) < e(E(m), 1) == 0 < (Qr)w, ¥)/* < (Q(ro), ) /? =
((Q(12) = QM) ¢, by > 0 = Q) — Q(m) es una matriz definida positiva <= d@Q/dT es
definida positiva, dado que 71 y 7 son arbitrarios. |

Ahora explotemos la hipdtesis de controlabilidad del sistema (2.2) con el objeto de simplificar
més la expresién (2.13). Consideremos la siguiente forma candnica la cual es equivalente a
cualquier sistema lineal controlable bajo un cambio de coordenadas (z = ) (Wonham [69])

0 1 0 --- 0 {0\
= | OO0 D D e ) < (2.20)
ay a2 aiz -+ dn 1

Lema 3.5. Consideremos una matriz simétrica y definida positiva Q y un vector b’ = (0,...,0, 1),
entonces

1/2
PQ) =0 = (‘k’t Q) T (2.21)

arm

donde Q = (gi5), det Q es el determinante de QQ y @, es el menor principal de () correspondiente
al elemento qny.
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Prueba. A partir de la férmula Q! = adjQ /det Q, tenemos

Qo) = vizeld L 7). (2.22)

La funcién matricial C1/?2 = (adjQ bbT)Y/2 puede obtenerse mediante el polinomio de
Lagrange-Sylvester asociado p(\) = A ana]?/27", pues bb' = diag(0, ...,0,1) (Gantmacher
[13]). Entonces, C'/? estd dado por

p(C) — 01/2 — Cn.—l{ann]3/2—n - [ann]—l/ZC. (2.23)

La sustitucién de esta expresién en F'(Q) proporciona (2.21). [ ]

En la siguiente observacién resumimos la construccién del control continuo y acotado prop-
uesto.

Observacidén 2. Sustituyamos la expresién (2.21) en (2.13) y retomemos (2.12) para obtener
el control retroalimentado, de ganancias variables, y de tiempo finito subéptimo

u(z) = kT(2)z, z2=dx (a)
kT(Z) = (anl(z)v ceey ann<z)) /\/detQ(T(z)) ann(z) (b)
(2.24)
(@ (T(a)e, ) =1 (¢)
2 = —4Q- QAT +2(229 T, Q) =0 (d)

donde oy, es el menor principal de @ que corresponde al elemento gy,;, para i = 1,...,n. Para
obtener el control continuo y acotado que resuelve el problema de estabilizacién asintética con
restricciones, reemplacemos la funcién T (2) en (2.24 b,¢) por la funcién 6(z), definida en (2.16).
El control obtenido en (2.24) es implicito en el sentido que se requiere resolver algebraicamente
(2.24 ¢) on-line para Y. 0

2.4 Estabilizacién global asintética del n-integrador

En esta seccién, especializamos los resultados anteriores al caso del n-integrador
2™ =u, Ju(z)] <1, (2.25)
o de manera equivalente, al del sistema (2.20) cona; =0 (i = 1,...,n):

010 0
g=] 001 vl e )<L (2.26)

O = OO
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En los articulos [12} v [63] ha sido probado que, para n > 3, no existe control lineal saturado
bajo el cual el sistema (2.26) pueda estabilizarse globalmente. Por otra parte, es posible obtener
la estabilizacién global mediante controles no lineales y acotados mds generales [57]. En [63)]
se disend una funcién de control para este objeto. Basdndonos en los resultados de la seccién
anterior, disefaremos un control continuo y acotado descrito por (2.24) para estabilizar global-
mente al sistema (2.26). El control que obtendremos serd una aproximacion ‘suave’ al control
de tiempo éptimo.

Sea @ = (gi;). Para el sistema (2.26), la ecuacién diferencial matricial (2.24 d) puede
representarse como el siguiente conjunto de n(n + 1}/2 ecuaciones diferenciales

%;’,—f."‘ = —{i+1n paral <i<n-1

(a)
dqs; ) paral <i<j—1 _
= ity Qi vy 2<i<n-—1 (2.27)
dqrn det Q\1/2
=220 ()

Lema 4.1. Una solucidn analitica y no trivial del sistema (2.27) en la singularidad Q(0) = 0
(i.e., bajo las condiciones iniciales g;;(0) = 0) estd dada por

para 1 <i<j

(Y — B2t —ieg
qU(‘) bL]T ¥ ].SJSTL

(2.28)
donde cada b;; es un niimero racional.
Prueba. Como solucién para (2.27) proponemos (2.28), considerando a los nmimeros b;; como
coeficientes indeterminados.
Debido a que grado(g;;(7)) = grado(gij+1(7)) + 1, a la simetrfa de la matriz @ y a la eleccion
de gnn(T), la expresién det @/, es el polinomio cuadritico p(t) = ar?, con a € R.
Partiendo de los integradores iterados (2.27), los coeficientes b;; son proporcionales entre si.
y podemos escribirlos en términos de by, i.e.

bij - ”{ijb,m, con vi; € Q. (229)

Entonces, el coeficiente a estd dado por & = Ybnn, para v € Q.
Por tltimo, si sustituimos estas expresiones en la ecuaciéon (2.27 b) obtenemos que by, =
~+ € Q. Por lo tanto, los coeficientes b;;, para 1 <4, j < n, son niimeros racionales. |

Con base en que la matriz @ es simétrica y definida positiva, podemos garantizar que existe

una matriz racional constante B = (b;;) (1 <4,j < n) tal que

(i) detQ = grnintl
(2.30)
(i1) @i = Byrt=244 - para toda 7> 0

donde, 8 = det B y 3i; es el menor principal de B correspondiente a by, para 1 <4, j < n.

Lema 4.2. El elemento by, estd dado por by, = 2/n(n + 1).
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Prueba. Sea v(r) el volumen del elipsoide £(7). Entonces, v(7) = wy(det Q)'/?, donde w, es
el volumen de la bola unitaria £(I) (I es la matriz unitaria). Usando la férmula
dIn{det S(7))
dr

para cualquier familia de matrices invertibles S(7) que varfan ‘suavemente’ con 7, la ecuacidn
siguiente fue obtenida en [46]:

= traza (S71(r)S7(7)), (2.31)

2
ﬂw — traze A + traza ((Q‘1/2('r)bbTQ'l/2(7'))l/ ) (2.32)
Si partimos de la prueba del Lema 3.5, obtenemos
dln(U(T))_ . ( 1/2¢.. 1T\ /2 —-1/2 )_ Qnn
o = traza ( Q/3(r) (@ ™) T Q) ) = o5 (2.33)

Entonces, de (2.30), tenemos /nn/ det Q@ = /Bnn/B72. Si sustituimos gun(7) = banT? en
(2.27 b), obtenemos by, = +/B/Bnn. Ahora usemos esta tltima expresién e integremos (2.33),
con lo cual

v(1) = krl/bon, (2.34)

A partir de (2.30) tenemos que
U(7) = wn (det Q)Y = w,g1/277 /2, (2.35)
Finalmente, podemos obtener by, a partir de (2.34) y (2.35). [ |

Sustituyamos (2.30) en (2.24) y tomemos el resultado del Teorema 2.3, para que obtener el
control de tiempo finito para el n-integrador

u(z) = kT ()2
(2.36)
ki(z) = —c;/T (), ¢ = Bni/vV/BBun, parai=1,..,n
donde T(z), dada por la relacién (2.12), es una funcién positiva definida en el conjunto subcon-
trolable £.
Para el n-integrador, la prueba del Lema 4.2 sugiere que el control aquf disefiado (2.36)

podria ser global, dado que los voliimenes de los elipsoides no son acotados a medida que
T — 0.

Lema 4.3. Para el sistema a lazo cerrado (2.26)-(2.36), tenemos £(1) C E(m2), si 1 < To.
Ademads, el conjunto subcontrolable £ es todo R™.
Prueba. De (2.30), tenemos que Q~!(7) (= adjQ / det Q) estd dada por
) Bur™ o Brr D
Q) = 3 : : - (2.37)
ﬁ1117_(n+1) T ,3111sz2

La sustitucién de (2.37) en la relacién (2.12) nos da

i Z vz m 72 = 0, donde vi; = 26i5/8. (2.38)

i,j=1



Ahora, si consideramos (2.38), la interseccién de la frontera elipsoidal (2.12) con los ejes
coordenados estd dada por x; (= (0, ...,0,2,0,...,0)), para i = 1, ...,n, donde
2? = L iy (2.39)

A/ )

it
Esto implica que z; < 2} siempre que T{(z;) < T(x}); lo cual significa que E(m) C () si
71 < 79. Por dltimo, como z; (interseccién) — oc, si 7 — oo, entonces £ = R™. |
Con base en los Lemas 4.2 y 4.3, la expresién (2.36), la Proposicién 3.4 y el Teorema 3.3,
establecemos el resultado principal de este capitulo en torno al n-integrador.
Teorema 4.5. El n-integrador (2.26) es global y asintéticamente estabilizable mediante Ia
funcidn retroalimentada de control
w(x) = k" (2),
(2.40)
Ei(z) = —ci /0 a), ci=nn+1)Bui/28m, parai=1,..,n
donde los coeficientes Bn; pueden obtenerse a partir de (2.29)-(2.30) y la funcién positiva 6(x)
(definida en R™) estd dada por (2.16). O

Observacién 3. En [39], se probd que el sistema (2.26) es potencial globalmente estabilizable
nediante retroalimentaciones lineales saturadas. Es decir, dado cualquier conjunto acotado D,
existe un control lineal saturado tal que D estd contenido en la regién de estabilidad del sistema
a lazo cerrado. En particular, se demostrd que la regién de estabilidad del sistema (2.26) a lazo
cerrado con un control lineal saturado, cuya matriz de ganancias es

kT(2) = (%1, -y 20n) (2.41)

converge a todo R™ a medida que = — 0, para clertas constantes ¢;, para ¢ = 1,...,n. Debemos
remarcar la similitud entre el control obtenido mediante (2.41) y el control disefiado (2.40). O

Ejemplo. Para el 3-integrador, tenemos la siguiente retroalimentacion
u(z,y,2) = — (600"37; + 30072y + 60’1z>

donde, para 8 = 0(z,y, ), la funcién T = T(z,y, z) correspondiente estsd definida implicitamente
por la frontera del elipsoide

T6 — 36227 — 360y2Y> — (72022 + 1260y>)Y? — 57602y — 72002 = 0.

2.5 Sistemas en el plano

. . . .y . 2
Consideremos la siguiente familia de sistemas en R*

z 0 1 @ 0 ) |
(y>:(al ag>(y)+(1)“’ lu(z)] < 1. (2.42)



Para la determinacion de la estimacion interna £(7) requerimos obtener la solucién del
siguiente sisterna de ecuaciones diferenciales (2.24 d)

dg

dr = —202

dqa2 - — — @ —a

iz @22 — arqi1 — a2q12 (2.43)
d 911922—43,

g2 =2 (“‘U/I(ILZ —a2q22 + 4/ = ;?1 )

con q11(0) = q12(0) = ga2(0) = 0.

Mediante el cambio de coordenadas { = /77, y algunas manipulaciones algebraicas, la
singularidad (en 7 = 0) es removida, y el sistema (2.42) se transforma en la siguiente ecuacioén
diferencial implicita

€€" + 36" (¢ + az€) + 26€ (aF — 2a1) — 2010262 + 3a2(€)? = 286" — 0182 +antt’  (2.44)
con £(0) = ¢£'(0) = 0.

Si la solucién de (2.44) existe y es representable como una serie de potencias
E() = dam? + da7® + dyr* + ds7 + de7® + drT” + o(7?), (2.45)

podemos obtener los siguientes coeficientes d; (empleando, e.g. Mathematica)

2 2
1 . _ag _ 30a1+37a. __ a3(91+5a3)
dp = 332! ds = 92’ ds = Sz 45 = 243 2577
de — 8316a2424327a;a2 4 848804 dr — _ 02(34592407+4513530; a2 +114652a3)
6 616005 29/2 » T 57288465 2°/2
La solucién del sistema (2.43) estd dada por

g =£¢2, qa=—E y g =& + () + att — e (2.46)

Observacién 4. Como era de esperarse, los primeros coeficientes de la serie de potencias
asociada a (2.46) corresponden al 2-integrador, que se obtienen del coeficiente dy = 1/3v/2 (el
tinico que carece de los pardmetros a; y ag ). Por lo tanto, tenemos que la matriz d@Q/dr > 0
en [0,7*], para 7* > 0 suficientemente pequefio. O

El control retroalimentado de tiempo finito y acotado viene dado por (2.24). Aplicdndolo a
(2.42), obtenemos el sistema a lazo cerrado siguiente

d=y
| (2.47)
y= (al + —“"—m) T+ (02 - L/f—ta) y

donde det Q = ¢;1q22 — g%,

Dada la condicién inicial (2(0),60(0)) = (zo,70), 70 se obtiene como la menor rafz positiva
de (2.12), usando para ello (2.46) y el estado xg. Para un sistema inestable a lazo abierto
(con a; = —1 y ag = 1), en la Figura 1 (arriba) mostramos al conjunto controlable C (como
Re)l =1/2 > 0, el conjunto C es acotado), el conjunto controlable C(7p) al tiempo 75 = 2.3, y su
aproximacion interna £(7p). La curva a(t) corresponde a la dindmica a lazo cerrado (2.47) con
condicidn inicial (0,0.56) € E(1p). Las correspondientes evoluciones de los estados, el control
y las ganancias se ilustran en la misma figura (abajo).
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3. SISTEMAS LINEALES CON ENTRADAS
ACOTADAS: ESTABILIZACION GLOBAL CON
ASIGNACION DE EIGENVALORES

/

3.1 Introduccidén

La estabilizacién por retroalimentacién de sistemas de control con entradas acotadas es uno de
los problemas en la teorfa de control més desafiantes. Recientemente, este problema ha atraido
mayor interés, especialmente en el caso de los sistemas lineales. Para sistemas lineales, el prob-
lema puede ser abordado de dos maneras: Estudiando las propiedades de los controles lineales
saturados o disefiando nuevas clases de controles no lineales. Para los controles lineales con
saturacion, se han estudiado condiciones suficientes para la estabilizacién global o semiglobal,
y la caracterizacién cualitativa de la regiéon de atraccién del origen, desde diferentes puntos
de vista por varios autores (por ejemplo [2], [4], [12], [37], [57] y [59]). En particular, hay un
gran conjunto de sistemas lineales que pueden ser globalmente estabilizados usando una funcién
continua y acotada, pero que no pueden ser globalmente estabilizados mediante una saturacion
directa de una retroalimentacién lineal ([15] y [57]). Entre los sistemas lineales que no pueden
ser globalmente estabilizados con una retroalimentacién lineal saturada estdn los integradores de
orden n (n > 3) (Fuller [12]). Varios enfoques han sido considerados para afrontar el problema
de la estabilizacién por retroalimentacién de sistemas lineales mediante controles no lineales,
que son diferentes al de control lineal saturado. El enfoque de Komarov [27] se basa en una
estimacién interna de los conjuntos controlables por elipsoides. El control retroalimentado se
obtiene resolviendo una ecuacién diferencial matricial, y es una “aproximacién local” al control
retroalimentado de tiempo éptimo. Sin embargo, la regién donde el control esté definido no estd
bien determinada. En el capitulo anterior (o articulo [62]), resolvimos la ecuacién diferential
matricial de Komarov para el integrador de orden n, probando que el control retroalimentado
obtenido es un estabilizador global. En una direccién andloga, partiendo de funciones tipo Lya-
punov (‘funciones de controlabilidad’ [28]), Gavrilyako et al. {15] obtuvieron un control no lineal
que, disefiado para sistemas lineales controlables con eigenvalores a lazo abierto con parte real
no positiva (PRINP), resulta un estabilizador global. En este caso, la derivacién del control
retroalimentado implica resolver una ecuacién integral (para obtener la ‘funcién de controlabil-
idad’) la cual, en la mayorfa de los casos, no es fdcil de resolver. Debemos remarcar que los
controles de Komarov y Gavrilyako et al. estdn dados implicitamente (los controles satisfacen
una ecuacién algebraica no lineal). En los disefios propuestos de los dos enfoques anteriores,
la eigenestructura a lazo cerrado estd univocamente definida y no puede ser cambiada. Por
otra parte, Yang et al. [72] generalizaron un resultado debido a Teel [65], para probar que los
sistemas lineales PRNP pueden ser globalmente estabilizados mediante combinaciones lineales
y composiciones anidadas de saturaciones de retroalimentaciones lineales. Recientemente, en
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[64] se obtuvo una mejora de este método, permitiendo ademds funciones de saturacién més
generales. Un problema a resolver es cémo obtener asignacién de eigenvalores en el disefio de
las estrategias de saturacion anidada (ver [65]).

Hay al menos dos problemas importantes que no pueden ser resueltos, o no se sabe muy
bien cémo abordar, usando los métodos mencionados ({13], [27], [64], [65] ¥ [72]): (¢) disefar un
estabilizador global continuo de manera tal que, en una vecindad del origen, el sistema a lazo
cerrado tenga sus eigenvalores dentro de cierta regién deseada, y (4¢) disefiar un control continuo
y acotado para sistemas con eigenvalores con parte real positiva. El enfoque que proponemos
en este capitulo resuelve ambos problemas.

Este disefio estd basado en la siguiente idea geométrica (presentada en [2]). Para un sistema
lineal PRINP, existe una familia r-parametrizada de retroalinientaciones lineales saturadas
ur(2) que estabilizan asintéticamente el sistema. A medida que el pardmetro 7 tiende al infinito.
el sistema a lazo cerrado se aproxima al de lazo abierto. En particular, hay (desde un punto de
vista dindmico) vecindades elipsoidales invariantes del origen, £(7), que tienden a ser todo R"
cuando 7 — oo, y tales que ur no se satura en £(7), para cada 7 € (0, o). Por consiguiente, se
resuelve el siguiente problema (estabilizacidn semiglobal): Dado un conjunto acotado D C R”,
existe 7 € (0,00) tal que el control lineal saturado correspondiente u,(x) hace que D C £(7).
Un inconveniente del enfoque semiglobal consiste en que si se tiene una regién de estabilidad
grande implica una dindmica lenta (ganancias pequenas). Estas consideraciones nos conducen a
la siguiente pregunta: ;Como variar T de manera que tengamos estabilidad global y razones de
convergencia rapidas en una vecindad del origen, manteniendo la trayectoria dentro de £(7) para
no saturar el control (i.e., disefiar una ley de control a ganancias programadas)? Este problema
puede ser resuelto disefiando una funcién dependiente de los estados 7(x), y proponiendo un
control de tipo lineal con ganancias dependientes de los estados de la forma

u(z) = K{r(z))x. (3.1)

Esta clase de funciones de control fueron consideradas en [15] y [27]. En este capitulo, pro-

ponemos la retroalimentacion
w(z) = =BT R(r(2))x, (3.2)
]

donde R(7) es la solucién de una familia 7—parametrizada de (LQR) ecuaciones algebraicas de
Riccati. Aquf (-)7 denota transposicién.

3.2 Formulacion del problema

Consideremos el sistemna lineal controlable

it = Av + Bu, (3.3)
donde z € R™, u € R™. Supongamos que el control u(z) estd restringido a tomar valores en el
conjunto compacto U =up X ug X ... X U, donde u; = [—wgi, w0y woi > 0,1 =1,2,...,m.

A fin de simplificar las ideas, a lo largo de esta seccién consideremos el caso de entrada
escalar, L.e., u € [—ug,uo| y B € R™.
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Existen varios trabajos donde la construccién de un sistema a lazo cerrado con los polos en
una region especificada ha sido abordada resolviendo un problema LQR (vea por ejemplo [25]
y [51]). Sea Q una matriz definida positiva elegida de forma tal que el espectro ¢(A — BBT P)
se halla contenido en una regién especificada del semiplano izquierdo abierto del plano compiejo
(C7). Aqui (4, Q'/?) es detectable y P satisface la ecuacién algebraica de Riccati

ATP+PA—PBBTP+Q = Opxn. (3.4)

Primero observemos que el méximo conjunto (invariante) elipsoidal (definido por la funcién
cuadritica =T Pz), donde el control ur(z) = —BT Pz no se satura, viene dado por

BE ={zxeR":z" Pz <ul/[BTPB]}. (3.5)

Proposicién 2.1. BE es el mdximo elipsoide definido por la funcién cuadrdtica ' Pz donde
la funcion de retroalimentacion ur(x) estd acotada por ug. g

Para evitar la saturacién del control en la regién R™\BE, la ganancia —BT P de la retroali-
mentacién lineal ur (z) serd modificada como una funcién de 7. Reescribamos el control u,(a)
como —B T R(1)z donde R(7) es la solucién definida positiva de la ecuacién de Riccati

ATR() + R(1)A - R()BBTR(7) + Q/7 = Opxn. (3.6)

De esta manera, proponemos un (LQR) control retroalimentado con ganancias programadas,
el cual estd acotado por ug, y que coincide en BE con el control lineal —BT Px. El méximo
conjunto elipsoidal (invariante), definido por la funcién cuadrética o' R(7)x, donde el control
ur(2) = =BT R(7)z no se satura estd dado por

Er)={2eR": 2" R(Nz<c(n)}; 1<7 <, (3.7)

donde ¢(7) = u3/[BT R(7)B.

Proposicién 2.2. £(7) es el mdximo elipsoide definido por la funcién cuadrética 7 R(T)z,
donde la funcién de control u.(x) estda acotada por ug.

Prueba de las Proposiciones 2.1 y 2.2. Consideremos los valores mdximo y minimo del
control ur(x) sobre la hipersuperficie 9€(7). La hipersuperficie 9E(7) estd definida por la
igualdad " R(7)z — ¢(7) = 0. Para hallar los valores méximo y mfnimo de u,(z) en (1),
usaremos multiplicadores de Lagrange. La condicién necesaria para un extremo es:

22" R(1) + ABTR(1) = 0, (3.8)
que, resolviendo para 7, da Z = —%/\B. Considerando el hecho de que el peor caso es cuando
—BTR(7)Z = %y, obtenemos A = +2uo/(BT R(7)B), luego Z = +Buy/(BT R()B). Asl, en el
extremo se satisfacen las siguientes igualdades

& R(7)Z = ud/(BTR(1)B) = ¢(7).

Consecuentemente, la retroalimentacién u,(z) estd acotada por up en £(7). El control ur(z)
estd acotado en BE se sigue de que £(1) = BE. ]
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Sea R(7) = R(7)/c(7), que es una matriz definida positiva para todo 0 < 7 < oc. Asi.
redefinamos la familia 7-parametrizada de conjuntos elipsoidales (3.7) como

Er)={reR": a2 "R(rjx < 1}. (3.9)

Los sigulentes lemas y proposiciones serdn usados para probar nuestros resultados princi-
pales.
Lema 2.3. (Proposicién 3.4 del Capitulo 2) R, = dR(7)/dr en una matriz definida negativa si
y s6lo si E(11) C int E(7), siempre que 7 < To. d
Lema 2.4. R, = dR(7)/d7 en una matriz definida negativa.

Prueba. Primero demostramos que Rr = dR{7)/dr en una matriz definida negativa. Diferen-
clando ambos lados de (3.6), obtenemos

A"R. + R.A—R.BB'R—RBB'R, = Q/72. (3.10)
Denotemos A, = 4 — BBTR(7). Entonces, la ecuacién (3.10) puede ser escrita como

ATR: + R A. = Q)72

Dado que a(A;) C €™, entonces R: en una matriz definida negativa.
ara Y — d $ —Y Ll
Para 1 = 2-R(7) = £ (R(7)/c(7)), tenemos

de
2 Rea =2 [Ree(r) — R(T)E;]m/CQ(T). (3.11)
Adicionalmente, tenemos la siguiente expresion
de/dr = —uiB R, B/(BT R(7)B)? > 0.

La proposicién se sigue de (3.11), porque R; en definida negativa. n
Proposicién 2.5. La familia T-parametrizada de conjuntos elipsoidales £(7) es un conjunto
anidado; es decir, £(7;) C int E(m), siempre que 7, < 73, con mdximo elemento € = UE(T).

Prueba. Se sigue directamente de los Lemas 2.3 y 2.4. u

La idea de tener valores grandes de 7 cuando la trayectoria del sistema estd lejos del origen y
valores pequetios de 7 cuando se halla cerca del origen (manteniendo la trayectoria dentro £(7)
para que el control no se sature) puede resolverse disenando la siguiente funcién dependiente de
los estados 7(2).

Definicién. Dado a* € £ y 7% € (1,00) tales que x* € 9&(7*), definimos 7(z*) = 7% y si

a* € BE, entonces T{z*) = 1. d
Aqui, tomamos 7(x) = 1 para toda x € BE, ya que hemos propuesto una ley no lineal de
control que coincide en BE con el control lineal — BT Pz, Por contraste, si la funcion r(z) cambia
continuamente para toda 22 € R™\ {0} con 7(2*) = 7* (teniendo también valores en (0,1)), se
obtiene un control de alta ganancia que es continuo pero no es Lipschitz en el origen.
Observemos que si la funcidn 7(z) se interpreta como una distancia al origen, las “bolas”
7{(z) <r (r constante) son los conjuntos elipsoidales £(r).

Proposicién 2.6. 7 es una funcién continua de £ a [1,00), la cual es dilerenciable en E\BE.

i
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Prueba. Primero veamos que 7(x) estd bien definida. Observemos que la funcién () es la
minima solucién positiva de la ecuacién

2T R(T)z — ¢(r) = 0. (3.12)

Dado 2* € &, existe al menos una 7 tal que a* € (7). Definamos 7* = inf{7 € [1,00) : * €
E(r)}.

Si 7% = 1, entonces 7(z*) = 1. Si 7% > 1, entonces z* € dE(7*). Supongamos que z* ¢
E(r*), o de forma equivalente z* T R(7*)z* < 1. Asf, de la continuidad de R(7), existe una
vecindad de 7* donde z*TR(7)2* < 1. Esto es una contradiccién al hecho que 7 es el {nfimo.
Por lo tanto, 2*TR(7*)2* = 1 y 7(2*) = 7*. La unicidad de 7* se signe de la Proposicién 2.3,
pues 9E(11) N IE(re) = B, siempre que 71 # To.

En virtud de que R(7) es continua, la funcién valuada en conjuntos 7 — £(7) es continua en
la métrica de Hausdorff. Usando este hecho, es ficil probar que T es continua. Por otra parte,
si definimos g(7,z) = T R(7)z — 1, entonces dg/07 = T R2 # 0 para toda x € E\BE. Por el
Teorema de la Funcién Implicita, ésta es una condicién suficiente para la diferenciabilidad de
T(x). [ ]

3.3 Resultados principales

El control retroalimentado u(x), dado por:

() = { —BTR(r(2))z, si z€&\BE (3.13)

~BTR(1)z, si xe€BE

define una ley de control continua no lineal que estabiliza asintdticamente (3.3) en la siguiente
manera: Primero, el control no lineal lleva las trayectorias del sistema a una vecindad del origen
BE, entonces, la retroalimentacién lineal —BT R(1)z tomara asintéticamente el estado hacia el
origen.

Teorema 3.1. Sea R(7) una solucién definida positiva de la ecuacion (3.6), y £(r) el conjunto
elipsoidal definido por (3.9). Entonces, la funcién de control u(z) definida por (3.13) satisface
la restriccion —ug < u(z) < ug y lleva cualquier punto € € = U £(r) al origen.

Prueba. Recordemos que BE = {@ € R" : 2TR(1)z < ¢(1)}, luego BE es un conjunto de
nivel invariante de la funcién de Lyapunov V(2) = 2" R(1)z para el sistema lineal & = (A —
BBTR(1))z. Consecuentemente, como u(z) = —BT R(1)z en BE, todas las trayectorias que
llegan a BE son llevadas asintdticamente al origen.

Es suficiente con probar que el conjunto compacto BE es un atractor de tiempo finito en &,
para el sistema a lazo cerrado ¢ = Az + Bu(z). En £\BE, 7(2) se puede calcular de (3.12), y
asi obtenemos

. —22 T R(1)&
2" Ryx —de/dr’
para toda x € E\BE. Entonces, BE es un atractor si la derivada de 7(z) a lo largo del
campo vectorial a lazo cerrado 7 < 0, para toda z en la cerradura de E\BE. En efecto, como

(3.14)
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22" R(r)d =2 (ATR+ RAJx = —27(Q/r + RBBT R)x < 0, R- es definida negativa, y ¢(7)
es una funcidn creciente, se sigue de (3.14) que 7 < 0. Finalmente, el control u(z) lleva todos
los puntos z £ £ al conjunto BE, y por consiguiente, al origen. Con base en lo anterior y las

Proposiciones 2.2 y 2.3, el teorema queda probado. |
En lo que sigue, trataremos el caso general de entradas multiples (i.e., m > 1). Sea B =
M 9 . .
b1...., b] ¥ 0i(T) = ud,/[b] R(T)b:], i = 1,..., m. Definimos
c(7) = min{e;(7) }. (3.15)
(3
Como ¢;{7). i = 1,...,m, son funciones crecientes de 7, c(7) es también una funcién creciente

de 7. A pesar de que c(7) no es necesariamente diferenciable para toda 7 > 0, la derivada por
la derecha, de/dr = Um{(c(7 + k) — c(7)}/h : h — 0,h > 0}, estd bien definida.

Teorema 3.2. Sea R(7) una solucion definida positiva de (3.6). Definamos la funcion 7(z) en
la siguiente forma: parax € BE = {z € R*: 27 Pz < c(1)} y 7(2) = 1, y para toda x € R?\BE
como la solucion positiva de la ecuacion

e R(T)z —¢(7) = 0. (3.16)
ntonces, el control u(x) definido por

| =BTR(r(2))z, si ze&\BE -
W) =N _pTe(e s aeBE (3.17)

satisface las restricciones —ug; < w;i(x) <wug, i =1,...,m, y lleva todo punto en £ al origen.
Prueba. La demostracién de la estabilidad asintética con £ contenido en la region de atraccion
del origen, se sigue por las mismas lineas de la prueba para el caso de entrada escalar, con-
siderando la derivada por la derecha de c(7) en lugar de la derivada de ¢(7). De manera
andloga al caso de entrada escalar, el problema de probar que u;(2) estd acotado por up; se
reduce al problema de estimar los valores mdximo y minimo de wu;{z) en la hipersuperficie
9E(T) = {z € R*: 7(a) = B}. Esto lleva a la conclusién que la condicién en el peor caso se
satisface para
2T R(B)& = u3;/ (b R(B)bi] = i(B).

Entonces, cuando ¢(7) se toma como el minimo, las cotas —ug; < u;{x) < up;, se satisfacen para

todai=1,...,m. |
Para estudiar la regién invariante de no saturacién € del sistema a lazo cerrado (3.3)-(3.17),

debe considerarse el siguiente resultado sobre la solucién de la ecuacidn algebraica de Riccati

(3.6), cuando el pardmetro 7 diverge a oc.

Lema 3.3. [44] Si todos los eigenvalores de la matriz A tienen parte real no positiva, entonces

R(%) — Onxn. D

Lema 3.4. Consideremos un cambio de base donde R(>0) se escribe como

30



con W una matriz definida positiva. En esta base, tenemos

donde los eigenvalores de A, A, tienen parte real no positiva y positiva, respectivamente.
Ademds A, — B,B]W es una matriz estable.
Prueba. El resultado se obtiene siguiendo las ideas dadas en [44]. |

Teorema 3.5. Si el sistema (3.3) es PRNP, entonces (3.17) es un estabilizador global. Si A
tiene k eigenvalores parte real positiva, entonces € es igual al producto cartesiano de un conjunto
elipsoidal (abierto) k-dimensional y R*~*. El conjunto elipsoidal es una transformacién lineal de
{2y € R* : min; [l Wby;] 2 Wz, <ul}, donde W fue definido en el Lema 3.4 y uo = min;{uq;}.
Prueba. Del Lema 3.3, si el sistema es PRNP entonces R(7) — Opxn cuando 7 — oo. De
donde,

{w e B min ([b] R()bil /udy) 2" R(Te < 1} = €(7)

converge a R?, (i.e., (3.17) es un estabilizador global). Por otra parte, del Lema 3.4 hay una
transformacién de coordenadas tal que R(7) puede escribirse como (Ri;(7) : 1 <4, < 2), donde
Rii(7) = Onekyx(n—k), Bi2(7) = R (1) — O(n—k)xk> ¥ Roo(r) — W cuando 7 — oo. Por lo
tanto, para cualquier

z* = (zf,2)) e R" % x {z, € R* : min ([inWbui]/ugi> zl Wa, <1}
existe un 7* suficientemente grande, tal que
min ([ R(T)bil/u;) 2" TR(r")e < 1,

donde R(7) = R(7)/c(r). Entonces, z* € £(7*) C &, y el teorema queda demostrado. ]

A continuacién tenemos algunas observaciones con respecto a extensiones y problemas abier-
tos relacionados con el problema de estabilizacién aquf estudiado.

Observacién 1. En general, las soluciones de (3.6)-(3.12) no se pueden obtener explicitamente
(analiticamente). Asf, debemos considerar una aproximacién numérica de la solucién. Dado que
E(1) es una familia anidada de conjuntos elipsoidales, (£(m) C int £E(m2) si 71 < 72), se puede
obtener una ley de control seccionalmente lineal resolviendo numéricamente (3.6)-(3.12) para
una sucesion de valores del pardmetro 7,1 =11 < 13 < ... < T, donde 7 de elige de manera tal
que &£(r,) contenga al conjunto de puntos D a estabilizar. Sea AE(7;) = £(7;)\E(5-1), donde
&(mo) = 0. Consideremos la funcién de retroalimentacién definida en el conjunto £* = Uj_,E(7;),

upr(x) = —BTR(Tj).'L' si x € A&(7y), paratodaj=1,2,..,1

Observemos que £* es una unién finita de conjuntos ajenos, £* = ;:lAg(T]’), y upy, es lineal en
cada conjunto AE(7;). De donde, el control upy (z) es una funcién acotada seccionalmente lineal
pero no continua que estabiliza el sistema (3.3) en £*. La estabilizacién se obtiene del hecho de
que las trayectorias convergen al origen para cualquier 7;; entonces £(7j-1) es un atractor de
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tiempo finito para el flujo definido en AE(7;). Para evitar cruces tangentiales de las trayectorias
controladas en O&(7;_1), la sucesién 1 = 71 < 13 < -+ - < 7, debe elegirse de manera tal que

e R{ms_1)(Ax — BBTR(TJ-)) < 0 para todaz € 0&(1;-1),

para un A7; suficientemente pequefio. En [71], se usaron procedimientos de disefio andlogos
para sistemas lineales sujetos a vestricciones sobre las entradas de control. dJ
Observacién 2. Para resolver el problema de estabilizacion global, puede usarse también una
Ecuacién Diferencial de Riccati (EDR) que posee varias ventajas sobre la Ecuacién Algebraica
de Riccati (EAR). En efecto, en mads ficil de resolver numéricamente una EDR que una EAR.
Sea P(7) la solucién de la ecuacion
d T T g

&;P =P =AP(r)+ P(t)A— P(r)BB" P(7). (3.18)
con P(1) = P (la solucién de (3.4)). Como Pr(1) = —Q < 0, entonces P < 0 para todo
7 € {1,00) (vea [47]). Basados en este hecho, tenemos que las Proposiciones 2.2 y 2.5 son
vélidas (en la definicién de los conjuntos elipsoidales (3.7) escribimos P(7) en lugar de R(7)).
Consecuentemente, 7(z) estd bien definida y los Teoremas 3.1 y 3.2 pueden probarse mediante
los mismos argumentos. Ademds, cuando 7 tiende al infinito, la solucién P(7) converge a la
solucién P, de la expresiéon asociada EAR

AT P+ Pud — PoBBT Py = 0.
El Teorema 3.5 también puede probarse para u.(z) = =BT P(r)z (vea los Lemas 3.3 v 3.4). En
particular, u.(x) es un estabilizador global de (3.3) si el sistema lineal es PNRP. O

Observacién 3. Notemos que w(2) definido por (3.17) nunca se satura. Esta es una propiedad

importante porque un disefio basado en este enfoque evita comportamientos adversos del control.
a

3.4  Ejemplo numérico

Consideremos el integrador de segundo orden: @ = y y ¥ = u. Este sistema tiene al cero
como eigenvalor de multiplicidad dos. Luego, del Teorema 3.1, el sistema puede ser globalmente
estabilizado por el control (3.13). Sea Q@ = QT = (gi;), 4,7 = 1,2. Denotemos q; = g1, g2 = q12
Y g3 = ga2. Si resolvemos la ccuacién (3.6) para R(7), obtenemos

1 (ﬁﬁ 2 /T + g3 — (]2) v/t

vai/t o=/ 2vIT s
o(7) = Tud S {\/’?\/21/(11’1’ + (,]3} .

R(r) =

Por otra parte,



Por lo tanto, la ecuacién (3.12) es:

[\/qTT(WEF T 4s) — aov/T 2T + qs] 2

[m/%,/mf*qlr +- qg] T2 + [T 2VQiT + ga)] 2% — T2 = 0.

Esta ecuacién puede resolverse numéricamente para 7. En la Figura 1(a) se muestra el de-
sempeiio de las trayectorias cuando se usa el control (3.13) con g; = 25, g3 = 0, g3 =6 y ug = L.
En la Figura 1 (a), se muestra también la frontera elipsoidal 0BE = {x € R? : 7(x) = 1}, donde
en control continuo (3.13) conmuta de una retroalimentacién no lineal a una lineal. En BE, el
sistema a lazo cerrado se comporta como uno lineal con eigenvalores fijos —2 + 4. En la Figura
1(b) se exhibe la accién del control. Esta muestra que |Ju(z)] < 1, para todo ¢t > 0.

Para ilustrar la construccién del control de la Observacién 1, la Figura 2 (a) muestra una
trayectoria en retrato fase para la sucesion del pardmetro 7: 71 =1, 75, =2, 73 =3y 74 = 4. En
la Figura 2 (b) se exhibe la accién del control para tal trayectoria. Notemos que en este caso el

control es discontinuo cuando la trayectoria cruza las fronteras 9€(7;). 0]
X
N
BE
0 ¥
\

-
o

Figura 1
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4. ESTABILIZACION GLOBAL Y SEMIGLO-
BAL DE SISTEMAS LINEALES MEDIANTE
CONTROLES ACOTADOS

4.1 Introduccidn

Consideremos el sistema lineal con entradas mudltiples
z= Az + Bu, (4.1)

donde z € R", Ay B, son matrices de dimensiones n x n y n x m, respectivamente, v la entrada
u toma valores en el conjunto compacto (elipsoide) B? = {u € R™ : |lu|ls < 1} -la bola unitaria
S-euclideana en R™, i.e. |julls := VuT Su, donde S = R™2 y R es una matriz simétrica definida
positiva.

En este capitulo, estudiaremos el problema de la estabilizacion global asintética (EGA) del
origen de los sistemas (4.1) mediante retroalimentaciones de control acotadas (RCA) u = u(z),
sujetas a la restriccidn Ju(z)|ls < 1. A lo largo de todo el capitulo, la estabilizacién siempre
serd entendida como estabilizacién respecto al origen.

En los iltimos afios, ha habido un renovado interés respecto al problema de la estabilizacion
global del sistema (4.1) mediante las RCA. Con el objeto de estudiar el problema anterior,
se llegd a la caracterizacién de una clase de sistemas lineales: Sistema lineal asintdticamente
controlable al origen con controles acotados (ACOCA). Es bien sabido, que un sistema lineal
es ACOCA sii es estabilizable (i.e., todos sus modos no controlables tienen parte real negativa)
y su dindmica libre asociada tiene todos sus eigenvalores con parte real no positiva (PRNP),
c¢f. por ejemplo, Lee-Markus [32], Schmitendorf-Barmish {49] y Sontag [56]. Ademds, el en-
foque natural de considerar saturaciones de retroalimentaciones lineales tiene el inconveniente
de que la estabilizacion global asintdtica (EGA) no puede garantizarse a priori. E incluso,
en algunos casos una saturacién hard puede no llevar a la estabilidad global; en especifico, el
n-integrador (n > 3) Fuller [12]. A pesar de este resultado negativo, Sontag-Sussmann [57] pro-
baron que la EGA. de los sistema lineales ACOCA puede realizarse mediante la clase general
de las funciones RCA. Sin embargo, el disefio de controles en ese trabajo estaba basado en un
procedimiento recursivo muy complicado (computacionalmente dificil). Teel [65] introdujo una
metodologia que empleaba combinaciones lineales y composiciones anidadas de saturaciones de
retroalimentaciones lineales (enfoque de saturaciones anidadas) para obtener la EGA. del n-
integrador. Finalmente, Sussmann-Sontag-Yang [64] generalizaron ese método para afrontar el
problema anterior, en vista de lo cual obtuvieron la EGA de los sistemas lineales ACOCA,
suponiendo ademds, funciones de saturacién mds generales.

Una antigua solucién al problema anterior, i.e., llevar cualquier estado inicial al origen, en
tiempo finito, bajo el supuesto de considerar controles acotados (discontinuos) fue obtenida
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con la teoria de control de tiempo éptimo [32]. Empero, la derivacién de funciones de control
retroalimentado en tiempo éptimo puede ser muy engorrosa y su subsecuente implementacion
es muy diffcil: se requiere de enormes cantidades de memoria on-line para almacenar hiper-
superficies de cambio (switching) intricadas. En otros términos, su construccién necesita del
conocimiento de los conjuntos controlables de los sistemas lineales. Este ultimo aspecto plantea,
en general, un problema sumamente dificil (abierto). En particular, Korobov-Sklyar. obtuvieron
soluciones analiticas al problema de tiempo dptimo para el n-integrador [29], y para sistemas
con control escalar cuyas dindmicas asociadas tienen eigenvalores puramente imaginarios [30].
Hasta ahora, el papel de la teorfa de control de tiempo dptimo se reduce mds bien a producir
patrones a considerar como metas en sistemas reales: una ayuda para construir sistemas de
control subéptimos. Sobre esta base, e interesado en hallar una solucién suave al problema de
control en tiempo subdptimo, Komarov [27] usé una estimacién interna elipsoidal de los con-
Juntos controlables de sistemas lineales no auténomos. Un pardmetro (o mds bien una matriz
parametrizada) de esa aproximacién elipsoidal se obtiene resolviendo una ecuacion diferencial
matricial no lineal. El estabilizador resultante es una funcién de control acotada y subdptima
de tiempo finito, la cual es suave, excepto en el origen. Sin embargo, la regién de atraccion
no estd bien determinada, al igual que falta establecer las condiciones para la existencia de
soluciones para esa ecuacién diferencial matricial en el origen (una singularidad en este caso).
Basados en el enfoque de Komarov, y especializados a sistemas lineales anténomos controlables
de una entrada, en el Capitulo 2 (o [62]), establecimos una conexién entre la estabilizacién
asintética y la de tiempo finito via un redisefiamiento del controlador y obtuvimos un funcién
RCA. Ahf también resolvimos el problema de la EGA para el n-integrador. Para esto ltimo,
hallamos una solucién analitica explicita de la ecuacién diferencial arriba mencionada. Usando
un enfoque alternativo, pero no involucrado en obtener una solucién subdptima, Korobov [28]
se aboco al problema de la estabilizacion en tiempo finito del n-integrator, mediante las denom-
inadas funciones de controlabilidad (funciones tipo Lyapunov). Ese método fue extendido por
Gavrilyako-Korobov-Sklyar [15] a fin de obtener la estabilidad global en tiempo finito para los
sistemas lineales controlables PRINP. Para ello, debe resolverse una ecuacién integral no lineal.
El problema de hallar soluciones a esta ecuaciéon es una tarea muy laboriosa.

Vale la pena comentar que en la metodologfa ([15]-[27]-[28]-[62]), los controles estdn definidos
de forma implicita, i.e., el sistema a lazo-cerrado consiste de un sistema de ecuaciones difer-
enciales mas una ecuacién algebraica no lineal. Ademds, el control es un estabilizador de tipo
lineal de la forma u{z) = —K(2)z, cuya matriz de ganancias K{x) -dependiente de los estados
(obtenida a partir de ecuacién algebraica antes mencionada), ajusta la amplitud de la entrada
de acuerdo al tamartic del estado con el objeto de satisfacer las cotas impuestas sobre la en-
trada. En este sentido, toda esta metodologia puede ser concebida como basada en ganancias
programadas (gain-scheduling).

En el Capitulo 3 (o [60]), introdujimos una técnica que proporciona un resultado de asig-
nacién de eigenvalores para sistemas lineales con controles acotados. Mediante ese método, se
construye una funcién RCA la cual permite: (i) EGA de los sistemas lineales ACOCA; vy
(i1) para los sistemas lineales controlables cuyas dindmicas libres son inestables, da lugar a una
estimacién interna de la region de atraccién. En ese trabajo, partimos de la teorfa LQ para
derivar una retroalimentacién acotada y estabilizante global, cuya ganancia depende del tamano
del estado (ganancia programada). Para este fin, se debe resolver una familia 7-parametrizada
de ecuaciones matriciales algebraicas (o diferenciales) de Riccati con el objeto de calcular el

36



control. Finalmente, en Sudrez-Alvarez-Sznaier-Ibarra [61], considerando tanto perturbaciones
aditivas como control acotado, se obtuvo una funcién RCA que permite estabilizar global y
asintéticamente el sistema a lazo cerrado y una atenuacién de perturbaciones £2 en £2 en una
vecindad del origen.

Usando un enfoque andlogo a [60], Wredenhagen-Bélanger {71] disefiaron una control acotado
seccionalmente lineal, el cual también estd basado en la teorfa LQ. Finalmente, el problema
de estabilizacién global fue también abordado por Teel [67] para la clase de sistemas lineales
ACOCA, suponiendo ademds, que los controles pasan por no linealidades de tipo general.
Esta técnica estd basada en una solucién semiglobal que se obtiene a partir de una familia de
ecuaciones algebraicas de Riccati de tipo Heo.

Con respecto a los diferentes enfoques de disefio de control mencionados arriba, es importante
remarcar los siguientes dos puntos:

e Los controles construidos mediante la metodologfa basada en ganancias programadas (en
tiempo finito) ([27]-[28]) estdn orientados hacia un buen desemperio, pero éstos so6lo pueden
ser implementados en algunos sistemas concretos (e.g., el n-integrador [62]), debido a las
ecuaciones diferenciales o integrales no lineales matriciales que hay que resolver. De-
safortunadamente, las metodologfas LQ ([60]-[71]) o He ([61]-[67]) sufren esta misma
desventaja, dando lugar a implementaciones prohibitivas (alto costo computacional, tra-
ducido principalmente en célculos con mucho consumo de tiempo), implicadas por las
ecuaciones algebraicas de Riccati involucradas. Al final del Capitulo 3 (o [60]), se es-
tablece que el problema de complejidad puede mejorarse notoriamente, si se emplea una
ecuacién diferencial de Riccati. Empero, para ciertas aplicaciones esto puede resultar to-
davia muy “caro”, dado que se requiere resolver un sistema de n + n(n + 1)/2 ecuaciones
diferenciales -n es la dimensién. En ese capitulo, los inconvenientes arriba mencionados
pueden concebirse como un precio que hay que pagar a fin de obtener un resultado de
asignacién de eigenvalores.

e Por otra parte, los controles disefiados via el enfoque de saturaciones anidadas ([64]-[65])
son més faciles de implementar. En su estado actual, el disefio en esa estrategia de
controles globales con buen desemperio se encuentra todavia bajo estudio. Al parecer,
los primeros controles obtenidos suelen dar respuestas con bajo desempetio, dado que
fueron construidos para asegurar la estabilidad sin ninguna pretencién de obtener un buen
desempetio. Empero, desde una perspectiva semiglobal, existen esfuerzos alentadores para
hallar mejores disefios mediante la técnica de baja-y-alta ganancia (low-and-high gain)
[48] y también de considerar tanto saturaciones en la magnitud como en la derivada de los
controles [36].

Consecuentemente, hace falta una metodologia para la estabilizacién global asintética de
los sistemas lineales que tome ventaja sobre los enfoques propuestos a la fecha, y que esté
caracterizada por una orientacién hacia el buen desempeno y una implementacién sencilla de
los controles.

En este capitulo, basado en [60]-[62], construimos una funcién RCA para la estabilizacién
de sistemas lineales cuyas dindmicas libres son estables en el sentido de Lyapunov. La ley de
control propuesta, incrementa las ganancias de la retroalimnentacion a medida que la trayectoria
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controlada converge hacia el origen. Esto garantiza que nunca se excederdn las cotas sobre el
control. Se define una sucesién de conjuntos invariantes de tamafos decrecientes, asociados con
una funcién de Lyapunov, y relacionamos a cada uno la correspondiente ganancia mds alta posi-
ble, bajo la restriccién de que el control se mantenga acotado. Las ganancias como funciones de
la posicidn se derivan explicitamente resolviendo un problema de programacién c-parametrizado.
Dependiendo de algunas aplicaciones, e.g. robot manipuladores, procesos quimicos de control,
etcetera, el considerar que la razén de cambio sobre el control es ilimitada puede concebirse
como una desventaja de la mayorfa de lo métodos existentes para el disefio de estabilizadores
acotados: el control por lo regular semeja un control tipo bang-bang, especialmente cuando los
estados se hallan lejos del origen. Ese comportamiento excluye su uso en las mencionadas aplica-
ciones, debido a las respuestas naturales (e.g. inercia del actuador) de estos sistemas a estimulos
externos. Comparado con esos métodos, una cualidad remarcable de nuestra técnica recae en la
“suavidad” de la derivada de los controles. Ademads, se muestra cue si el sistema a lazo abierto
es estable en el sentido de Lyapunov, el control propuesto proporciona entradas acotadas con
una derivada global acotada: ||du/dt||s < k. Finalmente, se desarrolla un resultado de estabi-
lizacién semiglobal para los sistemas lineales ACOCA. En este caso, se obtiene un control tipo
low-and-high gain. El método se ilustra con la estabilizacién global de un navegador inercial, y
con la estabilizacién de un modelo no lineal de un puente de carga (loading bridge).

4.2 Planteamiento del problema

Supondremos que el sistema (4.1) satisface la siguiente hipStesis.

Hipétesis H1. Supongamos que existe una matriz definida positiva y simétrica P (= PT > 0),
que es solucion de la ecuacion de Lyapunov

ATP 4+ PA=-Q, (4.2)

donde @ es un matriz semidefinida positiva (Q > 0) y (-)7 denota transposicién. Entonces, la
funcion cuadrética

1
Viz) = 3.”0TP.77, (4.3)

define una funcién de Lyapunov para el sistema a lazo abierto (4.1). O
La hipétesis H1 establece que la matriz A es Hurwitz o marginalinente estable.

Observacién 1. Hay una gran cantidad de sistemas précticos interesantes cue pertenecen a
la clase de sistemas contemplados por la hypothesis H1. La mayorfa de los procesos ¢uimicos
practicos son ejemplos importantes de ello. En particular, las columnas de destilacién son
sisternas de multiples entradas de control que son estables a lazo abierto, pero las especificaciones
de produccién y rechazo a perturbaciones requieren de una dindmica a lazo cerrado “rdpida”
bajo la restriccién natural de acciones de control acotadas [43]. O
Consideremos un sistema extendido entrada-salida compuesto del sistema (4.1) con una

salida artificial
y=Cx=BTPu {4.4)
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Ademds de la hipétesis H1, el sistema (4.1)-(4.4) se supone que satisface la siguiente
hipdtesis.
Hipétesis H2. El sistema de entrada-salida (4.1)-(4.4) es detectable. O

Con base en esto, podemos establecer el siguiente resultado.
Proposicién 2.1. Supongamos que el sistema (4.1) satisface las hipétesis H1 y H2. Entonces,
la funcién de control
u(z) =—-pB Pz, p>0, (4.3)

es un estabilizador global asintético para el sistema (4.1).

Esbozo de la prueba. Con base en la hipétesis H1, V(2), y p > 0, tenemos que dV/dt es
semidefinida negativa. Si N := {& € R® : dV/dt = 0}, entonces es un subespacio (lineal); de
forma que ¢ = 0 es un punto de equilibrio estable del sistema a lazo cerrado. Ademds, dentro de
N las trayectorias a lazo cerrado coinciden con las de lazo abierto, pues u(2) |y= 0. Entonces,
N es un subespacio A-invariante. Por otra parte, en virtud de la hipétesis H2, tenemos que A
es estable en el subespacio no observable U = {x € R*: CAlx = BTPAl2 =0,0< i <n—1},
que contiene a N. Asi, z = 0 es un punto de equilibrio global asintéticamente estable. |

Observacién 2. En [5], se obtuvo una generalizacién de la proposicién anterior para sistemas
afines no lineales en términos de pasividad y una extensién natural de detectabilidad. ]

Hasta ahora, el control dado en (4.5) no es acotado. Sin embargo, de la hipétesis H1
tenemos que la matriz A tiene su espectro localizado en el semiplano cerrado izquierdo del
plano complejo, a(A) Ccl(C7), lo cual implica que los sistemas bajo consideracién son sistemas
lineales ACOCA (i.e., estabilizables mediante entradas arbitrariamente pequefias). Por lo
tanto, uno puede usar una saturacion suave para obtener una funcién globalmente RCA (cf.
[2]), para esta clase de sistemas lineales. En particular, Lin [35] propuso la siguiente modificacidn
al control (4.5)

u(z) = —p(a) BT Px,
(4.6)
pla) = TFHEQTI‘TDEW-’
I

la cual proporciona una function RCA (4.6), tal que [Ju(2)|l; < r, para cualquier r > 0 (aqui,
Il - lr es la norma euclideana usual). El control (4.6) estabiliza global asintéticamente el sistema
lineal (4.1) [35]. Resulta importante observar que este control es del tipo de baja ganancia
(low-gain), i.e., la estabilizacién global asintdtica se obtiene a expeunsas de variaciones lentas del
control. Los controles de baja ganancia pueden dar respuestas “perezosas” y un bajo desempeno
para todas las condiciones iniciales, incluso aquellas cercanas al origen.

Una manera de obtener un control de alta ganancia consiste en aumentar la funcién p(x) a
medida que la distancia al origen se reduce, de forma tal que el control pueda usar la maxima
amplitud de la entrada sin violar las restricciones sobre la misma. El objetivo de este capitulo
es proveer una metodologia para diseniar la ganancia del control como una funcién de la posicion
(ganancia programada), de tal manera que se utilice toda la magnitud control disponible. La
idea central es incrementar p(z) a medida que la trayectoria se aproxima al origen. En nuestro
disefo, p(z) es constante a lo largo de los conjuntos de nivel de la funcién de Lyapunov asociada
al sistema a lazo abierto. En el capitulo anterior, usamos un enfoque de disefio de control
de ganancias programadas (LQ) para probar que los sistemas lineales ACOCA pueden ser
globalmente estabilizados.



4.2.1 Ideas geométricas preliminares

Con el objeto de aclarar las ideas geoméiricas sobre las que estd basado nuestro enfoque de
disefio, presentamos la estabilizacion de (4.1) mediante una retroalimentacién escalar (4.3) con
un pardmetro constante p > 0. Luego, motivados por el resultado, en la siguiente seccién
mostraremos cémo construir una funcién de los estados p(z), que proporciona una funcién
RCA v buenas razones de convergencia para el sistema a lazo cerrado.

Luego, si suponemos que el control es escalar: B = b € R" y entonces S = r~2 > 0.
Definimos el conjunto (no vacio)

Ulp) ={r eR": —r < —pb' P <1}, (4.7)
tal que 0 £int U/(p). Las fronteras de U(p) estan dadas por los hiperplanos

Hy = {z € R*: v=(2) = 0},

(4.8)
vE(2) = —bT Py + 5
Como 9vT/0p > 0y O+~ /8p < 0, entonces es evidente que
Ulp2) CU(p1), para p; < p2. (4.9)

Si consideramos la saturacién del control (4.5) para p > 0, U(p) C R" es Ia regién donde el
control no se satura. Si p crece, entonces la regién de no saturacién del control U(p) decrece.
mientras que si p tiende a cero, tenerios

lim U (p) = R™, (4.10)
p—0
y se recupera la dindmica del sistema a lazo abierto.
Denotemos al (elipsoide) conjunto de nivel ¢ (¢ > 0) de la fncién de Lyapunov V{x) con-
siderada en la hipdtesis H1,
E(e) = {2z eR": V(a) <c}, (4.11)

tal que 0 €int £(¢).

Como U(p) es no vacio, existe un conjunto méximo £(c*). donde ¢* depende de p. contenido
en U(p). El conjunto £(c*) es invariante bajo las trayectorias del sistema a lazo cerrado (4.1)-
(4.5), luego todas las trayectorias que emnplezan en £(¢*) convergen asintoticamente a 0, mientras
que el control queda acotado por r. De esta manera, £(c*) es un estimado de la regidn de
atraccién del origen, Q(0), basado en la funcién de Lyapunov V(z). Ademds, es ficil verificar
que

: 1 2 .
V= ——l—)—a:TQm —p (bTPl‘) < —ap, (4.12)

donde o = maxg(b" Px)?, para 2 € £(¢*) (pues V{2) es propia). Para mejorar la convergencia.
debemos incrementar el valor de p. Sin embargo, debido a (4.9) el valor de ¢*(p) se reduce (y por
ende, el tamafio de £(c*)). Por el contrario, si £(c*(p)) es mayor, las trayectorias convergeran
més lento. Aquf surge el dilema: ;jComo disefiar el parametro r como funcién de la posicion a
fin de obtener una buena razén de convergencia y estabilidad global con un control acotado?
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4.3 Un problema de programacién paramétrica

Cualquier g € R™ puede llevarse asintéticamente al origen mediante una eleccién adecuada del
pardmetro p en el control (4.5). En efecto, sblo se requiere buscar un valor de ¢ = ¢(p) tal que

xo € E(c) CU(p). (4.13)

En virtud de que £(c) es un conjunto de nivel (invariante) de V(z), la trayectoria z:(zo)
convergerd asintOticamente al origen. Por otra parte, la inclusién £(c) C U(p) asegura que el
control u(x) = —pb' Pz no se saturard para toda t > 0. Ademds, toda condicién inicial puede
llevarse al origen mediante (4.5) debido a (4.10). En este sentido, podemos decir cue el sistema
(4.1) es semiglobamente estabilizable por (4.5) con p constante, i.e., para cualquier g € R?,
podemos elegir p > 0 tal que xg € Q(0) -la regién de atraccién del origen. Empero, con este
enfoque, el sistema es semiglobalmente estabilizado a expensas de un control de baja ganancia.

Resumiendo la discusién en curso, y retomando el caso de miltiples entradas, el mejor disefio
semiglobal consiste en elegir el mayor valor de p de forma tal que el control u(z) = —p BT Px
nunca se sature a lo largo de la trajectoria x¢(ag), i.e., dado xg se elige p de manera que

= V(il?o) (4'14)

y £(c*) es el mayor conjunto de nivel contenido en U(p). Este problema puede plantearse como
el problema de programacion
maxp >0
(4.15)
t.q. &(e) CU(p).

Con el objeto de simplificar la presentacién, definamos 7 = 1/p. Entonces, el problema anterior
puede parafrasearse como
mint >0

|-~ BTPz|s <7 (4.16)

t.q.
Dado que V(0) = 0 < V(zo), para o # 0, es fdcil ver que si existe una solucién p* = 1/7*
al problema (4.16), entonces £(c*) = E(V(zq)) C U(p*). Asi, p* serd el mayor valor de p que
permite la convergencia asintética al 0 de la trayectoria z;(x) con la méxima razén de conver-

gencia respecto a la funcién de Lyapunov V(z), y al mismo que el control u(z) = —p*BT Px
permance acotado, para toda ¢t > 0. Consideremos las condicién (de frontera) u € U, i.e.
7 = || — BT Pz||s, para obtener la siguiente formulacién equivalente de (4.16)
(z0) =max || - BT Pa]ls
(4.17)

t.q. x € 9&(c), dondec=V(xg).

El problema de optimizacién (4.17) es una familia de programas 1-paramétricos (¢ > 0) con una
restriccién de igualdad variable {10]. En particular, como V() es propia (por la hipétesis H1),
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la familia de programas dada arriba es propia [10]. Un programa propio (como (4.17)) tiene al
menos una solucién global para cada ¢ € R, pues el conjunto V~1{c) (= 2&(c)) es compacto.

Definamos el control 7-dependiente

LT
ur{z) = ——— B"'Pz. 4.18
(2) =~ (4.13)
Definicién. Una solucién 7 = 7(z) del problema de optimizacién (4.17) se denominard admis-
ible ssi satisface las siguientes propiedades:

(a) 7(2) es definida positiva;
(b) 7(x) es una funcién suave, con la posible excepcién de z = 0; y

(c) la igualdad Sr+ = {x € R™ : 7(z) < 7%} = &(c(77)) se satisface, para cada 7* > 0. As{, S.-
es un conjunto invariante bajo las trayectorias del sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.18). O

Para el sistema (4.1), probaremos (abajo) que cualquier solucién de (4.17) es de hecho admisible.

Si 7(x) es una solucién admisible, el control u,(x) (4.18) es suave excepto en el origen, donde
es singular (i.e., no estd definido en 2 = 0). Luego, el origen es mds bien una singularidad en
lugar de un punto de equilibrio del sistema a lazo cerrado (4.1)-{4.18). Esto significa que
este sistema no es Lipschitz en el origen (no unicidad de las soluciones respecto a condiciones
iniciales), asf todas las trayectorias podrian converger a z = 0 en un tiempo finito. En caso de
que esta caracterfstica pudiera llevar a un comportamiento indeseable, e.g. causar el llamado
“chicoteo” (chattering) del control, esta ley de control puede redefinirse para obtener la siguiente
funcién RCA asintdtica (diferenciable excepto en 9E(7%))

) ur(2), si x e RUMN\E(T™)
w {x) = , (4.19)
-4 B Pz, size&(r™)

donde 7 > 0 es arbitrario, que estabiliza asintdticamente al sistema lineal {4.1) {¢f [60] y
(62]).

Proposicién 3.2. Con base en las hipéthesis H1 y H2, si 7(x) es una solucion admisible del
problema de optimizacidn {4.17), entonces para cualquier 7 > 0, el control (4.19) satisface
lu*(z)|ls < 1 y el sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.19) es EGA.

Prueba. Como 7(z) es una solucién del problema de optimizacién, entonces [|u™(z)]|s < 1.
Por otra parte, tomando en consideracién a la hipétesis H1, que 7(z) es admisible, y el sistema
a lazo cerrado (4.1)-(4.19), para toda x € R*, obtenemos que

' —327Qr + 2 PBu-(2), st e RME(T™)
V() = _ , (4.20)
~127Qz — L (@TPBBTPx), size&(rX)

es semidefinida negativa. Luego, el punto de equilibrio 2 = 0 del sistema a lazo cerrado es
estable. Finalmente, la EGA del sistema (4.1)-(4.19) se sigue de la Proposicién 2.1. [ ]
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Con respecto a una clase de incertidumbres que preservan la estabilidad de Lyapunov pode-
mos hallar estabilidad robusta del sistema a lazo cerrado. Es decir, si

2= (A+ AA)z + Bu (4.21)

es el sistema real, y el control (4.19) estd disefiado con base en la matriz nominal A, el siguiente
resultado es una consecuencia de la prueba de la Proposicién 3.2.

Corolario 3.3. Supongamos que la matriz A es robustamente Lyapunov estable con respecto a
la incertidumbre AA (i.e., (A+AA)TP + P(A+ AA4) = —Qa, para alguna Qa > 0). Bajo las
hipétesis de la Proposicién 3.2, el control (4.19) satisface ||[u*(2)|ls < 1 y el sistema (4.21)-(4.19)
es EGA. d

El resultado anterior establece que el sistema a lazo cerrado es robustamente estable en la
medida que la incertidumbre A A preserve la propiedad de estabilidad de Lyapunov. La preser-
vacién de la estabilidad de Lyapunov bajo perturbaciones suele hallarse en muchos sistemas
fisicos.

Con el objeto de satisfacer la restriccién del control, [|u(x)||s < 1, el método de los multipli-
cadores de Lagrange [40] proporciona una condicién necesaria y suficiente para que se tenga un
extremo, condicién que se reduce bésicamente en hallar una funcién ¢ = ¢(7) como la solucién
de la relacién (frontera elipsoidal)

9E(7) = {x e R™: V(1) = c(r)}, (4.22)

sujeta a la restriccién Jju(z)||s < 1. Resolviendo tal problema de optimizacién, el hasta ahora
pardmetro T se convierte en una funcién de los estados (7 = 7(x)). Este procedimiento serd
desarrollado en la siguiente seccién.

4.4 Resultado de estabilizacién global

Consideremos el sistema lineal (4.1), donde A es una matriz n x n-dimensional que satisface la
hipétesis H1 y B es una matriz 7 x m. De la Proposicién 2.1, si ademas se satisface la hipdtesis
H2, la EGA del sistema (4.1) se garantiza mediante el control lineal (no acotado)

1
up{z) = —=B' Pz, (4.23)
T

para T > 0 fija.

Si el conjunto B = {u € R™ : |u;| < rj, 7 > 0,4 = 1,...,m} (una caja m-dimensional)
se tomara como la restriccién sobre el control, tendriamos que resolver un problema de pro-
gramacién c-parametrizado no suave. Por lo tanto, a fin de obtener una aproximacién suave
cuadrdtica de B, se introduce aquif un elipsoide. Denotemos con || -||s a la norma S-euclideana en
R™: |lulls := vVu' Su, donde S := R~2 y R es una matriz m x m definida positiva y simétrica.

Por consiguiente, si suponemos que el control toma sus valores en la bola unitaria en la
norma S-euclideana, u € B = {u € R™ : |ju(z)||s < 1} (el elipsoide mencionado anterior-
mente), tenemos el siguiente resultado sobre entradas globalmente sujetas tanto a cotas sobre
sus magnitudes como en sus derivadas.



Teorema 4.1. Supongamos que el sistema lineal (4.1) satisface las hipotesis H1 y H2, y
ademds, sin pérdida de generalidad, que B tiene rango maximo. Entonces, la EGA del sistema
lineal (4.1) se obtiene mediante la funcion RCA w*(z) dada en (4.19), que satisface u* € B3,

con
Uy (‘,‘) - U : -B 24

donde 7 > 0 es arbitrario, y A* = max arg(det(QSBTPB — Al) = 0). Ademds, para toda
x € R" tenemos que ||du*/dtlls < k, donde x > 0 estd definido en términos de las matrices
A, B y P, la matriz para cota en el control S y el pardmetro 7.

Prueba. Primero resolveremos la ecuacién (4.22). Como el problema de programacion (4.17)
es convexo y para toda @ # 0, VoV (2) # 0, la condicién necesaria para un extremo es también
suficiente: * es una solucién éptima del problema de programacién (4.17) ssi existe una A\* > 0
tal que el par éptimo (z*, \*) € R" x R satisface

Vel — BTP@*”% N2 TP 0, (4.25)

donde V.(-) denota el gradiente respecto a . Dado que B tiene rango mdaximo, de (4.25)

obtenemos
(x*TPB) (25BTPB - ,\*[) -0, (4.26)

donde [ es la matriz identidad m xm y A* € R (constante) es la mayor raiz positiva del polinomio
p(A) = det(2SBTPB — AI). También, de (4.23), si (z*, \*) es una pareja éptima, para toda
x € 9&(e*), tenemos

272(*) = 2" T BPSBT Pa* = Ma*T Pa* = 2\*e(r(z*)) = A2 Pua. (4.27)
Por lo tanto,

2 *
e(r) = %; y 7(z)= )\2 aT Pz (una hipersuperficie conica). (4.28)
Entonces, de (4.18) con 7(z) dado en (4.28), obtenemos (4.24). Esto completa el problema
de optimizacién. Por otra parte, la EGA del sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.19) se garantiza
con base en la Proposition 3.1. Finalmente, procederemos con la cota global sobre la derivada
del control. Denotemos o = /2/X*, luego 7(z) = a~Yz|p. Asl, u-(x) = —allz||p' BT Pa.
Entonces, del sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.19) y retomando (4.2), obtenemos

Uy = HVr e BTPe— L BTP o =L (Ll TP &) BT Py - RTP )
=1 (L (aTPAx + wTPBuT) BT Py — BTPAx — (BT PB)u, )
=1 ((QQ{T( TQu) + & (u] uT)) wr — (BTPB)ur — BTPA.«L-).
Si || - || denota la 2-norma matricial inducida, entonces A* = 2|[SBT P3|, y obtenemos
. l 1/) 1 ) 2 T ‘ T 5 A A4 90"
lur |, < - OQQT lo } P el | el + | BTPBu. | +]BT Aaj | (429)
(a) () (c) ()

Derivemos a continuacién otras cotas mds titiles para las expresiones (a), (b), (¢) y (d):
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@ @2, < |l@v2p-12) ol

(b) lurll? < AZ2(SY2) = M (S712) = 512,

c) ”BTPBUT

5= [52BTPBS T8 | < 812 BT PBS 2 fuss
(d) HBTPA:CHS - ”(SI/QBTPAP‘UQ)PV%”I < }]51/2BTPAP-1/2H Es
Entonces, reemplazando las cotas dadas en (4.29) con las previamente obtenidas, tenemos

s S (»az @242 i + (s s

= “SI/QBTPAP“I/QH nmup

Ur V2BT PRS-~ 1/2“ ) lurllg

Consecuentemente, de la definicién de 7(z), del hecho de que ésta es una funcién mondtona
creciente y como ||u,||g < 1, finalmente obtenemos, para toda 2 € R*

X

#, = ek Gl fonras-i)
4% HSI/QBTPAP‘I/QH , (4.30)
donde, & se define como la parte derecha de la desigualdad anterior. ]

Corolario 4.2. Supongamos que el sistema lineal con control escalar (4.1) satisface las hipdteses
H1 y H2. Entonces, la EGA del sistema lineal se obtiene mediante la funcion RCA u*(x)
dada en (4.19), que satisface [u*| < r, r > 0, con

r

[16llp Izl p

donde 7™ > 0 es arbitrario. Ademds, para toda © € R™, tenemos

y

ur(@) = — b Pa, (4.31)

X| < o= 2“Q1/2P—1/2H +2 = lbl3 + [P aR-12)). (4.32)

Prueba. Como B = b € R", entonces S := r=2 > 0. De aquf que, a partir de (4.26) tenemos
que b Px* # 0, donde z* es una solucién éptima. Ahora, si consideramos (4.28), entonces

7..27 2

clr) = g s T(x):%”b”puxu,,. (4.33)

Por lo tanto, de (4.18) con 7(2) dada en (4.33), obtenemos (4.31). Ademads, la cota sobre la
derivada admite una expresién més simple que (4.30). En efecto,

Ur = 5= (2T Qz)u, + 1 ((glr;u (bTPb)) Ur — bTPAm> Entonces,

T

< (b7 Pb) &2 2T Q) jur| + 4 ((1 — Hu? ) (b7 Pb) Ju-| + ’ bTP 41’)

= TorZy7

Ur




De lo cual, y trabajando de manera andloga al derivar (4.30), finalmente obtenemos (4.32). W

Observacion 3. Basados en la hipétesis H2, tenemos que 7(x) dada en (4.28) es una funcién
de Lyapunov propia (i.e., es definida positiva, radialmente no acotada y dr/dt < 0 para toda

o

x € R™\ {0}), y es una funcién no Lipschitsz en el origen. d

Observacién 4. La cota s admite una interpretacién geométrica en términos de la curvatura
del elipsoide £(7) y el conjunto elipsoidal de controles B2. En efecto, observemos que

| (M) , (4.34)

[PYRAPTR < A B P < Al (2

A

donde ¢7L = Amax(PY2) = |PY2)] ¥ Cimax = Amax(P~Y2) = | P=Y/2||, corresponden a la minima
y la mdxima longitudes de los semiejes de OE(T) |¢=1/2. Un resultado andlogo puede obtenerse
en términos de S. De esta forma, en la medida que ambos elipsoides se aproximen a una bola,

el valor de s se verd minimizado. O

Observacién 5. Podemos dar una conexién con un resultado dado en [63]. Iin ese trabajo, se
obtuvo la EGA mediante una retroalimentacién lineal saturada para el caso simple de sistemas
lineales (4.1) tales que los eigenvalores de la matriz A son simples con parte real cero. Entonces
existe un transformacion de semejanza T tal que A’ = T~ VAT es antisimétrica. Por lo tanto,
identificando A con A’, obtenemos que P = pI (donde p > 0 e I es la matriz identidad n x n),
satisface (4.2), y el sistema lineal es EGA mediante la retroalimentacion

P

VBT B

ur(z) = — BTz, (4.35)

X

que satisface ||u-{z)||r < r. Observemos que u-(z) (4.35) no depende de la eleccion de la matriz
P. Asl, este control es éptimo en el sentido de la cota sobre su derivada: ||du*/dtll; < re=
r{||A|l +2||BT B||/1>) -observemos que # es P-independiente, pues 7% = pp*. t

Observacién 6. Otra reformulacién de la funcién de control u(2), que también evita la singu-
laridad en 0, estd dada por la siguiente funcién RCA global asintdtica. Definamos la funcién
de control (r,¢)-dependiente

1

— BT Py 4.36
£+ 7(x) + (4:36)

us(z) 1= —
donde ¢ > 0, es un pardmetro de sintonfa suficienienente pequeno. Es ficil probar que u:(2)
estabiliza global y asintéticamente al sistema (4.1). Observemos que el control (4.36) nunca
alcanza sus extremos, ||[u:(2)lls < 1; lo cual significa que el control (4.36) no usa todo el recurso
de control disponible. Por otra parte, una combinacién de este control con (4.19) permite que
 dependa también de £; lo cual da lugar, aunque sélo semiglobalmente, a un mayor rango de
cotas sobre la derivada del control. O

Observacién 7. Vale la pena mencionar que el control (4.24) es una aproximacion suave al
control éptimo (discontinuo) construido en [8], para el caso de sistemas lineales auténomos.
En ese trabajo, si 2 € & = {z € R® : BT Px = 0}, el control éptimo no singular ue,(z) =
—(BTP2)/||BT Pz||s se obtiene resolviendo cierto indice cuadritico; mientras que, cuando @ €
%, los fendmenos singulares resultantes son estudiados en detalle. O
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4.5 Estabilizacién semiglobal para los sistemas lineales ACOCA

Debido a que en muchos problemas practicos uno estd interesado en regiones acotadas, se justifica
obtener una propiedad de estabilizabilidad semiglobal asintdtica en lugar de la global. Una
desventaja principal del enfoque semiglobal radica en que al tener una regién de estabilidad
grande implica bajas ganancias y en consecuencia, una convergencia lenta, cf. [2]-[37]-[48].
En esta seccién, abordaremos este problema aplicando el esquema de ganancias programadas
desarrollado en la seccién anterior y las ideas geométricas consideradas en el Capitulo 3 (o [60]).

Un resultado semiglobal para los sistemas lineales ACOCA puede obtenerse como sigue.
Consideremos un conjunto acotado arbitrario D C R™. Sea II(#) > 0 una solucién de la siguiente
ecuacidn algebraica de Riccati (EAR)

1
ATII+TIA - 21IBB I + 52=0, (4.37)
donde 8 > 0, y @ es una matriz simétrica definida positiva [60]. Definamos la funcién cuadrética

Vi) = —Q—xTHa;. (4.3%)
Con base en lo desarrollado en el Capitulo 3, supongamos que la entrada u toma sus valores
en el conjunto compacto B = {u € R™: |Ju;| < r, i = 1,...,m}, la bola de radio r > 0 en la
oco-norma en R™ (un r-hipercubo). Entonces, existe § > 0 tal que D C &, donde

Eg={zeR":V(z) <}, (4.39)
para algin cp, especificado en (4.41), y ademsés, la retroalimentacién
ug(z) = =Bz, (4.40)

satisface |ug,(z)| < 7, i = 1,...,m, para toda x € &. El procedimiento de optimizacién desarrol-
lado en la seccién anterior no puede ser aplicado aqui porque & estd implicitamente definida en
términos de la matriz IT (y viceversa). Consecuentemente, tomemos una 6* fija, y transformemos
el problema con restricciones en ug(z) en el problema de estimar los valores minimo y méximo
de ug; en la hipersuperficie 0&y = {x € R™ : 6(z) = 6*}. Luego, el pardmetro asociado ¢} se

define por
2

S (4.41)

¢y = min{c } =
6 — 10,--Cmoyr, Co; = 2()?‘1—1(9*)()1

Definamos Nz := Ar + Bug(z) = (A — BBTII)z, tal que su espectro se localice en el
semiplano izquierdo abierto del plano complejo, o(N) C C~. Entonces en la regién &, tenemos
que |ug,(z)| < r,i=1,...,m, z= Nz, y (t) — 0, cuando t — oo (asintéticamente). Es decir,
el conjunto D estd contenido en la regién de atraccién del origen.

Sin embargo, la retroalimentacién ug(x) es del tipo de baja ganancia: si la regién & es
grande, las ganancias son proporcionalmente pequenas. Por lo tanto, redefiniremos el control
ug(x) de forma tal que obtengamos un control de alta ganancia en la regién &. La idea es
disefiar un control u(x) cuyas ganancias sean funciones monétonas decrecientes en 7 y tales que
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si 7 — . entonces u{x) = uy(x) -el control de baja ganancia sea recobrado en d&. El control
propuesto es del tipo de baja ganancia (), alta ganancia (7) [48],

1
ur() = (l + :) ug(z), 7>0. (4.42)
Entonces, debemos resolver un problema de optimizacién andlogo a (4.16), dado por
1 1
min7 >0, tq. (1 + :) lug(a)li; £ v eolr) = V()= 59;TH:1‘. (4.43)

Teorema 5.1. Supongamos que el sistema lineal (4.1) es ACOCA, y que ademads, sin pérdida
de generalidad, B tiene rango mdximo. Consideremos un conjunto acotado D C R" y sea
[1(8) > 0 una solucion de EAR (4.37), donde 0 se elige de manera tal que D C & (4.39).
Redefinamos la funcion de control u*(x) dada en (4.19) reemplazando 7> con ~*. Entonces.
para cualquier 0 < ~* <1, el control modificado w*(x) con

ur(z) = L BTz, (4.44)
(@)
es una funcion RCA que satisface u* € B2 = {u € R™ : |ju]l; < r} -la bola euclideana de radio
7, v con base en la cual el sistema a lazo cerrado resultante es semiglobal asintdticamente estable
en la region &, donde v(x) := a~Ya|lq, con a = v/3* ¥y 8* = (max; b 11b;)*/2. Ademds, para
toda x € &, tenemos ||du*/dt||; < &, donde x > 0 estd definido en términos de las matrices
A, B v 10, la cota del control r y el pardmetro .
Prueba. La demostracion es similar a la prueba del Teorema 4.1. Supongamos gue II =
[1(#) > 0 es una solucién de la EAR (4.37), v consideremos una version adecuada de (4.25).
Debido a la convexidad del programa (4.43) y como para toda z # 0, V.V (2) # 0, la condicion
necesaria para un extremo es también suficiente. Entonces, después de algunas manipulaciones
algebraicas, obtenemos

eo(7) = —2— = 577, (4.45)

)

donde ¢ estd dado en (4.41). Por lo tanto,

1
OEy(7) = {1 eR": V(z) = 3‘L‘THH) = 09(7)} : (4.46)

De 1o cual,

3% = , G*vVaTlle
ey =—vValllx vy T2)= —r—e—0.
@) r y o) r—3vVaTlla

Asf, de (4.42) con v(z) dado en (4.47), obtenemos (4.44). Esto completa el problema de
optimizacién. Es ficil verificar que 7(x) es admisible en &: es una funcion suave (excepto en
x = 0) definida positiva en & y, para cualquier 7% > 0, se satisface la igualdad 9&(7) =
0SS« ={z eR":7(x)=7"}

Consecuentemente, en vista que ~(xz) es una funcién mondtona creciente, tal que en &y,
0 < ~(x) <1, con #(x) lae,= 1, la propiedad de estabilidad semiglobal se obtienc observando
que dentro de E\Ep(77),

V()= -2’ <2—10Q + < (17‘) — 1) HB.BTU> 7, (4.48)

(4.47)




es definida negativa. Finalmente, procederemos con la cota semiglobal sobre la derivada de la
entrada. Retomando (4.37), u-(2) (4.44) y algunos cilculos algebraicos, obtenemos
Ur = o (xTHAm + .’L‘THBU-,-> BTz -2 ((BTHB)UT + BTHAx)

=& (327 Qz + (2 = 1) Juel}) ur — L (BTIB)u, + BTTIIAZ).

De lo cual, y como ||u,||; < r, mediante una derivacién andloga a (4.30), obtenemos finalmente,
para toda z € &g, :

' 1 2 1 1 1
x 1/2y7—1/2 _ %2 T T -1/2 4
wrj < (29 @2l + (x-D8%+x||B nB| + > |B A “) (4.49)
donde, « se define como la parte derecha de la desigualdad anterior. n

Observacién 8. Debemos remarcar que un control similar a (4.42) fue también propuesto
en [48]. Sin embargo, en ese articulo, p (:= 1/7) era considerado como un pardmetro de sin-
tonfa; mientras que en este capitulo, se introduce como una solucién de un procedimiento de
optimizacién con lo cual 7 = 7(z) -una funcién de los estados. De esta forma, el problema de
programacién (4.43) puede ser concebido como un procedimiento para sintonizar el pardmetro
de alta ganancia 7 (de hecho, un sintonizador dependiente de los estados). O

4.6 Ejemplos

Ejemplo 6.1. Consideremos las siguientes ecuaciones normalizadas de movimiento para un
navegador inercial [9]

zy 0 -1 0 T 0
2z | =11 0 1 2o | H+ul 0, |u<r (4.50)
563 0 0 0 X3 1

donde z; es el error de la velocidad hacia el Este, 25 es la inclinacién de la plataforma respecto
al eje Norte, x3 es la desviacién del giroscopio norte y la entrada u es la desviacién de la razén
de cambio del giroscopio. Para el sistema no controlado ((4.50) con u = 0), el origen es un
punto de equilibrio marginalmente estable: o(A) = {0, £i}. As{, la hipdtesis H1 se satisface, y
unas matrices P and @ que satisfacen la ecuacién (4.2) son, e.g.

P=

>0 y @ =03xs, (4.51)

o o
o ©
0 o

donde p > 0y ¢ —p > 0. Ademds, un cédlculo ficil muestra la validez de la hipdtesis H2, lo
cual garantiza la EGA del sistema a lazo cerrado dado por (4.50) y la retroalimentacién (no
acotada)

u,mb(rc) = —-bTP.’L‘ = -—(])l‘1 -+ (],7;3). (4.52)
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No es diffcil de probar que una retroalimentacién lineal saturada (RLS) simple basada en (4.52)
da lngar también a la EGA del sistema. Fijemos la condicién inicial T = (1, -3.4), la cota
de la entrada en r = 1 y las entradas de la matriz P: p = 2 y ¢ = 3. Las evoluciones de los
estados del sistema a lazo cerrado correspondiente se muestran en la Figura 1{a). Como se
puede ver en la Figura 1 (b}, esta RLS se comporta como un control de tipo discontinuo, pues
tiene variaciones muy rapidas. En el caso en que esta caracteristica fuera indeseable, el método
de disenio propuesto puede aplicarse para salvar este “mal funcionamiento™. De (4.33), tenemos
la ley de control acotada

—r(px1 + qa3)
\/pq(a“f + 22 -+ 2y28) + 2

ur{a) =

Usamos una versién redisefiada de la RCA (4.53) basada en (4.19) con 7 = 1, de manera que
el sistema a lazo cerrado resultante deviene EGA. En la Figura 2 (a), puede observarse que la
funcién redisefiada RCA da una dindmica satisfactoria del sistema a lazo cerrado (4.50)-(4.53).
En la Figura 2 (b), se muestra céomo este control tiene un comportaniiento mejorado sobre el
de la RLS. Finalmente, la cota global sobre la derivada de la entrada » dada en (4.32), que
corresponde ap =2, ¢ =3, r=1y 7% =1, es k = 1 + 2v/3/3 = 2.1547; mientras que usando
un programa de optimizacidn, el maximo valor global que alcanza [du™ /dt| es cercano a 1.83.0

Ejemplo 6.2. Consideremos el siguiente modelo no lineal de un puente de carga (crane with
hanging load o loading bridge) [1]-[9]

T To 0

. ) 1

12 _ ,}LQ(II,:S, fLJ) +u me+my senZxry : ’“i <
T3 Ty 0

- vy _ coszy

Ty f=1 (3'37 ‘7’4) L{metmp sen?ay)

(4.54)

f ( - ) _ (gcosx3+in)mL senry
olT3,2q) = metmy, senZzy

con
oy {g+L :521 cosx3)}my, senry+g mesencs
falws, z4) = — L {ms+mp sen?zy) J

donde z; es la posicién del “crad”, x5 es su velocidad (z;= 22), x3 es el dngulo del cable (en
radianes), x4 es la velocidad angular (z3= z4) y la entrada u es la fuerza que acelera el “crab”.
Los pardmetros considerados son la masa del “crab” me > 0, la longitud del cable L > 0, la
masa de la carga my, > 0 y la aceleracién de la gravedad g = 9.81 m/s®. El modelo no lineal
del puente de carga (4.54) se linealiza para un dngulo pequedio de deflexién 3 y una velocidad
angular pequefia xy. Si hacemos coszs ~ 1, senzz =~ 3, senz; &~ 0y 21 ~ 0, obtenemos el
siguiente modelo lineal

i‘l 01 0 0 T 0
To 00 a O To c .
= s , o lup <o, 4.55
B 00 0 1 2 | TE 0 luf < (4.55)
0 0 & O X4 d

Ty



donde los pardmetros de entrada de la matriz (a, b, ¢ and d) se definen como: ¢ = 1/m,,
a=mrge,d=—c/Lyb=(my+m)gd FEn este caso, aunque el sistema a lazo abierto
((4.55) con u = 0) no es estable en el sentido de Lyapunov (la hipdtesis H1 no se satisface),
es un sistema lineal ACOCA: [l origen es un punto de equilibrio marginaliente inestable,
a(A) = {0,0,+4+/]b]}. Ademés, las matrices IT y @ pueden elegirse de la ecuacién (4.37), e.g.
() = (mi;) > 0 and Q =diag(q1, g2, 93, q4) > 0. Asf, el sistema a lazo cerrado dado por (4.55)
y el control (no acotado) (4.40)

ug(x) = ~b' Iz = —(k1xy + koxg + ksws -+ kqxy), (4.56)

es EGA, donde k) = enyo + dmyy, ke = emog + dmog, ks = cmag + dmag y kg = emyo + dmyg.

Con el objeto de resolver la EAR (4.37) con una matriz diagonal @, se proponen las entradas
mag = (myp, + me) ks y w34 := Lmyp ks; de esta forma, la ganancia k3 se reduce a Vq3/20 y asf
las entradas restantes de la matriz IT pueden obtenerse en términos de las ganancias del control
definidas por ky := /q1/20, ka := /712 + q2/20, k3 y k4 = /T34 -+ q4/20 y el sistema no lineal
de ecuaciones algebraicas resultado de (4.37). Para los propésitos de simulacién, se tomé como
condicién inicial a & = (70, —0.1,0.003,0), los pardmetros m, = 200, my, = 1000, L = 10 y
6 = 1, la cota del control » = 10; la matriz @ elegida es diag(2,63,72,50), asf las ganancias
son k; = 1, kg = 35.075, k3 = 6 y k4 = 245. Ademsds, con el objeto de comparar las técnicas
alternas de disefio de control, aplicamos los disefios de control al modelo original no lineal (4.54).
En primer lugar, se puede usar una retroalimentacién lineal saturada (RLS) simple basada en
(4.56) para estabilizar el sistema. Las evoluciones de los estados del sistema a lazo cerrado
correspondiente se muestran en la Figura 3 (a), y la del control saturado en la Figura 3 (b). Sin
embargo, este control se comporta como uno discontinuo, pues tiene variaciones “muy répidas”,
i.e. |u|>> 1. En este caso, esta caracterfstica es ciertamente indeseable, porque la dindmica y
las no linealidades del motor de traccién se descartaron a fin de simplicar el modelo (4.54) [1].
Estos supuestos implican que el disefio del control debe garantizar que tanto |u| como |u| no
sean excesivamente grandes. Por lo tanto, el método de disefio propuesto es apropiadamente
aplicado en este caso. De (4.44), tenemos la ley de control acotada

rug(x)
\/ (?mop + 2cdmos + d?myy) (mTHa)),

ur(z) = (4.57)

donde 2Tz = 2 i,j TiT G

Aquf usamos una versién redisefiada de la RCA (4.57) basada en (4.36) con € = 0.1, de
manera que £ = 0 es un punto de equilibrio asintdéticamente stable. Como puede verse en la
Figura 4 (a), esta RCA redisefiada da una dindmica satisfactoria del sistema a lazo cerrado
(4.54)-(4.57); y en la Figura 4 (b), podemos apreciar el desempefio de este control. O

51



Figure 0.1: Ejemplo 6.1. Evolucién de los estados del navegador inercial (4.50)
correspondientes a una RLS basada en (4.52), arriba; y el desempeno del control,
abajo; para la condicién inicial Z = (1, -3,4).
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Figure 0.2: Ejemplo 6.1. Evolucién de los estados del navegador inercial (4.50)
correspondientes a la funcién RCA redisefiada (4.53) (7™ = 1), arriba; y el de-
sempefio del control, abajo; para la condicién inicial T = (1,-3,4).
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Figure 0.3: Ejemplo 6.2. Evolucién de los estados del puente de carga (crane)
(4.54) correspondientes a una RLS basada en (4.56), arriba; y el desempefio del
control, abajo; para la condicién inicial Z = (70, —0.1,0.003, 0).
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Figure 0.4: Ejemplo 6.2. Evolucién de los estados del puente de carga (crane)
(4.54) correspondientes a la funcién RCA redisefiada (4.57) con € = 0.1, arriba;
y el desempeno del control, abajo; para la condicién inicial = (70, —0.1,0.003, 0).
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5. ESTABILIZACION DE SISTEMAS NO
LINEALES MEDIANTE CONTROLES ACO-
TADOS: ENFOQUE DE PROGRAMACION
PARAMETRICA

5.1 Introduccidn

Consideremos el sistema afin con entradas multiples
m
z= f2) + Y ujg;(e), (5.1)
j=1

donde 2 € R™, f, g; : R* — R™ j = 1,...,m, son funciones suaves y la entrada u toma
sus valores en la bola p-normada de radio r > 0, u € B = {u € R™ : JJu|l, < r}, donde
full, = (& + ... + u2)/? es una p-morma, para p € N par. Sin pérdida de generalidad.
supondremos que el origen es un punto de equilibrio de la dindmica libre asociada de (5.1), i.e..
f(0) =0. '

En este capitulo, estudiaremos el problema de la estabilizacién global asintética (EGA) del
sisterna (5.1) mediante una funcién de retroalimentacién de control acotada (RCA) u = u(x),
sujeta a la restriccién ||u(z)|l, < r. A lo largo de este capitulo, la estabilizacién siempre serd
entendida como estabilizacién del origen.

En los dltimos afios, ha habido un creciente interés con respecto al problema de la estabi-
lizacion global de sistemas lineales mediante funciones RCA; mientras que, para el caso gener:l
de sistemas no lineales (5.1) hay relativamente pocos resultados, que estdn principalmente ori-
entados a los sistemas bilineales.

El problema anterior dio pauta para la caracterizacion de una clase de sisternas lineales: Sis-
tema lineal asintdticamente controlable en el origen con controles acotados (ACOCA). Como
es bien sabido, un sistema lineal es ACOCA ssi es estabilizable por controles arbitrariamente
pequenos (cf. Sontag [56] y las referencias ahf contenidas). Fste problema de estabilizacién ha
sido abordado mediante dos metodologfas principales: (i) Diseriar controles no lineales basacos
en retroalimentaciones lineales saturadas (RLS) o (ii) disediar controles no lineales mds gen-
erales. Para la primera metodologia (i), la propuesta natural de tomar una RLS simple se probd
fallida para obtener la EGA de la clase de sistemas ACOCA (en especifico, el n-integrator
(n > 3) Fuller [12]), aunque este resultado sf puede obtenerse con la clase general de las funciones
RCA (c¢f. por ejemplo [57]-[60]-[6-1]). En vista de este resultado negativo, Sussmaun-Sontag-
Yang [64] generalizaron un método debido a Teel [65] (el enfoque de saturaciones anidadas),
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para obtener la EGA de los sistemas lineales ACOCA mediante combinaciones lineales v com-
posiciones anidadas de RLS. Respecto a la segunda metodologfa (i), Komarov [27] usé una
estimacion elipsoidal de los conjuntos controlables de sistemas lineales, pues estaba interesado
en una aproximacion suave del problema de control en tiempo éptimo. Un pardmetro de tal
aproximacion elipsoidal se obtiene resolviendo una ecuacién diferencial matricial no lineal. El
estabilizador resultante es una funcién RCA de tiempo finito subdptima, que es suave ex-
cepto en el origen. Empero, la regién donde el control estd definido no estd bien determinada.
Baséndonos en el enfoque de Komarov, en el Capitulo 2 (o [62]), establecimos una conexién en-
tre la estabilizacidn asintdtica y la de tiempo finito via un redisefiamiento del control, y ademds
obtuvimos una funcién RCA. Ese capitulo contiene también una solucién al problema de EGA
para el n-integrator.

En el Capitulo 3 (o [60]) introdujimos una técnica cue proporciona un resultado de asignacién
de eigenvalores para sistemas lineales con controles acotados. Mediante ese método. construimos
una funcién RCA que permite: (i) la EGA de los sistemas lineales ACOCA: y (i) para los
sistemas lineales controlables cuyas dindmicas libres son inestables, da lugar a una estimacion
interna de la regidn de atraccién. En ese capitulo, partimos de la teorfa LQ para derivar una
retroalimentacion estabilizante global, cuyas ganancias dependen del tamano de los estados
(ganancia programada). Para este propdsito, se debe resolver una familia 7-parametrizada de
ecuaciones matriciales algebraicas (o diferenciales) de Riccati para obtener el control.

Es importante hacer mencién que en las dos metodologias ([27]-[62] y [60]), el sistema a
lazo cerrado resultante estd definido implicitan:ente, en el sentido de que consiste de un sistema
de ecuaciones diferenciales mds una ecuacién algebraica no lineal. Ademds, los controles son
estabilizadores de tipo lineal de la forma u(z) = —K(a)z, cuya ganancia, que depende de los
estados K (), ajusta la amplitud de la entrada de acuerdo al tamafio del estado para satisfacer
las cotas sobre la entrada. En este sentido, las dos metodologias pueden concebirse como de
ganancias programadas.

Por contraste con el caso de sistemas lineales de control, la caracterizacién de sistemas no
lineales que sean del tipo ACOCA permanece aun como un problema abierto. Ademds, las
estrategias generales que se han propuesto para estabilizar los sistemas no lineales mediante
control acotado es una tarea sumamente diffcil.

Entre las herramientas que usualmente se emplean para la estabilizacién de sistemas no
lineales se hallan el andlisis de Lyapunov, el principio de invariancia de LaSalle, la teoria de la
ariedad central, y dlgebras de Lie [5]-[19]-[23]-[31]-[35]-[33]. A este respecto, Jurdjevic-Quinn
(J-Q) [23] desarrollaron un enfoque exitoso, basado en una condicién del tipo de rango de
controlabilidad definida en términos de dlgebras de Lie: la llamada condicién ad. En [23], se
considerd el caso sistemas afines con entrada escalar cuyas dindmicas libres son lineales y la
matriz de transicién de estados es unitaria. Para sistemas bilineales con entrada escalar, los
siguientes resultados fueron obtenidos bajo la misma linea de la técnica de J-Q: (i) Slemrod
[50] propuso una mejora a la condicién ad para obtener un control saturado que estabiliza
global asintéticamente la clase de sistemas bilineales homogéneos cuya matriz de transicién de
estados es antisimétrica; y (i1) Gauthier y Kupka [14] investigaron el problema de la EGA
de los sistemas bilineales con dindmica libre disipativa, via leyes de retroalimentacion suaves

'y controles discontinuos. Estos dltimos autores también presentaron condiciones para obtener
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la EGA de sistemas no lineales mediante controles retroalimentados suaves arbitrariamente
pequerios -una propiedad que caracteriza la clase de los sistemas lineales ACOCA.

También se han propuesto métodos diferentes al enfoque J-Q para la estabilizacién de sis-
temas bilineales. Mohler {43] abordé el problema de la estabilizacién de sistemas bilineales con
control escalar usando controles de tiempo éptimo (bang-bang); mientras que Longchamp [39]
investigd la estabilizacién mediante controles bang-bang que determinan una condicién de modo
deslizante (sliding mode). Finalmente, para los sistemas bilineales con entradas muiltiples, Gut-
man [17] obtuvo estabilizadores incluso cuando los eigenvalores de la dindmica lineal libre tienen
parte real positiva, e introdujo un esquema de control acotado para sistemas bilineales diddicos,
el control division.

Recientemente, sobre la linea de investigacién de [14], Lin [34] obtuvo la EGA de cierta
clase de sistemas afines con entradas multiples, cuya dindmica libre es lineal y Lyapunov es-
table, bajo la consideracién tanto de funciones retroalimentadas suaves (no acotadas) o acotadas
(“estabilizadores pequefios” discontinuos). Lin derivé una condicién ad, que generaliza los re-
sultados obtenidos por Lee-Arapostathis [31] y Byrnes-Isidori-Willems [3], ¥ que mejora la de
J-Q. En Lin {35], el método previo fue extendido para obtener la EGA para la clase general
de sistemas no afines pasivos. Dado que los sistemas pasivos tienen la propiedad tipo ACOCA
[35] antes mencionada, éstos pueden pensarse como sistemas no lineales “casi lineales”. Para
més propiedades sobre esta clase importante de sistemas, cf. [5]-[19]-[70].

Es importante notar que en los métodos antes mencionados, los controles son bien sea (i) del
tipo de baja ganancia -que implica que la estabilizacién global asintética se obtiene a expensas
de variaciones lentas de la funcién de control, y por ende obteniendo (probablemente) un pobre
desempeno y largos tiempos para terminar (settling times), o bien (ii) controles bang-bang -que
pueden concebirse como controles con ganancias infinitas, 1o cual impide sus usos en algunas
aplicaciones.

En este capitulo, se presenta un enfoque de disefio que permite via un control retroalimen-
tado acotado, la estabilizacién global asintética de sistemas afines cuyas dindmicas libres son
Lyapunov estables. Como mencionamos antes, en el Capitulo 3 (o [60]), disefiamos un control
acotado basado en la teorfa LQ con ganancias dependientes de los estados para la estabilizacién
global asintética de los sistemas lineales ACOCA. Con base en las ideas bdsicas usadas en los
Capitulos 3 y 4, la ley de control (de alta ganancia) que proponemos en este capitulo, incre-
menta la ganancia a medida que la trayectoria controlada converge hacia el origen, con lo cual
se garantiza que las cotas sobre la entrada no sean excedidas. Grosso modo, el procedimiento
consiste en definir cierta funcién (7), tal que sea constante a lo largo de las fronteras de los
conjuntos de nivel ¢ de la funcién de Lyapunov asociada con el sistema sin control. Entonces,
si tomamos esos conjuntos de nivel ¢ en una sucesién de tamafio decreciente (que converge al
origen), se asigna a cada conjunto tal la mayor ganancia posible correspondiente (via 7), bajo
la condicién de que el control se mantenga acotado. En general, ese procedimiento implica que
las ganancias, como funciones de la posicidn, se obtienen de la solucién de un problema de
programacion no lineal c-parametrizado.

Con especial interés se estudia una clase importante de sistemas homogéneos y sistemas
bilineales. Respecto a la primera clase, la ley de control construida estd explicitamente definida.
En el caso general no lineal (e.g., los sistemas bilineales no homogéneos), el sistema a lazo
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cerrado resultante estd implicitamente definido, en el sentido de que consiste de un sistema
de ecuaciones diferenciales mds una ecuacidn algebraica no lineal (requerida para obtener el
control). El control disefiado es una funcién de retroalimentacién suave, excepto en el origen
(que es una singularidad). En vista de que para un amplio espectro de aplicaciones, ésta es
una caracteristica indeseable (e.g., causa del llamado chattering del controt), siempre es posible
obtener un estabilizador continuo asintético mediante un redisefiamiento del control.

Dependiendo de algunas aplicaciones, e.g. robot manipuladores, procesos quimicos de con-
trol, etcetera, el considerar que la razdn de cambio sobre el control es ilimitada puede concebirse
como una desventaja de la mayorfa de lo métodos existentes para el diseno de estabilizadores
acotados: el control por lo regular semeja un control tipo bang-bang, especialmente cuando los
estados se hallan lejos del origen. Ese comportamiento excluye su uso en las mencionadas aplica-
ciones. debido a las respuestas naturales (e.g. inercia del actuador) de estos sistemas a estfmulos
externos. Comparado con esos métodos, una cualidad remarcable de nuestra técnica recae en la
“suavidad” de la derivada de los controles acotados. El método se aplica exitosamente a la clase
mencionada de sistemas homogéneos (que a su vez incluye a la clase de sistemas ¢ue pueden ser
estabilizados global y asintéticamente por retroalimentaciones lineales), y ademds se aborda el
problema cuando las entradas estdn sujetas a cotas globales en sus derivadas.

En muchas aplicaciones, el conjunto de restricciones del control se define como el r-hipercubo
m-dimensional (la bola co-normada) B° = {u € R™ : |lujje := max; |u;} < r}. Empero, si ésta
es considerada, el problema de programacién c-parametrizado serfa no suave, y por ende muy
dificil de resolver. Por lo tanto, se introduce aquf una bola de radio » > 0 via la norma p,
B2 = {ueR™: ||ull, £r} de forma tal que, al incrementar p, se pueda obtener cualquier grado
de aproximacién suave al conjunto de restricciones del control 52°. Por consiguiente, se obtiene
asf una utilizacién bastante buena del recurso (magnitud) disponible de control.

5.2 Preliminares y planteamiento del problema

Recordemos que una funcién V : R* — R se dice definida positiva ssi V(0) =0y V(z) > 0,
para toda @ # 0; y propia ssi, para cualquier ¢ > 0, el conjunto V7™1(c) = {z € R*: V() = ¢}
es compacto. En general, L, V{2) denota la derivada de Lie de la funcién V(z) en la direccion
de la funcion g;(z). Si g denota la matriz g(z) = (g1(2), ..., gm(x)), g; : R* = R". j = 1,...,m,
entonces definimos L,V () 1= (Lg, V (@), ..., Lg,, V(z))T.

En este capftulo, supondremos la siguiente.

Hipétesis H1. Supongamos que existe una funcion C* (k > 2) V : R* — R, que es definida
positiva y propia en R”, tal que el sistema a lazo abierto ((5.1) con u = 0) x = f{x) es Lyapunov
estable, i.e.

~—
[S2)
[

L¢V(z) <0.

g

It
o



Elijamos una salida artificial y := (L,V(x))T para el sistema (5.1). Entonces, el sistema de
entrada-salida

T = flz)+g2)u (5.3a)

y = hx)=(LV ()", (5.3b)
es pasivo [3]-[35] con funcién de almacenamiento V(z). En efecto, como LV (x) < 0 (de la
hipétesis H1), se sigue que,

V=LV (x)+ (LV(e)u<y Ty, (5.4)

lo cual implica la pasividad del sistema de entrada-salida (5.3) [5]-[35].
Ademnids de la hipdtesis H1, supondremos que el sistema (5.1) satisface la siguiente.

Hipdtesis H2. El sistema de entrada-salida (5.3) es detectable en cero (DEC) [35]. Es decir,
para toda x € R?,

si Vt >0, h(z(t,20;0)) [u=0= 0, entonces tlim a(t,aq;0) = 0, (5.3)
-00
donde x(t, zg;u) es una trayectoria de (5.3a) tal que z(0) = xo. O

Podemos establecer el siguiente resultado.
Proposicién 2.1. [5] Supongamos que el sistema (5.1) satisface las hipdtesis H1 y H2. En-
tonces, para cualquier p > 0, la funcién de control

u(@) = —py = —p(LyV(2))", (5.6)

estabiliza global asintdticamente al sistema (5.1). d

A lo largo de este capitulo, supondremos vélidas las hipétesis H1 y H2, y y = h(z) =
(LgV(z))T denotard la salida artificial (5.3b), a menos que se especifique lo contrario.
Observacién 1. La prueba de la proposicién anterior se basa en el Principio de Invariancia de
LaSalle [3]; en virtud de lo cual, la DEC se convierte en una condicién suficiente para que el
origen sea el méximo conjunto invariante contenido en {x € R™ : dV (z)/dt = 0}. Ademds, en
[5], se presenta un criterio (en términos de corchetes de Lie) para la DEC que establece una
relacién entre detectabilidad y algunas versiones no lineales de criterios de accesibilidad (e.g.,
[23]-{24])-[31]). O

En [34]-[35], Lin proveyd un criterio computable para verificar la DEC, tanto para los
sistemas afines como los no afines. Ese criterio es una mejora sobre los obtenidos previamente
en [3] y [31]. Introduzcamos la distribucién

D= gen{ad?g(a;) 0<i<n-1}. (5.7)
Sean Q y S los conjuntos asociados con V' (),

Q;:{xeR”:L}V(x):O,131’3/;} y

S:={xeR": L'LyV(2)=0,vde D,0<i<k—1}.



Entonces, una condicién suficiente {test) para que la hipdtesis H2 sea vilida es la siguiente.
Hipétesis H2’. La interseccion de ) y S es el conjunto unitario que contiene al origen, i.e.
aOns = {0} (5.9)

g

Hasta ahora, el control dado en (5.6) no es (necesariamente) acotado. Empero, en el caso
de los sistemas pasivos, Lin dio el siguiente resultado para estabilizacién {del tipo ACOCA).
Teorema 2.2. [35] Supongamos vdlidas las hipdtesis H1 y H2. [l sistema (5.1) es global
asintoticamente estabilizable mediante controles retroalimentados suaves arbitrariamente peque-
fos. O

Asl. uno puede usar la técnica de saturacion suave para obtener una funcién RCA glob-
almente definida que estabiliza global asintéticamente estos sistemas. En particular, Lin [35]
propuso la siguiente modificacién del control (5.6)

u{x) = —p(z) h{z),

, (5.10)
) — r

PI¥) = TG

que da lugar & una funcién RCA (5.10), tal que [ju(z)|]2 < », para cualquier » > 0 (aquf, ||+ ||2 es

la norma euclideana usual en R™). La funcién de control (5.10) estabiliza global asintéticamente
los sistemas afines no lineales (5.1) [35]. Resulta importante observar que este control es del tipo
de baja ganancia, i.e., obtenemos una estabilizacién global asintética a expensas de variaciones
lentas de la funcién de control. Los controles de baja ganancia pueden dar como resultado
respuestas “perezosas”’ y un bajo desempefio para todas las condiciones iniciales, incluso aquellas
cercanas al origen.

Una forma de obtener un control de alta ganancia consiste en incrementar la funcién p() a
medida que se reduzca la distancia al origen, de manera tal que el control use la maxima amplitud
de la entrada sin exceder la restriccién de la misma. El objetivo de este capitulo es dar una
metodologia para disefiar la ganancia del control como una funcion de la posicion, de forma que
se emplee todo el recurso (magnitud) disponible de control. La idea central es anmentar p(z)
cuando la trayectoria se aproxima al origen. En el disefio propuesto, p(2) es constante a lo largo
de las fronteras de los conjuntos de nivel de la funcién de Lyapunov asociada al sistema a lazo
abierto.

5.2.1 Ideas geométricas preliminares

Con el objeto de aclarar las ideas geométricas sobre las que estd basado nuestro enfoque de
diseflo, presentamos la estabilizacion de (5.1) mediante una retroalimentacién escalar (5.6) con
un parametro constante p > 0. Asi, en la siguiente seccion mostraremos como coustruir una
funcién de los estados p(a), que proporciona una funcién RCA y buenas razones de convergencia
para el sistema a lazo cerrado.
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Denotemos por U{p) la componente (subconjunto conexo) del conjunto definido por
{xeR*: —r < —ph(x) <r}, (5.11)

tal que 0 €intU(p). El conjunto U(p) es no vacio. Las fronteras de U(p) estdn dadas por los

siguientes conjuntos
Hi ={z e R": v*(2) = 0},

(5.12)
vE(2) = —h(z) £ <
Como 9~F/9p > 0y Oy~ /dp < 0, entonces es evidente que
U(p2) CU(p1). para py < po. (5.13)

Si consideramos la saturacién del control (5.6) para p > 0, U(p) C R™ es la regién donde el
control no se satura. Si p crece, entonces la regién de no saturacién del control U(p) decrece,
mientras que si p tiende a cero, tenemos

lim U(p) = R, (5.14)
p—0
y se recupera la dindmica del sistema a lazo abierto.

Denotemos por £(c) la componente del conjunto nivel ¢ (¢ > 0) tal que 0 €int £(c), corre-

spondiente a la funcién de Lyapunov V' (z) considerada en la hipétesis H1, del conjunto

{x e R*: V(z) <c}. (5.15)

Como U(p) es no vacio, existe un conjunto méximo &(c*), donde ¢* depende de p, contenido
en U(p). El conjunto £(c*) es invariante bajo las trayectorias del sistema a lazo cerrado (5.1)-
(5.6), luego todas las trayectorias que empiezan en £(c*) convergen asintéticamente a 0, mientras
que el control queda acotado por r. De esta manera, £(c*) es un estimado de la regién de
atraccién del origen, £(0), basado en la funcién de Lyapunov V(z). Ademds, a partir de (5.4)
y (5.6), tenemos

V=L;V(z) - ph*(z) < —ap, (5.16)

donde o = max; h%(z), para x € &£(c*) (recordemos que V(z) es propia). Para mejorar la
convergencia, debemos incrementar el valor de p. Sin embargo, debido a (5.13) el valor de
c*(p) se reduce (y por ende, el tamafio de £(c*)). Por el contrario, si £(¢*(p)) es mayor, las
trayectorias convergerdn mds lento. Aqui surge el dilema: ;Como disentar el pardmetro r como
funcién de la posicidn a fin de obtener una buena razén de convergencia y estabilidad global
con un control acotado? Iiste problema serd estudiado en la siguiente seccién.

5.3 Resultados generales

Cualquier g € R™ puede llevarse asintdticamente a 0 mediante una eleccién adecuada del
pardmetro p en el control (5.6). En efecto, sélo se requiere buscar un valor de ¢ = ¢(p) tal que

xo € E(c) C U(p). (5.17)
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En virtud de que £(c) es un conjunto de nivel (invariante) de V(z). la trayectoria x:(xg)
del sistema (5.1)-(3.6) convergerd asintéticamente a 0. Por otra parte, la inclusién £(¢) C U(p)
asegura que el control u(x) = —p h(z) no se saturard para toda ¢ > 0. Ademads, toda condicién
inicial puede llevarse a 0 mediante (5.6) debido a (5.14). En este sentido. podemos decir que el
sistema (3.1) es semiglobamente estabilizable por {5.6) con p constante. Como es bien sabido,
esto significa que para cualquier g € R", podemos elegimos p > 0 tal que ag € Q(0) -la region
de atraccién del origen. No obstante, mediante este enfoque, el sistema es semiglobalmente
estabilizado a expensas de un control de baja ganancia.

Resumiendo la discusion en curso, y retomando el caso de muiltiples entradas, el mejor disefio
semiglobal consiste en elegir el mayor valor de p de forma tal que el control u(x) = —ph(z)
minca se sature a lo largo de la trayectoria a¢(xo), i.e.. dado ap se elige p de manera que

y £(¢*) es el mayor conjunto de nivel contenido en U(p). Este problema puede plantearse como
el problema de programacién
maxp >0
(5.19)
t.q. &(c) cU(p).

Con el objeto de simplificar la presentacién, definamos 7 = 1/p. Entouces, el problema anterior
puede parafrasearse como

mint > 0
(5.20)
. @, <7y Vie) < Viw),

Dado que V(0) = 0 < V{(ap), para 2g # 0, es facil ver que si existe una solucién p* = 1/7°
al problema (5.20), entonces £(c*) = &(V(xg)) C Ulp*). Asi, p* serd el mayor valor de p
que permite la convergencia asintética al 0 de la trayectoria 2¢(2p) con la maxima razon de
convergencia respecto a la funcién de Lyapunov V(z), y al mismo que el control u(z) = —p*h(x)
permanece acotado, para toda t > 0.

Podemos obtener una formulacién equivalente més simple que (5.20) como sigue. Elijamos
29 # 0 arbitraria y hagamos ¢ = V{(zg) (> 0). Si tomamos en consideracién la condicién (de
frontera) u € U, i.e. 7= L||h(z)|l,, obtenemos

7(20) = 71 max 1A (2)]lp
(5.21)
t.q. x € 0&(e), dondec=V(xg).

El problema de optimizacion (5.21) es una familia de programas uno-paramétrica (¢ > 0)
con una restriccion de igualdad variable [10]-[22], cuya funcién objetivo ||2(2)]|, no depende del
pardametro ¢. En particular, como V es propia (por la hipdtesis H1), la familia de programas
dada arriba es propia [10]. Un programa propio (como (5.21)) tiene al menos una solucion global
para cada ¢ € R, pues el conjunto V=1(c) (= 9€(c)) es compacto. Con el objeto de excluir el caso
en que d&(e) sea un conjunto discreto para toda ¢ > 0, restringiremos el problema suponiendo
que n > 2. Es decir, no consideramos a los sistemas uno-dimensionales.
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Definamos la funcién de control 7-dependiente

Uur(x) = _?lmj h(z). (5.2

Definicidén. Una solucién 7 = 7(x) del problema de optimizacién (5.21) se denominard admis-
ible ssi satisface las siguientes propiedades:

[l
~o
no

p—

(a) 7(x) es definida positiva; y

(b) la ignaldad Sy« = {z € R™: 7(z) < 7*} = E(c(7*)) se satisface, para cada 7° > 0. As{, S-
es un conjunto invariante bajo las trayectorias del sistema a lazo cerrado (5.1)-(5.22). O

Sir{2) es una solucién admisible, el control u-(2) (5.22) es suave excepto en el origen, donde
es singular (i.e., no estd definido en @ = 0). Luego, el origen es mds bien una singularidad en
lugar de un punto de equilibrio del sistema a lazo cerrado (5.1)-(5.22). Esto significa que este
sistema no es Lipschitz en el origen (no unicidad de las solutions respecto a condiciones iniciales),
asi todas las trayectorias podrian converger a = 0 en un tiempo finito. Para un gran nimero
de aplicaciones, ésta es una caracteristica que puede llevar a un comportamiento indeseable,
e.g. causar el llamado “chicoteo” (chattering) del control. Por ello, esta ley de control debe
redefinirse para obtener la siguiente funcién RCA asintdtica (diferenciable excepto en E(77))

ur (), siz e RM\E(TX)
u(z) = , (5.23)
—%h(z), sizel(r™)

donde 7* > 0 es arbitrario, que estabiliza asintéticamente al sistema afin (5.1).

Proposicién 3.1. Sobre la base de las hipétesis H1 y H2, si 7(x) es una solucién admisible
para el problema de optimizacién (5.21), entonces para cualquier 7 > 0, el control (5.23)
satisface |[u* (x)|lp < r y el sistema a lazo cerrado (5.1)-(5.23) es EGA.

Prueba. Como 7(z) es una solucién del problema de optimizacién, entonces [[u*(x){l, < r.
Por otra parte, tomando en cuenta a la hipétesis H1, que 7(2) es admisible, y si consideramos
el sistema a lazo cerrado (5.1)-(5.23), entonces para toda x € R™, obtenemos

‘ LiV(z) + AT (x)ur(z), sizeRNEFTX)
LV (z) — LhT(2) h(z), size&(rX)

es no positiva en ambos casos. Luego, el punto de equilibrio 2 = 0 del sistema a lazo cerrado es
estable. A fin de probar que éste es EGA, denotemos con [ = {z € R" : dV//dt = 0}. Entonces,
para toda z € I, de (5.24), obtenemos

LiV(z) =0 y hj(x)=LgV(z)=0,j=1,...m (5.25)
La afirmacién se sigue en términos de la hipétesis H2, adaptando la prueba del Principio

de Invariancia de LaSalle para mostrar que {0} es el mayor conjunto invariante contenido en I.
Cf. la prueba del Teorema 3.2 en [5], para mayores detalles. [ |

63



Observacién 2. Debemos remarcar que, tal como estd planteado, el problema de optimizacién
(5.21) no es suave sobre el conjunto {z € R™: h(z) = LyV{2) = 0}. Esta dificultad se puede
evitar si la funcidn || ()|} se usa como funcién objectivo. O

Propiedades de la funcién 7:

(1) T(x) estd bien definida en R™, pues (5.21) es propio; vy

(1) T(z) > 0.

Debiera resultar claro que el control (5.22) es suave, siempre que la funcién 7(a) lo sea.
De la observacién 2, tenemos que esta propiedad importante (la diferenciabilidad) de 7(2) estd
garantizada si se satisfacen los dos puntos siguientes:

e la suavidad de 77(z), definida como la solucién de (5.21) con ||h(z)[|5 usada como funcién
objectivo; y

o que 7(x) sea definida positiva.

Para el problema de optimizacién general, los resultados de suavidad para la funcidn 77(2)
son de cardcter genérico, ¢f. el Apéndice. Aparte de su obvia relevancia en evitar singularidades
(ademés de z = 0) en el control (5.22) vy el resultado de estabilidad de la Proposicién 3.1, el
segundo punto resalta la importancia de requerir que 7 sea definida positiva. Por lo tanto, en
lo que resta de esta seccidn, atenderemos exclusivamente este tltimo problema.

Observacién 3. La propiedad que 7(2) sea definida positiva puede reducirse a las siguientes
equivalencias: T7{x) = 0 <= ||A(z*)|, = 0, donde z* es una solucidén éptima de (5.21) <= para
toda x € 9&(c), donde ¢ = V(2*) > 0, tenemos ||h(x)|l, = 0 {pues |[2(x)]], < [[{a)|l, =0) <=
para toda z € 9&(c), LyV(2) = 0 <= el conjunto de campos vectoriales {g;(x), j = 1,...,m}
es tangencial al conjunto compacto 9&(c). ]

De aquf en adelante, en virtud de la observacién anterior, supondremos la siguiente.

Hipétesis H3. Supongamos que n > 1 y ademds L,V (x) no se anula en toda la frontera de
un conjunto de nivel 9&(c) (excepto en ¢ =0), i.e.,

Be>0,Y2 €08(c), LyV(z)=0. (5.26)

O
La hipdtesis anterior no es demasiado restrictiva, dado que el conjunto de campos vectoriales
que son transversales a una funcién propia fija (V(2) en este caso) es denso y ablerto, con
respecto a la topologia de Whitney, dentro del conjunto de todos los campos vectoriales definidos
en R™. Esta afirmacion se sigue de un problema dificil (aunque cierto) propuesto en el libro de
Hirsch [20] y, hasta donde sabemos, su prueba fue finalmente presentada en [74] para el caso
generalizado de k-jets. Consecuentemente, 7(z) es definida positiva, y por ende una funcion
admisible, en un sentido genérico.

La funcién r{z) puede probarse admisible en ciertos casos particulares, aunque importantes.
Proposicién 3.2, Considereremos el sistema (5.1) y n > 1. Lntonces. 7(x) es una funcion
admisible en los siguientes casos especiales:
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(a) si g(x) = B = (bj) -una matriz constante n X m;

(b)sigj(z),j=1...., ,m, y la funcion de Lyapunov asociada V (z) son homogéneas;

(c) si g(z) = d(x) + b, donde 0 # b € R™ -constante y d;(x) son funciones impares para
j=1,...,m, y el sistema a lazo abierto tiene una funcion de Lyapunov par V(x).
Prueba. Los tres puntos pueden probarse por reductio ad absurdum: Supongamos (ue existe
¢ > 0 tal que 7(Z)|pe(e) = 0.

Caso (a): En este caso, el conjunto de sistemas 2= g;(x) = b;, j = 1,...,m, tiene soluciones

paralelas, y asf A = ﬂ 1 ker b; es un subespacio lineal con chmA < n. pOl otra parte, para
cada ¢ > 0, el conjunto de nwel E(c) satisface: int £(c) # 0 (debido a la continuidad de V(z)) v
el conjunto (frontera) de nivel 9&(c) es compacto (debido a que V(2) es propia). Por lo tanto,
el conjunto de campos vectoriales {b;}, 7 = 1,...m, no puede ser tangencial a todo el conjunto
compacto d&€(c), a menos que dE(c) C A, pero esto es una contradiceion.

Caso (b): En vista de que V(z) es definida positiva y ¢ > 0, entonces 0 € int&(e) # 0.
Debido a la compacidad £(c), un argumento de continuidad muestra que dado cualquier y € R”,
existen = € 9&(c) y n > 0 tales que y = nz. De donde, como g;(z), j = 1,...,m, y V(z) son
funciones homogéneas de grados d; y s, respectivamente, debemos obtener que para toda y € R”,
—hj(y) = =Ly, V(y) = ~77d1‘+3‘1ngV(w) =0, j=1,...,m. Consecuentemente, si suponemos
que 7(2) se anula en toda la frontera de un conjunto de nivel 9€(c), entonces o bien g(z) =00
bien V(a) = 0 en todo el espacio R"™.

Caso (c): En este caso, el conjunto de campos vectoriales gj(x) =d;(x) + b5, j=1,...,m,
debiera ser tangencial a todo el conjunto simétrico 9€(c) = {@ € R® : V(x) = ¢}. En efecto,
supongamos que para teda x € 9&(e), —hj(x) = —Lg]V(r) = =VV(2)(d;(z) + b;) = 0,
J = L,...,m. Sin embargo, por simetrfa, —x € 9&(c), y asf, —hj(—2) = =Ly, V(-2) =
—QVV(z)b] =0, j=1,...,m, pero esto contradice el Caso (a). |

Observacién 4. Otra reformulacién del control (5.22), se obtiene mediante la siguiente funcién
RCA globalmente asintdtica. Definamos la funcién de control (7, £)-dependiente

1

) (5.27)

us(z) 1= —
donde ¢ > 0 es un pardmetro de sintonfa suficientemente pequefio. Es ficil probar que u-{x)
estabiliza global asintdticamente el sistema (5.1). Observemos que el control (5.27) nunca se
satura, i.e. Jlu-(z)]l, < r, lo cual significa que este control (5.27) no usa todo el recurso
disponible. Por otra parte, para (la clase “magra” de) los sistemas restantes para los que 7(a)
no es definida positiva, (5.27) puede ser usado en lugar de (5.22). O
Observacién 5. Aunque el control redefinido (5.27) es no singular, vale la pena mencionar que
éste pierde su diferenciabilidad siempre que la funcién 7(z) se anula. Esto se torna en contra
de la suavidad deseada, y por ende el buen desempenio, de ese control. J
Observacién 6. Un enfoque ingenuo, sugerido por (5.27), radica en considerar la siguiente
modificacién de la retroalimentacién (5.6)

.

§ 4 1)l

donde 6 > 0, es un pardmetro de sintonfa suficientemente pequetio. Empero, este control suele
dar un desemperio pobre, debido principalmente a la no diferenciabilidad de (5.28) en todos los
puntos donde la funcién h(z) se hace cero. O

h(z), (5.28)

us(x) = —
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5.4 Método de multiplicadores de Lagrange

Como planteamos en la seccién anterior, el problema de disefio de control se reduce al de hallar
una funcién de ganancias programadas 7(a). En virtud de (5.18)-(5.22), este 1iltimo problema
es uno de optimizacién con restricciones inducidas por las cotas de las entradas.

Denotemos con Dy, la matriz jacobiana de una funcién g, y con V, f v V., [, el gradiente
v la matriz hessiana de una funcién de valoves reales f con respecto a 2. vespectivamente. Un
punto » € R” es un punto critico ce una funcién f ssi Vz f(2) = 0, en otro caso se dice que @ es
un punto regudar de f. Ademds, si det(V,, f{2)) # 0, entonces 2 se dice que es un punto critico
no degenerado de la funeién f. Un punto ¢ € R es un valor regular de f. denotado f M e, ssi
todo x € f~1{e) es un punto regular de f.

Una condicién necesaria de primer orden para que el problema de optimizacion 1-paramétrico
(5.21) tenga una solicién puede darse en términos del método de multiplicadores de Lagrange.
Proposicién 4.1. Consideremos la familia de problemas de optimizacion 1-paramétricos (5.21).
Supongamos que para cada ¢ > 0, existen \* € R y una solucién optima 2* € R" tales que 2*
es un punto regular de la restriccicn, g(x*) tiene rango mdximo y 7(2*) es definida positiva.
Entonces, para cualquier x € 8&(c), la funcicn T(x) satisface la siguiente tormula

1
p—1 CoyE T v=1 ) N T nT —1,.% =
T = ayTCTY) = = I DT (V)T G (5.29)

donde G =g " Vo Vg yy* = hz).

Prueba. Elijamos 0 # 29 € R?, fijemos ¢ = V(xg) (> 0) y sea z* € R” una solucién éptima al
programa propio {5.21). Entonces, por hipétesis y basados en el método de multiplicadores de
Lagrange, tenemos que 2* es un punto regnlar de la restriccion y existe A* € R tal que 2" es un
punto critico del programa,; es decir, el Lagrangiano asociado

Lae() = = (@), = X (V") = o), (5.30)

para ¢ > 0 fija, satisface

l—p
Vel (2") = TV, Il DA) = XYLV (@) =0, (531)

donde y* = h(z*). Obviamente, |[y||5 es una funcién definida positiva, convexa y homogénea de
grado p.
Por otra parte,

Dh(z*) = g (2*) Vau V(2*) + Dy (2*) (Vo V(2 )T, (5.32)

donde g(z) = (q1(x), ..., gm(x)) T, g; : R® — R™ j =1,...,m. Por hipotesis g(x*) tiene rango
méximo y 7(z*) # 0. Entonces, multipliquemos por la derecha ambos lados de (5.31) por g(z*)
y reemplacemos Dh(z*) con (5.32), para obtener

(S
o

(W)}
]

Vy lly* 117 (G +Dg" (VLV)T g) — P Iy T =0, (
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donde G = g7 V..V g. Sila solucién éptima z* satisface det(Vz V(2*)) # 0y g(2*) tiene rango
mdximo. entonces existe G (z*). Ademds, por (la férmula de Euler) homogeneidad de [ly[i.
tenemos Vyllyll5y = pllyll5. Asi, si rearreglamos (5.33) y multiplicamos por la derecha ambos
lados por y*. obtenernos

pylE = pror® = (e Ny T =, I DeT (V. V)T g) Gy (5.34)

O de manera equivalente (5.29), en donde hemos omitido en (5.33) y (5.34) la dependencia en
a*, y reemplazado h(z*) con y*, por claridad. [ |

Antes probamos, en la Proposicién 3.2 (a), que 7(x) es una solucidén admisible en el caso
de los sistemas (5.1) para los que g(z) = B = (b;), j = 1,...m. A continuacién podemos
proporcionar una férmula explicita para 7(z) en (5.36).

Corolario 4.2. Consideremos el sistema afin (5.1)
z= f(z) + Bu, (5.35)

donde B es una matriz constante n x m de rango m. Entonces, 7(x) estd dada por (5.36).
Prueba. De (5.33) y (5.29), obtenemos

R (2)G (@) h(a*) Vy [h@) P Glat)h*)\ 7
) = (@")G™ (a")h(e”) Vy l|h2")l; G(a™)h(z") | (5.36)
phT(z*)h(2*)
donde., x* es la solucién déptima de (5.21) sujeta a V(2) = V(2*) = ¢ |

Respecto al problema de optimizacién general, es pertinente introducir algunas restricciones
a fin de obtener programas “bien comportados” y resultados de tipo genérico. Con este objeto,
se han propuesto los programas de Morse [10] y los programas regulares [22]. Cf. el Apéndice,
para mayores detalles sobre este particular.

5.4.1 El caso de entrada escalar

En el caso particular de entrada escalar, el problema de optimizacién (5.21) es equivalente a
resolver los siguientes dos programas

1 1 . £ oo
T(xg) = ~ max [h(2)] = — max {m;mx hia), — nin ll(l)} (5.37)
sujetos a z € J&(c), donde ¢ = V(xp). Este problema puede reducirse a sélo un problema de

optimizacion, si el maximo se alcanza siempre en sélo uno de los programas. Una condicién
suficiente para esto, procede como sigue: Supongamos que existe xg € 9&(e) tal quet(ag) =

I max, h(z) = —Lming h(z), para @ € 9E(c). Entonces existen 2}, x5 € 0E(c), tales que
h(z1) + h(xz3) = 0, donde x} y x5 son soluciones de los programas 2} = argmax, h(z) y
x5 = —argmin; i(2), respectivamente. Con base en la hipétesis H3, tenemos que 7(z) es

definida positiva, luego 7 # 3. Entonces, pudiera existir un intervalo abierto [ = (—z+¢, c+2),
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= > 0, tal que si ¥y denota el conjunto de soluciones éptimas asociado a (5.37), entonces ¥y
debiera estar contenido en el correspondiente conjunto de puntos criticos de los programas
anteriores. Si este es el caso, Xy bien podria ser una unién ajena de curvas seccionalmente
suaves [22], ¢f el Apéndice. Por lo tanto, desde la perspectiva de la implementacién de un
programa, a fin de evitar “brincos” indeseables entre esas curvas, podemos suponer que la
funcion ¢ : R — R, definida por

w(e) = Tmax hiz)+ min h{x)
(5.3%)
t.q. € 0&(c).

es bien sea no negativa o bien no positiva, para toda ¢ > 0.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que la funcién ¥ definida en (5.38) es no negativa.
Entonces, el problema de optimizacion (5.37) se reduce a resolver

T(2g) = 2 max A(z) > 0
(5.39)
t.q. 2 € 0d€(c), dondec=V(xg).

Expresando el programa anterior en términos de la condicién necesaria de primer orden para
un extremo, tenemos que existe (¥, A*) € R” xR, donde 2* es un punto regular de la restriceion
y A* € R es un multiplicador de Lagrange, tal que el Lagrangiano

Ly (") = h{z*) = A (V(z) — ¢), (5.40)

para ¢ > 0 fija, satisface
VeLlye () = Veh(z™) = NV, V(2*) = 0. (5.41)
En el caso que i (5.38) sea no positiva, la versién negativa de (5.39), i.e. 7(x¢) = —1 min; h(z) >

0, debe ser considerada.

El procedimiento desarrollado en esta subseccion serd aplicado en las Secciones 5.2 y 6, para
el caso de sistemas bilineales.

5.5 Una clase de sistemas homogéneos

Dado que tanto U(p) (5.11) como E(¢) (5.15) podrian no ser conjuntos simplemente (o ni
siquiera) conexos, esto da lugar a problemas dificiles para la implementacién del programa
(5.21). A fin de garantizar una solucién constructiva de (5.21), una condicidn suficiente podria
ser que exista una funcién de Lyapunov homogénea V(z) asociada al sistema (5.1) y que las
funciones gj{z), j = 1,...,m, también sean homogéneas. Si éste es el caso, el problema de
optimizacién no sélo es factible sino ademds, el costo computacional implicado en resolverlo
para cada valor del pardmetro ¢ se ve reducido significativamente: [l problema se resuelve
solamente una vez.
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Teorema 35.1. Consideremos la familia uno-paramétrica de problemas de optimizacion (5.21).
Supongamos que (5.1) admite una funcién de Lyapunov homogénea V(2) de grado par d y
g;(z), 7 = 1,...,m, son todas funciones homogéneas de grados iguales a q. Denotemos con k
(=d+q—1)el grado de hj(x) = Lg;V(x), j = 1,....,m, y definamos a s como un mimero dado
por sk = d. Supongamos ademads que z* € R™ es una solucién éptima de (5.21) que satisface
V(x*) = 1/s. tal que ésta es un punto regular de la restriccion y g(x*) tiene rango mdximo.
Entonces. para cualquier x € R™, tenemos

1/(p+1)
) )

m(z) = V("c\1/° (B2, ... k2T (2Y)) Dh(z*)g(z®)

(5.42)

Prueba. Elijamos 0 # xp € R™, hagamos ¢ = V(xg) (> 0) y sea * € R™ una solucién éptima
del programa propio (5.21). Entonces, por hipdtesis y basacos en el método de multiplicadores
de Lagrange, tenemos que z* es un punto regular de la restriccién y existe A* € R tal que el
siguiente Lagrangiano

$:(0) = = B2l = N (V) — ), (5.4

para ¢ > 0 fija, satisface

VoLie(2") = =5V, ly"[[} Dh(z®) = X"V V(2") =0, (5.44)

|| IIP
donde y* = h(z*). Obviamente, |yl es una funcién definida positiva, convexa y homogénea
de grado p (en la variable y). Ademas, ||h(z*)||} # ‘0, pues T(IE*? > 0 (Proposicién 3.2 (b)).
Entonces, por la homogeneidad de V(2) y h(z), Vo L3.(2) es una funcién homogénea de grado
d~— 1. Por hipétesis, g(a*) tiene rango mdximo. Asf, multipliquemos por la derecha ambos lados
de (5.44) por g(x*) para obtener

Velseg = WW{-‘, o BRPTY Dhg = AhT = 0. (5.45)
P
Entonces, de la expresién anterior y dado que ||u(x®)||, = H /LT(’L‘*)HP ) tenemos
A* 71 Dhy| . 5.
THy Hp “ oo hETY) hg“p (5.46)

Consideremos nuevamente (3.44) y multipliquemos por la derecha ambos lados por 2* para
obtener s

* ST * * ey 1\ % . -
VL2 = mvz ly* 5 2 = A*VV(2")a® = 0. (5.47)

Observemos que V(z) y [A(2)][5 son funciones homogéneas de grados d y pk, respectiva-
mente. Entonces, por (la férmula de Euler) homogeneidad, tenemos que V.V (z)z = dV(z)
y Vella(@)||5 2 = pk||h(z)|l5. Entonces, de (5.47) y debido a la Proposicién 3.2 (b) (ly*[15) # 0).
obtenemos

VoL3ea® = Tk [y IE — dAV (@) = d (7 = AV (")) = 0, (5.48)

H *ll"

Por lo tanto, tenemos

7(x) = N*'V(2), para cualquier z € 9&(c). (5.49)
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Por otra parte, usando la homogeneidad, tenemos que £ = {2 € R* : @ = nz*. n > 0} es una
linea de puntos criticos de L3., es un conjunto de puntos regulares de la restriccidn, v ademds,
g |z tiene rango maximo. Ademds, basados en la prueba de la Proposicién 3.2 (b), se sigue que &
es también un conjunto de méximos para el programa de optimizacién (5.21). Luego cualquier
6ptimo @ puede representarse como x* = nxf, donde, sin pérdida de generalidad, z§ denota
un éptimo sujeto a V(2§) = 1/s. Por lo tanto, a fin de definir 7(a) dada en (5.49) en todo R,
procedemos como sigue: Dado un punto arbitrario ap, hagamos ¢ = V(xg) y sea 2* € 9&€(c)
la solncidn dptima correspondiente. En vista de que a* = naf. tenemos ¢ = V(2*) = n%/s. y
substituvendo esta expresion en (5.49), obtenemos n%(r) = s 75/A*. Asi,

1/d
at(r) = (—r°> 2. (5.50)
Renombremos oy con 2*. Entonces, si reemplazamos 2* con 2*{(7) en (5.46), después de algunos
cdleulos algebraicos directos, obtenemos

s/(p+1)
P

(W), ... BTN (@") Dh(z*) g(2") (5.51)

Finalmente, si sustituimos la expresién anterior en {5.49) obtenemos (5.42), que estd definido
en R™. n

Observacién 7. Vale la pena mencionar que 7(z) dada en {3.42} es también una funcién de
Lyapunov propia (i.e., es definida positiva, radialmente no acotada y dr/dt < 0 para toda
x € R"\ {0}), a condicién de que la hipdtesis H2 se satisfaga, y ademds, es no Lipschitsz en el
origer. ]

Teorema 5.2. Consideremos el sistema afin (5.1) para el cual se satistacen las hipotesis H1
v H2. Si ademds suponemos las hipétesis del teorema anterior, tenemos que el control w*(x)
(5.23), donde u-(2) esta dado por

r

T
"m (LgV(m))

P
(41
l,‘
[

~—

Ur (I) -

satistace ||u*{a)|l, < r, con 7% > 0 arbitraria, estabiliza global asintdticamente el sisteina (5.1)-

(5.23), donde 8* = |(K2 (=*), ..., h7 Y (&) Dh(z*)g(x )Hl/(erl y &* es una solucién optima
que satisface V(z*) = 1/s. Ademds, tenemos una derivada global acotada de la entrada , i.e.
para toda x € R, existe k > 0, tal que [|du*/dt|l, < &, siempre que L;V(x) € O(|lz||),
| Dh(x) f( M € OUlzllE) 5, o bien g(a) = B -una matriz n x m constante, o bien r]J( z) = Dja.
j=1,...,m. El valor del pammeuo s depende de las constantes asociadas a los drdenes, cle la
cota del controf ry del pardmetro 7

Prueba. El resultado se sigue de la Proposicidn 3.1 y del teoremna anterior. Sélo laafirmacion
sobre la cota de [[du*/dt||, requiere probarse. Denotemos 7(z) = aVV/s(2), donde a = B*/r.
Entonces, de u-(2) dado en (5.52), (5.32) y algunos cédlculos algebraicos. obtenemos

dr = 1 (Z (LgV 4 LV ) b= D (f +gur))
= (e el ~ S LV ) = LD = 4 (gTV Vg o DT (V) Ty



De la expresién anterior, y recordando que para toda @ € R”, |lu-(2)|l, < r, obtenemos

LI LV o+ iDhslL + L lo™VaaVg + DgT (V) Ty (5.53)
p~ osTsl gV T Py p

Ur

Dado que 7(z) es una funcién propia, tenemos que el lado derecho de la expresién anterior esté
acotado en R™M\E(7*), para 7% > 0 arbitraria, si en los 1ltimos tres términos, los érdenes de
los denominadores (como funciones de 7) son mayores o iguales a los correspondientes de los
nuneradores. As{, observando que 7(2) tiene (grado) orden k (= d + ¢ — 1), obtenemos que
LeVi(x) e O(Hw}]g) y | Dh(z) f(2)|lp € (’)(HwH";‘) son condiciones de acotabilidad para el segundo
y tercer términos de (5.53). Finalmente, el dltimo término contiene una p-norma inducida -
dependiente, aplicada a una matriz m x m con entradas homogéneas de grado par. d + 2q — 2.
Por lo tanto, debemos tener d +q¢—1 > d -+ 29 — 2, i.e. g < 1, para obtener el resultado
deseado. Sin embargo, la suavidad de g(x) sobre todo R™ (especificaniente en @ = 0) restringe
los valores de ¢ bien sea a 0 0 a 1, y ademds g(x) admite s6lo dos posibilidades: o bien g(z) = B
-una matriz n x m constante, o bien gj(z) = Dj;x, donde D; son matrices n x n constantes,
7 = 1,...,m. Por otra parte, en £(7*), el lado derecho de (5.53) es obviamente acotado. De
donde, recordando (5.23), tenemos que para toda x € R™, ||[du*/dt|, < &k, donde # > 0 es un
pardmetro que depende de las contantes de los érdenes asociados, la cota del control r y el valor
del pardametro 7*. |

La clase de sistemas homogéneos considerada arriba incluye acpuellos sistemas para los cuales
g{x) = B y que son estabilizables global asintéticamente mediante una funcién cuadrdtica de
Lyapunov (los sistemas lineales incluso) y los sistemas bilineales homogéneos. En particular,
para los sistemas lineales y bilineales, dado que sus dindmicas libres son lineales (i.e. f(2) = Az),
el resultado de derivadas de las entradas globalmente acotadas se garantiza en vista del teorema
anterior. Este hecho serd mostrado explicitamente en las Proposiciones 5.3 v 5.0.

5.5.1 Sistemas estabilizables global asintéticamente mediante control lineal

Consideremos la clase de los sisternas afines
r= f(z) -+ Bu, (5.54)

donde, sin pérdida de generalidad, suponemos que B tiene rango mdximo.

El método propuesto es particularmente 1itil para cualquier sistema (5.54) que puede esta-
bilizarse global asintéticamente mediante una retroalimentacién lineal, uy(z) = —(LgV(2))' =
— Kz, y funcién cuadritica de Lyapunov V(z) = 1/22 T Pa, donde P es una matriz nxn definida
positiva y simétrica. Para tal sistema el problema de optimizacién es ficil de implementar, y
considerando a las hipétesis H1 y H2, se puede disefiar una funcion RCA globalmente es-
tabilizante. Hay en la literatura varias condiciones suficientes para la existencia de controles
lineales, ¢f. por ejemplo [3]-[6]-[38]-[6]].

Como hemos remarcado anteriormente, el problema de restriccion del control {[u(z)ll, < »r
puede ser resuelto mediante el método de multiplicadores de Lagrange. En el presente caso, ese



problema se reduce a encontrar una funcién ¢ = ¢(7) como la solucién de la frontera elipsoidal
{(una relacién)

(&1}
(14
Ot
R

OE(T) = {:L‘ csR": Vix) = %:FTPIB = C(T)} , (

donde P = PT > 0, sujeto a |ju(x)ll, = || — Lur(@), € r. Resolviendo este problema de

optimizacién, el pardmetro 7 se convierte en una funcién de los estados (7 = 7(x)).

Proposicién 5.3. Supongamos que el sistema afin (5.54) satisface la hipdtesis H1 con una
funcion cuadrdtica de Lyapunov V(x) dada en (5.55) y ademds, sin pérdida de generalidad, que
B tiene rango médximo. Si la hipdtesis H2 es vidlida, entonces el control uw*(x}) (5.23), donde
u-(x) estd dado por

N r T o, = =0
ur(2) = P B' Pu, (5.56)

satisface ||[u*(z)|l, < r, conT* > 0 arbitraria, estabiliza global asintéticamente el sistema (5.54)-
(5.23), donde B* = ||(W™ ' (2"), ..., ke (@*) BTPBH})/(I’_H) y a* es una solucidn dptima que
satisface o*T Pz* = 1. Ademds, si f(2) es una funcion globalmente Lipschitz en el origen (i.e.
existe L > 0 tal que para toda v € R™, ||f(2)]l2 < Lilz||l2), entonces tenemos ||du™/dt]|, < &,
para toda x € R®, donde « > 0 estd definido en términos de las matrices B y P, la constante
de Lipschitz L, la cota del control » y el pardmetro 7.
Prueba. Observemos que g(z) = B tiene rango mdximo y h(z) = B Pz. Ademds, conio
V.V (x) # 0, para toda x # 0, cualquier extremo x* es un punto regular de la restriccidn.
Hagamos s = 2, pues d = 2 y &k = 1. Entonces, basados en el Teorema 5.2, 7(x) estd dada por
(5.42) y es admisible (debido a la Proposicién 3.2 (a) o (b)), entonces el resultado de estabilidad
global se sigue.

Por otra parte, denotemos 7(2) = ava' Pz, donde o = 8*/r. Asi, de u-(2) dado en (5.56)
y algunas manipulaciones algebraicas, obtenemos

(2 (2T PF(@) + 2T PBur ) BT Py — (BTPf(x) + (BT PB)u, )
(0 (el — 22T PF(x)) v — (BTPf(x) + (BT PB)r)).

Uy =

De la expresién anterior, y recordando que para toda 2 € R™, || f(2)l2 < Ljjxlle y lur(@)]lp <7,
finalmente obtenemos

/\max(P) + ”BTP||2 1

<k:=7r{L + =
=h ' )\min<P) ‘B*Amin<P1/2) | T

P

(5 v rBl) ) (G57)

para toda xz € R™. n

Observacién 8. La cota s en (5.57) admite un significado geométrico en términos de la
curvatura del elipsoide £(7) (5.55). En efecto, de (5.57) observemos que

/\ma:((P) / /\min(P> — (Cmux / (,.min)ga (558)

donde Cmin ¥ Cmax, corresponden a las longitudes minima y méxima de los semiejes de 9E(7) [oe/2-
Asi, mientras mds cercano sea el elipsoide a una bola, minimo serd el valor obtenido para . U

=1
[



Ejemplo 5.4. Consideremos el problema de estabilizar la velocidad angular de un vehiculo
espacial rigido. Las ecuaciones dindmicas para el problema no simétrico son [6]

T1= I23T2x3 + 1

U9

To= I3123%1 + 7 (5.

(1]
Ut
€O
Nt

. o
T3= [1p0122 + 7

donde Ipg = (I — I3)/ 11, Is1 = (Is — 1)/ Iz, 1o = (I; — Io)/I3 con [; # 0, j = 1.2.3, son los
momentos principales de inercia del vehiculo espacial rigido. Este sistema satisface las hipotesis
H1 y H2. El siguiente control lineal global (no acotado)

ur(z) = —(LgV(2))T = —BTPa = —u, (5.60)

puede ser propuesto para obtener la EGA del sistema (5.59). Para probar esto tiltimo, se eligié
la siguiente funcién cuadritica de Lyapunov

1

Por otra parte, 7(2) (5.42) estd dada por

T(2) = B—;\/V(w). (5.62)

donde 8* = [|((z)P~1, (a5)P~ L, (a5)P~ LB P = 1/yTn, e In = ming{[;}. Por lo tanto, la
funcién RCA global estd dada por
1 =

U(CL‘) = ")‘_m ’LLL(ZL'). (063)
Para propésitos de simulacién, los valores de los pardmetros se ajustaron a [; = 1,Ip = 1.5 e
I3 =2 (asf B* = 1), la cota del control » =1 y la condicién inicial T = (4,1,1). En la Figura 1,
puede verse la evolucidn de la funcién RCA (5.63) (arriba) y la de los estados a lazo cerrado
(abajo). O

Sistemas lineales
Consideremos el sistema lineal
x = Az + Bu, (5.64)

donde A4 es una matriz n x n que satisface la hipétesis H1 y B es una matriz n x m. In este
caso, la hipétesis H1 puede refrasearse en términos de funciones cuadréticas de Lyapunov, como
sigue.

Hipdtesis H1’. Supongamos que existe una matriz definida positiva y simétrica P (= PT > 0),
que es solucion de la ecuacion de Lyapunov

ATP 4+ PA=-(Q, (5.65)

.
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donde Q es un matriz semidefinida positiva (Q >0) y ()T

funcion cuadratica

denota transposicién. Entonces, la

Vi) = ;a;TPrv, (5.66)

define una funcién de Lyapunov para el sistema a lazo abierto (5.64). U

De la Proposicién 5.3, si en anadidura se satisface la hipétesis H2, la EGA del sistema
(5.64) con control acotado estard garantizada.

Corolario 5.5. Consideremos el sistema lineal (5.04) que satisface las hipdtesis H1? y H2.
v supongamos ademds. sin pérdida de generalidad, que B tiene rango maximo. Entonces.
la funcion de control w*(z) (5.23) donde wu, estd dado en (5.56) satisface ||[u*(x)ll, < r. ¥
estabiliza global asintdticamente el sistema a lazo cerrado {5.64)-(5.23). Ademds. para toda
v € R, [|du*/dtll, < k. donde > 0 estd dado en (5.57). O

5.5.2 Sistemas bilineales homogéneos: f(z) = Az y gj(z) = Djz, j=1,...,m

(Consideremos el caso bilineal homogéneo de (5.1)

m
r= Azv + Z u;Dje, (5.67)
J=1

donde A es una matriz n x n que satisface la hipétesis H1’ y Dy, j = 1,...,m, son matrices
nxn.
Bajo la hipétesis adicional H2, el control u = (uy, ..., un,) con

1 1
wi(x) = - hi(z) = _Q—T‘TT(PDj + D?P)w, j=1,...,m, (5.68)

estabiliza global asintéticamente al sistema (5.67), para 7 > 0 arbitraria.

Basados en el Teorema 5.2, existe una funcién cuadritica de Lyapunov V(z) dada por
(5.66) tal que se puede disefiar un estabilizador global acotado y suave para la clase de sistemas
bilineales homogéneos (5.67).

Proposicién 5.6. Consideremos el sistema bilineal homogéneo (5.67) para el cual se satisface
la hipdtesis H1’ con una funcién cuadrdtica de Lyapunov V(x) dada en (5.55). Si ademds, se
satisface la hipdtesis H2, entonces el control u*(z) (5.23), donde ur = (U, ..., Ur,) estd dado
por
r T T : -
U (z) = ~GaTps © (PD;+Dj Pz, j=1,....m, (5.69)
satisface |[u™(z)||, < r, con 7 > 0 arbitraria, estabiliza global asintdticamente el sistema
(5.67)-(5.23), donde 3* = ||(h€_1(517'),...,hf;:l(ZL‘*))D/L(H;*)Q(.’U*)||,I,/(p+1) v a* es una solucion
dptima tal que x*7 Pa* = 2 y el conjunto {Da*,..., Dna”} es linealmente independiente.
Ademds, para toda x € R"™, ||du™/dt||, < &, para algiin x> 0.
Prueba. Observemos que g;(2) = Djz. Ademds, como VoV (x) # 0, para toda @ 7 0, cualquier
extremo x* es un punto regular de la restriccién. Hagamos s = 1, pues d = 2 y kb = 2. Entonces,
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basados en el Teorema 3.2, 7(x) estd dada por (5.42) y es admisible (debido a la Proposicién
3.2 (b)), entonces el resultado de estabilizacidén global se sigue.
Por otra parte, de u-(x) (5.69) y (5.63), la expresion (5.53) se convierte en

”
3*27 Px

Hu} (xTQz) + % | Dh Az||, + -:— HgTPg + DgTPrngp. (5.70)

S TQB* +
p

Observando que el lado derecho de la expresién anterior estd acotado en R™\E(7X), para
cualquier 7 > 0, el resultado se sigue del Teorema 5.2. [ |

En el caso particular de un sistema bilineal con control escalar, y partiendo del problema de
optimizacién para restricciones con control escalar (5.37), la solucion de la ecuacién (5.41) se
reduce a encontrar una rafz del polinomio

p(A) = det Hy, (5.71)

donde
Hy :=(PD+ D"P) - \P. (5.72)

Si A = A* es la raiz requerida, considerando (5.41) y (5.37), se sigue que ¢(7) = r7/|\*|. Por lo
tanto.
R P e ,

Qe
=1
Lo
s

y la funcién RCA global estd dada por (5.23) con

T

T T -
e 2T(PD+ D P 74
N TEn t (PP D PR (5:74)

ur () =

El siguiente teorema proporciona solucién a problemas de optimizacién convexos y no con-
vexos (5.37) asociados al problema RCA para sistemas bilineales homogéneos con control es-
calar. Dependiendo de si la funcién ¥ (5.38) es no negativa o no positiva definida, las condiciones
suficientes son expresadas en términos de A\* y de las demds raices del polinomio p(\) (5.71).
Debemos notar que, de la homogeneidad, si ¢(¢) > 0 (< 0) para algin ¢ > 0, entonces 1 es
definita positiva (negativa).

Teorema 5.7. Supongamos que se satisfacen las hipdtesis H1’ y H2, y sea A\* = max, arg{p()\) =
0}. Entonces: (i) si tenemos el problema de optimizacion (5.39), entonces \* es la tinica raiz pos-
itiva del polinomio p(A); o (ii) si tenemos la versién negativa de (5.39), entonces todas las raices
del polinomio p(A) son negativas. En cualquier caso, la EGA del sistema bilincal homogéneo
se obtiene mediante la funcion RCA u(z) dada por (5.74).
Prueba.

Caso (i): Como es bien sabido [40], una condicidén suficiente (de segundo orden) para que
2* sea un méaximo del problema de optimizacién (5.39) consiste en

(a) la condicién necesaria: existe A\* € R tal que

Ut
|
Ut
P

o THy = 2T ((PD +DTP)=\'P) =0, (5.7

I
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(b) la matriz hessiana Hy« (o pincel regular {regular pencil) de matrices (5.72)) sea semidefinida
negativa en el subespacio

M = {z eR": 2" Pz = O} = ker(2* " P). (5.76)

Entonces, si consideramos (5.75) v que 7(2) (5.39) es definida positiva, se sigue que A* > 0.

Se requieren los siguientes dos resultados, especializados a nuestro problema presente (cf.
por ejemplo [13]).

(A) (Teorema de Courant-Fischer) Existen n valores caracteristicos reales de H,, que pode-
mos suponer ordenados: A; < ... < A, Ademds, para cada & (1 < & < n), el k-ésimo valor
caracteristico Ay estd dado como la minima razén de la formas bilineales

2T (PD+ DT P)x

3.77)
2T Py ' (.77

A = min
T

siempre que el vector variable 2 esté sujeto a k — 1 relaciones lineales: existen k — 1 vectores z;
(1 <i<k—1) (P-Jortonormales, i.e., z; Pz; = &;, que son (P-)ortogonales a x, es decir

2 Pz =0,2 Pz =0,..., 2 Pz, =0. (5.7%)

(B) Hay una transformacién no singular, « = T¢€, que reduce las formas bilineales 2T (PD -+
DT Pya y 2T Pz simultdneamente a una suma de cuadrados

ghdiag (A, M)y €€ (5.79)

Entonces, A es un valor caracteristico del pincel (pencil) Hy ssi es una rafz del polinomio
p(A) =det Hy.

Afirmamos que si A* es la finica rafz positiva de p(\), entonces H - es negativa semidefinida
(Ia condicién suficiente es vélida). En efecto, como dim M =dimker(z*TP) =n — 1, de (4), se
sigue que & = n. Basados en esto, si tomamos en cuenta (B) y que, por hipétesis, A1, ..., Ap1
son rafces no positivas de p(A), entonces la matriz Hy. (5.72) es semidefinida negativa en M.
Ademds, A* = A, > 0 -el multiplicador de Lagrange asociado a z*- es una rafz del polinomio
p(A). Porlo tanto, A\ <... < A1 <0y A, > 0 son todos los valores caracteristicos de H,.

Caso (ii): Si) (5.38) es no positiva, la version negativa de (3.39) se da. Intonces, obtenemos
la siguiente condicidn necesaria para un extremo

g;*T[*[w = {. (580)

donde Hy,« = (PD + DT P) +v*P. De esto y del hecho que 7(x) es definida positiva, se sigue
que v* > 0. Denotemos con A* := —v*, para obtener que A* < 0. Entonces, st consideramos
que p(A) = det Hy (5.71), mediante un razonamiento andlogo al del Caso (i), obtendremos que
todas las raices de p(A) deben ser negativas, con A* la mayor de ellas. a

Los resultados del teorema anterior se ilustran en el siguiente ejemplo para un sistema
bilineal homogéneo en el plano. Ahi disefiamos una funciéon RCA (5.74) que estabiliza global
asintdticamente el sistema bilineal mediante la solucién de un problema de optimizaciéon no
convexo.
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Ejemplo 5.8. Consideremos el oscilador lineal controlado. Las ecuaciones dindmicas estdn
dadas por el sistema bilineal homogéneo planar

()= (5 ) (2) (5 0) () msr om

Para el sistema a lazo abierto ((5.81) con u = 0), el origen es un punto de equilibrio, que es
asintdticamente estable para b > 0, y marginalmente estable para b = 0. Estudiaremos el primer
caso. pues la dindmica del segundo caso (b = 0) es andloga. Unas matrices P y ¢ que satisfacen
(hipétesis H1’) la ecuacién (5.65) son, e.g.

1 =~ ~ by .
= ; — L9
P a(ﬂ{ 1>>0 y @ 2(1(1)”( 2% — ~ > 0, (5.82)

donde a > 0y 0 < v < 2b/(1 + %) (£ 1). La hipétesis H2 también se satisface y (0,0) es el
linico punto de equilibrio EGA tanto para el sistema a lazo abierto como para el de lazo cerrado
dado por (5.81) y la retroalimentacién (no acotada)

Unp(2) = ~h(2) = =LV () = a{y2i + 2129). (5.83)

En Iugar de brindar una mejorfa sobre el sistema a lazo abierto (EGA), la dindmica del sistema
a lazo cerrado puede resultar muy insatisfactoria para valores de b lejos de 1 (ie. 0 < b <K 1
6 b>> 1). Fuera de alguna vecindad N del origen, todas las trayectorias arriban muy répido a
la regién donde la curva definida por s = —~v2; (que corresponde a u(z) = 0) y la curva dada
por 2o = —(ayz? + 1)y /(ax? + 2b) (que corresponde a dzo/dt = 0) se hallan cerca, lo cual
causa una tasa de convergencia muy pobre al origen (vea la Figura 3). Este comportamiento se
debe a una respuesta errénea por parte del control, que tiene una magnitud grande cuando
se halla lejos del origen, y una pequefia en el otro caso. Por otra parte, si se aplica el método
de diserio propuesto, este mal funcionamiento del control se ve significativamente mejorado. De
(5.74), tenemos la ley de control acotada

2‘7‘(’75E% + 2129)
A (22 + 2yx 20 + 23)

U(:L‘l, .'L‘Q) =

donde A* = 1/y/1 —+2, es la tnica rafz positiva del polinomio p(\) = det Hy = o*(3? =1 —+?)
(5.71). Para propésitos de simulacién, la condicién inicial se tomé como T = (—8,8), b = 0.05,
v = 0.094763 y o = r = 1. La Figura 2 muestra (arriba) la evolucién del control no acotado
Uunp(T) = —h(x) (5.83) y (debajo) la trayectoria correspondiente con pobre convergencia; mien-
tras que, en la Figura 3, se muestra las grificas de las curvas asintéticas mencionadas, causa
del mal funcionamiento. Sin embargo, de mantener acotado el control resulta una mejor es-
trategia. La Figura 4 muestra (arriba) una retroalimentacion saturada (RS) basada en (5.83) y
(abajo) su dindmica a lazo cerrado asociada. Como puede observarse en la Figura 3. (arriba) la
funcién RCA (5.84) es un control con buen desemperio, que proporciona (vea abajo) una mejor
respuesta que la obtenida mediante el método con RS. O
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5.6 Sistemas bilineales no homogéneos: f(x) = Az y g(z) =
Dz +b

Consideremos el caso bilineal no homogéneo de (5.1) con control escalar
= Az +u(Dx +b), (5.85)

donde 4 es una matriz n x n que satisface la hipdtesis H1’, D es una matrizn x ny b € R™
Bajo la hipdtesis adicional H2, la funcién de control escalar

—

i i

u(a) = —% h(z) = L (%—Q‘T(PD + DT P+ bTPIU> (5.86)
es un estabilizador global del sistema (5.85), para = > 0 arbitraria.

Si consideramos la restriccion del control, ju(2)] < r, el pardmetro 7 estard definido fun-
cionalmente en términos de los estados: 7 = 7{(2). Con base en la Proposicién 3.2 (c), tenemos
que 7(z) es admisible. Como mencionamos al principio de la Seccién 5, las condicidén necesaria
de primer orden para un extremo del problema de optimizacién (5.39) se recduce al de hallar
una funcién ¢ = ¢(7) definida por (5.35). Supongamos que la funcion ¢ (5.38) es no negativa.
Entonces, existe {z*, \*) € R™ x R, donde 2* es un punto regular de la restriccién v A* € R es
un multiplicador de Lagrange, tal que el Lagrangiano

Lys(a%) = h(z") = A{(V{(2) — ¢), (5.87)
para ¢ > 0 fija, satisface
Vely(a¥) = Voh(z*) = AV, V(2") =0. (5.8%)
Si definimos p* := 1/\* # 0, entonces (5.88) se vielve equivalente a
2 TP -yt (3*T(PD -+ DTP) + bTP) =0. (5.89)
LEntonces,
at=pt H;;l Pb, (5.90)

donde H,« := P—p*(PD+DTP). Si tomamos en consideracién (5.39), obtenemos que 7 = 7(4).
estd definida por
171 . N .
() == (;rc“T(PD + DR + b Pa > , (5.91)
r\2
donde 2* estd dada por {5.90).
Mediante la sustitucién de (5.90) en (5.55), obtenemos

1 v -
o(r) = 2" Pa’ (5.9:

U
O
(AN

—

De nuevo, si usamos (5.55) y la expresién anterior, el pardmetro p serd una funcion de los
estados, = p(2), definida implicitamente de la relacién (frontera elipsoidal)

TPz — 2T P2t =0 (5.93)

=~
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Resolviendo (5.93) para cada @ € R™, obtenemos i = pu(z) v de (5.91), 7 = 7(z).

Lema 6.1. La expresion (5.90) esta bien definida en un intervalo abierto maximo Iy C R que
contiene a (1 = 0. Ademads, en Iy, * =0 ssi pu = 0.

Prueba. En primer lugar, como P > 0, el conjunto de valores caracteristicos de H,, N =
{p : det H, = 0}, es un subconjunto finito discreto de R [13]. Asi, la resolvente de H,.
R={peR:3H] 11, consiste de una unién finita ajena de intervalos abiertos. Ademds, existe
un intervalo abierto méximo Iy C R que contiene a u = 0, Iy = (u—,uy), (posiblemente con
U_ = —2C 0 Uy = 00, pero no ambos), tal que In C R (i.e., H;l |.e1, existe), porque P > 0.
Entonces si p = 0, de (5.90), se sigue que @* = 0. Reciprocamente, si a* = pH;'Pb = 0,
entonces o bien 4 = 0 o bien £ # 0y H;le =0 Sip#0ycomo P > 0, para toda
v € In, tenemos que Hy, > 0; asi este caso es equivalente a H; LY Pb =0, es decir Pb < ker H " L
Entonces, dado que ker H#—1 = {0}, para toda p € Iy, y en vista que Pb # 0, obtenemos una
contradiccién. Por lo tanto, ;= 0. |

Lema 6.2. Si el polinomio p(u) = det H,, tiene una raiz positiva, entonces la ecuacion (5.93)
tiene al menos una solucién positiva p > 0, para cada x € R™\ {0}.
Prueba. Reemplacemos (5.90) en (5.93), y definamos el polinomio (que depende de )

o(z, 1) = (27 P2) [p(1)]? — 4*b" P Adj{H,,] P Adj|H,,] Pb. (5.94)

Supongamos que z # 0 (el caso de @ = 0, fue considerado en el lema anterior). Debido a
que P > 0, tenemos

e si =0, p(x,0) = (z" Pz)[det P|> > 0, para toda 2 € R*\ {0}; y

e sipu # 0, la ecuacién det Hy/, = 0 (= det H)) tiene n rafces reales [13]. Asf, si ésta tiene
una rafz positiva gy > 0, entonces ¢(x, i1) < 0.

Con base en estos dos puntos, por continuidad de (z, 1), para cada @ € R™\ {0}, existe p*,
0 < p* < py, tal que w(z, u*) = 0. [ |

Con base en los dos lemas anteriores, el procedimiento desarrollado al principio de esta
seccién se ve validado y asf, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 6.3. Consideremos el sistema bilineal (5.85). Entonces, 7(x) es admisible y se
obtiene de (5.91) y de la funcién definida implicitamente u(x) (5.93). Ademds, si se satisfacen
las hipdtesis H1’ y H2, entonces el control escalar u*(x) dado en (5.23) con u, definido por

Do L (LT T Py T.) - 95
ur(x) = mr (91 (PD+D P)x+0b' Pz (5.95)

&

para 7% > 0 arbitraria. O

La proposicién anterior se ilustra en el siguiente ejemplo de un sistema bilineal no homogéneo
planar. Ahi, se obtiene una funcién RCA definida implicitamente mediante la solucién de un
problema de optimizacién no convexo.



Ejemplo 6.4. Consideremos el siguiente sistema bilineal planar

) (0 1 2y 0 ’ o .
2y ) L0 =1 (1,2 Tu l)(n,l-%—l). fuj <. (5.96)

Las matrices Py @ que satisfacen la ecnacion (3.63) son, e.g.

o (a-1 a-1 P A BORR -
P=l 21 . 120y Q={,, |20 (5.97)

donde o > 1. En partienlar, para o = 2, obtenemos de (5.90)-(5.91)-(5.92), que

211 {1+ 4p%)
) = ———=5 v cp= TR

5.0%
(1 = 4p?)? (5:98)

donde g1 = p(ay,@e) estd definida implicitamente (para cada (ay, 22) fija, como la minima
sohieidn positiva de) por la frontera elipsoidal (5.94)

2

2.9 2 2 2 2 -
oo, wo, ) = (L —4dp)*(a] + 2020 + 225) — 2p° (L + 4p7)” = 0. (5.99)
No es diffeil verificar que 7(p) > 0 para 0 < g < 1/2, que es cero ssi o= 0 (ssi (21.22) = (0,0).
por el Lema 6.2). Entonces, de la composicion v(zy, 22} := 7{u(x1, 22)). podemos mostrar que
7(r1.29) es una funcién definida positiva. cuyvo dominio es todo B2 Ademds, tenemos que
de/dr > 0, lo cual significa que ¢(7) es una funcidn mondtona creciente en 7, v el elipsoide £(7)
cubre todo el plano cuando 7 — oo, Por lo tanto, la funcion RCA
1 ) .
w(wy,we) = ———— () + 2wa) (2 + 1). (5.100)
(2, o)
es un estabilizador global para el sistema a lazo cerrado (5.96)-(5.100). En la Figura 6, se
muestra la evolucidn de un control discontinuo basado en el articulo de Lin [34] (arriba), cuya
expresion es

w(@y, we) = —signo[(x; + 2a2)(xy + 1)} min {{(xy + 222){ay + 1)] . 1}, (5.101)

v una trayectoria asociada (abajo); mientras que en la Figura 7, puede verse (arriba) la evolucion
de la funcion RCA (5.100) vy (abajo) la trayectoria correspondiente. La condicion inicial es
T = (100, —200).

0

&0
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Figure 0.1: Ejemplo 5.4. Evolucién de la funcién RCA (5.63) y abajo, los corre-
spondientes estados a lazo cerrado, para la condicién inicial T = (4,1,1).
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Figure 0.2: Ejemplo 5.8. Evolucién del control no acotado (5.83) y abajo, la
correspondiente trayectoria a lazo cerrado, para la condicién inicial T = (-8, 8).

IS A

o

“Erv::?_:::~——-~‘~‘__w—__/

1 ——
Figure 0.3: Ejemplo 5.8. Curvas sintéticas zo = —(ayz? + 1)z/(az? + 2b) y
Ty = ~7z, causa de la convergencia lenta al origen del control (5.83).
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Figure 0.4: Ejemplo 5.8. Evolucién de un control saturado basado en (5.83) y
abajo, los correspondientes estados, para la condicién inicial T = (-8, 8).
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Figure 0.5: Ejemplo 5.8. Evolucién de la funcién RCA (5.84) y abajo, los corre-

spondientes estados, para la condicién inicial Z = (-8, 8).
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Figure 0.6: Ejemplo 6.4. Evolucién del control basado en el articulo de Lin (33],
y abajo, los correspondientes estados, para la condicién inicial Z = (100, —200).
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Figure 0.7: Ejemplo 6.4. Evolucién de la funcién RCA (5.100) y abajo, los
correspondientes estados, para la condicién inicial T = (100, —200).
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6. CONCLUSIONES

En el Capitulo 2, construimos un control subdptimo con el objeto de estabilizar asintdticamente,
desde una perspectiva local, cualquier sistema lineal controlable. Para este método. las ganan-
cias &7 (x) se fijan en una regién apropiada (vecindad) del origen con lo que se obtiene un
redisefiamiento del control dado en [27]. La técnica presentada en ese capitulo se aplica al
n-integrador, para el cual probamos que el control continuo y acotado resultante es un estabi-
lizador asintético y global. En la Seccién 2.5, mostramos que puede hallarse una solucién al
problema del control continuo y acotado para los sistemas en el plano.

En el Capitulo 3, se resuelven dos problemas importantes que no pueden ser resueltos, o no se
sabe muy bien cémo abordar, usando los métodos ahf mencionados: (1) disefiar un estabilizador
global continuo de manera tal que, en una vecindad del origen, el sistema a lazo cerrado tenga
sus eigenvalores dentro de cierta region deseada, y (#) disefiar un control continuo y acotado
para sistemas con eigenvalores con parte real positiva. Nuestro diseflo estd basado en la siguiente
idea geométrica. Para un sistema lineal considerado en (i), existe una familia 7-parametrizada
de retroalimentaciones lineales saturadas u,-(z) que estabilizan asintéticamente el sistema. A
medida que el pardmetro 7 tiende al infinito, el sistema a lazo cerrado se aproxima al de lazo
abierto. En particular, existen vecindades elipsoidales invariantes del origen, £(7), que tienden
a ser todo R™ cuando 7 — oo, y tales que ur no se satura en £(r), para cada 7 € (0, 00). Por
consiguiente, se resuelve el siguiente problema (estabilizacion semiglobal): Dado un conjunto
acotado D C R™, existe T € (0, 00) tal que el control lineal saturado correspondiente u(x) hace
que D C &(7). Un inconveniente del enfoque semiglobal consiste en que si se tiene una regién de
estabilidad grande implica una dindmica lenta (ganancias pequeias). Este problema se resuelve
disefiando una funcién dependiente de los estados 7(2), y se propone un control de tipo lineal
con ganancias dependientes de los estados que, en ese capitulo, es de la forma

u(z) = =BT R(7(2))z, (6.1)

donde R(7) es la solucién de una familia 7—parametrizada de (LQR) ecuaciones algebraicas de
Riccati.

En el Capfitulo 4 abordamos el problema de control acotado para la estabilizacion de los sis-
temas lineales. El problema de estabilizacién fue planteado como un problema de programacién
paramétrica (basado en la funcién de Lyapunov), donde la idea es estimar la mayor ganancia
del control de una retroalimentacién lineal tal que la entrada de coutrol no exceda sus cotas. El
control resultante es de tipo lineal con ganancias dependientes de los estados (i.e. K(x)x). Una
caracterfstica del control propuesto radica en que la “ganancia del control” K(x) se incrementa
a medida que la trayectoria del sistema a lazo cerrado se aproxima al origen. Este enfoque de
diseno hace un balance entre la ganancia del control K con la posicién 2, de forma tal que la
entrada de control resultante u(2) = —K(2)z satisface las cotas prescritas. Para los sistemas
lineales que son Lyapunov estables a lazo abierto, se prueba la estabilidad global asintética.
Para el caso de los sistemas lineales que son asintéticamente controlables al origen con controles
acotados, el disefio se hizo en dos etapas. En la primera, se disefié un control de baja ganancia
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via una ecuacion algebraica de Riccati para obtener la estabilidad asintdtica semiglobal. Como
el diserio de baja ganancia da lugar a dindmicas “perezosas” y convergencia lenta (de hecho, para
puntos cercanos al origen el control no es usado a toda su capacidad), en una segunda etapa el
conrrol de baja ganancia se redisefia para introducir un componente de alta ganancia. Tal com-
ponente de alta ganancia de la retroalimentacion se construye via un problema de programacion
parametrizado. Una caracteristica central del disefio de baja-ganancia/alta-ganancia reside en
que preserva la regidn de atraccion inducida por el diserio de baja ganancia. En ese capftulo, se
incluveron algunos ejemplos de simulacidon para ilustrar la implementacion y desempetio de la
estrategia propuesta de control. Se hicieron comparaciones con controles lineales saturados. v
se seliald gue. al menos para los ejemplos estudiados, el diseio de baja-ganancia/alta-ganancia
tiene un mejor desempetlo que los disenos basados en saturaciones lincales.

El enfoque geométrico para la estabilizacién con controles acotados presentado en ese capitilo
se generaliza a clertos sistemas afines no lineales: los sistemas pasivos. Este trabajo constituyve
el material del altimo capitulo.

Asf. en el Capitulo 5 afrontamos el problema de estabilizacién global asintdtica mediante
control acotado de una clase de sistemas no lneales que son Lyvapunov estables a lazo abierto.
El problema de estabilizacidén se plantea como uno de programacion parametrizada (basado en
la funcién de Lyapunov). El procedimiento resultante implica que las ganancias, como funciones
de los estados, son la solucion de un programa no lineal e-parametrizado, donde se define una
sucesién de conjuntos invariantes de tamanio decreciente, asociada con la funcién de Lyapunov.
Relacionado con cada conjunto invariante, se elige la mayor ganancia posible, bajo la condicidn
de que el control se mantenga acotado. Para una clase importante de sistemas homogéneos
no lineales (que a su vez, inchiye una clase de sistemas ¢ue pueden ser estabilizados global
asintdticamente por retroalimentaciones lineales y los sistemas bilineales), se prueba que el
problema de programacién resultante puede resolverse explicitamente, y ademds, también se
aborda el problema de entradas sujetas a derivadas globalmente acotadas. Con referencia al
caso general no lineal, tal como los sistemas bilineales no homogeneos, el sistema a lazo cerrado
resultante estd definido implicitamente, en el sentido de que la ley de control se obtiene de la
solucién de una ecuacion algebraica no lineal. En muchas aplicaciones, la restriceion sobre el
control se define como un r-hipercubo (la bola oc-normada) m-dimensional 5 = {u € R™ :
lullse := max;|u;| < r}. Empero, si suponemos tal restriccidn, el problema de programacion
c-parametrizado serfa no suave, y por ende sumamente diticil de resolver. Por lo tanto, se
introdujo una bola de radio » > 0, p-normada, B2 = {u € R™ : [jull, < r} a fin de obtener, al
incrementar p. cualquier grado de aproximacién suave a la restriceion del coutrol BX. De esta
forma, se puede hacer buen uso de todo el recurso disponible (magnitud) de control.

Un aspecto objetable a esta ultima metodologia se hace patente cnando se aplica a sistemas
que aungue sean asintdticamente estables a lazo ablerto, sus trayectorias tengan una conver-
gencia relativamente lenta al origen. En este caso, tenemos que si las trayectorias del sistema
a lazo cerrado se aproximan a la region definida por ¥ = {& € R"® : u(z) = 0} -donde el con-
trol se anula. entonces se recupera la dindmica del sistema a lazo abierto, presentdndose asi un
pobre desemperio mediante este diserio de control. Esta desventaja es heredada del diseno del
estabilizador no (necesariamente) acotado, v{(x) = —p (L, Ve T, cuya expresion simplemente
se propore con el objeto de que la derivada de la funcién de Lyapunov V(z) sea no positiva a
lo largo de las trayectorias del sistema a lazo cerrado: dV/dt = LV (@) + LyV{x)v{a).

!

Aqui podemos dar mna interpretacion geométrica de este fendmeno que, para simplificar la



discusién, la expondremos para el caso de sistemas lineales. Si nos basamos en el Capitulo 4,
la funcién 7(z) se define explicitamente y sus conjuntos de nivel son elipsoides concéntricos que
no presentan rotaciones entre si. As{, la regién N (que es un subespacio lineal) se mantiene
inalterada al aplicar el control acotado. Por el contrario, si nos basamos en los disefios de los
Capitulos 2 y 3, la existencia de tales rotaciones entre los elipsoides destruye ese subespacio.
redundando en un mejor desempeiio. Por consiguiente, se requiere proponer otros disefios de
control para el caso de sistemas no lineales que sustituyan la dindmica del sistema a lazo abierto.
Un enfoque que podria resultar ttil en tal direccién, se expone en [21]. En ese trabajo se
propornen ecuaciones algebraicas de Riccati “congeladas™ (frozen), cuyas matrices dependen de
los estados. con la finalidad de obtener controles éptimos para sistemas afines.
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7. APENDICE

En este apéndice presentamos un breve panorama de los resultados genéricos de la programacion
1-paramétrica no lineal. Con el objeto de dar una presentacién sencilla del tema, hemos acotado
las conclusiones mds relevantes dentro del contexto de nuestro problema de optimizacién en
control.

Consideremos una familia de programas c-parametrizados

max, f(x)
P(c): (7.1)
t.q. z€g e)

donde g='(c) := {x € R* : g(z) = ¢}, ¢ € R es el pardmetro, y f,g € C*(R*,R,), k > 2.
Asociemos a (7.1) el siguiente Lagrangiano

La(z) = f(2) = Mg(2) — o), (7.2)

para ¢ > 0 fijo. El conjunto de restricciones g~!(c) es regular ssi para toda € g~'(c).
V.g(x) # 0. En este caso, ¢ se llama un valor regular de g, denotado g h ¢. Sea g~!(¢) un
conjunto regular, entonces un punto 2* € R™ es un punto critico (o estationario) del programa
P(c) ssi existe A* en (7.2) tal que satisface VL (2*) = 0. El punto critico a* es no degenerado
$8i VyerLy«(2*) es no singular en ker V,g(z*) (i.e., en el espacio tangente de g~!(c) en a*,
denotado también Theg™ 1(c)).

Entre las definiciones (o restricciones) que pueden introducirse para obtener resultados
gendricos y programas “bien comportados”, podemos considerar a los programas de Morse
[10] y a los programas regulares [22)-[11]. En el caso del programa P(c). ambos conceptos son
equivalentes. Una funcién f se denomina funcién de Morse en un conjunto restriccién regular
g~ (c) ssi todos los puntos criticos del programa P(c) son no degenerados. Una funcién f se
dice separante ssi puntos criticos distintos tienen distintos f-valores. P(c) (7.1) se dice que
es un programa regular (separante) ssi f es una funcién de Morse (separante) en el conjunto
restriceion regular g~ !(c).

Respecto a nuestro problema de control (5.21) -Capitulo 5, la definicién de un programa
regular es:

(i) Todo x # 0 es un punto regular de la funcién de Lyapunov V(a) (= g(z) en (7.1)), i.e. 0
es el inico minimo de V(z); y
(1) todos los puntos criticos 2* de (5.21), son no degenerados: det(Vez||A(2z*)|p) # 0.
En {10], se probaron los siguientes resultados, parafraseados en el presente contexto.

Teorema A.1l. [10] Si 2* es un punto critico de un programa regular P(c), entonces
(a) existe un tinico multiplicador de Lagrange A* € R tal que V Ly (2*) = 0;
(b) la matriz hessiana de f enz* € g7 (¢), Ve La-(2*), induce un isomorfismo en Tpeg™ (c):
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-
(c) la matriz V., La«(2*) es definida negativa en ‘Tyg‘l(c) ssi »* es un maximo local.
Ademas, también se prob¢ la siguiente caracterizacidén de programas de Morse.

Teorema A.2. [10] EI problema de optimizacién c-parametrizado P(c) es un programa de

Morsessice C:={ceR:gmcy (Ly(a%). g(z) —c) M0} O
El teorema anterior simplemente establece que f es una funcién de Morse en g=e) ssi todos

los pnntos criticos de La(a) son no degenerados (i.e., VoLx(x) M 0).

El programa P(c) es propio ssi g es una funcion propia (i.e.. para cualquier ¢ > 0. g7 1(¢) es
un conjnunto compacto). En este caso, tenemos [10]: (i) C es abierto, y (i) el mimero de puntos
criticos del programa P(c), denotado # P(c). es [inito para cualquier ¢ € C' y, si #P(¢) se toma
como una funcién, es una funcién localmente constante en el abierto C.

Los programas de Morse vienen a ser interesantes para optimizacion (“bien comporta-
dos™). en virtud de las propiedades expuestas en los resultados anteriores. Ademds, bajo
condiciones de suavidad de las funciones objetivo y restriceion, el conjunto de programas de
Morse/regulares es genérico [101-[22]. El signiente teorema garantiza que los programas regu-
lares existen genéricamente (en la topologia de Whitney [20]).

Teorema A.3. [11] Para ¢ fija, el conjunto de todos los pares ([,y) tales que P(e) es un
programa regular es C*-abierto y C*-denso en C3(R™ R?). El conjunto de funciones separantes
de Morse en un conjunto restriccion regular dado g~'(¢) es C%-denso v es C*-abierto si g™ '{(c)
s compacto. C

La snavidad de la funcidn de valor éptimo también es genérica [10]. Esta propiedad impor-
tante, parafraseada en el presente contexto, estd dada por el siguiente resultado.

Teorema A.4. [10][11] Supongamos que f(2) = v(2) +w'a, donde v: R* — R es una funcion
C* (k> 2) y we R y también que g € C*, donde n es la dimensién del espacio, y propiz.
Entonces, para casi todo par (¢, w) € Ry xR", el problema de optimizacion (7.1) es un programa
de Morse que tiene a lo mds una solucion global. Ademds, la solucidn global 2*(c.w) de (7.1)
es C! y su mdximo valor global f(c,w) es C* sobre un conjunto abierto y denso en el espacio
cde perturbacién de pardmetros. O

Respecto al contexto de control escalar dado en la Seccidn 4.1 del Capitulo 5, el teorema
anterior establece que si el control escalar contiene un término lineal (w ' 2:), entonees el programa
resultante (5.39) es “bien comportado”, en los sentidos presentados antes.

Por otra parte, en [22], se estudié el conjunto de puntos criticos de un programa uno-
paramétrico, y en particular, el canibio del fmdice de Morse (m) [42] con el pardmetro. El indice
de Morse m en 2% denota el mimero de eigenvalores negativos de la matriz hessiana de f en
2t e g7 He) (ie., VerLae(a*)), restringido al espacio tangente de g7 e) en o (Theg™e)). Asi.
el indice m determina la naturaleza de un punto erftico @*: (a) si m = n, entonces a° es una
sohicién maxima local; (b) si m = 0, entonces 2* es una solucién minima local; mientras que
(¢) si 1 <m <n— 1, entonces 2* es una solucién del tipo punto silla.

Teorema A.5. [22] Sea 0 # ¥ ¢l conjunto de puntos criticos de un programa regular c-

. —_ — 9 . . . . . . .
parametrizado (7.1). Entonces £ es una C*-variedad I-dimensional de R™*¥'. Ademits, el indice
de Morse m es constante en cada componente de L C X, donde X, denota el conjunto de

puntos criticos no degenerados. C

90



Resumiendo, en el enfoque de Jongen et al. [22], se probd que genéricamente el conjunto de
puntos criticos constituye una unién ajena de curvas seccionalmente suaves en R™"!, y también
se especifan las maneras en que las propiedades de segundo orden (en términos de m) de los
puntos criticos pueden cambiar conforme varfa el pardmetro.

Se puede conseguir en la literatura, ¢f. por ejemplo [16]-[41], métodos para el seguimiento
de trayectorias (pathfollowing), la determinacién del tipo de solucién, y la deteccién de singu-
laridades en los problemas de programacién paramétrica no lineal.

91






Bibliografia

[1]

9]

(10]

(1]

J.o Ackermann, Robust Control: Systems with Uncertain Physicel Parameters. Springer-
Verlag, London, UK., (1994).

J. Alvarez-Ramirez, R. Sudrez and J. Alvarez, Semi-global stabilization of multi-input linear
systems with saturated linear state feedback, Syst. & Control Lett., 23 (199:4), 247-234.

A, Andreini, A. Bacciotti, P. Boierl and G. Stefani, Stabilization of nonlinear systems
by means of linear feedbacks, in Proc. Int. Conf. Nonlinear Systems, Lect. Notes Control
Inform. Sei. 122, Springer-Verlag, N.Y., (198%), 281-289.

(. Burgat, S. Tarbouriech and M. Klai, Continuous-time satwrated state feedback regula-
tors: Theory and design, Int. .J. Syst. Sci., 25 (1994), 315-336.

(".I. Byrnes. A. Isidori and J.C. Willems, Passivity, leedback equivalence, aud the global
stabilization of minimum phase nonlinear systems, [EEE Trans. Autom. Control, 36 (1991).
1228-1240.

AL Corless and G. Leitman, Exponential convergence for uncertain systems with
component-wise bounded controllers, in Robust Control via Variable Structure and Lya-
punov Techniques, F. Garofalo and L. Glielmo, eds., Lect. Notes Control Inform. Sci. 217,
Springer-Verlag, London, (199G), 175-196.

F.L. Chernous'ko, Ellipsoidal estimates of a controlled system’s attainability domain, ./
Appl. Math. Mechs, 45 (1982), 7-12.

J.F. Frankena and R. Sivan, A non-linear optimal control law for linear systems, Int. .J.
Control, 30 (1979), 159-178.

G.F. Franklin, E.D. Powell and A. Emami-Naeini, Feedback Control of Dynamic Systems,
Addison-Wesley, Reading, MA, (1991).

O. Fujiwara, Morse programs: A topological approach to smooth constrained optimizatiorn.
I, Math. Oper. Res., T (1982), 602-6G16.

O. Imjiwara. A note on differentiability of global optimal values, Math. Oper. Res., 10
(LOR5), 612-618.

AT Fuller, In-the-large stability of relay and saturated control systems with linear con-
trollers, Int. J. Control, 10 (1969), 457-480.



[13]

L]

944

. Ganrmacher. The Theory of Matrices, Vol. 1, Chelsea, N. Y., (1959)

/

Jo P Gansifer and I Kupka, A separation principle for bilinear systems with dissipative
drift. IEEE Trans. dutom. Control, 37 (1992), 1970-1974.

| VAL Gavrilvako, V.1 Korobov and G.M. Sklyar, Designing a bounded control for dynamic

svarems in entire space with the aid of a controllability function, Autom. Remote Control.
11 11986}, 1434-1490.

JoGiddat. B Guerra Vazquez and H. The Jongen. Purametric Optimization: Singularities.
Patifollowing and Jumps, Teubner and J. Wiley & Sons, Chichester. GB, (1990).

o P00 Guumean, Stabilizing controllers tor bilinear systemns, IEEE Trans. dutom. Control.

26 (1981). 017-922.
0. Hdyek. Geometric theory of time-optimal control, STAA .J. Control, 9 (1971), 339-350.

D. Hill and P. Moylan, The stability of nonlinear dissipative systews, [KEE Trans. Autom.
Control, 21 (1976), 7T08-711.

MWL Hivseh, Differential Topology, Springer-Verlag, N.Y., (1976).

Y. Huang and W.-M. La, Nonlinear optimal control:  Alternatives to IHamilton-Jacobi
ecuation, in Proe. 35th. [EEE Conf. Dec. Control, Nobe, Japan, (Dec. 1996). 3942-3947.

H Th. Jongen, P. Jonker and F. Twilt, One-parameter families of optimization problems:
Equality constraints, J. Optim. Theory Appl.. 48 (1986), 141-161.

V. Jurdjevic and J. P. Quinn, Controllability and stability, J. Diff. Eyuations., 28 (1978),
381-389.

N. Kalouptsidis and J. Tsinias, Stability improvement of nonlinear systems by feedback,
IEEE Trans. Autom. Control, 29 (1984), 364-367.

N. Kawasaki and E. Shimemura, Determining quadratic weighting matrices to locate poles
i1t a specified region, dutomatica, 19 (1983), 537-360.

V.A. Nomarov, Estimates of reachable sets for linear systems, Math. USSI [zvestiyu, 25
(1985), 193-206.

V.A. Komarov, Design of constrained controls for nonautonomous linear systems, Autorn.

Remote Control, 10 (1983), 535-339.

V.I. Korobov, A general approach to the solution ol bounded control synthesis problem in
a controllability problem, Math. USSE Shornik, 37 (1980), 535-557.

VI Korobov and G.M. Sklyar, Time optimality and the power moment problem, Alath.

USSE Sbornik, 62 (1939), 185-200.

V.1 Korobov and G.M. Sklyvar, Time-optimal control and the trigonometric moment prob-
lem, Math. USSR Lzvestiyo, 35 (1090), 203-220.



K. K. Lee and A. Arapostathis, Remarks on smooth feedback stabilization of nonlinear
systems, Syst. & Control Lett., 10 (1938), 41-44.

E.B. Lee and L. Markus, Foundations of Optimal Control Theory. J. Wiley & Sons, N.Y..
(1967).

Y. Lin and E. D. Sontag. A universal formula for stabilization with bounded controls, Syst.
€ Control Lett., 16 (1991). 393-397.

W Lin. Input saturation and global stabilization by output feedback for affine systems, in
Proc. 331d. IEEE Conf. Dec. Control, Lake Buena Vista, FL, (Dec. 1994), 1323-1328.

W, Lin, Global asymptotic stabilization of general nonlinear systems with stable free dy-
namics via passivity and bounded feedback. dutomatica, 32 (1996), 915-924.

Z. Lin, Semi-global stabilization of linear systems with position and rate limited actuators,
Syst. & Control Lett., 30 (1997), 1-11.

7. Lin and A. Saberi, Semi-global exponential stabilization of linear systems subject to
“input saturation” via linear feedbacks, Syst. & Control Lett., 21 (1993), 225-239.

7. Lin and A. Saberi, Semi-global stabilization of minirmun phase nonlinear systems in spe-
cial normal form via linear high-low-gain state feedback, Int. J. Robust Nonlinear Control.
4 (1996), 353-362.

R. Longchamp, State-feedback control of bilinear systems, [EEEL Trans. Autom. Control,
25 (1980), 302-306.

D.G. Luenberger, Linear and Nonlinear Programming, 2ud. Ed., Addison-Wesley, Reading.
MA, (1984).

B. N. Lundberg and A. Poore, Numerical continuation and singularity detection methods
for parametric nonlinear programming, STAM J. Optim., 3 (1993), 134-154.

J. Milnor, Morse Theory, Annals Math. Stud. 51, Princeton Univ. Press, NJ, (1963).
R. Mobhler, Bilinear Control Processes, Academic Press, N.Y., (1973).

B.P. Molinari, The time-invariant linear-quadratic optimal control problem, dutomatica.
13 (1977), 347-357.

M. Morari and E. Zafiviou, Robust Process Control, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J,
(1989).

AL Ovssevich and F.L. Chernousko. Two-sided estimates on the attainability domains of
controlled systems. J. Appl. Math. Mechs.. 46 (1983), 590-395.

M.A. Poubelle, R.R. Bitmead and M.R. Gevers, Fake algebraic Riccati techuiques and
stability, IELE Trans. Autom. Control, 33 (1988), 379-381.

AL Saberi, Z. Lin and A.R. Teel, Control of linear systems with saturating actuators, [[5EFE
Trans. Autom. Control, 41 (1996), 368-378.



96

W.E. Schmitendorf and B.R. Barmish, Null controllability of linear systems with con-
strained controls, STAM J. Control Optim., 18 (1980), 327-3453.

M. Slemrod. Stabilization of bilinear control systems with applications to nonconservative
problems in elasticity, STAM J. Control Optim., 16 (1978), 131-141.

L.S. Shieh. H.M. Dib and B.C. Meinnis, Linear quadratic regulators with eigenvalue place-
ment in a vertical strip, IEEE Trans. dutom. Control, 31 {1936). 241-243.

J. Solis-Daun, Estimacién de conjuntos alcanzables de sistemas linealizables. Tesis de
Macstria, Universidad Autonoma Metropolitana-Iztapalopa. (Oct. 1939).

J. Solis-Daun, J. Alvarez and R. Sudrez, Bounded finite tite control for planar feedback
linearizable systems: Application to a continuous stirred tank reactor, in Proc. dmer.
Control Conf., Chicago IL, (June 1992), 1013-1022.

J. Solfs-Daun. J. Alvarez-Ramirez and R. Sudrez, Global and semi-global stabilization of
lincar systems using constrained controls, (1997), sometido al Int. .J. Robust Nonlinear
Control.

J. Solis-Daun, R. Sudrez and J. Alvarez-Ramirez. Global stabilization of nonlinear systems
nsing bounded control: A parametric optimization approach. (1997}, sometido al SIAM J.
Control Optim.

12.D. Sontag, An algebraic approach to bounded controllability of linear systems, Int. .J.
Control, 39 (1984), 181-188.

I1.D. Sontag and H.J. Sussmann, Nonlinear output feedback design for linear systems with
saturating controls, in Proc. 29th [EEE Conf. Dec. Control, Honoluln HI, (Dec. 1990),
341423410,

R. Sudrez, J. Alvarez and J. Alvarez, Linear systeins with single satnurated input: Stability
analysis, in Proe. 30th. 15515 Conf. Dec. Control, Brighton, England, (Dec. 1991), 223-223.
R. Sudrez, J. Alvarez-Ramirez and J. Alvarez, Regions of attraction ol closed loop linear
systers with saturated linear feedback, J. Math. Syst. Estim. Control, (1997), eu prensa.

R. Sudrez, J. Alvarez-Ramirez and J. Solis-Daun, Lincar systems with bounded inputs:
Global stabilization with eigenvalue placement. Int. J. Robust Nonlmear Control. 7 (1997).
835-845.

Suarez. R., J. Alvarez-Ramirez, M. Sznaier and C. Ibarra-Valdez, £7-distnrbance attenua-
tion for linear systems with bounded controls: An ARE-based approach, in S. Tarbouriech
and G. Garefa (Eds.), Control of Uncertain Systems with Bounded Inputs, Lect. Notes
Control [nform. Sci.. No. 227, Springer-Verlag, London, UKL (1097), 25-33.

R. Sudrez, J. Solis-Daun aud J. Alvarez. Stabilization of linear controllable systems by
means of bounded contimonus noulinear feedback control, Syst. & Control Lett.. 23 (1994).
403-410.



[63]

[64]

165]

[66]

[67]

(68]

[69]

[70]

(73]
(74]

H.J. Sussmann and Y. Yang, On the stability of multiple integrators by means of bounded
feedback controls. in Proc. 30th IEEE Conf. Dec. Control, Brighton. England. (Dec. 1991),
T0-72.

H.J. Sussmann, E. Sontag and Y. Yang, A general result on the stabilization of linear
systems using bounded controls, IEEE Trans. Autom. Control, 39 (1994), 2411-2424.

A.R. Teel, Global stabilization and restricted tracking for multiple integrators with bounded
controls, Syst. & Control Lett., 18 (1992), 163-171.

A.R. Teel, Feedback stabilization: nonlinear solutions to inherently nonlinear problems,
Memo No. UCB/ERL M92/65, University of California, Berkeley CA, (June 1992).

A.R. Teel, Linear systems with bounded nonlinearities: Global stabilization by scheduling
a family of H.-type controllers, Int. J. Robust Nonlinear Control, 5 (1995), 399-411.

J. Tsinias, A theorem on global stabilization of nonlinear systems by linear feedback, Sys-
tems Control Lett., 17 (1991), 357-362.

W.NM. Whonam, Linear Multivariable Control: A Geometric Approach, Springer-Verlag,
NUY., (1985).

J. C. Willems, Dissipative dynamic systems-Part [: General Theory; -Part II: Linear systems
with quadratic supply rates, Arch. Rational Mechs. Analysis, 45 (1972), 321-351 and 352-
393.

G.F. Wredenhagen and P.R. Bélanger, Piecewise-linear LQ control for systems with input
constraints, Automatica, 30 (1994), 403-416.

Y. Yang, H.J. Sussmann and E.D. Sontag, Stabilization of linear systems with bounded
control, in Proc. IFAC Conf. Nonlinear Control Systems Design, Bordeaux, France, (June
1992), 15-20.

D.S. Yeung, Time-optimal feedback control, J. Optim. Theory Appl., 21 (1977), 71-82.

Q. Zhou, A transversality theorem for maps, J. Math. Res. Exposition, 3 (1983), 17-20,
(en chino, con resumen en inglés).

97



