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Lista de Acrónirnos 

ACOCA : Asint6ticamente  Controlable  al Origen  con  Controles  Acotados. 

DEC : Detectable  En Cero. 

EAR : Ecuaci6n  Algebraica de Riccati. 

EDR : Ecuacibn  Diferencial de  Riccati. 

EGA : Estabilización  Global  Asint6tica. 

J-Q : Jurdjevic-Quinn. 

LQ : Linear-Quadratic. 

PRNP : Parte Real No Positiva. 

RCA : Retroalimentaci6n  de  Control  Acotada. 

RLS : Retroalimentaci6n Lineal Saturada. 

RS : Retroalimentación  Saturada. 
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I. INTRODUCCI~N 

1 I 1 Antecedentes 

El  estudio realizado en  esta Tesis se sitda  dentro  de la denominada Teoría de Control. Dentro  de 
la problem6tica general entre la controlabiliclad y la estabilización de los sistemas de control, nos 
hemos centrado en el problema de considerar restricciones sobre los controles. Una característica 
natural de todas las aplicaciones radica en que el diseño de controles contemplen restricciones 
(e.g., cotas sobre sus magnitudes  e incluso en sus derivadas).  Este  problema nos condujo  al 
estudio  de  aspectos  particularmente  interesantes y novedosos, mismos clue dieron  lugar  a nuevas 
técnicas para  afrontar  este  problema. 

E,n esta Tesis estudiaremos el problema de la estabilizacjón global asintótica (EGA) de los 
sistemas afines, y con particular énfasis de los sistemas lineales, medimte r.etr.oalimentaciones 
de  control acotadas (RCA), u = ~ ( x ) ,  sujetas  a restricciones sobre sus rnagnitudes y también 
sobre sus derivadas. 

Con respecto  a los sistemas lineales, en afios recientes ha surgido un renovado interés re- 
specto  al problema de la estabjlización global mediante las RCA. Con el objeto  de  estudiar el 
problems  anterior, se llegó a la caracterización  de  cierta clase de sistemas lineales: Sistema  lineal 
asintóticamente  controlable al origen COR controles acotados (ACOCA). Es bien sabido,  que un 
sistema lineal es ACOCA sii es estabilizable  mediante controles arbitrariamente pequeños, o de 
manera equivalente (criterio  algebraico), sij el sistema es estabilizable ( i e . ,  todos sus modos no 
controlables tienen parte real  negativa) y su dinámica libre asociada  tiene  todos sus ejgenvalores 
con parte real no positiva (PRNP), cf. por ejemplo, Lee-híarkus 1321, Schmitendorf-Barmish 
[49] y Sontag [%l. AdemBs, el enfoque natural  de considerar  saturaciones  de  retroalimentaciones 
lineales tiene el inconveniente de que  la  estabilización  global  asintótica no puede garantizarse 
n priori. En específico, Fuller [12] mostró clue para el denominado  n-integrador (n 2 3), una 
saturacih hard no conduce a la estabilización global. A pesar  de este  resultado  negativo,  Sontag- 
Sussmann [57] probaron que la EGA de los sistema lineales ACOCA puede realizarse mediante 
la clase general de las funciones RCA. Sin embargo, el diseño de controles en ese trabajo  estaba 
basado  en un procedimiento recursivo muy complicado (computacionalmente difícil). Tee1 [G5] 
introdujo  una metodologia que  empleaba combinaciones lineales y composiciones anidadas de 
saturaciones  de  retroalimentaciones lineales (enfoque  de  saturaciones anidadas) para  obtener la 
EGA del n-integrador.  Finalmente, Sussmann-Sontag-Yang [G4] generalizaron ese método  para 
afrontar el problema anterior,  en  vista  de lo cual  obtuvieron l a  EGA de los sistemas lineales 
ACOCA, suponiendo  además, funciones de sat~u.ación mcis generales. 

Una antigua solución al problema  anterior, i e . ,  llevar cualquier estado inicial al origen, en 
tiempo  finito, bajo el  supuesto  de  considerar  controles  acotados  (usualmente discontinuos) fue 
obtenida con la  teoría de control  de  tiempo  óptimo [32]. Empero, la derivación de funciones 
de  control  retroalimentado  en  tiempo  óptimo  puede  ser muy engorrosa y s u  subsecuente imple- 
mentxión es muy difícil: se requiere de enormes cantidades de memoria on-line para  almacenar 



hipersuperficies de cambio (switching) muy intricdas.  En otros t,&minos, su construcción nece- 
sita del conocimiento  de los conjuntos controlables de 10s siSt,emw lineales. Este i‘lt.in1o aspecto 
plantea L L ~  problema  sumamente difícil (en  general,  abierto). En payticular, I<orobov-Sklyar. 
obtuvieron soluciones analíticas  al problema de tiempo  óptimo para el n-integrador [29], y para 
sistemas con control  escalar cuyas din6mica.s asociadas  tienen eigenvalores puranlente imaginar- 
ios [30j. Hasta  ahora, el papel de la teoría de cont.ro1 óptimo  se reduce Incis bien a proc\ucir 
patrones  a  considerar como metas en sistemas reales: una  ayuda para CoIlstruir sistemas  de 
control  subóptimos.  Sobre  esta base, e interesado en hallar una solución suil\-e al problema eje 

control en tiempo subciptimo, Komarov [27] usó una  estimación interna elipsoidal de 10s con- 
juntos controlables de sistemas lineales no autónomos. Un parknletl-o (o m& bien una mat,riz 
paramet,rizada)  de  tal  aproximación elipsoickd se obtiene resolvienc]o una ecuacitn diferencial 
matricial no lineal. El estabilizador  resultante es m a  función  de  control  acotada y subóptima  de 
tiempo  finito, la cual es suave,  excepto en el origen. Sin embargo, la región de atraccidn  no  est$ 
bien determinada, al igual  que Fttlta establecer las condiciones para la existencia cle soluciones 
para esa ecuación diferencial matricial en el origen (una singulariclad en este  caso). Usando un 
enfoque alternativo, pero no involucrado en obtener  una solución subóptima, Korobov [2P] se 
abocti al problema  de la estabilizcxi6n en tiempo  finito del 72-integrator, mediante las denomi- 
nadas funciones de controlahilidad (funciones tipo Lyapunov). Ese método fue extendido por 
Gavvri1~;ako-I~orobov-Sklyar [15] a fin de  obtener  la  estabilidad global en tiempo finit,o para los 
sistems lineales controlables PRNP. Para ello, debe resolverse una ecuaci6n integml 1x0 lineal. 
Empero. el problema de hallar  sus soluciones suele tornarse  bastante cliFíci1. 

Por contraste con el caso de los sistemas lineales; la caracterizacih  de sist,errlas no lineales 
que secm del tipo ACOCA permanece aun como un problema abierto. AdemLis, las estrategias 
generales que se han propuesto para estabilizar los sistemas no lineales mediante controles 
acotados son relativttmente  pocas,  siendo  principalmente  enfocadas a los sistemas bilineales. 

Entre l a s  herramientas clue usunlmente se emplean para l a  estabilización de sistemas no 
linetales  se hallan el análisis de L-yapunov, el principio de invariancia de LaSalle, la teoria de l a  
varieciad central, y cilgelxas de Lie [5]-[19I-[23]-[31]-[35]-[33]. A este respecto,  Jurdjevic-Quirul 
(J-Q) [23] desarrollaron un enfoque exitoso,  basado en una condición del  tipo  de rango de 
controlabilidad  definida en términos cle cilgebras de Lie: la llamada conclici6n ad. En [ 2 3 ] ,  se 
consideró el caso  sistemas afines con entrada escalar  cuyas clinAmicas libres son lineales y la 
matriz  de  transición  de  estados es unitaria.  Para sistemas bilineales con entrada escalar, los 
siguientes resultados  fueron  obtenidos  bajo la misma línea de la técnica de J-Q: (i) Slernrod 
[?O] propuso  una  mejora a la condición ad para  obtener un control satnmdo clue estabiliza 
global asintóticamente la clase de siste~nas bilineales homogéneos cuya  matriz  de  transición de 
estados es antisimétrica; y (ii) Gnuthier y Kupla [14] investigaron el problema de la E G A  i l t  
los sistemas bilineales con dindnlica libre disipativa, medicante  leyes cle retroalimentación suaves 
y controles discontinuos.  Estos tíltimos autores  también  presentaron condiciones para  obtener 
la EGA de  sistemas no lineales medicante controles retroalin~e~~tndos suaves arbitrariamute 
pequeiios -una propiedad que caracteriza  la clase de los sistemas lineales ACOCA.  

Recientemente,  sobre la línea de investigación de [14], Lin [34] obtuvo l a  EGA de cierta 
cltse  de sistemas afines con entradas midtiples,  cuya dinBmica libre es lined y L,yapunov es- 
table,  bajo la consideración tanto  de funciones retroalimentadas suaves (110 acotadas) o acotadas 
(”estabilizadores  pequeños”  discontinuos). Lin derivó una condición ad, que generaliza los re- 
sultaclos obtenidos por Lee-Arapostathis [31) y Byrnes-Isidori-~~’ill~~i~s 151, y  por ende! mejora 



la  de J-Q. En Lin [35] ,  el método previo fue extendido  para  obtener Ia EGA para la clase 
general de  sistemas no dines pasivos. En  virtud  de que los sistemas pasivos tienen la propiedad 
tipo A C O C A  [35] antes  mencionada,  éstos  pueden  pensarse como sistemas  no lineales “casi 
lineales”. 

Es importante remarcar  que en  los métodos  antes mencionados, los controles acotados son 
bien sea (i) del tipo de baja  ganancia -que implica que la estabilización global asintótica se 
obtiene a expensas  de variaciones lentas  de  la función de  control,  y por lo tanto obteniendo 
(probablemente) un pobre  desempeño  y largos tiempos para  terminar (settling, tlmes), o bien 
( i i )  controles bang-bung -que pueden concebirse como controles con ganancias  infinitas, lo cual 
impide sus usos en algunas aplicaciones. 

En  la  siguiente sección presentamos  un  panorama de las contribuciones de nuestro trabajo 
de investigación para  abordar la problemática  anterior. En  primera  instancia, mencionamos 
los resultados  que  obtuvimos  para los sistemas lineales. Nuestro primer enfoque (Capítulo 2 
o (621) está basado  en el método  propuesto  por Komarov [27],  mediante el cual se obtiene 
una R C A  de  tipo global para el  n-integrador, y se establece  una relación entre la estabilización 
asintótica  y la de  tiempo  finito. Mediante un segundo  método  (Capítulo 3 o [GO]), obtenemos  una 
extensión del (conocido) resultado  de asignación de valores propios para sistemas lineales, bajo la 
restricción  de controles acotados.  Finalmente  (Capítulo 4 o (541 y Capitulo 5 o [55 ] ) ,  exponemos 
una  metodología  que  permite estender resultados  de estabilización con control  acotado para 
el caso de los sistemas afines que a lazo abierto son Lyapunov estables. Con este enfoque, se 
obtiene  un  control  acotado  (mediante  cierta función-peso) que  estabiliza globalnlente el sistema. 
La construcción de  tal función-peso depende de la solución de un  problema de optin~ización 
paramétrica. Además, se proporcionan condiciones para que los controles tengan derivadas 
globalmente  acotadas. 

1.2 Descritxión  de las contribuciones m%v5Pales 

Dentro  del  marco  de  la  teoría cliisica para la estabilización de  sistemas lineales, 10s controles no 
acotados  pueden  construirse  usando funciones de Lyapunov de tipo cuadrAtico. Sin embargo, 
la imposición de  cotas conlleva a considerar funciones de Lyapunov miis generales. En nuestro 
trabajo se definen tales funciones mediante  parametrizaciones  apropiadas (le funciones de Lya- 
punov cuadráticas, lo cual se traduce  en  considerar funciones definidas en forma implícita. Con 
esto, esta metodología  permite el diseíío de controles acotados,  retroalimentados y “suaves”, 
aunque definidos irnplicitamente, es decir, el sistema a lazo cerrado,  resultado  de  aplicar el con- 
trol  implícito,  consta de un sistema de ecuaciones diferenciales mAs una ecuación algebraica no 
lineal (para el ciilculo del control). En concreto,  presentamos dos técnicas para llevar a efecto 
tales  parametrizaciones, clue describimos en los siguientes dos párrafos. 

Con base en el enfoque de Komarov [2.i], y especializados a  sistemas lineales autónomos 
controlables de  una  entrada,  en el Capítulo 2 (o [ S a ] ) ,  establecemos una c o n e d h  entre  la 
estabilización  asintótica  y la de  tiempo finito vía un rediseriamiento del controlador. Mediante 
aprosimaciones  internas (las funciones de Lyapunov implícitas} al conjunto controlable en su 
evolución con el tiempo  de un sistema  lineal, se construye un control  retroalimentado, “suave” 
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( i e . ,  diferenciable,  excepto  en el origen)  y  acot,ado que permite  estabilizar  un  punto de equilibrio 
en tiempo finico (esto dtimo, debido  a la no diferenciabilidad en el  origen). L,as estimaciones 
al  conjunto  controlable vienen definidas por una familia de elipsoides a 111 parametro 7- (clue 
representa  una  medida del tiempo  que se requiere para “llegar”  al  origen),  y se obtienen con10 
solución de  una ecuación diferencial matricial  no  lineal.  Ademas, el control  resultante es de 
tipo sub6ptimo, i e . ,  es una aproximación suave al  control de  tiempo óptirno (clue usualmente es 
discontinuo). Vía un rediseño del control (en una vecindad del punto  de ecluilibrio). obtenemos 
un control que estabiliza  asintóticamente (i.e., en tiempo  infinito). En comparación con el 
control  saturado-asintótico y el de  tiempo  óptimo,  el  control diseííaclo presenta lo mejor de 
ambos: la ”suavidad” del primero  y l a  rapidez del iiltimo.  Particularizado  al  sistema 1ine;d 
denominado n-integrador, resolvemos el problema de estabilización global. Para  esto  ljltimo, 
hallamos  una solución analítica  explícita de la ecuación diferencial  matricial arriba mencionada. 
Este  sistema  resulta  singularmente  interesante  debido  a  que,  dado clue es (críticamente) inestable 
a lazo abierto  (su knico valor propio es el cero, con multiplicidad n), constituye tula especie de 

En el Capítulo 3 (o [60]),  obtenemos  una  extensión del problema  de asignacidn de valores 
propios para los sistemas lineales considerando controles acotados.  Con  base  en la teoría LQ 
(linear-quadratic) construimos  una  retroalimentación acotada y estabilizante, cuya ganancia 
depende del tamaño del estado (ganancia programada). Para  este fin, se define una familia 
paranletrizada  de elipsoides, pero a diferencia con el enfoque del Capítulo 2,  esta familia se 
obtiene resolviendo una familia -r-paranletrizada  de ecuaciones algebraic* (o diferenciales) ma- 
triciales de  Riccati.  Mediante  este  método, se construye una función R C A  que  permite: ( i )  
E G A  de los sistemas lineales ACOCA; y ( i i )  para los sistemas linenles controlables cuya  
dinhrnicas libres son inestables, da lugar  a  una estimación interna  de la región de  atracción. 

Vale la  pena  comentar clue en la metodologías [15]-[27]-[62] y [GO], los controles estcin 
definidos de forma implícita, i e . ?  el sistema  a lazo-cerrado consiste de  un  sistenls de ecuaciones 
diferenciales mBs una ecuación algebraica no lineal.  Además, el control es un  estabilizador de 
tipo ”lineal” de la forma U(.) = --K(x)x, cuya  matriz  de  ganancias K(x)  -dependiente  de los 
estados (y clue se obtiene a partir  de ecuación algebraica  antes  mencionada), ajusta la amplitud 
de la entrada de acuerdo al tamaño del estado con el objeto  de  satisfacer las cotas  impuestas 
sobre la entrada.  En  este  sentido,  estas dos metodologías pueden concebirse con10 basadas  en 
ga11mciaa progran~adas (gain-scheduling). 

Usando un enfoque anBlogo al del Capítulo 3 (o [60]),  \.lirede~~hagen-Bélanger [71] diseñaron 
un  control  acotado seccionalmente lineal, el cual  también esta  basado en la teoría LQ. Final- 
mente, el problema  de  estabilización global fue también abordado  por Tee1 1671 para  la clase de 
sistemas lineales ACOCA,  suponiendo  ademks,  que los controles  pasan por no linealidades de 
tipo general. Esta técnica esta basada  en  una solución semiglobal clue se obtiene  a  partir  de una 
familia de ecuaciones algebraicas de  Iliccati de  tipo Hm. 

Con respecto  a los diferentes enfoques de diseiío de control mencionados arriba, es importante 
remarca los siguientes dos puntos: 

:(test” par< c\ 1 as técnicas de estabilización con controles acotados. 

Los controles construidos  mediante la metodología basada en ganancias  programadas  (en 
tiempo  finito) ([27]-[ 151) estdn  orientados  hacia  un  buen  desempeiío,  pero  éstos sólo pueden 
ser  implementados en algunos sistemas concretos (e.g., el n-integrador [G2] y [28]), debido 
a las  ecuaciones diferenciales o integrales no lineales matriciales clue hay que resolver. De- 
safortunadamente, las metodologías LQ ([GO]-[71]) o H ,  ([G71) sldren esta misma desven- 
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taja,  dando lugar a implementaciones prohibitivas  (alto  costo  computacional, traducido 
principalmente  en crilculos con gran consumo de  tiempo),  implicadas  por las ecuaciones 
algebraicas de  Riccati  involucradas. Al final del Capítulo 3 (o [60]), se establece  que el 
problema de complejidad puede mejorarse notoriamente, si  se emplea una ecuación difer- 
encial de Riccati.  Empero,  para  ciertas aplicaciones esto puede resultar  todavía muy 
“caro”,  dado que se requiere resolver un sistema  de R. + n(n + 1)/2 ecuaciones diferenciales 
-n es la dimensión. En ese capítulo, los inconvenientes arriba nlencionados pueden con- 
cebirse como u11 precio que hay que  pagar a fin de obtener  un  resultado  de asignación de 
eigenvalores. 

0 Por  otra  parte, los controles diseñados mediante el enfoque de saturaciones  anidadas ([64]- 
[65])  son m&s friciles  de implementar. En su estado  actual, el diseño con esa estrategia 
de controles globales provistos de  un  buen  desempeño se encuentra  todavía  bajo  estudio. 
Al parecer, los primeros controles obtenidos suelen dar respuestas con bajo desempeño, 
dado que fueron construidos para asegurar  la  estabilidad sin ninguna otra pretención.  Em- 
pero, desde una perspectiva semiglobal, existen esfuerzos alentadores para hallar mejores 
diseños mediante  la técnica de  baja-y-alta  ganancia (low-and-high gain) 1451 y también  de 
considerar tanto saturaciones  en  la  magnitud como en  la  derivada  de los controles [36].  

Consecuentemente, hace falta  una metodologia para  la estabilización global  asintótica  de 
los sistemas lineales que  tome  ventaja  sobre los métodos  propuestos  a  la fecha, y clue esté 
caracterizada por Una orientación hacia el buen  desempeño y una  implementación sencilla de 
los controles. 

De esta  manera,  nuestro  estudio final lo hemos enfocado hacia una metodología que,  en la 
medida  de lo posible, satisface las especificaciones anteriores y que aclemQs,  es n&s “natwal”  de 
extrapolar  a  sistemas no lineales. Consideramos el problema de la estabilización global mediante 
controles acotados  de los sistemas afines clue son Lyapunov estables  a hzo abierto. Con base en 
la literatura  consultada sobre el tema,  todas las metodologías existentes poseen la desventaja 
de clue  los controles acotados  son bien sea discontinuos (bung-bang) o con un “nlal”  desempeño 
(low gain). Por  nuestra  parte, hemos obtenido  un  control  retroalimentado, “suave” y acotado, 
basado en la solución a un problema de optimjzacidn paramétrica. En este  enfoque,  a partir  de 
cierto  estabilizador global no  (necesariamente)  acotado .(x) se obtiene,  mediante  determinada 
función-peso .(x) (relacionada con la  norma del control .(x)), una función de  control acotada 
u(%) clue estabiliza  globalmente el sistema. Así, 

La construcción de tal función .(x) se obtiene  mediante la solución de un problema de op 
tjmizacidn paramétrica. El conjunto  de los sistemas  que consideramos incluye a las clases 
importantes  de los sistemas lineales y bilineales. 

En el Capítulo 4 (o [54]) estudiamos el caso de los sistemas lineales, para los cuales el 
problema  de optimización (mencionado arriba) se  resuelve explícitamente si se considera que las 
entradas  de control se hallan  restringidas  a un elipsoide: 71 E By = {u E ItpUm : llulls 5 I } ,  donde 
Ilulls := y S es m a  matriz definida positiva. La ley de control  propuesta  incrementa 
las ganancias de la retroalimentación  a  medida que la trayectoria controlacla converge hacia 
el origen, con lo cual se garantiza clue l a s  cotas  sobre el control nunca serdn violadas. Como 
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característica  adicional, se muestra clue si  el sistema  a lazo abierto es Lyapunov estable, el control 
propuesto  proporciona  entradas  acotadas con una derivada global acotada: I ld,u/dtl]s 5 K .  

Finalmente, se desarrolla un  resultado  de estabilización semiglohal para 10s sistemas lineales 
ACOCA. E,n este caso, se obtiene un control del tipo loic;-and-high y L 1 n .  El método se ilustra 
con la estabilización global de  un navegador inercial,  y con la estabilización de  un  odelo lo no 
lineal de un puente  de carga (crane ~07btro.01 system). 

La exposición general para sistemas no lineales se reporta en el articulo [gj], y conforma el 
material de Capítulo 5 (y  ~ l t imo) .  En este  caso, la restriccitjn sobre el control se da en términos 
de  pnormas: u E t?f = {u E R" : l I u [ l p  5 T } ,  donde l l z ~ l l ~  := (,u: + . . . + uP , ) l /P  y p par. 
De  esta  manera, al incrementar p se puede obtener  cualquier  grado de aproximación (suave) 
al  y-hipercubo  m-dimensional, mismo que surge como restricción en  ciertas aplicaciones. Por 
consiguiente, se obtiene así una  buena utilización del recurso (magnitucl) clisponible de  control. 
En ese capítulo, se presenta  un enfoque de diseño clue permite vía 1111 control  retroalimentado 
acotado, la estabilización global asintótica  de  sistemas afines cuyas dintimicas libres son Lya- 
pmov estables. Con base en las ideas bkicas usadas  en los Capítulos 3 y 4,  la ley de  control 
(de  alta  ganancia) clue proponemos en ese capítulo,  incrementa  la  ganancia  a  medida clue la 
trayectoria  controlada converge hacia el origen, con lo cual se gcarantiza  clue las cotas  sobre l a  
entrada no sean excedidas. Grosso modo, el procedimiento consiste en definir cierta función 
( T ) ,  de forma  tal que sea  constante  a lo largo  de las fronteras de los conjuntos  de nivel e de la 
funci6n de Lyapunov asociada con  el sistema  a lazo abierto.  E,ntonces, si tonmmos esos con- 
juntos  de nivel e en una sucesión de tamaíío decreciente (que converge al origen), se asigna a 
cada  conjunto  tal la mayor ganancia posible correspontfier,te (vía r), bajo  la condición de  que 
el control se mantenga  acotado. En general, ese procedimiento implica clue 1;s ganancias, conw 
funciones de  la posición, se obtienen de la solución de 1.111 problema de progrmmacidn no lineal 
c-pammetrizaclo. 

Con especiaLinterés se estudia  una clase importante de sistemas homogéneos (que  a su vez 
incluye A los sistemas clue pueden ser  estabilizados global y asintóticamente  por  retroalimenta- 
ciones lineales), y sistemas bilineales. Respecto a la primera clase, la  ley de control  construida 
esta explícitamente ciefinickz. En el caso general no lineal (e.g., los sistema5 bilineales no ho- 
mogéneos), el sistema a lazo cerrado  resultante  est6 implícitamente definido, en el sentido  de 
clue consiste  de un sistema de ecuaciones diferenciales m,is una ecuaciGn algebraica no lineal 
(requerida  para  obtener el control). El control disefiado es una funci611 de  retroalimentación 
suave,  excepto  en el origen (que es una singularidad). No obstante que para  un amplio espec- 
tro de aplicaciones, ésta es una  característica indeseable (e.g., causa del llanxdo chatte,ring del 
control), un redisefiamiento del control  permite  obtener un estabilizaclor continuo  asintótico. 

Dependiendo  de  algunas aplicaciones, e.9. robot  manipuladores, procesos cluínicos de con- 
trol,  etcetera, el considerar clue la razón de  cambio  sobre el control es ilinlitacla puede concebirse 
como LLM desventaja  de la mayoría  de lo métodos  existentes para el  clisefio de estabilizadores 
acotados: el control por lo regular semeja un  control  tipo bUn9-ba7q especialmente  cuando 
los estados se hallan lejos del origen. Ese conlportamiento excluye su uso en las mencionadas 
aplicaciones, debido  a las respuestas  naturales (e.9. inercia del actuador)  de  estos sistemas a 
estímulos  externos. A este  respecto,  en ese capítulo  abordamos  también el problema cle entradas 
de  control  sujetas  a cot,as globales en sus deriraclas, para el caso de los sistemas homogéneos 
antes mencionados. 
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2. ESTABILIZACI~N DE SISTEMAS LINEA- 
LES CONTROLABLES CON CONTROLES 
SUBOPTIMOS 

2.1 Introducción 

Los sistemas lineales retroalimentados con entradas  acotadas  exhiben un comportamiento que 
podemos calificar de no lineal. La estabilización de  estos  sistemas  constituye  un problema de 
control  sumamente  interesante. Metodológicamente, este  problema se ha  abordado  usualmente 
mediante la construcción de  una retroalimentación lineal (global)  que  estabiliza  al  sistema, para 
luego considerar su saturación  (consulte,  por ejemplo [12], [58]).  En vista del estenso  material 
sobre la teoría  de  sistemas lineales, éste es u11 enfoque natural. Sin embargo, es de esperarse 
que  puedan  hallarse ‘mejores’ soluciones al considerar controles no lineales m& generales. En 
particular,  para el sistema  denominado  n-intzgrador, con n 2 3 ,  se ha probado que ninguna 
retroalimentación lineal saturada puede  estabilizado globalmente. Empero,  este  sistema, y en 
general cualquier  sistema lineal cuyos eigenvalores tengan  parte real no positiva son global- 
mente  estabilizables  mediante un control  continuo  y  acotado  [57]. Estas consideraciones nos 
llevan a cuestionar lo siguiente: ¿ser6 posible diseñar a p r i o ~ i  ( i e . ,  no  partiendo  de  una  retroal- 
imentación  lineal),  una función de  control  continua  y  acotada la cual nos proporcione un mejor 
comportamiento a lazo cenado (en el sentido de  aumentar el tamaño  de la región de estabilidad 
y al mismo tiempo  obtener  una  respuesta rcipida) que aquél que se obtiene con un control lineal 
saturado? Hay dos metodologías principales para el diseño de controles continuos y  acotados: 
la  basada en la  estabilidad  asintótica en el sentido  de Lyapunov 1571, [65], [72] y la basada en 
estabilidad  en tiempo finito [15], [27],  [28]. En concreto, en [65] se diseñó una técnica de con- 
trol  continuo  y  acotado (el enfoque de saturaciones anidadas) para  la estabilización global del 
n-integrador, el cual  fue  extendido  en [72] al caso  de los sistemas lineales con eigenvalores con 
parte real  no  positiva.  Por otra  parte, se desarrollaron dos enfoques principales para  diseñar hc- 
ciones de control  (continuas,  excepto  en el origen) y  acotadas  para  estabilizar  sistemas lineales 
en  tiempo finito. En  [15], con base  en el método  de funciones de controlabilidad 1281, se logró 
estabilizar en tiempo  finito el caso de los sistemas lineales con eigenvalores con parte real no 
positiva. Con el segundo  enfoque  [27], se obtiene  una aproximación al  control de tiempo Óptimo, 
usando para ello una estimación  interna  [7]-[26]  a los conjuntos  controlables de los sistemas lin- 
eales. Debido a que  este dt imo método es aplicable a cualquier  sistema lineal (autónomo o no), 
la globalidad de la estabilizaci6n sólo puede ser comprobada  en casos particulsres.  En  estos dos 
últimos enfoques, las funciones de  control son de la forma: 



(donde (.)' denota  transposición). los cuales son singulares  en el origen (i.e.,  cuando z "+ O, 
kT(m) diverge). E,n un amplio  rango  de aplicaciones esto  constituye  una  característica  indeseable 
clue debe  evitarse para prevenir el denominado "chicoteo" (chattering) del corltrol. 

En este  capítulo,  mostraremos clue el control subttptimo  (2.1)  de 1271 puede  rediseñarse 
(fijando las ganancias kT(:c) en m a  región ¿ipropiada  (vecindad) clel origen), con  el objeto 
de  estabilizar  asinttticamente. desde luna perspect,iva  local,  cualquier  sistema lineal controlable. 
(Empleando la misma idea, en [15] se establece  implícitamente  que  cualquier  sistema  lineal cuyos 
eigenvalores tengan  parte real no posit,iva es glob¿xl y asinttjticamente esttxbilizable). La técnica 
aquí presentada es aplicada a l  nintegrador,  para el cual  probamos c p e  el control  continuo  y 
acotado resultante es un estabilizador asintbtico y global,  diferente de los disefiados en [2S] y 
[ G I .  En la Sección 2.5, rnostranms cpe puede  hallarse una solución al problema del control 
contirluo y acotado  para los sistenms en el plano. U r ~ a  extensión de esta técnica fue usada  en 
[53]  para estabilizar un(a) (clase de) reactor(es) cluímico(s) en torno a un punto de  eqnilibrio 
inestable. 

2.2 Preliminares de control  óptimo  geométrico 

Consideremos el sistema lineal controlable 

Definición. E.1 conjunto controlable C(T )  al tiempo T > O (el conjwko de puntos clue puedcn 
ser llevados al origen mediante u 1 1 a  función de  control  adnlisible U(T)  en L L ~  tiempo T) viene 
dada por 

(2.3) 

donde C'[O, 7-1 es  el espacio de funciones reales integrables  en el sentido cle Lebesgue. El conjunto 
controlable C estB definido por 

e = U e(+ (2.4) 
Tyo 

U 

Es bien sabido ( e .g . ,  Lee-Alarlas [32j)  clue C ( r )  es un coIljunto compacto, conveso,  simktrico 
respecto  al origen y (clue considerado como una funcidn valuacltl cn conjuntos) es continuo en el 
sent,itlo de H a ~ ~ l o r i E .  Con base en la propiedad  de controlabiliclad. se tiene c111e 

C(r1)  c intC(72), si TI < n .  (2.5) 

Introduzcamos la función de tiempo mir~imo 



óptimo z(t) de (2.2),  satisface (Hajek [IS] y Lee-Markus [32]) 

donde u(t) es el control  de  tiempo  óptimo  correspondiente y (., .) denota el producto  interno. 
T,(cc) es una función de Lyc~pw~ov de  tiempo  finito, cuya  retroalimentación de tiempo  óptimo 
asociada  está dada por 

u,(x) = -signo (VT,(z),  b)  . (2.8) 

La construcción y aplicación de este control óptimo implica dos problemas (Hajelc 1181 y 
Yeung [ i 3 ]  ) : 

(2) T,(z) carece de las propiedades  deseadas de diferenciabilidad y 

( i i )  s u  determinación requiere conocer el conjunto  controlable C ( r )  en su evolución respecto  al 
tiempo. 

E’ste último  aspecto  constituye  un  problema  abierto  sumamente difícil. Con el objeto de 
circundar  estos  problemas,  construiremos LKI control de tiempo  finito  subóptimo  basándonos en 
 ma aproximación interna del conjunto C ( r )  en la línea de los trabajos  de Chernous’ko  [7] y 
Iiomarov  [26]-[27]. 
Definición. Una familia  de conjuntos subcontrolables para (2.2) es cualquier función valuada 
en conjuntos, V ( r ) ,  tal que V ( r )  c C(T)  para  toda T 2 O, y V ( q )  c V(r2) si 7 1  5 r2. El conjunto 
subcontrolable correspondiente esta  dado por V = U,?oV(r). O 

Consideremos la familia de elipsoides r-parametrizados siguientes 

E(T) = { X  E IRn : (Q-’(T)x’ X )  5 1} , (2.9) 

donde Q(r) es una  matriz  simétrica definida positiva, la cual varía ‘suavemente’ respecto a1 
parkmetro T. La existencia de una familia elipsoidal de  conjuntos  subcontrolables para (2.2) 
está  caracterizada como la solución al problema de Cauchy para  la ecuación (2.10) dada a 
continuación. 
Teorema 2.1. Sea Q(r) ma solución de la ecuación diferencial rnatricial con condición inicial 

5: = -AQ - QAT + 2F(Q), Q(0)  = O 

F(Q) = Q (Q-’bbT) ‘ I 2  
(2.10) 

Entonces, Q(r) es una matriz simétrica y definida  positiva, y E(.) es [ma ihrnilia de conjuntos 
su bcon trolables para (2 .2) .  o 

La ecuación (2.10)  proporciona la mejor aproximación interna local (en el sentido  de volumen 
másimo) al conjunto  controlable C ( r )  de  (2.2)  mediante el uso de elipsoides (Chernous’lco 171). 
Para simplificar la manipulaciones algebraicas asociadas con la construcción del control, hemos 
reemplazado la expresión 



obtenida  en j26]-[27] por la espresicin equivalente (2.10) dada  en Solís [52]. 

Introduzcamos  ahora  la  siguiente función cle tiempo  mínimo 

la ~ 1 . 1 ~ 1  es una aprosinlación a la funciGn de tiempo nlínimo T,n(x) ( L e . .  T,71(x) _< "(x)). El 
gradiente VT(m) est& definido para tocia n: E CC = u ~ > ~ € ( T ) .  - 

Proposición 2.2 .  [7][26] Sea Q ( T )  u n 2 2  solución de ( 2 . 2 )  pwa toda T 2 O. Entonces "(x) (= T) 
est i  ciefinida implicitamente por l a  eclmcidn 

(2.12) 

h ( x )  = K(x):c  

K( : c )  = "F(Q(Y(x))) Q-'(T(x)). 
(2.13) 

o 
L a  propiedad (2.14 i i )  implica que Y ( x )  es una función de Lyapunov de tiempo finito para 

el sistema a lazo cerrado (2.2)-(2.13). Es decir.  cualquier purlto en & pwde ser llevadu al origen 
en  tiempo  finito. Concluyenclo, el control defniclo  implícitamente  por (2.12)-(2.13) proporciona 
una solución subóptima al problernrt de control  en tiempo nlínirno para el sist.erna (2.2). Como 
era de esperarse, la matriz de ganancias K ( x )  diverge a medida que cualquier  trayectoria se 
aproxima en tiempo  finito al origen, pues el sistema a lazo cerrado no es Lipschitz en el origen 
(¡no hay 1micidad de la solución respecto a condiciones iniciales!). 

2.3  Estabilizador  asintótico  continuo y acotado 

El diseiio del estabilizador  asintótico  continllo y acotado es conlo sigue. Pri1nero, el control de  
tiempo  finito (2.13) llevarti al sistenm a una  \windat1 del origen, cl1.1e corresponclc al  interior cle 
un  conjunto de nivel (iscicrona) de Y(:rc). De ahí, una retroaliInentaciórl lineal con  ganancias 
compatibles (en un cierto sentido  esplicitsclo  en contesto) llevar& asintciticarnente. e l  estado 
hasta el origen. 

La proposicitln siguiente est,ablece 111la conesicin entre los problemas cle estabilización en 
tiempo finito y estabilizaciGn asinthtica para el sistenla (2.2).  



Proposición 3.1. Consideremos el sistema  a  lazo cerra.do (2.2) con  el control no lineal y acotado 
(2.13). Sea J l i  una vecindad abierta clel origen tal que  para  toda x E \ I ;  la matriz A + K(x)  
es estable.  Entonces,  existe una función continua K (x) dada  por (2.15), tal que el conjmto 

subcontrolable & est2  dentro  de  la región de  estabilidad  asintótica  del  sistema i= (,4+ I( (x))x.  
Adernás,  el control retroalimentado u (x) defir~ido por b u (x) =I< (x). satisface ZL (x) 5 1. 
Prueba. Partiendo  de  la  continuidad  de Hausdorff de C ( 7 )  y como C(0) = {O}, exist,e un T* > O 
tal clue C(T*) C N'. Entonces €(T*) c W .  Observemos que  para  toda T* 2 O, Y(x) y K(z) son 
constantes en la frontera a& (~* )  clel elipsoide &(T*). Sea K *  el valor de K(x)  en tal  frontera,  y 
definamos la  matriz  de  ganancias 

A 

A 

A A A I A  I 

A K ( x ) ,  si x $ &(7*) 
I( (x) = 

K * ,  si z E E(T*) 
(2.15) 

En  primera  instancia, el conjunto &(T*) es un  atractor  de  tiempo finito para el conjunto 
& \ &(T*). En efecto, dada cualquier 20 E & \ &(T*), con base  en el Teorema 2.3, esiste tl > O 
tal clue la solución de  (2.2)-(2.13) con condición inicial x(t0) = x0 satisface  que z(t1) E a€(-r*). 
Además, si recordamos clue T(z) mide el tiempo  para llegar al origen, y clue a € ( ~ * )  = {x E IR" : 
Y(x) = T * } ,  se sigue que tl  = TO - T* si n.o E 0&(70). 

Por  (2.14 i i) ,  "(x) es una función de  Lyapunov, luego las  trayectorias cle (2.2)-(2.13)-(2.15) 
apuntan  al interior del conjunto &(T*). De aquí  que, &(T*) es además un conjunto  invariante. 

Por  otra  parte,  para todax E &(T*), el sistema  (2.2)-(2.13)-(2.15) coincide c o n i =  (A+K*)x.  
Por  hipótesis, A + K *  es una  matriz  estable, luego x ( t )  - O asintóticamente,  cuando t + m. 

Por consiguiente, & está contenido en la  cuenca de estabilidad  asintótica del sistema i= 
( A +  2 (x))x.  

Por tíltimo, tenenlos que  para  toda x E &(T*), b u (x) = K*x  -es lined  en x. De donde, 
dado  que  para  toda x E ~ E ( T * ) ,  1; (x)l 5 1, se sigue que 1; (x)l < 1, si R: Eint&(T*). M 

Observación 1. El  resultado  obtenido  mediante la matriz  de ganancias I( (x) puede expresarse 
en términos  de K ( x )  usando  la siguiente función continua y seccionalmente cliferenciable 

A 

A 

(2.16) 

debido a que K (x) = K(O(x)).  Para  obtener el control  acotado y continuo,  (2.16) puede usarse 
para rediseñar el control  (2.13) en la vecindad &(T*) del origen. o 
Proposición 3.2. Sea Q(7) una solución de (2.10). Si dQ/dr es una matriz definida  positiva 
en [ O , T * ]  para alguna T* > O ,  entonces A + I(* es una matriz  estable,  donde I<* = K ( x )  para 

Prueba. Definamos la función tipo L,yapunov V(x) = (Q"(T*)x, x). A partir de (2.12); se 
sigue que 

A 

toda n: E €(7*) .  

(2.17) 
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Si partimos de qlue VIf(n.) = 2aTQ"(7*)* obtenemos 

(2.18) 

para  toda x- E B&(T*).  Consideremos la  hipotesis de  que dQ/d-r es una  matriz definida  positiva. 
entonces de (2.14), obtenemos que 

(2.19) 

Los resultados precedentes pueclen resumirse en el siguiente  teorema. 

La proposicih siguiente  establece el significado geomktrico de l a  conclicih  impuesta sobre 
dQ/dr.  

Ahora  explotemos la hip6tesis de control2tbilidad del sistema (2.2) con el objeto de sinlplificar 
mds la expresión (2.13). Consideremos la  siguiente forn~a cancinica la cual es equivalente a 
cualqluier sistema lineal controlable bajo un crmbio  de coordenaclas (x = (1):~) (Wonhun [69j) 

(2.21) 



Prueba. A partir  de  la fórnlula Q" = adj Q / det Q, tenemos 

(2.22) 

La función matricial C'/2 = (adj Q bbT) l l2  puede obtenerse  mediante el polinomio de 
Lagrange-Sylvester asociado p(X) = Xn-1[ann]3/2-n, pues bbT = diag(0. ..., O, 1) (Gantmacher 
[13]). Entonces, C'/2 está  dado  por 

p(c) = c 1 / 2  = nn ] 3 / 2 - r ~  - - [cYnn]-''2c. (2.23) 

L a  sustitución  de  esta expresión en F(Q) proporciona (2.21). 

En  la siguiente observacih resumimos la construcci6n del  control  continuo  y  acotado prop- 
uesto. 

Observación 2. Sustituyamos  la expresión (2.21) en (2.13) y retomemos (2.12) para  obtener 
el control  retroalimentado,  de  ganancias  variables, y de  tiempo  finito  suMptimo 

21(z) = kT(z)z, d = @x ( 4  

= -AQ - QAT + 2 ( w )  b6 , Q(0) = O 1 / 2  T 
Qnn 

donde ani es el menor  principal de Q que  corresponde al elemento qni, para .i = 1, ..., n. Para 
obtener el control  continuo y acotado  que resuelve el problema de estabilización uintótica con 
restricciones, reemplacemos la función "(x) en (2.24 b,c) por la función B(z) ,  definida en (2.16). 
E1 control  obtenido en (2.24) es implícito en el sentido  que se requiere resolver nlgebraicamente 
(2.24 c) on-line para Y. o 

2.4 Estabi l izacih global asintótica del n-integrador 

(2.25) 

(2.26) 
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En los artículos [12] y [63] ha sido probado clue, para n 2 3, no existe  control  lineal saturado 
bajo el cud  el sistema (2.26) pueda  estabilizarse  globalmente. Por otra  parte. es posible obtener 
la estabilización global mediante controles no lineales y acotados mas generales [ST]. En [GS] 
se diseñó  una fmcitn de control para este objeto. Basandonos en los resultados  de la seccih 
anterior:  diseñarenlos  un  control  continuo y acotado  descrito  por (2 .24)  para estabilizar global- 
nlerlte a1 sistema (2 .26) .  El control clue obtenclrernos ser& una  aprtximaci6n 'suave' al control 
de tiempo  óptimo. 

Sea Q = ( q i j ) .  Pam el sistema (2.2G), l a  ecuacih diferencial rnatricial (2.24 d j  puede 
representarse como el siguiente  conjunto de rs(n + 1 ) / 2  ecuaciones clifereIlcides 

(2 .27)  

( 2 . 2 8 )  

donde cada 6ij  es un ndmero racional. 
Prueba. Corno solucitn  para (2.27) proponemos (2 .28) ;  consideranclo ¿I los ndmeros bi j  como 
coeficientes indeterminados. 

Debido a que grado(qij(7)) = gracl~(qij+~(.i-)) -1 1, a l a  sirnetria cle l a  matriz Q y a la elecci6n 
cie qnn(T),  I s  expresión det Q / c Y , ~ , ~  es el polinonlio cuadrAtico p ( r )  = C Y T ~ ,  cou Q E B. 

Partiendo  de los integmdores iteraclos (2 .27) ,  los coeficientes bij son proporcionales entre sí. 
y podemos escribirlos en términos cle b,,,,, i.e. 

Entonces, el coeficiente Q estli dado por Q = yb,,,, para y E Q. 
Por dtirno, si sustituinlos  estas expresiones en la ecuación (2.27 b )  obtenemos clue b,,,, = 

E Q. Por lo tanto, los coeficienks bij, para 1 5 i ,  j 5 n !  son n h e r o s  racionales. a 
Con base en clue la matxiz Q es simétrica y rlefinida positiva, pocicmos garantizar clue existe 

una matriz  racional  constante B = ( b i j )  (1 5 i, j 5 n) tal clue 

( i i  j 

cloncic, ,O = ciet B y ,&j es el 

Lema 4.2. El elemcnto b,,,, 
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Prueba. Sea u(.) el volumen del elipsoide &(r). Entonces, u(.) = w,(det Q)1/2, donde wn es 
el volumen de  la  bola  unitaria &(I)  (I es la matriz  unitaria).  Usando  la fórmula 

d ln(det S ( r ) )  
dr  

= traza (s"(r)sT(r)) , (2.31) 

para cualcluier familia de matrices invertibles S ( r )  clue varían 'suavemente' con r, la ecuación 
siguiente fue obtenida  en [46]: 

dln(v(r)) = traza A + traza  Q"/2(r)bbTQ"/2(r))  1/2) . 
dr  

Si partimos  de la prueba del Lema 3.5,  obtenemos 

(2.32) 

(2.33) 

Entonces, de  (2.30), tenemos 4- = J P m .  Si sustituimos qnfZ(7) = h r 2  en 
(2.27 b), obtenemos b,, = d m .  Ahora usemos esta tíltima expresión e integremos (2.33): 
con lo cual 

u(.) = krl/b"". (2.34) 

A partir  de (2.30)  tenemos clue 

2'(7)  (det Q) 1/2 = wn~1/27-47z+1)/2. (2.35) 

Finalmente, podemos obtener b,, a partir  de (2.34) y (2.35). m 
Sustituyamos (2.30) en (2.24) y tomemos el resultado del Teorema 2.3,  para que obtener el 

control  de  tiempo  finito para el n-integrador 

U ( X )  = kT(z)z 

k i ( X )  -ci/y"+l ( X ) ,  = , D , i / K ,  para i = 1, ..., n 
(2.36) 

donde T(x), dada por la relación (2.12), es una función positiva definida en el conjunto subcon- 
trolable 1. 

Para el n-integrador,  la  prueba del Lema 4.2 sugiere clue  el control acluí disefiado (2.36) 
podría  ser  global, dado que los  voltímenes de los elipsoides no son  acotados  a medida clue 
7 -+ 03. 

Lema 4.3. Para el sistema a lazo cerrado (2.26)-(2.36), tenemos &(TI) 

Además, el conjunto subcontrolable & es todo RR. 
Prueba. De (2.30),  tenemos  que Q"(r) (= adj Q /det Q) est6  dada por 

La sustitución  de (2.37) en la relación (2.12) nos da 

C E(r2),  si r1 < 7 2 .  

(2.37) 

(2.3s) 
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-4hora. si  consicleramos (2.38): la interseccitn de la frontera elipsoidal (2.12) con los ejes 
coorcienados e x 8  dada por xi (= (O,  .. ., O, xi, O ,  ..., O ) ) ,  para i = 1, ... , 7 % ,  donde 

Esto implica que xi < 3:; siempre clue Y(n.i) < Y(x{); lo cual significa clue &(q) c &(q) si 
r1 < 7 2 .  Por ~ l t i m o ,  como xi (intersecci6n) - Y. si r - x i ,  entonces & = R". 

Con base en  los Lemas 4.2 y 4.3, la expresión (2.36), la  Proposición  3.4 y el Teorema 3.3. 
establecemos el resultado  principal de  este  capítulo en torno al  n-integrador. 

Teorema 4.5.  El n.-integrador (2.2G) es global J. asil~tdtica.nleni,e estabilizable mediante la 
funciiin retrodimentada de control 

21(:c) = k T ( x ) x ,  
(2.40) 

k.i(x) = -~ i /O'+~+'( :r ) ,  ci = n ( n  + 1),&¿/2,8,~,~: para i = 1, ..., 77. 

dorlde los coeficientes ,& pueden obtenerse a partir de (2.29)-(2.30) y la fmción positiva Q ( x )  
(definida en Rn) estci dada por (2.16). 0 
Observación 3. En [59]. se prob6 clue el sistema (2.26) es potencial  globalmente  estabilizable 
nlediixnte retroalimentaciones lineales saturadas. Es decir,  dado cualquier conjun1;o acotado D, 
exisce un control lineal saturado tal clue D est6 contenido en la reg ih  de estabilidad del sistenla 
a lazo cerrado. En particultxr, se clemostr6 que la regi6n de estabilidad del sistema (2.26) a lazo 
cerrado con un controi lined  saturado, cuya  matriz de ganancias es 

,?(E) = (E'2C1, ..., f&) (2.41) 

converge a  todo Xn a medicla que E "-, O, para ciertas  constantes ci, para ,i = 1, ..., 71. Debemos 
remarcar  la  similitud  entre el control  obtenido nlecliante (2.41) y el control  disefiado  (2.40). O 

Ejemplo. Para el 3-intepaclor1 tenemos la siguiente retroillirnenttEciór1 

u(:c, g , z )  = - (6OO-"2 + 30,F"g -1- 6 0 " ~ )  

donde,  para O = 6'(xc, v,  z), la función Y = T(x, y ,  z) correspondiente esth definida inlplícitamente 
por la frontera del elipsoide 

T6 - 36z'Y'' - 360;yzY3 - (730x2 + 1260y2)Y2 - 5'iGOn:yT - 7 2 0 0 ~ ~  = O. 

2.5 Sistemas en el dano 

( 2  . E )  
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Para la  determinacicin (I(? In csti~~racióu  intcrna &(T) requerimos  obtener 1% soluci6n del 
siguiente  sistema de ecllacioncs diferenciales (2.24 (1) 

(2.43) 

con Sll(0) = q12(0)  = 422(0 )  = o. 
Mediante  el  cambio  de  coordenadas 5 = m, y algunas  manipulaciones  algebraicas, la 

singularidad  (en T = O) es removida, y el sistenm (2.42) se transforma en la  siguiente  ecuación 
diferencial  implicita 

con ((0) = ~ ' ( 0 )  = O. 
si la soluci6n de (2.44) existe y es representable  como una serie de potencias 

((7)  = d 2 r 2  + d3r3 t- d47*  + d 5 ~ ~  + d 6 T 6  + d 7 ~ ~  + o ( T ~ ) ,  (2.45) 

podemos  obtener los siguientes coeficientes di (empleando, e.g, Mathematics) 

d 6  = 
8316a~+24327a1a~+8488a~ a2(345924a~+451353a1a~+114652~~~) 

616005 2g/2 , d 7 = -  57288165 29/2 

La solución del  sistema  (2.43)  está  dada  por 

411 = E 7 q12 = -E( y q22  = Ef + ( O 2  t- azE( - a lP .  2 (2.46) 

Observacidn 4. Como  era de esperarse, los primeros coeficientes de  la serie de potencias 
asociada a (2.46)  corresponden al 2-integrador,  que  se  obtienen  del coeficiente d2 = 1 / 3 d  (el 
Único que  carece de los parámetros al y a2 ). Por lo tanto,  tenemos  que la matriz dQ/d.r > O 
en [O, 7*] ,  para T* > O suficientemente  pequeño. O 

El control  retroalimentado  de  tiempo  finito y acotado viene dado por  (2.24).  Aplicándolo  a 
(2.42),  obtenemos el sistema  a  lazo  cerrado  siguiente 

X= Y 
(2.47) 

donde  det Q = ql lq22  - qf2 .  
Dada la  condici6n inicial (x(O), @(O)) = (20, TO) ,  TO se obtiene  como la menor  raiz  positiva 

de (2.12), usando  para ello (2.46) y el estado 20. Para un  sistema  inestable a lazo  abierto 
(con u1 = -1 y a2 = l), en la Figura 1 (arriba)  mostramos  al  conjunto controlable C (como 
Re X = 1/2  > O, el conjmto C es acotado), el conjunto controlable C(TO) al  tiempo TO = 2.3, y su 
aproximación interna &(TO). La curva a(t) corresponde  a  la  dintimica a lazo  cerrado (2.47) con 
condición  inicial (O, 0.56) E l E ( 7 - 0 ) .  Las  correspondientes evoluciones de los estados, el control 
y las ganancias se ilustran en  la  misma  figura (abajo). 
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3. SISTEMAS  LINEALES  CON  ENTRADAS 
ACOTADAS:  ESTABILIZACION  GLOBAL  CON 
ASIGNACION DE EIGENVALORES 

3.1 Introducción 

La estabilización por  retroalimentación  de  sistemas  de  control con entradas  acotadas es uno de 
los problemas en la teoría de control m& desafiantes. Recientemente,  este  problema ha  atraído 
mayor interés,  especialmente en el caso de los sistemas lineales. Para sistemas lineales, el prob- 
lema puede ser abordado  de dos maneras:  E,studiando las propiedades  de los controles lineales 
saturados o diseñando nuevas clases de controles no lineales. Para los controles lineales con 
saturación, se han  estudiado condiciones suficientes para  la estabilización global o semiglobal, 
y la caracterización  cualitativa de la región de  atracción del origen, desde diferentes  puntos 
de  vista  por varios autores  (por ejemplo [2], [4], [ la ] ,  [37], [S71 y [59]).  En  particular, hay m 
gran  conjunto  de  sistemas lineales que  pueden  ser  globalnlente  estabilizados  usando  una función 
continua  y acotada, pero clue no  pueden  ser  globalmente  estabilizados  mediante  una  saturación 
directa  de  una  retroalimentación lineal ([15] y [Sí]).  Entre los sistemas lineales clue no pueden 
ser globalmente estabilizados con una  retroalimentación lineal saturada estcin los integradores  de 
orclen n (n 2 3) (filler [ 121).  Varios enfoques han sido considerados para  afrontar el problema 
de  la estabilización por retroalimentación de sistemas lineales mediante  controles no lineales, 
clue son diferentes al  de  control lineal saturado. El enfoque de Komarov [27] se basa  en  una 
estimación  interna  de los conjuntos  controlables  por elipsoides. El control  retroalimentado se 
obtiene resolviendo una ecuación diferencial matricial, y es una  “aproximación local” al control 
retroalimentado  de  tiempo  óptimo. Sin embargo,  la región donde el control est& definido no  est6 
bien determinada.  En el capítulo  anterior (o artículo  [cal), resolvimos la ecuación diferential 
matricial de Komarov para el integrador  de  orden n, probando clue  el control retroalimentaclo 
obtenido es un estabilizador global. En  una dirección anAloga, partiendo de funciones tipo Lya- 
punov (‘funciones de controlabilidad’  [28]), Gavrilyako e t  al. [l5] obtuvieron un control no lineal 
que,  diseñado para sistemas lineales controlables con eigenvalores a lazo abierto con parte real 
no positiva (PRNP), resulta  un  estabilizador global. En  este caso, la derivación del control 
retroalimentado implica resolver una ecuaci6n integral (para  obtener la ‘funci6n de controlabil- 
idad’) la cual,  en la mayoría de los casos, no es fácil de resolver. Debemos remarcar clue  los 
controles de Komarov y Gavrilyako et  al. estcin dados  implícitamente (los controles  satisfacen 
una ecuación algebraica no lineal). En los  diserios propuestos  de los dos enfoques anteriores, 
la eigenestructura  a lazo cerrado estci unívocamente definida y no puede ser  cambiada.  Por 
otra  parte, Yang et  al. [72] generalizaron un  resultado debido a Tee1 [GS], para  probar clue  los 
sistemas lineales PRNP pueden  ser  globalmente  estabilizados  mediante combinaciones lineales 
y composiciones anidadas de saturaciones  de  retroalimentaciones lineales. Recientemente, en 

2 5  



1641 se obtuvo  una  mejora de este  método,  permitiendo ademh funciones de satlu-ación m& 
generales. Un problema a resolver es cómo obtener  asignación  de eigenvalores en el diseño cie 
ias estrategias  de  saturacitn anidacla (ver [ 6 3 ] ) .  

Hay al menos dos  problemas  importantes que no pueden ser resuelt,os, o no se sabe mug 
bien cómo abordar, usando los métodos mencionados ([15], [27] ,  [@I], [ G I  y [X]): (2 )  cliseñar un 
estabilizador global continuo  de  manera tal clue, en m a  vecindad del origen, el sistema a lazo 
cerrado  tenga sus eigemdores  dentro  de  cierta región deseada, y (,ii) disefiar un control continuo 
y acotado  para  sistemas con eigenvalores con parte real posit,iva. El enfoque clue proponemos 
en este capítulo resuelve ambos problernas. 

Este diseño est& basado en l a  siyliente idea geométrica (presentada en (21). Par¿\ un sistema 
lineal PRNP, existe una  fanuiia  T-parametrizada de retroaIiment¿~ciorles lineales satwaclas 
u,(x) clue estabilizan asinttticanlente el sistema. A medicla que el pttr'rimetro T tiende ai infinito. 
el sistema a lazo cerrado se aprosirnn al de lazo abierto. En pxticular. hay (desde un punto cle 
vista din&mico) vecindades elipsoiclales invariantes del origen, E(.), clue lienden a ser todo 3" 
cuando T -i ! m ,  y tales clue ' u 7  no se satura en &(T) !  para cada T E ( O ,  m)). Por consiguiente, se 
resuelve el siguiente problema (estabilización semiglobal): Dado un  conjunto  acotado D c Efzq 
esiste T E ( O ,  co) tal clue el control lineal saturado correspondiente , t ~ ~ ( x )  llace que D c E ( Í ) .  
Un inconveniente del enfoque semiglobal consiste en que si se tiene  una regicin cle estabilidad 
grantlc implica m a  d i n h i c a  lenta  (ganancias  pequeñas). Estas consiclcraciones nos conducen a 
la siglliente preg1nt.a: iCórno variar T de manera que tengamos estabiliclad global y mzones de 
convergencia r2pidas en ma vecindad del origen, n~anter~iendo la trayectoria dentro de &(T) para 
110 saturar el control f i e . :  disefiar tlna ley de control a ganancias prog~-mnda.l;)P &te problema 
puede ser resuelto diseiíanclo una función dependiente cle los estados T(:c) ,  y proponiendo un 
control de tipo lineal con ganancias  dependientes de los estados de la. forma 

(3.1) 

clonde R ( T )  es la solución de  una familia .r-parametrizxla  de (LQR) ecuaciones algebraicas de 
Riccati. Aquí denota  transposicitn. 

3.2 Formulación del problema 

Consideremos el sistema lineal controlthle 

donde 2 E Rn, u E R"'. Supongarnos c l l w  el control u(x) est& restringido  a tomar  idores en el 
conjunto  compacto U = u1 x u 2  x . . . x u,,, donde ui = [ - - u ~ ~ ~ u ~ ~ ] ,  ' ~ 0 ,  > O, i = 1: 2 , . .  . ~ 171. 

A fin de simplificar las ideas, it lo largo de esta sección consideremos el cnso de entraclkx 
escalar. i.e.! TIL E [--210, ,u01 y B E E,'. 
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Existen varios trabajos donde  la construcción de un sistema a lazo  cerrado con los  polos en 
una región especificada ha sido abordada resolviendo u11 problema LQR (vea por ejemplo [ E ]  
y [Sl]). Sea Q una matriz definida positiva elegida de  forma tal que  el espectro o ( A  - B B T P )  
se halla contenido en una región especificada del semiplano izquierdo abierto del  plano complejo 
(C-). Aquí (A ,  Q'/2) es detectable y P satisface  la ecuación algebraica de Riccati 

ATP + P A  - P B B T P  + Q = O,,,. (3.4) 

Primero observemos clue el mliximo conjunto  (invariante) elipsoidal (defi~~ido por la función 
cuadrlitica zTPx), donde el control U L ( X )  = -BTPz no se satura, viene dado por 

Proposición 2.1. BE es  el rndinlo elipsoide clefiniclo por la función cuadrátjca zTpz donde 
la función de  retroalimentación u ~ ( z )  está acotada por 210. o 

Para  evitar  la  saturación del control  en la región Rn\B&, la  ganancia -BTP de la retroali- 
mentación lineal u ~ ( z )  será modificada como una función de T. Reescribamos el control u,(n:) 
como -BTR(7-)z donde R(7) es la solución definida positiva de  la ecuación de Riccati 

ATR(7) + R(T)A  - R(7)BBTR(r)  + &/T = O,,x,. (3 .6)  

Ee esta manera, proponemos un (LQR) control  retroalimentado con ganancias  programadas, ~ 

el cual  está  acotado  por ILO, y que coincide en BE con el control lineal -BTPx. El máximo 
conjunto elipsoidal (invariante), definido por la función cuadr6tica xTR(r)x, donde el control 
~ ( 2 )  = - B ~ R ( Í - ) X  no se satura  está  dado por 

&(T) = {x E Rn : XTR(Í - )2  5 C(7)) ;  1 5 7 5 C O I  ( 3 3  

donde C(T)  = U ; / [ B ~ R ( ~ ) B ] .  
Proposición 2.2. E(Í-) es el má.uirno elipsoide  definido por la función cuadrdtica z T R ( ~ ) x ,  
donde la función de control uT (x) está acotada por 210. 

Prueba  de las Proposiciones 2.1 y 2.2.  Consideremos los valores mdsimo y mínimo del 
control u,(z) sobre  la hipersuperficie O&(Í-). La hipersuperficie O&(T) est& definida por la 
igualdad xTR(.r)z - C(T) = O. Para hallar los  valores m&ximo y mínimo de I L ~ ( X )  en O&(Í-), 
usaremos multiplicadores  de  Lagrange. La condición necesczria para 311 extremo es: 

2?'R(Í-) f XBTR(T) = o,  (3 .8)  

que, resolviendo para 3, da 3 = -4XB. Considerando el hecho de que el peor caso es cuando 
-BTR(7)2 = fue, obtenemos X = k 2 2 ~ 0 / ( B ~ R ( 7 ) B ) ,  luego 3 = ~ B z L o / ( B ~ R ( T ) B ) .  Así, en el 
extremo se satisfacen  las siguientes igualdades 

Consecuentemente, la retroalimentación u7(x) est6  acotada por u 0  en &(T). El control z ~ ~ ( x )  
est&  acotado  en B& se sigue de que &(1) = B&. 
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Sea X(Í) = R(Tj/c(r) ,  clue es una matriz definida positiva para  todo 0 < r < ' m .  Así. 
redefinamos la  familia Í-parametrizada  de conjuntos elipsoidales (3.7) como 

E ( Í j  = {:c E 2" : mT?tjr)n: 5 I-}. (3.9) 

(3.11) 

AclicionalmeIlte, tencnlos l a  siguiente espresicjn 

La idea de tener valores grandes  de T cuanclo la traJwtori¿a  del  sistelna  est& lejos del origen y 
valores pequeños de 7- cuando se  halla cerca del origen (manteniendo la traJwtoria dentro I ( Í )  
para quc" el control no se sature) puecle resolverse disefiando la siguierlte funcibn dependiente de  
los estados .(m). 
Definición. Dado n:* E & y Í* E (1, tales clue x *  E a&(7-*), clcfirlinws T( :c* )  = T *  y si 
m* E L E ,  entonces T ( x * )  = 1. o 

Aquí, tomamos .(x) = 1 para toda m E B € ,  ya cllue hemos propwsto una ley no lineal cle 
control clue coincide en B& con el control lineal -BTPn:. Por contraste, si la funci6n r ( x j  cambia 
continuamente  para tach n: E R"\{O} con T(:c*)  = r* (tenienclo tambi6n valores en ( O ,  1) j ?  se 
obtiene un control  de  alta  ganancia que es continuo pero 110 es Lipschtz en el origen. 

Observemos clue si la funciGr1 T ( r j  se interpreta como I . ~ L  distancia al origen. lils "bolas" 
Í ( X )  5 I' (r constante) son los conjmtos elipsoidales & ( I * ) .  



Prueba. Primero veamos que ~ ( x )  est.á bien definida. Observemos clue la función .(x) es la 
mínima solución positiva de la ecuación 

x R(7). - c(7) = o. T (3.12) 

Dado x* E &, existe al menos una 7 tal clue x* E &(7).  Definamos 7-* = inf(7- E (1, m) : x* E 

Si T*  = 1, entonces r(x*) = 1. Si T*  > 1, entonces x* E ~ E ( T * ) .  Supongamos clue x* $ 
0&(7*), o de forma equivalente xtT%(7-*)x* < 1. Así, de  la  continuidad  de Y?(T), existe una 
vecindad de 7-* donde z * ~ X ( T ) ~ *  < 1. Esto es una  contradicción  al hecho que 7- es el ínfimo. 
Por lo tanto, ~ * ~ % ( 7 - * ) x *  = 1 y 7(n:* )  = 7-*. La unicidad  de 7-* se  siglle de la Proposición  2.5, 
pues aE (q )  n 8&(7-2) = 0, siempre clue 7-1 # 7-2. 

En  virtud de que %(7) es continua, la función valuada  en  conjuntos 7 - &(7) es continua en 
la métrica  de Hausdorff. Usando  este hecho, es  fácil probar que 7 es continua.  Por otra  parte, 
si definimos ~ ( r ,  x) = xT%(7)x - 1, entonces ¿9g/Br = xTETx # O para  toda x E &\B&. Por el 
Teorema de  la Función Implícita,  ésta es una condición suficiente para  la diferenciabilidad de 

E(7-H. 

I-(.). m 

3.3 Resultados orincbales 

El  control  retroalirnentado u(.), ctado por: 

(3.13) 

define una ley de  control  continua  no lineal clue estabiliza  asintóticamente  (3.3) en la siguiente 
manera:  Primero, el control no lineal lleva las  trayectorias del sistema a una vecindad del origen 
B&, entonces, la retroalimentación lineal -BTR(l)x tomará asintóticamente el estado  hacia el 
origen. 

Teorema 3.1. Sea R ( 7 )  una solución definida  positiva de la ecuación (3 .6) ,  y &(T) el conjunto 
elipsoidal definido por (3.9). Entonces, la ftmción de control U(.) definida  por (3.13) satisface 
la restricción -u0 5 u(x) 5 110 y lleva cualquier punto x E E = U &(T) al origen. 
Prueba. Recordemos que BE = {x E R" : xTR(l)x 5 c(lj}, luego B& es un conjunto  de 
nivel invariante de la función de Lyapunov V(x) = xTR(l)x para el sistema lineal ,i. = ( A  - 
BBTR(l))x.  Consecuentemente, conlo u(.) = -BTR(l)x en B&, todas las trayectorias clue 
llegan a BE son llevadas asintóticamente  al origen. 

Es suficiente con probar clue el conjunto  compacto B& es un  atractor  de tiempo finito en E ,  
para el sistema  a  lazo  cerrado j: = Ax + Bu(x).  En &\BE, +(x) se puede calcular  de (3.12), y 
así  obtenemos 

-2XTR(7-),i. 
7-= (3.1?) 

xT&z - dc/dr  ' 
para  toda x E &\B&. Entonces, B& es un  atractor si la derivada  de s(x) a lo largo del 
campo vectorial a lazo cerraclo i < O, para  toda x en la cerradura  de &\B&. En efecto, como 



2xTRjr)? = r :  (-4;R + RA4,)n: = -xT(Q/r  + RBBTR)n: < O! R, es definida negativa, y e(.) 
es una f b 5 t n  creciente. se sigue de (3.14) que .T. < O. Finalmente, el control z ~ ( m )  lleva todos 
los p1.mtos n: E E al conjunto B&, y por consiguiente. al origen. Con base en lo anterior y las 
Proposiciones 2 . 2  y 2.3.  el teorema queda probado. m 

En lo que sigue, trataremos el caso general de entmdas m6ltiples (i.e., m 2 1). Sea B = 
[bl.. . . , b,j y c , ( T )  = , t & / [ b ' R ( ~ ) b i ] ,  i = 1.. . . ~ m .  Defininlos 

- 

C ( Í )  = min{ci(r)}. (3.15) 
1 

Como ci(r). i = 1, . . . ! 'nz, son funciones crecientes de 7 ,  c (7 )  es también  una funcicin creciente 
de T. -4 pesar de  que ~ ( 7 )  no es necesariamente diferenciable pttrtl toda Í > O, la derivada por 
la derecha. dcidr  = lim((c(7 + 11,) - c ( T ) ) / ~ I .  : h + O, 17, > O}, estti bien tlefinida. 

Teorema 3.2 .  Sea R(7) u11a solclciórl definida positi1;l. de (3.6). Defimmos la función .(x) e11 

la sig~riente forma:  para n: E B& = {x E Rn : xTPn: 5 c(l)}  y Í ( X )  = 1. y pu.ra toda :L' E Rn\BcC 
c a n o  l a  solrrción positiva de la ecrracih 

x K(7):c - C ( T )  = o. T (i3.16) 

(3.17) 

satisface  las restricciones -uoi 5 u i ( n : )  5 t ~ i :  i = 1, . . , , 7 7 1 ,  y ]le\-a toclo plunto e11 & al origen. 

Prueba .  La demostración de la estabiliclad asintótica con € contenido en la regiiin de atraccicin 
del origen, se sigue por las mismas líneas de la prueba para el caso de entracla escalar, con- 
siderando  la  derivada por la derecha cle C ( Í )  en lugar de la derivada de ~ ( 7 ) .  De manera 
anBloga al caso de  entrada  escalar, cl problema de probar que ui ( :r )  estA acotado por 'uoi se 
reduce al  problems  de  estiInar los  valores rnhimo y Inininlo de ,u~(:c) en l a  hipersuperficie 
X ( 7 )  = {x E 3'' : .(x) = p } .  Esto lleva a la conclusión que la conclici6n en el peor caso se 
satisface para 

ZTR(,B)n: = 2L;i/[bTR(,0)bi] = C i ( , O ) .  

Entonces,  cuando c ( r )  se toma C O I ~ O  el mínimo: las cotas - u g i  5 Z L ~ ( : C )  5 ~ 2 1 0 i ,  se satisfacen para 
t ~ d i t  i = 1) . . . . m .  4 

Para estudiar  la región invariantc  de 1-10 saturacid11 & del sistmntt r t  lazo cerrado (3.3)-(3.17): 
debe considerarse el siguiente  resilltach sobre la solucidn dc la  ecuacicin algebraica  de  Riccati 
(3.6). cuando el partimetro 7 diverge a i x .  

Lema 3.3. [44] Si todos los eigellvalores de la matriz .4 tienen p x t e  real 110 positir-a. entonces 
R(W1) = o,x,,. o 
Lema 3.4. Consideremos w 1  cambio  de baje dor~de R(tm) se escribe como 

:3 O 



con CV una matriz definida positiva. En esta  base,  tenemos 

A = [  o 

A,i A, 

donde los eigenvalores de A,i, .4, tienen parte  real no positit2 y positiva, respectivamente. 
Además A, - B,B:PV es una matriz estable. 
Prueba. El resultado se obtiene siguiendo las ideas dadas  en [44]. w 
Teorema 3.5. Si el sistema (3.3) es P R N P ,  entonces (3.17) es un estabilizador global. Si A 
tiene k eigemalores  parte  real  positiva, entonces & es igusl al producto cartesiano de un conjunto 
elipsoidal (abierto) k-dimensional y El conjunto elipsoidal es una tr~ansformación Jineal de 
{x, E : m i n i [ b z ~ ~ b ~ i ]  x z ~ ~ r x ~  < u:} ,  donde cv fue  definido en el Lema. 3.4 y ,110 = nlini(uoi}. 
Prueba. Del Lema  3.3, si el sistema es P R N P  entonces R(r)  ”+ O.,,x, cuando 7 ”+ m. De 
donde, 

{x E R~ : m n  ( [ b T ~ ( r ) b i ] / u & )  x T ~ ( r ) n :  5 11 = ~ ( r )  

converge a Rn, (Le. ,  (3.17) es un  estabilizador  global).  Por otra  parte, del Lema 3.4 hay una 
transformación de coordenadas tal clue R(r )  puede escribirse como (Rij(r)  : 1 5 ,i, j 5 a ) ,  donde 
~11(r)  + ~ ( , - k ) ~ ( ~ - k ) ,  ~ 1 2 ( 7 - )  = R:~(T) + ~ ( ~ - k ) ~ k ,  y ~ 2 2 ( 7 - )  ”+ PV cuando r “+ m. Por lo 
tanto,  para cualquier 

existe un r* suficientemente  grande, tal que 

donde X ( r )  = R ( r ) / c ( ~ ) .  Entonces, x* E &(r*) c &, y el teorema  queda  demostrado. m 
A continuación  tenemos  algunas observaciones con respecto a extensiones y problemas abier- 

tos relacionados con el problema  de estabilización aquí  estudiado. 

Observación 1.  En general, las soluciones de  (3.6)-(3.12)  no se pueden  obtener  explícitamente 
(analíticamente). Asi, debemos considerar una aproximación numérica de  la solución. Dado  que 
&(r) es m a  familia anidada  de conjuntos elipsoidales, (&(TI)  c int &(7-2) si 7-1 < n), se puede 
obtener una ley de control seccionalmente lineal resolviendo numéricamente  (3.6)-(3.12) para 
una sucesión de valores del parámetro 7 ,  1 = 71 < 7 2  < . . . < r,., donde 7,. de elige de manera  tal 
que &(T,) contenga al  conjunto  de  puntos D a estabilizar. Sea A&(rj) = &(Tj)\&(Tj-l) ,  donde 
&(TO) = 0. Consideremos la función de  retroalimentación definida en el conjunto E* = LJ!=l&(rj), 

u P ~ ( x )  = -BTR(rj)x  si x E A&(rj), para  toda j = 1 , 2 ,  ..., I-. 

Observemos que &* es una uni6n finita cle conjuntos  ajenos, &* = u;=lA&(rj), y up, es lineal en 
cada  conjunto A&(rj). De donde, el control up,(n:) es una función acotada seccionalnlente lineal 
pero no continua  que  estabiliza el sistema  (3.3) en I*.  La estabilización se obtiene del hecho cle 
clue las trayectorias convergen al origen para cualcluier rj; entonces &(rj-1) es un  atractor de 
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tiempo finito para el flujo definido  en A&(rj). Para  evitar cruces tangentiales de las  rrayectorias 
controladas  en ¿3&(~j-1). la sucesión 1 = 71 < < . . . < 7,. debe elegirse de manera tal que 

(3.18) 

con P(1)  = P (la solución de (3.4)). Como Pr ( l )  = -& < O ,  entonces Pr < O para todo 
r E (1,m) (vea [4’7]). Basados  en  este  hecho,  tenemos clue las  Proposiciones 2 . 2  y 2.5 son 
vdidas  (en In definición de los conjuntos elipsoidales (3.7) escribimos P ( T )  en lugar de R ( r ) ) .  
Consecuentemente, .(x) est& bien definida y los Teoremas 3.1 y 3 . 2  pueden probarse mecliante 
los mismos argumentos.  Ademis,  cuando r tiende  al  infinito, la solllcitirl P ( r )  converge a la 
solución P, de la expresión  asociada EAR 

El  Teorema 3.5 también  puede  probarse pars u,(x) = -BTP(r)n: (vea los Lemas 3 . 3  y 3.4). En 
pnrticdar, uc(x) es un  estabilizador global de (3.3) si e l  sistema lineal es PNRP. o 
Observación 3. Notemos que u(:c) definido por (3.17) nunca se satura. Esta es 1 . m ~  propiedad 
importante  porque un clisefio basado en este enfoque evita comI>ortalnientos adversos del  control. 

0 

Consideremos el integrador cle sepndo orden: j. = y y $ = u .  Este  sistema tiene al cero 
como eigenvalor de multipliciclatl dos. Luego, del Teorenla 3.1, el sistema  puede ser $obalment.e 
estabilizado por el control (3.13). Sea Q = Q = ( q i j ) ,  i , j  = 1, ‘L. Denotenlos q l  = 911, 112 = (112 

y (13 = q22. Si resolvemos la ecuacidn (3.6) para R(T) ,  obtenemos 

T 

Por otra parte, 
r 1 



Por lo tanto,  la ecuacicin (3.12) es: 

r 1 

[m(2= 4- q 3 )  - q 2 & 4 2 m  + (131 x?d 

J F - 1  1 7  -1- (13 5'122 + [T (2* -1- Q)] 5'2 - 7- '110 = O. 2 2 2  

Esta ecuación  puede resolverse numéricamente  para I-. En la Figura 1 (a) se muestra el de- 
sempeño  de las  trayectorias  cuando se usa el control (3.13) con q1 = 25, 42 = O ,  q3 = 6 y u0 = l. 
En la Figura 1 (a), se muestra  también la  frontera  elipsoidal aBE = {x E IR2 : ~ ( x )  = 1}, donde 
en control  continuo (3.1.3) conmuta  de  una retroalimentación  no  lineal  a una lineal. En B&, el 
sistema a lazo  cerrado se comporta corno uno  lineal con eigenvalores fijos -2 f i .  En  la  Figura 
1 (b) se exhibe  la acc jh  del control. Esta muestra que Iu(x)I 5 1, para todo t 2 O. 

Para ilustrar  la  construcción  del  control de  la Observación 1, la Figura 2 (a) muestra una 
trayectoria  en  retrato fase para  la sucesión del parámetro 7: 71 = 1, 7-2 = 2,  7-3 = 3 y 7-4 = 4. En 
la  Figura 2 (b) se exhibe  la acci6n del  control para  tal  trayectoria. Notemos que  en  este caso el 
control es discontinuo cuando la  trayectoria  cruza las fronteras D&(T~) .  O 

Y 

I 

O 

I 

2 

I 

Figura 1 
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4. ESTABILIZACI~N GLOBAL Y SEMIGLO- 
BAL  DE SISTEMAS  LINEALES MEDIANTE 
CONTROLES  ACOTADOS 

Consideremos el  sistema lineal con entradas  mdltiples 

It'= An: + Bu, (4.1) 

donde z E RR, A y B, son matrices de dimensiones n x n y n x 171, respectivamente, y la entrada 
u tonla valores en el conjunto  compacto (elipsoide) 23: = { u  E R" : llz~/Is 5 1) -la bola unitaria 
S-euclideana  en Rm, i e .  I['z~(js := m, donde S = R-2 y R es una matriz  sinGtrica definida 
positiva. 

En  este  capítulo,  estudiaremos el problema de la estabili:zacio'n global asintótica (EGA) del 
origen de los sistemas (4.1) mediante retroali~nentacior~es  de control acotadas (RCA) u = 71(z), 

sujetas  a la restricción Ilu(z)Ils 5 1. A lo largo de  todo el capítulo, la estabilización siempre 
ser&  entendida como estabilizacih respecto  al origen. 

En los dtimos años, ha habido  un renovado interés  respe'cto  al problema de la est,-tshilización 
global del  sistema (4.1) mediante las RCA.  Con el  objeto  de  estudiar el problema anterior, 
se llegó a  la  caracterización  de  una clase de sistemas lineales: Sistema lineal asintóticanlente 
controlable al origen  con controles acotados (ACOCA).  Es bien sabido, que un  sistema lineal 
es ACOCA sii es estabilizable ( i e . ,  todos sus n~odos no controlables tienen parte real negativa) 
y su dinámica  libre  asociada  tiene  todos sus eigenvalores con parte real no positiva ( P R N P ) ,  
cf. por ejemplo, Lee-Markus [32] ,  Schmitendorf-Barmish [4S] y Sontag [%l. Adem8s, el en- 
foque natural  de considerar  saturaciones  de  retroalimentaciones lineales tiene el inconveniente 
de  que la estabilizacidn global asintdtica (EGA) no puede garantizarse c1 priori, E incluso, 
en algunos casos una  saturación hard puede no llevar a la t~stabilidad global; en específico, el 
n-integrador (n 2 3) Fuller [la]. A pesar de  este resultado  negativo,  Sontag-Sussmann [57] p r e  
baron clue la E G A  de los sistema lineales ACOCA puede realizarse lnetliante la clase general 
de las funciones R C A .  Sin embargo, el diseño de controles en ese trabajo  estaba basado en  un 
procedimiento recursivo muy complicado (computacionalmelIte  difícil). Tee1 [G5] int,roclujo L I ~  

metodología que  empleaba combinaciones lineales y composi'ciones anidadas  de  saturaciones de 
retroalimentaciones lineales (enroque de  sat~~raciorles anidadas) para  obtener la E G A  del R- 

integrador.  Finalmente, Sussmann-Sontag-Yang [ G 4 ]  generalizaron ese rnétodo para  afrontar el 
problema  anterior, en vista. de lo cual obtuvieron la E G A  de los sistemas lineales ACOCA, 
suponiendo  además, funciones de  saturación m& generales. 

Una antigua solución al problema  anterior, i e . ,  llevar cualquier  estado inicial al origen, en 
tiempo  finito, bajo el supuesto de considerar controles acotados (cliscontinuos) fue obtenida 



con la  teoría de  control  de tiempo  óptimo [32]. Empero,  la derivación de funciones de control 
retroalimentado  en  tiempo  óptimo puede ser muy engorrosa y su subsecuente implementación 
es muy difícil: se recluiere de enormes cantidades de memoria o,n-li.ne para almacenar hiper- 
superficies de cambio (seritching) intricadas.  En  otros  términos, su construcción necesita del 
conocimiento de los conjuntos controlables de los sistemas lineales. Este Gltimo aspecto  plantea, 
en general. un problema  snmamente difícil (abierto). En particular, Korobov-Sklyar. obtuvieron 
soluciones analíticas al problema  de  tiempo  óptimo para el wintegraclor [29], y para sistemas 
con control  escalar cuyas dintimicas asociadas tienen eigenvtdores puramente  imaginarios [30]. 
Hasta  ahora. el papel  de la teoría de control de t'iempo Óptimo  se reduce mds bien R producir 
patrones a considerar como metas en sistemas reales: una ayucla para  construir  sistemas de 
control  subóptimos. Sobre esta  base,  e  interesado en hallar  una solución suave al  problema de 
control en tiempo  subóptimo,  Iiomarov [ 2 i ]  us6 una  estimación  interna elipsoitlal de los con- 
juntos corltrolizbles de sistemas lineales no autónomos. U n  plrdmetro (o mkis bien 1.u~. mat~riz 
parametrizada)  de esa aproximaci6n elipsoidal se obtiene resolviendo una ecuacih diferencial 
matricial no lineal.  El  estabilizador  resultante es una función de control acotada y subóptima 
cle riempo finito, la cual es suar'e, excepto en el origen. Sin embargo, la  regi6n cle atraccidn 
no est6 bien determinada, al igual clue falta establecer las condiciones para la existencia de 
soluciones para  esa ecuación diferencial matricial en el origen (una sirlgularidad en este caso). 
Rasados en  el  enfoclue de  Komarov, y especializados a  sistemas lineales autónomos controlables 
de  una  ent.rada,  en el Capítulo 2 (o [ 6 2 ] ) ,  establecimos una conexión entre la estabilización 
asintótica  y la de tiempo finit.0 via un  rediseñamiento del controlador y obtuvinlos  un función 
RCA. Ahí también resolvimos el problema cle la EGA para el n-integrador. Para esto  6lt,imo, 
hallamos una solución analítica  explícita de  la ecuación diferencial arriba mencionada. Usando 
un enfoque alternativo, pero 110 invoiucraclo en  obtener  una soluci6n subóptima, Iiorobov (281 
se abocó  al  problema  de la estabilizsciiin en tiempo finito del n-integrator.  rnediante las denom- 
inadas funciones de controlabilidaci (funciones tipo  L,yapunov). E,se nlétoclo fue extendido por 
Gavrilyako-Korobov-Sldyar [15] a fin de obtener la estabilidad global en tiempo finito para los 
sistemas lineales controlables PRNP. Para ello, debe resolverse una  ecuxi6n integral no lineal. 
E1 problema de  hallar soluciones a esta ecuación es una  tarea muy laboriosa. 

Vale la  pena  comentar clue en la metodología ([ l5]-[ '2i)-[28]-[62]), los controles est6n clefir~iclos 
de forma  implicita, i e . ,  el sistema a lazo-cerrado consiste de un sistema  de ecuaciones difer- 
enciales mtis una ecuación algebraica  no  lineal. Ademcis, el control es un  estabilizador  de  tipo 
lineal de la forma u(x)  = - K ( x ) x ,  cuya matriz  de  ganancias K ( : r )  -ciepencliente  de  los estados 
(obtenida a partir de ecuación algebraica antes  mencionada),  ajusta la amplitud  de la entrada 
de acuerdo  al  tamaEs dc! nstctdo con el objeto  de satisfacer las cotas  impuestas  sobre la ell- 
trada. E,n este  sentido,  toda  esta metodología puede ser corlcebicla como basada en ganancias 
programadas (gain-scheduling). 

En el Capítulo 3 (o [60]), introdujimos L I I ~  técnica que  proporciona LUI resultado  de asiz- 
naci6n de eigenvalores para sistemas lineales con controles acotados. Mediallte ese método, se 
construye  una  función RCA la cual  permite: (i) EGA de los sistemas lineales ACOCA; y 
( i i )  para los sistemas lineales controlables cuyas dinArnicas libres son inestables, da lugar a una 
estirnación interna  de  la región de atracción.  En ese trabajo,  partimos cle l a  tkoría LQ para 
derivar  una  retroalimentaciórl  acotada y estabilizsnte  global,  cuya  ganancia  depende del tanlalio 
clel estado (ganarlcia progr¿mlada). Pala este fin, se debe resolver una funilia 7"-parametrizacla 
de ecuaciones matriciales algebraicas (o diferenciales) de  lliccati con el objeto de calcular el 



control.  Finalmente,  en Sucirez-Al~arez-Sznaier-Ibarra [Sl], considerando tanto pertnrbaciones 
aditivas como cont,rol acotado, se obtuvo  una función RCA que  permite  estabilizar global 
asint6ticamente el sistema  a lazo cerrado y una  atenuación  de  perturbaciones C2 en C2 en una 
vecindad del origen. 

Esando u11 enfoque análogo  a [60], Wedenhagen-Bélanger 1711 diseñaron una control acotado 
seccionalmente lineal, el cual  también está basado en la  teoría LQ. Finalmente, el problema 
de estabilización global  fue  también abordado  por Tee1 [67] para  la clase de sistemas lineales 
ACOCA, suponiendo ademh, clue  los controles pasan por no linealidades de  tipo general. 
Esta técnica está  basada en una solución semiglobal que se obtiene a partir  de m a  familia de 
ecuaciones algebraicas de Riccati de  tipo Hm. 

Con respecto  a los diferentes enfoques de diseño de control mencionados arriba, es importante 
remarcar los siguientes dos  puntos: 

0 Los controles construidos  mediante la metodología basada en ganancias  programadas  (en 
tiempo  finito) ([27]-(281) están orientados  hacia un buen  desempeño,  pero &os  sólo pueden 
ser implementados en algunos sistemas concretos (e.g. ,  el n-integraclor [G2]), debido  a las 
ecuaciones diferenciales o integrales no lineales nmtriciales que hay clue resolver. De- 
safortunadamente,  las metodologias LQ ([60]-[71]) o N, ([61]-[67)) sufren esta misma 
desventaja,  dando lugar  a irnplementaciones prohibitivas (alto costo computacional, tra- 
ducido  principalmente  en ciilculos con mucho consumo (le tienlpo), implicadas por las 
ecuaciones algebraicas de Riccati involucradas. Al final del Capítulo 3 (o [60]), se es- 
tablece clue  el problema de complejidad  puede  mejorarse  notoriamente, si se empien un¿? 
ecuación diferencial de Riccati. En1pero, para ciertas aplicaciones esto puede resultar to- 
davía muy '(caro11, dado clue  se requiere resolver un sistema dc n + n(n -I- I)/? ecuaciones 
diferenciales -n es  la dimensión. En ese capítulo, los inconvenientes arriba mencionados 
pueden concebirse como un precio clue hay que pagar a fin de  obtener un resultado de 
asignación de eigenvalores. 

Por  otra  parte, los controles diseflados vía el enfoque de  satwaciones anicladas ([64]-[65]) 
son más fáciles de  implementar. En s u  estado  actual, el diseño en esa estrategia de 
controles globales con buen  desempeño se encuentra  todavia  bajo  estudio. Al parecer, 
los primeros controles  obtenidos suelen dar respuestas con bajo desernpefio: dado que 
fueron construidos para asegurar la estabilidad sin ninguna  pretencibn  de  obtener  un buen 
desempeño. Empero, desde una  perspectiva semiglobal, existen esfuerzos alentadores para 
hallar mejores diseños mediante  la tkcnica de baja-y-alta  ganancia ( lo~~-and-high gain) 
[4P] y también de considerar tanto saturaciones en la magnitud como en la derivada de los 
controles (361. 

Consecuentemente, hace falta una metodología para la estabilización global asintótica de 
los sistemas lineales que tonre ventaja  sobre los enfoques propuestos  a la fecha, y que esté 
caracterizada por una orientación  hacia el buen  desempeño y una implementación sencilla de 
los controles. 

E,n este  capítulo,  basado en [60]-[G2ll construimos  una función RCA p x a  la  estabilizacih 
de sistemas lineales cuyas dintimicas libres son  estables en el sentido de L ~ ~ L I I ~ O V .  La ley  de 
control  propuesta,  incrementa  las  ganancias  de la retroaliInentaciór1 a  medida clue la trayectoria 



controlada converge hacia el origen. Esto garantiza clue nunca se excedertin las cot.% sobre el 
control. Se define una sucesión de conjuntos  invariantes de tamaños decrecient,es, asociados con 
una función de  Lyapunov, y relacionamos a cada uno la correspondiente  ganancia mAs alta posi- 
ble, bajo la restricción de clue el control se mantenga  acotado. Las ganancias como funciones de 
la posición se derivan  esplícitamente resolviendo un problema de programación  c-parametrizado. 
Dependiendo de algunas aplicaciones! e.g. robot  manipuladores, procesos químicos de control, 
etcetera. el considerar clue la raz6n de cambio  sobre el control es ilimitada puede concebirse 
como una  desventaja de la mayoría de lo métodos  existentes para el diseiio de estabilizadores 
acotados: el control por lo regular  semeja un control tipo bung-bang, especialmente  cuando los 
estados se hallan lejos del origen. Ese comportamiento excluye su uso en 1:as nlencionadas aplica- 
ciones, debido a Ias respuestas  naturales (e.g. inercia del actuatdor) cle estos  sistemas  a estírndos 
externos.  Comparado con esos mCtodos, una cualidad r enmd.de  cle nuestra  témica recae en la 
"suavidad"  de  la  derivada  de los controles. Adern&s, se muestra que si  el sistema a lazo  abierto 
es estable en el sentido de Lyapunov, el control  propuesto  proporciona entradizs acotadas con 
una  derivada  global acotada: I ldu/dt l ls 5 K. Finalmente, se desarrolla un resultado de estabi- 
lizaci6n serniglobal para los sisternas lineales ACOCA. En  este caso, se obtiene un control  tipo 
1o.u-o.nd-high gain. El  m4todo se ilustra con la estabilizacitjn global de u 1 1  navegador inercial, J. 
con la estabilización de  un modelo 110 lineal de  un  puente de  carga (loading bridge). 

4.2 Planteamiento del problema 

Supondrenlos clue el  sistema (4.1) satisface  la siguient,e hipótesis. 

Hipótesis H1. Supongamos que esiste una n~af;riz definida positiva y sinlétrica P (= PT > O),  
que es solucidn de l a  ecuacjdn de Lyapunov 

'4 P -1 P A  = - Q! ( 4 .  a)  

donde (2 es tm n~atriz semidefinida positiva ( Q  2 O )  y (.)T denota trnnsposjc~%n. ~ntonces ,  l a  
funcitn cuadrAtica 

V(x) = ,x Pn:, 

T 

I T  (4.3) 
2 

define una función de Lyaptrnol- para el sistema a lazo abierto (4.1). o 
L,a hipótesis H1 establece cl11e la matriz '4 es Nurn~itz o nlal.~innllnente estable. 

Observación 1. Hay una  gran  cantidad de sistemas prr-icticos interesantes que pertenecen  a 
la clase de  sistemas  contemplados p o r  la hypothesis H1. L a  mayoría cle los procesos químicos 
prhcticos son ejemplos hportantes  de ello. En  particular, las colurnnas de destilación son 
sistemas  de  m6ltiples entradas  de control que son estables a lazo abierto, pero las especificaciones 
de producción y rechazo a  pertllrbaciotles requieren de una din6mica a lazo ccrrttdo %pida" 
bajo la restriccih  natural de acciones de  control xot¿ttlas [45]. o 

Consideremos u11 sistenla estmciido entrada-salida  compuesto clcl sisttma (4.1) con untt 

9 = CX = B T P ~ : .  (4.4) 
salida artificial 



-4demBs de la hipótesis H l !  el sistema (4.1)-(4.4) se supone  que  satisface la siguiente 
hpótesis. 

Hipótesis H2. El sistema  de entrada-salida (4.1)-(4.4) es detectable. O 
Con base  en esto, podemos  establecer el siguiente resdtado. 

Proposición  2.1. Supongamos que el sistema (4.1) satishwe las llipótesis H1 y H2. Entonces, 
la función de control 

21(m) = -pBTPz, p > o ,  (4.5) 

es un estabilizador global asirltdtico para el sistema (4.1). 
Esbozo de la prueba. Con base  en la hipótesis H1, V(:c),  y p > O. tenemos  que dV/dt  es 
semidefinida negativa. Si N := { x  E Rn : dV/dt = O}, entonces es  u11 subespacio  (lineal); cle 
forma  que x = O es un punto  de equilibrio  estable  del  sistema  a lazo cerrado. Aclem&, dentro de 
N las  trayectorias  a lazo cerrado coinciden con las de lazo ztbierto, pues ( ~ ( x )  [,VE O. Entonces, 
N es un subespacio  A-invariante. Por  otra  parte, en virtud  de la hipótesis H2! tenernos que .4 
es estable en el subespacio 11'0 observable U = {LC E X" : CAi:c = BTYA'n: = O ,  O 5 1: 5 n - l}, 
clue contiene  a !V. Así, z = 0 es un punto de  equilibrio  global  asintóticamente  estable. m 
Observación 2. En [S], se  obtuvo  una generalización de la proposición anterior para sistenms 
afines no lineales en  términos  de pasividad y una extensi611 ntlt,ural cle detectabilidxl. o 

Hasta  ahora,  el control ~clado en (4.3) no es acotado. Sin embkugo, de I s  hipótesis H1 
tenemos  que la matriz A tiene su espectro localizado  en e l  semiplano  cerrado izquierdo del 
piano complejo, .(A) c cl(C"), lo  cual implica clue  los sistemas  bajo consideración son sistemas 
lineales ACOCA ( i e . ,  estabilizables  mediante entradas  a.rbitrariamente  pequefias).  Por lo 
tanto, uno puede usar una saturación suave p t m  obtener una fl.mci6n globalrnente R C A  ( c f .  
[ a ] ) ,  para  esta clase de sisternas lineales. E,n particular, Lin [35] propuso l a  siguiente modificacih 
al  control (4.5) 

2 ¿ ( 4  = -p(z) BTP:c, 
(4.6) 

la  cual  proporciona  una  function R C A  (4.6), tal  que ~ ~ U ( : C ) I I I  5 I ' ,  para cualquier I' > O (aqluí, 
11 . ) ) I  es la  norma  euclidean8  usual).  El  control (4.6) estabiliza global asint.ótican1enre el sistema 
lineal (4.1) [35] .  Resulta  importante observar  que este control es del t,ipo de  baja  ganancia 
( l o ~ ~ - g a i n ) ,  i e . ,  la estabilización globd  asintótica se obtiene a espensas cle variaciones lentas clel 
control. Los controles de  baja  ganancia  pueden  dar  respuestas "perezosas" y un bajo  desempeño 
para  todas las condiciones iniciales, incluso ¿quellas cercanas al origen. 

Una manera  de  obtener u n  control de alta  ganancia consist,e e11 aumentar la función p(:r)  ¿L 
medida clue la distancia  al origen se reduce, de forma tal clue  el control  pueda ~ s a r  la mBsirna 
amplitud  de la entrada sin violar las restricciones sobre la misma. El objetivo de este capltulo 
es proveer una metodología para disefiar  la ganancia del COI] trol como 1 . 1 m  f u n c i h  de la posición 
(ganancia programada),  de tal manera que se utilice toda l a  magnitud control disponible. La 
idea central es incrementar p(:c) a medida clue la trayectoria se aprosirna al origen. En nuestro 
diseño, p ( z )  es constante a lo largo de los conjuntos  de nivel de la funci6n de Lyapuuov asociada 
al sistema a lazo abierto. E,n  el capítulo  anterior, usanlos 1111 enfocllue  cle  cliseiio de control 
de gitnancias programadas (LQ) para  probar clue los sisternas lineales ACOCA pueden ser 
globalrnente  estabilizados. 



4.2.1 Ideas geométricas preliminares 

ta l  clue O E int U ( p ) .  Las fronteras de U(p) estAn dadas por los hiperplmos 

lirn U ( p )  = E’L, 
P-0 

(4.10) 



4.3 Un problema  de  programación  paramétrica 

Cualquier 20 E R" puede llevarse asintóticamente al origen mediante una elección adecuada del 
partimetro p en el control  (4.5). En efecto, sólo se requiere  buscar un valor de c = c(p) tal que 

20 E &(c) c U(p).  (4.13) 

En  virtud  de  que &(c) es un conjunto de nivel (invarimte)  de V(m), la trayectoria xt(n:~) 
convergerá asintóticamente  al origen. Por  otra  parte,  la inclusión &(c) c U(p) asegura  que el 
control ~ ( x )  = -pbTPn: no se saturará  para  toda t 3 O. Además, toda condición inicial puede 
llevarse al  origen  mediante (4.5) debido a  (4.10). En este  sentido, podemos decir clue el sistema 
(4.1) es semiglobarnente estabilizable por (4.5) con p constante, i e . ,  para cualquier 20 E R", 
podemos elegir p > O tal clue 20 E R(0) -la región de atracción  del origen. Empero, con este 
enfoque, el sistema es semiglobalmente estabilizado  a  expensas de un control  de  baja  ganancia. 

Resumiendo la discusión en  curso, y retomando el caso de mdltiples ent,radas, el mejor diselio 
semiglobal consiste en elegir  el mayor valor de p de  forma tal que el control u(x) = -pBTPn: 
nunca se sature a lo largo de la trajectoria zt(x:~),  ,i.e., dado x0 se elige p de  manera clue 

C* = V(z0) (4.14) 

y &(c*) es el mayor conjunto  de nivel contenido en U(p). Este problema puede plantearse como 
el problema de programación 

maxp 2 O 
(4.15) 

t.q. &(c)  c U(p) .  

Con el objeto  de simplificar la  presentación, definamos T = ] . /p. Entonces, el problema anterior 
puede  parafrasearse como 

minr  2 O 

11 - BTPz[ls 5 

V ( X )  I V(n:O), 
t.q. 

Dado  que V(0) = O < V(ZO),  para zo # O, es fácil ver 
a! pdAzrna (4.16),  entonces &(c*) = E(V(x0)) C U(p*).  

7 (4.16) 

clue si existe una solución p* = I/T* 
Así, p* ser& el mayor valor de p ijuc 

permite la convergencia asintótica al O de la trayectoria xt(z0) con la mcisima razón de conver- 
gencia respecto a la función de Lyapunov V ( z ) ,  y al mismo que el control ZL(X) = -p*BTPz 
permance  acotado,  para  toda t 2 O. Consideremos las condición (de frontera) ZL E BU, i.e. 
T = 11 - BTPzI I~ ,  para  obtener  la siguiente formulación equivalente  de  (4.16) 

~ ( 2 0 )  = m$x 11 - ~ ~ ~ ~ 1 1 s  

t.q. n: E a&(c), donde c = V(z0) .  
(4.17) 

El problema de optimización (4.17) es una familia de programas  1-paramétricos (c 2 O) con una 
restricción  de  igualdad variable [lo]. En  particular, como V(x) es propia  (por la hip6tesis Hl), 
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la familia de  programas  dada  arriba es propia [IO]. Lin programa  propio  (como (4.17)) tiene it1 
menos una solución global para  cada c E R. pues el conjunt,o V-l(c)  (= a&(c))  es compacto. 

Definamos el  control  r-dependiente 

(4.13) 

Definición. Una solución r = .(x) del problema  de  optimización (4.17) se clenonlinsr,i adrnis- 
ible s i  satisface  las  siguientes  propiedades: 

( a )  T ( T )  es definida  positiva; 

(b) .(X) es una  fhción suave,  con la posible excepción de z = O; y 

(c) la  igualdad S,* = {x E R" : .(x) 5 r"} = &(c(r*))  se  satisface, para  cada r* 2 O. Así, 5':. 
es un conjunto  invariante  bajo las trayectorias del sistema  a  lazo  cerrado (4.1)-(4.18). El 

Para. el  sistema (4.1), probaremos (abajo) que  cualquier solución de (4.17) es de hecho admisible. 
Si r ( z )  es una solución admisible, el control ?¿,(x) (4.18) es suave escepto  en el origen,  donde 

es sirlgular- ( i .  e., no estti definido en z = O ) .  Luego, el origen es mtis bien una silgdaridaci en 
lugar  de  un  punto  de equilibrio  del  sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.18). Esto significa que 
este  sistema  no es Lipschitz en el origen (no unicidad de las  soluciones  respecto a condiciones 
iniciales), así todas las  trayectorias  podrían converger a R: = O en un tiempo h i t o .  En caso de 
clue esta  característica  pudiera llevar a un  comportamiento  indeseable, e.9. c a ~ s a r  el llamado 
"chicoteo" jchatte,ring) del control,  esta ley de control  puede redefinirse para  obtener la  signiente 
funci6n RCA asintótica (diferenciable  excepto en 0&(7-')) 

si z E lR"\&(rx) 
PI" (x) = ? (4.19) 

- & B ~ P ~ ,  si z E E(.") 

donde r" > O es arbitrario, clue estabiliza  asint6ticarnente a l  sistenla lineal (4.1) (e j .  [GO] J. 

P I  ). 

Proposición 3.2. Con base en 1% hjpdthesis H1 y H2, si r(z) es t m a  solucidn acirnisihle del 
problema de optimización (~!.17), entonces para cualquier r x  > O,  el cor~trol (4.19) satisfixce 
/ / u L x  (x)Ils 5 1 y el sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.19) es EGA. 
Prueba. Como r (z )  es una solución del problema de  optimización,  entonces jluX(x)11s I 1. 
Por  otra  parte,  tomando en consicleración a  la  hipótesis H1, clue .(x) es aclmisible, y el sistenla 
a lazo cenado (4.1)-(4.19), para  toda :c E R", obtenemos clue 

Qz + zTPB 717(2), si z E R"\&(r") 

- -&(:~'PBB I PZ), si :c E E(.") 
(4 .20)  - 

es semidefinida  negativa. Luego, el punto  de equilibrio x = O del sistema a lazo cerrado es 
estable.  Finalmente, la EGA del sistenla (4.1)-(4.19) se sigue dc la Pmposici6n 2 .  l .  
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Con respecto a una clase de  incertidumbres  que preservan la  estabilidad  de Lyapunov pode- 
mos hallar  estabilidad  robusta del sistema  a lazo cenado. ICs decir, si 

z = (A + A A ) ~  + ~1~ (4.21) 

es el sistema real, y el control  (4.19)  está  diseñado con base en la matriz  nominal A,  el siguiente 
resultado es una consecuencia de la  prueba  de la Proposici6n  3.2. 

Corolario 3.3. Supongamos que la matriz il es robustamente L , ~ q m ~ o v  estable COR respecto a 
la incertidumbre AA ( i e . ,  ( A  + AL4)TP + P(A + AA) = -Qn, para alguna QA L O). Bajo las 
hipótesis de la Proposición 3.2, el control (4.19) satisface 11uX:(x)11s I 1 y el  sistema (4.21)-(4.19) 
es EGA. O 

El resultado  anterior  establece clue  el sistema  a lazo cerrado es robustamente  estable en la 
medida  que  la  incertidumbre AA preserve la  propiedad de est,abilidad de Lyapunov. La preser- 
vación de la estabilidad  de L Y ~ ~ L ~ O V  bajo  perturbaciones suele hallarse en muchos sistemas 
físicos. 

Con el objeto  de satisfacer  la restricción del  control, Ilv(:c)Ils 5 1, el método de los mdtipli- 
cadores de Lagrange (401 proporciona una condición necesaria y suficiente para  que se tenga un 
extremo, condición que se reduce básicamente en hallar  una función c = C(T) como la solución 
de la relación (frontera elipsoidal) 

DE(r) = {x E R" : V(x) = c(r)} , (4.22) 

sujeta  a la restricción Ilu(x)Il~ _< 1. Resolviendo tal problema de  optimización, e1 hasta  ahora 
parámetro r se convierte  en  una función de los estados (T = ~ ( 2 ) ) .  Este procedimiento serh 
desarrollado en  la siguiente sección. 

4.4 Resultado  de  estabilización global 

Consideremos el  sistema lineal (4.1), donde A es una  matriz  n x n-dimensional clue satisface la 
hipótesis H1 y B es una  matriz n x m. De la  Proposición 2.1, si  ademcis se satisface la hipótesis 
H2, la EGA del  sistema (4.1.) se garantiza  mediante el control lineal (no  acotado) 

(4.23) 

para T > O fija. 
Si el conjunto B = {u E R" : I u i I  5 ri, ri > O,  i = 1, ..., m}  (una  caja m-dimensional) 

se tomara como la  restricción  sobre el control,  tendríamos  que resolver un problema  de prc- 
gramación  c-parametrizado no suave. Por lo tanto, a fin de  obtener  una aproximación suave 
cuadrática  de D, se introduce  aquí  un elipsoide. Denotemos con II.IIs a Is norma  S-euclideana en 
Rm: /lulls := d m ,  donde S := R-2 y R es una  matriz 772 x nz definida positiva y simétrica. 

Por consi,@ente,  si suponemos que el control  toma sus valores en la bola  unitaria en la 
norma  S-euclideana, u E 07 = { u  E W" : 11u(x)lls _< 1) '(el elipsoide mencionado anterior- 
mente), tenemos  el siguiente resultado sobre entradas globalmente sujetas  tanto a cotas  sobre 
sus mag~itudes como en sus derivadas. 



Teorema 4.1. Supongamos que el sistema lineal (4.1) satisface  las hipótesis H1 Y H2. y 
adernis. sin pérdida de generalidad, que B tiene rango mdsimo. Entonces. I a  EGA del sisten~a 
lined (4.1) se  obtiene mediante la función RCA ,uX(r) dada en (4.19), que satisface ,ux E l 3 f ;  

con 

2LT(:c) = - JT BTPr.  (4.24) x * xT Px 
clonde 7' > O es arbir;rario, y X* = r n a s a r g ( c l e t ( 2 ~ ~ ~ ~ ~  - XI) = O).  Ac/em;<s, para toda. 
x E R'' tenemos  que I I d z ~ ~ / d t l l s  5 K ,  donde b; > O estd definido en términos de las matrices 
A ,  B y P. la matriz para  cota en el control S y el partin1etr.o r X .  
Prueba.  Primero resolveremos la ecuación (4.22). Corno  el problema de programación (4.17) 
es cc)n\.eso y para  toda x f O, O,V(x) # O, la condic,ión necesaria para 11x1 extremo es tm1bi4n 
suficiente: x* es una soluci6n óptirna  del  problema de  programacih (4.17) ssi existe  una X *  > O 
tal que el par cjptimo (x*, X* )  E IR'' x R satisface 

VzlI - BTPx*II; - X*r*TP = O!  (4.2.5) 

donde O,(.) denota el gradiente  respecto a x. Dado clue B tiene  rango nltisirno, de (4.23) 
obtenemos 

(:c*TPB) (2SRTPB - /\*I> = o,  (4.26) 

T 2  

X 
C ( T )  = 7 y .(x) = xTPx (una hipersuperficie cónica). (4.28) 

Entonces,  de (4.18) con .(x) dado en (4.28), obtenemos (4.24). Esto completa el problema 
de optimizaci6n.  Por  otra  parte, la EGA del sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.19) se garantiza 
con base en la Proposition 3.1. Finalmente, procederemos con la cota global sobre la cierivacla 
del  control.  Denotemos Q = m, luego T(:c) = cy- Iixllp. Así, u7(x) = -ajln:llp'BTP:r. 
Entonces, del sistema a lazo cerrado (4.1)-(4.19) y retornando (4.2), obtenemos 

1 

. r l , = 4 ~ r i ~ T ~ ~ - $ ~ T ~ i = '  r- r (7- (xTP :C)BTPT - m i ; )  
= $ (& (zTPAz + xTPBu,)  BTPx - B T P h  - ( B T P B ) u T )  

= - T 1 ( ( & ( X T ( 2 5 )  f $ ( ' ¿ L ~ 2 L 7 ) )  71, - (BTPB)2L, - BTP.'h). 

Si 1 1  . 1 1  denota la  2-norma  matricial  inducida,  entonces X* = 211SBTPUjl, y obtenenlos 

Derivemos a continuacicjrl otras cotas  m&s litiles para las espresiones ( a ) .  (b): (c) y ((1): 



Entonces,  reemplazando las cotas dadas  en (4.29) con la s  previamente  obtenidas, tenemos 

Consecuentemente, de la definición de r ( x ) ,  del hecho de clue ésta es una función monótona 
creciente y como I I u 7 1 1 s  5 1, finalmente  obtenemos, para  toda x E R" 

+: IIS1/2BTPAP-1/2 I 1  , (4.30) 

donde, K se define como la parte derecha de la desigualdad  anterior. m 
Corolario 4.2. Supongamos  que el sistema lineal con control escalar (4.1) satisface las hipóteses 
H1 y H2. Entonces, la E G A  del sistema  lineal se  obtiene  mediante la f~~nción RCA u X ( x )  
dada en (4.19), que satisface l ux [  I r ,  7' > O, con 

r 
u&) = - bT Pn: , 

llbllp llxllp 

donde r x  > O es arbitrario.  Además,  para  toda x E Rfz, tenemos 

(4.31) 

(4.32) 

Prueba. Como B = b E R", entonces S := r-2 > O. De aquí que, a partir  de (4 .2G)  tenemos 
que bTPx* # O, donde x* es una soluci6n Óptima. Ahora, si consideramos (4 .28) ,  entonces 

(4.33) 

Por lo tanto,  de (4.18) con .(x) dada  en  (4.33), obtenemos  (4.31). Ademtis, l a  cota sobre la 
derivada admite  una expresión m8s simple que (4.30). En efecto, 

u, = &(xTQx)u7 La r- + ((su: - (bTPb))  x7 - bTPAx). E,ntonces, 

1&-1 I ' ~ ~ ~ ~ ) ( x T Q x )  I w r 1  -1 ((1 - $u:) (bT'Pb) l u Í 1  + ~ [ I ~ P A ~ I ) .  
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De lo cual.  y trabajando de manera anAloga al derivar (4.30), finalmente obt.enemos (4.32). 

Observación 3. Basados en la hipótesis H2, tenemos clue T(X) clada en (4.28) es una función 
de Lyapunov propia ( i e . ,  es definida positiva,  radialmente no acotada y d r / d t  < O para  toda 
~t: E X" \ {O}) y es una función no L,ipschitsz en el origen. U 

Observación 4.  La cot2 ~i admite una interpretación  geométrica en términos de la curvatura 
del elipsoicle &(r) y el conjunto elipsoidal de controles l3:. En efecto, obse1Yernos clue 

(4.33) 

cloncle <iin 1 = x ~ ~ ~ ~ ( P ~ / ~ )  = l l ~ 1 / ~ l l  y crnnx = = 1l~-1/~11,  corresponden A la nu'nima 
y la InRsima longitudes de los semiejes de X ( 7 )  l c = 1 / 2 .  U n  resultado aniilogo puede obtenerse 
erl t h l i n o s  de S. De esta forma, en la medicla  clue ambos elipsoicles se aprosimen a una bola, 
el valor de pi, se ver6 minimizado. o 
Observación 5. Podemos d x  una conesión con un resultado  dado en [G3]. En ese trabajo, se 
obtuvo la EGA mediante m a  retroalimentación lineal saturada para el caso simple cle sistemas 
lineales (4.1) tales que los eigenvalores de la rn&triz A son simples con parte real cero. Entonces 
esiste un transformación  de  semejanza T tal que A' = T-'ilT es antisim6lrica.  Por lo tanto. 
identificando A con A', obtenemos  que P = pI (donde p > O e I es la matriz  identidad n x n), 
satisface ( ~ 4 . 2 ) ~  y el  sistema lineal es EGA mediante la retroalimentación 

?' 
?¿,(IC) = - B T X ,  (4.35) Jlim I l 4  

clue satisface jju,(x)II~ 5 v. Observemos que u,(%) (4.35) no depende  de la elecci6n de la  matriz 
P. Así, este  control es óptimo en el sentido de la cota sobre su derivada: IId.uX/dtl l1 5 1'6 = 
,r(IIAIl + 21/BTBII/pX) -observemos clue R es P-independiente, pues = p p x .  O 
Observación 6. Otra reformulación de la función de  control [ ¿ ( I C ) ,  que tambih  elvita la singu- 
laridad en O,  est& dada por la siguiente funcicin RCA global asirlt6tica. Definamos la función 
de control (7 ,  E)-dependiente 

u&) := - BTPm, 
E + .(x) (4.3G) 

donde E > O, es 1111 parAmetro cie siutonía  suficienitaentt; pequeíio. Es fiicil probar que ,uE(x) 
estabiliza global y asintótica.rnente a l  sistema (4.1). Observemos clue el control (4.3G) nunca 
alcanza sus extremos, l ~ u E ( x ) ~ ~ ~  < 1; lo cual significa clue  el  cOi1trol (4.3G) no usa todo el recurso 
de  control  disponible.  Por otra  parte,  una combinacihn de este  control col1 (4.19) permite que 
6 dependa  también  de E ;  lo cual da  lugar, aunclue sólo serrliglobalrllellte, a un  n~ayor rango  de 
cotas  sobre la derivada  del  control. o 
Observación 7 .  Vale la pena mencionar clue el control (4.24) es una aprosirnacicin suave 2x1 

control  óptimo  (discontinuo)  construido en [8], para el caso de  sistemas l i l d c s  Autcinomos. 
En ese trabajo, si R: 6 C = {x E R" : BTPz = O}, el control  óptinlo 110 singular uw(%) := 

-(BTP:c)/ljBTPmlls se obtiene resolviendo cierto índice cuaclrAtico; mientras que, cuando n: E 

C ,  los fenómenos singulares  resultantes son estudiados  en detalle. O 



4.5 Estabilización  semiglobal  para los sistemas  lineales ACOCA 

Debido a clue en muchos problemas prhcticos uno está interesado en regiones acotadas, se justifica 
obtener  una  propiedad  de ostabilizabilidad serniglobal asintótica en lugar de la global. Una 
desventaja  principal del enfoque semiglobal radica en clue al  tener una región de estabilidad 
grande implica bajas  ganancias y en consecuencia, una convergencia lenta, cf. [2]-[37]-[48]. 
En esta sección, abordaremos  este problema aplicando el esquema de  ganancias  programadas 
desarrollado en la sección anterior y las ideas geométricas consideradas  en el Capítulo 3 (o [GO]).  

Un resultado semiglobal para los sistemas lineales ACOCA puede  obtenerse como sigue. 
Consideremos un conjunto  acotado  arbitrario D C R". Sea IT(8) > O una solución de la siguiente 
ecuación algebraica  de  Riccati (EAR) 

ATIT + TIA - 2rIIBBTn + -Q = O, 1 
8 

(4.37) 

donde 19 > O, y Q es una  matriz simétrica definida positiva (601. Definamos la función cuadrtitica 

V ( z )  = -2 nz. 
2 

(4.38) 

Con base en lo desarrollado  en el Capítulo  3,  supongamos que la entracla u toms sus valores 
en  el conjunto  compacto BF = {u E Rn : 1uiI 5 T ,  .i = 1, ..., m}, la bola de  radio r > O en la 
cunonna en Rm ( m  y-hipercubo).  Entonces, esiste 8 > O tal que D c &O, donde 

E8 = {x E R" : V ( z )  5 c;} , (4.39) 

para algún c;, especificado en  (4.41), y aderntis, la retroalimentación 

ug(z) = "B nx, T (4.40) 

satisface Iugi(x)l 5 T ,  .i = 1, ..., m, para  toda z E &o. El  procedimiento cle optirnización desarrol- 
lado  en la sección anterior  no  puede  ser  aplicado aqw' porque 8 está implícitamente definida en 
términos de la  matriz 1T (y viceversa).  Consecuentemente, tomemos una 8' fija, y transformemos 
el problema con restricciones en ug(z) en el problema  de  estimar los valores mínimo y máximo 
de ugi en la hipersuperficie O&g = {z E R" : O(z) = 8"). Luego, el  parhmetro asociado cC; se 
define por 

r2 
c(; = min{clg, ...,&O}, c o i  = -___ 

2 6 p I ( Q * ) b i '  
(4.41) 

Definamos Nz := Ax + Bug(z) = ( A  - BBTU)z, tal clue su espectro se localice en el 
semiplano  izquierdo abierto del plano complejo, g(N)  c C .  Entonces en la región &O, tenemos 
que (ug,(z)I 5 T ,  i = 1, ..., m, i= Nz, y x(t) "-f O, cuando t + co (asintóticamente). Es decir, 
el conjunto D está contenido en la regiGn de  atracción del origen. 

Sin embargo, la retroalimentación ug(z) es del tipo cle baja ganancia: si l a  región &O es 
grande, l a s  ganancias son proporcionalnlente  pequeñas. POI: lo tanto, redefirliremos  el control 
ug(z) de forma tal que  obtengamos un control  de alta ganancia  en la región &o. La idea es 
diseñar  un  control u(x) cuyas ganancim  sean funciones m0n6~tonas clecrecientts en Í y tales clue 
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si T - x. entonces u(.) = ue(z) -el control de baja  ganancia sea  recobrado en a&. El control 
propv,es;o es del tipo de baja ganancia ( O ) ,  alta ganancia (7)  [-IS]! 

(4.4.2) 

clontle e; est6 dado en (441). Por lo tanto, 

(4.46) 



es definida negativa.  Finalmente, procederemos con la  cota semiglobal sobre  la  derivada  de la 
entrada.  Retornando (4.37), ,uT(x) (4.44) y algunos c2ilcdos algebraicos, obtenemos 

De lo cual, y como 1 1 1 ~ ~ 1 1 ~  Y ,  mediante  una derivación andoga a (4.30), obtenemos  finalmente, 
para  toda x E &e, 

donde, h; se define como la parte derecha de la desigualdad anterior. a 
Observación 8. Debemos remarcar clue un control  similar a (4.42) fue también  propuesto 
en [48]. Sin embargo, en ese artículo, p (:= 1/7) era  considerado como u11 parámetro  de sin- 
tonia;  mientras  que en este  capítulo, se introduce como una solución de un procedimiento de 
optimización con lo cual T == .(X) -una función de los estados. De esta forma, el problema de 
programación (4.43) puede  ser concebido como un  procedimiento para sintonizar el parámetro 
de alta ganancia T (de hecho, un  sintonizador  dependiente de los estados). o 

4.6 Eiemdos 

Ejemplo 6.1. Consideremos las siguientes ecuaciones normalizaclas de movinliento para un 
navegador inercia1 [9] 

donde z1 es  el error de la velocidad hacia el Este, x2 es la inclinación de l a  platafornm  respecto 
al eje Norte, 2 3  es la desviación del giroscopio norte y la  entrada ZL es la desviación de  la razón 
de cambio del giroscopio. Para el sistema  no  controlado ((4.50) con u z O ) ,  e! crigen es un 
punto  de equilibrio marginalmente  estable: a ( A )  = { O ,  Ai}. Así, la hipótesis H1 se satisface, y 
unas matrices P and Q que satisfacen  la ecuación (4.2) son, e.9. 

(4.51) 

donde p > O y q - p > O. AdemAs, un cálculo f k i l  muestra la  validez de la hipótesis H2, lo 
cual garantiza  la EGA del sistema  a lazo cenado  dado por (4.50) y la retroalimentación (no 
acotada) 

( 4 . 5 2 )  Z L U , ~ ~ ( X )  = -b PZ = -(@XI + (~ZS) .  
T 



S o  es difícil de  probar clue una  retroalimentación lineal saturada  (RLS) simple basada en (4.52) 
da lugar  también a la EGA del sistema.  Fijemos  la  conclicih inicial C = (1, -3.4), la cota 
de  la  entrada  en r = 1 y 1ia.s entraclas de  la matriz P: p = 2 y q = 3. Las evoluciones de los 
estados del sistema a lazo cerrado  correspondiente  se  muestran en la Figura 1 (a}. Como se 
puede ver en la  Figura 1 (b), esta RLS se comporta como un control cle tipo discontinuo, pues 
tiene variaciones muy r6pidas.  En el caso en clue esta caract,erística  fuera inclesesble. el método 
de diseilc.) propuesto  puede  aplicarse para salvar este %la1 funcionamieIlto". De (4.33), tenemos 
la ley de control acotada 

( 4 . 5 3 )  

Usamos una versión redisefiacla de  la RCA (4.53) basada  en (4.19) con T~ = 1, de  manera clue 
el sistema a lazo cerrado  resultante  deviene EGA. En  la  Figura 2 (a), puede  observarse clue l a  
funcibn  rediseñada RCA da  una dintimica satisfactoria  del  sistema  a lazo cerrado (4.50)-(4.53). 
En l a  Figura 2 (b), se muestra c6mo este  control  tiene un  comportmiento  mejorado sobre el 
de la RLS. Finalmente, la cota global sobre la derivada  de la entrada rc dacla en (~1.32)~ clue 
corresponcle a p = 2:  q = 3 ,  7' = 1 y T~ = 1, es K. = 1 -t 2&/3 M 2.1547; mientras clue usanclo 
un programa  de optimizaciijn, el mdsimo valor global que alcanza IdclX/dtj es cercano a 1.83.0 

Ejemplo 6.2. Consideremos  el siguiente nloclelo  no lineal  de u 1 1  puente de carga (crane uith 
hanging load o loading bridge) [1]-[9] 

con 

donde  es  la posici6n del "cKL~", m2 es su velocidad (21 = Q)! x3 es el Angulo del cable (en 
radianes), 2 4  es la velocidad anguix (xs= x ' l )  y la  entrada '11 es la fuerza clue acelera el L L ~ ~ n 6 " .  
Los pargmetros  considerados son la masa  del "cmb" m C  > O, Itt longitud  del  cable L > O, la 
masa de la  carga m L  > O y la ac.eleraci6n de  la gravedad g = 9.81 m/s2. El  Inoclelo no lined 
del puente  de  carga (4.54) se linealiza para un Lngulo pequefio de cleflesi6n 2:s y tula velocidad 
angular  pequeña Q. Si hacernos COS x3 M 1, sen x3 = :cy , sen x:< w O y 2:: w O. obtenenlos el 
siguiente modelo lineal 

2 

(4.55) 

3 O 



donde los parámetros de mtraila de IR matriz (a,  b, c a,nd a!) se definen como: c = l/nxc, 
a = m ~ g  c, d = -c/L y b = (77~1, + m,) g d. En  este caso, a.unque  el sistema  a  lazo  abierto 
((4.55) con u = O) no es estable  en  el  sentido  de  Lyapunov (I,& hip6tesis H1 no se satisface), 
es un  sistema  lineal ACOCA: El origen es un  punto  de cquilibrio  marginalrnente  inestable, 
a(A) = {O, O,  k i f l } .  Adem&,  las  matrices IT y Q pueden elcgirse de la  ecuación (4.37), e.g. 
n(8) = (7ri.j) > O and Q = diatg(ql,q2, q3,   q4)  > O. M ,  el  sistema  a  lazo  cerrado  dado  por (4.55) 
y el control  (no  acotado) (4.40) 

ue(z) = --o rrx = - ( I ~ ~ ~ ~  -1- k23J2 + k3z3 -I- k4X4) ,  T (4.56) 

es EGA, donde IC1 = m 1 2  + d.irl,i, k 2  x c7r22 + d r 2 4 ,   k 3  = -1 d n 3 4  y k 4  = m 4 2  + d n 4 4 .  

Con el objeto  de resolver la EAR (4.37) con una  matriz diagona.1 Q, se proponen  las  entradas 
7r23 := ( m ~  + m,) k 3  y .ir34 := I, ‘ n l . ~  k 3 ;  de  esta forma,  la ganancia k 3  se reduce  a J f l  y asf 
las entradas  restantes  de  la mntrkl, II pueden  obtenerse en términos de  las ganancias  del  control 
definidas  por kl := JG, k 2  :== J7r12 + 42/28, k 3  y k4 := A 3 4  -t 94/26) y el sistema  no  lineal 
de ecuaciones  algebraicas  resultado de (4.37). Para los prop6sit80s de simulaci6n1 se tom6  como 
condición inicial a Z = (70,  -0.1,0.003, O), los parametros nlc = 200, r n ~  = 1000, L = 10 y 
I!? = 1, la  cota  del control r’ = 110; la matriz Q elegida  es diag(2,63,72,50), a s f  las  ganancias 
son kl = 1, k 2  = 35.075, ks = G y k 4  = 245. Ademits, con el objeto  de  comparar las  técnicas 
alternas  de diseíío de  control,  aplicamos los diseños de control  al  modelo  original  no  lineal (4.54). 
En primer  lugar, se puede  usar  una  retroalimentación  lineal saturada (RLS) simple basada en 
(4.56) para estabilizar el sistema. Las evoluciones de los estados  del  sistema a lazo  cerrado 
correspondiente  se muestran  en la Figura 3 (a), y la  del  control saturado  en la Figura 3 (b). Sin 
embargo,  este  control  se  comporta  como  uno  discontinuo,  pues  tiene  variaciones  “muy  rapidas”, 
Le. >> 1. En este  caso, esta ‘caracterfstica es ciertamente  indeseable,  porque la dintimica y 
las no  linealidades  del motor  de tracción se descartaron  a fin de  simplicar el modelo (4.54) [l]. 
Estos  supuestos  implican que el diseño  del  control debe  garantizar que tanto I u I  como no 
sean  excesivamente  grandes.  Por lo tanto, el método  de diseño  propuesto es apropiadamente 
aplicado  en  este  caso.  De (4.44), tenemos  la ley de control acotcda 

(4.57) 

donde zTIIz = Ci,j XiXjni j .  

Aquf usamos  una versi6n rediseñada de la RCA (4.57) basada en (4.36) con E = 0.1, de 
manera  que x = O es un  punto  de equilibrio  asintóticamente  stable. Como puede verse en  la 
Figura 4 (a),  esta RCA rediseñada da  una  dinámica  satisfactoria  del  sistema n lazo cerrado 
(4.54)-(4.57); y en  la  Figura 4 (b),  podemos apreciar  el  desempeño de  este control. o 
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Figure 0.1: Ejemplo 6.1. Evoh1rión  de los estados del  navegador inercial (4.50) 
correspondientes a una RLS basada en (4.52), arriba; y el desempeño del control, 
abajo; para l a  condición inicial Z = (1 ,  -3 ,4 ) .  

F " - v  "" 

Figure 0.2: Ejemplo 6.1. Evohtción de los estados del navegador inercial (4.50) 
correspondientes a la fnnción RCA rediseñada (4.53) ( T ~  = l), arriba; y el de- 
sempeño del control,  abajo; para la  condición inicial 33 = (1 ,  -3,4).  
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Figure 0.3: Ejemplo 6.2. Evolución  de  los estados del puente de carga  (crane) 
(4.54) correspondientes a una RLS basada en (4.56), arriba; y el desempeño del 
control,  abajo;  para  la cond.ición inicial = (70, -0.1,0.1003, O) .  

Figure 0.4: Ejemplo 6.2. 
(4.54) correspondientes a 
y el desempeño del control 

Evolución de los estados del puente de carga  (crane) 
la función RCA rediseñada (4.57) con E = 0.1, arriba; 
, abajo;  para  la condición inicial Z = (70, -0.1,0.003, O). 
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5. ESTABILIZACIóN DE SISTEMAS NO 
LINEALES  MEDIANTE  CONTROLES ACO- 
TADOS: ENFOQUE DE PROGRAMACION 
PARAMÉTRICA 

5.1 Introducción 

C'cx1.<iderernos el sistema afín con entradas rnidtiples 
I71 

&= !(:E) + .ujgj(n:), (5.1) 
j =  1 

clontlt. n: E X", S. g j  : RfL -+ an, j = 1.. . . . m ,  son funciones suai'es y la entrada 71 toma 
S I I S  i.alores en la bola p-normatla de raclio I' > O! E B{ = { , u  E Rnz : / I u / [ , ,  5 r}, don& 
~ j u j / , )  := ( u 1  + ... + UR) '~ , ,  es m a  p-norma,  pars p E w par. Sin p6rcIicln tie generaliclacl. 
silpondremos clue el origen es u11 punto cle equilibrio de l a  didmica libre asociacla de (5.1), i e . .  
f ( 0 )  = o. 

P 

En  este  capítulo,  estudiaremos el problema de l a  estabilizacih1 gloh1 asi11t6tica (EGA) del 
sistema (5.1) mediante  una función de retr.oalimenta.ciÚn  cle control acotncla (RCA) 'ZL = ,u(:r). 
sujeta  a la restricción Ilu(x)ll,, 5 T .  A lo largo de  este  capítulo, la estabilización  siempre ser6 
entendida como  estabilización del origen. 

En los idtimos años, ha habido  un  creciente  interés con respecto al problema  de la estabi- 
lizacidn global de  sistemas lineales mediante fnnciones RCA; mientras cll.w, p t w a  el caso  general 
cle sistenlas no liIxdes (5.1) hay relativamente pocos resultados. clue e s t h  prillcipalnlente ori- 
entados a los sistemas  bilineales. 

El problema  anterior  dio  pauta para la carxterizaci6n cle I I I ~  clase cle sisternss  linedes: Sis- 
tenla lineal asintdticarnente controlable en el origen COI] colltI'ole.s acotados (ACO CA). Como 
es bien sabido,  un  sistema  lineal es ACOCA s i  es estd~ilizablc por cont,rcjles arbitJrarimlente 
pequeños (ej. Sontag [56] y las referencias ahí contenicltts). Este problema de csttlbilizaci6n ha 
siclo abordado  mediante dos metodologías principales: ( i )  Diserlar corltroics IIO lirmles basnclos 
en retroalimentaciones lineales saturdas (RLS) o ( i i )  dise5ar controles 110 lineales mtis gen- 
erales. Para la primera metodología ( i j ,  la propuesta rxtt,ural cle tcjrn;ir lmtt RLS simple se probii 
fallida p ~ r a  obtener l a  EGA de la clase de sistenxs ACOCA (en especifico, el u-integrator 
(n 2 3) Fuller [12]), aunque este resiultxlo sí puede  obtenerse con la clase general de las funciones 
RCA ( c f .  por ejemplo [57]-[(301-[6-4]). En vista de este resllltado neg¿tti\o, Sussnll~rln-SoIlti~~- 
Yang [&I] generalizaron  un rnétoclo debido a Tee1 [GS] (el enfoque cle satlraciolws nnidadasj. 



para  obtener  la EGA de los sistemas lineales ACOCA mediante combinaciones lineales y cum- 
posiciones anidadas de  RLS. Respecto a la segunda metodología ( i i ) ,  Iiomarov [?;] us6 LIIM 

estimación elipsoidal de los conjuntos controlables de sistemas  lineales, pues estaba  interesado 
en una aproximación  suave  del  problema de control en tiempo Óptimo. Cn parAmetro de ta l  
aprosimaci6n elipsoidal se obtiene resolviendo una ecuación diferencial n1atrici:d  no lineal. El 
estabilizador  resultante es una funcidn RCA de tiempo finito subÓptirna, que es suave es- 
cepto en el origen.  Empero, la región donde el control esta clefniclo  no est& bien determin¿x&. 
Basiindonos en e! enfoque de Iiomarov, en el Capítulo 2 ( o  [62]), establecimos una conexión en- 
tre la estabilización  asintótica y la  de  tiempo  finito vía u11 recliseñ¿uniento clel control, y a&m& 
obtu\.imos una función R C A .  Ese capítulo  contiene t,arnbién una solucicin al problema de EGA 
p~tra el n-integrator. 

En el Capitulo 3 (o [GO])  introdujimos  una tkcnica clue proporciona un reslultatlo cle asignaci6n 
cle eigemxlores para  sistemas lineales con controles acotados.  ,\,feclimte ese n6tudo. construimos 
1.1na fimci6n RCA clue permite: ( s i )  l a  EGA de los sistemas lineales ACOCA: y (ii) para los 
sistmnas lineales controlables cuyas dinAmicas libres son  inest,ables, cla lugar A una cstimacicin 
interna  de la región de atrac.ción. E,n ese capít,ulo: partinlos cle la teoría LQ para clerivar una 
retroalimentación  estabilizante  global,  cuyas  ganancias  dependen del tamaño de los estitclos 
(garlancia programada).  Para estx propósito, se debe resolver una familia .r-r,arametrizada cle 
ecuaciones matriciales  algebraicas (o diferenciales) de  Riccati para obtener el control. 

Es import,mte hacer mención que en las clos metodologías ( [27]-[62]  y [GO]).  el sistema a 
lazo cerrado  resultante  esta clefillido irnpiicitari!i.nte, en el  senticlo de  cpe consiste cle un sistenla 
cle ecuaciones diferenciales m6s una ecuaciGn algebraica no lineal. Adem6s, los controles so11 
estabilizadores de  tipo lineal de  la  forma ZL(.Z') = - K ( X ) . Z ' ,  cuya ganancia, que depende tie los 
estados K ( x ) ,  ajusta la  cvllplituti de la entrada  de  acuerdo al tarrlafío clcl estado  para satisfacer 
lrts cotas  sobre lu  entrada. En este  sentido, las (los metodologías pueden concebirse como de 
ganancias  programadas. 

Por  contraste con el caso de  sistemas lineales de  control,  la  caracterización  de  sistemas no 
lineales clue sean del tipo ACOCA permanece aun como un problema  abicrto. Xdem6s, las 
estrategias  generales clue se han  propuesto para estabilizar los sistemas no linealcs mediante 
control acotado es una  tarea  sumamente difícil. 

Entre las herramientas clue usualmente se emplean para la estabilizaciórl de  sistemas 110 

lineales se hallan el amilisis de L,yapunov, el principio de i n v a r i a m k  de LnSndle, la teoría de l a  
variedad central, y dgebras de Lie [S]-[19]-[23]-[31]-[35]-[33]. A este  respecto, Jurdjevic-QI.linI1 
(J-Q) [ 2 3 ]  desarrollaron un enfoqw exitoso, basado en una couclicitin del tipo de rango cle 
controlabilidacl definida en tkrminos cle  Algebras tie L,ie: la liarnacla condicidn ad. En [23] ,  se 
consideró el caso sistemas afines con entrada escalar cuyas clirdmicas libres son lineales S; la 
matriz cie transición de estados es unitaria.  Para sistemas bilineales con entrada  escalar, 10s 
siguientes resultados fueron obtenidos bajo la misma línea de la tkcrlica de J-Q: (i) Slenuocl 
1501 propuso una mejora a l a  condición ad para  obtencr un control saturndo clue estabiliza 
g1oba.i ¿xsintdticamente la ciase de  sisternaj bilineales hoIi1ogdIieos cuya matriz  de  transici6n de 
estados es antisimétrica; y ( i i )  Gauthier y K u p l ~ ~  [14] investigtxrun  el problema tie l a  EGA 
de los sistemas bilineales con dindrnica libre ciisipativa, vía  leyes  cle retroalirnentacióri suaves 
y controles  discontinuos. Estos Gllimos aut,ores tarnbicitn presentaron corlcliciories para  obtencr 
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la EG-4 de sistemas no lineales mediante concroles retroalirnentados stlaves arbitrariamente 
pequeños -una propiedad que caracteriza la clase de los sistemas lineales ACOCA.  

También se han propuesto  métodos diferentes al enfoque J-Q para  la estabilización de sis- 
temas bilineales. Molder [43] abordó el problema  de  la  estabilización  de  sistemas bilineales con 
control escalar usando controles de  tiempo  óptimo (bang-bang); mientras clue Longchamp [:39] 
investigó la estabilización mediante controles bang-bang que Ideterminan una condición de  modo 
deslizante (sliding mode). Finalmente,  para los sistemas bilineales con entradas milltiples, Gut- 
man [ 171 obtuvo  estabilizadores incluso cuando los eigenvalores de la dindmica lineal libre  tienen 
parte real positiva, e introdujo  un  esquema  de  control  acotado  para  sistemas bilineales diádicos, 
el conuol división. 

Recientemente,  sobre la línea de  investigaciin  de [14], Lin [34 obbulvo la E G A  de  cierta 
clase de  sistemas afines con entradas m6ltiples,  cuya dinhlica libre es lineal y L,yapunov es- 
table,  bajo la Consideración tanto de funciones retroalimentaclas suaves (no acotaclas) o acotadas 
(“estabilizadores peclueños” discontinuos). Lin derivó una condiciin ad. que generltliza los re- 
sultados  obtenidos  por  Lee-Arapostathis [31] y Byrnes-Isidori-Willems [S], y clue mejora la de 
J-Q. En Lin 1331, el método previo fue extendido para  obtener  la E G A  para la clase general 
cle sistemas no afines pasivos. Dado clue  los sistemas pasivos tienen la propiedad  tipo ACOCA 
(351 antes  mencionada,  éstos  pueden  pensarse como sistema.s no lineales “casi lineales”. Para 
nxis propiedades sobre  esta clase importante de sistemas, cf. [5]-[19]-[iO]. 

Es importante  notar clue en los métodos  antes  mencionados, los controles son bien sea (i) del 
tipo de baja ganancia  -que in-lplica que la estabilización global asintótica se obtiene a expensas 
de variaciones lentas de la función de  control,  y por ende obtleniendo (probablenlente)  un  pobre 
desempeño y largos tiempos  para  terminar (settling times), o bien (ii) controles hang-bang -que 
pueden concebirse como controles con ganancias  infinitas, lo cual  impide sus usos en  algunas 
aplicaciones. 

E,n este  capítulo, se presenta un enfoque de diseño clue permite vía u11 control  retroalimen- 
tad0  acotado, la estabilización global  asintótica  de  sistemas afines cuyas dintimicas libres son 
Lyapunov estables. Como mencionamos antes,  en el Capítulo 3 (o [GO]),  diseiiamos un  control 
acotado  basado  en la teoría LQ con ganancias  dependientes cle los estados para la estabilización 
global asintótica de los sistemas lineales ACOCA.  Con base en las ideas basicas usadas  en los 
Capítulos 3 y 4, la ley de control  (de alta  ganancia) clue proponemos en este  capítulo, incre- 
menta la ganancia  a  medida  que la trayectoria  controlada converge hacia el origen, con lo cual 
se garantiza  que las c o t a  sobre la entrada no sean  excedidas. Gr~.s.so modo, el procedimiento 
consiste en definir cierta función ( T ) ,  tal clue sea constante  a lo largo de las fronteras de los 
conjuntos  de nivel c de  la función de Lyapunov asociada con  el sistema sin control.  Entonces, 
si tomamos esos conjuntos  de nivel c en una  sucesiin de tarnaiio clecreciente (que converge al 
origen), se asigna a  cada  conjunto  tal  la mayor ganancia posible correspondiente  (vía T), bajo 
la condición de que el control se mantenga  acotado.  En  general, ese procedimiento implica clue 
las ganancias, como funciones de  la  posiciin, se obtienen d e  la solucilin cle un  problenla clc 
progamación no lineal c-parametrizado. 

Con especial interés se estudia  una clase importante cle sisternas homogQ1eos y  sistemas 
bilineales. Respecto  a la primera clase, la  ley de control  construida  est6  csplicitan~ente definida. 
E,n el caso general no lineal (e. .g. ,  los sistemas bilineales no homogéneos), el sistema  a lazo 



cerrado  resultante  esta implicitamente definido, en el sentido  de que consiste de  un sistema 
de ecuaciones diferenciales mtis una ecuación algebraica no lineal (requerida  para  obtener el 
control). El control  diseñado es una función de  ret,roalimentación  suave,  excepto en el origen 
(clue es luna sing~daridad). En  vista de que para un amplio  espectro de aplicaciones, esta es 
una característica indeseable (e.g., causa del llamado chattering del control), siempre es posible 
obtener 1.m estabilizador  continuo asintttico mediante  un rediserlamiento del  control. 

Depencliendo de  algunas  aplicaciones, e.9. robot manipulaclores, procesos cluínlicos de con- 
trol, etcetera, el considerar que la raztn de cambio sobre el control es ilimitada puede concebirse 
cornu una desventaja  de la mayorí8 de lo nl6todos existentes psra el  diserlo de est,abilizadores 
acotados: el control  por lo regular semeja un control  tipo bang-bang,  especialmerite cuanclo los 
estados se hallan lejos del origen. Ese comportamiento  escluyc s u  uso en las ~llencionaclas aplica- 
ciones. debido a las respuestas naturales (e.9. inercia del actuacior) de  estos  sistemas a estímulos 
este-rnos.  Comparado con esos  m&oclos, u n t t  cualicktd remarcable (le rluestrtl tkcnica recae en l a  
'wcLvidad" de la derivada  de los controles acotados. El m6todo se aplica esitosanlente a la clase 
mencionxla  de  sistemas homogéneos (clue a su vez incluye a la clase cle sisternas que pueden ser 
estabilizados global y asintóticamente por retroitlimentaciones lineales). y aden& se aborda el 
problema  cuando 1¿u entraclas e s t h  sujetas a cotas globales en sus derirxhs. 

En muchas aplicaciones, el conjunto de restricciones del control se define como el r-hipercubo 
m-climensional (la bola a-normacla) L?? = ( 7 1  E IRrf' : I ~ I L ~ ~ ~  := rrlaxi I u i l  5 Y}. Empero, si ésta 
es consideracla, el problema de prograrnaciiin c-parametrizado sería no suave, y por ende muy 
difícil de resolver. Por lo tanto, se introdace aquí una bola de radio 7' > O vía la norma p: 
@ = { u  E Rn : I I u I l p  5 r }  de forma ta l  que, al incrementar p, se pueda obtener  cualquier  grado 
de  aproximación suave al conjunto  de restricciones del control a?.. Por  consiguiente, se obtiene 
así m a  utilización bastante  buena del recurso (magnitud) disponible clc control. 

5.2 Preliminares y planteamiento del problema 

Recordemos clue una función V : R" -f X se dice definida positii,a ssi V(0 )  = O y V ( z )  > O ?  

para  toda R: # O; y propia ssi, para cualquier c 2 O, el conjunto ~ " ( c )  = {x E RIL : V(z) = c} 
e5 cornpcto. En general, L,, V ( z )  denota la derivada de Lie de la función V(:L') en la clireccich 
de l a  funci6n gj (x) .  Si g denota la matriz g(n;) = ( g I ( r ) ,  . . . ,.qnx(z)), g j  : Xfz - X". j = 1, ..., 
entonces definimos L,v(x) := (L,,V(O:), . . . , L, , , v (x ) )~ .  



Elijamos una  salida  artificial 9 := (LyV(x))T para el sist.ema (5.1). Entonces, el sistema de 
entrada-salida 

2 = f ( 2 )  + g ( 2 ) u  ( 5  3s) 

9 = h(x) = (Lyv(2))T , (5.3b) 

es pasi~v [5]-[35] con función de almacenamiento V(m). En efecto, como LfV(:c) 5 O (de l a  
hipótesis H l ) ,  se sigue que, 

v= L f V ( 2 )  + (L,V(x)) 21 5 qTv ,  ( 5  A )  

lo cual implica la pasividad del sistema  de  entrada-salida (5.3) [ 5 ] - [ 3 5 ] .  
."ilenlhs de la hipótesis H1, supondremos clue  el sistema (5.1) satisface la siguiente. 

Hipótesis HZ. El  sistema de entracla-salida (5.3) es detectable en cero (DEC) [35] .  Es decir, 
para toda z E X", 

si Vt 1 O, h ( z ( t ,  ZO; O ) )  lU=o= O ,  entonces lim ~ ( t ,  20; O) = O ,  (5 .5)  
t"+m 

doncle x ( t ,  20; u) es una  trayectoria  de (5 .3~)   t a l  que $ ( O )  = ma. O 

Podemos establecer el siguiente  resultado. 
Proposición 2.1. [5] Supongamos qlle eI sistema (5.1) sakisface las hipótesis H1 3; H2. En- 
tonces, para cualquier p > O ,  la f~mción de  control 

u ( m )  = - p g  = -p(L,V(z))  , -r- (5.6) 

estabiliza global  xintdticarnente al sisten~a (5.1), o 
A lo largo de este  capítulo,  supondremos vtilidas las hip6tesis H1 y H2, y g = h(x) := 

( ~ & V ( X ) ) ~  denotará  la salida  artificial (5.3b), a menos que se especifique lo contrario. 
Observación 1. La prueba de la proposición anterior se basa en el Principio de Illvariancia de 
LaSalle [S]; en virtud  de lo cual,  la DEC se convierte en una condición suficiente para clue el 
origen sea el mtiximo conjunto  invariante  contenido en {x E R" : dV(x) /d t  = O}. AclemBs, en 
[5] ,  se presenta  un  criterio  (en  términos  de corchetes de Lie) para  la DEC clue establece  una 
relación entre  detectabilidad y algunas versiones no lineales de criterios de accesibilidad ( e .g . ,  
[23]-[24]-[31]), O 

En [34]-[35], L,in provey6 un  criterio  computable para verificar ltx DEC, tanto  para los 
sistenlas afines como los no afines. Ese criterio es una mejora sobre los obtenidos  previamente 
en [S] y [31]. Introduzcamos la. distribución 

D = gen{ad)g(x) : O 5 i 5 'n - 1). (3 .7)  

Sean R y S los conjuntos asociados con V(:c), 

R := {x E Rn : L ) V ( x )  = o, 1 I i 5 k }  y 
(5 .8)  
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Entonces, una condición suficiente ( t e s t )  para clue la hpótesis H2 sea vAlida es la siguiente. 

Hipótesis H2’. L,a intersección de fl y S es el conjunto unitario que contiene a l  origen, i e .  

,c2 n S = { o } .  (5.9) 

O 
Iiwta ahora, el control dado en (5.6) no es (necesariamente)  acotado. Empero, en el caso 

de los sistemas pasivos, Lin dio el siguiente  resultado para  est,abilizacih (del tipo ACOCA).  

Teorema 2.2. [35] Supongamos vAlidas las hipótesis H1 3; H2. El sistema (5.1) es global 
asintjricatr~ente estabilizable rneclia.nte controles r.etroaliment¿l.dos s1.lal-es al-l,itr.zlr.i;unellte peque- 
liOS. o 

.-Id. uno puede usar la técnica cle satur~acidn s u n l ~  para obtener ~ . m l  función RCA glob- 
almente definida clue estabiliza global nsintótic¿~mente estos  sistemas. En particular, Lin [ 3 5 ]  
propuso  la  siguiente Inodificacih del control (5.6) 

que cla lugar a una función RCA (5.10). tal clue l/z¿(x)Il~ < Y ,  para cualquier 7 ’  > n (:>qui, 1 1 .  112 es 
la norma  euclideana  usual en Rrn). L’a función de control (5.10) estabiliza  global  asintóticamente 
los sistemas afines no lineales (5.1) [%l. Resulta  importante observar que este  control es del  tipo 
de  baja  ganancia, i e . ,  obtenemos una estabilización  global  asint.tt,ica a expensas de variaciones 
lentas de la función de control. Los controles de baja  ganancia pueclen dar conlo resultado 
respuestas  ”perezosas” y un bajo desempefio para todas las condiciones iniciales, incluso aquellas 
cercanas al origen. 

Una forma de  obtener 1111 control de  alta ganancia  consiste en inc.reInentar l a  función p(x) a 
medida clue se reduzca la  distancia al origen, de  manera  tal que el control uso la  mdxima amplitud 
de la entrada  sin exceder la restriccih de la misma. El objetivo de este capitulo es dar [ ~ n a  

 netod do logia para diseriar la gmnr~cin del control como l l n a  funciozl de la posicidn, de forma que 
se  emplee todo el rectmo (magnitld) disponible de control. La idea cerltral es aumentar ,o(?:) 

cuando  la  trayectoria  se  aproxima al origen. En el diseiio propuesto, p(x)  es constante  a lo largo 
de las fronteras de los conjmtos de nivel de la función  de Lyapunov asocixla al  sistema a lazo 
abierto. 

5.2.1 Ideas  geornétricas  preliminares 
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Denotemos  por U(p)  la  componente  (subconjunto  conexo) del conjunto definido por 

{ X  E R" --I' 5 -ph(x)  5 TO}, (5.11) 

tal  que O E int U@). E,l conjunto U(p)  es no vacío. Las fronteras de U(p)  estdn  dadas  por los 
siguientes  conjuntos 

H* = {x E X" : ;/*(x) = O} , 

-/*(x) := -h(m) i $. 
(5.12) 

Corno 6*;'/Op > O y O;/-/Op < O, entonces es evidente  que 

W P 2 )  c U(Pl>.  para p1 < P2. (5.13) 

Si consideramos la saturación del control (3.6) para p > O, U ( p )  C E" es la región donde el 
control no se satura. Si p crece,  entonces 1 ; ~  regi6n de  no  saturacibn del control U ( p )  decrece: 
nlientras clue si p tiende  a  cero,  tenemos 

lim U ( p )  = E?", 
P-0 

(5.14) 

y se recupera la d i n h i c a  del sistema a lazo abierto. 

spondiente  a  la función de Lyapunov V(x) considerada  en la hipótesis H1, del  conjunto 
Denotemos por &(e) la. componente  del  conjunto nivel c ( e  > O) tal clue O E int. &(e) ,  corre- 

{:c E X" : V ( x )  5 c} .  (5.15) 

Corno U(p)  es no vacío, existe un  conjunto  máximo &(e* ) ,  donde e* depende  de p. contenido 
en U(p) .  El conjunto &(c*) es invariante bajo las trayectorias  del  sistema a lazo cenado (5.1)- 
(5.G), luego todas las trayectorias  que  empiezan en &(e*) convxgen asint6t.icaIncnte B O ,  mientras 
clue el control queda  acotado  por T .  De esta  manera, &(c") es un estimado cle la región cle 
atracción del origen, R(O), basado  en la función de Lyapuno'v V ( z ) .  Adcm&s, a partir  de (5.4) 
y ( 5 . 6 ) ,  tenemos 

v= L f V ( 2 )  - ph2(2 )  5 -ap ,  (5.16) 

donde cy = max, h2(z) ,  para. n: E &(e*)  (recordemos  que V ( Z )  es propia).  para mejorar l a  
convergencia, debemos  incrementar el  valor de p. Sin embargo,  debido  a (5.13) el valor de 
c*(p) se reduce (y por  ende, el tamaño  de &(e* ) ) .  Por el clontrario, si &(e*(/]))  es nlayor, las 
trayectorias  convergerán mis lento. Aquí surge el dilema: ¿Cómo diseliar el pnz~in~etro 7- como 
función de la posici6n a fin de  obtener una buena r a z h  de convergencia y estabilidad  global 
con un control acotado? &te problema  ser6  est.udiado  en la siguiente seccibn. 

5.3 Resultados generales 

Cualquier x0 E Rfl puede llevarse asintóticamente  a O mecliante una elección adecuada del 
parámetro p en el control (5.6). En efecto, s d o  se requiere btlscar un valor de c = c(p)  tal que 

x0 E E( c )  c U(p) .  (5.17) 



En  virtud  de clue &(c) es un conjunto de nivel (invariante) cle V(z). la trayectoria zt(n.9) 

del sistema (3.1)-(5.6) converger& asintót,icanlente  a O. Por otra parte, la inclusión E(c) c l i ( p j  
asegura clue el control ~ ( x )  = -ph(x) no se saturar&  para toda t 2 O. .klemtis, toda condición 
inicial puede llevarse a O mediante (5.6) debido  a (5.14). En este  sentido.  podemos clecir clue el 
sistema (5.1) es semiglobamente estabiiizable por (5.6) con p constante. Corno es bien sabido. 
esm siguiiica clue para cualquier x0 E E'%. podernos elegimos p > O t8a1 qae 0'0 E rijo) -la reg ih  
de  atracci6n del origen. No obstante. mediante  este enfoque. el sistenla es serniglobalnmlte 
estabiliztxlo it expensas de un control cle bajtt ganancia. 

Resrmlienclo la discusih en c ~ ~ r s o ,  y retomando el caso cle ml.ílt,iples entrackls, el mejor diseiio 
semigiobal consiste  en elegir el 1nayc)r valor de p de forma tal clue el control u ( : r )  = -ph(:r.) 
1 1 u t ~ ' a  S(? sature a lo largo de  la  trayectoria xt(x0).  i e . ,  dado xo se elige p de rnarwtt  que 

e* = V(z0) (5.1s) 

J' E(c*) es el mayor conjunto de nivel contenido en U(p) .  Este problema puede plantearse como 
t.1 p~-oblema de prograrnttcih 

maxp 2 O 
(5.19) 

t.q. E(c) c U(/$ 
Con el objeto de  simplificar la presentación, definamos Í- = l /p .  Eutonces, el problema  anterior 
puede  parafrasearse como 

(5.20) 

Dado que V(0)  = O < V(n:,), para OJO f O, es fAcil  ver q u e  si existe una solución p* = l/r* 
a1 problema (5 .20 ) ,  entonces &(c*) = &(V(:c,)) c U(p*) .  Así! p' ser¿{ el nla~.or lalor de p 
clue permit,e la convergencia asintótica  al O de la trayectoria xt(n:o) con l a  mdsirna  razón cie 
convergencia respecto a la función de L ~ ~ L I M W  V(:c): y al mismo que el control I¿(:C) = -p*h(n:) 
permanece acotado,  para toda t 2 O. 

Podemos obtener  una formulación equivalente mBs simple que (5.20) como sigue. Elijamos 
x0 f O arbitraria y hagamos c = V(x0) (> O).  Si tomanlos en consideraci6n I s  condición (de 
frontera) u E $.e. T = ~ ~ ~ h ( z ) ~ ~ p l  obtenemos 



Definamos la función de  control  7-dependiente 

1 ,&(x) := -- h(z) .  .(x) (5 .22)  

Definición. Una solución T = .(x) del problema de optimi:zaci6n (5.21) se denonlinarA admis- 
ible s i  satisface  las  siguientes  propiedades: 

(a) ~ ( n . )  es definida  positiva;  y 

(b) la  igualdad ST+ = {x E IRSn : ~ ( z )  5 .r*} = E(c(.*)) se  satisface,  para  cada T* 1 O. Así, ST+ 
es lln conjunto  invariante  bajo las trayectorias clel sistema a lazo cerrado  (5.1)-(5.22). O 

Si T(T) es una solución admisible, el control Z L ~ ( X )  (5.22) es suave escepto  en el origen,  donde 
es si~~gular ( i e . ,  no est& definido en x = O).  Luego, el origen es mlCs bien una singularidad en 
lugar de un punto  de  ecpilibrio del sistema  a  lazo  cerrado  (3.1)-(5.22). Esto significa clue este 
sistema no  es Lipschitz en el origen (no unicidad de las  solutions  respecto a. condiciones iniciales), 
así todas las  trayectorias  podrían converger a :c = O en un tiempo  finito. Para 1.111 gran n h e r o  
de  aplicaciones, ésta es una  característica clue puede llevar a  un  comportamient,o incleseable, 
e.9. causar el llamado "chicoteo" (chatte,ri.ry) del  control. Por ello, esta ley de  control  debe 
redefinirse para  obtener la  siguiente función RCA nsir~tdtica (cliferenciable escepto en Df(rx)) 

(5.23) 

donde 7' > O es arbitrario, clue estabiliza  asintóticamente al sistema afín (5.1). 

Proposición 3.1. Sobre  la  base de las hipótesis H1 y H2. si .(x) es trna solucio'n admisible 
para el problema de optimización (5.21), entonces para ctralqrier T~ > O ,  el corltrol (3 .23 )  
satisface 11uX(z)llp 5 T y el sistema a lazo  cerrado (5.1)-(5.23) es EGA. 
Prueba. Como ~ ( z )  es una solución del  problema  de  optimización,  entonces j l , t ~ ~  5 ,T. 

Por  otra  parte,  tomando en cuenta a la hipótesis H1, que .(x) es  admisible,  y si consideramos 
el sistema  a lazo cerrado  (5.1)-(5.23), entonces para  toda x E R", obtenemos 

es no  positiva  en  ambos  casos. Luego, el punto de  equilibrio x = O del sist,enm a lazo cerrado es 
estable. A fin de  probar clue éste es EGA, denotemos con I I= {x E : dV/d t  = O}. Entonces, 
para  toda z E I ,  de  (5.24),  obtenemos 

La afirmación se  sigue en términos  de la hipótesis H2, adaptando la prueba del Principio 
de Invariancia  de  LaSalle parsi mostrar  que {O} es  el  mayor conjunto inva-iante contenido en I. 
Cf. la prueba  del  Teorema  3.2  en [S] ,  para mayores detalles. m 



( i )  ~ ( 2 )  est& bien definida en X": pues (5.21) es propio; y 

Debiera  resultar  claro clue el control (3 .22)  es s~mrre, siempre clue la fmci6n ~ ( 2 : )  lo sea. 
De la observación 2 ,  tenemos que esta propiedad importante (la diferenciabiliclad) de ~ ( z )  estA 
garantizada si se satisfacen los dos puntos  siguientes: 

* clue .(x) sea definida  positil'a. 

Para el problema de optimizacitn general, los result,aclos cle suavidad  para l a  función +'(x) 
son de carBcter genérico, cf. el Apkntlice. Aparte de su obvita relevancia e11 witar sil~gularidades 
(aclemás de x = O) en  el control (5.22) y el resultado tie estabilidad  de l a  Proposici6r.l 3.1, el 
segundo punto  resalta l a  inlportancia  de  requerir clue Í- sea definida positiva. Por lo tanto, e11 
lo que resta de esta seccidn, atenderemos  esclusivamente este dtimo  prol~lmt¿~. 

Observación 3. La propiedad q~ue .(x) sea definida  positiva puede reducirse a las sigllientcs 
equivalencias: .(x) = O +==+ l/h(x*)llp = O. donde x* es una  solucih  tptitna cie (5.21) t---" p a r a  
toda R: E a&(c) ,  donde c = V ( x * )  2 O, tenemos I/h(z)jj, = O ( p l ~ ~  ~ ~ / L ( : I c ) ~ ~ ~ ~  5 ~ ~ / ~ ( : c * ) ~ ~ ~  = O) e 
para  toda z E O&(c), L,V(n:) = O +==+ el conjunto  de campos vectoriales { g j ( : r ) ,  .j = 1,. . . , m }  
es tangencia1 al conjunto  compacto D&(c).  o 

De aquí  en  adelante, en  virtud  de la observación anterior,  supondremos l a  siguiente. 
Hipótesis H3. Supongamos que n > 1 y además L,V(X) 110 se a n d a  en toda In f?ontera de 
t m  conjunto de nivel B&(c) (excepto ell c = O), i.e., 

$ e  > O, 'dz E 8&(c), L,V(n:) = O. (5.2G) 

o 
L'a hipdtesis  anterior no es clcmasiado restrictiva, dado q1.1e el conjunto de c ~ m q m  vectoriales 

que son transversales a una funcitn propia fija (V(n:) en  este caso) es denso y abierto, con 
respecto  a la topología de IVhitney, dentro del conjunto  de todos los campos vectorialcs definidos 
en R". Esta afirmación se sigue de un problema difícil (sunqlue cierto)  propuesto en el libro cle 
Hirsch [20] y, hasta  donde  sabemos, su prueba fue finalmente presentada CII [í4] para el caso 
generalizado de k-jets. Consecuetltetnentc3, Í-(X) es definida positiva, y por cncie lma funcit.5t.l 
adtnisible, en un sentido genérico. 

La función T(Z) puede probarse aclmisible en ciertos casos particulares, aunque importantes. 
Proposición 3.2 .  Co~~sidcr~erc~ms el sistema (5.1) y n > 1. E~ltonces. .(X) es I I I ~  ftlricicjrl 

adnlisible en los siguienles CR.5o,j esl)eciaIes: 



(a) si g(x) = B = ( b j )  -ma matriz constance n x m; 
(b) si g j ( z j ,  j = 1.. . . ;~n, y la funcidn de L.vapuno\- asociacla V(Z) SOU homogéneas; 
[c) si g ( z )  = d(z) "; b: cloncle O f 6 E X" -constante y dj(xj son funciones impares para 

j = 1. . . . , m, y el sistema a lazo abierto tiene tma funcio'n c!e Lyapuno~ par V(x). 
P rueba .  Los tres  puntos  pueden  probarse por reductio ad nbswdum: Supongamos  que  existe 
c > O tal clue T ( Z ) / ~ ~ ( ~ )  3 O.  

Caso (a): En este  caso, el conjunto de sistemas x= gj (m)  = bj ,  j = 1 ,  . . . , 7 1 1 ,  tiene soluciones 
paralelas! y así A = n;, ker bj es un  subespacio lineal con clim A < n. Por otra  parte, para 
cada c > O ,  el conjunto  de nivel € ( e )  satisface: int € ( e )  # 0 (debido it la continuidad de V(x))  y 
el conjunto  (frontera)  de nivel O&(c) es compacto  (debido  a clue V(x) es propia).  Por lo tanto. 
el conjunto  de  campos vectoriales {bj}, j = 1, . . . m ,  no puecle ser tangencia1 a todo el conjnnt'o 
compacto 6&(c j ,  a menos clue  D&(c) c A, pero  esto es una contraciiccitjn. 

Caso (b): En vista  de  que V(x) es definida positiva y c > O, entonces O E int&(c) f O. 
Debido a  la  compacidad &(c), un argunlento de contimiclad muest.ra clue daclu cualcluier v E 
existen x E ¿%(c) y q > O tales clue g = qx. De  doncle, como gj(z),  j = 1, .  . . , 7 7 1 ,  y V(x) so11 
funciones homogéneas de grados dj y S, respectivamente,  debemos  obtener  que para  toda y E R", 
-hj(:v) = -Lg jV(y )  = -qdj$-s"L g j  V ( x )  = O ,  j = 1,. . . , m .  Consecuentemente, si suponemos 
que .(x) se anula en toda 1s  frontera  de un conjunto  de nivel D&(c),  entonces o bien g(z) O o 
bien V ( x )  E O en todo el espacio 

Caso (c): En este caso, el conjunto  de  campos vectoriales gj(x) = dj(x) -t- bj, j = 1, . . . , 112: 

debiera  ser  tangencial  a  todo el conjunto  simétrico D&(c) = {x E R" : V(:G) = e} .  En efecto, 
supongamos que para tcda :x E O&(c), -hj(x) = -L,V(x) = -VV(x)(dj(x) + bj) = O. 
J = 1,.  ..,m. Sin embargo,  por  simetría, -x E 6&(c) ,  y a s í ,  - h j ( - : c )  = -L <I j V(--x) = 
-2VV(z)bj = O ,  j = 1,. . . ,m, pero  esto  contradice el Caso (a). m 

Observación 4. Otra reformulación del control (5 .22) ,  se obtiene  mediante la siguiente función 
RCA globalmente asintótica. Definamos la función de contr'ol (7, z)-dependiente 

(5.27) 

cloncle z > O es un partimetro  de  sintonía suficientemente pequeño. Es fi-icil probar clue ,W(:G) 

estabiliza global asintóticarnente el sistema (5.1). Observemos que el control  (5.27) nunca se 
satura, i.e. j l u I ( x ) I I P  < r, lo cual significa clue este  control  (5.27) no u s a  todo el recurso 
disponible. Por otra  parte, pa.ra (la clase "magra" de) los sis'tenlas restantes  para los que .(x) 
no es definida positiva,  (5.27) puecle ser usado en lugar  de (5.22). O 
Observación 5. Aunque el control redefinido (5.27) es  no singular, vale  la pena mencionar clue 
&te pierde su diferenciabilidad siempre clue la función .(x) :se anula. Esto se torna en contm 
de 13  suavidad  deseada, y por ende el buen desempefio, de ese control. O 
Observación 6. Un enfoque ingenuo, sugerido por ( 5 . 2 i ) ,  radica en considerar la siguiente 
modificación de la retroalimentación (5.6) 

(5.28) 

donde S > O, es un parárnetro de sintonía suficientemente pequetio. Empero,  este control suele 
(lar un desempeño  pobre,  debido  principalmente  a la no clifereIlciabiliclild de (5.28) en todos los 
puntos  donde la función h(x) se hace cero. o 



5.4 Método  de  multiplicadores  de  Lagrange 



donde G = g' V,,Vg. Si la solución óptima x* satisface det(V,,V(x*)) # O y g(x*) tiene  rango 
m8si;no. entonces  existe G-'(z*), Ademk, por  (la fórmuht de  Euler) homogenei&d de l l , y i i ~ ,  
tenemos V,i l :yl l~y = pIIylIg. Así, si rearreglamos  (5.33) y nlultiplicamos por la derecha  ambos 
lados por p i ,  obtenemos 

p I l , y " g  = pl.P.7-P = (p.I.P."-'~*y*' - V, l ly* l l~  l)gT ( V X V T g )  G"y*. (5.34) 

O de nmnera equivalente (5.29),  en donde hemos omitido em (5.33) y (5.34) la dependencia en 
:c* J reemplazado /%(x*) con y* , por  claridad. 

.-llltctj probamos, en  la Proposici6n  3.2 ( a ) ,  clue .(x) es una  solución atlnlisible en el caso 
de lus sistcmas (3.1) para los  clue g(x)  = B = (bj), j = 1, .  . . m .  A-l continuacidn  podemos 
proporcionar  una  fórmula esplícita para .(x) en (5.36). 

Corolario 4.2. Consideremos el sistema afín (5.1) 

x= f(x) + BU, (5.35) 

clonde R es m a  matriz constante n x m de rango nz. Entonces, .(x) est& dacla por (5.36). 
P rueba .  De (5.33) y (5.29): obtenemos 

(5.36) 

donde. x* es l a  solución óptima  de  (5.21) sujeta a V(:c) = V(:C*) = c. 

Respecto al problema de optimizacidn  general,  es pertinente  introducir  algunas restricciones 
a fin de  obtener  programas "bien comportados" y resultados de  tipo genc;rico. Con  este  objeto: 
se han propuesto los programas de Morse [lo] y los programas regdares [ 2 2 ] .  C'. el Apkndice. 
para mayores detalles  sobre  este  particular. 

5.4.1 El caso  de  entrada  escalar 

E,n el caso particular  de  entrada  escalar, el problema de optimización  (5.21) es equivalente  a 
resolver los siguientes dos programas 

(5.37) 

syjetos  a n: E a&(c), donde c = V(z0). Este problema  puede  reducirse a s61o un problema de 
optimización, si el  mtiximo se  alcanza  siempre en sólo uno (le  los programas. 'C'na conclici6n 
suliciente para  esto, procede como sigue: Supongamos clue exist,e x0 E Z ( c )  tal cluer(n:o) = 

max,h(x) = -: m i n ,  h(x) ,  para n: E a€(c ) .  Entonces  existen 2:;. x$ E 6&(c), tales clue 
h(x ; )  + h.(m;) = O, donde 1:; y x; son soluciones de los programas x; = argn~ax, h ( x )  y 
x3 = - argmin, /],(x), respectivamente. Con base en la hjpótesis H3, tenemos clue .(x) es 
tlefinida positiva, luego x; # 1:;. E,ntonces,  pudiera existir un  intervalo  abierto I = (-E+c, c f e ) .  



-3 > O, tal clue si CI denota el conjunto de soluciones óptimas asociado a (5.137): entonces 
debiera estar contenido  en el correspondiente  conjunto  de  puntos críticos de los progan-1~1~ 
anteriores. Si este es el caso, CI  bien podría ser LUXX uniGn ajena de curvas seccionalmente 
suaves c j  el Apéndice. Por lo tanto, desde la perspectiva cle l a  inlplenlentacitjn de un 
programa, a fin de  evitar  "briImx" indeseables entre esas curvas, podemos s1.1poner que la 
fmcicin $ : R - 3, definida por 

$(c) :=mn;ls h(x)+ nlin h(x) 
I 

t .q. 2 E 8E(C). 
(5.38) 

es bien sea no negativa o bien no positiva, para toda c > O. 

Entonces, el problema de optirnizacitjn (5.37) se reduce a resolver 
Sin pérdidtt de generalidad, supongamos clue la función @ definida en (5.38) es no  negativa. 

Expresando el progrumiz anterior en terminos  de  la condicicin nvcesaria cle primer orden para  
un  extremo, tenemos que existe (x*, X*) E i R f z  x R, donde x* es u11 1mnt.o regular de la restriccitjn 
y X*  E R es un nlultiplicttdor cle  Lagrcznge: tal clue  el Lagrangimo 

L,,*(:c*) = h(M*) - X*(V(m) - c j .  (5.10) 

para c > O fija, satisface 

V,L,,+*) = V,il.(Z*) - X*V,V(2') = o. (5.41 j 

En el caso que $ (5.38) sea no positiva, la versión negativa de (5.39), i .e .  r (x0)  = -; 1 nlin, h(2) 1 
O, debe  ser  considerada. 

El procedimiento desarrollaclo en esta subsecci6n ser6 aplicado en las Secciones 5.2  y G ,  parit 
el caso cle sistenm bilineales. 

5.5 U n a  clase de sistemas hornoe;éneos 



Teorema 5.1.  Considerenlos la familia uno-paramétrica de problen~as  de optimiza.ción (5.21). 
Supongamos que (5.1) adnlite ~ma función de Lyaptmov homogénea Y ( x )  de grado par d 
gj(z), j = 1, ..., m, son todas funciones homogéneas de grxlos iguales it (1. Denotemos con k 
(= d + (I - 1) el grado de hj(x) = LgjV(z) :  j = 1, ....' m, y definamos a s COJIIO z m  nI.ílnel.0 dado 
por sk  = d. Supongamos ademds que x* E Rn es tma solución óptilna de (5.21) que  satisface 
V(x*) = 1,'s. tal que ésta es un punto regular de  la restricción y g(n.*) tiene ~ m g o  ~na'sinlo. 
Entonces para cualq/.lier n: E R", terlemos 

(5.4'2) 

Prueba. Elijamos O f x0 E R", hagamos c = V(xo) (> O) y sea x *  E R'I una solucidn dptims 
del programa  propio (5.21). Entonces, por hipdtesis y basados en el m4todo de multiplicrtdores 
de  Lagrange.  tenemos clue x* es un  punto regular de l a  res,tricción y existe X *  E R tal clue el 
siguiente  Lagrangian0 

1 
L.i*(x*) = -+ IlrL(x*)ll; - X * ( V ( X * )  - c), (5 .43)  

para c > O fija, satisface 

(5.41) 

donde :y* = h(x*). Obviamente, llg//; es una función clefinkla positiva,  convesa y homog6nea 
de grado p (en  la  variable Y). AdemAs, llh(x*)llF f O, pucls ~ ( x * )  > O (Pror?osición  3.2 (b)).  
Entonces,  por la homogeneidad de V(x) y h(x) ,  V,Li,(x) es una función homogénea de  grado 
d -  1. Por hipdtesis, g(z*)  tiene  rango rnAxirno. ,4sí, multiplic-lucmos por l a  clcrecha  ambos lados 
cle (5.44) por g( :c*)  para  obtener 

( 5 . 4 5 )  

Entonces, cle la  expresión anterior y dado clue 1/.z~(x*)ll~ = ~ ~ ; & h T ( x * ) ~ ~ p  = 1 3 ,  tenemos 

( 5 . 4 3 )  

Observemos que V(x) y Ilh(:x)llg son funciones hornogheas de  grados d y pk, respectiva- 
mente.  Entonces,  por  (la  fórmula  de  E,uler)  homogeneidad, tenemos clue V,V(x)z = d V ( x )  
y V,l/h(x)//gx = pk /lh(x)ll$. Entonces,  de (5 .4í )  y debido a ' l a  Proposici6n 3.2 (b) (Ilg*ll;) + O ) ,  
obtenemos 

V,LS,X* = " 
I l : Y  IIP 

S TS 
x * k //:y* 11; - d X * V ( : z * )  = d (:rS - X'V(:c*)) = o. (5.48) 

J'or l o  tanto, tenemos 



Por otra  pazte, usando la homogeneidad.  tenemos clue C = (3; E Rn : n. = qx". > O} es una 
línea  de puntos críticos de L i s ,  es LUI conjunto  de puntos regulares  de  la  restricción. y ademh,  
g 1 tiene  rango mAximo.  A4demAs, basados  en 1 s  prueba  de la Proposición 3.2 (b), se sigue clue C 
es ttmbit:n un coujunto de  mAsimos para el programa cle opt,imizacihrl (3.21). L.llego cualquier 
cjptinlo J *  puede representarse como x* = q:t'$, doncle. sin p6rclicla cie generaliclttcl. mi clenota 
un ciptimc) sujeto a V(n .z )  = l/s. Por lo tanto, a fin de definir Í ( X )  clad¿a en (5.iLS) en todo R'L. 
procede:Ilc;is como sigue: .Dado un punto  arbitrario 20% hagamos c = V(n:,) y sea x *  E a&(c) 
l a  soll.lc:iGr1 cjptirna correspondiente. E,n vista cie clue x* = 71:~:. tenemos c = I . r ( : r* )  = 77djs. y 
sut)slitllJw1clo esta espresibn en ( 5 . ~ 9 ) ~  obtenemos @((r) = S T ' / x* .  Así. 

(5.50) 

Reno1nI)remx :cpI con x * .  Entonces, si reemplazamos x *  con :c*(T) en (5.4G), después cle alg~rl()s 
ciilcl1los algebraicos directos,  obtenemos 

( 5 . 5  I )  

Observación 7 .  Vale la  pena mencionar que .(x) dada en (5 .~12)  es  tanlbi4n 1.ma función cle 
Lyapunov propia (Le . ,  es definida positiva,  radialmente no acotttdta y h / d t  < O para toda 
X E Rn \ {O}), a condición de clue la hipbtesis H2 se satisfaga, y aclemiis, (:S no Lipschitsz en c ~ l  
origen. o 

( 5 . 5 2 )  
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De la espresión anterior, y recordando que para  toda n: E R", ~ ~ I L ~ ( : I : ) / ~ ~  5 r, obt.enenms 

(5.53) 

Dado que Í ( X )  es una funcidn propia,  tenemos clue el lado  derecho de  la expresi6n anterior est& 
acotado en X"\&(T"), para T" > O arbitraria. si en los dltimos  tres  térnunos, los cjrclenes de 
los denominadores  (como  funciones de Í) son lnayores o iguales a los correspondientes de los 
numeratlores. As í ,  observando que .(x) tiene  (grado)  orden X: (= d + q - l), obtenemos clue 
LJ\'(:c) E U(/ /x l l$)  y IIDh(z) f ( . z . ) I l p  E U(//x11$) son condiciones de acotabilidad para el segundo 
y tercer  términos de  (5.53).  Finalmente, el 6ltimo  término  contiene  una  p-norma inducida .r- 
dependiente,  aplicada a una matriz 772 x m con entraclas homogéneas de grado par. d + 2q - 2.  
Por lo tanto. debemos  tener d + q - 1 2 d + 2q - 2 ,  i e .  q 5 1, pars  obtener el resultado 
deseado. Sin embargo, la sua,viclad de ~ ( 2 : )  sobre todo  Rf2 (especificanlente en : c  = O) restxinse 
los valores de q bien  sea a O o a 1, y adem& g(x )  admite sólo dos posibilidades: o bien g(x) = B 
-una matriz n x m constante, o bien gj(x) = Djz, donde Dj son  matrices n x R constantes, 
j = 1 , .  . . ,m. Por otra parte,  en I(Í-"): el lado derecho de (5.53) es obviamente  acotado. De 
donde,  recordando (5 .23) ,  tenenlos clue para toda n: E P I ,  I IduX/dt I I ,  5 t;, cloncle h; > O es  un 
partimetro que depende  de las contantes de los órdenes asociidos, kt cota del cont,rol 12 y el valor 
del p a r h e t r o  T" . I 

La clase de  sistemas homogéneos considerada arriba incluye aquellos sistemas  para los cuales 
g(m) = B y clue son  estabilizables global asintóticamente  mediante 1.1na funci6n cuaclrAtica de 
Lyaplmov (los sistemas lineales incluso) y los sistemas bilinenles homog6neos. En particular.. 
para los sistemas lineales y bilineales, claclo que sus dintimicas libres son linedes @c. f(:c) = .4n.), 
el resnltaclo de  derivadas  de las entradas  globdmente  acotadas se garantiza en vista del teorenla 
anterior.  Este hecho sera  mostrado  explícitanlente  en l a s  Proposiciones  5.3 y 5 . 6  

5.5.1 Sistemas estabilizables global asintóticamente  mediante  control lineal 

Consideremos la clase de los sistemas afines 

2= f (2)  + Bu, (5.54) 

donde,  sin  pérdida  de  generalidad,  suponemos clue B tiene  rango mSxinlo. 
El método  propuesto es particularmente iltil para cualclu.ier sistenla (5.54) que puede esta- 

bilizarse global asintóticamente  mediante  una  retroalirnentacibn  lineal, u ~ ( n : )  = - ( L B V ( X ) ) ~  = 
-KX! y función cuadrStica  de rJyapunov \[(x) = 1/2 zTpz, clonde P es una matriz rz x n clefinicia 
positiva y  simétrica.  Para tal  sistema el problema  de optimizacicjn es fki l  clc irnplementar, y 
considerando a las hipótesis H1 y H2, se puede diseiiar una funci6n RCA globalmente es- 
tabilizante. Hay en la literatura varias condiciones suficientes para l a  esistencia de controks 
lineales, cf. por ejemplo [3]-[6]-[38]-[GP]. 

Como hemos remarcaclo anteriormente, el problema (le restriccicjn del control / I  u(x) / I p  5 I' 

puede ser  resuelto  mediante el métoclo de ml.~ltiplicaclores de L,agrxnge. En  el presente caso. ese 



problema se reduce a encontrar una función c = e(.) como lit solllción cle la  frontera elipsoidal 
(una relaci6n) 

(3 .35 )  

Observación 8. La cota K en (5.57) aclrnite 1111 significaclo gromitrico en términos de l a  
C L I ~ ~ ~ X ~ L K E L  del elipsoide &(T) (5 .55 ) .  En efecto. de (5.57) observemos clue 



Ejemplo 5.4. Consideremos el problema  de  estabilizar 1i.t velocidad angular  de un vehículo 
espacial rígido. Las ecuaciones dinlinicas  para el problema no sim6trico son [ G I  

X3= IlZXln.2 + 2 
donde 123 = ( 1 2  - Is) /I l !  131 = (I3 - 1 1 ) / I z ,  112  = (11  - 1 2 ) / 1 3  con 1i f O. j = 1.2.3,  son los 
momentos principales  de inercia del vehículo espacial rígido. Este sistema  satisface las hipótesis 
H1 y H2. El siguiente  control lineal global (no  acotado) 

U,(X)  = - ( & V ( X ) )  = -B P:c = "X, T T (5.60) 

puede ser propuesto  para  obt'ener la EGA del sistema (3.59). Para probar esto <dtimo, se eligió 
la siguiente función cuadrtitica de Lyapunov 

(5.63) 

Para propósitos de simulación, los valores de los par&metros se a j~~s taron  a 11 = 1, 12 = 1.5 e 
I3 = 2 (así p* = l), la  cota del control 7' = 1 y la condición inicial T = (4,1,1). En la Figura 1, 
puede verse la evolución de la función RCA (5.63) (arriba) y la de los estados a lazo cerrado 
(abajo). o 

Sistemas  lineales 

Consideremos el sistema tineal 
X = A2 + Bu, (5.64) 

donde '4 es una  matriz n x .n clue satisface la hipótesis H1 ,y U es una matriz n x m. En esk  
caso, la hipótesis H1 puede refrasearse en términos de funciones cuadrhticas de Lyapunov, como 
sigue. 

Hipótesis Hl'. Supongamos que existe una n~atriz  definida positiva .y sinldtrica P (= PT > O), 
que es solución de la ecuación de Lyaprmov 

ATP + PA = -Q, (5.65) 



donde Q es tm matriz  semidefinida positiia (Q 2 O) y ( .)T denota tl~nr~sposición. Entonces. la 
fwcio'n cuadr2tica 

V(x)  = -x PX, I T  
2 (5.66) 

define m a  funcidn de Lyaptmov para el sistema a lazo abierxo (5.64). G 

5.5.2 Sistemas bilineales  homogéneos: ! (X)  = y g j ( :C )  = Djn;, j = 1.. . . , n1. 

Consideremos el caso hilineal homogéneo cle (5.1) 

(5 .67)  



basados en el Teorema 5.2, .(x) está  dada por (5.42) y es  admisible  (debido  a la Proposición 
3.2 (b)), entonces el resultado  de  estabilización global se sigue. 

Por  otra  parte,  de ,uT(x) (5.69) y (5 .63) ,  la expresión (5.33) se convierte en 

Observando  que el lado  derecho de  la expresión anterior  esta  acotado  en F Z \ & ( - r x ) ,  para 
cualclllier IT' > O, el resultado se sigue del Teorema 5.2. 

En el caso particular  de  un  sistema bilineal con  control  escalar, y pxtiendo del  problema de 
optimización para restricciones con control  escalar (5.37),  1.a solucion de la ecuación (5.41) se 
reduce a  encontrar  una raíz del polinomio 

p(X) = det H,\! (5.71) 

cloncle 
H,, := (PD + D T P )  - X P  (5.72) 

Si X = X' es la raíz requerida,  considerando (5.41) y (5.37), se sigue que C ( T )  = ~ r / / X * l .  Por lo 
tanto. 

I X * l  T .(x) = - x  Prc, 
2r 

y la función RCA global estti dada por (5.23) con 

(5.73) 

( 5 .  74) 

El siguiente  teorema  proporciona solución a problemas  de  optimización convexos y no con- 
vexos (5.37) asociados al problema RCA para  sistemas bilineales homogéneos con control es- 
calar.  Dependiendo  de si la función II, (5.38) es no negativa o :no positiva definida, las condiciones 
suficientes son expresadas en términos  de X*  y de las dem8.s raíces del polinomio p(X) (5.71). 
Debemos notar clue, de la homogeneidad, si $(c) > O (< O) para al@ c > O, entonces $J es 
definita positiva (negativa). 

Teorema 5.7. Suponganos que  sesatisfacen las hipótesis Hll' y H2, ysea X *  = maxx arg{p(X) = 
O}. Entonces: (i) si tenemos el problema de optimización (5.:39), entollces X *  es la tínica raíz pos- 
itiva del polinomio p(X); o (ii) si tenemos  la versión negativa de (5.39), entonces todas las raíces 
del polinomio p(X) son negativas. E n  cualquier caso, la EGA del sistelm bilincal homogéneo 
se  obtiene  mediante la f i r ~ i h  RCA ~ ( x )  clada por (5 .74) .  
Prueba. 

Caso ( i ) :  Como es  bien sabido [40], una condición sufic!lent,e (de segundo  orden) para clue 
x* sea un 1nAximo del problema de optimización (5.39) consiste en 

(a)  l a  condición necesaria: existe X *  E 7s tal que 

x*TH,\* = XtT ( ( m  + D T P )  - A*P) = o ,  y 



(b) It1 matriz  hessiana H,\* (o pincel regular ( reyular pencil) de nmt,rices (5.72)) sea semidefiIlida 
negtxtiva en el subespacio 

Entonces, X es un valor característico del pincel (pencil) H,\ ssi es una raíz del polinornio 

Afirmamos que si X* es la Cnica raíz positiva de p(X), entonces H,,. es  negativa semidefinida 
(la condición suficiente es  vdlitla). En efecto, como clinl 114 = dimker(:c*TP) = 71. - 1: de ( A ) ,  se 
sigue clue X: = n. Basados  en esto, si tomamos en cuenta ( B )  y que,  por  hipótesis, X I ,  . . . , 1 

son raíces no positivas de p(X), entonces l a  matriz H,\* (5.72) es sernidefinida negativa en Al. 
Aden&, X* = X,, > O -el multiplicaclor de Lagrange  asociado a x*- es una raíz del polinomio . 
p(X). Por lo tanto, X1 5 . . . 5 X,-1 5 O y X,,  > 0 son todos los valores caract,erísticos de H,\. 

Caso (,ii): Si I$ (5.38) es no positiva, la versih negativa  de (5.39) se c h .  Entonces. obtenemos 
l a  signiente condición necesaria para un extremo 

p ( X )  = det H,\. 

= o. (5.80) 

donde H,,* = (PD + D T P )  -t Y " P .  De esto y del hecho que ~ ( x )  es  clefinicla positiva, se siglue 
clue u* > I). Denotemos con X* := -u*, para  obtener clue X' < O .  Entorlces, si consideramos 
clue p(X) = det U,\ (5.71)l  mediante un razonamiento anSlogo al del Caso ( i ) l  obtendremos clue 
todas las raíces de p(X) deben ser negativas, con X *  la mayor de ellas. 

Los resultatlos del teorema  anterior  se  ilustran  en el siguient,e qjemplo para 1111 sistema 
bilineal homogéneo en el plano. Allí cliseriitnlos una función RCA (5.74) que estabiliza glohd 
asinttticamente el sisterxa bilineal rnccliante la solución de un problen~a de optimizaci6rl no 
convexo. 



Ejemplo 5.8. Consideremos el oscilador lineal  controlado. L,as ecuaciones dinitmicas e s t h  
dadas por el sistema bilineal homogéneo planar 

Para el sistema  a  lazo  abierto ((5.81) c.on 21 z O) ,  el origen es un punto de  equilibrio, clue es 
asint6ticamente  estable  para b > O, y  marginalmente  estable para b = O. Estudiaremos el primer 
caso. pues la dinlimica del  segundo  caso (b = O) es análoga.  Unas  matrices P y Q clue satisfacen 
(hiptitesis Hl') la ecuación (5.65)  son, e.9. 

(5.82) 

donde a > O y O < m/ < 2b/(l + b2)  ( 5  1). La hipótesis H2 también se satisface y (O,  O) es  el 
(mico punto  de equilibrio EGA tanto para el sistema  a lazo abierto como para  el  de lazo cerrado 
dado por (5.81) y la retroalimentación  (no acotada) 

En lugar  de  brindar  una  mejoría  sobre el sistema  a lazo abierto (EGA), la clindmica del sistema 
a  lazo  cerrado  puede  resultar muy insatisfactoria para valores de b lejos de 1 ( i e .  O < b << 1 
ó b >> 1). F'uera de  alguna vecindad N del origen,  todas  las  trayectorias arriban muy rlipido a 
la región donde  la  curva defirlida por 22 = -yxl (que  corresponde  a ~ ( x )  = O) y la curva dada 
por n:2 = -(ayzf + I ) Z ~ / ( C Y : C ~  + ab) (clue corresponde a dsc2/dt = O )  se hallan  cerca, lo cual 
causa  una tasa de convergencia muy pobre  al origen (vea  la  Figura 3). Este comportamiento se 
debe a una  respuesta  errónea  por  parte del control,  que  tiene  una  magnitud  grande  cuando n:l 
se halla lejos del origen,  y  una  pequeña en el otro caso. POI: otra  parte, si se aplica el método 
de  diseño  propuesto,  este mal funcionamiento del control se ve significativanlente mejorado. De 
(5.7~1)~ tenemos la ley de cont,rol acotada 

(5.84) 

donde X* = 1 / d m ,  es la (mica raíz positiva del  po1inomi.o p ( ~ )  = det HA = a 2 ( ~ '  - 1 - m/2) 

(5.71). Para propósitos  de  simulación, la condición inicial se tomó conw 5 = ( 4  S), b = 0.05; 
= 0.094763 y CY = T = 1. La Figura 2 muestra  (arriba) la evolución clcl control no acotado 

I L ~ , ~ ~ ( ~ )  = -h(m) (5.83) y (debajo)  la  trayectoria correspondiente con pobre convergencia; mien- 
tras  que,  en la Figura 3, se muestra las gr6ficas de las curtas asintóticas  mencionadas,  causa 
del nral funcionamiento. Sin embargo,  de  mantener  acotado el control  resulta una mejor es- 
trategia.  La  Figura 4 muestra  (arriba)  una retroalimentación saturada (RS) basada en (5.83) y 
(abajo)  su diniimica a lazo cerrado  asociada. Como puede  observsrse en la  Figura 5. (arriba) la. 
funcicin RCA (5.84) es un control con buen desempefio, que .proporciona (vea abajo) una mejor 
respuesta clue la obtenida  mediante el método con RS. o 



5.6 Sistemas  bi l ineales no homogéneos: fix) = An: y g ( x )  = 

D x t h  

dondo .-I es 1.1na mat,riz n x n clue satisface la hipótesis Hl', D es una nmtriz n x n. y b E W1'. 
Rajo l a  lliptt,esis  cdicional H2, la funci6n de control escalar 

es 1-111 estabilizdor global del sist,ema (5.85); p:ara 7 > O arbitraria. 
Si consideramos l a  restricci6n del control, /u(x)l 5 r ,  el parAmetro r estarti definido fun- 

cionalmente en términos de los est,ados: 7 = T(:cj. Con base en la Proposicih 3.2 (c)? tenenlos 
clue .(x) es admisible. Como InencionmIos al principio de la Secci6n 5, las coriclici6n necesaria 
de primer orden para un estremo del problema de  optimizaci6n (5.3!1) si? reduce al de hallar 
1111a furlei611 c = C(T) definida por (5 .55) .  Supongsnm clue la fluncitjn (5.38) es 1 1 o  negati\.a. 
Entonces, existe (:E*: X*) E En x X, donde x* es u11  punto regular de l a  rcstriccitln X *  E R CJ 

Iln multiplicador de L,agttnge, tal clue el Lagrangian0 

Lx*(:c*) = /¿(x*) - X*(V(x) - e ) ,  (5 .87)  

(5.9 I )  

donde x* estti dada por (5.90).  
Llediante l a  sustituci6n cle (5.90) en (5 .55) )  obtenemos 

c(.) = -xc ' I%:*. 
1 -  
2 (5.9') 



Resolviendo (5.93) para  cada z E X". obtenemos 1-1 = p ( m )  y de (5.91): 7 = ~ ( z ) .  

Lema 6.1. La expresión (5.!30) estA bien definida en un intervalo abierto ma'.uimo 10 c R clue 
contiene a 1-1 = O. Adema's, en 10, x* = O ssi p = O. 
Prueba.  En primer lugar, como P > O, el conjunto  de valores característicos de H p ,  JV' = 
{ p  : det H p  = O}, es un subconjunto  finito  discreto  de IR [14. Así, la resol\-ente de H p .  

R = { p  E Is : 3 H;l}: consiste  de  una unión finita ajena  de intervalos  abiertos. Aden&, existe 
un intervalo abierto m,iximo IO c Is cple contiene a 11 = O., 10 = ( u - :  u+),  (posiblemente con 
'ti- = "x o ' u +  = m, pero no ambos),  tal clue IO c R ( i e . ,  H;' IpElo existe), porque P > O. 
Entonces si 1-1 = O, de (5.90): se sigue clue x* = O. Recíprocamente, si :u* = pH,"Pb = O, 
entonces o bien LL = O o bien 1-1 # O y H;'Pb = O. Si 1-1 # O y como P > O. para  toda 

E I[), tenemos clue f~~ > O; así este caso es equivalente a 19;' ~b = O, es decir PO E kerfI;'. 
Entonces, dado clue kerfIL1 = {O}, para  toda p E IO, y en vista clue Pb # O, obtenemos una 
contrxlicción.  Por lo tanto, p = O. a 

Lema 6.2. Si el polinomio p(p) = det Hp tiene una raiz p'ositiva, entonces la ecrlación (5.93) 
tiene al menos una solución positiva p > O ,  para  cada z E R" \ {O}.  
Prueba .  Reemplacemos (5.90) en (5.93): y definamos el polinomio (clue depende de n.) 

p(z, p )  = ( z T P z )  [ 7 1 ( , ~ ) ] ~  - p2bTP Aclj[H,,] P Adj[Irl,,] Pb. (5.94) 

Supongamos clue z # O (el caso  de z = O, fue considerado en  el lema anterior). Debido  a 
que P > O ,  tenemos 

si 1.1 = O, p(z, O) = ( zTPz)  [det PI2 > O, para toda n: E R , ~  \ {O}; y 

si p # O, la ecuación det HI/, = O (= det H,,) tiene n raíces reales [13]. Así, si 6sta  tiene 
una raíz positiva p1 > O ,  entonces y(zlpl) < O. 

Con base en estos dos puntos,  por  continuidad  de p(z, p ) ,  para  cada x E RtL \ {O}, existe p * ,  

O < p *  < 1-11, tal clue ~ ( n : ,  p * )  = O. 

Con base en los dos lemas  anteriores, el procedimiento  desarrollado a1 principio de esta 
sección  se ve validado y así, tenemos la siguiente proposición. 

Proposición 6.3. Consideremos el sistema bilineal (5.85). Entonces, T ( X )  es adrnjsjble y se 
obtiene de (5.91) y de la función definida  implicitamente p(:c) (5.93). Aclemtis, si se satisfaceu 
las hipdtesis H1' y H2, entonces el control escalar ux(n:) d d o  en (5.23) con Z L ~  definido por 

satisface juX(x)I 5 T ,  y estabiliza global  asintdtican~ente el sisternit a lazo cerrarlo (5.85)-(5.23),  
para Í~ > O ar-bitraria. o 

La proposición anterior se ilustra en el siguiente  ejemplo  de un sistema bilineal no homogheo 
planar. Ahí, se obtiene ~ n a  función RCA definicla implicita.mente nmliante  la soll.lción de 1.111 

problema de optimización no convexo. 



Ejemplo 6.4. Consideremos el siguiente sistema bilineal plaxmr 

S! )  



Figure 0.1: Ejemplo 5.4. Evolución  de l a  función RCA (5.63) y abajo, los corre- 
spondientes  estados a lazo cerrado,  para la condición inicial ?E = (4 ,1 ,1) .  
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Figure 0.2: Ejemplo  5.8. EvolwiGn del control no acotado  (5.83) y abajo, la 
correspondiente  trayectoria  a lazo cerrado,  para  la  condición  inicial 3 = ( -8 ,8) .  

Figure  0.3:  Ejemplo  5.8. Curvas sint6ticas x2 = -(ayz: + l)x/(az; + 2b) y 
x2 = -yx, causa de la  convergencia  lenta al origen  del control (5.83). 
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Figure 0.4: Ejemplo 5.8. Evolllcibn de  un control  saturado  basado en (5.83) y 
abajo, los correspondientes  estados,  para  la condición inicial ?E = (-8,8). 

Figure 0.5: Ejemplo 5.8. Evolución de la función RCA (5.84) y abajo, los corre- 
spondientes  estados,  para la condición inicial Z = ( -8 ,8 ) .  
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Figure 0.6: E,jemplo 6.4. Evoluci6n del  cont.ro1 basado en el artícnlo de Lin [33], 
y abajo, los correspondientes  estados,  para la condicibn inicial 3 = (100, -200). 

Figure 0.7: Ejemplo 6.4. Evolución de la frmción RCA (5.100) y abajo, los 
correspondientes  estados,  para la condición  inicial ?E = (100, -200). 
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6. CONCLUSIONES 

En el Capitulo 2 ,  construimos  un  control  subóptimo con el objeto  de  estabilizar asintciticamente, 
desde  una  perspectiva  local,  cualquier  sistema lineal controlable. Para  este nlétodo. las ganan- 
cias kT(:l;) se fijan en  una región apropiada  (vecindad) del origen c m  lo clue se obtiene  un 
rediseñamiento del control dado en [27]. La técnica  presentada en ese capítulo se aplica al 
n-integrador,  para el cual  probamos que el control  continuo y acotsdo  resultsnte es un  estabi- 
lizador asintótico y global. En la Sección 2.5, mostramos  que puede hallarse una solución a l  
problema del control  continuo y acotado  para los sistemas  en el plano. 

En el Capítulo 3, se resuelven dos problemas importantes clue no pueden ser resueltos, o no se 
sabe muy bien cómo abordar,  usando los métodos ahí mencionados: ( i )  diseñar  un  estabilizador 
global continuo  de  manera ta,l que, en m a  vecindad del origen, el sistema  a lazo cerrado  tenga 
sus eigenvalores dentro  de  cierta región deseada, y (i i)  diseñar un control  continuo y acotado 
para  sistemas con eigenvalores con parte real positiva.  Nuestro clisefio est& basado en la siguiente 
idea geométrica. Para  un  sistema lineal considerado  en ( i ) ,  (existe una familia r-parametrizada 
de  retroalimentaciones lineales saturadas Z L ~ ( X )  clue estabilizan  asintóticamente el sistema. .-I 
medicla  clue el partimetro 7 tiende  al  infinito, el sistema  a  1;~zo  cerrado se aproxima  al  de lazo 
abierto. En particular, existen vecindades elipsoidales invariantes del origen, &(r), clue tienden 
a  ser  todo IRR cuando I- -+ m, y tales que I L ~  no  se satura  en €(I-),  para cacla 7 E ( O ,  m). Por 
consiguiente, se resuelve el siguiente  problema (estabilizaci6n sen~iglobal): Daclo  un conjunto 
acotado D c En, existe 7 E (O, m) tal clue  el control lineal saturado correspondiente uT(x) hace 
clue D c &(7). Un inconveniente del enfoque semiglobal consiste cn que si se tiene  una región de 
estabilidad  grande implica una dinBmica lenta  (ganancias  pequeñas).  Este problema se resuelve 
diseñando  una función dependiente  de los estados I-(x), y st! propone un control de tipo lineal 
con ganancias  dependientes  de los estados clue,  en ese capítulo, es cle 1s forma 

donde R(I-) es la solución de una familia 7-parametrizada  de (LQR) ecuaciones algebraicas de 
Riccati. 

En el Capítulo 4 abordamos el problema  de  control  acotado para  la estabilizacibn de los sis- 
temas lineales. El problema  de estabilización fue planteado como un problema de programación 
paramétrica  (basado  en  la función de  Lyapunov),  donde  la idea es estimar la mayor ganancia 
del control de  una retroalimentación lineal tal  que  la entrada  de control no esccda sus cotas. El 
control  resultante es de  tipo lineal con ganancias  dependientes  de los estados ( i e .  Ií(x)x) ,  Una 
característica del control  propuesto  radica en clue la “gananc:ia del contxol” Ir‘(.) se incrementa 
a  medida clue la trayectoria del sistema  a  lazo  cerrado se aproxima  al origen. Este enfoque de 
diseño  hace L L ~  balance entre la ganancia del control I< con la posición n:, de forma tal  que lcl 
entrada  de control  resultante u(.) = -1r‘(x)x satisface las cotas  prescritas. Para los sistemas 
lineales que son Lyapunov estables  a lazo abierto, se prueba la estabiliclad global asintótica. 
Para el caso de los sistemas lineales que son asintóticamente controlables al origen con controles 
acotados, el diseño se hizo en dos etapas. E,n la  primera, se diseñó un control do baje ganancia 





discusión. la expondremos para el caso de sistemas lineales. Si nos basamos en el Capítdo 4; 
la funci6n ~ ( 2 )  se define explícitamente y sus conjuntos  de nivel son elipsoides conc6ntricos clue 
no  presentan  rotaciones  entre sí. Así, la región N (que  es  un  subespacio  lineal) se mantiene 
inalterada al aplicar el control  acotado.  Por el contrario, si nos basamos en los diseños de los 
Capítdos 2 y 3, la existencia de  tales rotaciones entre los  elipsoicles destruye ese subespacio. 
redundando en un mejor desempeño.  Por  consiguiente, se requiere  proponer  otros diseños de 
control para el caso de sistemas  no lineales clue sustituyan  la clintimica del sistema  a lazo abierto. 
Un enfoque que podría resdtar fitil en tal dirección, se expone  en [21]. E,n ese trabajo se 
proponen ecuxiones algebraicas de Riccati "congeladas" ( f r c m n . ) ,  cuyas matrices  dependen de 
los est¿lclos;. con 1~ finalidad de  obtener controles óptimos pa;:'a sistemas afines. 





7 .  APÉNDICE 

En  este  aphdice presentamos un breve panoranla  de los resultados gene'ricos de la  programación 
1-pararnf;trica no lineal. Con el objeto de dar una presentación sencilla del terna.. herim  acotado 
las concl~.~siones mAs relevantes dentro del contesto de nuestro problema de optimización en 
cont,rol. 

Consideremos una familia  de  programas c-parametrizxh 

mas, f (x) 
P(c )  : 

t.q. z E g"(c) 

donde g"(c) := {x E Rn : ~ 7 ( n : )  = c} :  c E R es  el par,imetro, y f , g  E Ck((R",?,+): X: 2 2. 
Asociemos a (7.1) el siguiente Lagrangimo 

L,,(z) = f(x) - X(g(z) - e) ,  (7.2) 

para c > O fijo. El conjunt.o de restricciones g"(c) es regg.ular ssi p¿ar¿t tocla n. E g"(c). 
V,g(:c) # O. En este  caso, c se llama un valor regular de g,  clenotxlo g rh c. Sea g"(c) un 
conjunto  regular,  entonces  un  punto x* E RSn es un punto critico (o  esta.tiona,rio) del programa 
P(c) ssi existe X* en (7.2) tal que  satisface V,L,,. (x*) = O. El punto crítico O:* es 110 degeneraclo 
ssi C:r,L,\*(z*) es no singu1a.r en kerVZg(x*) @e. ,  en el espacio tangente  de g-l(c) en x@. 
denotado  también T,*g"(c)). 

Entre las definiciones ( o  restricciones) clue pueden  introducirse  para  obtoner resultaclos 
genéricos y programas "bien comportados",  podemos  considerar a los programas de Morse 
[ 101 y a los p r o g ~ t ~ ~ t ~  regulares [ 2 2 ] - [ l l ] .  En el caso del programa P(c) .  ¿mhos conceptos son 
ecluivalentes. Una función f se denomina funcidn de hlorse en un conjunto  restricci6n  regular 
g"(c) ssi todos los puntos críticos del programa P(c)  son no degenerados. U11a función f se 
dice separmte ssi puntos críl;icos clistintos tienen  distintos  f-valores. P(c) (7.1) se dice clue 
es 1111 programa regular (sepamnte) ssi f es una función de hdorse (sepsrante) en el conjunto 
rcstricci6n  regular g"(c). 

Respecto a nuestro  problema de control (5.21) -Capítulo 5 ,  It1 clefinición de u11 programa 
regular es: 

( i )  Todo x f O es un  punto regular de la función de Lyapunov V(x) (= g(x) en (7.1)), i e .  O 
es el ú~lico mínimo de V(x); y 

( i i )  todos los puntos críticos x* de (5.21), son no degenerados: det(V,,jlh(:c*)ll,~) f O. 





Resumiendo,  en el enfoque de  Jongen et  al. [ E ] ,  se  probci clue genéricamente el conjunto cle 
puntos  críticos comtituye una unión ajena  de cuvas seccionalmente suaves en RfZf1. y también 
se especifan las maneras en clue las propiedades de segundo' orden (en términos de m) de los 
puntos críticos pueden cambiar conforme varía el par&metro. 

Se puede conseguir en la literatura, cJ por ejemplo [16]-[41], métodos para el seguimiento 
de  trayectorias (pathfollowtny), la determinación del tipo de solución, y la detección de singu- 
laridades en los problemas de  programación  paramétrica no lineal. 
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