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RESUMEN

Se estudia numéricamente la cinética quimica de una reaccién enzimatica
simple, ocurriendo en el seno de un medio tortuoso y mal agitado. La investigacién
se desarrolla sobre dos ejes: (i) se resuelve mediante un método Runge-Kutta
(orden 2) el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias derivado del
mecanismo de Michaelis-Menten (MM), alli se considera una cinética quimica tipo
fractal para la reaccién bimolecular; y (ii) se concibe y desarrolla un algoritmo, tipo
método de Monte Carlo, para modelar la cinética de MM en medios tortuosos y
con mal mezclado. Los resultados obtenidos en ambos estudios muestran que un
mezclado ineficiente inhibe el establecimiento de condiciones estacionarias para
las especies intermediarias. Este frabajo busca establecer las caracteristicas
propias de reacciones enzimaticas controladas por la difusiéon de los reactivos en

medios tortuosos.



INTRODUCCION

Las enzimas son catalizadores de origen proteico producidas por
organismos vivos. Muchas de las reacciones que se llevan a cabo en una célula
son catalizadas por enzimas. En todos los organismos vivos existe una gran
variedad de enzimas, las cuales son importantes para la vida, ya que sin ellas la
vida como la conocemos no seria posible. Por ello es relevante conocer el

comportamiento cinético de estas biomoléculas bajo condiciones in vivo.

Para diversas areas es de gran importancia entender el comportamiento
cinético de las enzimas; e.g. el area de la biofarmacocinética, donde es importante
modelar curvas que describan, comparen y predigan el comportamiento del
farmaco (el farmaco se considera como el sustrato) en un organismo. Un modelo
comunmente usado para describir la trayectoria y el comportamiento del farmaco
es el de Michaelis-Menten, MM (Marsh y Jack, 2006), un modelo simplisimo que
involucra una enzima y un solo sustrato, con él se han establecido interpretaciones
sencillas en diversos campos. Es pues un buen punto de partida, asi que de alli
partiremos para iniciar nuestro estudio sobre cinética enzimatica en medios

tortuosos y mal agitados.

La cinética enzimatica de MM, es utilizada extensamente para el estudio de
la catalisis enzimatica dentro del campo de la quimica y de la biologia, por ser un
modelo sencillo que reproduce los principales rasgos de cinéticas enzimaticas
observadas in vitro (Wagner, 1993). Sin embargo se conocen diferencias
significativas entre el comportamiento de reacciones enzimaticas ocurridas in vitro
e in vivo (Marsh y Jack 2006). Podemos citar dos causas para ello: (i) las
reacciones que ocurren en espacios intracelulares son constrefiidas por la

significativa tortuosidad del medio vy, (ii) la falta de un mecanismo de agitacién
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eficiente. Del estudio de los sistemas dispersos se sabe, que los efectos
combinados de dichas causas generan cinéticas distintas a las que aparecen en

los libros clasicos de cinética quimica.

En este trabajo abordamos el estudio de la cinética enzimatica de MM
desarrollandose en un medio tortuoso y mal mezclado. Mediante el uso de
conceptos provenientes del estudio de los sistemas dispersos, como por ejemplo:
sistema dinamico, percolacion y cinética quimica fractal. Tales conceptos ya han
mostrado su utilidad en el estudio de ciertas reacciones bimoleculares, controladas
por la difusidén de los reactivos, que tienen lugar en el seno de un sistema disperso

y con mala agitacién (Kopelman, 1988).

La cinética de MM presenta caracteristicas no lineales en donde el efecto
particular de cada una de las variables es muy dificil de discernir en forma
experimental. Para el estudio de sistemas no lineales la simulacién numérica es
una herramienta interesante, ya que ella permite un manejo singular de las
variables, asi como el analisis de sus efectos individuales o combinados. En este
trabajo se realizan simulaciones in silico del sistema de MM evolucionando en el
seno de un medio tortuoso y sin agitacion. Se busca comprender las
consecuencias de la microestructura del medio de reaccidn sobre la cinética de la

reaccion. Este trabajo se articula en dos ejes:

1. Autémata celular. Se utilizan métodos de Monte Carlo para: (i) construir
las redes numéricas en segunda dimension espacial (2d) con baja
conexidad que representan el medio de reaccién, y (i) simular los
mecanismos de transporte (reaccién controlada por difusién). Los

resultados de este estudio se presentan en el capitulo 2

2. Sistema dinamico. El balance de materia sobre las ecuaciones que
componen el modelo de MM, esto produce un sistema dinamico que
usualmente se resuelve estableciendo la condicién del estado

estacionario para el complejo. Tal condicién ciertamente valida en el
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contexto in vitro (sistema homogéneo), pero dudosa en el contexto in
vivo (sistema tortuoso y mal agitado). En el capitulo 3 Se presentan los
resultados de un estudio numérico (Runge-Kutta de 2° orden) de la
evolucién del sistema MM. Hay que subrayar que tal solucién se obtiene
libre de la hipdtesis del estado estacionario e introduciendo los efectos
de la tortuosidad del medio de reaccién mediante una aproximacion tipo

cinética quimica fractal.

Los resultados de ambos métodos —determinista y estocastico— presentan
una gran similitud en cuanto al comportamiento cinético del complejo enzima-—
sustrato. Observandose asi que la cinética quimica fractal es una herramienta
operativa para el estudio de sistemas enzimaticos, particularmente debemos
subrayar que el establecimiento de un estado estacionario para el complejo no es

obvio bajo condiciones in vivo.



OBJETIVOS

Objetivo General

+ Estudiar in sifico el comportamiento del sistema de Michaelis—Menten

evolucionando en el seno de un sistema tortuoso y con agitacién ineficiente.

Objetivos Particulares

+ Estudiar la evolucion del sistema de MM empleando un autémata celular

semejante al desarrollado por Berry (2002), pero evolucionando en redes

correlacionadas.

% Analizar numéricamente la evolucién del sistema dinamico derivado del

mecanismo de MM bajo la aproximacién de cinética quimica fractal.



CAPITULO 1
ANTECEDENTES

Resumen

Los fractales forman parte de nuestro entorno cotidiano. Por ejemplo, los
cuerpos de diversos seres vivos exhiben autosimilitud en su estructura
constitutiva. Esta frecuencia de estructuras fractales ha despertado el interés

sobre las estructuras mismas y sobre los procesos fisicoquimicos que alli ocurren.

1.1 Membranas celulares

Las membranas celulares le sirven a la célula como una capa aislante y
protectora del ambiente; evitando (solo por mencionar algunas funciones) la
perdida de materiales, cambios bruscos de temperatura y la entrada de cualquier
sustancia. Las membranas no aislan en su totalidad el interior celular con su
exterior, sino que es necesario que exista entradas y salidas de sustancias para
gue la célula sobreviva y lleve a cabo todas las reacciones quimicas necesarias

(con ello sus funciones) coexistiendo en el medio que la rodea.

El modelo mas aceptado de una membrana celular es el llamado, modelo
de mosaico fluido por contener una composicion mixta de fosfolipidos, de
glucolipidos, de esteroles y proteinas. Los lipidos forman una capa aceitosa que
sirve de barrera contra las sustancias hidrosolubles. Varias proteinas estan

embebidas en la bicapa o unidas rigidamente a una de sus superficies. Dichas



proteinas realizan la mayor parte de las funciones de la membrana (Starr y
Taggart, 2008).

Muchas clases de solutos atraviesan las membranas difundiéndose por un
canal o tunel en el interior de una proteina transportadora. Cuando un soluto o un
ion, pasan por el canal y se enlaza débilmente a la proteina, la forma de esta
cambia. El canal se cierra detras del soluto y se abre frente a él, para dejarlo libre
al ofro lado de la membrana, en este momento la proteina regresa a su forma
original. Este tipo de transporte membranal se puede llevar a cabo de forma
pasiva o activa, conocidas como transporte pasivo y transporte activo

respectivamente (Starr y Taggart, 2008).

El transporte pasivo se manifiesta cuando existe: un gradiente de
concentracion, un gradiente eléctrico o ambos. En la superficie de las membranas
celulares existen canales abiertos (considerados como transportadores pasivos);
estos se abren o se cierran conforme las condiciones vayan cambiando. Si no
ocurre ofra cosa, el transporte pasivo proseguira hasta que se iguale la

concentracién en ambos lados.

El transporte activo consiste en trasladar solutos a través de la membrana
en contra del gradiente de concentracion, esto requiere energia por lo tanto las
células vivas nunca dejan de consumir energia para bombear solutos hacia dentro
y hacia fuera. Sélo determinados solutos pueden unirse a grupos funcionales que
recubren el canal interior de un transportador activo, que es activado por un grupo
fosfato procedente de una molécula de ATP (Adenosin Trifosfato). La transferencia
del grupo fosfato modifica la forma del transportador de modo que libera el soluto

en el ofro lado de la membrana (Starr y Taggart, 2008).

Ofra de las caracteristicas importantes de los sistemas de trasporte es la
velocidad con la que funcionan, esto va relacionado con la cantidad o
concentracién de un sustrato y la velocidad con la que es transportada; ademas,
de la interaccién que existe entra la sustancia (sustrato) y la proteina

transportadora, a medida que aumenta la concentracion la velocidad del transporte
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es mayor, pero esto tiene un limite, y este es establecido por las proteinas
transportadoras, puesto que su concentraciéon no cambia en la membrana a la cual

pertenecen, y esto determinara la velocidad maxima del transporte.

Las membranas celulares presentan en su superficie gran cantidad vy
variedad de proteinas; algunas integrales y otras ancladas (periféricas) en la
superficie; ademas de algunos carbohidratos que de igual manera se encuentran
anclados en la superficie. Cuando un sustrato llega a la superficie de una
membrana, lo primero que tiene que pasar es encontrar de forma aleatoria la
proteina (enzima) indicada para la formacién del complejo, puesto que no todas
las proteinas son las indicadas, y solo son obstaculos (junto con los carbohidratos)
para el sustrato — c¢.f. Figura 1.1-. Las membranas celulares pueden presentar de
un 25 hasta un 75% de proteinas, esto va a depender del grado de especializacion
y actividad de cada membrana (Pefia, 2009). Las redes que se construyeron y
utilizaron en este trabajo, presentan cierta cantidad de obstaculos, en
representacion de aquellas proteinas y carbohidratos que solo obstaculizan el libre

transito del sustrato.
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Figura 1.1- Membrana celular basado en el modelo del mosaico, se presenta
solo algunas de sus macromoléculas como las proteinas integrales vy
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1.2 Modelo de cinética enzimatica por Michaelis-Menten

El modelo de catalisis enzimatica propuesto por MM (Michaelis y Menten

1913) se representa en la ecuacion 1.1.

Ko
E+S —» ES —» E+P {(1.1)
K

En donde: E, S, ES y P, representan a la enzima, sustrato, complejo
enzima-sustrato y al producto respectivamente; k4, k2 ¥ k.4 son las constantes de
velocidad de la reaccidon en la direccién sefialada en la ecuacién (1.1). De alli se

deriva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales (sistema 1.1):

%(kﬁkz)[ES]_kl[E][s] i e

d[:tS] — k,[EN[S]-(k_, + k,)ES] (1.3)

% k ,[ES]-Kk,[EIS] (1.4) > Sistema 1.1
dc[itP]: [Eel (1.5) )



El tratamiento tradicional de este sistema se basa en las siguientes

consideraciones:

1. La concentracién del sustrato, [S], es mucho mayor que la concentracion de
la enzima, [E], de tal suerte que la cantidad de sustrato unido a la enzima

es en todo momento muy pequefia con respecto a la [S].

2. Se asume el rapido establecimientc de condiciones estacionarias para la
concentracién del complejo enzima-sustrato, [ES], ie. la velocidad de

formacién de [ES] iguala a la de su descomposicién.

3. Sistema bien mezclado.

Bajo tales consideraciones se establece la ecuacién cinética de MM (ella
describe como varia la velocidad de la reaccién con respecto a la concentracién

del sustrato, ecuacion 1.6).

v < VouS]

K, +[S] L2l

En donde V es la velocidad de la reaccidn, V.x €s la velocidad maxima, [S]
es la concentracion de sustrato y K, es la constante de MM, la cual se encuentra

definida como:;

B, =2 Tt (1.7)
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Es pertinente sefalar que las consideraciones antes mencionadas ([S]>>
[E] v (d [ES] / dt) = 0)) son Unicamente adecuadas bajo condiciones in vifro. La
validez de tales hipétesis resulta cuestionable cuando una reaccidén ocurre in vivo
(Kosmidis et al, 2004). Diversos estudios sefialan que el medio celular se halla
estructurado de manera heterogénea (Scalettar, ef al, 1991; Minton, 1993 y 1998,
Luby-Phelps, ef al, 1987, Frauenfelder, ef al, 1999). Muchas reacciones en
membranas celulares ocurren en sistemas no diluidos, ademas dado el tamafio de
las moléculas participantes y las dimensiones propias del medio, se trata de
reacciones estrictamente bidimensionales y carentes de agitacién. Este ultimo
aspecto es sumamente importante para determinar la velocidad de reacciones
controladas por difusion. La velocidad de reaccién es altamente dependiente de la
dimensidon Euclidia (d) del medio de reacciéon. En dimensiones mayores que dos
(d>2), las moléculas se alejan de su posicion inicial —difusion no compacta—.
Mientras que en dimensiones menocres que dos (d<2); las moléculas se mantienen
cerca de la posicion inicial —difusion compacta— (De Gennes, 1982). Ello tiene
consecuencias sobre la probabilidad de encuentro entre los reactivos. Existen
estudios que concluyen que la dimensién espacial de ciertas membranas
bioldégicas, en donde ocurre la reaccion enzimatica es menor que 2 (Kopelman,
1988). Luego, las reacciones enzimaticas en medios intracelulares presentan
caracteristicas cinéticas atipicas, e.g. comportamiento erratico por separacién de
reactivos, ordenes de reaccién particularmente grandes y las constantes de
velocidad son remplazadas por parametros cinéticos dependientes del tiempo
(Kopelman, 1988).

En los organismos vivos, las enzimas se hallan en el seno de una fase
liquida, lo cual es necesario para su locomocion. Durante su recorrido a través del
medio, controlado por difusion debido a la falta de mezclado, entran en contacto
con el sustrato para dar inicio a la reaccién enzimatica. Dentro de un organismo, el
transporte se torna dificil debido a la constrefida estructura espacial del medio de
reaccion, de tal suerte que las hipétesis de homogeneidad y buen mezclado son

inadecuadas. En tal escenario consideramos pertinente desarrollar un estudio, in
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silico, relativo a los efectos de la baja dimensionalidad del medio de reaccién (d<2)
sobre la evoluciéon de la cinética quimica del mecanismo de MM. Para iniciar

nuestro estudio se escogié MM por ser un sistema dinamico muy simple.

1.3 Sistema dinamico

Se llaman dinamicos aquellos sistemas que sufren variaciones de sus
valores, cantidades ¢ propiedades, con el tiempo. Dichos sistemas pueden ser:
fisicos, quimicos, biologicos, sociales, etc. Nos ocuparemos de los que su
variacion con el tiempo puede expresarse por sistemas de ecuaciones

diferenciales, e.g. sistema 1.1.

Los sistemas dinamicos fueron concebidos por primera vez por Henri
Poincaré. Actualmente estos sistemas constituyen una de las &areas mas
estudiadas e importantes de la investigacion matematica (Simmons y Krantz,
2007). Muchos sistemas dinamicos, cualquiera que sea su naturaleza, son
extremadamente sensibles a los valores de sus condiciones iniciales. Esto pone
un limite a la posibilidad de predecir el estado futuro del sistema. En el capitulo 3
el modelo MM se plantea como un sistema dinamico, el cual se resuelve para

obtener la evolucién temporal de las especies involucradas.
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1.3.1 Fractales

En términos sencillos, un fractal es una estructura que esta compuesta por
pequefas partes, las cuales son parecidas a la figura original, que se repiten en
diferentes escalas (invariante ante dilatacion, autosimilitud), desde grandes hasta

pequefias (Mandelbrot, 1977).

El concepto 'fractal' se ha aplicado para describir organismos y estructuras
complejas (Warnecke, 1993). Puede representar a una organizacién compleja a

nivel macro o la unidad elemental a nivel micro.

En primera aproximacién existen dos tipos de fractales, los deterministas y
los aleatorios. Los primeros son aquellos que se construyen de manera iterativa
siguiendo una regla bien determinada. Un ejemplo clasico es el de la alfombra de
Sierpinski, la cual se construye siguiendo de forma recursiva los siguientes pasos
(Figura 1.2):

1. Comenzamos con un cuadrado.

2. El cuadrado se corta en 9 cuadrados congruentes e imaginarios, y

eliminamos el cuadrado central (cuadro de color ).

3. El paso anterior se aplica recursivamente a cada uno de los 8 cuadrados

restantes.
S - . . . s I.I I.I l.I
" R NEn - Ean
. . . ... ...
. - . I-I I-I I.I
Paso 1 Paso 2 Inicio de las
iteraciones

Figura 1.2 Carpeta de Sierpinski construida de forma iterativa y determinista.
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Ahora, para ejemplificar la construccion de un fractal aleatorio,
construiremos la misma carpeta pero con un factor aleatorio, para ello procedemos

de la siguiente manera:

1. Comenzamos con un cuadrado.
2. El cuadrado se corta en © cuadrados de igual tamafio, y eliminamos uno de

los cuadrados de forma aleatoria (cuadro de color ).

3. El paso anterior se repite recursivamente a cada uno de los 8 cuadrados

restantes.

Paso 1 Paso 2 Inicio de las
iteraciones

Figura 1.3.- Alfombra de Sierpinski, construida de forma aleatoria e iterativa.

Una vez construidas ambas carpetas —la aleatoria y la determinista—
podemos observar que entre ellas existe una gran diferencia, la apariencia visual
ocasionada por la forma de elegir la eliminacién de una de sus areas. En este
trabajo se construyeron y utilizaron estructuras fractales aleatorias para modelar el
medio de reaccion, notablemente cumulos infinitos en el contexto de la percolacién

clasica.

Una caracteristica importante de los fractales es que tienen una dimension

Euclidia no entera. La recta tiene dimension uno {(d=1), o una figura plana (por
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ejemplo un cuadrado) tiene dimensién dos (d=2). En el caso de los fractales, la

dimension no es un entero, sino que puede tomar un valor d=1.7

Existe varios métodos para la estimacién de la dimension fractal (df) en un
plano, sélo mencionamos el que se empleara en este trabajo, uno de ellos es
conocido como “counting box” o “método de cajas”, empleado para calcular la df
en objetos que no se subdividen en copias exactas de si mismo (i e Figura 1.3), de

manera que la dr, por el método de counting box, se define como:

InN,

(1.8)

d =t
In—

Donde:
ds Dimension fractal.
8 Longitud de la caja.

Ns Numero de cajas.

En el capitulo 2 se presenta un estudio mediante métodos de Monte Carlo.
Se presenta la construccién, caracterizacién y el uso de redes para representar el
medio de reaccién. El medio de reaccidon se caracteriza mediante la estimacién de

su dimension fractal dr y de su dimension espectral ds.

Los fractales son comunes en la naturaleza, un ejemplo biolégico en donde
se presenta una autosimilitud desde un nivel macro a uno micro, se puede
apreciar en la Figura 1.3 la cual muestra la imagen de un arbol. Alli la Figura “a”
presenta cierta similitud con la Figura “b” que es una rama del mismo y a su vez

esta rama tiene cierta similitud con una de sus ramitas presentada en la Figura “c”.
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En la misma Figura podemos observar que existe cierta similitud entre el arbol y la
ramita, (Figuras “a” y “¢”, respectivamente). Por lo tanto, se trata de un sistema

autosimilar.

a) i o C)

Figura 1.3- Autosimilitud en un arbol. La estructura del arbol, a distintas escalas de

observacion se muestra invariante.

En la naturaleza existen diferentes ejemplos de fractales como por ejemplo:
un arbol (Figura 1.3), una coliflor (Figura 1.4), el brécoli, entre otros. En dichos
ejemplos, la totalidad de la planta tiene una gran similitud con sus propias partes
ya sea de mediano o menor tamario. La autosimilitud de un fractal natural tiene un
limite puesto que se llega a un tamario en donde la similitud se pierde, por ejemplo
la forma del arbol presentado en la Figura 1.3 en nada se parece a la forma de las

células que lo conforman.

16



Figura 1.4.- Estructura fractal de una coliflor. Observar que la estructura es

invariante ante dilatacién.

Eliezer Braun, comenta en su libro Fractales y cosas raras, la importancia
que tienen los fractales y el caos dentro de la ciencia durante el ultimo cuarto de
siglo, refiriendo que los fractales y el caos se encuentran dentro de los campos de
ciencias como el de la fisica, las matematicas, la bioclogia, la medicina, la
economia, la linglistica y otras muchas ramas del saber humano (Braun, 2003).
Los fractales son tan abundantes que cada vez son mas los investigadores que los
involucran en algun campo de interés, buscando con ello tener una representacion
mas adecuada del sistema y luego la obtencidén de resultados mas convincentes
(Berry, 2002, Galvez, 2005, Kopelman, 1988, Marsh, et al, 2006, Meraz, ef al,
2004). En el caso de la cinética quimica, la introduccién de la herramienta fractal a
dado lugar a lo que se conoce como la cinética quimica fractal, que a continuacion

se describe.
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1.3.2 Cinética quimica fractal

La ecuacién convencional para describir la velocidad de reaccién de un
sistema enzimatico (ecuacién 1.6) no resulta adecuada para describir el
comportamiento cinético presentado por sistemas enzimaticos evolucionando en el

seno de un medio tortuoso y mal agitado (e.g. membranas biolégicas).

Cuando una reaccién quimica se desarrolla en un ambiente carente de
mezclado y en el seno de un sistema tortuoso, en el cual la difusidon de los
reactivos se torna dificil, la constante cinética se ve reemplazada por un
coeficiente que depende del tiempo. Para el casc de reacciones bimoleculares,

Kopelman (1988) propone que esta variacion sigue una ley de potencia de la

forma:
k, =k, (1.9)
Donde:
t Representa el tiempo de reaccién.
h Es una constante, cuyos valores se encuentran entre cero y uno.

Hugues Berry (2002), mediante métodos de Montecarlo, estudia el sistema
representado por la ecuacién 1.1 (MM). El hace que dicha reaccién se desarrolle
en redes 2d sin correlacion espacial. La fractalidad del sistema es introducida por
el bloqueo aleatorio de los elemento de la red, ie. a mayor presencia de
obstaculos, el medio de reaccidn se vuelve mas tortuoso y el transporte difusivo de
los reactivos es mas dificil. Sus resultados indican una fuerte influencia de la

fractalidad sobre la cinética de MM. Este trabajo es una extensién del trabajo de

18



Berry, aqui abordamos el estudic del sistema MM evolucionando en el seno de un
medio de reaccidn que presenta correlaciones espaciales. Las estructuras
aleatorias son raras en la naturaleza, la gran mayoria de las estructuras presentan
correlaciones espaciales lo cual redunda en el valor de la dimensién espectral del

sistema que a continuacién definimos.

1.3.3 Dimension espectral

Para introducir la variacion del coeficiente cinético, consideramos la

ecuacién 1.9 propuesta por Kopelman (1988) en donde h se define como:

R ] (1.10)

Donde:
ds Es la dimension espectral o fracton

La d;s es involucrada por Kopelman (1988) en las reacciones bimoleculares
que se llevan a cabo en medios tortuosos y con pobre agitacién. Alexander y
Orbach (1982) han conjeturado que la dimensién espectral es de 4/3 en medios
tortuosos, en todas las dimensiones mayores a uno. Ha habido numerosas
tentativas de probar o refutar este notable resultado, no obstante esta conjetura ha
demostrado ser una buena aproximaciéon para la difusién de una particula con

movimiento al azar en medios tortuosos (Ben-Avraham y Havlin, 2004).
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La dimensién espectral se define de la siguiente manera (Meraz, et al,
2004).

o= T (1.11)

Donde:
d: Esla dimension fractal del medio de reaccion

dw Es la dimensidn fractal de la trayectoria que toma una particula que se

mueve por difusién en el seno del medio de reaccién

Como se puede ver no solo se toma en cuenta la dimensién fractal del
sistema, sino también la dimensién fractal del camino aleatorio que toma la
particula durante su difusién en un medio heterogéneo. Luege el valor que
caracteriza la difusion de una particula al interior del sistema bajo estudio es la

dimension espectral.

Para estudiar la cinética quimica de reacciones enzimaticas ocurriendo in
vivo, la hipdtesis tradicionalmente aceptada del estado estacionario para la
concentracién del complejo merece ser revisada. En este trabajo nos avocaremos
a ello. El mecanismo de MM sera simulado evolucionando en el seno de un medio
tortuoso y carente de mezclado. Este sistema se estudiara numéricamente bajo
una aproximacién de tipo cinética quimica fractal para la etapa bimolecular (c.f.
Capitulo 3). Ademas se contempla el desarrollo de un autémata celular semejante
al desarrollado por Berry (2002) utilizando redes aleatorias, pero nosotros

utilizamos redes con distintas correlaciones espaciales entre los elementos
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constituyentes de la red (c.f Capitulo 2). Se usaran algoritmos de Monte Carlo,
para modelar el transporte de las especies en las redes 2d correlacionadas con
conectividad igual a cuatro (Cordero, 2002) Algunas de las interrogantes que
motivan este trabajo son ;Qué efecto tiene la correlacién espacial del medio de
reaccion sobre el desarrollo de la difusién? y iSe mantiene, en redes

correlacionadas, la conjetura de Alexander y Orbach (1982)7?

1.4 Método estocastico

1.4.1 Sistemas estocasticos

El término estocastico se refiere a lo relativo al azar. Un sistema estocastico
(también es conocido como no determinista) se emplea para aguellos procesos
gue involucran el azar. Para el estudio de dichos sistemas, lo uUnico que se
necesita es definir las caracteristicas iniciales y dejar que todo lo que ocurra

dentro, sea producto de un conjunto de probabilidades.

1.4.2 Método de Monte Carlo

El método de Monte Carlo es un método no determinista o estadistico
numérico, usado para aproximar expresiones matematicas complejas y costosas
de evaluar con exactitud; se atribuye a Stan Ulam (Aspray, 1993). El advirtié que
resulta mucho mas simple tener una idea del resultado general del solitario

haciendo pruebas multiples con las cartas y contando las proporciones de los
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resultados, que computar todas las posibilidades de combinacién formalmente. Se
le ocurrié que esta misma observacion debia aplicarse a su trabajo de Los Alamos
sobre difusién de neutrones, para la cual resulta practicamente imposible
solucionar las ecuaciones integro-diferenciales que gobiernan la dispersion, la
absorcion y la fisién. “La idea consistia en probar con experimentos mentales las
miles de posibilidades, y en cada etapa, determinar por casualidad, por un nimero
aleatorio distribuido segun las probabilidades, qué sucederia y totalizar todas las

posibilidades y tener una idea de la conducta del proceso fisico” (Aspray,1993).

El método de Monte Carlo proporciona soluciones aproximadas a una gran
variedad de problemas matematicos, posibilitando la realizaciéon de experimentos
con muestreos de numeros pseudoaleatorios en una computadora. El método es
aplicable a cualquier tipo de problema, ya sea estocastico o determinista. A
diferencia de los métodos numéricos que se basan en evaluaciones en N puntos
en un espacio M-dimensional para producir una solucién aproximada, el método
de Monte Carlo (MC) tiene un error absoluto de la estimacién que decrece cuando

N es muy grande.

Un estudio que se debe citar, donde se ha utilizado MC en un sistema
biolégico y precisamente en el estudio de una cinética tipo fractal en un plano, es
el realizado por Berry (2002), quien observa que la cinética de MM es de tipo
fractal cuando esta ocurre en medios de reaccion tortucsos representados por
redes con un bloqueo parcial de sus sitios (similares a membranas biolégicas

segun Berry), los sitios bloqueados se escogen de manera aleatoria.



1.4.3 Medio de reaccién representado por una red numérica

Los medios porosos se encuentran constituidos por dos fases:. La fase
porosa (hueca o vacia) y la sélida. La fase porosa, Cordero (1998) la considera
como un sistema que puede descomponerse en sitios y enlaces, donde se
considera la existencia de entidades huecas relativamente pequefas (enlaces)
gque comunican a los poros mas grandes (sitios), ver Figura 1.5. Esta
descomposicién es la base del modelo dual (para una presentacion exhaustiva de

este modelo consultar Cordero (1998)).

Sitios

Enlaces

Figura 1.5 Representacion esquematica de un medio poroso, donde se

distinguen los sitios de los enlaces.

En la descripcidén dual del espacio poroso se establecen ambas, una

funcién de distribucién de tamario de sitios y una distribucion de tamafios para los
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enlaces. Estas distribuciones de tamarios, pueden o no estar traslapadas, como se

ilustra en la Figura 1.6.

Distribucion de Distribucion de
tamafios de tamafios de sitios

cnlaces //

Figura 1.6 Posicidn relativa de las distribuciones de tamarios de enlaces y de sitios.

1.4.3.1 Traslape y longitud de correlacién

Cuando existe una interseccién entre las curvas que representan a las
distribuciones de tamarios de sitios y enlaces, entonces se dice que hay, entre
ellas, un traslape (Q) mayor que cero. Los valores del traslape se encuentran entre

Oy 1. Enla Figura 1.7 se pueden apreciar distintos valores de Q.
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Distribucion de Distribucion de
tamanos de tamanfios de sitios
enlaces

L J
Distribuciénde Distribucién de

tamanfosde tamanosde sitios
enlaces
Distribucion de 0=1 Distribucionde
tamanosde tamanosde sitios
enlaces

Figura 1.7 Las distribuciones de sitios y enlaces pueden presentar un

cierto traslape (Q).
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La longitud de correlacion, lo es una funcién de Q, y su valor se estima de

manera aproximada mediante la relacién empirica siguiente (Rojas, ef al, 1993).

I = (1.12)

La longitud de correlacién representa, en unidades de red, la longitud
caracteristica del sistema, ie. el radio promedio de las zonas formadas por
elementos de tamarios parecidos (ie. hasta donde influye el tamafio de un
elemento sobre el tamano de los elementos que le rodean y viceversa). En este
trabajo, las redes con diversas longitudes de correlacion son generadas mediante
el algoritmo presentado en Cordero (1998). Cualquier red aqui presentada puede

simular algun tipo de membrana celular.

En nuestro trabajo solo se considera el tamafio de los sitios. Estos se
designan como zonas permeables (celdas) o zonas impermeables (obstaculos), en

funcion de su tamano.



Figura 1.8.- Ejemplo de un medio de reaccién de tamafio
200 x 200 (sitios). El érea de color negro representa los
obstaculos en la red, y el érea de color gris claroc es el

espacio vacic que puede ser ocupado por un fluido.

La Figura 1.8 es un ejemplo de una red cuadrada de un tamafio de 200x200
sitios, dicha red simula un medio donde un fluido puede transitar por todo el
espacio vacio disponible. En dicha red se cuenta con la presencia de obstaculos
que deben ser contorneados por el fluido. Los cbstaculos son considerados inertes

e insolubles.
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1.5 Movimiento Browniano

La idea de modelar la difusién como un movimiento al azar se desarrollo en
1827, por el boténico britanico Robert Brown. El observé con un microscopio a las
particulas de polen (con un diametro aproximado de 5 um) que se encontraban
suspendidas en un medio acucso. También se dio cuenta que las particulas
mostraban un movimiento constante cuya direccion cambiaba de forma aleatoria,
dicho movimiento es conocido como “movimiento browniano”. EI movimiento de la
particulas esta dirigido por las colisiones con las particulas del liquido (Engel vy

Reid, 2006).

El desplazamiento aleatorio de particulas ha sido descrito por la ecuacion
1.13, dicho desplazamiento se encuentra en funcién del tiempo y la dimension

fractal de la trayectoria del caminante (Ben-Avraham y Havlin, 2004).

(F2(1)) & £/ (1.13)

Donde:
r Distancia recorrida por el caminante aleatorio.
t tiempo

dw dimension fractal de la trayectoria descrita por el caminante



En la Figura 1.9 se ilustran las trayectorias seguidas por una particula con
movimiento browniano sobre un plano; el punto de partida corresponde a la
coordenada (0,0). Si en el plano valor de ‘X' o de 'y’ aumenta o disminuye una
unidad se considera como un movimiento. Después de 1000 movimientos
aleatorios la coordenada final es (-9,-8). Esto es de gran utilidad para la estimacién
de la d; de las diferentes redes construidas. La d,, es necesaria para la estimacién

de la d; la cual caracteriza nuestras redes.

Lon]

-15 -10 -5 0 5 10 15 20

-10 -
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-20 -
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-35 -

Figura 1.9.- Trayectoria recormrida por un caminante aleatorio despues de 1000
pasocs. La trayectoria descrita puede ser caracterizada mediante una dimensién

fractal que se identifica como d,,.
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CAPITULO 2

METODOLOGIAY RESULTADOS DEL ESTUDIO
ESTOCASTICO

Resumen

En este capitulo presentamos la metodologia utilizada y los resultados
obtenidos a partir de simulaciones numéricas de la cinética enzimatica de
Michaelis-Menten (MM) en medios tortuosos. Los medios de reaccién utilizados
son caracterizados mediante la estimacién de su dimensién espectral (ds). Los
resultados obtenidos sefialan que el establecimiento de un estado estacionario
para el complejo enzima-sustrato es poco probable en el contexto de un medio de
reaccion tortuoso y mal agitado, sefialando asi la no aplicacién de la hipétesis del
rapido establecimiento de un estado estacionario para el complejo; hipdtesis

tradicionalmente aceptada para el estudio de este sistema.

2.1 Arquitectura de las redes numéricas

En primer lugar, se construyeron redes numeéricas conformadas por sitios y
enlaces, con conectividad de 4 (c.f Figura 1.5). Para construir una red cuadrada el

procedimiento fue el siguiente (Cordero, 1998).
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1. Se genera aleatoriamente el tamarfio de un sitio, que se encuentre
dentro de la distribuciéon normal, asignada para sitios, c.f. Figura 1.7.

2. El sitio generado debera ser seguido por un enlace y por ello, se
genera aleatoriamente el tamafio de un enlace, dentro de su
distribuciéon normal, cuyo tamafo debera ser menor o igual al sitio
que le antecede.

3. Serepiten los pasos 1 y 2 hasta completar una fila con la dimensién
de 200 sitios y 200 enlaces.

4. Se repite de manera similar el paso anterior, sélo que ahora se
completa una columna. Como resultado se obtiene la primera
columna y la primera fila unidos por el tamafio de un sitio (vértice de
lared).

5. Los tamarnos de los elementos restantes de la red se determinan
haciendo crecer la red partiendo de su vértice; es decir, primero se
determinan los sitios y enlaces de una red del tamafo de 1x1,
después esta misma red se extiende al tamafic 2x2, y asi

sucesivamente hasta llegar al tamario deseado (200x200).

Como se acaba de indicar en el algoritmo anterior, las redes que se
construyen se conforman por sitios y enlaces, ambos son representados por
numeros, razon por la cual se les conoce como redes numéricas. Una
caracteristica muy importante es que cada sitio debe de ser conectado con otro
sitio por medio de un enlace y esté debe de tener un valor numérico menor o igual

al valor numérico de los sitios que conecta.

Las redes construidas presentan distintas correlaciones espaciales entre
sus elementos constitutivos. Sus tamafos son de 200x200 sitios, el radio
promedio de enlaces es de 200 y el radio promedio de sitios es de 202, 204, 206,
208 y 230 (en distintas redes) con una desviacion estandar (para sitios y enlaces)

de 10 unidades. Haciendo variar el traslape de las distribuciones de sitios y
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enlaces, se genera un banco de redes numéricas, c.f. Tabla 2.1, con longitudes de
correlacion de 11.55, 5.31, 3.24, 2.22 y 0.15 u.r. (unidades de red).

Una vez construidas las redes numéricas, todos los enlaces fueron
eliminados ya que su Unica funcién, para este trabajo, fue el de generar redes
numéricamente correlacionadas. De esta manera sélo trabajamos con redes
numéricas conformadas por sitios y éstas son consideradas como matrices cuyas

entradas son representadas por los sitios.

2.2 Bloqueo de sitios

En cada red numérica construida se eligié y se bloqueé un porcentaje de
sitios (10, 20, 30 o 40 % sobre el nimero total de sitios en la red), empezando por
los mas pequerios. Estos diferentes niveles de bloqueo se escogieron para contar
con una variedad de redes con diferentes caracteristicas, ¢.f Tabla 2.1. Una vez
seleccionados los sitios (los mas pequefrios), se les bloquea y se les renombra
como sitios bloqueados o simplemente obstaculos, y al resto de los sitios se les
renombra como celdas. De esta manera se obtienen redes binarizadas formadas

por espacios impermeables (sitos bloqueados) y permeables (celdas).

El porcentaje maximo de obstaculos fue de 40%, este porcentaje se
encuentra dentro del limite de obstaculos necesarios para la existencia de un
“‘cumulo infinito de percolacion” (el porcentaje limite es de 40.73%, Sahimi,
(1994)).
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Longitud de % obstaculos (sitios Numero de redes generadas

Correlacion (u.r.) bloqueados) para cada caso
11.55 10, 20,30y 40 20
5.31 10, 20,30y 40 20
3.24 10, 20,30y 40 20
2.22 10, 20,30y 40 20
0.15 10, 20,30y 40 20
0 0 20

Tabla 2.1 Redes generadas, porcentaje de sitios bloqueados vy la longitud de correlacién estimada.

La Tabla 2.1 presenta las redes construidas, la cantidad de sitios
blogueados y la distribucién espacial de los mismos, caracterizada por la longitud
de correlacién. En total se utilizaron 420 redes. Todas las redes se construyeron
en cédigo C++. Por cada valor de longitud de correlacion (excepto para la longitud
de correlacién igual a cero, ie. una red aleatoria) se generaron 80 redes, de las

cuales cada 20 contenian un: 10, 20, 30 y 40% de obstaculos respectivamente.
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2.3 Establecimiento de condiciones periédicas

El establecimiento de esta condiciéon es requerido para homogenizar la
probabilidad de reaccién en todas las zonas del medio de reaccién. Para ello cada
celda contenida en el medio debe de tener una conectividad de 4; i e, cada celda
tendra permitido interactuar con las cuatro de las celdas que la rodean y estas son
conocidas como “primeros vecinos”, las cuales se encuentran: arriba abajo y en
ambos lados (derecho e izquierdo), esto lo podemos visualizar en la Figura 2.1
gue representa a las particulas sustrato (S) y enzima (E), contenidas en una red

cuadrada.

Il IR
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4 5
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Figura 2.1, Red cuadrada de 5x5. Observar los
primeros vecinos (celdas con fondc ) de una de las
particulas de sustrato (S), cuya coordenadas
corresponde (3,3). Las celdas consideradas como
blogueadas se representan con fondo con la tonalidad

de “m".
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Para cumplir con una conectividad 4 para todas las celdas, se establecen
reglas de contorno para todas aquellas celdas que se encuentren en las orillas del

medio de reaccién.

La mayoria de las celdas localizadas en las orillas cuentan solamente con 3
primeros vecinos, por lo tantc fue necesario asignarles un vecino de contorno
(primer vecino de un extremo de la matriz). De esta manera lograr que su
conectividad sea 4. Para las celdas que se encuentran en las orillas en la parte
izquierda se les asigha como uno de los primeros vecinos a la celda de la orilla de
la parte derecha, localizada en la misma fila y viceversa. Para las celdas
localizadas en la parte superior de la red, se les asigna como vecinoc la Ultima

celda de la misma columna y viceversa (c.f. Figura 2.2).
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c) d)

Figura 2.2, Esquema de las condiciones periddicas en un medio de reaccidn con conectividad 4.
Son considerados como primeros vecinos los elementos ubicados en los extremos de toda
columna o renglén en la matriz representando el medio de reaccidn, las entradas de color gris
oscurc son celdas cobstaculizadas siendo considerado como primero vecing puesto gue son
elementos de la matriz. Ademas se muestran algunas particulas de reaccién dentro: el sustrato y

la enzima.

Una vez sefialadas las condiciones de contorno, se menciona el caso de las
celdas ubicadas en las esquinas, las cuales solo cuentan con dos primeros
vecinos, por lo tanto se les asigna dos vecinos de contorno, como se ilustra en la
Figura 2.3.
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Figura 2.3, Asignacién de primeros vecinos para los
elementos ubicados en las esquinas. Red cuadrada de
5x5, donde se muestran los primeros vecinos (celdas
con fondo =) de la celda (5,5), los cuales dos son de

contorno y dos primercs vecinos.

De esta manera se establece un sistema de conectividad uniforme, donde
las particulas que se encuentren en la periferia de la matriz tengan las mismas

probabilidades de reaccionar que las que se encuentren al interior.

2.4 Visualizacion de redes

En la Figura 2.4, se muestra una red construida en la cual no se ha
establecido ningun obstaculo (i e. todas las entradas de la matriz son accesibles a

los reactivos). Este tipo de red es adecuado para simular una reaccién con buen
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mezclado (e.g. reacciones in vifro). El sistema presenta una dimensién euclidea

d=2 (no se toma en cuenta el volumen ocupado por las particulas reactivas).

Figura 2.4. Red de 200x200 celdas. Toda la red

es permeable al paso de los reactivos.

Para la obtencion de medios de reaccidén caracterizados por dimensiones
fractales menores que 2, es necesario realizar la siembra de los obstaculos (ie.
asignar las posiciones en la red de las celdas que son inaccesibles para los
reactivos), los cuales permaneceran fijos e inertes durante toda la reaccién. En la
Figura 2.5 se ilustran 5 redes con diferentes longitudes de correlacién (11.55, 5.31,
324, 222 y 0.15 ur.) con el 10% de las celdas ocupadas por obstaculos. A
observar que la principal diferencia entre ellas radica en la distribucion espacial de
los obstaculos, dicha distribucidon se encuentra en funcién de la longitud de
correlacion. Mientras menor sea la longitud de correlacion, la dispersion de los

obstaculos sera mayor (c.f. Figuras 2.5, 2.6. 2.7y 2.8).
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e)
Figura 2.5. Conjunto de redes con 10% de celdas blogueadas (m) v el resto representan espacios

permeables (=) por donde podria percolar un fluido. Los cbstaculos fueron sembrados en redes
con longitudes de correlacion de: 11.55, 5.31, 3.24, 222 y 015 u.r; representados en las
imagenes: a, b, ¢, d y e, respectivamente.
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Figura 2.6. Conjunto de redes con un 20% de celdas ocupadas por obstaculos (m) y el resto
representan espacios vacios (=) por donde puede percolar un fluido. Los obstaculos fueron
sembrados en redes con longitudes de correlacion de: 11.55, 5.31, 3.24, 222 y 015 ur;
representados en las imagenes: a, b, ¢, d y e, respectivamente.
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e)
Figura 2.7. Conjunto de redes con un 30% de celdas ocupadas por obstaculos (m) y el resto

representan espacios vacios (=) por donde puede percolar un fluido. Los obstaculos han sido
sembrados en los sitios de redes con longitudes de correlacion de: 11.55, 5.31, 3.24, 2.22 y 0.15;
u.r., representados en las imagenes: a, b, ¢, d y e, respectivamente.
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Figura 2.8. Conjunto de redes con un 40% de celdas ocupadas por obstaculos (m) y el resto
representan espacios vacios (=) por donde puede percolar un fluido. Los obstéaculos han sido
sembrados en redes con longitudes de correlaciéon de: 11.55, 5.31, 3.24, 2.22 y 0.15 ur,;
representados en las imagenes: a, b, ¢, d y e, respectivamente.
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En cada una de las Figuras 2.5-2.8, se aprecian diferencias en las
imagenes contenidas, a pesar de contener la misma cantidad de obstaculos. La
principal diferencia radica en la distribucién espacial de los obstaculos; para un
valor de bloqueo dado, los obstaculos aparecen mas o menos dispersos en
funcién de la longitud de correlacion de la red numérica, a mayor longitud de
correlacion las zonas bloqueadas se tornan mas compactas. En efecto, se observa
gue las redes con una longitud de correlacion de 11.55, 5.31 y 3.24 u.r., presentan
una reparticién de obstaculos densa y anisotrépica (redes anisotropicas, obliga a
un fluido a tomar una direccién preferencial (Cordero, 1998)). En un futuro, este
trabajo se extendera con el uso de redes que no presenten esta Ultima

caracteristica.

Para un valor de longitud de correlacién y un porcentaje de bloqueo dado, el
comportamiento del medio de reacciéon (red binarizada) se promedia sobre 20
realizaciones. En efecto, si se contruyen 20 redes con la misma longitud de
correlacién y con el mismo porciento de sitios bloqueados, estas Unicamente
presentan el mismo comportamiento desde una perspectiva estadistica.
Obsérvese por ejemplo el comportamiento ilustrado en la Figura 2.9. Todas las
redes alli contenidas, tienen la misma longitud de correlacién 5.31 y un 30% de las
celdas bloqueadas, pero la distribucidn espacial de los obstaculos es localmente
diferente. Estadisticamente son similares, ie. presentan la misma dimensién

espectral, d; =1.68.
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Figura 2.9. Redes binarizadas (a, b, ¢, d, e y f) con un 30% de celdas blogueadas (m) vy el resto
representan espacios permeables a los reactivos (). Obsérvese que la distribucion espacial de
los obstaculos es localmente distinta entre cada imagen aun cuando todas tiene una longitud de
correlacion de: 5.31 u.r. Estadisticamente estas redes son similares como lo indica su dimensién

espectral d, = 1.68
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Una vez construidas las redes numéricas, y efectuado el proceso de
binarizacion (i.e. el establecimiento de las areas permeables e impermeables),
procedemos a caracterizar el medio de reaccion mediante la estimacion de: la
dimension fractal del caminante aleatorio (d,,), dimensién fractal (d) vy la dimensién
espectral (d;). Estos valores son esenciales para el estudio fractal de la difusién en
un medio tortuoso (Lopez et al, 2007), enfoque que se ha mostrado adecuado

para estudiar la cinética quimica de sistemas mal agitados.

2.5 Estimacién de la d,, en los medios de reaccién

Para estimar d,, desarrollamos dos etapas: En primer lugar se construyé un

codigo en C++, cuyo algoritmo es el siguiente.

1. Se construye una red bidimensional numérica, 200x200 sitios, con la

longitud de correlacién deseada (c.f Tabla 2.1)

2. Se elige el porcentaje de sitios — se toman los sitios de menor
tamafio en la red — que se quieren obstaculizar, y se les renombra
como obstaculos y a los sitios sobrantes como celdas vacias (en este

paso las redes numéricas se tornan en binarizadas).

3. De forma aleatoria, se siembra en una celda vacia de la red

binarizada una particula denominado como el caminante aleatorio.

4. Una vez sembrado el caminante, la red se considera como un plano
cartesiano y las coordenadas iniciales del caminante son asignadas
como (x=0, y=0). Este estado también se considera como el inicio

temporal, t=0.
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10.

11.

12.

Se elige a uno de los cuatro primeros vecinos de manera aleatoria.
Si el vecino elegido es una celda vacia, entonces el caminante
avanza para ocupar la posicién escogida. Si la celda escogida se
encuentra blogqueada, el caminante permanece en su lugar, y se

repite el procedimiento.

En cualquiera de los dos casos mencionados en el paso anterior los
datos se actualizan: el tiempo se incrementa en una unidad, si el
caminante avanza hacia la derecha el valor de x =x+1, si avanza a la
izquierda x =x-1, si avanza hacia abajo y=y-1, si avanza hacia arriba
y=y+1. Finalmente si el caminante no avanza las coordenadas

correspondientes a ‘X’ y 'y’ no cambian.

Una vez actualizadas las coordenadas, se utiliza el teorema de
Pitagoras para calcular la distancia recorrida (distancia a vuelo de

pajaro) elevada al cuadrado (rz).

Se repite los pasos 5, 6 y 7 hasta t=1000, almacenando los datos de

r’ y los valores de ‘t'.

Los pasos del 4 al 8 se repiten 40,000 veces. Acto sequido, se
obtiene el promedio de las distancias elevadas al cuadrado (<r*>)
para cada valor de t. Las <r*> para cada tiempo son datos

almacenados para su posterior uso.

Se repiten los pasos del 2 al 9, veinte veces con los mismos valores

establecidos en el paso 1.

Una vez terminado el paso anterior se calcula el promedio de los 20

valores de <r*> obtenidos y almacenados, para cada valor de ‘t'.

Se grafica cada <r*> obtenido en el paso anterior con su respectivo

tiempo.
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13. Se repiten los pasos del 1 al 12 con una diferente longitud de

correlacion y cantidad de obstaculos.

Los resultados de esta primera parte se muestran en la Figura 2.10, cuyas
rectas corresponden a diferentes longitudes de correlacién y distintos porcentajes
de sitios bloqueados. Cada recta muestra la distancia (en funcién del tiempo) que
recorre una particula difundiendose en un plano con una cierta distribucién de
obstaculos. Observar que la distancia recorrida por la particula disminuye cuando

aumenta el numéro de obstaculos en la red.

Distancia promedio que recorre un caminante aleatorioen redescon
una longitud de correlacién de 11.55

0% -

tiempo

a)
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Distancia promedio que recorre un caminante aleatorio en redes
con unalongitud de correlacionde 2.21
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Distancia promedio que recorre un caminante aleatorio en redes
con unalongitud de correlacionde 0.15
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Figura 2.10. Distancia cuadrética promedio recorrida (<r*>) vs tiempo (nlmero de pasos) para un
caminante aleatorio en redes con diferentes grados de bloqueo (% de sitios impermeables al paso
de los reactivos). Las redes utilizadas poseen longitudes de correlacion de: 11.55, 531, 3.24, 222, y
015 u.r.; Figuras a, b, ¢, d y e, respectivamente.
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En la segunda parte, y ultima, se consideraron: los resultados reportados en la

Figura 2.10, la ecuacién 2.2 y la ecuacién 2.3.

Pero antes, fue necesario encontrar la ecuacion, 1.13, planteada por Ben-
Avraham y Havlin (2004), que sefiala el promedio de la trayectoria cuadratica de
un caminante aleatorio en funcioén del tiempo. Partiendo de tal ecuacion se obtiene

la siguiente.

(r’(t)) = At v, 2.1)

Donde A es una constante de proporcionalidad. Aplicando logaritmo natural

se obtiene

Ln (r2 (1)) = Ln (4) + diLn (1) (2.2)

W

Luego la relacién entre d,, y la pendiente m de la recta descrita por la

ecuacién (2.2), es dada por la relacion:

d. =2 (2.3)
m

Los valores asi obtenidos para d,, son reportados en la Figura 2.11. Hay
que recordar que las redes sin obstaculos corresponden a d,, = dr = d = 2. Ello

corresponde el punto de inicio de todas las curvas mostradas en la Figura 2.11
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(caso de bloqueo nulo). Notemos ademas que cuando la difusién de una particula

se dificulta por el aumento del nimero de obstaculos, la dy > 2, y en todos los

casos el valor de d, se hace mas grande a medida que aumenta el numero de

obstaculos. Siendo tal tendencia, mas marcada en la medida que la longitud de

correlacion de la red decrece.

2.50
2.40
o 230
2.20
2.10
2.00
1.90

1.80

2.80 -

2.70 -

2.60 -

—

d, en redes con diferente longitud de correlacion:

o=fll=11.55 e=fr=5.3]1 e=m324 == )] =@=—0.15

y =0.025%2 - 0.032x + 2.009

y =0.014%2 + 0.013% + 1.975

= y=0.002x2 + 0.056x + 1.943

y=0.003x2+0.027x + 1.975

10 20 30 40

% de sitios bloqueados

Figura 2.11 Evolucidn de la d,, con respecto al porciento de sitios blogueados en redes con

distintas longitudes de correlacién (u.r). Promedio sobre 20 realizaciones. La desviacion

estandar de estas cantidades se estimé en 0.04.
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2.6 Estimacién de la dren los medios de reaccién.

Ofra dimensién importante para caracterizar el medio de reaccién es su dy,
ella es una medida de la “"densidad del sistema’ y nos es indispensable para el
posterior calculo de la d;. Para estimar la dr se echdé mano de un software libre de
nombre “Image J” (c.f. hitp://rsbweb.nih.gov/ij/index.html). Este programa estima la
dimensién fractal de una imagen binaria mediante el método de “conteo de cajas”.

Los pasos que se siguieron fueron los siguientes:

1. Se impone la longitud de correlacion y el porcentaje sitios

blogueados que debe de tener la red {(c.f. Tabla 2.1)

2. Se procede a construir la red cuadrada de tamafo 200x200 y se

bloguean los sitios.

3. La red construida es dibujada en el software libre llamado “RasMol
version 2.6”.
4. Una vez dibujada la red, esta es trasportada al software “ImageJ”,

cuya caja de herramientas calcula el valor de d-.

B, Serealiza 20 veces los pasos del 2 al 4, registrando los valores de la
d; para finalmente calcular el promedio de dicha dimensién en 20
redes con la misma longitud de correlacion y el mismo porcentaje de

obstaculos pero estos ultimos diferentemente distribuidos.

6. Los pasos 1-5 se realiza para cada una de las redes registradas en
la Tabla 2.1



Los resultados obtenidos se presentan en la Figura 2.12, donde la dr se
encuentra en funcién del porcentaje de sitios bloqueados. Nétese la disminucion
del valor de la dimension fractal del espacio de reaccion (ie. los sitios permeables
a los reactivos) a medida que crece el porcentaje de sitios bloqueados en la red.
Obsérvese ademas que, para el mismo porcentaje de sitios bloqueados, en las
redes menos correlacionadas la dr es significativamente menor que en las redes
con una mayor correlacién debido a la aglomeracién de los obstaculos, lo que
posibilita la existencia de zonas libres de estorbos donde los reactivos pueden
evolucionar. Del estudio anterior podemos concluir que los efectos combinados de
la longitud de correlacién que caracteriza a la red numérica y del porcentaje de
celdas bloqueadas se pueden caracterizar mediante la dimensién fractal del medio
de reaccion. La dr es una medida de la “densidad” del medio de reaccion. Sin
embargo, para el estudio de la evolucién del sistema MM en tales medios nos falta
considerar la movilidad de las particulas que representan a los reactivos, ya que
ello determinara la probabilidad de los encuentros entre los reactivos. En la teoria
de la difusidén en el seno de espacios fractales, tal movilidad es caracterizada por
d., cantidad que también ya ha sido calculada para nuestros distintos escenarios
de reaccién. La misma teoria sefiala que el resultado de los efectos combinados
de dry d, se puede resumir en una uUnica cantidad, llamada la dimensién espectral
ds. Asi ds resulta la variable natural para el estudio del sistema MM en medios
tortuosos. En la seccion siguiente explicaremos cémo estimamos su valor en

nuestros distintos escenarios de reaccion.
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< d¢> en redes con diferente longitud de correlacion:
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Figura 2.12 Evolucién de la df con respecto al porciento de sitios bloqueados en redes con
diferente longitud de correlacién (11.55, 531, 3.24, 222y 0.15en u.r.).

2.7 Estimacion de la d. en redes bidimensionales.

Una vez determinadas ambas dimensiones, la dimensién fractal del medio
de reaccion y la dimensién fractal del caminante, se calcula el valor de ds mediante

la ecuacidén 1.11. Los resultados obtenidos se presentan en la Figura 2.13
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Figura 2.13 Evolucién de la ds con respecto al porciento de sitios bloqueados en redes con
diferente longitud de correlacion (11.55, 5.31, 3.24, 2.22 y 0.15 u.r.), con su respectiva ecuacién de
la curva ajustada.

La dimensién espectral es una medida de la conexidad del medio. Ella
disminuye al aumentarse el numero de obstaculos, lo que nos indica que la
difusién de las particulas se torna mas complicada a medida que aumenta la
tortuosidad del medio. Este efecto es mas pronunciado en redes con longitud de
correlacion cercana a cero (c.f Figura 2.13) dado que los obstaculos se reparten
homogéneamente. Cuando la longitud de correlacion de la red aumenta, el efecto
que acabamos de sefialar se hace menos marcado, pues la existencia de zonas
libres de obstaculos en donde los reactivos contindan evolucionando, separadas

de zonas bloqueadas, sigue siendo bastante probable.

¢ " . 4 i
Aqui es pertinente mencionar sobre d; # = En efecto, los valores obtenidos

para d; difieren de g, valor correspondiente a la conjetura de Alexander y Orbach
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(c.f. pagina 79 del libro de Ben-Avraham y Havlin, 2004). Alexander y Orbach — y
mucho otros autores — sélo consideraron “clusters” incipientes en redes carentes
de correlacion espacial, asi que la variacion que estamos observando muy
probablemente sea el efecto de dos causas: (i) no se esta trabajando sobre
estructuras que pudiéramos llamar “clusters” incipientes (el tamario justo, ni mas ni
menos, para pasar de un lado al otro de la red unicamente moviéndose al través
del “cluster™), vy (ii) la correlacién de la red; observar en la Figura 2.13 que la curva
para el sistema de muy baja correlacién (0.15 u.r.) se acerca al valor de la
conjetura cuando la fracciéon de sitios bloqueados se aproxima al umbral de
percolacion {0.4073, para nuestro caso, (Sahimi, 1994)). Ciertamente, mas trabajo
sera necesario para disipar estas dudas, pero lo que se tiene no es despreciable,
mediante la teoria MDSE (modelo dual de sitios y enlaces (Cordero, 2002, y
referencias alli contenidas)) se cuenta con un protocolo de construcciéon de medios
de reaccién (redes binarizadas y con bloqueo parcial) en donde se puede hacer
variar la dg; justo lo que necesita para estudiar reacciones controladas por difusién

en medios tortuosos, tema que abordaremos a continuacion.

2.8 Reacciones enzimaticas en medios tortuosos

2.8.1 Metodologia

Una vez construidos y caracterizados los medios de reaccion, procedemos

a simular en ellos las reacciones enzimaticas.

Tengamos siempre presente que los obstaculos - sitios bloqueados - son
fijos e inertes durante toda la reaccién. En nuestro estudio consideramos la

presencia de las siguientes particulas: (i) los reactivos, son las particulas
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denominadas enzima (e) y sustrato (s); (ii) complejo, (c), particula que representa
el producto de la unién de una enzima y un sustrato. El producto final no aparece
en nuestro modelo, ya que la idea es modelar el transporte del sustrato
transmembranal (los sustratos desaparecen de la superficie de la membrana y
aparecen en la parte interna de la misma, dejando atras el medio de reaccién, lo
anterior siendo catalizado por una enzima). De las particulas mencionadas, sélo el
sustrato se considera mévil (mediante un proceso difusivo), tanto las particulas de
enzima como las de complejo permaneceran fijas en el interior de los medios de

reaccion con la finalidad de simular enzimas ancladas a la membrana celular.

El sembrado de las particulas se lleva a cabo de la forma siguiente: Se elige
aleatoriamente una celda vacia, alli se “siembra” virtualmente la particula, ya sea
un sustrato o una enzima. En cada una de las 420 redes construidas (c.f Tabla
2.1) se “siembran” 10 enzimas y 10,000 sustratos, manteniendo asi una relacién
de enzima-sustrato 1:1000. Estos numeros son habituales en problemas de
cinética enzimatica. En efecto, en la superficie de las membranas celulares la
cantidad de enzimas con respecto al sustrato es todavia menor (Pefa, 2009). De
hecho también se realizaron simulaciones con una relacion de 1:100, pero los
resultados no se no se incluyeron en este manuscrito pues no se consideraron
suficientemente representativos. Cualitativamente su comportamiento es similar al

descrito paginas mas adelante.

Una vez sembrado el medio de reaccion con las particulas representando
enzimas y sustratcs, se simula el proceso de la reaccion enzimatica (c.f ecuacién
1.1). Para ello se propuso el siguiente algoritmo (semejante al utilizado por Berry
(2002)). Donde los numeros que se eligen de forma aleatoria se encuentran dentro
de una distribucién uniforme y las constantes cinéticas de reaccion representan la
probabilidad de que el encuentro sea efectivo (ie. que se efectle la reaccién). Los

valores asighados para dichas constantes son: k;=1, k4= 0.02 y k-=0.04.
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Si una celda se encuentra ocupada por un sustrato “S”, se elige
aleatoriamente uno de sus cuatro vecinos; el vecino elegido puede

presentar uno de los siguientes casos:

Caso |.- Se encuentra vacio, en este caso la particula “S” lo ocupa de

forma inmediata, dejando vacia la celda de origen.

Caso ll.- Se encuentra ocupado por una enzima, entonces se lleva a
cabo la reaccion entre la enzima y el sustrato para formar el complejo
(enzima-sustrato), el cual ocupara la celda en donde se encontraba
originalmente la enzima, la celda anteriormente ocupada por el

sustrato queda vacia.

Caso lll.- Cuando el vecino elegido, se encuentre alguna particula ya
sea: un obstaculo, un complejo u otro sustrato; en estos casos no se

efectuara cambio alguno.

Si en una celda se encuentra una particula de complejo “ES”, puede

presentarse alguno de los siguientes casos:

Caso |- Se elige aleatoriamente un nimero entre O y 1, si este
numero es menor que k-7, ¥ si alguna celda cercana se encuentra
vacia, entonces la particula de complejo se disocia en una particula
enzima “E” y una particula sustrato “S”, en donde la particula enzima
toma el lugar ocupado por el complejo, y para el sustrato se elige de
forma aleatoria una celda vacia entre las vecinas y libres de toda

ocupacion.

Caso Il.- Se elige aleatoriamente un numero entre 0 y 1, si este
numero es mayor que k-s y menor a k; + Kk, entonces la particula
complejo se disocia en enzima “E” y producto “P”, en donde la
particula enzima ocupa el lugar inicial del complejo, y el producto

desaparece del sistema.
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Caso lll.- Se elige aleatoriamente un nimero entre 0 y 1, si este
nidmero es mayor que ks + ko, en este caso no se registra cambio

alguno.

Al completar el procedimiento, el tiempo es incrementado en 1/a, donde a
es el numero actual de particulas en el medio de reaccién. El programa se deja
correr hasta que el tiempo alcance las 145,000 unidades. El compilador que se
utilizé, fue Borland C++ versién 5, instalado en una: Acer con un Procesador Intel®
Celeron® processor 560, una memoria (RAM) 1.0 GB y SO, Windows Vista.

2.8.2 Resultados

En la Figura 2.14 se muestran los resultados obtenidos de los medios de
reaccion con un 20% de sitios bloqueados. Viendo de abajo hacia arriba, la
primera curva corresponde a un medio de reaccion libre de obstaculos, lo cual
corresponde a una cinética quimica tipica de libro de texto, que nos sirve como
referencia para identificar que tanto es afectada la reaccién por la fractalidad del
medio de reaccién. Continuando con la misma curva, se observa que el sustrato
desaparece muy rapidamente, ello debido a la alta probabilidad de encuentro entre
las particulas reactivas. La cinética de la reaccidon empieza a depender
significativamente de la distribucion espacial de los obstaculos. Observar que
entre mas dispersos se encuentren los obstaculos (menor el valor numerico de d;),
la reaccion se torna mas lenta. Este comportamiento se hace aun mas evidente
cuando el porcentaje de sitios blogueados aumenta a 30% o a 40% (c.f. Figuras
2.15 y 2.16), ya que el medio se torna mas y mas tortuoso y la difusion de los

reactivos se torna mas y mas dificil.
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Figura 2.14 Variacién de las particulas de sustrato en redes bidimensionales con 20% de sitios
blogueados. Redes coen distintos valores de d.
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Figura 2.15 Variacidon del sustrato en redes bidimensionales ocupadas con 30% de sitios

bloqueades vy distribuidos de forma diferente (i.e. diferentes valores de d,).
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Figura 2.16 Variacion del sustrato en redes bidimensionales con 40% de sitios bloqueados y

distintos valores de 4d..

Los resultados anteriores muestran la relevancia de la dimension espectral,
ds, del medio de reaccion sobre la cinética de la reaccion enzimatica MM. Un
diferente valor de d; podria corresponder a diferentes tipos de membranas, por
ejemplo una célula del higado (hepatocito) o una de la sangre (eritrocito) se
distingen por tener distinta cantidad de biomoléculas en su superficie (pefia, 2009),

lo que a priori se traduciria en valores distintos de d..

Ahora procedemos a la presentacion de resultados relativos al consumo del
sustrato y su depencia con las particulas de enzima y de complejo. Los resultados
obtenidos se muestran en la Figura 2.17, la cual presenta una reaccidén enzimatica
en un medio cuya d;=2. Dicho medio nos servié como punto de referencia para las

reacciones ocurriendo en medios fractales.
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Figura 2.17 Cinética enzimatica en un medio no fractal

Para un medio homogéneo, ie. con nula presencia de obstaculos para los
reactivos, sélo se presenta un Unico conjunto de resultados, pues aqui el valor de
ds no juega. Observar que si bien — debido al minusculo nimero de particulas —
no se aprecia el establecimiento de un estado estacionario para el complejo, si se
aprecia que la concentracién de enzima libre es minoritaria mas alla del consumo

de la mitad del sustrato original, como se vera esta caracteristica se pierde en la

medida que el medio se torna tortuoso.

A continuacién presentamos las cinéticas con un 20 y un 40% de

obstaculos, que a nuestra consideracion son las mas representativas del

establecimeinto de una cinética de tipo fractal.
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Figura 2.18 Cinética enzimatica en medios: tipo fractal y caracterizados por distintos
valores de d; (2, 1.87, 1.78, 1.73, 1.69 y 1.67). Los medios de reaccion presentan un 20%

de obstaculos, excepto para la curva con ds=2 cuya presencia de obstéculos es nula.

Para el caso de 20% de sitios bloqueados, se aprecia en la Figura 2.18, la
diferencia cinética del sustrato que existe entre un medio fractal (d; <2) y uno no
fractal (ds=2). De esta manera se observa que entre mas tortucso sea el medio de
reaccion, el consumo del sustrato se prolonga. Es importante sefialar la enzima
libre que existe durante la mayor parte de la reaccion, y puede tornarse mayor a la

concentracion del complejo.

Finalmente para el caso de 40% de sitios bloqueados (c.f. Figura 2.19) es
aun mas notoria la dificultad que presenta el sustrato para reaccionar. Tal
comportamiento es muy distinto al considerado como “clasico” (d:=2). Ello debido
a la falta de mezclado y a la tortuosidad del medio. En un futuro, se pretende
verificar estos resultados con mayor capacidad de cédmputo a fin de incrementar el

numero de particulas en el sistema y asi precisar las tendencias.
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Figura 2.12 Cinética enzimatica en un medio tipo fractal, con un 40% de cbstaculos en el

medio, excepto la curva con d=2 cuya presencia de obstaculos es nula.

Hasta el momento se ha apreciado la dependencia del consumo del
sustrato con la ds, ya que entre menor sea esta ultima menor sera el consumo del
sustrato, ocasionando que la reaccion sea mas lenta. Dicho comportamiento

caracteriza a las cinéticas enzimaticas de tipo fractal.

Las curvas de las cinéticas de las particulas del complejo, idem para
enzima, con diferentes valores de d; (2, 1.73, 1.43, 1.38, 1.33 y 1.08) contenidas
en las Figuras: 2.18 y 2.19 no se diferencian entre ellas. Esto debido a que no se
pudo encontrar una forma de suavizar cada curva. Para lograr lo anterior se
tendria que aumentar la cantidad de particulas en el sistema (objetive de un futuro

trabajo).
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2.9 Discusion de resultados

Kopelman (1988) sefiala que las reacciones que ocurren en medios
tortuosos pueden presentar una cinética de tipo fractal. Es por ello que, mediante
un autémata celular, hemos explorado el comportamiento del sistema MM en

diversos escenarios de reaccion.

Los resultados de este capitulo muestran que cuando una reaccion quimica
se lleva a cabo en el seno de un medio tortuoso y mal agitado, la cinética quimica
de la reacciéon se ve afectada tanto por la cantidad de obstaculos, como por su
distribucion espacial. La cuantificacién de ambos factores parece ser bien
condensada en una unica dimensién llamada la dimensién espectral, d;. Los
medios de reaccion aqui construidos y caracterizados, utilizando para ello la teoria
MDSE (que permite una variaciéon sistematica de la correlacién espacial entre los

elementos constitutivos de la red numérica), muestran un comportamiento distinto

al predicho por la conjetura de Alexander y Orbach, d z% (observaciones

semejantes fueron reportadas por R. Villalobos (2005) sobre sistemas
correlacionados y mas pequefios). Pareceria que la conjetura es estrictamente
valida en sistemas carentes de correlacion espacial. Para terminar, podemos decir
que el estudio de la cinética quimica de reacciones ocurriendo en escenarios in
vivo, es necesario considerar las caracteristicas de la tortuosidad del medio, ie. no
solo es necesario considerar la cantidad de particulas reactivas, sino también su
distribucion espacial. En el caso de MM, ello puede modificar “ilégicamente” la
cinética quimica de la reaccién, por ejemplo, la cantidad de enzima libre puede
aumentar aunque exista una gran cantidad de sustrato avido de reaccionar y la
hipotesis tradicional en los libros de texto, de un rapido establecimiento de un
estado estacionario para la concentracién del complejo, no resulta sostenible en
medios de reaccidon homogéneos ni mucho menos en medios tortuosos y mal

agitados.
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CAPITULO 3

METODOLOGIA Y RESULTADOS DEL MODELO
DETERMINISTA

Resumen

Un sistema de ecuaciones diferenciales representando a MM evolucionando
en un medio tortuoso — la naturaleza fractal de la cinética se introduce mediante la
aproximacion de Kopelman (1988) — se resuelve numéricamente con el método de
Runge Kutta. Los resultados obtenidos que en tales condiciones indican: (i) el
establecimiento de un estado estacionario para el complejo enzima-sustrato es
improbable, y (ii) una cinética lenta para el desarrollo de reaccicnes enzimaticas

en sistemas tortuosos sin importar el valor de la K.

3.1 Método

En el estudio del comportamiento enzimatico bajo la aproximacion de
cinética quimica fractal para la reaccién bimolecular, se resuelve de manera
numérica el sistema 3.1, mediante el método de Runge-Kutta, utilizando el

software Mat-Lab version 7, con la funcion QDE23tb.
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Al sustituir la ecuacion 1.9 en el sistema 1.1, el resultado es el sistema 3.1
de esta forma se obtiene un sistema de ecuaciones tipo fractal segun Kopelman

(1988).

d([f] = (k, +k,)[ES]-k, t"[E][S] (3.1) A
d[fts] =k, t"[E][S]- (k, +k,)[ES] (3.2)
-
dis] =k [ES]-k,t"[E][S] (3.3) T
dt
% =k,[ES] G4

3.1.1 Condiciones iniciales

Los valores iniciales que son los mismos para todas las simulaciones aqui

realizadas son:

[E]= 0.1 mM
[S] = 100 mM
[ES] =0 mM

ki=1mM's™
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Donde;

[E] = Concentracién de enzima.
[S] = Concentracién de sustrato.
[ES] = Concentracién de complejo.

ks = Constante de reaccion.

Las condiciones iniciales que varian se presentan en la Tabla 3.1

k.(s™) kz(s™) Kn (mM)
5/3 10/3 5
50/3 100/3 50
100/3 200/3 100

Tabla 3.1.- Valores de K, y las constantes de reaccion (ks y kz) para el

estudio in sifico de la cinética enzimatica de MM.

En la tabla anterior se observa que el valor escogido para k: es el doble del
de k.;. Esta relacién se determiné con base en la propuesta de Berry (2002), que
fue tomada en cuenta en el capitulo 2. Los valores de K, se tomaron de los
reportados por Lehninger (1993). Los valores escogidos representan un amplio

espacio de comportamiento.

Para cada valor de K, se realizaron varias simulaciones, con distintos

valores de ‘A’ cuyos valores son: 0, 0.13, 0.21, 0.29, 0.34 y 0.46 que corresponden

68



a los valores de dqo: 2, 1.73, 1.58, 1.48, 1.33 y 1.08 respectivamente. Observar que
estos ultimos valores de dimensidén espectral son cercanos a los observados en

las simulaciones reportadas en el capitulo anterior.

3.2 Resultados

3.2.1 Estudio de la sensibilidad del sistema frente a los valores de
h

A continuacion presentamos las cinéticas obtenidas cuando K, =5 mM, y h
toma diferentes valores (0, 0.34 y 0.46). Solo cuando A=0 se simula una cinética
enzimatica no fractal el cual nos sirve como referencia para comparar los demas
comportamientos. Recordar que h=0 es un sistema bien conexo, y h>0 representa

un sistema tortuoso.

En la Figura 3.1 se aprecia en conjunto, los comportamientos cinéticos

obtenidos para sustrato y complejo, con diferentes valores de A.
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Figura 3.1 Cinéticas del sustrato y complejo con diferentes valores de h (0, 0.34 y 0.46)
Yy Kp=5mM.

En la Figura 3.1 se aprecia como el complejo, solo al inicio, alcanza el
estado estacionario pero sélo durante un intervalo de tiempo muy corto. Donde
ademas; el consumo del sustrato (en el mismo intervalo de tiempo) no es
significativo. Continuando con la misma Figura, se observa que la concentracién
del complejo es variable aun cuando la concentracién del sustrato es
relativamente alta, inclusive cuando h=0. Las cinéticas se ven prolongadas cuando
h aumenta de valor numérico, en base a esto decimos que entre mas tortuoso sea

un medio de reaccion, las reacciones se prolongan por mas tiempo.

A continuaciéon presentamos la Figura 3.2, donde se aprecia la cinética de la
enzima libre y cuando forma parte del complejo. Al principio se nota el subito
consumo casi total (para valores de h # 0, medios fractales) de la enzima libre y
como consecuencia la formaciéon subita del complejo. Casi de inmediato la
concentracion de la enzima libre empieza a aumentar y la del complejo a

disminuir, ya sea en un medio no fractal o en medios fractales. Cuando el valor de
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h crece la cinética se prolonga, esto por tortuosidad del medio en donde se lleva a

cabo la reaccion.

0.1 -
_ 0.08 -
= Complejo
E ——h=0
€ 0.06 -
9 h=0.34
&
5 —h=0.46
c
$ 0.04 -
3]
c
5]
o
0.02 -
0 L T : - T T T T T
0.00 0.01 0.10 1.00 10.00  100.00 1000.00 10000.00
tiempo (s)

Figura 3.2 Cinéticas de la enzima (enzima libre) y la del complejo (enzima-sustrato)
con: diferentes valores de A (0, 0.34 y 0.46) y K, = 5 mM.
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3.2.2 Cinética enzimatica fractal, sensibilidad a K,

En las Figuras 3.3 y 3.4 se muestran las cinéticas para distintos valores de

Ky (50 v 100 mM), v con los mismos valores de h utilizados en la simulacién

anterior.
0.2 - 100
Sustrato
- 80
_ 015 -
= =
E -0 E
) )
%- 0.1 E
£ - 40 o
o =5
o o,
0.05 -
- 20
Complejo
0 T T T T T T r 0
0.00 0.01 0.10 1.00 10.00 100.00 1000.00 10000.00
tiempo (s)

Figura 3.3 Cinética del sustrato y del complejo, como resultado de reacciones
enzimaticas tipo MM en medios fractales realizadas in silico. El valor de K, para todas

las cinéticas aqui presentadas es de 50 mM vy los valores de h corresponden a: 0, 0.34
y 0.46.
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Figura 3.4 Cinética del sustrato v del complegjo, El valor de K, para todas las cinéticas
aqui presentadas es de 100 mM y los valores de £ son: 0, 0.34 y 0.46, estos

corresponden a cada curva (ya sea para el complejo o para el sustrato).

Comparando las dos Figuras anteriores a simple vista, se puede ver que el
consumo del sustrato (para un valor determinado de h) es relativamente igual.
Para una comparacién mas precisa, presentamos la Figura 3.5 la cual contiene la
cinética de reaccién del sustrato con diferente valor de K, y cada dos curvas con
el mismo valor de A. lo anterior permite apreciar que entre mayor valor de K, la
cinética es mas rapida, (esta afirmacién es valida cuando k> > k.4, c¢.f. condiciones

iniciales).
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Figura 3.5 Cinética del sustrato, con diferentes valores de h (0, 0.34 y 0.46) y sélo dos

valores de K, (las curvas punteadas corresponde a 100 mM y las curvas con lineas

continuas corresponden a 50 mM).

Los comportamientos cinéticos que acabamos de presentar permiten

sefalar las siguientes tendencias:

+

Dificilmente se justifica el establecimiento un estado estacionario por
parte del complejo.

Entre mayor es el valor de h (i.e. entre mas tortuosos el sistema,
independiente del valor de K,,;), mayor tiempo le lleva al sustrato en
consumirse, y por ende la existencia del complejo se ve prolongado.
Independientemente del valor de h, la concentracién del complejo es
variable durante casi o toda la reaccién.

La concentracién maxima alcanzada por el complejo es directamente
proporcicnal al valor de h.

Entre mayor sea el valor de K,; y el mismo valor de h, las reacciones

son mas rapidas.
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Para terminar hacemos las comparaciones de las cinéticas de la enzima
libre vy la que se encuentra formando parte de complejo; cuando K, es igual a50 y
100 mM (c.f. Figura 3.6 y 3.7). En ambas Figuras se hace notar la ausencia de un
estado estacionario en sistemas heterogéneos y en los sistemas homogéneos sélo
se establece por un corto tiempo. Esto debido a la tortuosidad del medio de

reaccion, ya que esto hace mas dificil la acumulacién del complejo.

0.1 A
Complejo
0.08 1
=
E
S 0.06 -
0 P——
)
s h=0.34
g 0.04 - e =00, 46
0
c
Q
< ]
0.02
Enzima
o - T T T T T "
0.00 0.01 0.10 1.00 10.00 100.00 1000.00
tiempo (s)

Figura 3.6 Cinética de la enzima y del complejo, El valor de K, para todas las cinéticas
aqui presentadas es de 50 mM, con diferentes valores de h (0, 0.34 y 0.46).
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Figura 3.7 Cinética de la enzima libre y en de complejo (enzima-sustrato) en un medioc
homogéneo (h=0) y en medios fractales (h igual a: 0.34 y 0.46), El valor de K= 100mM
para todas las curvas aqui presentadas.

Cuando el valor de K, es mayor, la reaccion se lleva a cabo en menor
tiempo. Puesto que el valor de ko, en nuestro caso particular, es directamente
proporcional al valor de K,,. tomando en cuenta, que entre mayor es el valor de ko,

el tiempo de consumo del sustrato es favorecido (¢.f ec. 1.1).

Entre mas tortucso es el medio, la reaccién se retarda alin mas. Parece ser
gue esto no se cumple al inicio de la reaccién, ya que los resultados obtenidos en
este capitulo muestran que la formacién del complejo es directamente
proporcional al valor de h. Lo anterior es debido a que la ecuacién 1.9 propuesta
de Kopelman (1988) por lo menos no es valida para tiempos menores a un

segundo (para nuestro caso).

Por ultimo, sefialamos que el complejo establece un estado estacionario en
un intervalo pequefio de tiempo (comparandolo con el tiempo total de la reaccion).
Por lo anterior decimos; que casi o todo el tiempo que se lleva a cabo la reaccién,

la concentracion del complejo es variable, sin importar el valor de K,; y de h.
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3.3 Discusion de resultados

En ninguno de los casos presentados donde HA#0 se observa el
establecimiento de un valor estacionario para la concentracion del complejo. Esto
se debe a que a través del valor de h se esta considerando un medio de reaccion
tortuoso y con mala agitacién, lo cual dificulta el transporte de las particulas,
haciendo cada vez mas dificil el encuentro entre los reactivos, esto hace que la
velocidad con la que se forma el complejo decaiga y el consumo total del sustrato
se ve afectado de tal forma que se requiere de un mayor tiempo para su
conversion total. Es por lo anterior que notamos que entre mayor es el valor de h,

mayor es el tiempo requerido para el consumo total del sustrato.

De igual manera se observé la presencia de enzima libre durante las
reacciones independientemente del valor de h. Lo cual implica la existencia de
enzima libre aun en reacciones con buen mezclado. Posiblemente esto se debe a
la recuperacion o regeneracion de las enzimas después de haber formado parte

del complejo.

El valor de la K;; no es suficiente para indicar si una reaccién enzimatica
evolucionara de forma rapida o no, ya que es necesario tomar en cuenta las
caracteristicas del medio. No basta decir que el medio es tortuoso, si no que tan

tortuoso es el medio, esto Ultimo es determinado por el valor de la d.

Como ya se sabe, las reacciones in vivo muy dificilmente se encuentran en
un sistema homogéneo implicando una muy buena agitacién. Por ello es
importante tomar en cuenta la tortuosidad del medio de la reaccién para una

buena modelacion de los comportamientos cinéticos.
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CONCLUSION

Las reacciones enzimaticas ocurren en medios en el seno de medios
tortuosos y mal agitados, es por ello que su estudio debe de incluir las dificultades
de transporte inherentes a los sistemas vivientes, por ejemplo al través de un
modelo de cinética fractal De esta manera se comprenderan mejor los
comportamientos cinéticos de sistemas enzimaticos y las reacciones seran mejor

aproximadas.

El complejo enzima-sustrato no presenta un estado estacionario durante
reacciones enzimaticas sobre todo en aquellas que evolucionan en medios
tortuosos. Los medios de reaccion pueden presentar diferentes niveles de

tortuosidad que pueden complicar y a la vez retardar el consumo del sustrato.

Las reacciones aqui simuladas por el método determinista y por el método
estocastico, coinciden en la dificultad de un estado estacionario para el complejo
en reacciones enzimaticas. Esta dificultad siendo mayor en la medida que el
medio es mas tortuoso. De igual manera coinciden en la presencia de enzima libre

durante las reacciones independientemente de la concentracion de sustrato.

No solo los valores de K, determinan si una reaccién enzimatica sera
rapida o lenta. Si no que es necesario tomar en cuenta el nivel de torfucsidad del

medio en el que se desarrolla, el cual se puede determinar mediante el valor de ds.

~]
oo



PERSPECTIVAS

+ Este trabajo se puede ampliar y a la vez mejorar si pone mas
atencién en los medios tortuosos en los que se desarrollan las
reacciones en general, ya sea realizando simulaciones por el método
determinista o estocastico, o ambos.

+ Se tendria un gran beneficio si se realizan simulaciones de
reacciones enzimaticas cuyas condiciones iniciales sean muy
semejantes a las de un experimento in vivo con el fin de comparar,
mejorar y aumentar la confiabilidad de las reacciones simuladas in
silico.

4+ Realizar simulaciones estocasticas con un mayor numero de

particulas, y un mayor poder de cémputo.
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LISTA DE SIMBOLOS

ATP Adenosin Trifosfato

d Dimension euclidea.

ds Dimensién fractal

ds Dimension espectral

dy Dimensidn fractal del caminante aleatorio

E Enzima

ES Complejo enzima-sustrato

Km Constante de reaccién de Michaelis and Menten

ki, koy k4  Constantes de velocidad de las reacciénes descritas para la

ecuacién de Michaelis y Menten

MDSE Modelo dual de sitios y enlaces

MM Michaelis and Menten

r Distancia recorrida por el caminante aleatorio.
S Sustrato

t tiempo

u.r. Unidades de red
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