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Capitulo 1

1.1. La controversia de A-M

La controversia de Abraham-Minkowski (A-M) surgié muy poco después del nacimiento de la teoria de
la relatividad especial, cuando se buscé la generalizacion explicitamente covariante de las ecuaciones de

Maxwell en un medio material en movimiento.

Esta controversia ha permanecido hasta nuestros dias y es un claro ejemplo de los problemas
conceptuales que aln existen en las teorias clasicas bien establecidas. Nuestro objetivo, en este
capitulo, es presentar el origen de la controversia. Dada la confusion imperante hasta hoy (Weilong et al,
2008, procuramos ser muy explicitos en argumentos y deducciones con el proposito de evitar, en lo

posible, hipétesis implicitas que son, en buena medida, la raiz del problema.

La controversia de A-M surgi6 con la formulacién explicitamente covariante de la ecuacion de balance

de energia-momento-esfuerzos en la electrodinamica de medios continuos elaborada por Minkowski

1 L
C

o, =0, = {(0'F )6, -6, F 7).

Esta formulacion involucra una densidad de momento

1
= DxB
9w = arc

y un tensor no simétrico; como consecuencia de esto Ultimo, el momento angular no se conserva. Esto
causo, y sigue causando hasta el dia de hoy, gran malestar y confusién, lo que condujo a la elaboracion
de otra formulacion diferente, propuesta por Abraham, que involucra un tensor simétrico; la densidad de

momento, en este caso, es

1
=" ExH
9= arc

e implica una nueva contribucioén a la densidad de fuerza, que es conocida como la densidad de fuerza
de Abraham. Se origing, entonces, la pregunta: ¢(Cuél es la densidad de momento del campo
electromagnético correcta? Para dar respuesta a esta interrogante, se busc6é medir la nueva contribucion
a la densidad de fuerza, y hay quienes manifiestan que lo han hecho; la pregunta persiste porque hay
quienes también afirman tener pruebas de que la densidad de momento es la propuesta por Minkowski.
En la centenaria discusidon sobre este problema, han participado célebres cientificos con una notable

cantidad de experimentos reales o pensados para apoyar una u otra propuesta; ademas, existen dos

8



Capitulo 1

factores importantes como el deseo constante de entender un problema fundamental y el placer asociado
con ello, asi como también la creencia de que un experimento decidira la controversia. Sin embargo,
surgieron y contindan surgiendo resultados en ambas direcciones. Ciertamente, estamos ante un
problema conceptual; lo que necesitamos es entenderlo y desenmarafiar su entorno para entender

también como se ha formado semejante confusion.

En estos poco mas de 100 afios de controversia, se ha producido una cantidad enorme de trabajos
que la discuten; es practicamente imposible considerar una revision bibliografica, pero el reciente trabajo
de Weilong (Weilong et al, 2008 exhibe cémo, hasta el dia de hoy, se mantiene el interés en el problema.
Como ejemplo de la confusién reinante, podemos considerar algunos pocos ejemplos de los diferentes

puntos de vista con apoyo, teérico o experimental;

. de quienes apoyan la propuesta de Abraham: Stratton [194]], Pauli [1958 (después cambi6 de
opinién), Gordon [1973, Walker y Lahoz [1979, Jones [1978, Lai [198(, Landau [1984, Weilong et
al [2009

. de quienes apoyan la propuesta de Minkowski: Jones y Richards [1954, Pauli (Pauli, 1958 nota al
pie en p. 216), Jones y Leslie [1979, Gibson et al [1979, Johnson et al [1984, Campbell et al
[2009, Mansuripur [2009

. de quienes apoyan a ambas propuestas: Loudon et al [2003 y Leonhardt [2009 y

. de quienes no apoyan alguna de las propuestas: Haus [1969, Burt y Peierls [1973, Peierls [1974,
Nelson [199]], Mansuripur [2007

¢ Realmente se puede exigir que el tensor involucrado en la ecuacién de balance sea simétrico?,
¢, Qué sustento tienen las formulaciones en pugna?, ¢Realmente una propuesta descalifica a la otra? El
proposito fundamental de este trabajo es, por un lado, dar respuesta a estas interrogantes y, por otro,
entender por qué ha persistido la controversia; como veremos aqui, mas que resolverla, demostrando o
refutando contundentemente una de las propuestas, lo que se requiere es disolverla mediante el analisis

del origen de la confusion y mostrar la utilidad de las diferentes propuestas.

Nuestro trabajo esta enfocado en entender los problemas conceptuales alrededor de la controversia
dentro del marco general de la Teoria Electromagnética. Nuestras discusiones y aportaciones estan

incluidas en el presente y en los proximos cuatro capitulos.




Capitulo 1

En el presente Capitulo, presentamos y discutimos la ecuacién de balance de energia-momento-
esfuerzos en forma covariante. A diferencia del usual, el método que usamos no parte de la fuerza de
Lorentz, sino de las ecuaciones de Maxwell en medios materiales, donde evitamos la separacion de los
campos en propios y externos. La ecuacion de balance obtenida nos permite, ademas, analizar los

origenes de la controversia de A-M.

En el Capitulo 2, presentamos las deducciones usuales no covariantes de las ecuaciones de balance
de energia y de momento; también lo hacemos mediante un método alternativo al usado en el Capitulo 1
gue nos permite analizar, por un lado, los errores comunes que se comenten en las deducciones usuales
y, por otro, las objeciones de Robinson [197] a tal procedimiento presentado. Las objeciones a dicho
procedimiento se basan en considerar a la ecuacién de balance de momento como una mera identidad
matematica como lo presentamos en la seccién (2.4); cuestionamos dichas objeciones. Por ultimo,
analizamos la deduccién de la expresion para la densidad de fuerza de Helmholtz, ampliamente
aceptada, incluso por Robinson [1975; mostramos cémo surge, naturalmente, de la ecuacion de balance

de momento previamente obtenida.

En el Capitulo 3, analizamos dos modelos simples; el de Lai [1980, que apoya la propuesta de
Abraham y el de Johnson, Cragin y Hodges [1994, que apoya la propuesta de Minkowski alimentando asi
la controversia. Nuestro propésito es analizar ambos modelos, que consideran sélo medios dieléctricos,
para lo cual hacemos el balance de momento que omiti6 Johnson et al [1994 y demostramos que
conduce a las mismas conclusiones que el de Lai [1980 ¢Por qué continuar? Como veremos en este
Capitulo, hay aspectos no considerados por estos autores; analizamos ambos modelos con medios
magnéticos y podemos establecer la utilidad de la propuesta de Minkowski y las limitaciones de la

propuesta de Abraham y con esto sefialamos claramente parte de las raices del problema.

En el Capitulo 4, nuestro propdsito es analizar qué nos puede ofrecer una visiébn microscoépica del
problema; no debemos perder de vista que la controversia esta intimamente ligada con la expresion para
la densidad de fuerza en medios materiales. Un camino para aclarar el problema es determinar cual es la
densidad de fuerza en un medio material cuando se somete a la accion de campos que dependen del
tiempo, mediante los modelos de Gordon [1973 y de Lai et al [1983. En este analisis no consideramos

campos magnéticos.

Llevamos a cabo la deduccién microscopica de la densidad de fuerza para campos magnéticos,
analoga a la obtenida por Lai et al [1983. Deseamos ver si el andlisis de ambas deducciones para la
densidad de fuerza eléctrica y magnética nos conduce a las densidades de fuerza y de momento
propuestas por Abraham, por lo que pretendemos establecer las limitaciones y la generalidad de la
ecuacion de Helmholtz. Si en modelos experimentales con campos magnéticos en el rango de

frecuencias 6pticas, como el analizado por Lai et al [1982, no podemos establecer la necesidad del
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Capitulo 1

campo H, los resultados no pueden ser de pleno apoyo para la propuesta de Abraham, lo cual suele

pasarse por alto.

Finalmente, en el Capitulo 5, presentamos las conclusiones de nuestro estudio y también proponemos

perspectivas para continuar con la linea de investigacion que hemos iniciado en el presente trabajo.

1.2. Ecuacién de balance de energia-momento-esfuerz  os explicitamente

covariante

A continuacion, presentamos una deduccion de la ecuacién de balance, explicitamente covariante,
libre de contradicciones, gracias a que realizamos la distinciébn entre campos propios y campos

externos .

Es directo establecer que las ecuaciones de Maxwell en un medio material pueden expresarse como

9.G =4:Jﬂ. (1.1)

Es conveniente mencionar que usaremos las convenciones del texto de Jackson [1975; g"” es el tensor

métrico con signatura — 2 Gaﬁ es el tensor de campo electromagnético formado por los campos Dy H,
1 g p -
(Dl- = Go;, H' = _Eel]kGfk)’ andlogo al tensor de campo electromagnético F*f formado por los

campos Ey B, (E‘ =F9 B, =- Eelijfk) . J” es el cuadrivector de corriente.

Las ecuaciones homogéneas mantienen la misma forma

9,5% =0, (1.2)
donde §% es el tensor dual definido por
af — 1 apAé .
g - E |:| F,]g ’ (1'3)

el problema inmediato es establecer cudl es la ecuacion de balance de energia-momento-esfuerzos. Si

partimos de las ecuaciones (1.1) y (1.2), podemos realizar la deduccion directamente; puesto que tal
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Capitulo 1

deduccién no es tan usual como la correspondiente para el vacio, vamos a mostrarla con detalle para

apreciarla.

Es necesario aclarar, desde ahora, las deficiencias del camino usual para saber qué errores se
cometen. Se suele partir de la ecuacién para la densidad de fuerza de Lorentz, que involucra campos

externos , esto es

1

Fr=" Foi J5 (1.4)

y sustituir a la cuadricorriente, Jﬁ, por su expresion, en términos de los campos, dada por la ecuacion de
Maxwell inhomogenea (1.1) y usar luego, en el proceso, las ecuaciones de Maxwell homogéneas.
Evidentemente, en las ecuaciones de Maxwell estan los campos totales , es decir, soluciones
homogéneas, campos externos y soluciones inhomogéneas dependientes de J y p , campos propios ;
distincién crucial en reaccion de radiacién. Discutimos este procedimiento con mas detalle en el Capitulo
2.

No partimos de la densidad de fuerza de Lorentz para evitar la separacion de los campos propios Yy

externos .

Iniciamos escribiendo las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas en un medio material como

0°G, :T‘Jﬁ (1.5)
y si la multiplicamos por F Y/, tenemos que
4C"|=Vﬁ3ﬂ =FY0°G,, . (1.6)
Luego reescribimos el miembro derecho como

F¥0°G,, =9°(F“G,,)-(0°F*)c,, (1.7)

y si, ademas, consideramos el resultado del apéndice A

F*)c,, = tF*)c

af — 2 aB 1 (18)

12



Capitulo 1

podemos expresar la Ec. (1.6) como

Por otra parte, podemos escribir

JF)e, =0 F 0, ) ,0F)e, -, e, . (o)

con lo cual transformamos la Ec. (1.9) en

ﬂTFVBJﬁ = {aa(GaﬁFw)_iav(GaﬁFaB)}-'-

c
_i{(aVF"ﬂ )G, - (0"G,, JF*}. (1.11)
Si ahora usamos
0% =0,9" (1.12)
y
0" =0,9" (1.13)

donde, como es usual, “" es el tensor de métrica, expresamos la ecuacion de balance deseada como

S YT}
—127T{(6VF””)GH[, ~(0vc,, )F} (1.14)

o)
i'FV'BJﬁ =9, T —16172{(0VFC'/‘)GC,,, ~(0*c,, F}, (1.15)

13



Capitulo 1

donde T/" esta dado por

1 1
T/ =—19*G_,F¥ -=g"'G_,F?¥
M 4ﬂ{9 B 29 G } (1.16)

y es el tensor de esfuerzos propuesto por Minkowski.

Hay varios puntos importantes que debemos notar; en primer lugar, que a pesar de lo que parece, el
miembro izquierdo de la ecuacion (1.15 no es, exactamente, la cuadrifuerza de Lorentz. Podemos
apreciar este aspecto importante y controversial, aunque poco discutido en la literatura, si fijamos nuestra
atencion en los campos involucrados en el miembro izquierdo de las componentes de la ecuacién de

balance (1.15. Escribimos la componente temporal como

iFOVJV =9,T®+9, T (1.17a)
0 vectorialmente
E.3=240.C ExH), (1.17b)
ot 47T

que parece la ecuacion de balance de energia o teorema de Poynting, y la componente espacial como

Fred, =07 +0,7 -2 {'F s, - G, JF '} (1.18a)
o vectorialmente
pE+13xB =16(D><B)+1D~{DE+BH —1(D-E+B.H)|}+
c 4jrc ot ar 2
—817T{D.(DE)-E.(DD)+B.(DH)—H. (OB}, (1.18b)

gue también parece la ecuacion usual de balance de momento en medios materiales.
Debemos interpretar, como hemos insistido, los campos que aparecen en los miembros izquierdos de
las ecuaciones vectoriales (1.17) y (1.18. No son, como en la densidad de fuerza de Lorentz y el teorema

de Poynting usual, los campos externos relacionados con las cargas y corrientes fuera de la region de
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Capitulo 1

interés; son los campos totales , esto es, los externos mas los campos que producen las cargas y
corrientes dentro de tal regién asociados con las densidades de carga y de corriente que aparecen en las
ecuaciones de Maxwell. Esto es claro desde el punto de inicio de la deduccion, por lo que las ecuaciones
(.17 y (1.18 no son las usuales; discutiremos este punto en el préximo capitulo. Los resultados
obtenidos también toman la misma forma que en el vacio. Debemos notar también que el término entre

corchetes de (1.18 se anula si £ y p son constantes (si el medio es isotropico, homogéneo y no

dispersivo) y puede considerarse como parte de la densidad de fuerza en medios.

El punto que nos interesa resaltar es que el tensor de Minkowski no es simétrico; de hecho

n n 1 n
T =gl = (0xB) (1.19)

To = i ExH)" . (1.20)

Para Abraham, esto hace que esta formulacion sea inaceptable y para comprender el por qué de su
malestar con la no simetria del tensor T %, veamos las implicaciones que esto tiene en la conservacion
del momento angular. Consideremos lo siguiente: La densidad de momento angular del campo

electromagnético se define como
l=xxg, (1.21)
cuya generalizacion covariante estd dada en términos del tensor de tercer rango
M@ =TByr —TW¥xF ; (122)
si se satisface la conservacién del momento angular, debe cumplirse

oM
—=0. 1.23
0x“ ( )

De las ecuaciones (1.22 y (1.23, tenemos
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Capitulo 1

as OX” | o™ xV—T"Vﬁ_aTW s

T =0
ox’  ox* ox? ox“
ap ay
TPo) + AN -Tvf SUARGNEIN
ox” ox”
aT? T
TZ + X/ =TH - x? =0
%7 ax7 (1.24)
y como hemos supuesto
T 0
=0, 1.2
v (1.25)
resulta que la Gnica manera en que se satisface (1.24) es que el tensor T# sea simétrico
TF =T/, (1.26)

Segun Abraham y sus seguidores, se requiere entonces que el tensor de esfuerzos sea simétrico v,
ademds, que la densidad de momento electromagnético, para medios isotrépicos, homogéneos y no
dispersivos, esté dada por

n n n 1 n
T =T :gg’:a(ExH) . (1.27)

Para lograr esto, él propone un tensor de energia-momento-esfuerzos del tipo
TH ST (1.28)

\2

. U . . . . .
y considerando que Y =——, donde U" es el cuadrivector de velocidad del medio o sistema, se tiene
C

v = (eu1B"B,F, B0 B 6 va ) (1.29)

Podemos escribir esta ecuacién y entenderla mejor si usamos los cuadrivectores F# y G* (ver

Apéndice B) que definimos como
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FYB,=F* (1.30)
y
G"B, =G* ; (1.32)
escribimos la Ec. (1.29 como
t = 41(5ﬂ ~1) 04" B,B,F,8" (1.32)
T
donde &' es el dualde G', estoes
§'=8"p, . (1.33)

De esta manera, [Hap? ﬂﬂ,[)’A Fag" conduce al término E x H. Si denotamos al sistema propio por el

subindice (O),tenemos
Oon — 1 n.
{6 =, (Eu-YExH)"; (1.34)

de esta manera, si el medio es homogéneo e isotrépico, se anula el término entre corchetes de (1.18 y

obtenemos la ecuacion para la densidad de fuerza
fY=0,T/. (1.35)

Se suele definir, ademas,

fa

-0, t"", (1.36)

que en el sistema propio resulta
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1 9
=~ (eu-1)-(ExH
o EH )2 (ExH)

= (e y-1)%9n
_(g,u 1) a (2.37)

gue se conoce como densidad de fuerza de Abraham, donde hemos expresado a la fuerza de Lorentz por
f,_. Es un nuevo término en la densidad de fuerza y su relevancia radica en que muestra claramente la

consecuencia de la postura de Abraham acerca de la expresion para el tensor de esfuerzos y da origen a
la casi centenaria controversia de A-M. De hecho, esto muestra un aspecto de otro problema, la
inexistencia de una expresiéon para la densidad de fuerza, en la teoria electromagnética de medios
continuos, de aceptacién general. Algunos autores han tratado de resolver la controversia de A-M
midiendo tal densidad de fuerza con algunos dispositivos simples y con ello resolver la controversia a
favor de Abraham. Los trabajos tedricos y experimentales que siguen apareciendo muestran,

inequivocamente, que no basta con medir la densidad de fuerza de Abraham.

La controversia se inicia con la pregunta: ¢Debe ser o no simétrico el tensor de energia-momento-
esfuerzos?, pero usualmente se plantea como: ¢Cual es la expresion correcta para la densidad de
momento del campo electromagnético? (una muestra de los diferentes puntos de vista alrededor de la
controversia pueden verse en la pagina 2 y en las referencias citadas por esos autores) Desde nuestro
punto de vista, estas preguntas no son equivalentes. La segunda es legitima, incluso en la formulacion de
Minkowski con su tensor no simétrico. El propoésito de los siguientes capitulos es responder a las

preguntas anteriores.

Como veremos a lo largo del trabajo, el problema es conceptual y reside en entender e interpretar las

ecuaciones de balance en el marco general de la teoria electromagnética (Lépez-Marifio y Jiménez, 2004
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Las ecuaciones de balance de energiay de
momento en la electrodinamica de medios

continuos no dispersivos
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Dado el interés en los aspectos conceptuales de la teoria electromagnética, pero sobre todo para
facilitar la argumentacion que refute las criticas hechas por Robinson [1975, reconocida autoridad en el
tema, que descalifican el tipo de deduccién de las ecuaciones de balance presentadas en el capitulo
anterior, es conveniente que ampliemos la discusion sobre tal deduccion; en este Capitulo, lo hacemos
con la ecuacion de balance de energia y extendemos los argumentos, directamente, a la ecuacion de

balance de momento.

En relacién con la ecuacion de balance de energia, podria pensarse que un teorema tan conocido y
aceptado como el de Poynting no podria tener dificultades en su interpretacién; sin embargo, basta con
mencionar dos aspectos (Campos y Jiménez 1992 para darnos cuenta que esto no es asi: el primero lo
podemos notar si agregamos al vector de Poynting S un vector arbitrario sin divergencia, pues la Ec.
(1.171 se sigue satisfaciendo; el segundo aspecto, que ya hemos mencionado en el Capitulo 1, es el de

la interpretacién de los campos involucrados en las ecuaciones de balance.

2.1. Deduccién usual de las ecuaciones de balance d e energia y

momento

2.1.1. Elbalance de energia

En el libro de Jackson [1975, se encuentra el arquetipo de deduccion de las ecuaciones de balance de
energia y de momento mas conocido; aunque diversos autores lo reproducen (Stratton 1941, Panofsky y
Phillips 1962 Landau y Lifshitz 1984) sélo citaremos a Jackson [1975 por facilidad. Nuestro propésito es
precisar lo dicho en el Capitulo 1 sobre la deduccidn de las ecuaciones de balance. Para el caso del
teorema de Poynting, parte de la suma de los trabajos realizados, en la unidad de tiempo y en un

volumen finito VV | por los campos externos E y B sobre las cargas y corrientes:

“Para una carga, el trabajo realizado, por unidad de tiempo, por los campos externos E y B es...”.

Jackson [1979, al igual que otros autores, no distinguen los campos externos de los campos totales en

la notacién; aqui lo hacemos para sefalar las fallas y el procedimiento es el siguiente: Si E es la energia

dE
a=—jpEext-vd3x (2.1)

ysi J = OV, puede reescribir (2.1) como
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dE
i R (2.2)

luego, hace uso de la ecuacion de Ampere-Maxwell en la expresion anterior para eliminar J en términos

de los campos

J=;°(Dx5m+ia§ﬁ] (2.3)
T

y por esta razén es que estos son campos totales , pero Jackson [1975, como ya lo mencionamos, no lo

sefiala; por lo tanto, escribimos el miembro derecho de (2.2) como

ext

c 10E
-1J.E_, d®x =—||OxB,, +-—° [.E_, d*x. 2.4
[3-Ee MJ[ wt atj (2.4)

De aqui, no se puede avanzar a menos que se haga caso omiso de la distincién entre campos
externos y campos totales, tal como lo hace Jackson [1979 para poder reescribirla, usando la ley de

Faraday, como

—jJ.Ed3x:ij CD-(EXB)+E-6—E+B-6—B d3x; (2.5)
4 ot ot
supone que el volumen V es arbitrario y obtiene
ou
—+0.5S=-J.E, 2.6
ot (2.6)
donde
u= 1t (E? +B2)
8mr

es la densidad de energia electromagnética y

s=C"ExB
4
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es el vector de Poynting.

Es importante mencionar también que Jackson [1979, para discutir el miembro derecho de (2.6),
después de partir de ecuaciones microscépicas, habla mas tarde de la ley de Ohm, ley evidentemente

macroscopica. Sobre esto no abundaremos en este momento.

2.1.2. El balance de momento

Jackson [1974, en su libro, obtiene la ecuacion de balance de momento en el vacio siguiendo un
procedimiento completamente analogo al del balance de energia. Para facilitar nuestras discusiones
posteriores, a continuacion detallamos la deduccién de la ecuacién de balance de momento, tal como lo

hace Jackson [1975] y sin olvidar su afirmacion previa:
"La conservacion del momento lineal puede ser considerada similarmente”.

Parte de la fuerza total sobre una particula cargada debida a campos externos ; a diferencia de Jackson

[1979, nosotros sefialamos esto mediante el uso de subindices,
Y
F=f, (Bt p¥xB, | @)

y si la suma de los momentos de todas las particulas en el volumen V es P la segunda ley de

mec’

Newton establece que

dP.... J
T :Iv(pEext+CxBextjd3X (28)

y tal como lo hizo en la deduccién del teorema de Poynting, usa las ecuaciones de Maxwell para eliminar

p Y J;no se debe olvidar que en este caso los campos involucrados son, evidentemente, los totales,

1
p:ZTD'Etot ’ (2-9)

J ::(stwt —ia';tmtj. (2.10)
T

Ahora con las Ecs. (2.9 y (2.10), escribe el integrando de la Ec. (2.8) como
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OE
pEext +i‘J >(Bext = ;T|:Eext(|:| ° Etot)+}Bext x&

c ot _Bextx(Dthot):| (2'11)

y como puede verse, para continuar es necesario hacer caso omiso de la distincién entre campos

externos y totales , tal como lo hizo Jackson [1979 en el caso del balance de energia. Luego escribe

OE _ 0 0B

= — 2.12
B o = ot EXBIYEXG (212)
y suma
B(0.B)=0 (2.13)
en el lado derecho de (2.1]) y obtiene
pE+1ixB =L [E(M-E)+B(0-B)-Ex(OxE)-Bx([0xB)-—1_ 2 (ExB). (2.14)
(o iyrg 4rrc ot
Por lo tanto, puede escribir la derivada, respecto al tiempo, del momento como
deec +E 1 ( B)dsx
dt  dt/vdmc
:41jV[E(D E)-Ex(0xE)+B(J.B)-Bx(0xB)]d®x. (2.15)
7

Luego Jackson [197] dice:

“Podemos identificar tentativamente la integral en el lado izquierdo como el momento total del campo

electromagnético P ., en el volumen V

1
campo = 4”(:.[\/ (EXB)d3X (216)
y su densidad como
1
=——(ExB)". 2.17
9=, (ExB) (217)
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A partir de aqui, sorprendentemente, Jackson [1975 parece renunciar al célculo vectorial y usa
coordenadas cartesianas denotadas por X,,a =1, 2,3 y escribe la componente a =1 del primer

término del lado derecho de (2.15 como

[E(0-E)-Ex(0xE)],

E, aElJraEeraE3 _E, 0E, OE +E, OE, O0E,
0x, 0X, 0X, 0%, 0X, 0X; 0X

_ 0 gy, 0 A N O
= o BV o BB+ (B, (B e el

y, en general, para la componente & escribe

[E(D-E)-Ex(OxE)], =§&(EHE,B—;E-E5M]; (2.18)

para el campo magnético se cumple una ecuacion analoga

[B(O.B)-Bx(0xB)], =Za[BaBﬁ—lB-BJUBJ. (2.19)
70X, 2
Con esto, reescribe la Ec. (2.15 como
d 0
~P._+P = — T dBx 2.20
dt( mec campo)a Zﬁ:J‘V a Xﬂ Hﬂ ( )
o aplicando el teorema de divergencia como la integral de volumen
d _
dt(P‘“e°+ Peanpa), = §S§Taﬁnﬂ da, (2.21)
donde
T,=1|EE +BB—1(E E+B.B)J, (2.22)
aB _ZT o= o Pp E ¢ ¢ af :
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es el tensor de esfuerzos yn es el vector normal a la superficie cerrada.

Como vemos, el procedimiento que sigue Jackson [1979 para el caso de la obtencién del balance de
momento para cargas en el vacio es analogo al del balance de energia. Lamentablemente, el caso de la
ecuacion en medios materiales no lo discute en detalle; para realizar la deduccién siguiendo este
procedimiento, se requeriria de una expresion para la densidad de fuerza en medios materiales, lo cual

es ya un punto espinoso; sin embargo, sefiala:

"En medios macroscépicos, debe tenerse cuidado extremo al definir la densidad de energia

electromagnética

1

u="—(E-D+B-H),
8mr
flujo de energia
s=C (ExH),
47T
flujo de momento
1
=——(DxB),
9=, (DxB)
y tensor de esfuerzos, en notacién de diadas,
7=2lep+HB -LE.D+B-H)I|,
4T 2

puesto que lo que se considera electromagnético y mecéanico es, en cierta medida, arbitrario”.

Después, menciona los resultados obtenidos antes por otros autores, pero sin detenerse en la
deduccién y analisis mas extenso de la ecuaciéon de balance de momento. Como podemos ver, alun en
temas tan conocidos como las ecuaciones de balance que aparecen en los libros de texto hay problemas

conceptuales.
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2.2. Deduccion alternativa de las ecuaciones de bal ance
2.2.1. Balance de energia

Algunas de las dificultades que aparecen en la deduccién de las ecuaciones de balance se pueden
evitar si en lugar de partir de la densidad de fuerza de Lorentz se parte directamente de las Ecs. de

Maxwell, tal y como se hizo en el Capitulo 1. Veamos cémo y analicemos el método. Lo hacemos, en este

caso, para medios materiales y asi facilitar la comparacion con lo establecido en el Capitulo 1.

A las ecuaciones de Maxwell que involucran a las derivadas parciales respecto del tiempo,

10B
OxE=-=2""7 .
c ot (2.23)
y
OxH=415,190 (2.24)
c c ot

las multiplicamos escalarmente, por H la primera ecuacién y por - E, la segunda. Lo que obtenemos
después de sumarlas es

H.OxE-E.OxH=-73.e-(n. 9B ,g. 9] (2.25)
c c ot ot
gue podemos reescribir como
S ExH)+ (1. B g Py, (2.26)
ar i ot ot

Este es, precisamente, el camino seguido en el Capitulo 1. Es importante notar, que a diferencia de la
deduccién propuesta por Jackson [1975, no hay problema ahora con la distincibn entre campos
externos y campos totales , puesto que hemos usado, consistentemente, los campos totales ; esto es,
el campo E en el lado derecho de (2.26) es el campo total igual que en el Capitulo 1, discutido también
por otros autores (Campos y Jiménez 1992, y no el campo externo como lo sefiala Jackson [1979. La

deduccién es inobjetable; sin embargo, existen problemas de interpretacion.
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En este momento, podemos sentirnos tentados a efectuar el paso que parece obligado, el anélogo al

gue se hace cuando se analiza el problema en el vacio

ob 1 6(
ot 2 0t

E.D), (2.27)

gue solo es posible si el medio es no dispersivo (suponemos que las propiedades del medio no dependen
del tiempo). Podemos, por tanto, afirmar que la Ec. (2.26) es la ecuacién de balance deseada y que de

ella se obtienen los resultados conocidos, ya sea en el vacio o en medios no dispersivos.

2.2.2. Balance de momento

Ahora, vamos a deducir la ecuacién de balance de momento procediendo de manera analoga a como
lo hicimos con el balance de energia y a identificar la densidad de fuerza en un medio material (como
veremos, hay varias expresiones para ella). Partimos de las ecuaciones de Maxwell (Jiménez y Campos
1995)

0.D=4p, (2.28)

0.B=0, (2.29)

Oxg=-19% , (2.30)
c ot

OxH=4734100 (2.31)
C c ot

La deduccion no covariante que presentamos aqui es directa y contrasta con los trucos en las
deducciones usuales. Si multiplicamos por E a (2.28), por H a (2.29, luego multiplicamos vectorialmente
por la derecha, a (2.30 por D y a (2.3) por B, y finalmente sumamos y reacomodamos términos,

obtenemos

1 10 _ J
E[E (D-D)—DX(DXE)+H(D-B)—BX(DXH)]—RE(DXB)—pE+E B (2.32)

Con el propdsito de presentar la ecuacion anterior como una ecuacién de balance, es necesario que
reescribamos los primeros cuatro términos del miembro izquierdo de la ecuacién anterior, por lo que es

conveniente definir

E(0.D)-Dx(OxE)=T, (2.33)
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H(O.B)-Bx(OxH)=T,. (2.34)

Para reescribir a T,, usamos las siguientes identidades vectoriales

g. (uv) v([] u) (u D)v, (2.35)
Ou-v)=(u-0)v+(v-O)u+ux(@xv)+vx(@dxu), (2.36)
ux(@xv)=(av)-u-(u-0)v; (2.37)

si usamos las Ecs. (2.36y (2.3 conu =D, v = E, tenemos que

T, :E(D.D)—;DX(DXE)—;DX(D ><E)

—;D(D-E)+
+=[0.-D)E+(E-O)D+Ex(OxD)]+

—5[(DE)- D-(D- D)E]. (2.38)

Luego, si reagrupamos y usamos (2.37) con u = E, v = D, obtenemos

T, :E(D-D)—;D(D~E)+;(D- D)E+;(DD)-E-;(DE)-D+;(D- 0)E
=g(0.D)+(D- D) —;D(D-E)+;[E.(DD)—D.(DE)]; (2.39)

por Ultimo, utilizamos la Ec. (2.35, después agrupamos y obtenemos
1 1
T,=0.|DE- D-El +E[E-(DD)—D.(DE)], (2.40)

que es el resultado deseado. Analogamente, encontramos
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T2:D.(BH—;B.H|]+;[H.(DB)—B-(DH)]. (2.41)

Con las expresiones que obtuvimos para T1 y T2, transformamos la Ec. (2.32 en

1D.{DE+BH—1(D.E+B.H) |}—16(D><B)+
Vibrg 2 4jrc ot
+81{E- (OD)-D. (OE)+H- (OB)-B. (OH)} +
T
- pE+xB (2.42)
c
gue es la ecuacién deseada; podemos escribirla como
0
0.7T- gtM =f (2.43)
donde
du =iD><B (2.44)
4rmrc

es la densidad de momento del campo electromagnético, el tensor de esfuerzos, expresado en notacion

de diadas, esta dado por

Tzl{DE+BH—1(D-E+B-H)I} (2.45)
arr 2
y la densidad de fuerza buscada es
fusoms = PE+ xB + (D (OE)-E- (OD)+B- (OH)-H- (0B}, (2.46)
C 71

gue llamaremos la densidad de fuerza de Maxwell.
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Es importante sefialar que las ecuaciones de balance de energia y de momento, (2.26 y (2.42,
respectivamente, coinciden con las Ecs. (1.17h y (1.18h obtenidas en el Capitulo 1 y ambas conducen a

las expresiones usuales en el vacio cuando E=Dy B =H.

En la expresion para la densidad de fuerza de Lorentz (integrando de Ec. (2.7)), los campos externos
son conocidos y actlan sobre densidades de carga y corriente a las cuales les suministran energia. Por
otro lado, en la densidad de fuerza que involucra a los campos totales , aparecen también los campos
propios , esto es, los producidos por la densidad de carga y corriente; es decir, estas fuentes no sélo
reciben energia de los campos externos , también la suministran al entorno modificando los campos

alrededor, y de paso, modificando la posicién y velocidad de las fuentes.

Es conveniente discutir el balance de momento angular; si bien es posible realizar el andlisis

explicitamente covariante, en la cual aparece el tensor de tercer rango de densidad de momento angular,
apy —TaByY T yB -
M =TX" =TYx”
la ecuacién con dos indices cero de dicha ecuacion de balance enfrenta algunos problemas conceptuales
que no discutiremos aqui; de hecho, para nuestra discusién en el préximo capitulo nos basta la

formulacién no covariante, por ello la presentamos a continuacion:

Para un medio homogéneo e isotrdpico, la ecuacion de balance (2.42) se reduce a

O 09 ¢ (2.47)
ox,  0dt

en este caso, es facil encontrar la ecuacion de balance de momento angular multiplicando vectorialmente

ambos miembros de la ecuacién anterior por X, asi

D X ﬂ = aat[Dmnk Xngk]+ |:|mnk Xn fk - (248)

mnk “*n aX|

Podemos simplificar el lado izquierdo de la ecuacion anterior si notamos que
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0 oT,
axi[['mnk XnTkI]:Dmnk O T+ Uik % T)(TI
ok T+ Ui X, %T): (2.49)

y consideramos, ademas, que el tensor T, es simétrico, ya que el primer término de la derecha se anula,

puesto que es el producto de un tensor antisimétrico con otro simétrico, por lo que podemos escribir

a‘;[mmnk % T |20, %, ‘?;k' (2.50)
Es conveniente definir el tensor
M Ui X0 Ty (2.51)
y con esto, reescribimos la Ec. (2.48 como
ag"x =2 P 9]+ Pl 3,1 (252)

Es importante notar que no concuerda el nimero de indices libres del miembro izquierdo con los del
miembro del derecho, puesto que, como es usual, representamos al tensor antisimétrico de segundo

rango que representa al producto cruz con un solo indice, como si fuera vector. Por ello, para evitar

confusiones con los indices, vamos a escribir M, en lugar de M ..

Si ahora integramos sobre el volumen interior de una superficie estacionaria y luego usamos el

teorema de Gauss, resulta
[daM,, :;J'd3x[Dmnk X0, ]+ [ X0 %, ] (2.53)

El dltimo término del lado derecho es la torca actuando sobre las cargas dentro del volumen y debe ser

igual a la derivada, en el tiempo, del momento mecanico; es decir,
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;deXmeC = [d*% 0 %, fy s (2.54)

el primer término del lado derecho lo podemos interpretar como la derivada, en el tiempo, del momento

angular del campo
d 3 campo _— d 3
—dtjd x| ——dtId X Ok XnOy - (2.55)

Ahora, podemos escribir la Ec. (2.53 como
[daL,, = a [ gmeo 417 (2.56)
dt

Para un sistema donde no hay flujo de momento angular, un sistema cerrado, tenemos que

0= ;joﬁx[l campo . mec] (2.57)

resultado que nos serd de gran utilidad mas adelante.

2.3. Critica de Robinson al procedimiento alternati  vo

Robinson es, sin lugar a duda, una autoridad en este campo y realiz6 una excelente revision del
problema en 1975 sin embargo, como veremos a continuacion, algunos de sus puntos de vista nos

parecen incorrectos.

Robinson [1979 sostiene que las ecuaciones de balance, como las hemos presentado en la seccion
anterior, son meramente identidades surgidas de las ecuaciones de Maxwell y por ello las descalifica.
Debemos mencionar que estas no son las Unicas expresiones que descalifica Robinson [1975; si se parte

de la densidad de fuerza

xB, (2.58)

total

fl = ptotal E +E‘]
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donde en un medio material

Protal = Plibre ~ b.p (259)

‘]total = ‘]Iibre + F.)+ CD X M ’ (260)

con ayuda de las ecuaciones de Maxwell puede obtenerse

(Iolibre _D' P)E-'-:L[‘]Iibre +I.D+ CDXMJXB +41§t(ExB)
1 1 1 e
:D.{M[EE—Z(E.E)HBB—Z(B.B)q}. (2.61)

Nuevamente, con ayuda de las ecuaciones de Maxwell puede obtenerse otra expresién para la fuerza

1 . . 1 0
oo Et—1J, H+PxH+ExM |+(P.-O)E+M.0)H+——|ExH
pllbre +C( Ilbre>< +PXR+EX j+( ) +( ) +4ITC6t( X )
1 1 1
=[. ED-—(E-E)I+HB—-—=H-H)l|}; 2.62
{M[ , (E-E)i+HB - )}} (2.62)

aunque Robinson [1979 no es claro en su punto de partida, podemos inferir que parte de
_ 1
f2 = Pie E+ E‘]Iibre xB+(P-D)E. (2.63)

Segun Robinson [1974, para obtener la ecuacion de balance de momento debe partirse de una
expresion para la energia libre del sistema, y con ella deducir la expresién para la densidad de fuerza, tal
y como se hace con la densidad de fuerza de Helmholtz', luego con la ayuda de las ecuaciones de
Maxwell deducir la ecuacion de balance deseada. Insiste, enfaticamente, que las deducciones como la
presentada en el Capitulo 1, la seccion 2.3 anterior y las Ecs. (2.61), (2.62 carecen de significado fisico

por ser meramente identidades.

! Es la densidad de fuerza que discutiremos emlaesite seccion.
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Para facilitar la discusibn es conveniente tener presente el procedimiento que se sigue para la

deduccién de la densidad de fuerza de Helmholtz; ese es el objetivo de la préxima seccion

2.4. Ladensidad de fuerza de Helmholtz

Con respecto al balance de momento, frecuentemente, se propone como la densidad de fuerza
electromagnética, en un medio material sometido a campos estaticos, la expresion de Helmholtz (Stratton
1941, Panofsky y Phillips 1955 Robinson 1975 Landau y Lifshitz 1984); sin embargo, esta propuesta
aparece como algo totalmente ajeno o con una relacibn muy oscura con la ecuacion de balance de
momento. Por ahora, s6lo discutiremos el caso eléctrico y es muy importante sefialar que el analisis que
involucra campos eléctricos que dependen del tiempo fue resuelto hace relativamente poco, en 1982 por
Lai, Suen y Young (Lai et al, 1982; nosotros hemos generalizado su método para el caso magnético y
hemos analizado también sus consecuencias en la controversia de A-M, pero eso lo discutiremos en el
Capitulo 4. En este Capitulo, presentamos los puntos importantes de la deduccién de la densidad de

fuerza de Helmholtz y discutimos su relacion con la ecuacién de balance de momento Maxwelliana.

Robinson [1979 esta mas interesado que Jackson [1975] en la electrodinamica de medios continuos,
particularmente en que no hay una expresion para la densidad de fuerza, de aceptacién general, como la
densidad de fuerza de Lorentz en el vacio. Su punto de partida, como la de muchos otros autores, es la
ecuacion para la energia libre de un sistema inmerso en campos electromagnéticos y luego aceptar que
la variacion en el tiempo de esta energia es igual a la integral de la densidad de fuerza buscada,
multiplicada por la velocidad del medio; después, con ayuda de las ecuaciones de Maxwell, reescribe
esta densidad de fuerza como una ecuacion de balance. El método hace clara la manera de incorporar la
hidrodinamica y la termodinamica en la deduccion de la densidad de fuerza, punto, sin lugar a duda,
crucial, pero nosotros estamos interesados en usar el minimo de hip6tesis y restringirnos, basicamente,

so6lo a la teoria electromagnética para aclarar la controversia de A-M.

Como ya hemos mencionado, se parte de la energia libre, U , de un dieléctrico dentro de un campo
electrostatico, luego se considera su variacién en el tiempo y esto se relaciona con la fuerza sobre el

dieléctrico mediante la ecuacién

du

E=—jf.vo|v, (2.64)

donde V es el campo de velocidad del dieléctrico.
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Si se considera que la energia libre esta dada por

1
U=—|E.DdV, 2.65
8nj (2.65)
su cambio en el tiempo es
du Jdp 1 _,0¢&
— = = - E°—|dV, 2.66
dt I(¢ ot 8m 6tj ( )

donde, como es usual, ¢ es el potencial.

Con el propésito de incluir el campo de velocidad V , es necesario usar las ecuaciones de la

conservacion de la masa y de la carga,

0 (o) + % =0, (2.67)
ot
0o _

0. (ov)+ o =0, (2.68)

) 0& : . o , : :
y ademas calcular a— teniendo cuidado extremo en distinguir entre derivadas parciales y derivadas
t

sustanciales

af_dé“_(D )-V;

— = 2.69
ot dt ( )
de esta manera y con la ayuda de la ecuacién de Clausius-Mossotti,
de _ 0¢ doy, (2.70)
dt dp, dt

se obtiene, después de una laboriosa manipulacion,
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O(l;tJ =I(—¢D- (pmv)+(8:£TE2ng.v+81 E? ag,om(D-v)] av. @7

Luego de transformar el primero y el tercer término del lado derecho de (2.71) mediante integracién

por partes, puede reescribirse como

‘ﬁ::j(—pag EZDS—;D(,Om::EZD-V dv, (2.72)
JT 7T m

de donde al comparar con la Ec. (2.64), resulta la expresion para la densidad de fuerza de Helmholtz

1 1 o€
f_=pE-—E’Oe+—0 —Z E? . 2.73

El primer término representa la densidad de fuerza electrostatica ordinaria. El segundo esta asociado
con la densidad de fuerza debida a la no homogeneidad del medio cuando el dieléctrico se somete a un
campo eléctrico. El tercero, es el término de electrostriccion, que representa una densidad de fuerza
sobre un dieléctrico sometido a un campo eléctrico no homogéneo. De manera analoga, puede obtenerse

la contraparte magnética

fo=toxBo L H2us 10 o 2| (2.74)
c 8 8 00,

Las ecuaciones anteriores suelen reescribirse (Jackson 1975 Panofsky y Phillips 1962, con ayuda de

las ecuaciones de Maxwell, como

f, = D-{l{DE—I(E- D)(l—pma‘gm (2.75)
amr 2 £ 0P,

f, :D-{l{BH—I(B-H)[l—p’“a’uﬂ}. (2.76)
arr 2 U 0p,,
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Como se vera un poco mas adelante, la forma de escribir estas ecuaciones es parte de la confusién

alrededor de la relacion entre la densidad de fuerza de Helmholtz y la ecuacién de balance de momento.

Auln queda un punto que vale la pena aclarar, pues al principio de la deduccién se supuso que & sélo

dependia de t y I‘(t), pero la Ec. (2.70 hace evidente que esto no es suficiente; £& debe depender

también de ,om(r (t)) Esto no modifica las deducciones, pero se reinterpreta el significado del gradiente

en la Ec. (2.73, segln la ecuacion,

9¢, 08 0Pn _py,, (2.77)
o 0dp, Or

este punto se pasa por alto frecuentemente, aln cuando se usa en otros lugares, pero es relevante si se
desea entender la generalidad de la ecuacion de balance de momento y también extender estos

resultados para sélidos, lo cual no discutiremos en el presente trabajo.

El que en la ecuacién de balance de momento Maxwelliana, el punto de partida, se consideren los
campos totales es crucial, pues en la ecuacion de Helmholtz se incluyen tanto los campos externos
como los debidos a los dipolos del medio; este Ultimo punto no se aprecia en la deduccidén presentada
aqui, ya que se uso la relacién de Clausius-Mossotti, pero se verd mas claramente en el Capitulo 4
cuando se aborde la deduccién microscopica de Helmholtz. Esto muestra la coherencia de los resultados
obtenidos.

2.5. Analisis de la objecion de Robinson

Basicamente, la objecién de Robinson [1973 consiste en que la ecuacion de balance (2.42 y las Ecs.
(2.61) y (2.62 son identidades surgidas directamente de la manipulacién de las ecuaciones de Maxwell.
No se partié de una expresién para la densidad de fuerza obtenida de la energia libre del sistema como

se hizo para la densidad de fuerza de Helmholtz en la seccién 2.4.
Ante esta posicion, debemos sefialar lo siguiente:

. Es bien conocido, desde los cursos intermedios, que al aplicarle la divergencia a la ecuacion de
Ampere-Maxwell se obtiene la ecuaciéon de continuidad: la carga se conserva. Esta es una
deduccién plenamente aceptada y no hay razén para descalificarla; el propio Robinson [1979 lo

reconoce.
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. En la misma seccion en que Robinson [197] critica las Ecs. (2.61)y (2.62), acepta la deduccién
de la ecuacion de balance de energia que presentamos con detalle en la seccion (2.2.1), que es

otra identidad. Tampoco la descalific6. Sus argumentos no son muy sélidos.

. Recordemos también que manipulando las ecuaciones de Maxwell se obtienen (norma de

Lorentz) las ecuaciones de onda que gobiernan a los potenciales electromagnéticos ¢ y A, que

permiten resolver las ecuaciones de Maxwell; estas deducciones se usan sin mayor problema.

Insistimos en que sus objeciones no tienen un sustento firme.

. El miembro derecho de la Ec. (2.46) es el que se usa en el estudio de la reaccién de radiacion,

esto es, la expresién analoga a la densidad de fuerza de Lorentz, pero con campos totales
_ J
f_pEtot+Ethot : (2-78)

Consideramos que la obtencién de las expresiones dadas por las Ecs. (2.42), (2.61) y (2.62, asi como
la ecuacion de continuidad, la Ec. (2.26) para el balance de energia, las ecuaciones de onda para los
potenciales electromagnéticos, etc... no pueden ser descalificadas por ser identidades, mas aun, tienen la
validez de las ecuaciones de Maxwell; la Unica limitacion o restriccién adquirida es la proveniente de las

limitaciones asociadas con las manipulaciones matematicas involucradas.

Por otro lado, si los resultados o identidades obtenidas no tienen por qué ser descartados de
antemano, lo que resulta crucial es su interpretacion. Por ejemplo, en la ecuacion de Poynting en el vacio
0 en medios materiales aparece el término J . E ; es necesario analizar su significado, considerando que
el campo involucrado es el total, lo mismo sucede con el vector de Poynting, como ya hemos sefialado
antes. Tomando en cuenta esto, lo primero que requerimos es analizar el significado de las ecuaciones

obtenidas.

Veamos lo que sucede si en los siguientes términos actlan los campos totales ; para el caso de

J . E , se incluye no so6lo el trabajo por unidad de tiempo de los campos sobre las cargas, sino también el

suministro de energia por unidad de tiempo de las cargas a los campos y para el caso de p E + J x B
c

(punto de partida en reaccion de radiacion), se incluye tanto la fuerza de los campos sobre las cargas y

corrientes como el efecto de éstas sobre los campos.
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2.6. Discusion

Lo que deseamos sefalar es la posibilidad de obtener tanto las expresiones (2.73 y (2.74 para las
densidades de fuerza a partir de la ecuacion de balance (2.42). Si consideramos el caso electrostético, la
Ec. (2.42 se reduce a

0. {:}T[DE —;(D -E) |}} = pE +81n{D- (D0E)-E-. (OD)}. (2.79)

Si usamos que
D=¢E (2.80)

en el miembro derecho de (2.79 y en el producto escalar del lado izquierdo usamos

D = (1+ 47y )E
=E+4mP (2.81)
obtenemos
1 1 1 1
0.{—|DE-=E? |I}=pE-—E?*Je+—0O\yE2|: 2.82
{47‘[{ 2 }} P 8 8 (X ) ( )

ademas, si consideramos que para un fluido Clausius-Mossotti se satisface

X= 0, aa—g , (2.83)
Pr
podemos escribir la Ec. (2.82 como
f=pE- L E?er 1] p 96 g2, (2.84)
8 8 00,

gue coincide con la densidad de fuerza de Helmholtz para el caso electrostatico, Ec. (2.73.
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La ecuacion (2.83 permite escribir la ecuacién (2.79 como la densidad de fuerza de Helmholtz; puede
parecer trivial este punto, pero pasarlo por alto es uno de los motivos por los cuales Robinson considera
que la densidad de fuerza “correcta” es la de Helmholtz y no la obtenida de la ecuacidon de balance de
Maxwell. Aqui queda claro no sélo la falta de sustento de esa afirmacidn, sino también la generalidad del

enfoque propuesto.

De esta manera, podemos afirmar que las Ecs. (2.73 y (2.74 estan incluidas en la ecuacién de
balance, Ec. (2.42 que emerge de las ecuaciones de Maxwell. Como hemos visto, existen objeciones
(Robinson, 1979 sobre tal ecuacion de balance; sin embargo, no existe ningdn cuestionamiento sobre la
Ec. (2.73 mas alld de considerar que sélo utilizamos campos estéaticos y la validez de Clausius-Mossotti,

aun cuando proviene de la ecuacion de balance de momento Maxwelliano.

Debemos mencionar que podemos obtener de la ecuaciéon de balance (2.42, después de una

laboriosa algebra, las Ecs. (2.61) y (2.62 usando las ecuaciones constitutivas (2.81) y
H=B-4nM, (2.85)

y con ayuda de la identidad, muy poco usual,
ux (D xv)+ (u . D)v = D@u . vj —;[(Du)- \% —(Dv)- u] : (2.86)

Es muy importante sefialar que la propuesta de Abraham también esta contenida en la ecuacién de
balance (2.42); en otras palabras, la propuesta de Abraham no es otra cosa que una forma de reescribir la

ecuacion de balance de Minkowski. Es facil ver esto de la siguiente manera:

La ecuacion de Maxwell, cuando £ y g son constantes, es

09 J
- =pE+—-—xB, 2.87
ot P c ( )

g.T

donde g,, yeltensor T estan dados por las ecuaciones (2.44) y (2.49, respectivamente. Si sumamos y

0 .
restamos %9a en la ecuacion (2.87), tenemos
t
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D'T_agA_ agM _agA :pE_'_ng
ot ot ot C
D.T_agA :,0E+£XB+agA +5,u_1g(ExH)
ot C ot 4rrc ot
09 , J 09 A
. T-—"=pE+—xB + +f,. 2.88
a e a (2.88)

En esta Gltima ecuacion aparece la densidad de momento g , y surge, naturalmente, el término fA de
la densidad de fuerza de Abraham. En ocasiones, se piensa que su medicion justifica plenamente la
propuesta de Abraham, pero las ecuaciones (2.87) y (2.88 son las mismas. Medir fA, como veremos en el
préximo capitulo, depende tan sélo de la situacion experimental.

Podemos obtener, tanto la densidad de fuerza de Helmholtz como las densidades de fuerza
expresadas en las ecuaciones (2.61) y (2.62 y la misma ecuacioén de Abraham, de la ecuacion de balance
(2.42. ¢Qué podemos concluir de esto? ¢Queda descalificada la propuesta de Abraham? Ante todo,
debemos subrayar que descalificar la propuesta de Abraham equivale a descalificar la propuesta de
Minkowski, puesto que, como hemaos visto, de una se llega a la otra; este punto de vista de no descalificar

alguna propuesta no es usual, pero es precisamente lo que queremos sefialar y promover para disolver la

controversia. Podemos entender mejor esto en el contexto relativista. Veamos a qué nos referimos.
. . 7% .
Un sistema cerrado, descrito por el tensor T satisface,
0,T" =0 (2.89)

y lo podemos separar en varios sistemas abiertos; para analizar esto, basta con considerar sélo dos

subsistemas,
THY = TH +TH (2.90)
y definir
£V = _a#-l-liuv : (2.91)

es evidente que las ecuaciones (2.89), (2.90 y (2.97) implican
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o,TH =1, (2.92)

gque es expresada como ecuaciones de balance que lucen como

.s, +20% _ .y (2.93)
c ot
dg
0.7 =29 o¢ 2.94
-2 (299

Debemos notar que f representa la densidad de fuerza que el sistema Il ejerce sobre el sistema | .

Sin embargo, cualquier descomposicién es, en cierta forma, arbitraria y es necesaria la intuicion fisica
para descomponer un sistema cerrado en subsistemas. Por lo tanto, T/ y T/ no deben ser

necesariamente simétricos, pero su suma si. Este es precisamente el caso con el tensor de Minkowski,
Ec. (2.45, y entonces la arbitrariedad de la expresiones para la densidad de fuerza y para la densidad de
momento, por ejemplo, no es sorprendente, como tampoco lo es el hecho de que el tensor de esfuerzos
no sea simétrico. De aqui, podemos ver que la separacion propuesta por Abraham es una de muchas
posibles; otras propuestas condujeron a las Ecs. (2.61) y (2.62 e incluso a la densidad de fuerza de
Helmholtz. Debemos remarcar que, aun para el vacio, las ecuaciones de balance de energia y de
momento para campos electromagnéticos con cargas y corrientes tienen la misma forma de (2.93 y

(2.94). Es decir, aun la electrodinamica microscopica describe un sistema abierto.

Debe quedar claro, por lo tanto, que hay muchas maneras de escribir la ecuacién de balance, pero
¢, Cudl es la mejor?, o, ¢,Cudl es la correcta? Todas son correctas, pero la mejor depende de la situaciéon
experimental que se considere; esto se aclarard con los ejemplos que presentamos en el capitulo
siguiente y veremos por qué hemos dicho que la medicién de la densidad de fuerza de Abraham no

descalifica a la propuesta de Minkowski.
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2.7. Comentarios

Como hemos podido darnos cuenta, no hay razén fisica para esperar que la teoria electromagnética

expresada por las ecuaciones de Maxwell conduzca a una ecuacion de balance con un tensor simétrico;
una ecuacion de balance del tipo [« T =f, describe a un sistema abierto y no hay razén para exigir que

el tensor T sea simétrico. Hemos observado también que las diferentes separaciones posibles conducen

a diferentes propuestas de densidades de momento electromagnético.

De la deduccién no covariante presentada en este Capitulo, es evidente que la propuesta de Abraham
no es mas que una de las separaciones posibles del sistema en subsistemas. De hecho, hemos
mostrado varias separaciones posibles, ya conocidas y descalificadas por Robinson [1975; sobre todo, la
separacion que conduce a la densidad de fuerza de Helmholtz, siempre y cuando dispongamos de la
ecuacion de estado adecuada. Esperamos que esto sea evidente, ya que la objecidon de Robinson [1975

carece, por completo, de fundamento.

¢Hasta dénde se puede extender esto? Es un punto pendiente aun, podemos formular también la
pregunta como: ¢,Cuales son las limitaciones de la ecuaciéon de balance estudiada? Desde luego, todavia
no se incorpora la termodinamica ni la elasticidad, lo cual presenta retos muy grandes si se desea hacer
el andlisis desde la perspectiva relativista. En fin, mientras no se reconozca que la separacion de un
sistema cerrado en subsistemas es arbitraria, determinada sélo por la situacion fisica o experimental de
interés, la controversia continuard. Por lo contrario, basta con reconocer esta arbitrariedad en la
separacién en subsistemas para que la controversia se disuelva. Apoyaremos este punto de vista con los

resultados de los préximos capitulos.
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Los modelos de Lai y de Johnson, Cragin y
Hodges para apoyar las propuestas de

Abraham y de Minkowski

44



Capitulo 3

Una de las formas de plantear la controversia de A-M se puede reducir a dar respuesta a la pregunta
¢, Cual debe ser la expresion correcta para la densidad de momento del campo electromagnético en un

medio material?

En 198Q H. M. Lai (Lai, 198(), mediante un dispositivo muy sencillo, apoy6 la propuesta de Abraham;
poco después, en 1994 Johnson, Cragin y Hodges (Johnson et al 1994 en el futuro lo denotaremos como
JCH) abordaron nuevamente el problema y, también mediante el analisis de un dispositivo muy simple,
aparentemente sin conocer el resultado de Lai (Lai, 1980, respaldaron la propuesta de Minkowski. Ambos
analisis son claros y, a primera vista, lucen contundentes, lo que muestra por qué la controversia continGa
hasta nuestros dias y también muestra la confusion alrededor de este problema. Nuestro interés en este
capitulo se centra en los dos trabajos antes mencionados dada su simplicidad y la oportunidad que

ofrecen para echar un poco de luz sobre esta controversia y como proponemos disolverla.

Con el proposito de facilitar la discusion y hacer las conclusiones tan claras como sea posible,
consideramos necesario presentar, con detalle, los argumentos tanto de Lai (Lai, 1980 como de JCH
(Johnson et al 1994).

3.1 El modelo de Lai

Para realizar su andlisis, Lai (Lai, 1980 considera un sistema formado por dos cascarones cilindricos

concéntricos, dieléctricos y de radios ay b, de longitud | donde a<b << .

Fig. 3.1 Cascarones cilindricos.
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En dichos cascarones se deposita carga, Q en el cascarén interior y —Q en el exterior; ademas, el

espacio entre ellos se llena con un dieléctrico no magnético (,u—l) con permitividad &£€. Todo este

dispositivo se coloca dentro de un campo magnético B , cuya direccién es paralela al eje de los cilindros,

como se muestra en la figura 3.1
El andlisis se basa en la conservacién del momento angular durante todo el proceso, esto es

d
a(l-elm-'-l-mec):o' (31)

donde L, es el momento angular del campo electromagnéticoy L ... el momento angular mecanico. Si

el campo magnético se reduce a cero, el campo eléctrico inducido produce una fuerza azimutal sobre las
cargas en los cilindros la cual los hace girar. Se puede, por tanto, comparar la torca producida con el

cambio del momento angular del campo electromagnético,

dL
T=———em (3.2)
dt
donde Lelm puede considerarse usando, ya sea la propuesta de Minkowski o la de Abraham. Aquella

propuesta cuya derivada temporal coincida con la torca calculada, usando la fuerza producida sobre las

cargas, se verda favorecida.

Al disminuir el campo magnético, se induce el campo eléctrico azimutal

r dB
E,, =———0, 3.3
T 2c dt (3:3)
qgue produce, a su vez, las fuerzas
a dB
F,=-Q_ " 3.4
: Q2c dt ¢ (3.4)
y
b dB
F =+ - 3.5
L =4Q (3.5)
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sobre las cargas en los cascarones cilindricos; estas fuerzas dan lugar a la torca

Q.. ..\dB:
=t +7,=—=b°-a°)—Kk. .
T=T1,+7T, 20( )dt (3.6)

Para calcular el momento angular del campo electromagnético se utiliza
L=[rxgd°r, 3.7)

con la proposicién de Abraham (1.27), tomando en cuenta que, por ser un medio no magnético, U =1y

B =H, conlo que

1
=—ExB. 3.8
9a arrc (3.8)

Como el campo magnético al final es cero, el valor final de la densidad de momento g , sera también

cero, solo hace falta calcular su valor inicial. EI campo eléctrico debido a las cargas Q en los cilindros es

£ =29 (3.9)
e

y asi

dic\rle

R :1(2Qj8f><|2

- B 4 (3.10)
2irlce

Al sustituir este resultado en la Ec. (3.7), se obtiene la propuesta de Abraham para la densidad de

momento angular electromagnético

rQB "
L,=- rdrd¢g dzr x
A -[ancs ¢ ¢

__QB(o_ 2\
= ch(b a’)k; (3.11)
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como puede verse,

T d(:tA (3.12)

y como para medios no magnéticos

€0,A=0n » (3.13)
el momento angular electromagnético asociado a la propuesta de Minkowski esta dado por

gL, =L, (3.14)
y por lo tanto,

—_ (3.15)

dt

Esto parece favorecer la propuesta de Minkowski; sin embargo, como Lai (Lai, 1980 sefiala, no se ha
tomado en cuenta aln, la fuerza sobre la carga de polarizacion en el dieléctrico entre los cilindros. Como

la carga de polarizacion es

Q= [1—1)69 , (3.16)

1 dB -
Tp =(—1]Q(b2—a2)k , (3.17)
y al sumar esta contribucién con la dada en (3.6) encuentra

:ig(b2 —az)‘jj'f‘; (3.18)

total

en consecuencia
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(3.19)

De aqui, Lai (Lai, 1980 concluye que la conservacion del momento angular total conduce a descartar

la propuesta de Minkowski y aceptar la de Abraham.

3.2 El modelo de Lai con cilindros conductores

Es ilustrativo mostrar que la conclusién de Lai (Lai, 1980 no se modifica, en lo fundamental, si los

cilindros son conductores conectados a una bateria.

Supongamos que Q representa la carga en los cilindros en ausencia de dieléctrico entre ellos. Esta

carga Q tiene el mismo valor que antes, asi que cuando se llena de dieléctrico el espacio entre los

cilindros y se mantiene constante la diferencia de potencial entre ellos, la carga libre en las placas es

EQ, mientras que en el dieléctrico la carga de polarizacion QP es, en este caso, (1— E)Q.

Puesto que el campo azimutal inducido no se altera, la Ec. (3.3) continla siendo valida, pero las

fuerzas sobre las cargas libres estan expresadas ahora por

a dB

F.=—€Q_——
2 QZC dt(t>
y
b dB
Fo=+6Q——
b QZC dt¢

y si con ellas calculamos la torca, tenemos

T=1,47,= Q (b2 —az)@ﬁ .

g -
2c dt

(3.20)

(3.21)

(3.22)

El factor £ que aparece en esta ecuacion puede sugerirnos que los papeles de g, y de g,, se

invertirdn, pero como veremos mas adelante, no es asi.
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Para calcular el momento angular mediante la Ec. (3.7), debemos conocer el campo eléctrico en el

interior del dieléctrico; este es,

E:f%, (3.23)
r
por lo tanto, tenemos que
L, =- b2 -a2)k (3.24)
2C
y al usar la Ec. (3.14), obtenemos
dL,,
= 3.25
T at (3.25)

Los valores de Ty L,, se modifican, pero se cumple la ley dinamica de conservacion (3.25), igual que
antes se cumplia (3.15. Falta ahora que tomemos en cuenta la torca asociada con la fuerza que se ejerce

sobre la carga de polarizacion Q,, dada en este caso por
Q. =(L-¢)Q. (3.26)

Al igual que antes, podemos usar la Ec. (3.22, pero en lugar de la carga libre EQ, usamos la carga

de polarizacién dada en (3.26). Tenemos asi

. Q (2 _,2\9B¢
=(1-¢ b -a k 3.27
vo=(i-e) = b7 -2t (3.:27)
y por lo tanto, escribimos la torca total como
. Q (.2 _.2\dB¢
=< (b2-a%)" 'k, ,
T total 2C ( ) dt (3 28)

gue coincide, exactamente, con la conclusion del resultado dado por (3.18); es decir,
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, dL
T total = _T‘:A :

(3.29)

Podemos ver que los resultados obtenidos por Lai (Lai, 1980 son independientes de que los cilindros

sean 0 no conductores; en otras palabras, no dependen de que la carga o la diferencia de potencial sean
constantes.

3.3 Modelo de Johnson, Cragin y Hodges

Estos autores consideran, para su analisis del momento electromagnético, un condensador de placas
paralelas como el que se muestra en la figura 3.2, todo el dispositivo se encuentra inmerso dentro de un

campo magnético uniforme.

X B

/
: a I
e
[
X
\ 4
Fig. 3.2 Circuito propuesto por Johnson et al [1994.
Cuando el interruptor se posiciona en a, fluye una corriente hacia las placas
1=i]j (3.30)
y al interactuar con el campo magnético
B=-Bk (3.31)
se produce una fuerza sobre el circuito
B, dQ-
f=—"l—71, 3.32
c dt ( )
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por lo que le transfiere a éste un impulso

_ Bl dQ
I:)circuito - ?J.adt

- _BIQ; (3.33)
C

Por otro lado, el momento electromagnético adquirido por el condensador esta dado por

1
——ExB(Al)= \% 3.34
47TC x ( ) gelm ( )

y como el campo eléctrico al final del proceso de cargado es

E:—4ﬂ§], (3.35)

el momento g,,,,V del campo electromagnético resulta

_ EBAIi
4rrc

\Y

elm

:Qgi; (3.36)
C

comparando este resultado con el de la Ec. (3.33, es evidente que

P = _gelmv ) (337)

circuito —

JCH (Johnson et al, 1994 expresan este resultado en términos de la corriente de desplazamiento,

pues de las Ecs. (3.32 y (3.39 escriben la fuerza sobre el circuito como

f - ag elm V
ot

4rc ot

NETR |
_(4ﬂ3d BJV, (3.38)
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con este resultado, observan que la transferencia de momento esta asociada con la corriente de

desplazamiento, J .

Si el condensador se llena con un dieléctrico de permitividad &, entonces la carga adquirida por el
condensador y el impulso impartido al circuito son mayores por un factor £. JCH (Johnson et al, 1999 se
hacen la pregunta: “¢Cudl es la densidad de momento electromagnético en este caso?, ¢Es acaso

iE xB 6 iD xB ?”, luego afirman:

4rrc 4rrc
"la diferencia entre las dos es el momento por unidad de volumen entregado al dieléctrico”.
Y poco después dicen también (usan el sistema de unidades mks):

"Con el dieléctrico en el lugar, la corriente de desplazamiento incluye un término de polarizacién y

Jy =€ 6E+?;). El primer término es indicador de la misma creacion, por unidad de tiempo, de

° ot
. e o oE :

densidad de momento electromagnético sin el dieléctrico, &, E x B ; puede ser considerado como la
produccién, por unidad de tiempo, de momento del campo puro. El segundo término incluye una fuerza

: oP . o . .
por unidad de volumen, ExB, ejercida al dieléctrico como consecuencia de la corriente de
polarizacién. Este es el momento entregado al dieléctrico y es considerado parte de la densidad de

oE oP

D
momento electromagnético cuando es definido como DxB = &, EXB +EXB [debe ser aatx B

en lugar de D xB ]. Ademas, el ejemplo proporciona un argumento que es mas apropiado, desde un

punto de vista fisico, para considerar que la densidad de momento electromagnético esté dado por

D xB mas que por £,E XB, con el momento mecanico tratado por separado en el tltimo caso”.

De esta argumentacion, concluyen:

"desde un punto de vista fisico considerar la densidad de momento electromagnético dada por D x B

mas que £,ExB".

Con esto, podemos apreciar como JCH (Johnson et al, 1999 llegan a su conclusion. Como en

0

presencia de un medio material, TE(D X B) incluye la corriente de desplazamiento en el medio,
7iC
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10P 1 ., .

———, entonces ——DxB debe ser la expresiéon correcta para la densidad de momento
c ot 4arnc

electromagnético. Este no es un argumento firmemente establecido, pues en ningin momento plantean ni
discuten el balance de momento propiamente dicho, si bien un poco después escriben las expresiones

para el impulso cedido al circuito y al dieléctrico cuando hay un proceso de descarga del capacitor.

Con el propésito de fundamentar o refutar los resultados de Lai (Lai, 1980 y de JCH (Johnson et al,
1994 es necesario que los analicemos con condiciones adicionales. En la siguiente seccién, llevaremos a
cabo el balance de momento en el modelo JCH (Johnson et al, 1994. Luego analizaremos las
modificaciones a los modelos de Lai (Lai, 1980 y de JCH (Johnson et al, 1994 cuando el medio utilizado,

ademas de ser dieléctrico, es magnético.

3.4 El balance de momento usando el modelo de Johns on, Cragin y

Hodges

Para facilitar nuestra discusién del balance de momento con el modelo de JCH (Johnson et al, 1994
cuando esta presente el dieléctrico, es conveniente que escribamos, explicitamente, las expresiones para

el impulso transferido al circuito y la densidad de momento electromagnético dentro del condensador.

Como la diferencia de potencial permanece constante, la carga al final del proceso de cargado es
Q=¢Q, (3.39)
de manera que el impulso transferido al circuito es

£ ?:B'i (3.40)

Pricuic = —

circuito

y el momento electromagnético dentro del condensador estda dado, de acuerdo con la proposicion de

Minkowski, por

gMV:ﬁDXBV:a‘Ge'mV (3.41)

y como la diferencia de potencial es constante, el campo eléctrico sigue siendo
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E = -47=<] 3.42
A (3.42)
con lo cual
£ EBAI;
M = |
4rrc
Bl
- £Q i; (3.43)
C
si comparamos esta expresion con (3.40, tenemos que
Pcircuito = _g M V ' (344)

Esto parece confirmar la conclusién de JCH (Johnson et al, 1994, pero no hemos incluido, adn, la
transferencia de momento al dieléctrico. Como sefialaron estos autores, la fuerza sobre el dieléctrico esta

dada por la Ec. (3.38), pero si usamos la corriente de desplazamiento en un medio material, podemos

escribirla como

1 oE

f=|-—(e-1)—xB |V, (3.45)
4rrc ot

(nétese que en este caso, esta es la fuerza de Abraham) y usando la Ec. (3.42 para el campo eléctrico,

tenemos

__e-1)0Qpg 5 (3.46)

f=—\"4

c ot

Con esta fuerza, es facil determinar el impulso cedido al dieléctrico mediante

Pielc = _[f dt

=@-QQ?? (3.47)

y si consideramos el impulso transferido tanto al dieléctrico como al condensador, Ec. (3.43, obtenemos
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= I:)circuito + P
_QBI;

C
=9 eImV ,I\ ) (348)

Ptotal dielec

gue concuerda con la expresion para el vacio, y en este caso, con la de Abraham.

3.5 Discusion

Del trabajo de Lai (Lai, 1980 y la discusién anterior sobre el trabajo de JCH (Johnson et al, 1994
parece concluirse que la proposicién correcta es la de Abraham y que, por lo tanto, la de Minkowski es

incorrecta. Antes de aceptar tal conclusiéon, debemos tener presente tres cosas:

a) La expresion para la densidad de momento del campo electromagnético propuesta por Minkowski
proviene directamente de la ecuacién de balance de momento que emana de las ecuaciones de

Maxwell. Rechazarla indicaria que deben rechazarse las ecuaciones de Maxwell.

b) Es necesario, por tanto, establecer si los resultados de Lai (Lai, 1980 y la discusion anterior

descalifican o no la propuesta de Minkowski.

c) Es importante analizar un medio material, que ademas de dieléctrico, £ #1, sea también

magnético, es decir, {4 Z1.

La ecuacion de balance propuesta por Minkowski surge rigurosamente de las ecuaciones de Maxwell;
considerarla incorrecta equivale a descalificar a las ecuaciones de Maxwell, que si bien no son un dogma
insuperable, han demostrado tener una fundamentacién muy sélida que tampoco debemos menospreciar.
Entonces debemos analizar si debe o no conservarse el momento angular. Ante todo, debemos tener
presente que las ecuaciones de Maxwell macroscopicas se refieren al campo electromagnético, al medio
material y posibles fuentes externas que produzcan corrientes y densidades de carga. No es evidente
que tal sistema, tan complejo, sea un sistema cerrado donde deba cumplirse la conservacién del

momento angular.

Por otro lado, la propuesta de Abraham no es otra cosa que una forma de reescribir la ecuacién de

balance de Minkowski; es facil ver esto si reescribimos la ecuacion de balance (2.42 como sigue:
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La ecuacion de Minkowski es

Jg J
O.T-—"M=pE+>xB, ,
ot p C (3.49)

donde Q,, vy el tensor T estan dados por las Ecs. (2.44 y (2.45) respectivamente. Si sumamos y

restamos agtA en la Ec. (3.49, tenemos

D‘T_agA _(agM —agAj:pE+JXB

at | ot ot c
Jg J 1 0
0.-T-92 =+ xB+—= (gu-1)2 (ExH
ot P Cc 4ﬂc('u )at( )
0.7-%92 - pe+ Ixp 4t, . (3.50)
ot c

donde f, es la densidad de fuerza de Abraham.

Es cierto que en esta Ultima ecuacion aparece la densidad de momento g ,, pero surgié ahora el
término fA que se interpreta como una densidad de fuerza. En ocasiones, se piensa que su medicion

justificaria la propuesta de Abraham, pero las Ecs. (3.49 y (3.50) son las mismas. Medir fA depende tan

so6lo de la situacion experimental y buena muestra de ello son los ejemplos anteriores. Lo que podemos

ver facilmente de la Ec. (3.50 es que la fuerza de Abraham es la diferencia de las derivadas de las dos

proposiciones cuando 4 =1.

A partir del modelo de Lai (Lai, 1980, consideramos el caso de los dos cilindros concéntricos,
dieléctricos, con carga Q con un dieléctrico entre ellos, pero no fijo a los cilindros, y un campo

magneético variable en el tiempo. Suponemos que se puede seleccionar a quiénes fijar; a los cilindros, al

dieléctrico entre ellos, 0 a ambos. Hay tres situaciones posibles:

i. Dieléctrico fijo, cilindros moéviles: podemos determinar la torca sobre los cilindros mediante el uso de

O -
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ii. Dieléctrico movil, cilindros fijos: podemos determinar la torca sobre el dieléctrico mediante el uso de

f,.

iii. Dieléctrico y cilindros moéviles (unidos entre ellos): podemos determinar la torca mediante el uso de

ga-

Los puntos i-iii se extienden trivialmente al dispositivo propuesto por JCH (Johnson et al, 1994. Las

conclusiones no dependen de como se deposite la carga libre en los cilindros, sean o no conductores.

Con esto discutimos los dos primeros puntos con que iniciamos esta seccion. De los resultados de Lai
(Lai, 1980 y JCH (Johnson et al, 1994, segin hemos analizado, no es posible descartar la propuesta de
Minkowski; la firmeza de las ecuaciones de Maxwell y las conclusiones que de ellas se derivan se

mantienen. Analizar el punto c) es nuestro propdsito para la siguiente seccion.

3.6 Consideracion de medios magnéticos

3.6.1 ElI modelo de Lai con medio magnético

Para revisar las consecuencias de que el medio sea también magnético, basta con que consideremos

el dispositivo propuesto por Lai (Lai, 1980, sélo que ahora el medio entre los cilindros ademas de

permitividad eléctrica, € # 1, tiene permeabilidad magnética, 4 # 1.

Puesto que el campo eléctrico inducido depende del campo magnético B, la torca sobre los

cascarones cilindricos sigue siendo (3.6), ain cuando U # 1, de manera que

T,=7T,,%t7,

U ap U
Q.o .2\dBy
=<b°-a’)—k, 3.51
20( )dt ( )

so6lo que en lugar de la Ec. (3.8)tenemos

58



Capitulo 3

=9a (3.52)

El campo eléctrico es el mismo, por lo tanto, la Ec. (3.9) es también vélida y transformamos la Ec.
(3.52)en

OB
= 3.53
9au 2mrrlc gu / (3.53)

y si la sustituimos en la Ec. (3.7),tenemos como resultado

QB 2 2\
L, =———b“-a‘)k, 3.54
A Zce,u( ) (3.54)
de modo que obtenemos
dL
T, =-&u d:” ; (3.55)

dado que g, , =gy . Ly, =L ,entonces

g/ngy :gMy (356)
o bien

eul,, =L, , (3.57)
por lo que podemos escribir

., == dl(;tM (3.58)
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Como se hizo en el analisis original, debemos considerar la torca sobre la carga de polarizacion. La

Ec. (3.17)es valida para este caso, es decir

1 Q 2 2 dB O
= ==-1|—1|b° - —k, 3.59
t = 2-1) 2 b7 -a)) Pk (359)
y al sumarla con (3.51)tenemos
Ttotal,u = Ta,u+ Tb,u+ Tp,u
= Q (p-a?)%8, (3.60)
2ce dt
asi que
dL
Ttotal,u 7 - thﬂ ; (361)
de hecho,
dL
Ty = ~H— . (3.62)

dt

Cuando el medio es magnético (,u % 1), la utilidad de g , se desvanece, pero no la podemos calificar

como errénea. Es claro que podemos extender este analisis al modelo de JCH (Johnson et al, 19949 y
también que las conclusiones no dependen de donde y como asentemos la carga libre, ya sea en placas

dieléctricas o conductoras, conectadas o no a una bateria.

Si el medio es magnético, el campo B(t) también induce una magnetizacion M(t) paralela al campo

dada por

M(t)::ﬂﬂ';lB(t):aB(t); (3.63)

la magnetizacion M(t) esta relacionada con las corrientes ligadas segun

J,, =cOxM, (3.64)
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i, =cMxA (3.65)

donde A es un vector unitario normal a la superficie del material. En este momento, es necesario que

analicemos si existe una contribucién a la torca debido a las corrientes ligadas.

Es importante sefialar que la torca aplicada en el modelo de Lai (Lai, 1980 tiene su origen en la carga
de polarizacion inducida por el campo eléctrico que surge de las cargas libres en los cilindros y el campo
eléctrico inducido por el campo magnético dependiente del tiempo; esto es, la carga y el campo inducido
tienen diferentes fuentes. Por otro lado, las densidades de corriente (3.64) y (3.65 pueden interactuar
s6lamente con el campo magnético y, en este caso, el campo magnético es el mismo que induce las
corrientes ligadas. Ahora, veamos si hay una contribucidon a la torca debida a las corrientes ligadas

inducidas.
Como el medio es homogéneo, J M = 0 y tenemos que

(3.66)

>
I

I+

-

para el exterior o interior del cilindro, respectivamente. Entonces
ju =caB(t)kx(£f)
k
¢ (3.67)

y da lugar a la densidad de fuerza magnética

= +a B(t)f ; (3.68)

debido a que esta fuerza es radial, no hay contribucién a la torca.
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3.6.2 El modelo de Johnson, Cragin y Hodges con med  io magnético

Como en el caso del modelo propuesto por Lai (Lai, 1980, la idea es que analicemos el balance de

momento con el dispositivo del condensador cuando el medio introducido entre las placas, ademas de

dieléctrico, es también magnético (/1 % 1).

Puesto que el campo eléctrico no se modifica por la presencia del medio, el momento transferido al

circuito o a las placas es el mismo que en el andlisis original

_£QBI-

P = i (3.69)
C

circuito

donde el subindice g solo indica la presencia del medio magnético.

Por otro lado, el momento electromagnético entre las placas, de acuerdo con la proposicion de

Abraham, es

—9a
gAﬂV-77V
Bl .
= QB (3.70)
ceu
de manera que ahora
I:)circuito,u = _fﬂg Au V
=—g,,V, (3.71)
que contrastacon g,,V .
Si tomamos en cuenta la carga de polarizacion, el impulso que se le transfiere es
_ QB
Pdielec,u - _(1_5) C I, (372)

asi que el momento mecénico total queda dado por
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Py =P

otal circuito i

_QBI;
C

g,V (3.73)

+P

dielecu

si comparamos esta Ultima ecuacién con la Ec. (3.70, tenemos
Ptotal,u 7 g AyV (374)
o bien

Ptotal,u =-H9 AyV . (3-75)

Los resultados coinciden con los obtenidos para el dispositivo propuesto por Lai (Lai, 1980, como era

de esperarse.

3.7 Comentarios

El analisis detallado del modelo propuesto por JCH (Johnson et al, 1994 conduce a los mismos
resultados que el modelo propuesto por Lai (Lai, 1980. A primera vista, esto parece apoyar de manera
definitiva la propuesta de Abraham; sin embargo, como vimos en el analisis, para medios no magnéticos
ambas propuestas son validas y Utiles, pero para medios magnéticos sélo la propuesta de Minkowski
conduce directamente a la informacién referente a la fuerza o torca sobre las cargas libres; esto no

descarta la utilidad de otros casos de la propuesta de Abraham.

Ademas, la expresion para la densidad de fuerza depende del dispositivo experimental; en otras
palabras, tanto la Ec. (3.49 como la Ec. (3.50 son correctas, pero en ocasiones la separacion necesaria

para llegar a (3.50 no es de gran utilidad.

Un punto que merece especial atencion, es que en los dispositivos experimentales analizados el
- - 1 .
campo H no es util, por lo que la propuesta original de Abraham, 7(E X H), parece inadecuada; es
4rrc
necesario explorar este punto. En el proximo capitulo, partimos de un enfoque microscépico, buscando

averiguar si en las expresiones usadas se ha omitido alguna contribucién a las fuerzas y con ello

incorporar el vector H en el analisis.
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La deduccion microscopica de la densidad de

fuerza eléctrica de Helmholtz
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En el capitulo anterior, sefialamos nuevamente la relacion entre la controversia de A-M y la expresion
para la densidad de fuerza en un medio material. La densidad de fuerza propuesta por Helmholtz, valida
para campos estaticos, esta contenida en la ecuacién de balance Maxwelliana, por lo tanto, un camino
para aclarar el problema es precisar cudl es la expresion para la densidad de fuerza en un medio, para
campos que dependen del tiempo, al menos en situaciones sencillas como las consideradas antes, sin
incluir aspectos termodindmicos o elasticos del medio; una posibilidad es empezar por la densidad de
fuerza de Helmholtz para campos que dependen del tiempo. Sorprendentemente, esto fue abordado hace
poco relativamente, primero por Gordon [1973, luego por Peierls [1979 y mas tarde, lo que consideramos
la solucién final, por Lai, Suen y Young (Lai et al, 1982 en lo futuro lo denotaremos como LSY), pero esta
interesante linea de trabajo consider6 sélo la densidad de fuerza eléctrica y para aclarar la controversia
necesitamos la parte magnética, que no existe, y es necesario hacerla, por lo cual fue uno de los

objetivos de este capitulo; presentamos los resultados mas adelante.

Entre los trabajos que han discutido este problema se encuentra el de Gordon [1973, quien propuso
un modelo microscépico, simple y claro, pero vélido, solamente, a primer orden en (8—1), lo que implica

gue no se consideran las interacciones dipolo-dipolo. Este modelo fue el punto de partida de los trabajos
de Peierls (Peierls, 1979 y de LSY (Lai et al, 1982.

En 1976 Peierls [1974 intent6 extender el trabajo de Gordon [1973 a orden (&‘ —1)2; esto es, incluyé

en su analisis las interacciones dipolo-dipolo. Algunos afios mas tarde, Peierls [199] introdujo algunas
correcciones en sus resultados. Peierls [1976 enfoc6é su atencién en la densidad de momento total,
electromagnético mas mecanico, asociado con el paso de una onda electromagnética a través del medio.
Establecidé que ninguna de las propuestas (la de Abraham o la de Minkowski) es correcta; sin embargo,
reconoce en una parte de su trabajo que la propuesta de Abraham es adecuada para el momento
electromagnético, contribuyendo asi mas a la confusiéon alrededor de esta controversia. Su resultado

conduce a una expresién equivalente a un promedio aproximado de ambas propuestas.

Poco més tarde, LSY (Lai et al, 1982 retomaron el problema preguntandose, desde un principio, sobre
la expresién equivalente de la densidad de fuerza, propuesta por Helmholtz, para campos que dependen
del tiempo. Buscaron un fundamento microscépico para la densidad de fuerza eléctrica planteada por
Helmholtz y establecieron la validez de la proposicion incluso para campos dependientes del tiempo,
indicaron el rango de validez, asi como la limitaciéon del andlisis de Peierls [1976. En su trabajo, LSY (Lai
et al, 1982 incluyen, a diferencia de Peierls [1976, la densidad de fuerza mecanica intermolecular debida

a la modificacion de la densidad de dos particulas por el campo eléctrico, ya que esta contribucién es

proporcional a EZ.
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4.1 La propuesta de Gordon para la deduccibn micros cOpica de la

densidad de fuerza eléctrica de Helmholtz

No hay duda que una de las expresiones mas conocidas para la densidad de fuerza es la propuesta
por Helmholtz para un medio material isotrépico en el cual estan presentes campos electrostaticos; sin
embargo, esta proposicion aparece como algo totalmente ajeno o con una relacidbn oscura con la
ecuacion de balance que hemos estudiado. Su deduccion siempre es macroscopica y nunca se discute

gué sucede si los campos dependen del tiempo

Gordon [1973] usé como modelo un gas diluido (ver Ec. 4.5 en el cual se propaga una onda

electromagnética. Parte de la ecuacion para la fuerza que ejerce la onda electromagnética sobre un

atomo o molécula del medio, f el cual se polariza al paso de la onda, esto es

atomelect ’

=(. ldp (4.1)
(p D)E+C o xB,

f

atomelect

donde p es el momento dipolar inducido en el atomo y esta relacionado con el campo eléctrico mediante

la ecuacién
p=akE, (4.2)

a es el coeficiente de polarizabilidad atdmico. Con esto, con la ayuda de la identidad

6

y la ley de Faraday, la Ec. (4.1) se transforma en

_ 1-.),10 . n)\l.
fate_a{m[zlz j+c6t(E B)}, (4.4)

(E-D)E+Ex(0xE) (4.3)

si ahora se multiplica por N, el nimero de 4tomos por unidad de volumen, y si el medio satisface

£-1=4nNa<<1, (4.5)
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entonces

Fo, =Nf,, =- — E?Oe+ + Of(e-1)E?)+

ate

G,
8 8 4rc E(E B). (4.6)

.. L ., . . 2 . L.
Fisicamente, la eliminacion de términos de orden (E —1) significa que no se ha tomado en cuenta la

interaccion dipolo-dipolo y, por lo tanto, el campo efectivo sobre un atomo coincide con el externo que, en

este caso, es el de la onda electromagnética.

Si p,, esladensidad de masa del medio, teniendo en cuenta que, al mismo orden (5—1)

oe _(e-1)
Prm op,, 4m ' (4.7)
podemos transformar la Ec. (4.6)en
Fo=- L+ 20 p 92|+t (e~ ExB) 4.8)
8 8 00, 4rrc ot

y luego compararla con la densidad de fuerza de Helmholtz para campos estéticos

fo=- L EMe+ 10 p % g2, (4.9)
8 8 0p,,

de lo que observamos que los dos primeros términos del miembro derecho de las Ecs. (4.8)y (4.9) son

idénticos.

Poco tiempo después, Peierls [1976 generaliz6 el trabajo de Gordon [1973] e incluyd la interaccién

dipolo-dipolo, lo cual condujo a considerar términos de orden (8 —1)2. El resultado que obtuvo, después

de célculos muy elaborados, no lo presentamos aqui, pues fue superado por el resultado obtenido por
LSY (Lai et al, 1982) el cual discutiremos mas adelante.

Compartimos la postura de Gordon [1973 ante las proposiciones de Abraham y de Minkowski, acerca
de que ambas propuestas son Uutiles y que lo relevante es su significado; sin embargo, es importante
llevar a cabo una revision del andlisis que sugiere Gordon [1973 para apoyar la propuesta de Abraham:

Suponemos que un pulso viaja en la direccién de Z con polarizacion en la direccién X , esto es
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E=EX (4.10)

B:Byzg(t—nzjy, (4.11)
C

por tanto, la Ec. (4.1) nos permite determinar la densidad de fuerza sobre el gas. Si usamos tal expresion

y el que en el medio se cumpla
ng, =B, , (4.12)

ademas de que eliminamos el primer término de (4.1), ya que la onda esta polarizada transversalmente a

su direccioén de propagacion, obtenemos

F=Nfy = N9 9 g2, (4.13)
2nc ot

de (4.13 calculamos, directamente, la densidad de momento mecanico M

M(zt)= [ F(z,t')dt':(lz\lri;]gz ;. (4.14)
Por otro lado, de
1 1 g?
=— (ExB)=——=- 4.15
9a 4770( ) 477Cc n (4.15)

y como para un gas ténue podemos utilizar la aproximacion

n=e’2 = (1+4Ma)” =1+ 27Na (4.16)
tenemos, en consecuencia, que
M=(n-1)g. (4.17)

Como la energia total del pulso se conserva, ya que la reflexiéon es de segundo orden en £ -1, y como
también el momento total se conserva, dado que el impulso neto impartido a cada atomo es cero, resulta

que el cociente de la densidad de momento y la densidad de energia debe conservarse.
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Dado que en el vacio

(gj _Z (4.18)
U vacio c

y como la densidad de energia total en el medio es

U &EZ+Bﬂ:4;g2, (4.19)

-1
medio 877

entonces, también debe cumplirse el equivalente de (4.18 para el medio, de tal manera que podemos

escribir la densidad de momento total como

gT:tz (4.20)

Si usamos (4.15), tenemos que la densidad de momento total es

g, =2 2=ng (4.21)
C
y, por lo tanto, podemos escribir (4.17) como
ng=M+g, (4.22)

y puesto que M es el momento mecanico, g debe ser la densidad de momento electromagnético. Para

Gordon [1973, este resultado apoya la propuesta de Abraham para la densidad de momento
electromagnético; sin embargo, es preciso decir que para llegar a este resultado, Gordon [1973 usa la
propuesta de Abraham. Debemos notar que no aparece el campo H como en la propuesta original de
Abraham. En este caso, es natural puesto que como veremos mas adelante, para frecuencias Opticas, el
campo H carece de significado.

¢Resuelve esta demostraciéon la controversia? Consideramos que no; se ha usado el campo
magnético B , no el campo H , para frecuencias 6pticas como las consideradas por Gordon [1973, esto
esta plenamente justificado, como veremos en el capitulo siguiente, pero como también vimos en el

capitulo anterior, las dificultades con la propuesta de Abraham se hacen evidentes cuando se consideran
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medios magnéticos, donde el campo H es relevante; para enfrentar este problema es necesario
considerar la deduccién microscépica de la densidad de fuerza magnética, a lo cual nos avocaremos en
la seccion 4.3. Debemos notar, también, que hay trabajos tanto tedricos como experimentales (Jones et al
1978 Gibson et al 198Q Loudon 2004 Loudon et al 2005 Mansuripur 2005 Campbell et al 2005
Mansuripur 2007 que apoyan la propuesta de Minkowski, pues describe, adecuadamente, el momento de
un fotén dentro de un medio material; hay también trabajos que reconocen que ninguna de las dos

propuestas es adecuada (Nelson 1991).

4.2 La deduccion microscopica de Lai, Suen y Young para la densidad de

fuerza de Helmholtz

En el trabajo de LSY (Lai et al, 1982)para el caso eléctrico, se considera un fluido dieléctrico inmerso

en un campo eléctrico; se toma como punto de partida la ecuacién exacta de balance de momento

N(jlt(m\/)’fﬂ-l'I = Nfg + [ X, (rr )P (r,r 7 )dr (4.23)

donde N es nimero de particulas por unidad de volumen, V es la velocidad macroscépica del fluido, []

es la presion cinética, f.,, es la densidad de fuerza externa, X, (r,r’) es la fuerza entre moléculas en r

yry ,0(2) (r ,r') es la densidad de dos particulas, normalizada como
[p®(.r ) =(n-1)p(), (4.24)

donde N es el nimero total de particulas en el gas. Se supone que )(12 tiene contribuciones de dos

tipos, eléctrica y mecanica, esto es
Xy, = XE) 4 XA (4.25)

la parte eléctrica, X(E), es la producida por las interacciones dipolo-dipolo, no consideradas por Gordon

(cA)

[1973] pero si por Peierls [1976]y la parte mecéanica, X , que fue tomada en cuenta por Peierls [1976]

puede considerarse como debida a un potencial , d)(CA), de corto alcance, tal que
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):{oo en O (4.26)

gue tiene que ver con la impenetrabilidad de las moléculas o los dipolos.

Por otra parte, la f,,, es
foa = (p-0)E® (4.27)
donde E(O) es el campo aplicado externamente®.

Se aproxima la densidad de dos particulas p(z) como

p(z) =,0é2) +A,0(2) , (4.28)

donde péz) es la densidad en ausencia de campo y Ap(z) la modificacién que surge cuando aparece el

campo. Se tiene, por lo tanto, que a orden E?, al sustituir (4.25)y (4.27)en (4.23)da

NS () {0 - fx0o0 }= (o - ) +

()
(B) ,@ g3
+J:|.2 le IOO d r+

+ [XEDpPdr (4.29)

Se define ahora, tomando en cuenta que P= Np ,
1 =P.0)E® +[XE pPdr, (4.30)
AfM = [XENAp@d% . (4.31)

Ahora restan los pasos cruciales: calcular f(E) y Af ™) para ello, es conveniente tener presente que,

en equilibrio,

2 Se supone que no hay fuerza externa de origetéaieo.
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p® = p(r)pl )l (4.32)

donde U es el potencial de la fuerza media de una molécula en I' con otraen r”; en general U # (D(CA).

Para efectuar los célculos, es conveniente reescribir
pi? = pl)ol )= ple)olr Ja- et ) (4.33

y como X(E) representa la interaccion dipolo-dipolo, resulta

X =-p,(r)p () kmj(;) (4.34)

donde

R=r-r (4.35)

y con esto la Ec. (4.30)se transforma en

f&=(P.D)E + PJ.J.(l—eﬂﬂf-r')/kt)p(r’ ). O Dj(;jde’r' , (4.36)

donde el campo que aparece en el primer término de la derecha es

E=E@ +jP(r’).D'(:3)d3r’; (4.37)
la integral, | , que aparece en esta ecuacion puede calcularse y se obtiene
1 = (po,P, +P.O,P, +PO,P). (4.38)
Si ahora se considera que
P =41n (e-1E, (4.39)
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de la sustitucion de (4.37)y (4.39)en (4.36)se obtiene

fi(E) :_i EZ(D|£)+1DJ|:1(£_1)E25” +(£_1)2[1 EIEI '{'i E25” j:|+
87 8T |2 5 10
—4177(5—1)E><(D><E)i , (4.40)

qgue concuerda, en el caso homogéneo, con el resultado obtenido por Peierls [1976]

Ahora falta calcular Af(M) y para ello debe tomarse en cuenta que XSA) es de corto alcance, de

2 . P . .
orden molecular, y ,0( ), a ese nivel, depende sélo del potencial molecular en parejas, de manera que

P )= plr)olr ) T (4.41)

yaorden E?

20 == L pf)olr Joe (@.42)

donde

p, (). )(3RJ R ~ R25,-k)

dE =— ~

(4.43)

es el potencial eléctrico debido a la interaccion dipolo-dipolo. Al sustituir las Ecs. (4.42 y (4.43 en la Ec.

(4.20)para Af M) se obtiene

_1 of 1 1
Af, ™ —&TD{(E—l) (—SEiEj + B9, ﬂ (4.44)

Con los resultados (4.40 y (4.44), queda completamente determinada la Ec. (4.25 para la densidad de

fuerza, esto es,
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__1
8rr

4rrc

donde se uso la Ley de Faraday

Oxg=-198
c ot

Capitulo 4

E20e +81”D([(s -1)+ é(s —1)2}51 b (e-1)E x‘z: . (4.45)

(4.46)

Como sefalan LSY (Lai et al, 1982) este resultado es validosi T, <T, <T,, donde T, es el tiempo

caracteristico de colisiones moleculares, Tp es tiempo caracteristico en que cambian los campos y T, el

tiempo en que cambia la intensidad del pulso. En el articulo de LSY (Lai et al, 1982) se discuten otras

escalas de tiempo, pero no es nuestro propésito discutirlas aqui. So6lo resta hacer hincapié en que para

un liguido que satisface la ecuacién de Clausius-Mossotti

¢ _ _ 1 Y
Pmﬁ—(‘f 1)+3(5 1),

m

con la cual y usando (4.39, la Ec. (4.45 se transforma en

=Ly, % g, 1 p,08
8 8 00, 4mc ot

Si ademas se acepta que el campo magnético ejerce una fuerza sobre cada dipolo

:EaixB
c ot

md ’

entonces, usando P = NP y agregando la fuerza

10P
== x

Nf =
c ot

B

md

a la Ec. (4.48) se obtiene el resultado final

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)
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1 1 € 10
fH = “E20e+ ~ 0 o < E2 |+~ (PxB 451
8 8 P 0p,, cat( ) (451)

Es importante notar que los dos primeros términos de esta expresién coinciden con los de la densidad
de fuerza de Helmholtz para campos estéticos dada por la Ec. (2.73. Sin embargo, es necesario discutir

el tercero y lo hacemos en la préxima seccion.

4.3 Discusion

Es conveniente sefialar que LSY (Lai et al, 1982) no discuten suficientemente este resultado, menos

aun en lo referente a la controversia de A-M; es necesario valorarlo desde esta perspectiva. Si

consideramos que U =1y que & no depende del tiempo podemos escribir,

16(P B)

1 0
o —~(e-1)—-(ExB), (4.52)

4rrc ot

gue es precisamente la fuerza de Abraham, pero antes de adelantar conclusiones, notemos que no se ha
incluido en la Ec. (4.51) el cambio de momento electromagnético del campo, que de acuerdo con el

interesante resultado de Gordon [1973 es, en este caso,

99_ 1 a(ExB) (4.53)
ot 4mrcot

y si se lo sumamos a la expresién anterior resulta,

1 0 1 0
— = - - 4.54
PXB)+4ﬂcat(E B) 4ﬂcat(DXB) (4.54)

10 (
gue es, precisamente, la propuesta de Minkowski. Como vemos, la controversia no se resuelve por este
camino, pero si es claro, nuevamente, que ambas propuestas tienen utilidad; el punto se reduce a
responder la siguiente pregunta: ¢/En qué casos es (til cada una? La solucion de Gordon [1973] es
aceptable mientras los medios sean no magnéticos, pero cuando no sucede esto, la propuesta de
Abraham tiene dificultades, no porque sea o no el momento del campo, sino simplemente porque no
aparece H; por ello, como ya mencionamos, es necesaria la deduccién de la densidad de fuerza

magnética.
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El punto que surgi6 en el capitulo anterior aparece nuevamente y es la ausencia del vector H en el

. oH . oM oo
andlisis, pues en las ecuaciones de Maxwell no aparece — ni —— lo que nos indica, ya sea la

ot ot
imposibilidad de que se apoye plenamente la propuesta de Abraham o que debe buscarse algo nuevo
aun no considerado. Esa es una de las tareas pendientes; por supuesto, esto debemos hacerlo para
campos que varien lentamente en el tiempo, lejos de las frecuencias opticas, pero el problema queda
establecido. Sin embargo, queda pendiente, para la préxima seccién, explorar este punto en la deduccion
microscopica de la densidad de fuerza magnética de Helmholtz.

En los capitulos anteriores, mencionamos que es necesaria una deduccidon microscépica de la
ecuacion para la densidad de fuerza de Helmholtz, pero para campos magnéticos dependientes del
tiempo, anédloga a la que realizaron LSY (Lai et al, 1982 para campos eléctricos. Asi podremos conocer
las limitaciones y la generalidad de la propuesta de Helmholtz y, ademas, saber si en la deduccién
aparece la parte de la densidad de fuerza que junto con la expresién de LSY (Lai et al, 1982 conduzca a

la densidad de fuerza de Abraham; ese es, precisamente, el objetivo de la siguiente seccion.

4.4 La derivacion de la densidad de fuerza magnétic  a de Helmholtz

El analisis original de Gordon [1973 esta basado en la consideracién de que el campo aplicado

interactda con los dipolos que modelan el medio.

En el caso de medios magnéticos, el analisis de Gordon [1973 lo podemos llevar a cabo si aceptamos

la analogia

i)  dipolo eléctrico - dipolo magnético, (4.55a)

i)  campo eléctrico - campo magnético. (4.55b)

Antes de que mostremos cémo la densidad de fuerza magnética propuesta por Helmholtz puede
obtenerse siguiendo el método de Gordon [1973, es necesario tener claros dos puntos:

* En el caso eléctrico, si p es el dipolo (atomico o molecular) eléctrico (llamado y por Gordon

[1973) inducido por el campo externo E(O), entonces
p=aE® . (4.56)

« En el caso magnético, deberiamos pensar que la correspondiente analogia para el dipolo

magnético inducido, m, es
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m=43BO (4.57)
donde B esel campo magnético externo; de acuerdo con el punto de vista de Purcell [1985, llamamos
a B campo magnético, no induccibn magnética. Sin embargo, es facil ver que esta propuesta no

conduce a la expresién para la densidad de fuerza magnética propuesta por Helmholtz. Esto puede verse

como sigue:

Si procedemos como lo hace Gordon [1973 en el caso eléctrico, en lugar de la Ec. (4.1) para la
densidad de fuerza eléctrica sobre el atomo o molécula, tenemos ahora la densidad de fuerza magnética
fa\tom magB = (m * |:|)B ) (458)

donde M es el momento del dipolo magnético del atomo o molécula y si consideramos que

m=/48B
obtenemos
faommae =8 (B+0)B; (4.59)
luego, con ayuda de la identidad vectorial
(B.D)B:D(;sz—sx(mxs) (4.60)

podemos escribir

f siom mag :ﬁ'{D@ BZJ—BX(DxB)}, (4.61)

donde el dltimo término es cero para campos estaticos y en ausencia de corrientes. Por lo tanto, la fuerza

por unidad de volumen est4 dada como
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F=N fatom mad
1.,) -
=NBO 5B . (4.62)
A primer orden en 4 —1, podemos considerar
NB= | (u-1), (4.63)
4n

con la cual podemos expresar la Ec. (4.62 en la forma

1 1..)_1 _\g2)- 1 g2
= 5= o olle-07)- L o (4.6

En consecuencia, tenemos que la fuerza magnética por unidad de volumen es

1 1
F=-—B’0u+—0O(x-1B?), .
o, B 0u+0f(u-1)87) (4.65)

gue no es la expresion usual para la densidad de fuerza de Helmholtz

f =—iH2Dp+

Helm 877

1

o Ollu-2n); (4.66)

. : . 1
sin embargo, podemos obtener esta densidad de fuerza si en vez de y usamos ——, como algunas

)7
ocasiones se hace (Bredov et al, 1986. Podemos obtener este resultado con el método de Gordon [1973

si aceptamos, en vez de (4.58), la propuesta

f =(m.0O)H (4.67)

atom magH

con

m=gH. (4.68)
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Tenemos, por tanto, la fuerza magnética sobre un dipolo magnético

1:atom magH — IB(H ° D)H ) (469)
y con la aproximacion considerada
NBH = L (u-1H, (4.70)
4an

obtenemos directamente la fuerza de Helmholtz, Ec. (4.66).

El uso de H en vez de B en esta deduccion indica que el procedimiento no es realmente

microscoépico, pues H es campo macroscoépico.

Continuamos con el analogo magnético de la Ec. (4) en el trabajo de LSY (Lai et al, 1982 [nuestra Ec.

(4.30]

fragta = (M- 0)B® + [XT9pf d°r (4.71)

magLai

donde péz) es la densidad de dos particulas en ausencia del campo y Xf‘zag es la fuerza entre un dipolo

en I' debida a otro dipolo en r" . Si B(O) es el campo magnético externo, proponemos que la fuerza

externa sobre el dipolo magnético es
— 0
1:e><tmag - (m ¢ D)B( ) (472)
y que

M=Nm. (4.73)

Es importante notar que adn no hemos establecido la relacién entre M y B(O). Este punto, junto con la

Ec. (4.73, es fundamental.

Si procedemos como en el caso eléctrico, Ec. (4.29, obtenemos la densidad de fuerza
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‘

y, andlogamente a (4.37), tenemos

r—r’

K=K +[M(r). O d¥,

3

s

r-r

donde identificaremos a K y K ) mas tarde. Podemos cambiar esta expresién si usamos

,

N T , N el ,
IM(r ). O P dr =—DIM(r )- R d’”,

donde identificamos, como es usual en los textos sobre electromagnetismo, a

H

=-0fm)- " @

dip /]
r=r

ahora tenemos, en la escala microscépica,

es natural identificar a K con el campo H y asi transformamos la Ec. (4.76) en

H=HO +H,

=HO +[Mm(). O

y escribimos la Ec. (4.74 como

regiar = (M- DK, + M [(L- )M(r)- Umj(giJ d

Capitulo 4

(4.74)

(4.75)

(4.76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)
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fragan = (M- O)H, +M, [l M(r)- 0O, (;jd%'. (4.81)

La integral, en este caso, resulta

471(

1=22(M,0,M, +M,OM, +M OM,) (4.82)

y podemos escribir ahora, como es usual,

M= xH
=(u-1H. (4.83)

Tenemaos, por lo tanto, que las Ecs. (4.67) y (4.70), siguiendo el procedimiento de LSY (Lai et al, 1982,

conducen a

oot == g W70 0 0 )+ 1) o7 |- (- 0 a0

si el medio magnético satisface la relacion de Clausius-Mossotti para la permeabilidad magnética  ,

Mgl = | @.85)

6 0p

m

y si, demas, sustituimos las Ecs. (4.83 y (4.85 en la Ec. (4.84), obtenemos

1 1 ou
f =-—H*Ou+—0 H? [-Mx(OxH). 4.86
mag/ Lai 87T /J 87T [(pm apm ]T \] ( ) ( )

Si no hay corrientes libres, tenemos de la ley de Ampere-Maxwell que

10D
OxH=——, .
c ot (4.87)
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por lo que, para el caso estético, el ultimo término en la Ec. (4.86) es cero y obtenemos la propuesta de
Helmholtz, Ec. (4.66).

Debemos tener presente que la ecuacion obtenida por LSY (Lai, et al, 1982 para el caso eléctrico, Ec.

(4.39,

1 1 0&
f =-——E’Oe+—0 —— | E?|-Px(OxE 4.88
elec/Lai 87T 87T (Iom ap jT ( ) ( )

m

es valida aln para campos que dependen del tiempo en el rango de frecuencias opticas. Asi, las
ecuaciones para la densidad de fuerza en el caso eléctrico y magnético tienen diferentes rangos de

aplicabilidad.

Si ahora limitamos nuestra discusién al rango en que ambas expresiones para la densidad de fuerza,
eléctrica y magnética, son vdlidas, podemos discutir la vieja controversia de A-M acerca de la expresion
correcta para la densidad de momento electromagnético, relacionada con la fuerza que un campo

electromagnético produce sobre un medio material.

Por otro lado, Landau [1984 muestra, a partir de las ecuaciones de Maxwell y las leyes de la

termodinamica, que

1 1 o€ 1
f=-0P(p,,T)-—E?De+——0|| p,—— | E? |-——H20u+
20w )5 o (pm apml o, DK
1 ou 2 1 0
+—0 — | H o |+—&gu-1) - |[ExH). .
(et ) W7o a0 (.89

El Gltimo término es la densidad de fuerza de Abraham y, como mencionamos antes, ha sido parte de
la controversia de A-M. Hemos obtenido con el método de LSY (Lai et al, 1982 los términos que
involucran a los gradientes de la permitividad y de la permeabilidad, pero el ultimo término esta adn

ausente.

Con el fin de aclarar esto, necesitamos analizar los Ultimos dos términos en las Ecs. (4.86 y (4.898,

esto es

fo =f) e * Fomae = (P (OXE)+Mx (O xH)} ; (4.90)

o] o elec 0 mag
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no consideramos, ahora, el primer término, LJP,, que se refiere a la presién en ausencia del campo

electromagnético.

Si usamos las leyes de Faraday y de Ampere-Maxwell, podemos reescribir esta ecuacion como
1 oB oD
f, ==<Px—-Mx—¢, (4.92)
C ot ot
que como tal, no muestra claramente su relacion con la propuesta de Abraham para la densidad de

fuerza

-1l
fA—4”C(£,u 1)at(E><H). (4.92)

Con el propésito de relacionar las Ec. (4.91) y (4.92, es necesario que tomemos en cuenta una

limitacion sefialada por Landau [1984 para el uso significativo del campo H :

0P oD O0E
Landau [1984 sefiala que se requiere que —— = 0, lo que implica que —— = —— . También, indica
ot ot ot
que si el campo cambia muy rapido, H pierde su utilidad. Por otro lado, si aceptamos que en general los

. SR -y oM - -
efectos magnéticos son mas débiles que los eléctricos, entonces ? = (. Estas condiciones limitan,

notablemente, la generalidad de la Ec. (4.86); sin embargo, si aceptamos estas limitaciones, tenemos que

TPx—— == 4.93
o ot cot ( )
y
1. 0D 1.  0dE 190
“MX—="Mx—=—"—(MXE). 4.94
o ot c ot cat( ) ( )
De esta manera, podemos transformar la Ec. (4.91) en
1[0 0
f.=="4—PxB)-—(ExM
o2 5 Pxe)- 3 Exm) (4.95)
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D=E+4nP
B=H+47M,

reescribimos la Ec. (4.95 como

= o] o 0xB)- S (e

"~ 4rmc

ademas, si usamos que

D=¢E
B=uyH

con £y u independientes del tiempo, entonces podemos transformar la Ec. (4.97) en

=1 -n?
fo=, (eu-1)  [ExH).

Capitulo 4

(4.96a)
(4.96b)

(4.97)

(4.98a)
(4.98b)

(4.99)

Esta ecuacién es la densidad de fuerza de Abraham. Este es un resultado interesante, pues ofrece

una derivacion de la densidad de fuerza y, al mismo tiempo, muestra las enormes limitaciones que

resultan de las hipétesis asumidas en su deduccion.

45 Comentarios

Hemos obtenido la densidad de fuerza de Abraham sélo después de realizar varias aproximaciones.

En un sistema que involucra campos magnéticos con frecuencias en la regién Optica como los

considerados por Gordon [1973, Peierls [1976 y LSY [1983, no es posible establecer la necesidad del

campo H, por lo tanto, es necesario analizar modelos como los discutidos en el Capitulo 3, donde las

variaciones temporales de los campos magnéticos son lentas, para buscar un dispositivo experimental

donde se requiera el campo H en el balance de momento; ciertamente, los dispositivos ahi discutidos no

lo requieren, debemos buscar otras opciones.
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Conclusiones

La controversia de A-M ha sobrevivido y se mantiene por la infundada creencia de que la ecuacién de
balance debe involucrar un tensor simétrico; también se sustenta en el prejuicio de que hay una
propuesta de momento para el campo electromagnético, la cual descalifica a todas las otras, ademas de
gue esta propuesta debe ser independiente de la situacion experimental-tedrica que sea considerada. Es
legitima la pregunta: ¢Cudl es la densidad de momento del campo electromagnético?, pero no debemos
perder de vista que esto puede depender de la situacion fisica-experimental que se trate; los
experimentos lo confirman, hay apoyo para ambas propuestas. Al respecto, debemos ser claros en que

un experimento que apoye a alguna de las dos no descalifica a la otra.

En particular, la propuesta de Abraham enfrenta un problema que no ha sido considerado con el
debido cuidado; la inmensa mayoria de los experimentos, involucran radiacién del dominio 6ptico, lo cual
excluye al campo H vy le impide que tenga sentido, por lo tanto, cuando mucho se puede apoyar la
utilidad de

1 9
Ra(ExB).

Por otro lado, si bien no muy claros, existen experimentos que apuntan a que ninguna de las dos

propuestas sea Util, lo cual, desde nuestra perspectiva, es natural, por lo discutido en el Capitulo 3.

La raiz, muy profunda, de este enredo se encuentra en no reconocer que dado un sistema cerrado,

descrito por un tensor simétrico de energia-momento-esfuerzos ayT #V =0, este se puede separar en

dos subsistemas, de muchas maneras, fV=6ﬂT”V, involucrando tensores no necesariamente

simétricos. Insistimos en que hay muchas maneras de separar al sistema en subsistemas, por lo que
también hay muchas densidades de fuerza, muchas densidades de momento y muchos tensores. ¢Qué

separacién conviene realizar? Esto depende del problema fisico que se estudie.

Por dltimo, no debemos perder de vista que apoyarse en un experimento, en una situacion particular,
no descalifica otras propuestas; los experimentos tienen sentido cuando los proponemos e interpretamos
en el marco de un teoria. Esto queda claro con los experimentos discutidos en el Capitulo 3, como
también debe serlo el que una teoria, por el simple hecho de ser microscopica, no es garantia de verdad

absoluta.

Dijimos que disolveriamos la controversia de A-M y pensamos que con los argumentos anteriores lo
hacemos; sin embargo, debemos trabajar en esta direccion tratando de sefalar las confusiones audn

existentes.
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Como ya sefalamos, la controversia se inicia cuando en la ecuacién de balance aparece un tensor no

simétrico y, en este caso, la densidad de momento electromagnético es

1 0
=— —|DxB).
v 4ncat( *B)

El asunto cambia de matiz cuando se simetriza el tensor y aparece entonces

1 0
= = %(ExH
9 4ncat( xH)

como densidad de momento. Se plantea entonces la pregunta ¢Cudl es la densidad de momento

electromagnético,

1 0 ., 1 0
EE(DXB) 6~ (ExH)?

Esta pregunta se ha venido discutiendo desde hace ya un siglo y en la literatura sigue vigente hasta hoy
lo que es conocido como la controversia de A-M; en la disputa por dar la respuesta correcta, han
participado cientificos de renombre por todos conocidos. Asi nace el prejuicio de que una propuesta
descalifica a cualquier otra, ademas se piensa que la propuesta debe ser correcta, y (util,

independientemente de la situacién experimental.

Es bastante frecuente que se acepte

1 0
=~ 9ExH
9 4ncat( <H),

argumentando que tiene un sustento relativista, pero suele olvidarse el apoyo a la otra propuesta. Incluso

es frecuente que a la propuesta de Minkowski,

1 0
=— —|DxB
v 4ﬂcat( *B)

se le llame pseudo momento, cosa que hemos evitado en este trabajo.
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¢, Qué tenemos, entonces, como consecuencia de nuestro analisis?
Ante todo, debemos ser cuidadosos y no entrar en problemas de nombre y aumentar la confusion; nos
referiremos siempre a densidades de momento electromagnético. También, debemos enfatizar algunos

puntos importantes de nuestro trabajo:

* No hay razones, como hemos visto, para esperar que el tensor de la ecuacion de balance sea

simétrico; la simetria del tensor es sélo un prejuicio.

* Los ejemplos que analizamos en el Capitulo 3 muestran que ambas propuestas son (Utiles; las
dos son densidades de momento electromagnético. No deja de ser interesante sefalar que

ambas propuestas incluyen caracteristicas del medio atraves de £y 4.

e La raiz de la confusion esta, segln lo vemos, en dos puntos: por un lado, se supone que una
propuesta de densidad de momento electromagnético es correcta y otra no; por otro lado, se deja
de lado que las ecuaciones de Maxwell describen un sistema abierto. Es cierto que un sistema
cerrado debe estar descrito por un tensor simétrico, pero no uno abierto. Mas aln, hay muchas
formas de separar un sistema cerrado en subsistemas y hemos visto esto en el trabajo. Si se

entiende esto, la controversia se disuelve.

e Las criticas, muy reconocidas como la de Robinson [1975, como hemos visto, carecen de
sustento; mas aun, hemos demostrado que la ecuacion de balance de momento alternativa, Ec.
(2.42, no sblo contiene a la densidad de fuerza de Helmholtz para fluidos de Claussiu-Mossotti,
sino también a otras propuestas, apoyando lo dicho antes de que hay muchas maneras de dividir,

en subsistemas, a un sistema dado.

. La densidad de fuerza magnética de Helmholtz tiene limitaciones, lo que mostramos, ofreciendo,

por primera vez, una deduccién microscoépica de ella.

. Muchos de los apoyos a la propuesta de Abraham enfrentan un problema al cual no se le analiza
con el debido cuidado, situacion que no debemos perder de vista; muchos de los experimentos
involucran radiacion electromagnética en el dominio 6ptico, lo que excluye al campo H e implica

gue cuando mucho se puede apoyar la utilidad de

LE(E XB) .
47rc ot

Por otro lado, no debemos olvidar que hay apoyo experimental para ambas propuestas.
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Nos damos cuenta que aun queda mucho trabajo por hacer; de hecho, podemos mencionar algunos
puntos importantes, en nuestra linea de investigacion, que daran continuacion al presente trabajo. Entre
los que ya iniciamos, y debemos continuar, se encuentran:

. El analisis de sélidos para estudiar la electrostricciéon, que junto con los resultados originales

presentados en el presente trabajo, nos permitiria elaborar un articulo para su posible

publicacion.

. La consideracion de medios dispersivos, temporal y espacialmente.

También, debemos iniciar con:

. La introduccién de aspectos termodinamicos.

. El andlisis de la propuesta de Penfield y Haus (Penfield and Haus 1967, que con base en lo

estudiado, luce como inadecuada.

. El estudio de otras propuestas de separacién en subsistemas; ya hemos mencionado en el

trabajo algunos puntos.

. El estudio de otros sistemas que involucren el balance de momento angular.

Seguramente, durante el desarrollo de estos puntos, nos daremos cuenta de que existen algunos mas

gue requieran nuestra atencion.
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Deseamos demostrar que
(0F*)e,, = 17F*)c
17 2 up
El lado izquierdo de la ecuacién anterior lo podemos reescribir como
1
B - B B
(auFa )Guﬁ B E{(@”F i )G/J/J’ + (6”F i )G/J/J’} !

pero también tenemaos, al intercambiar los indices mudos,

que
(O”F aﬁ)Gu/z = (aﬂ': W)G/Jw = (a'g': W)Guﬁ

y, por lo tanto,

be)e,, = or =)o, + %F o)

7

:;{a”F”ﬁ +0PF G, .

Por otro lado, de las ecuaciones de Maxwell homogéneas
O"F ¥ +9PF* +0"F” =0
tenemos que

0P F# +0*F% =0 F#
:aﬂFﬂ/I

Apéndice A

(A1)

(A2)

(A3)
(A4)

(A5)

(A6)

(A7)

(A8)
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y asi se cumple la Ec. (1.8

(*F*)c,, = ;(GGF #)G,, | (A9)

gue es lo que buscabamos.
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Apéndice B

En este apéndice, estamos interesados en mostrar las ideas que conducen a la propuesta de
Abraham para obtener una ecuacion de balance explicitamente covariante que involucre un tensor
simétrico y cuya densidad de momento del campo electromagnético sea proporcional a E x H . Para llevar
acabo nuestro propdsito, consideramos un medio isotrépico y homogéneo en reposo, donde se satisfacen

las ecuaciones constitutivas

DO = £g© | (B1)
B = yHO (B2)

donde el superindice (0) denota a los campos en el medio en reposo. No es evidente como generalizarlas
a un medio en movimiento, aunque si tomamos en cuenta el principio de relatividad parece razonable
hacer algunas afirmaciones sobre cuerpos en movimiento si conocemos su comportamiento en un
sistema en reposo; es la misma linea que siguié Minkowski, las ecuaciones para medios en movimiento
se obtienen, sin ambigledades, del principio de relatividad y las ecuaciones de Maxwell para medios en

reposo.

En las leyes de transformacion que satisfacen los campos E y B , siempre aparecen las expresiones

E=E+BxB, (B3)
D=D+BxH, (B4)
B'=B-BxE, (B5)
H=H-BxD, (B6)

donde se considera que los miembros izquierdos de las expresiones anteriores son los campos en un

medio en movimiento. Si A representa cualquiera de los campos anteriores, es evidente que

A=A (B7)

y por lo tanto, luce razonable expresar las ecuaciones constitutivas en un medio en movimiento mediante
los campos A’, pero se requiere mas; se requiere una expresion explicitamente covariante de ellas, por

lo que procedemos como sigue:
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Es directo establecer que

Ft= F”"&
C
:{ .\é,E+\éxBj (Bg)
y, por lo tanto,
F49 =(00). (B9)

Si usamos la Ec. (B3), podemos escribir (B8) como

Fo o V{E'.V,E'j; (B10)
Cc

P .UV .
analogamente, para el campo D , si G es el tensor que lo involucra, tenemos

T ] (B11)
C

y similarmente a las Ecs. (B8) y (B10),

G”:V(D-V,D+V><HJ
C C
v

= V(D' ,D'j . (B12)
C

. . A"
Para obtener expresiones equivalentes para los campos B y H , usamos los tensores duales g y

G*Y de forma analoga a (B11)
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U
GH = GHY v

:y(B-V,B—VXBj
C C
e

C

(B13)
Y
gn =gmv v
C
:;{H-V,H—VXHJ
C C
:V(H'-V,H'j. (B14)
C

No debemos perder de vista que todos los campos (B10), (B12), (B13), (B14), denotados

genéricamente por A* son cuadrivectores y se reducen a los campos en el sistema en reposo, pues

seran de gran utilidad; de hecho, los podemos usar para expresara F*" y G*Y como sigue:

uv u“ U
FHY =FH -FY —+0"" F,— 2, (B15)
C C C
uv u“ U
G" =G -G —+0" G, ¢, (B16)
C C C
donde las combinaciones del lado derecho de las expresiones anteriores representan el tensor
\' \"
antisimétrico mas general que puede formarse con F#, =— y 0¥ 6 con G, — y O#"¥
C C
respectivamente.
Si tomamos en cuenta lo anterior y aceptamos que en un medio en movimiento se satisfacen
D=c¢E, (B17)
B'=uH , (B18)
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tenemos que las generalizaciones covariantes esperadas son

G* =eF# o Gy =gy (B19)
C C
G4 = ust o 3/”UCV:;19”VUCV. (B20)

Lo que buscamos es eliminar, de la ecuacién de balance de momento maxwelliana (1.18h, al término
D x B e incorporar al término E xH ; hacerlo en la ecuacién mencionada es trivial y basta con que le

sumemos

1 0 1 0
—— —(DxB-ExH)=—— -1)—(ExH B21
4ﬂcat( * <H) 4ITC(£'U )at( <H), (B21)

pero el punto relevante es hacerlo en la ecuacién de balance covariante (1.183.
Es aqui donde se hace evidente la utilidad de los cuadrivectores A*, definidos antes como

expresiones covariantes de los campos E, D, B, H. Con esto, la generalizacion covariante de

(£,u—1)(E><H) es inmediata. Puesto que

E-F", (B22)
H- g*, (B23)
resulta natural que
i — i _ LUVAE &
o {DxB)-ExH) - () " E, (B24)

que es la expresion de Abraham. Introdujimos Uv para poder contraer el segundo indice de e,

.U, . o
ademéas, —- se hace 1 en el sistema en que el medio esta en reposo.
c
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PROCEDIMIENTO ALTERNATIVO DEL BALANCE DE MOMENTO EN EL
MODELO DE JOHNSON, CRAGIN Y HODGES
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Podemos llegar a la misma conclusion si usamos el otro proceso propuesto por JCH (Johnson et al,
1994. EIl proceso en el cual el condensador estd ya cargado completamente, pero ahora el campo
magnético B se disminuye hasta hacerse cero. Podemos calcular el campo eléctrico inducido como

sigue:
De la Ley de Faraday, sabemos que

_108

0B = c ot

(C1)

y dado que dentro del condensador el campo inducido no depende de X, entonces la componente 2 de

la ecuacién anterior es

Foax . _108, (C2)
ay c ot
gue podemos integrar y obtener, usando B, =B,
| 0B
indx — oot (C3)
Este campo inducido ejerce una fuerza sobre la carga libre en las placas,
F ’ circuito = gQEind X I
QI 0B,
=-£9108; (c4)
c ot
es decir, el impulso transferido a las placas es precisamente el dado en la Ec. (3.4)
. £ QB' 2
P circuito == l. (C5)
C
Como la carga de polarizacion en el dieléctrico esta dada, en este caso, por
Q =(1-£)Q, (C6)
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encontramos que la fuerza sobre él resulta ser

, (1-£)Ql 0B ;
F dielec™ = o El : (C7)
y, por lo tanto, el impulso transferido es
, (1-£)QBI -
P dielec: - l. (C8)
C
De las Ecs. (C7) y (C8), el impulso total transferido al sistema, placas y dieléctrico, es
. A . _ QBI:
P total — P circuito +P dielec™ c | (C9)
y si lo comparamos con la Ec. (3.48, podemos concluir que
P ’ total = _g elmV ' (Clo)

donde g, es el mismo que el obtenido en ausencia de dieléctrico, ademas como para un medio no

magnético U =1y B =H , observamos que la expresién para la densidad de momento electromagnético

en el vacio es idéntica a la propuesta de Abraham

P,totaI:_g AV . (Cll)

Como podemos apreciar, los resultados de JCH (Johnson et al, 1994 concuerdan plenamente con los

obtenidos previamente por Lai (Lai, 1980, por lo cual su conclusién no esta debidamente fundamentada.
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