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Resumen

Los semigrupos cuanticos de Markov modelan la evoluciéon de un siste-
ma cuantico que interactia con su entorno (sistemas cuénticos abiertos). Sus
estados estacionarios (invariantes) son de muy diversas clases. Los estados
estacionarios que satisfacen una condicion de balance detallado se consideran
frecuentemente estados de equilibrio. En este trabajo mostramos que exis-
ten sistemas cudnticos abiertos con estados estacionarios que no satisfacen
una condicién de balance detallado. En particular, estudiamos estados esta-
cionarios de balance detallado y estados que no satisfacen dicha condicion,
de un generador infinito dimensional del tipo de acoplamiento débil, que
modela el proceso de absorcién y emisién simultdnea de m y n fotones, con
m,n > 1. La diversidad de comportamientos mas alld del balance detallado
incluye estados estacionarios de muchas clases. Los mas cercanos al balance
detallado, que llamamos de equilibrio local (o localmente de Gibbs), son muy
interesantes. No obstante su cercania con el balance detallado, mostraremos
que éstos presentan una gran variedad de nuevos fenémenos fisicos, inclu-
yendo regimenes de auto-organizacién que son tipicos de los asi llamados
sistemas complejos. Con el propdsito de mostrar otras clases de estados es-
tacionarios, también estudiamos el proceso de absorcién de n fotones con un
bombeo hamiltoniano. Introducimos un conjunto de vectores que llamamos
pseudoexponenciales, los cuales son muy tiles para calcular explicitamen-
te los estados estacionarios de dicho proceso. Caracterizamos el dominio de
atraccién de los estados invariantes del proceso de absorcién de n fotones
puro, es decir, sin bombeo hamiltoniano, y aplicamos nuestros resultados
para dar una interpretacién del bombeo hamiltoniano como un control.

Palabras clave: Generador de Markov del tipo de acoplamiento débil,
estados estacionarios de equilibrio y de equilibrio local, absorcién y emisiéon
de n fotones.



xii

Resumen




Introduccion

Los semigrupos cuanticos de Markov modelan la evolucién
de un sistema cudntico que interactia con su entorno (sistemas
cuanticos abiertos). Sus estados estacionarios (o invariantes) son
de muy diversas clases. Los estados estacionarios que satisfacen
una condicién de balance detallado se consideran frecuentemente
estados de equilibrio. Este tipo de condiciones han sido amplia-
mente estudiadas en la literatura, entre otros por Alicki [4], Kos-
sakowski, Frigerio, Gorini and Verri [18, 19, 20] y han motivado
la nocién de balance detallado cuantico, entre otras. El andlogo
clasico de esta condicién se conoce en la teoria de procesos de
Markov clasicos con el nombre de reversibilidad temporal.

En este trabajo mostraremos que existen sistemas cuanticos
abiertos con estados estacionarios que no satisfacen una condi-
cién de balance detallado. La diversidad de estos estados esta-
cionarios es tan grande que cualquier intento por clasificarlos en
términos de unas cuantas propiedades seria infructuoso. Un pro-
grama mas realista es el que se inici6 en la referencia [1], donde
se identifico la clase de generadores infinitesimales de semigrupos
cudnticos de Markov del tipo de acoplamiento débil, una clase
que es lo suficientemente rica para incluir estados de balance de-
tallado y otros que no lo son, pero a la vez lo suficientemente
simple para permitir el estudio de sus estados invariantes y en
algunos casos su cédlculo explicito.

La diversidad de comportamientos méas alld del balance de-
tallado incluye estados estacionarios de muchas clases. Sin duda
los mas interesantes son los més cercanos al balance detallado
que llamaremos de equilibrio local (o balance detallado genera-
lizado). No obstante su cercania con el balance detallado, éstos
presentan una gran variedad de nuevos fenémenos fisicos, in-
cluyendo regimenes de auto-organizacion que son tipicos de los
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asi llamados sistemas complejos.

El contenido de este trabajo se ha organizado como a conti-
nuacién se indica. El capitulo 1 contiene una breve introduccién
a la teorfa de semigrupos cuanticos de Markov, que incluye los
resultados mas importantes que usamos en los capitulos poste-
riores.

Los generadores de Markov del tipo de acoplamiento débil
tienen importantes propiedades estructurales que permiten el
calculo explicito de sus estados invariantes de equilibrio y de
equilibrio local como funciones del hamiltoniano o elementos en
el conmutador de este operador. Nociones como balance deta-
llado, balance detallado generalizado y estados invariantes de
equilibrio local se ilustraron en [1] con ejemplos finito dimensio-
nales.

Nuestro objetivo en el capitulo 2 es estudiar estados estacio-
narios de equilibrio local, que incluyen estados de balance deta-
llado y estados que no satisfacen la condiciéon balance detallado,
de un generador infinito dimensional del tipo de acoplamiento
débil, que modela el proceso de absorcion y emisién simultanea
de m y n fotones, con m,n > 1. El interés en los procesos de
multi-fotones se debe a sus potenciales aplicaciones por ejemplo,
en el procesamiento éptico de datos y emisién de luz coheren-
te (lasing), véase [26, 32, 38] y las referencias ahi mencionadas.
Aunque el proceso més estudiado es el de absorcién y/o emi-
sién de dos fotones, recientemente los procesos de multi-fotones
de orden superior, como absorcién y/o emisién de tres o cuatro
fotones han recibido una atencién considerable.

En la primera parte de ese capitulo estudiamos los estados
estacionarios de balance detallado del proceso de absorcién y
emision simultdnea de m y n fotones con tasas de absorcién
y emisién constantes y m,n > 1. Demostramos que todos los
estados estacionarios del semigrupo cuantico de Markov corres-
pondiente son combinaciones lineales convexas de r estados in-
variantes mutuamente ortogonales que satisfacen la condicién de
balance detallado, donde r es el méaximo comun divisor de m y
n. Demostramos también que la condicion de balance detallado
cudntico se satisface.

Posteriormente introducimos un generador de Markov del ti-
po de limite de acoplamiento débil que modela el proceso de
absorcion y emisién de m y n fotones con tasas de emisién y
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absorcion variables, en la seccién 2.3 demostramos la existencia
de estados estacionarios que no son de balance detallado para el
semigrupo correspondiente, bajo condiciones naturales sobre las
tasas de absorcion y emisién. En el caso n = 4y m = 2, este con-
junto de estados invariantes presenta una interesante estructura
par-impar, similar a los descritos en [13] para estados de balance
detallado. Los estados estacionarios de no balance detallado con
estructura par e impar son localmente Gibbs, por esta razén los
llamamos de equilibrio local, y cada uno estd asociado con dos
regimenes estacionarios: absorciéon y emision.

Con el propésito de mostrar otras clases de estados estacio-
narios, en el capitulo 3 estudiamos el proceso de absorcion de n
fotones con un bombeo hamiltoniano. Después de algunos preli-
minares definimos un conjunto de vectores que llamamos pseu-
doexponenciales, los cuales son muy utiles para calcular explici-
tamente los estados estacionarios de dicho proceso. En la seccién
3.4 introducimos una clase de C*-algebras finito dimensionales y
caracterizamos sus elementos positivos. La seccién 3.5 contiene
el calculo, parametrizacion y clasificacion, de acuerdo a su rango,
del conjunto de estados coherentes invariantes. Las propiedades
de aproximacién al estado estacionario se establecen en la sec-
cién 3.6. En la seccién 3.7 caracterizamos el dominio de atraccion
de los estados invariantes del proceso de absorcién de n fotones
puro, es decir, sin bombeo hamiltoniano, y aplicamos nuestros
resultados para dar una interpretacion del bombeo hamiltoniano
como un control. Finalizamos el capitulo ilustrando con el caso
n = 2 las propiedades antes mencionadas.

Algunos resultados importantes que se usan a lo largo del
trabajo pero no se incluyen en el texto principal se presentan en
un apéndice al final del trabajo.
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Capitulo 1

Semigrupos cuanticos de
Markov

La nocién de semigrupo de operadores lineales es una extension natural
de la exponencial de una matriz a la exponencial de un operador (posi-
blemente no acotado). Con la maquinaria del Andlisis Funcional, la teoria
de semigrupos surgio y se desarrollé principalmente entre los anos 1930 y
1960, con importantes contribuciones de Stone, Hille, Yosida y Feller, entre
otros. Una clase amplia de estos semigrupos son los semigrupos cudnticos
de Markov (qms por sus siglas en inglés), introducidos en los anos setenta.
Desde entonces hasta nuestros dias estos semigrupos han sido intensamente
estudiados en los campos de la fisica y la matematica.

Los qms aparecen en el estudio de la evolucién irreversible (no unitaria)
de los sistemas cuanticos abiertos, aquellos que interactiian con el entorno.
En la préactica todos los sistemas cudnticos son abiertos, por lo cual su
estudio es de gran interés, véase por ejemplo, [5], [6], [7], [23] y las referencias
ahf mencionadas’.

Los semigrupos cuanticos de Markov son una extensiéon no conmutativa
de los semigrupos de Markov definidos en probabilidad clasica. Desde el
punto de vista matematico, son semigrupos de operadores lineales positivos
(completamente positivos) sobre un élgebra de operadores, continuos en la
variable temporal con respecto a cierta topologia.

En este capitulo ademas de presentar la definicién de semigrupo cudntico
de Markov sobre un espacio de Hilbert, daremos algunas de sus propiedades

nclusive se ha utilizado la teoria de los sistemas cudnticos abiertos en las ciencias
sociales, por ejemplo, para modelar el proceso de toma de decisiones en las elecciones de
Estados Unidos, véase [31].
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mas importantes. Para esto presentamos a continuacion las definiciones y
herramientas matemaéticas que usaremos a lo largo de la tesis.

Sea A un dlgebra de von Neumann, el simbolo h denotard un espacio de
Hilbert complejo separable con producto interno (-, -) antilineal en la primer
variable y lineal en la segunda, con norma || - [|; B(h) es el dlgebra de von
Neumann de los operadores lineales acotados en h; Ly (h) es el espacio de los
operadores sobre h de traza finita con norma ||p||; = tr|p|, donde |p| = /p*p
y tr(p) es la traza del operador p.

Definicién 1.0.1. Un semigrupo dindmico cudntico (qds por sus siglas en
inglés) sobre A, es una familia (T¢)i>0 de operadores lineales que satisfacen
las siguientes condiciones

1. To=1,

2. Tixvs = T¢ Ts para todo t,s > 0,

5 T <1,

4. Ty es completamente positivo para todo t > 0,
5. T es normal para todo t > 0,

6. para cada a € A, el mapeo t — Ti(a) es continuo con respecto a la
topologia o-débil sobre A,

donde 1 es el operador identidad en A.

Definicién 1.0.2. El generador infinitesimal (o simplemente generador) del
semigrupo dindmico cudntico (T;)i>0, es el operador L con dominio D(L),
donde para cada a € A existe un elemento b € A tal que

lim 14—y, (1.1)
t—0 t
en la topologia o-débil y L(a) = b.

Observacion 1.0.3. Si L : D(L) — h es el generador infinitesimal de un
semigrupo, es facil ver que D(L) es un subespacio vectorial de h.

Definicién 1.0.4. Un semigrupo dindmico cudntico es de Markov (qms) o
conservativo si T(1) = 1 para toda t >0 .



Ejemplo 1.0.5. Sea H un operador autoadjunto. El semigrupo implemen-
tado por el grupo unitario (e );cr estd definido como

Ti(z) = e ze ™ Yz € B(h)
Si H es acotado, entonces el semigrupo es uniformemente continuo, es decir,
lm [|7; — I|| =0
t—0

en la topologia inducida por la norma.
En este caso el generador es

L(z)=1i(Hx —zH)=1i[H,z] Yz e B(h).

Si H es no acotado, la expresion anterior debe ser considerada como una
forma sesquilineal

£(z)[u,v] = i(Hu, zv) — i(v,rHu)
para cada w,v en el dominio D(H) de H y x € B(h).

Otros ejemplos de semigrupos cuanticos de Markov uniformemente con-
tinuos se pueden encontrar en [9], [12] y [27].

Definiciéon 1.0.6. Al espacio de todos los funcionales o-débil continuos
sobre el dlgebra de von Nuemann A se le llama espacio predual de A y
se denota por A,.

De la definicién anterior es claro que A, C A*. Ademaés A, es un espacio
de Banach en la norma de A.

Definiciéon 1.0.7. Un estado es un funcional lineal positivo w sobre A tal
que w(1) =1, decimos que es normal si es o-débil continuo. Ademds, se dice
que es fiel si w(a) > 0 para todo a # 0.

Cualquier semigrupo cuantico de Markov {7;};>¢ sobre A induce un
semigrupo predual T, sobre A, definido mediante

Tet(w)(a) = w(Ti(a)),

paratodaw € A,,a € Ayt >0.

Los estados normales w de A estdan en correspondencia uno a uno con
los operadores de densidad (matrices de densidad) p, es decir, operadores
positivos de traza igual a uno, mediante la siguiente relacién

w(a) = tr(ap) Va € A.
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Para una demostracién de este hecho véase el Teorema 2.4.21 en [8].
En el caso A = B(h), (Teorema VI.26 en [36]), tenemos que el semigrupo
predual estd definido en Lj(h) mediante la relacién

tr(Ti(x)p) = tr(zTu(p))  VE>0

x € B(h)y pe Li(h).

El generador L, del semigrupo predual (7.)¢>0 y el generador £ del
semigrupo (7¢)¢>0 tienen la misma relacién de dualidad que la de sus semi-
grupos, tr(zL.p) = tr(L(x)p).

Si el semigrupo 7 es continuo con respecto a la topologia débil en B(h),
el semigrupo predual 7, es también continuo respecto a la topologia débil en
Li(h). Més atin, por el Corolario 3.1.8 en [8], se tiene que 7 es un semigrupo
fuertemente continuo en el espacio de Banach Lj (h). Ademds, si el semigrupo
es de Markov, es decir, T;(1) = 1 para todo t > 0, entonces T envia estados
en estados.

Usualmente se define a los estados como operadores de densidad p en
Li(h), positivos y de traza igual a uno. De ahora en adelante identificaremos
los estados w con los operadores de densidad p.

Definicién 1.0.8. Un estado p es invariante para el gms (T¢)¢>0 st para cada
x € B(h) y cada t > 0 tenemos que tr(pTi(z)) = tr(px). Equivalentemente,
T«t(p) = p para todo t > 0.

Observemos que si p es un estado invariante en el dominio del generador
predual L., entonces

0= S Tep)mo = Lo(Tealp)lico = £4(0),

por lo tanto tenemos una caracterizacion de los estados invariantes de
un semigrupo.

Lema 1.0.9. Un estado p es invariante para el gms (Ti)i>0 si y solo si

L.(p) =0.

La ecuacion

CTulp) = £.(Tulp) (1.2)

en la literatura fisica es conocida como ecuacion maestra.

El siguiente resultado de Gorini-Kossakowski-Sudrashan y Lindblad, véan-
se [9, 12], caracteriza al generador infinitesimal de un qms uniformemente
continuo sobre el algebra de von Neumann B(h).



Teorema 1.0.10. Sea 7 un semigrupo uniformemente continuo de opera-
dores sobre B(h). Los siguientes enunciados son equivalentes

i) T es un semigrupo cudntico de Markov, es decir, T{(1) = 1 para toda
t>0.

it) El generador infinitesimal L puede ser representado en la siguiente
forma
L(z) =Gz +2G+ Z LjxzLy (1.3)
>1

donde Ly, G € B(h), G+ G*+ > L;Ly = 0 y la serie Y L;L; converge
fuertemente, es decir, > LjLyu < oo, Yu € h.

En la representacién predual, cuando el generador L, es acotado, tiene
la forma candnica

Li(p) = u(p) + Gp + pG", (1.4)

donde ®, es una transformacién lineal completamente positiva y acotada
sobre Li(h) y G = —2®,(1) + iH es el generador de un semigrupo unifor-
memente continuo sobre h. En el caso ® = 0, la ecuacién maestra (1.2) se
reduce a la ecuacién de Schrodinger.

La condicién de continuidad uniforme resulta muy restrictiva para mu-
chas aplicaciones fisicas. Afortunadamente es posible construir un qms aso-
ciado a un generador formal £ no acotado con una estructura que generaliza
(1.3), vedse [9, 12]. De manera rigurosa el generador formal es la forma
sesquilineal

£(z)[u,v] = (Gv,zu) + (v, xGu) + Z<L[U,l‘Lgu> (1.5)
>0

con u,v € Dom(G), donde los operadores G y L, satisfacen la siguiente
condicion:

Hipétesis A. El operador G es el generador de un semigrupo
de contracciéon fuertemente continuo sobre h, los operadores Ly
actian sobre h con Dom(Ly) O Dom(G) y £(1) = 0.

La férmula (1.5) es una generalizacién de la ecuacién (1.3), para opera-
dores G y Ly no acotados.
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Se sabe que, véase [9, 12], dado un dominio D C Dom(G), el cual es
un dominio esencial para G, es posible construir un semigrupo cuéntico,
llamado minimo que se denota por 7™ que satisface la ecuacién

(u, T (2)u) = (v, 2u) + /O (v, £(TL™) (2)Yu)ds, (1.6)

para toda u,v € D.

Puesto que £(1) = 0, se verifica facilmente que ﬁ(mm)(]l) < 1. La ecua-
cién (1.6) determina un tnico qms si y solo si 7;(mm)(]1) =1

El semigrupo es minimo puesto que para cualquier familia (7;):>0 de
operadores positivos o-débil continua sobre B(h) que satisfacen (1.6) se tiene
que 7;(mm) () < Ti(z), para todo elemento positivo en B(h) y para toda
t >0, (véase [12], Teorema 3.22).

Sea ﬁ(mm) el semigrupo predual sobre Lq(h) con generador E}(me)' Ob-
servemos que Ty es un semigrupo débilmente continuo sobre el espacio
de Banach Li(h), por lo tanto es fuertemente continuo. El espacio lineal 2
generado por los elementos de Lq(h) de la forma |u)(v| estd contenido en el

dominio de ﬁSf”m). Asi pues, la ecuacién (1.6) puede escribirse en la forma

t )
() IT@) =ty eie) + [ (£ DT @) ds (17
0
A continuacién presentamos la siguiente caracterizacion para la conser-
vatividad, es decir, 7;(mm)(]l) = 1, del semigrupo minimo, [9, 12, 15].

Proposiciéon 1.0.11. Bajo la Hipdtesis A, las siguientes condiciones son
equivalentes:

i) El semigrupo cudntico minimo es de Markov, es decir, ﬁ(min)(]l) =1

ii) (Tt)t>0 es la unica familia de operadores de contraccion positivos o-
débil continuos sobre B(h) satisfaciendo (1.6) para todo elemento po-
sitivo x € B(h) y para toda t > 0.

i11) El dominio Q es un dominio esencial para £5< ).

En algunas aplicaciones las condiciones anteriores resultan extremada-
mente dificiles de verificar. Una condicién suficiente para la conservatividad,
se basa en la existencia de un operador C positivo autoadjunto satisfaciendo

£(C) < bC

con b > 0, véase la Hipétesis C en [12] pp 59.



Capitulo 2

Estados estacionarios de
equilibrio local del proceso
de absorcion y emision de m
y n fotones

2.1. Introduccion

El contenido de este capitulo se publicé recientemente en [11]. Los gene-
radores de Markov del tipo de acoplamiento débil se introdujeron reciente-
mente en [1]. Los generadores de esta clase tienen importantes propiedades
estructurales que permiten el calculo explicito de sus estados invariantes de
equilibrio y de equilibrio local como funciones del hamiltoniano o elemen-
tos en el conmutador de este operador. Nociones como balance detallado,
balance detallado generalizado y estados invariantes de equilibrio local se
ilustraron en la referencia anterior con ejemplos finito dimensionales.

Nuestro objetivo es estudiar estados estacionarios de equilibrio local, que
incluyen estados de balance detallado y estados que no satisfacen la con-
dicién balance detallado, de un generador infinito dimensional del tipo de
acoplamiento débil que modela el proceso de absorcién y emisién simultanea
de m y n fotones, con m,n > 1. El interés en los procesos de multi-fotones se
debe a sus potenciales aplicaciones por ejemplo, en el procesamiento optico
de datos y emisién de luz coherente (lasing), véase [26, 32, 38| y las referen-
cias ahi mencionadas. Aunque el proceso mas estudiado es el de absorcion
y/o emisién de dos fotones, recientemente los procesos de multi-fotones de
orden superior, como absorcién y/o emisién de tres o cuatro fotones han
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recibido una atencién considerable.

En la siguiente seccién estudiamos los estados estacionarios de balance
detallado del proceso de absorcién y emisiéon simultdnea de m y n fotones
con tasas de absorcion y emisién constantes.

2.2. El generador de Markov y estados de balance
detallado

El generador formal de Gorini-Kossakowski-Sudarshan y Lindblad (GKSL)
del proceso de absorcion y emision de n fotones con tasas de absorcién y emi-
sién constantes p2 > 0y A2 > 0, respectivamente, actuando sobre el espacio
Li(h) de los operadores de traza finita sobre h = ¢5(N) (en la representacién
predual), tiene la forma

2
Lonp = —'MQ—” (aT"anp + pa'ta™ — 2a"paT">
) (2.1)

A
- 7" (a”aT”p + paa’™ — QaT”pa”> — w[Hny, p]

donde Ay, < fin, 1 es el nimero de fotones, p € L;(¢2(N)) es un estado del sis-
tema, af, a son los operadores de creacién y aniquilacién, respectivamente,
w € R y el hamiltoniano es H, = a/"a™.

El generador formal del proceso de absorcién y emisién simultanea de m
y n fotones, con 1 < m < n, estd dado por

L= Lon+ Lom (2.2)

Se puede verificar que todas las condiciones para existencia y conservatividad
del semigrupo minimo asociado con el generador formal £, se satisfacen,
denotaremos por T = (7}) o al semigrupo (dual) minimo actuando sobre
el 4lgebra de von Neumann B(h), de los operadores acotados sobre h. Y
usaremos T, = (7;,5) /o Para denotar el semigrupo predual actuando sobre
Li(h).

La siguiente definicién fue dada en la referencia [1].

Definicion 2.2.1. Un estado p se dice que satisface la condicion de L~ ba-
lance detallado generalizado (L.-GDB por sus siglas en inglés) con respecto
al generador de Markov (2.2) si La(p) =0, para k =mn,m.
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Claramente, cualquier estado que satisface la condiciéon de £,-GDB con
respecto a L, es invariante. El reciproco en general es falso, véase ejemplo
(6.2.3) en [1].

Los operadores de creacién y aniquilacién actian sobre la base candnica
{ex}r > 0 de £3(N) de la siguiente manera:

ae, = Vkep_1 aler = VEk+ legyq

La accién del generador Ly, sobre un operador p = .~ pjkle;) (exl,
puede escribirse en la forma

Lin(p) = Z ‘€j><ek‘|{)‘721pj—n,k—n Vv ilnlkln + Nipj—l—n,k-kn\/[j + nlnlk +nly

JlkaO , (2.3)
- §ij)\721([j + nln + [k +nln) — §ijui([j]n + [k]n) + iw([k]n — [j]n)}
donde
ol = ola = iz =2+ (@ = (1= 1)) = 2
(x +n)' 24
[z4+n], =@+ D(x+2) - (x+n)= T

Para un estado diagonal p = 3, pjle;)(e;|, la expresién anterior se reduce
a

Lonlp) =D (W2l + nhupyin
5>0 (2.5)

A2l — 12171 = XL+l ) e}

Definicion 2.2.2. Decimos que un estado diagonal p satisface la condicion
de Li-balance detallado si las siguientes relaciones

2
Pm+j = VmPy,
o (2.6)
Prn+j = VnPyj,

son vdlidas para toda 7 > 1, donde vy, = %, para k = m,n.

Probaremos que cualquier estado diagonal de L,-balance detallado es un
estado L.-GDB y, entonces, un estado L,-invariante. Para esto necesitare-
mos el siguiente lema.
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Lema 2.2.3. Si las condiciones de balance detallado (2.6) se satisfacen,
entonces para cualquier q,7 > 0 tenemos que

2
Pkq+j = Z/k'qu? k=m,n (27)

Demostracion. Tomemos k = m en la primera ecuacién de (2.6). Entonces
tenemos que

Pmg+j = Pm+(q—1)m+j = V%’Lp(qfl)erj = V?%’L(Z/?%’Lp(q72)m+j) S ﬁfpj.
|

Sea r el méximo comun divisor (MCD) de m y n. Podemos calcular r
usando el algoritmo de Euclides. En efecto,

n=mq +r;, 0<rr<m
m=riqa+1re, 0<rs<nr
(2.8)
Tig—2 = Tig—1445g + 0<r< Tig—1,
Tip—1 = T'qig+1

es decir, r = r;, < m para algun 7.

A continuacién presentamos algunos calculos con el fin de encontrar en
forma explicita estados p de L.-balance detallado. Con la notaciéon anterior,
de (2.6) tenemos que

2 2
Vmihpn-I—j = Pmagi+ri+j = Pn+j = VpPj

para toda j > 0. Por lo tanto

Pri+j = 7%pj> Jj =0, (29)
donde v; = v, /vy, De (2.9), (2.8) y de la prueba del Lema 2.2.3 se sigue
que

2 )
ngpj = Pm+j = Prigedra+j = ’71q2f)r2+ja J=0.

Por lo tanto
2 .
Proti ="2pj 320
donde 42 = vy, /7{?. De manera andloga , repitiendo los argumentos previos
con los correspondientes cambios, tenemos que

Pravi =V3p; 3 =0
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donde 3 = 71 /72%, etcétera.
De esta manera obtenemos

privi =ipj, 1<i<io, (2.10)

con v; = Yi—o/V{ 1, 2 <i <ipy 71 = vn/vi. De ahora en adelante escribi-
remos simplemente 7 en lugar de v;,, i.e., ¥ = yi,—2/ 'yggo_l. Asi en particular,

praj = pj, 0<j<r
parti= 'pj 0<j<r
(2.11)

Psr+j = Ypj, 0<j<r

Entonces, puesto que cada k > 0 puede escribirse como k =rs+7j, 0<j <
r, cualquier valor propio pi puede escribirse en términos de los primeros r
valores propios de p. Consecuentemente,

r—1
P = Z Pj 2728|ers+j><ers+j|' (2.12)
7=0

=0 >0

Puesto que r es el MCD de n y m, existe ¢ > 1 tal que n = rq, entonces de
(2.11) y (2.7) tenemos que

21 2ql .
Vn Pj = Pnltj = Pari+j =V 1 pj, 0<g<r

para cualquier [ > 1, por lo tanto v = v, si p; > 0 para algin 0 <
7 < r. Esto implica que v < 1 y por lo tanto cada una de las series
Z1120 Y ergri)(€rqrjl, 0 < j < 7, en (2.12) converge y define un ope-
rador positivo de traza finita.

Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4. Con la notacion anterior,

(i) Los siguientes r estados diagonales de Ly-balance detallado son L.-
tnwariantes

P = (1= ¥ lersij)lenstyl  0<ji<r—1  (213)
s>0
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(ii) La proyeccion soporte de cada estado diagonal p(j) de L.- balance de-
tallado, para 0 < j <r —1

bj = Z |erstj) (€rs+s]

s>0

es la proyeccion ortogonal sobre el espacio soporte h; = p;h de h. Los
semigrupos duales reducidos TY) actuando sobre pjB(h)p; = B(h;) de-
finido como T(j)pja:pj = p; T (z)p; son irreducibles, es decir, no tienen
proyecciones subarmdnicas no triviales.

(i7i) Un estado p es Li-invariante si y solo si es una combinacion lineal
convezxa de los r estados invariantes en el inciso (i), es decir,

r—1
p= Zajp(j). (2.14)
j=0

con Y ocjcr—1 % = 1.

Demostracion. Para cada 0 < j < r, consideremos las aproximaciones p(J ) =

(1—12) Zs:o V25 |ersti) {ersyi| de p(ﬂ) por operadores de rango finito. Los

operadores pl(j ) estén en el dominio Ln, €l generador del proceso absorcién
y emisién de n fotones . Evaluando en el generador obtenemos:

2728{ pnlrs + dlnlersti)ers+il + ualrs + dlnlersei—n) (ers+j- T(L‘Q 15)

- >\721([7“3 + 7+ nlnlersyj)(erstjl + )‘31[7“3 + 7 + nlnlerstjin) (ers+j+n‘}

Después de algunos cambios de variables la expresion anterior se reduce a los
dos siguientes términos acotados, cada uno con ¢ sumandos, donde n = rq:

l+q

La(p?) =3 R0 rs + flulersei)erss]

s=Il+1 (216)

Z Nn28rs 4+ 5 + nnlersyi)(€rs+l

s=l—qg+1

Puesto que ¢ es fijo, se sigue de (2.16) que lim;_, o, [,*n(pl(j)) =0en la
norma de Lj(h). Por consiguiente, siendo L, un operador cerrado tenemos
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que p(j) pertenece al dominio de Ly, y E*n(p(j)) = 0. Lo mismo se tiene
para L,,,. Esto prueba ().

Para (ii), de acuerdo al Teorema III.1 en [14] es suficiente mostrar que
a’™ # pja™ para todo 0 < j < r — 1 sobre Dom(a'™) N Ran(p;). Sea
pj = YL o lersti)(ersts] una proyeccién no trivial y e,4; un elemento en
Dom(a™) N Ran(p;), un calculo sencillo muestra que

l

pjamerl-kj =[rl+j+na Z |€rstj) (€rstjlerienss = 0. (2.17)
s=0

[N

1
Por otro lado aT”erlH =[rl+y —I—n]%erHjJrn, entonces a!™ # pjaT” y por
lo tanto las Unicas proyecciones subarmoénicas son las triviales.
De manera andloga a la demostracién del Teorema 3.6 en [28], se prueba
que el algebra de los puntos fijos del semigrupo cudntico de Markov T es

F(T)={zeBh): Ty(z) =z} ={pj: 0<j<r—-1}"

:{Z)\jpji)\jec,ogj<7“} (2'18)
0<j<r

el cual es isomorfo a I (f2) como &lgebras de von Neumann, con Q =
{0,1,2,--- ,r — 1}. Por lo tanto, el inciso (iii) se sigue del Teorema 2.1
en [28].

O

Observacioén 2.2.5. Los r estados invariantes p(j), 0<3<r—1, son mu-
tuamente ortogonales con respecto al producto interno de Hilbert-Schmidt.
Ademds, si m yn son coprimos, es decir, sir =1, entonces existe un unico
estado Ly-invariante.

2.2.1. Balance detallado cuantico

La nocién de balance detallado para sistemas cuanticos abiertos ha sido
estudiada por Alicki en [4], Frigerio y Gorini en [20] y Kossakoswki, Frigerio,
Verri y Gorini en [19], para un semigrupo cuantico de Markov uniformemente
continuo con un estado fiel invariante p, ahi se formula como una propiedad
del generador £ del semigrupo.

En esta seccion mostraremos la relaciéon que hay entre la condicién de
balance detallado (2.6) y la condicién de balance detallado cudntico para
qms’s uniformemente continuos dada por F. Fagnola y V. Umanitéd en [16,
17], es decir, mostraremos que (2.6) implica que nuestro generador formal
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(no acotado) £ y su s-adjunto £ definido para cada estado fiel invariante
py para cada s € [0, 1] por medio de la relacién de dualidad

tr(p'*yp*L(x)) = tr(p' *LPypz) (2.19)
satisface la condicion de balance detallado cuantico
L— LY (2) = 2K,z (2.20)

para algin operador no acotado autoadjunto K.

Lo anterior generaliza la nocién de balance detallado (reversibilidad)
para un semigrupo de Markov clasico, el cual es llamado reversible cuando
es autoadjunto en el espacio L? de alguna medida invariante.

El generador formal no acotado £ es la suma de dos generadores no
acotados L, y L., cada uno con la estructura de GKSL

1
2
1 * 1 * *

* 1 * *

(2.21)

donde L1, = puna™ y Lo, = Apal™.
Usando 7?7 = v, y la notacién anterior, un célculo directo muestra que

para cada p = Z;;é a;pY) con E;;é aj =1y cada k > 0 obtenemos

s
psLTnek :(ak/(l - 72),)/2(l+q)> Hn€lk+n

(2.22)
(a1 = ) V2 v = VE Lo
donde k = rl + k’. Asi obtenemos
p*Li, = vELEps. (2.23)
Tomando adjuntos en la ecuaciéon anterior
Linp® = v¥p°Ly,, s€[0,1]. (2.24)
Usando que Lo, = v, L], de (2.23) y (2.24) obtenemos
p"Lan = vy Lonp” (2.25)

* 28 S
LQn_VanQH'



2.2 El generador de Markov y estados de balance detallado 15

De las relaciones (2.23) y (2.24) tenemos lo siguiente
tr(plfsypSL*{nLln@ = tr(plfsyLTnLlnpsx).
tr(plfsypst’{nLln) = tr(plstTnLlnypsx). (2.26)
tr(pl_sypsL*{nlen) = tr(pl_stnngnpsx).

y de (2.25) obtenemos
tr(pl_sypstnLgn@ = tr(pl_syL’{nLlnpsx).
tr(p' *yp*xLs, Lay) = tr(p' °L3, Lonyp°). (2.27)
tr(plfsypstnngn) = tr(plstTnyLlnpsx).

Ademas

tr(p' " yp®[Hp, a]) = —tr(p'~*[Hyn,ylp°z).

De lo anterior se sigue que,
Ly — LE) = 2iw, [H,, z].

De manera anéloga se obtiene un resultado para L,,.

Esto significa que (2.20) se satisface para £ = L,, + L, con K = w, H, +
wmHm. Por lo tanto, la condicion de balance detallado cudntico presentada
en [16, 17] se satisface separadamente para cada frecuencia de Bohr.

2.2.2. Balance detallado y el proceso clasico

La restriccion del generador £ a la subdlgebra diagonal determina el
generador infinitesimal de un proceso clasico de nacimiento y muerte, con
tasa de nacimiento A2, y A2 y tasas de mortalidad u2, y u2, el cual tiene la
forma Q = Q,, + 9,, donde

On(z) = )‘721[.7 + 0] (Tjin — 5) + M%[j]n(xj*n — ;) (2.28)

con ¢ = (2;)j>0 € lo(N). Qy, tiene una forma similar con las respectivas
sustituciones . Cualquier estado invariante de la forma (2.14) induce una
medida invariante del correspondiente proceso clasico.

Proposicién 2.2.6. Cada medida invariante p de la forma (2.14) satisface
la condicion de balance detallado cldsico

Piqik = Prqrj, YV 3,k >0 (2.29)

donde Q = (q;i) es el generador (matriz de transicion) del proceso.
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Demostracion. Mediante un calculo directo podemos ver que la matriz de
transicion Q = (g;) para este proceso estd dada por

—ppliln = Ao+ Gln = 13 [lm — Ao lm + lm sij =k, con j >0,
A2 [m + flm si k=m+j, con j >0,
) X+ sik=mn+j, conj >0,
ik = p2,[m + K, sij=m+k, conk >0,
p2n + Kkl sij=n+k, con k>0,
0 Otro caso.

Esto es, O tiene elementos distintos de cero en la diagonal principal asi co-
mo en dos diagonales superiores y dos diagonales inferiores. Para un estado
invariante p de la forma (2.14)) que satisface la condicién de L.-balance de-
tallado, se verifica facilmente, usando la igualdad v}, = )", que la condicién

Pjdik = Prakj, ¥ 3,k >0 (2.30)

se cumple. O

2.3. Un generador del tipo de absorcion y emision
de m y n fotones

En esta seccién presentamos un generador de Markov del tipo de limite
estocastico, modelando el proceso de absorcion y emisién simultanea de n y
m fotones, n,m > 1, con tasas de absorcién y emisién variables.

Para cualquier entero positivo n y cualquier funcién positiva o : N >
[0,00) definimos los operadores no acotados L,(«) actuando sobre h me-
diante

L,(a)er = a(k —n)ex—n, Yk>n

y Lp(a)er, = 0 si k < n, donde (e;)r>p es una base ortonormal de h. Se
verifica facilmente que el operador adjunto L, («)* de L,(«) actia sobre los
elementos basicos de h como Ly, (a)*er = a(k)egin, k> 0.

Dadas dos funciones positivas 0 < A, < pu, definidas sobre N, consi-
deraremos los operadores Ly (un) v Ln(\,) como operadores de Kraus del
generador formal de Lindblad-Gorini-Kossakowski y Sudarshan definido pa-
ra cualquier z € B(h) mediante

En(x) = Ly(pn) @ Ln(pin) + Ln(An)z Ly (An)*

5 (L) L)+ ) L) (2.31)

4 L) L) + a:Ln()\n)Ln(/\n)*) — iw[Hn, 2.
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donde H,, es el operador de multiplicacién [N}, = (N —n+ 1)(N —n +
2)--- N, con N el operador de nimero que actuando en los elementos bésicos
de la siguiente forma:

[Nlnex = [Klnex = (k—n+1)(k—n+2)-keg, ¥V k> 0.

Los operadores Ly (i) y Ln(\y,) son no acotados, su dominio es

Dom(Ly(a)) = {u € h: | Lo(@)ull = | Y wrina(k)er] = D [ugsn*|a(k)]* < oo},
k>0 k>0

a = fin, Ap. El subconjunto denso Span{er : k > 0} estd contenido en
Dom(Ln(a)) para o = iy, Ay. Asi, los operadores L, (a), a = p,, A, estan
densamente definidos. Ademas, los operadores adjuntos estdn también den-
samente definidos y
Lo(a)*u =Y upo(k)epin
k>0

para cualquier

u € Dom(Lp(a)*) ={u € h: > |ug]|a(k) < oo}
k>0

a = [in, A\p. Puesto que 0 < A\, (k) < pn(k) para toda k& > 0, claramente
tenemos que Dom(Ly(ptn)) C Dom(Lyn(Ay))-

Puesto que los operadores de Kraus L, (a) son no acotados, el generador
formal tiene que ser considerado como un mapeo, asociando cada = € B(h),
una forma sesquilineal £,,(z) definida por medio de

£n(x) [u> U] = <Ln (Mn)ua an(ﬂn)’W

+ (Lpy(Ap) u, Ly (M) ) + (Gru, 2v) + (u, Gpv) (232)
para u,v € Dom(G,,), donde Dom(Gy) = Dom (Ln(,un)*Ln(un)) y
G = = (Enlptn) Enlrin) + L) En(An)") + oy
2 . (2.33)
= =5 tn(N =n)? = SX(N)? = iw[N]y,

donde N es el operador de nimero y establecemos que p,(N — n)ex =
pn(k —n)eg, An(N)ex = Ak)ex, ¥V k>0.
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En esta seccién vamos a considerar el generador no acotado de GKSL
del tipo de limite estocdstico

£=~Fn+Em (2.34)

con m,n dos enteros positivos fijos, m < n. La representacién de GKSL de
L involucra al operador

G = (L) Lain) + LaOv) La(Mn)’)

2
S Eonli) Lonlpon) + Lo ) L))+ i (2.35)
- _%un(N —n)’ - %MN)Q - %“m(N - - %Am(N)Q

— iw([Nn + [N]m)

y los cuatro operadores de Kraus Ly, (tin), Lm(tm), Ln(An)*y Lym(Am)*.

Claramente Re(u, Gu) < 0 paratodau € Dom(G) = Dom (Ln(,un)*Ln(un))

si pm(k) < pn(k) para toda k > 0, que asumiremos de ahora en adelante.
Entonces G es un operador disipativo, de hecho, GG es un operador disipativo
maximal, y por lo tanto, el generador de un semigrupo fuertemente continuo
de contracciones sobre h. Ademads la condicién

2Re(u, Gu) + (Ly(pn)u, L (ptn)w) + (L (ptm )1; Lin (pn) )

claramente se satisface para toda u € Dom/(G). Por lo tanto, las condiciones
para la existencia del semigrupo minimo asociado con el generador formal
anterior, es decir, Hipétesis A en [12], se satisfacen. Ademds, la conser-
vatividad y, consecuentemente, la unicidad del semigrupo minimo se siguen
de la existencia de un estado invariante fiel, lo cual estableceremos en las
siguientes secciones, y por la Proposicion 4.2 en [34].
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2.3.1. Existencia de estados invariantes de equilibrio local
que no son de balance detallado

Sobre cualquier p = 3.~ pjklej){ex| el generador predual £, actia
de la siguiente forma:

En(p) =)

7,k>0
2(: 2
P (J pn (K ,
(-8 s smalesindtesl = P2 pnlesevsnl + i@ ales) e
A2 (j N2 (k _
(=252 psalep el = 225 k) en] + A Wil e

Observemos que el proceso de absorcion y emisiéon de n fotones con tasas de
absorcion y emision constantes u,, A,, respectivamente, se obtiene cuando
1 1

M) = Malj + 12 ¥ un(§) = palj + )3, con A\, < p, nimeros reales
positivos.

Si el estado p es diagonal, después de algunos cambios de variable la
ecuacién anterior puede escribirse como

Ene(p) =Y (JnlG — 1) = Ju(d))lej) (e, (2.37)
j=0
donde
In(G) = Aa(i)ps — 1 (G)pjin- (2.38)

Los estados invariantes del generador del tipo de limite estocdstico £ son
soluciones de la ecuacién

£.(p) = Ens(p) + £ms(p) = 0. (2.39)

A partir de ahora buscamos soluciones a la ecuacién anterior para el caso
n =4y m = 2. Asi, la ecuacién (2.39) toma la forma

£.0) =D { A6 =4 = 1) + DG = 2) = D) fles)es| =0 (2.40)

7=>0
con
Ji(4) = N()pj — 12(G)pivj, =42, j>0 (2.41)

Para violar la condicién de balance detallado necesitamos tener J,,(j) # 0
para algun j > 0, n = 2,4. Asi que supondremos lo siguiente
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Hipétesis C:
(C.1) Jo(j) =0 para toda j >4
(C.2) Jy(j) = 0 para toda j > 2,

los valores Jo(j), 0 < j < 3y Jy(0),J4(1) permaneceran indeterminados
por el momento.

Observacion 2.3.1. Notemos que la Hipotesis C es equivalente con las
stguientes “condiciones de balance detallado parcial”:

) A 2
(i) 22 = (22)" = 1y(j)? para toda j > 4,

N 2
(i1) pj;;“ = (2?‘183) = v4(4)? para toda j > 2.

Por simplicidad, de ahora en adelante supondremos que las sucesiones
(A2(4)) >0, (Aa(4))j50 ¥ (B2(4)) 50+ (ra(f));50 satisfacen

1 1
() A2(j) = Aolj + 2] v p2(j) = p2j + 2|3, para toda j > 4, y las
constantes 0 < Ay < po.

1 1
(i) M(j) = Mlj + 417 v pa(f) = palj + 415, para toda j > 2, y las
constantes 0 < A\g < pugq.

y dejamos indeterminados, de momento, los valores de A2(j), p2(j), 0 <
J<4y /\4(.7)7 N4(j)7 0<j<2

Por lo tanto ambas condiciones de balance detallado parcial (equilibrio
local) en la Observacién 2.3.1 y, por consiguiente, la Hip6tesis C se satis-
facen. Ademds 15(j) = 1o = 2—; es constante para j > 4y vy(j) = vy = ;);_44;

es constante para j > 2.

De la ecuacién (2.40) obtenemos las siguientes condiciones sobre J4(0), J4(1)

N
—
(@]
N—r
Il
|
a
—
[@n)]
N—r
<
&
—
[\
S—
Il
&
—
(@]
N—r

(2.42)
Ju(1) = =Ja(1) y  J2(3)

Il
&
~—~~

=
S—

Debido a la estructura par-impar del generador (2.40), podemos calcular
primero los valores propios p; del estado diagonal p para j par, y asi obtener
el estado par pe = 3 ;- p2jle2;)(e2;|. De las ecuaciones (2.41) con j = 0,2,4
tenemos que
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. J4(0) J2(0)
2 2
Jj=0, pa = vi(0)po — , p2 = 15(0)po — -
! 13(0) ? 13(0)
) J2(2) (2.43
7 =2, pﬁzyzp% 0421/22(2)/)2— 2( )( )
H2(2)
J=4 P8 = przh P6 = I/22p4.

Después de algunos célculo directos, podemos ver ficilmente de (2.42) y
(2.43) que los valores propios del estado p. pueden ser escritos en términos
de A2(j), u2(4) y J2(0) de la siguiente forma:

__ 20 (2.44)
15(2)K(2)’
pak =V3page—1y, ¥k > 2.

P2

con x(0) = v3(0)r3(2) —v2(0), k(2) = v3(2) —v3 y A2(5), u2(j) satisfaciendo
las condiciones

vi  vi(0)[v3(2) 1 1 1
T 0 Lo T R @) Ee 015
1 v3(0) [u§(2) N 1 N 1 } 1 '
15(2)k(2)  K(0) Lp3(0)  p3(2)  p3(0)1  p3(0)7
las cuales son equivalentes a
L2 A3(2)A3(0) + p3(0)AF(0) + A3(0)A3(2) (2.46)
27 2300013(2) + 13(2)A3(0) + A3(0)13(0) '

De manera similar, calculamos los elementos p; para j impar, obteniendo
asf el estado impar p, = 35 p2j+1lezj+1){(e2j+1], de la siguiente forma

~Ja(1) (v3(3) 1 1
Y {u%u) ORI J
Dy = J2(1) (2.47)
P T3 (3)RE)

P2k+1 =V§p2k71 para k > 2.
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con k(1) = v3(1)v3(3) — v2(1), k(3) = v3(3) — v y condiciones andlogas al
caso par,

vi i) 11303) 1 1 1
@ ~ =0 L) T 3m T mm) R
) 2 (2.48)
1 =”2(1)[”2(3)+ L1 ]_ 1
p(3)k(3)  w(1) Lpa(1)  p3(3)  pa()) p3(1)’
las cuales son equivalentes a
2 A3(3)AT(1) + p3(DAT(1) + A3(1)A5(3) (2.49)
2T NME3E) + 133 + ()3 (1) ’

De lo anterior obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.3.2. (i) pe = >_ ;5 pajlez;)(ez;| con pa;, j > 0 dado por
(2.44) es un estado invariante si Jo(0) satisface

J2(0)< L [V§(2)+ Loy gy 1 ):1,

£(0)Lu3(0) ~ 13(2)  p3(0)] - H3(2)R(2)(1 - v3)
(2.50)
los mimeros reales J3(0), k(0) = v3(0)v3(2)—v2(0) y k(2) = v3(2) —v3
son distintos de cero y con el mismo signo, vi = vy, v3 < 1 y la

condicion (2.46) se cumplen.

(it) po =2 ;>0 P2j+1le2j+1)(€2j+1] con paji1, j =0 dado por (2.47) es un
estado invariante si Jo(1) satisface
1 rv3(3) 1 1
J2(1) ( ; + )
0 L T 3m T Am) T R
(2.51)
los miimeros reales Jo(1), (1) = v3(1)v3(3) —vi(1), x(3) = v3(3) — v3

son distintos de cero y con el mismo signo, vi = vy, v3 < 1 y la
condicion (2.49) se cumplen.

_l’_

Demostracion. Sea L, el generador del semigrupo minimo asociado con el
generador formal £,. La demostraciéon de la invarianza del estado pe es
similar a la demostracién del inciso (i) en el Teorema 2.2.4. Ademads, ba-
jo las condiciones (2.45), para las aproximaciones de rango finito pe;,, =
>ito pajleaj)(ea;| tenemos que

E*(pem) = [Qm + 2]2)\31/22171—2

p2(lezm-+2) (eam+2| — le2m) (eam)
+ [2m 4+ 220503 pa (leam2) (eamval — |eam—2) (eam—2|) (2.52)

+ [2m + 44 A5v5" p2 (Jeama) (€2mra] — leam) (e2m)
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si m es suficientemente grande. Puesto que vo < 1, un célculo sencillo mues-
tra que Li(pem) — 0 cuando m — oo en la norma de Lj(h). Claramente
pem € Dom(L,) para cada m > 1, por lo tanto, siendo L, un operador
cerrado concluimos que p. € Dom(L,) y Le(pe) = 0. La ecuacién (2.50) se
obtiene de la condicion de la traza para p.. El operador p. es positivo si y

solo si los dos cocientes ‘E((OO)) y ‘E((QO)) son positivos, es decir, si J2(0), ~(0) y

k(2), tienen el mismo signo. La prueba para el inciso (ii) es similar. O

Proposicién 2.3.3. Sea v3 dada por (2.46), entonces tenemos que

(i) K(2) > 0 si y solo si K(0) >0 . Ademds, si cualesquiera de las condi-
ciones anteriores se cumple y 0 < v3 < 1, entonces Jo(0) > 0.

(ii) k(3) > 0 si y solo si k(1) >0 . Ademds, si cualesquiera de las condi-
ciones anteriores se cumple y 0 < v3 < 1, entonces Ja(1) > 0.

Demostracion. De la ecuacién (2.46), obtenemos que la condicién v3 < v3(2)
es equivalente con

#3(0)A4(0) < (A3(0) + A5(0)) (13 (2)13(2) — A3(2)) + A3(0)u3(0)v3(2)
la cual es equivalente con
v;(0) < v3(2)r3(0).

La parte restante de (i) se sigue de (2.50). La demostracién de (ii) es similar.
O

Observacion 2.3.4. (i) FEl estado p. es un estado estacionario en equili-
brio (balance detallado) siy solo si las condiciones de balance detallado

piri =Vi(G)ps, i=2,4, j=0,2

se satisfacen. Equivalentemente, J2(0) = J2(2) = J4(0) = 0. Lo mismo
podemos decir del estado impar p, con las correspondientes sustitucio-
nes.

(ii) Del inciso (i), las ecuaciones (2.42) y la Proposicion 2.5.3, la Condi-
cton de reversibilidad de Kolmogorov k(0) = 0, equivalentemente
v3(0)v3(2) = v3(0), es necesaria y suficiente para que p, sea un estado
estacionario de balance detallado. Se tiene un resultado andlogo para
el estado p, con las correspondientes sustituciones.
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(i4i) Sea v dado por (2.46). La condicién v3 < 1 se satisface si y solo si

v3(0) | v3(0)
A0 < (5(2) - 80) (S35 + 20)) +30)

lo cual claramente se cumple si, por ejemplo, v3(0) < v3(0). Ademds,

puesto que v3(2) < 1, la 4ltima condicion se satisface si v3(0) <
v3(2)v2(0). Por lo tanto, la condicién x(0) > 0 es suficente para obte-

ner v < 1. Condiciones similares se satisfacen para el estado impar
Po-

Corolario 2.3.5. Bajo las hipdtesis del Teorema 2.3.2, el semigrupo minimo
construido a partir del generador del tipo de acoplamiento débil £, tiene
una infinidad de estados invariantes de equilibrio local que no satisfacen la
condicion de balance detallado, dados explicitamente por

p=ap.+ (1—a)p,, a€cl0,1].

2.3.2. Regimenes de absorcién y emisién

En esta seccién mostraremos que para los estados estacionarios de equi-
librio local como p. 0 p, existen dos regimenes, absorcién y emisién. Estos
regimenes son similares a los encontrados en [2] para un dtomo de tres nive-
les interactuando con un campo de radiacién. A continuacién describimos,
sin entrar en detalles, la existencia de estos regimenes para el generador del
tipo de limite de acoplamiento débil £,.

Del inciso (ii) en la Observacién 2.3.4, sabemos que x(0) = v3(2)v3(0) —
v3(0) # 0 si y solo si pe es un estado invariante de equilibrio local que no
satisface la condicién de balance detallado. Sea Hg = E(N) una funcién
lineal del operador de nimero N, con E : NU {0} — Ry, y consideremos
dos frecuencias de Bohr w = E(2) — F(0) y 2w = E(4) — E(0). Haciendo
v3(0) = 13(2) = e P y 12(0) = e~ 2¢F(2) 1a condicién £(0) # 0 queda de
la siguiente forma

672w,8(w) o 672w5(2w) ?é 0,

lo cual se satisface si la funcion de la temperatura inversa 8 no es constante.
En el caso més simple E(k) = k, tenemos que w = 1.

(i) Régimen de Absorcién: x(0) > 0 si y solo si f(2w) > f(w). Esta
desigualdad indica que la radiacién de frecuencia w se convierte en
radiacion de frecuencia 2w.
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—J4(0
L T

)
0 4
J2(}\ 9 A@)

Figura 2.1: Régimen de absorcién

(ii) Régimen de Emisién: x(0) < 0 si y solo si f(2w) < f(w). Esta
desigualdad indica que la radiacién de frecuencia 2w se convierte en
radiacion de frecuencia w.

J41(0)
00— >4

—h(& , /J2(2>

Figura 2.2: Régimen de emisién

Observemos que de (2.44), haciendo V22 = ¢ 28, donde ahora la tempe-
ratura inversa ( es constante, se sigue que el estado par p. tiene la forma
de Gibbs localmente:

2(k—1
pe = polea)(eol + palea)(eal + > 15 * ™V poleay) (ea]
k>2

= poleo)(eol + pavy > Y v3"lear) (ear] (2.53)
k>1
= (po — pavy *)leo){eol + pavy 2(e 1)
donde (e=PH), = > k>0 e~2kBeqr) (egr| denota la parte par de e, Para

el estado impar p, tenemos un resultado similar con las correspondientes
sustituciones.



Estados estacionarios de equilibrio local del proceso de absorcién
26 y emision de m y n fotones




Capitulo 3

El proceso de absorcion de n
fotones con bombeo
hamiltoniano

3.1. Introduccion

Un atomo o una molécula pueden absorber o emitir dos, tres o mas fo-
tones simultaneamente en el mismo evento cuantico. Este fendmeno natural
fue predicho originalmente por Maria Goeppert-Mayer! en 1931, véase [24],
la primera evidencia experimental llegd treinta anos después, cuando la tec-
nologia laser permitié verificar la excitacién de dos fotones en cristales de
europio [30], siendo subsecuentemente observada en un vapor de cesio [3].
Aunque el proceso de multifotones mas estudiado es el de absorcién y/o
emisién de dos fotones, recientemente estudios de procesos de multifotones
de orden mayor, en particular absorcién y/o emisién de tres y cuatro foto-
nes, han recibido una atencién considerable. Ademéds del interés puramente
matematico que subyace en el estudio de estos procesos, su potencial apli-
cacién, por ejemplo, en el almacenamiento de datos en medios épticos y
emisién de luz coherente (ldser), véase [26, 32, 38|, ha incrementado el in-
terés en su estudio. Los procesos de multifotones pueden ser modelados como
sistemas cuanticos abiertos, cuya evolucion a través del tiempo es descrita
por un semigrupo cuantico de Markov. El estudio de estados invariantes de
un semigrupo y sus propiedades de convergencia a los estados estaciona-
rios, proporciona informacién teérica importante que puede ser usada para

!Maria Goeppert-Mayer fue la segunda mujer en ganar el Premio Nobel de Fisica,
después de Marie Curie.
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disenar, por ejemplo, estrategias de control. Uno de los objetivos de este
capitulo es contribuir al estudio de estados estacionarios coherentes de un
qms asociado con el proceso de absorcion de n fotones con un bombeo ha-
miltoniano. El caso de absorcién de dos fotones fue estudiado en [22]. En
este capitulo hacemos un andlisis mas profundo de la estructura del conjunto
de los estados coherentes invariantes para n arbitrario n € N. Aunque estos
estados son operadores actuando sobre un espacio de Hilbert de dimensién
infinita, pueden ser representados en términos de los vectores coherentes,
por medio de matrices complejas de tamafnio n x n, donde n es el nimero
de fotones. Esta representacién nos permite clasificarlos de acuerdo al rango
de la correspondiente matriz. Resulta que los estados coherentes invarian-
tes estdn parametrizados por los puntos de un subconjunto cerrado convexo
Sy C ]R”Q_l, donde v es un pardmetro que mide la intensidad del bombeo
hamiltoniano. Los estados puros (operadores de rango uno) corresponden a
los puntos en la frontera 0.5, de S,. También estudiamos las propiedades de
convergencia a los estados estacionarios de este qms y, como una aplicacién,
mostramos cémo el bombeo hamiltoniano puede ser considerado como un
control (hamiltoniano) que combinado con las propiedades de convergencia
a los estados estacionarios del semigrupo nos permite llevar (preparar) el
sistema a su estado base cuando iniciamos en cualquier estado en el dominio
de atraccién de un estado coherente invariante dado.

3.2. El generador GKSL y el semigrupo minimo

El generador formal de Gorini-Kosakowski-Sudarshan-Lindblad (GKSL)
para el proceso de absorcién de n fotones con tasa de absorcién u? > 0y
bombeo hamiltoniano, actuando sobre el espacio Lj(h), donde h = ¢5(N) (en
la representacién predual), tiene la forma

2
Lop= _% (aT”a"p + paTnan . 2anpaTn) _ i[H«,,p], (3.1)

donde n es el nimero de fotones, p € Li(h) es un estado del sistema, at, a,
son los operadores de creacion y aniquilacion, respectivamente, y el término

1

H, = S(ya" — a1")

describe el bombeo hamiltoniano con un pardmetro complejo v (intensidad).
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Si quitamos el bombeo hamiltoniano (v = 0), se verifica facilmente que
el generador dual

2
£O=0), — —% (aTn "r+ zalma™ — QGTnxan) (3.2)

actuando sobre B(h) satisface la Hip6tesis A para la existencia del semi-

grupo minimo dual (7;(7:0)) En efecto, puesto que G = —%QaT”a”, se

>0
tiene que Re(u, Gu) < 0 para toda u € Dom(G), entonces G es un ope-
rador disipativo maximal, y por lo tanto genera un semigrupo fuertemente

continuo (P;)s>0 de contracciones sobre h = I3(N), de hecho,

2
(P)iso = (e~ 7 Wlnty

donde [N],, es el operador de multiplicacién [N], = N(N—1)--- (N —n+1).
Ademds la condicién £77°(1) = 0 claramente se satisface. Por lo tanto la
Hipotesis A se cumple.
El semigrupo predual (’7'(7 O)) >0 Satisface la ecuacién maestra.
’r(” Vo = 0= 700y, 709 = € Ly(h) (3.3)

En el caso v # 0, usaremos que el hamiltoniano H es una perturbacién
2
pequena del operador G = —%ama”. Demostramos esto en la siguiente
proposicién.

Proposicion 3.2.1. FEuxisten dos constantes positivas a < 1 y b tales que
para cualquier u € Dom(G), se tiene

[Hu| < al|Gul| + bffu]. (3.4)

Demostracion. Obsérvese que para cada n fija,

1
2
lim [k + nli

P,

Entonces para cada entero positivo m, existe un entero positivo K = K(m)
tal que

sik>K.
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Sea u = Y ,~ourer, € Dom(G), entonces tomando en cuenta que para
B 1
cada elemento e de la base ortonormal: a™ej, = [k]2er_n, almep = [k +

1
n)iersn v amaer = [k]nex, donde [k], = k(k—1)--- (k—n+1) tenemos
que

. K 1 1
HHuH=||§<va”—w*”>u||s%(gwmn)w%( > fuPlK)’

+ %'(i |2 [k —i—n]n)% + %( ST lufk —|—n]n>%

k=0 k>K+1

: %([K]’%+[K+”E)(i‘“k‘2)2+%( > fnl)’

2

Swl-

<

: kel
([K]Z + [K +n]3)[|ul + EHGT”G”UII
2|y

(K14 + (K + n]d) lul + 2w el

2N

<

|

29|
p2m

Tomando m tal que a = < 1, se obtiene el resultado. U

Como corolario obtenemos que el operador G =G+H es generador
de un semigrupo de contracciones fuertemente continuo sobre h, ver por
ejemplo el Teorema X.50 p. 244 de [36] y su corolario. Como la Hipdtesis
A se sigue cumpliendo para v # 0, el semigrupo minimo dual (7¢)¢>0 se
puede construir como en el caso v = 0, véase [9]. Otra manera de construir
este semigrupo es usar la férmula de Trotter-Kato, (Teorema X.51 de la
referencia anterior), usando los semigrupos (7;(720)) >0 Y €l grupo unitario
(de Heisenberg) generado por [H, -], es decir, Tgio = et geltH,

La unicidad de la solucién para la ecuaciéon maestra que satisface el
predual de (7Tit)>0,

%ﬁm  L(Tuo), Too =0 € Ly(h) (3.7)

se sigue de la conservatividad del semigrupo dual. Mostramos a continuacién
que la condicién L£(N) < u?N se satisface, y entonces £ satisface el criterio
ya mencionado en el capitulo anterior para la conservatividad, véase también
Hipétesis C en [12]. Observemos que si

L(N) = h'{n L(N;)
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donde (INV});>o es la sucesién de operadores de rango finito definida por
Nie, = key, si k < 'y cero en otro caso, entonces para cada u = ), upey, tal
que Y o k2 [k]2 < oo, un célculo directo muestra que

L(Nyu=—p*> upn[klnex
k>0

De lo anterior se sigue que 0 < 2N — £(N) en un subconjunto denso de

Nuestro objetivo sera encontrar estados invariantes p, es decir, estados
que satisfacen la ecuacién L,p = 0, para el semigrupo generado por (3.1).
Para este céalculo es conveniente usar el sistema de vectores exponenciales

de KQ(N)

3.3. Vectores pseudo-exponenciales

En esta seccién introducimos una clase de vectores que llamamos pseudo-
exponenciales que generalizan a la ya conocida clase de los vectores exponen-
ciales {€(z)}.ec, sobre el espacio de Fock simétrico I's(C), véase apéndice D
para una descripcién de este espacio.

Observemos que para cada z € C, el operador K, = i(za — zaT) con
dominio Dom(N %), donde N = a'a es el operador de ntimero, es auto-
adjunto. Por lo tanto tenemos que el operador e!f= = e(za'=2a) o5 ynitario.

El siguiente lema da una representacién interesante para estados cohe-
rentes, utilizados frecuentemente en 6ptica cuantica.

Lema 3.3.1. Para cualquier z € C, tenemos

elzal=20) g — efé‘z‘Qs(z).
Por lo tanto, eo(z) := elza' —za) o) — ||€(1Z)H5(z) es un vector coherente.

Demostracion. Puesto que el vector eg es analitico para K,, podemos calcu-
t_z . . L.

lar e(#¢'~%0) ¢ ysando la serie de potencias. Desarrollando algunos términos

de la serie obtenemos lo siguiente

I e 3

(af-za), _ (g _ 120 L1Al LIAD
‘ ==ty Tag T (3.8)
—I-(l—ﬁ—i-lﬁ—i- Jzer + -+ = e 317 (2)
2 20 4 !
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Proposicion 3.3.2. Con la notacion del lema anterior, para cualquier n €
N y tomando iK, = T, = (za' — Za), lo siguiente se satisface
a"elzeq = a"e(z) = e'*(a + 2)"ey. (3.9

al"eT=eq = amep(2) = ™= (al + 2)"ey. (3.10)
Demostracion. Es facil verificar que [a, T,] = z sobre el dominio del operador
N3. Se puede probar por induccién que

-1
al} =T a+ nT}

sobre el dominio de Nz.

Después de realizar algunos célculos obtenemos lo siguiente
2 3

aezeq = aey + alyeo + aQ—lzeo + 3—|Zeo + -
T2 2 T3
= aey + zeg + Traey + QZ'aeo + 22—760 + BLlaeo + -

= el aeq + zel* €o-
En general, por induccién tenemos que
a"eTzey = el* (a4 2)"ey.
D 51 b in T _ T (T Z\n
e manera andloga se prueba que a'"e'zey = e’z (al + z)"ey.

O

Definicién 3.3.3. Para cada k > 0, definimos ex(z) := e'*ey. Llamamos
vectores pseudo-exponenciales asociados con z € C, a los elementos del con-
junto {ex(2)} k>0

Observacién: Notemos que para cada z € C fijo, el conjunto {ex(2) }x>0
es linealmente independiente, de hecho es ortonormal, puesto que es la ima-
gen de la base ortonormal canénica bajo la accién del operador unitario e’=.
Ademas, para k = 0 obtenemos el conjunto usual de vectores coherentes.

Utilizando el lema anterior y después de algunos célculos, tenemos que
para cada n > 1 las potencias de los operadores de creacién y aniquilacion
actian sobre los vectores coherentes £¢(z) de la siguiente forma:

n
a"eo(z) = e'*(a + 2)"eg = Z <Z> Relzakey = 2Mep(2).
k=0

n n
aeg(z) = eT=(al + 2)"ep = Z <Z> kel g ke = Z (Z) VEIZ"F e, (2).
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3.4. La (C*-algebra matricial Cy

En esta seccién revisaremos algunas propiedades de las C*-algebras de-
finidas para cada n > 1 de la siguiente forma

Con = span{|eo(zx)){eo(z)| i 2k €C, 2z # zpr, k#K, 0<k<n-—1}
De la definicién anterior, tenemos lo siguiente

Proposicién 3.4.1. El conjunto {|eo(zx)){e0(z')| : 2k € C, 2z # z1r, k #
E, 0<k<n-—1} es linealmente independiente.

Demostracion. Sea Y agir|eo(2x)){(e0(2k)| = 0, multiplicando el lado dere-
cho por go(z), con 0 <1 <n — 1, obtenemos

0= amwlco(zr),c0(z1))e0(2k) = Y <Z ek <50(Zk’)750(zl)>> go0(2k)-

kK’ k 4
Puesto que cualquier subconjunto {e9(zx) : 2x € C, 2 # 21, k # K} de

{€0(2)}:ec es linealmente independiente, ver apéndice, tenemos que

> appleo(zw) c0(2)) =0 Vk. (3.12)
™

El determinante de Gram det(((ao(zk/),60(zl)>)0§k/,l§n,1) es diferente de

cero, pues el conjunto de vectores exponenciales {eg(zy/) : zp # 2, k' #
k, zir € C} es linealmente independiente, por lo tanto ayy = 0 para todo
0<kk <n-1. O

Evidentemente (Co y)n>1 €s una sucesion creciente, es decir, Co p, C Co n+1,
n > 1. Ahora caracterizaremos los elementos positivos en el lgebra Cg .

Lema 3.4.2. Un elemento x € Co,, es positivo si y solo si tiene la forma
r= Y wwwleo(z))(eo(zw)]
0<k,k’'<n—1
donde (Tik')o<kk'<n—1 €8 una matriz hermitiana positiva semidefinida.

Demostracion. Un elemento x € Cp,, es positivo si y sélo si tiene la forma
x = y*y para algin y € Cp,. Por lo tanto, un calculo simple muestra que
cada elemento de matriz xyi puede ser escrito en la siguiente forma

T =Y Ty (eo(zi),c0(z)) = (u(y), ow () (3.13)
0<ij<n—1
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donde vi(y) = > g<icp_1 Yik€o(zi). Esto significa que la matriz o = (zy)
es la matriz de Gram para el conjunto de vectores (vg(y))o<k<n—1, Pero las
matrices de Gram son positivas semidefinidas, y viceversa, cualquier matriz
positiva semidefinida es una matriz de Gram. Esto finaliza la demostracion.

O

Finalizamos la seccién con un resultado sencillo pero muy ttil para nues-
tros propositos.

Lema 3.4.3. El rango de una matriz de Gram p = ((Vg, Vk'))o<kk/<n—1
es igual al mdrimo numero de wvectores linealmente independientes en el
conjunto (Vk)o<k<n—1-

Demostracion. Si p = ((Vg, Vi))o<k k'<n—1 donde (vg)o<k<n—1 €8 una con-
junto finito de vectores en C", entonces se tiene que para cada u € C",

(wpn) =1 Y wl? (3.14)

0<k<n—1

Se sigue que rank(p) = n si y sélo si el subconjunto de vectores (vk)o<k<n—1
es linealmente independiente. Sea {v;,, -+ ,v; ,} con ig < i3 < -+ <
im—1 un subconjunto maximal de vectores linealmente independientes en
(vk)o<k<n—1, entonces r = rank(p) > m, puesto que existe un menor distin-
to de cero de orden m, ademads el menor

p(@ e %”1)¢0. (3.15)
L2V ST 2, |

Puesto que p es un operador autoadjunto, existe un operador unita-
rio U tal que U*pU = diag(po,- - ,pn—1). Claramente r = rank(p) =
rank(U*pU) = card{p; > 0}. Sea h, = span{ug,--- ,u,—1} donde u; es
el eigenvector asociado con el eigenvalor positivo p;, 0 < j < r — 1. 5i
U = Zog j<r—1GjUj € h,, entonces un sencillo célculo, usando el hecho de
que los u;’s forman un sistema ortonormal, muestra que

(wpuy = > lejlps.

0<j<r—1

Se sigue que (u,pu) > 0, Yu € h, \ {0}. Ahora, tomando cualquier u €
h,\{0} y considerando el elemento @ = (ug, -+ ,ur_1,0,---0) € C", tenemos
que

0 < (u,pu) = (@, piy = || D wgvg]?
0<k<r—1
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para toda u € h, \ {0}. Esto implica que el subconjunto {vg, - ,v,_1} es
linealmente independiente. Por lo tanto » < m y esto prueba el lema. O

3.5. Estados estacionarios coherentes

Los siguientes calculos formales nos permiten encontrar estados estacio-
narios para el proceso de absorcién de n fotones con un bombeo hamilto-
niano. El caso n = 2, como ya hemos mencionado, fue estudiado en [22],
aqui obtenemos el resultado para n arbitrario.

Consideremos elementos positivos p de la C*-algebra Cp;, para algin
[ > 1 suficientemente grande, es decir,

p= > pewleo(ze)){eo(zi)| (3.16)
0<kk<i—1

con p = (pkk’)o<k k'<i—1 una matriz de Gram. Evaluando el generador £, en
p, obtenemos para [ > n lo siguiente,

0<k k' <I—1 k=1
2.n n

A i)
+ Z Pkk ( 3 5
0<k, k/<I—1 k=1

L.p= Z pkk/< - MQQZ]?' - %) Z (Z) VELZ |eo(2r)) ek (2)]

2n
+
+ E Pkk’ <N2 (%2 — Lol 4 Jow [ 5 o
0<k,k'<l—1

le0(2k)) {0 (20 -

Claramente, p pertenece al dominio de L, y la ecuacién L.p = 0 tiene
soluciones no triviales p, si para toda 0 < k, k' <n — 1,

2n 2n 5
z —+ |z
/1,2(2222/——| i 2‘ | )-l—%(zﬁ—z@)—i—%(iﬁ—ig)zo

2zn

<_ Ll A Z) - (3.17)
2 2

(-£E-7) —o
2 2 '

Ademsds, bajo las condiciones anteriores podemos tomar pgrr # 0 para 0 <
k' <n—1y ppp = 0 paran < k, k' <1 — 1. Ahora observemos que el
sistema (3.17) tiene solucién si y solo si,
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7

2 VOo<k<n-1.

zp = —

Por lo tanto, si v = \’y|ei9, las n raices complejas de —3—2:

1
no . _0—m42rk
ez(%)

0<k<n-—1, (3.18)

_‘ gl
Zk = |—5

112

son soluciones de (3.17).
Asi, tenemos lo siguiente:

Proposicion 3.5.1. Para cada v € C fija, todos los elementos positivos de
Co,n de la forma

n—1

Py = Z prirle0(2k)) (€0 (2x)] (3.19)

k,k'=0
con z dado por (3.18) para 0 < k < n — 1, satisfaciendo la condicion
n
e N et = 1 (3.20)
k,k'=0
son estados invariantes.

Demostracion. Es claro que cada p., pertenece al dominio de £,. En términos
de la base ortonormal (e, )m>0 los operadores p,, tienen la forma

n—1 m m’
— Pk o4 —a
py=e" > | > —_em><§j K| = €7 3 Do lem) (emr(3.21)
k,k'=0 m m! m/ m'! m,m/’

donde a,, = \%\% y

n—1 Smzm!
k “k'
= E P —, 22

k,k'=0

Un célculo directo muestra que,

n—1 — n—1
— RERK - Z
tr(py) = e " E E pkk’( I ) =e E Pl €F7K

>0 Ek,k'=0 k,k'=0
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Por lo tanto, un operador p, de la forma (3.19) es un estado si es un elemento
positivo de Cp,, y satisface la condicién de la traza (3.20). Consecuentemen-
te, todos los elementos positivos py € Cy,, de la forma (3.19) que satisfacen
la condicién anterior de la traza son estados invariantes del proceso de ab-
sorciéon de n fotones con un bombeo hamiltoniano. O

Observacién 3.5.2. Observemos que los py’s dados por (3.19) son ope-
radores no diagonales de dimension infinita en la base candnica de h pero
estan representados como matrices finitas con respecto al sistema de vectores
coherentes.

Definicion 3.5.3. Liamamos estados estacionarios coherentes del pro-
ceso de absorcion de n fotones con un bombeo hamiltoniano, a cualquier ele-
mento de la forma (3.19) que satisface la condicion de la traza (3.20) y las
condiciones de positividad (D.2).

De acuerdo al Teorema D.0.22 del apéndice D, la aplicacién

> prwleo(z)) o (zr)| = (ki ok h<n 1
0<k k' <n—1

establece una correspondencia uno a uno entre el conjunto de estados estacio-
narios coherentes y un subconjunto S, de las matrices hermitianas complejas
positivas semidefinidas, de hecho:

S’Y = {p = (Pkk’)ogk,k’gn—l Pk = ﬁkk’a satisfaciendo (320) y (D2)}

La condicién de la traza nos permite escribir una de las n? variables reales
asociadas con los elementos pj’s, en términos de las restantes n? — 1 varia-
bles reales, por lo tanto a S, lo podemos considerar como un subconjunto de

2 .
R™ 1. Sea S, el subconjunto de todos los elementos p = (pri)o<k k'<n—1 €
S., con rango(p) = r. Claramente obtenemos la descomposicién

S’Y = U?:ls%”

De ahora en adelante denotaremos por S(p) al estado estacionario cohe-
rente correspondiente al elemento p € S, es decir,

Sp)= > prwleo(zr)){go(zr)]

0<k,k’'<n—1

si p = (prk')o<ki’<n—1 € Sy. Algunas veces escribiremos simplemente p en
lugar S(p), si no hay lugar a confusién.
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Lema 3.5.4. Para cada 1 <1 <mn, pc€ S,, siy solo si p es una matriz
hermitiana p = (P Jo<k k’<n—1 que satisface la condicion de la traza (3.20),
las condiciones de positividad (D.2) con

p(z.l Z.Q Z.p>=O,0§i1<-~<ip§n—1,T+1§p§n(3.23)
1 19 - ’Lp

y existe un menor principal estrictamente positivo de orden .

Demostracion. La condicién de la traza y las condiciones de positividad
(D.2) son condiciones suficientes para que p € S,. Ademds, si las condiciones
(3.23) se cumplen y existe un menor principal de orden r estrictamente
positivo, entonces p € S ;.

Inversamente, si p € Sy y tiene rango r, entonces la condicién de la
traza y las condiciones de positividad con (3.23) se satisfacen. Ademas p es
una matriz de Gram, puesto que es un elemento positivo en Cp,,, véase la
ecuacién (3.13) en la prueba del Lema 3.4.2. Existe un conjunto de vectores

(vk)1<k<n tal que pgrr = (vg,vir). Todos los menores principales también
son determinantes de Gram. Por el Lema 3.4.3, p € S, implica que existe
un subconjunto {v;,,vi,, -+ ,v;.} de r vectores linealmente independiente

en el conjunto (vg)o<k<n—1. Equivalentemente el menor principal
iy iy e iy
S . 0. 3.24
p(PE ) (321
Esto prueba el lema. O

Teorema 3.5.5. El conjunto S, es un subconjunto compacto convezo del
espacio de matrices hermitianas complejas de n X n.

Demostracion. El conjunto de matrices hermitianas complejas positivas se-
midefinidas es un cono cerrado convexo en el espacio de Banach de las
matrices complejas de n x n . Por lo tanto, cualquier combinacién lineal
convexa de dos elementos pi,p2 € S, es positiva semidefinida. Ademads, si

1 2
pL = (P;(gk)/)ogk,k’Sn—lv p2 = (p](ck)/)ogk’klgn_l son elementos de S, y
p=Ap1+ (1 —=A)p2 = (Pkk')ogk;,k/gn—l

donde ppp = )\pgc), +(1- )\)p,(jg),. Entonces, tenemos que

n—1

n—1 n—1
Z pk,k’e%zk/ = Z pk,k/e%zk/ + (1 _ )\) Z pk,k/e%zk/ -1 (325)
k,k'=0 k,k'=0 k,k'=0
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Esto prueba que S, es convexo.

Para z, 0 < k <n —1 fijay «a, dadas por (3.18) y (3.21), la funcién
traza definida sobre el conjunto de matrices complejas de n X n por medio
de

n—1
floy=e" 3 prawve™™

k,k'=0

es una funcién continua del espacio de Banach de las matrices complejas de
nxnen C. De esta forma f~1({1}) es un subconjunto cerrado. Ademas, S,
es la interseccién de f~1({1}) y el cono cerrado de las matrices complejas
positivas semidefinidas de n x n y por lo tanto es cerrado. Finalmente, las
condiciones de positividad (D.2) y de la traza implican que S, es acotado; en
efecto, la frontera 95, es un subespacio cerrado definido por las ecuaciones
(D.2) reemplazando la desigualdad por la igualdad. O

Teorema 3.5.6. (i) Los estados invariantes coherentes extremos (o pu-
ros) del proceso de absorcion de n fotones con un bombeo hamiltoniano
tienen la forma S(p), con p un punto extremo de S, caracterizado por
la condicion de la traza, las condiciones (3.28) con r =1 y pgr > 0
para algin 0 < k < n — 1. Ademds, si la matriz (prr)o<k k'<n—1 €S
diagonal, entonces existe un unico elemento diagonal positivo pgr = 1,
es decir, en este caso, S(p) = |eo(zr))(e0(zx)]-

(ii) Los estados estacionarios coherentes mezclados p del proceso de absor-
cion de n fotones con un bombeo hamiltoniano tienen la forma S(p),

donde p € Sy es una combinacion lineal convera de puntos extremos
de S,.

Demostracion. Claramente S(Ap1+ (1 —X)p2) = AS(p1) + (1 —AX)S(p2). Por
lo tanto, S(p) es un estado estacionario coherente extremo si y solo si p es un
punto extremo de S,. Ademas, los extremos de S, coinciden con su frontera.
Puesto que los estados puros son operadores de rango uno, la primera parte
del inciso (7) es una consecuencia directa del Lema 3.5.4.

Si p es diagonal, es decir, ppr = 0 para toda k # k', y p; > 0 para algtin
0 <1 <mn-—1, entonces para cualquier I’ > [, el menor

I R
Plor ) = Lo
debe ser cero. Esto implica que pyy = 0. El caso I’ < [ es similar. Por lo tanto

pu es el unico elemento distinto de cero. La condicion de la traza implica
que py = e~@nelal® = 1. Esto completa la prueba de (7).

= puprv — |pw|* = puprv (3.26)
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Por el Teorema 3.5.5, el conjunto S, es compacto y convexo y, por el
Teorema de Krein-Milman, coincide con la envolvente convexa de sus puntos
extremos. Asi, (i) es una consecuencia de (7). O

3.6. Convergencia al estado estacionario

El concepto de irreducibilidad en la teoria de procesos clasicos de Mar-
kov significa, a grandes rasgos, que la dindmica del semigrupo no puede
terminar eventualmente en un subespacio més pequeno, alli la ausencia de
proyecciones subarmonicas no triviales es equivalente al concepto de irredu-
cibilidad. En [14] Fagnola y Rebolledo caracterizan las proyecciones soporte
de un estado invariante a través de sus proyecciones subarmonicas.

En esta seccién definimos, para cada p € S,,, el algebra hereditaria
mediante las proyecciones soportes del estado, esta algebra es invariante
bajo la dindmica del semigrupo dual (7¢):>0, también definimos el semigrupo
reducido actuando sobre esta algebra y demostramos que es irreducible.

El subespacio soporte de un estado invariante es la cerradura de su rango.
En el siguiente teorema caracterizamos los subespacios soporte de los estados
coherentes estacionarios.

Teorema 3.6.1. El subespacio soporte de un estado coherente estacionario
S(p) con p € Sy, es generador por el conjunto de vectores {w;(p) : 0 < j <
r — 1}, donde

wilp) = > agr(p)eo(zr) =co(z) + Y. alpeolz)  (3.27)

0<k<n—1 r<k<n—1

con (ajr(p))o<j<r—1, 0<k<n—1 la matriz de rxn asociada con p = ({(V, Vi) o<k k'<n—1
de tal manera que, si {vg,---v,—1} es el correspondiente r-referencial no sin-
gular de p, entonces para toda 0 <k <n—1

v = Z ajr(p)v;.

0<j<r—-1
Para 0 <k <r —1 tenemos oji(p) = 05, 0 < j <r —1.

Demostracion. Si p € S, ,, entonces existe un r-referencial no singular
{vo, -+ ;vr—1} tal que p = ((Vg, V) Jo<k k'<n—1 donde para r <k <n —1,

vg € span{vy, - - - v,—1}. De esta forma podemos escribir vy = 3 g1 ajk(p)v;
para toda 0 < k <n — 1y, entonces,

(v, vpr) = Z aji(p)aji (p) (s, vjr)

0<j,5'<r—1
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Por lo tanto,

p= > > aelp)agr(p)(v), vir)leo(zr)) (o (2m))

0<k,k'<n—10<j,j'<r—1

: X (3.28)
= > [t () (g, o) b (o).
0<j,5'<r—1
donde
wil)= > ameolm) = Y Grsol)+ Y. amlp)olz)
0<k<n-—1 0<k<r—1 r<k<n—1
(3.29)
=eo(z)+ D a(p)eo(ze)
r<k<n—1

y (vj, ’Uj/>% denota la raiz cuadrada con argumento minimo. El subconjunto
{w;(p) : 0 < j <r—1} es linealmente independiente, puesto que

0= > ulp)= >, ( > flO_éZk(P))Eo(Zk)

0<i<r—1 0<k<n—1 0<LI<r-1

La independencia lineal de los vectores exponenciales implica que

> Gaw(p) =0.

0<i<r—1

Asi que, § = 0 para toda 0 < [ < r — 1. Finalmente, de (3.28) obtenemos
que para cada u € h,

pu= 3 {og )y ug o)

0<j,j'<r—1
para toda 0 < k < r — 1. Esto finaliza la prueba. O

La proyeccion soporte de un estado p es la proyeccién ortogonal sobre
su espacio soporte. La proyeccion soporte p de un estado invariante es 7 -
subarménica (resp. T-superarmoénica, resp. 7 -armonica) si T;(p) > p (resp.
Ti(p) < p, resp. Ti(p) = p), para todo t > 0, donde (7¢)i>0 es el semigru-
po dual (o adjunto) actuando sobre B(h). Las proyecciones subarménicas
juegan un papel importante para establecer propiedades de aproximacién al
equilibrio de un qms. El Teorema II.1 en [14] afirma que las proyecciones
soporte de estados invariantes son subdrmonicas.

Para cada 0 < r < n—1, sea Wy.(p) = {w;(p) : 0 < j <r—1} el r-
referencial generador del supespacio soporte del estado p = ((vg, Vi) )o<k<n—1 €
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S.,» dado por el Teorema 3.6.1. Denotamos por W,(p) = {w;(p) : 0 < j <
r — 1} el correspondiente r referencial ortogonal que resulta de W,.(p) des-
pués de aplicar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt. En este
caso,

i) = (1= 30 e o) )]y (o), 1< 5 < =155
0<k<j—1

Para cada p € S5, la subdlgebra hereditaria se define como

Aw,(0) = Pw, () B()pw, ()

donde pyy, (,) es la proyeccion soporte de p,

PWo(o) = Py = O [0 (0){(@;(p)- (3.31)
0<j<r—1

Esta subdlgebra es invariante bajo la accién del semigrupo dual y uno puede
definir el semigrupo reducido Ty, (,), actuando sobre Ay, (,) por medio de

Tw,(p)t PWr(p) T PW,(p) = PWi(p) THE PW, ()
para todo =z € B(h), t>0.
Teorema 3.6.2. Para cada p € S, 0<r <n—1 tenemos:

(i) El semigrupo hereditario es irreducible, es decir, no existen proyeccio-
nes subarmdnicas no triviales en Ay, (-

(i) Para cada estado normal inicial o € Ay, (), la evolucion del semigrupo
predual heredado Ty, () +(0) converge a p cuando t tiende a oo en la
norma de la traza.

Demostracion. Por el Teorema III.1 en [14], es suficiente probar que alm #
p; a'™ sobre Dom(a'™)NRan(p;), para cada proyeccién no trivial p; = py(p) =
>o<j<i—1 Wi (p)){w;(p)|, 0 <1 < r—1. Observemos que para cada 0 <
E<n-—1,

5
a"eo(zx) = zeo(zx) = —Fso(zk)

Entonces, los vectores {so(zzg) : 0 < k < n— 1} son vectores propios de
a™ asociados con el valor —%. La ecuacién (3.27) muestra que cada vector
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wj(p) para 0 < j < r — 1 pertenece al espacio propio asociado con el valor
propio — : y por (3.30), lo mismo se cumple para cada elemento w;(p) en
el correspondiente r-referencial ortogonal. Por lo tanto tenemos

patm @) = S iy (o)) e (p)ln(p =—H1 S Guisp

0<j<i—1 0<j<i—1

Y - "~
:—le(p)#cﬂ wi(p), VO<Il<r—1.

Se sigue que los w;’s no son eigenvectores de al™, puesto que los eo(zk)’s
tampoco lo son, (véase 3.11). Esto demuestra (7).

El inciso (i7) es consecuencia directa de (i) y del Corolario III.1 en [14].

[l

Corolario 3.6.3. Sea p € S5, un estado invariante, entonces

(i) Sir =1, el semigrupo reducido es el trivial, esto es, todos los x €
Aw,(p) son puntos fijos (Tyy, (p) @ = ) del semigrupo dual.

(i) Sir > 2, existen estados puros o € Aw,(,) tales que Ty, (p)+(0) con-
verge a p cuando t tiende a infinito. En otras palabras, el rango no se
preserva durante la evolucion.

Demostracion. Si r = 1, un simple célculo usando (3.31) muestra que el
subalgebra hereditaria es

Awy(p) = {reBh):z= PWi(p) xpwl(p)} ={reBh):xz= tr(xpwl(p))pwl(p)}. (3.32)

Consecuentemente, puesto que el semigrupo es conservativo, tenemos que
para cada x € Ay, ()

T (o), = 7 (2 Dy () T (0,601 () = (2 P () Tovn () (pwl(pﬂlpwl(p)()g 33)
= tr (2 pwy (o)) P () T (o).t (DPwr () = (2 Py (p>)pwl (0) = -

Por lo tanto, Ay, () coincide con la subélgebra de lo puntos fijos de Ty, (,)
El tnico estado en Ayy,(,) es el estado invariante p, el cual coincide con la
proyecciéon ortogonal Dw (p)> Pues tenemos que p = tr (p le(p)) Dw (p), DErO
1 =tr(p) = tr(ppw,(p)) entonces obtenemos p = py, (,). Esto prueba (i).

Para cada 0 < j <7 — 1, el estado puro o; = |w;(p))(w;(p)| € Aw, () es
llevado a p con el semigrupo heredado Ty, (,) cuando ¢ — oo.

Observacion 3.6.4. Como una consecuencia del inciso (i) en el Corolario
3.6.3, el semigrupo dual actia trivialmente sobre Upes. | Ay, (p)-
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3.7. Una aplicacién a control cuantico

Recordemos que (7;)¢>0 denota al qms del proceso de absorcién de n
fotones con un bombeo hamiltoniano de intensidad v € C, estudiado en
la seccién anterior y p, denota cualquier estado invariante de (7;)¢>o de la

forma (3.21). Ademas utilizamos los stmbolos £01=0) y 7(0=0) = (7;@:0))@0
para el generador y el semigrupo del proceso de absorcién de n fotones
correspondiente al valor v = 0, respectivamente.

3.7.1. Absorcién de n fotones (7 = 0): estados invariantes y
dominios de atraccién

Las siguientes proposiciones caracterizan a los estados invariantes y esta-
. . . s =0
blecen las propiedades de aproximacién al equilibrio de los qms (7;(7 ))tzo
para n arbitrario. Omitimos sus demostraciones pues son extensiones natu-
rales del correspondiente resultado para n en [13].

Proposicién 3.7.1. Para el proceso de absorcion de n fotones (v =0), los
estados estacionarios tienen la forma

p=>_  piles)el (3.34)
0<j k<n—1
ypik=01ij>n o0k>n, con (pjr)o<jr<n—1 satisfaciendo la condicion de
la traza
> =1
1<j<n—-1

y las condiciones de positividad (D.2).

Proposicién 3.7.2. (i) Las proyecciones subarmdnicas para el proceso de
absorcion de n fotones son 0,1, y las proyecciones p, donde

Dr = Z |€ng+r)(Eng+r]

q=>0

m
Z |eng+r) (€ng+r|
q=1

con 0 <r<n, m>1, ysumas de proyecciones ortogonales de la cla-
se anterior. Las proyecciones p, son T —invariantes y las subdlgebras
hereditarias A, = p.B(h)p, son T —invariantes.
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(it) Para cualquier estado normal o tenemos que limy_,oc (e, Tet(0)ex) =0
para toda 3,k tal que mazx{j,k} >n y

I (e Tu(0)ey) = triopy).  Mm |(e. Tar(@)en) < tr(op;)r(o pi).
con 0 <4,k <n.

Aunque el siguiente Teorema 3.7.5 es una generalizacién de la Proposi-
cién 7.3 en [13], incluimos aqui una demostracién, puesto que a diferencia
del caso n = 2, para el caso de n arbitrario aparecen algunos aspectos in-
teresantes.

Introducimos la siguiente notaciéon que nos serd 1til para cédlculos poste-
riores

k] =k+1)(k+2)---(k+1) 0<kl<n—1
Antes del teorema tenemos el siguiente lema.

Lema 3.7.3. Para cadan > 2 fijo y0 < k,l < n—1 la sucesion (dy, . 1(m))m>1
definida por

d, ., (m) =
([k,l] ;[k[;nl]—;— k,l]) ([k,lQ][:—E_nk—t—l]k,l]> ([n + ké[ljl—i[:z]—i_ k,l]) ([n + k[én —ij:nl—k k.l ()335

[(m—Dn+ k1] + [mn+ k1N /[(m—1Dn+ k1] + [mn+k,l]
( 2[(m — 1)n + k, [] )( 2[mn + k, [] )

es acotada.

Demostracion. En esta demostracién seguimos una idea de [37]. Para cada
n>2fijoy0<k<Il<n-—1, consideremos la sucesién (snkl(m))

definida como m
B 2ln+ k1] 22n + k,1] 2[mn + k, ]
S (m) = ([k:,l] + [n—l—k,l]) ([n+k,l] + [2n+k,l]) ([( —n+k,1] + [mn+k,l])

Observemos que la sucesién (snkl(m)) es creciente. Los productos par-

m>1
ciales de (3.35) con un nimero impar 2m + 1 de factores pueden escribirse

de la siguiente forma

[nm+k, 1]+ [n(m+1) + k]

= >1, 3.36
° 20k, Psnca(m)? "= (3:30)
y aquellos con un nimero par 2m de factores son de la forma
2 k,l
e = —Anm 4k ] m> 1. (3.37)

2[k, ]2 s 1 (m)?
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Claramente para cada m > 1, e, < 0,. Ademads, un calculo sencillo
muestra que €, < €ém+1 Y Om+1 < Om. Por lo tanto tenemos que

e <ep<ez<--- <oz <o <oOiq.
Esto implica que
e1 <d,, (m) <o

para todo m > 1 y asi terminamos la prueba. O

Observacion 3.7.4. Observemos que paran =2k =0yl =1, la formula

: 9244 2 2
(3.35) se reduce al conocido producto de Wallis 2555 -+ 505 50 - Por lo

tanto, podemos decir que el producto (3.35) es una interesante generalizacion
del producto de Wallis.

Teorema 3.7.5. El dominio de atraccion del estado invariante p en la Pro-
posicion 3.7.1, estd dado por

D(p) = {U € Ll(h) estado : Pkk = Z Onm+k,nm+k>
m>0

Pkl = Z Comtny((nm 4k + 1) (nm+k +1))

m>0

I

3.38)
Onm+-k,nm+k+1» 0<kil<n-1

donde la sucesion (Cpmk,)m>0 satisface la relacion de recurrencia (3.40).

Demostracion. Para cualquier estado inicial o usamos la notacién p;;(t) =
(i, Txt(0)ej). Utilizaremos la notacién del Lema 3.7.3. Para cualquier par
(k,1), 0 < k,1 < n—1 fijo, definimos 0 (t) = [k, 1]2 pgrs(t). Entonces
01,1(t) satisface la siguiente ecuacién diferencial

9;,1(75) =12k, 1] O 1 (1)
2 (3.39)
— 7k:(k 1) (k+1—n+1)([k—n,0 + [k 1])0(t).

El espacio generado por los vectores de rango finito M = span{|e;){e;| :
i,7 > 0} es Ty-invariante. Para ¢ € M definimos la funcién f(o,t) =
Y m>0 Cnm+k10nmk,1(t) donde cppmypg son los coeficientes a determinar.
Después de algunos célculos obtenemos que

f,(0>t) =

Z (Cnerkfn,l MQ(nm +k—n+ 1) e (nm + k)
m>0
12
- cnerk,l?(nm + k) (nm+k+l—n+1)([n(m—1)+k,I]

+ [nm + k, l]>0nm+k,l(t)~
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Por lo tanto f (o,t) = 0 para cada o € M y para todo t > 0, si y solo si

Cnm+-k,l _ Q[n(m — 1) + ku l] (3 40)
Cn(m—1)+k,l [n(m - 1) +k, l] + [nm +k, l] .
param >0, 0 < k,l <n — 1. Asf que tomando ¢;; = 1 tenemos que
+ k1
CTLW%F]C,Z = 2mHm_1 [nj + ’ ] (341)

=0 g+ k) +[n(j + 1)+ k1]

FEl Lema 3.7.3 asegura que la sucesién ([nm—l—k;, l]%cnm+k7l)m>0 estd aco-
tada por una constante positiva ¢, para cada n > 2, 0 < k,I < n — 1 fijos,
puesto que d,, . (m) = [nm + k, l]ilcr;gz—f—k,l‘

Asi, para un elemento positivo ¢ € M, de la desigualdad de Schwarz y
de [pjr(t)]* < p;j(t)prr(t), como en la Proposicién 7.3 en [13], obtenemos
que f(o,t) < ctr(o).

Puesto que cada elemento positivo o € Ly (h) puede ser aproximado por
una sucesion creciente de elementos positivos (o )r>0 C M, entonces f(o,t)
puede extenderse continuamente a todo el espacio Li(h). Ademds, se sigue
que f(o,t) es una funcién constante de t. Por lo tanto, por el inciso (i) en la
Proposicién 3.7.2, obtenemos que im0 Opmik(t) = 0 para toda m > 1.
Asi obtenemos

pr = M Op,(t) = lim f(o,t) = f(0,0) =

1 3.42
Z Cnerk,l((nm +k+1)(nm+k+ l)) ? Opmetknmk+1- ( )

m>0
La conclusién de la demostracién se sigue del inciso (i) en la Proposicién
3.7.2 anterior. U
3.7.2. La estructura Z, de los estados invariantes para v # 0

A continuacién describimos la estructura Z,, de cada estado estacionario
p del proceso de absorcién de n fotones con un bombeo hamiltoniano (y #
0).

Proposicién 3.7.6. El estado invariante p, es una combinacion lineal de
estados puros:

pr=e Y clu) (v, (3.43)

0<r,r’'<n—1
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donde

Z /77//1 Enm+r Y Cpp = Z pkk/Zka/ (344)
nl+ 0<k,

k'<n—1

2
para 0 < r < n—1, con ay, = |J—2\5 Y 2k, prkr como en (3.18) y (3.19),
respectivamente.

Demostracion. De acuerdo a (3.21) y (3.22), conm =nl+rym’ =nl' +1/,
después de un cédlculo directo, usando que z"l” = (_u )lzz, podemos ver
que el estado coherente invariante p, toma la forma

Py =
nl +r!

e " Pk I+ > < Cnll 41| =
ZOkk;Z ;v e 1'2;0\/ nl’ )l (345)
%)l <—i>’
e n pkk/zkzk/ ————Cnlt > < —=——Cl/ |-

de esta manera obtenemos (3.43) . O

3.7.3. El bombeo hamiltoniano como control

Observemos que de (3.43), al tomar el limite cuando v — 0, el estado
invariante p, converge al estado base invariante |eg)(eo|. De hecho, si v — 0
entonces vg — €9 y v, — 0 para 0 < r < n — 1. Por lo tanto, si el bombeo
hamiltoniano se enciende con una intensidad fija v, cualquier estado inicial
o en el dominio de atraccién del estado coherente invariante p, de la forma
(3.21) o (3.43), por la propiedad de aproximacién al equilibrio establecida
en el inciso (74) del Teorema 3.6.2, serd llevado por el semigrupo a p, cuando
t — 00. Después de esto, dejando que la intensidad v — 0 el sistema puede
ser llevado al estado base |eg)(eg|. Se espera que el tiempo de relajacién sea
exponencial, asi, la estrategia de control anterior que combina la propiedad
de aproximacién al equilibrio con el apagado del bombeo hamiltoniano puede
llevarse a cabo en el laboratorio.

En cambio, si el bombeo hamiltoniano se apaga, entonces comenzando
en cualquier estado en el dominio de atraccién de un estado invariante p #
leo)(ep| dado en la Proposicién 3.7.1, cuando t — oo el sistema conduce
al estado inicial a p. En este sentido, el bombeo hamiltoniano puede ser
considerado como un hamiltoniano de control .
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3.8. El cason =2

Todos los estados estacionarios coherentes p del proceso de absorcién de

dos fotones con un bombeo hamiltoniano de pardmetro complejo v = |y|e?,

_jotm .y
tienen la forma (3.19) con zp = | \26 727, 21 = —2z. De la condicién de

la traza obtenemos
2a

p11 =1 —2ze " — poo

con o = |J—2\ y por = = + iy. Por lo tanto, la matriz p = (prr)o<k k<1

estd dado por

_( roo T+ 1y
p= ( x—iy 1—2zxe2 — pgo ) ' (3.46)

las condiciones de positividad implican

2c

—poo) — 2 —y* >0,
poo = 0.

1—2xe™
poo( (3.47)

La regién determinada por las condiciones (3.47) es un elipsoide sélido
S, C R? tangente al plano pgy = 0 en (0,0,0), Figura 3.1. De acuerdo
al Lema 3.5.4 y al Teorema 3.5.6 los estados puros corresponden con los
puntos en el conjunto 95, y los puntos de int S, corresponden con estados
mezclados.

3.8.1. Proyecciones subarmoénicas

Sea p € S,. En términos del sistema de vectores exponenciales, p tiene
la forma

p = pooleo(20))(€0(20)[+po1len(20)) (g0 (21)[+po1le0(21)) (€0 (20)[+p11le0(21)) (€0 (21)]-

Para cada v = ) vier, € h un célculo sencillo muestra que

(poo + po1)eo(z0) + (o1 + p11)eo(z1))+

Zx/ﬁ

2k+1
Zy U2k

2k + 1)

(3.48)
((POO — po1)eo(20) + (Po1 — p11)50(21)).

Los vectores {wo(p) = (poo + po1)eo(z0) + (Po1 + p11)eo(21), wi(p) = (poo —
po1)eo(z0) + (Po1 — p11)eo(z1)} son linealmente independientes si y solo si
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Figura 3.1: Elipsoide con parametro a = %

la primera condicién en (3.47) es una identidad. Consecuentemente, cual-
quier p € 95, es un operador de rango uno y, entonces, coincide con la
proyeccién sobre su subespacio soporte. Ademds, usando (3.47) para este
caso obtenemos que para pgg > 0,

p = poo lPoogo(z0) + po1o(z1)){poogo(z0) + porco(21)|

y para poo = 0, p = |eo(21)){c0(21)]-

Cualquier p € int (S,) tiene rango dos y el correspondiente subespacio
soporte esta generador por {wp(p), w1 (p)}, que en este caso son linealmente
independientes. La proyeccién soporte es la proyeccién ortogonal

[wo(p))(@o(p)| + [w1(p)) (Wi (p)|

con w;(p), j = 0,1, los vectores ortogonales se obtienen aplicando el proceso
de ortogonalizacion de Gram-Schmidt.
3.8.2. Estructura par-impar

De acuerdo al Teorema 3.7.6, el estado p, es un combinacién lineal de
los siguientes cuatro operadores autoadjuntos,

P~y = M00Pee T N1Poo T 1M01Peo + 101 Poe; (3'49)
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donde

2k 2k+3(_1)J L s
« (6 _
Pee = Z % ‘€2k;><€2k‘ + Z ( ) (629] |€2k><62]€+2j‘ +e 0 |€2k+2j><62k‘)-

= 20 V2RI2E + 2)))

2k

(6%
Poo = kg;) m|€2k+l><62k+l|

a2k ti(—1) 0 .
+ Z Skt D)2k +2) + 1)) (e |€2k+1)(€art2j+1| + € |egk+2j+1><e%+1\) (3.50)
a2kt (—1)i

Peo = Z V2KI2k +2j 1 1) (ewj |e2r) (€2r4-(2541)| + e |€2k+(2j+1)><€2k|)-
5,k>0 : :

S O (e ey ey + € feanragenesn]
Poe = - € €2k+1)\€2k+25 € €2k+25)\€2k+1 ),
T A2 VREF DIk +2))! g 7

noo = 1 4 2z(1 — e29),

i(0+m)

no1 = Ve 2 (2u— 2y — 1+ 2xe 2%, (3.51)
mi1 = Oé(l — 21‘(1 + 67201)).

Para mostrar la estructura par-impar del estado coherente estaciona-
rio py, escribimos a continuacién algunos elementos de matriz (en la base
canénica de /5(N)).

aeie aeiQ 012€2i9 a262i8
oo No1 T 700 T To1 Nz oo NG No1
_ el _ el a2e2it _ a2e2if
n n — /5t Ho1 - 11 o Ho1 M1
_ae" _ae”" o a _a’e’ _«
\/2—59 oo ﬁe o1 2; 700 @7701 @"700 @?701
_ _ae "5 _ae _a” x a _xe » _oe
Py = NGl No1 NGl 1 m’_’?m 31 77}1 3 o1 NEE
a2€—218n a26—219n _a3€—18n _a3e—19n a_’r] 014 ’r]
Va0 T ol V21l 100 /311 101 47 /00 Va0
aZe—2i6 _ aZe—2i6 _ _ o2 — _a3 i __ ot — ot
V51 No1 NG M1 mﬁm /3151 M1 m??m st
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Capitulo 4

Conclusiones y perspectivas

La clase de generadores infinitesimales del tipo de acoplamiento débil de
semigrupos cudnticos de Markov es suficientemente rica para incluir esta-
dos estacionarios de balance detallado y estados estacionarios que no son de
balance detallado. Hemos demostrado con un generador de Markov de este
tipo, que modela absorcién y emision simultdanea de 2 y 4 fotones con tasas
de absorcién y emision variables, que més alla del balance detallado, los esta-
dos de equilibrio local (localmente de Gibbs), tienen asociada una dindmica
estacionaria con dos regimenes (absorcién y emisién) y con la presencia de
flujos (o corrientes).

En el caso de intensidades de absorcién y emisién constantes, param y n
enteros positivos arbitrarios, hemos caracterizado los estados invariantes de
un generador de este tipo en términos de r estados mutuamente ortogonales,
donde 7 es el maximo comun divisor de m y n.

Una extensién posible de este trabajo serfa estudiar la estructura de los
estados estacionarios y los regimenes asociados con ellos para otros valores
de m y n en el caso de intensidades de absorcién y emisién variables. En
esta direccién, podemos plantear algunas preguntas abiertas:

= Sim y n son enteros positivos arbitrarios y las intensidades de absor-
cién y emision son variables. ;Se preserva la estructura de los estados
invariantes obtenida en el caso de intensidades constantes?

» ;Qué tipo de dindmica estacionaria (regimenes, flujos o corrientes)
aparece en el caso de un generador con m y n enteros positivos arbi-
trarios e intensidades variables? Se podrian estudiar primero algunos
caso, por ejemplo m =4 y n = 6.
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Nuestro andlisis de los estados coherentes estacionarios del proceso de
absorcién de n-fotones con un bombeo hamiltoniano, extiende y profundiza
el desarrollado en la referencia [22] para el caso n = 2. En relacién con nues-
tro conjunto de vectores pseudo-exponenciales {ej (%) }x>0, cabe preguntar si
pueden ser usados en otros contextos para caracterizar estados estacionarios
de otros procesos.

La férmula (3.35) es un subproducto de este trabajo que generaliza el
producto de Wallis y es interesante por si misma. Podria estudiarse con
mayor detalle para ver si tiene propiedades similares a las del producto de
Wallis.
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Apéndice A
Operadores lineales

Sea X un espacio de Banach sobre los niimeros complejos C, con norma

Definicién A.0.1. Un operador lineal sobre X es un par ordenado (D, A),
donde D es un subespacio de X y A : D — X es una aplicacion lineal, es
decir,

Aoz + By) = aA(z) + BA(y),

para cada x,y € D y cada o, 8 € C. El operador es acotado si
sup{[[A(z)|| : @ € D, [lz]| < 1} < oco.
En otro caso, decimos que el operador es no acotado.

Sea (D, A) un operador lineal, llamaremos a los conjuntos D = D(A),
A(D) = R(A), y Ker(A) = {z € D : Az = 0}: dominio, rango y kernel,
respectivamente, del operador (D, A). A partir de ahora nos referiremos a
un operador lineal simplemente como operador.

Se acostumbra denotar al operador (D, A) por A : D(A) — X y decir
que D(A) es su dominio o que A estd definido sobre D(A). Denotamos por
B(X) al conjunto de todos los operadores acotados de X en X. Sobre este
espacio definimos la norma || - ||gx) : X — R4 por medio de

IT]50x) = sup{[|Tz[ : & € X, [lf| = 1}.
La topologia generada por esta norma se llama la topologia uniforme.
Definicién A.0.2. La grdfica de un operador A es el conjunto de pares

{(z,y) e X x X : v € D(A), Az = y}.
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La grafica de A se denota por I'(A). Decimos que A es un operador
cerrado si I'(A) es un subconjunto cerrado de X x X.

Definicién A.0.3. Sean Ay y A operadores sobre X. Si I'(A) C I'(A1),
entonces se dice que Ay es una extension de A y escribimos A C A1. Equi-
valentemente, A C Ay si y solo si D(A) C D(Ay) y Az = Ai(x) para todo
x € D(A).

Definicion A.0.4. Un operador A es cerrable si tiene una extension ce-
rrada. Cada operador cerrable tiene una extension cerrada minima, llamada
cerradura, la cual denotamos por A.

A continuacién presentamos la definicién de operador adjunto sobre un
espacio de Hilbert h para el caso no acotado.

Definicion A.0.5. Sea A un operador lineal densamente definido sobre un
espacio de Hilbert h. Sea D(A*) el conjunto de ¢ € h para los cuales existe
un n € h tal que

(A, ¢) = (b,m) Vi € D(A), (A1)

para tales ¢ € D(A*), definimos A*¢ = n y llamaremos al operador A* el
adjunto de A.

Se verifica facilmente que A C B implica B* C A*. Notemos que para
que 7 esté determinada de manera tnica por la ecuacién (A.1) es necesario
que D(A) sea denso. El operador adjunto A* es cerrado.

Definiciéon A.0.6. Un operador lineal A densamente definido sobre h es
simétrico (hermitiano) si A C A*, es decir, D(A) C D(A*) y Az = A*x
para todo x € D(A). Equivalentemente, A es simétrico si y solo si

(Ag, ) = (¢, AY) Vo, € D(A).

Definiciéon A.0.7. El operador A es autoadjunto si A = A*, es decir, si y
solo si A es simétrico y D(A) = D(A*).

Definicion A.0.8. Un operador simétrico A es esencialmente autoadjunto
si su cerradura A es autoadjunta. Si A es cerrado, un subconjunto D C D(A)
es una esencia para A si A|p = A

Proposicion A.0.9. Sea A un operador simétrico sobre un espacio de Hil-
bert h, lo siguiente es equivalente

i) A es esencialmente autoadjunto.
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ii) Ker(A+1i)={0}.

iii) Ran(A +£1) es denso.

Sea A un operador autoadjunto y definimos U, = ¢4

lo siguiente

, entonces se tiene

a) Para cada t € R, U; es un operador unitario y U5 = U;Us para cada
s, t e R.

b) Si¢ € hyt— tg, entonces Uy(p) — Uy, ().
c) Para cada ¢ € D(A), (U(v) — )/t — iA(¢)) cuando t — 0.

d) Silimy_q Uﬂlsz existe, entonces 1) € D(A).

Una funcién operador valuada satisfaciendo a) y b) es llamada grupo
unitario fuertemente continuo.

Teorema A.0.10. (Teorema de Stone) Sea U; un grupo unitario fuerte-
mente continuo sobre un espacio de Hilbert h, entonces, existe un operador
adjunto A sobre h tal que U; = €4,

Definicién A.0.11. Sea (zo) una red en B(h) y x € B(h). Decimos que:

a) (xq) converge en la norma a x si y solo si |xq — x| — 0.
b) (zq) fuertemente a x siy solo si ||(xq — x)ul| — 0 para cada u € h.

c) (zq) converge débilmente a x si y solo si (u,(xq —x)v) — 0 para cada
u,v € h.

d) (xzq) converge o-fuertemente (ultrafuertemente) a x si y solo si
D l(@a = 2)un|* = 0,
n>0

para cada up, € h tal que Y ¢ [[un* < oo.

e) (xq) converge o-débilmente (ultradébilmente) a x si y solo si
Z(vn, (q — T)up) =0,
n>0
para cada sucesion un,v, € h tal que

Do llunl? <o D fonll? < co.

n>0 n>0
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Apéndice B
Notacion bra-ket

Definicion B.0.12. Sea h un espacio de Hilbert complejo separable y sean
u,v € h, definimos el operador lineal |u)(v| de h en h mediante

|u)(vjw = (v,w)u, Yw € h.

Mediante cdlculos directos se verifica que la funcién (u,v) — |u)(v| de
h x h a B(h) satisface lo siguiente:

a) |u)(v| es lineal en u y lineal conjugada en v.
b) (Ju(ol)* = [v) ul.
&) Jup{ollwie] = (v, wlu (el
d) Para todo x € B(h), z|u)(v| = |zu)(v| y |u)(v|z = |u){x*v|.
Definicién B.0.13. Un operador x € B(h) es positivo si
0 < (zu,u) Yu € h,

en tal caso escribimos 0 < x. Si ademds se tiene que (zu,u) =0 si y solo si
u =0, decimos que x es un operador positivo definido.

Ejemplos:
» Vu € h, |u)(u| es positivo.
» Vo € B(h), z*x y xa* son positivos y x > 0 < z* > 0.

Definicién B.0.14. La transformacion tr : B(h) — C definida mediante
trA =7 (en,Aey), donde {e,} es cualquier base ortonormal de h, se llama
la traza de A.
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Notacion bra-ket

La traza de un operador tiene las siguientes propiedades:

1.

2.

La traza es una funcién lineal continua con la norma de operadores.
tr A* =tr A.

tr (AB) = tr (BA), cuando A, B € B(h)

. Si0< A, entonces 0 < tr A.

tr A = suma de valores propios de A, incluyendo multiplicidades.

tr Alu)(v| = (v, Au) para todo u,v € h.



Apéndice C
Algebras de von Neumann

Definicién C.0.15. Una C*—dlgebra es un dlgebra A de Banach sobre los
numeros complejos C, equipada con una involucién x — x* y una norma
I - |l satisfaciendo para todo x,y € A y A\, € C lo siguiente:

a) ™ =z,
b) (A + py)* = Aa* + jy*,
¢) (zy)* =y'z*,
d) |zz*| = ||=|?,
una dlgebra que satisface a), b) y ¢) se llama *-dlgebra.

Definicion C.0.16. Un dlgebra de von Nuemann es una C*-dlgebra, cerrada
en la topologia débil que contiene al operador identidad 1 de B(h).

El ejemplo tipico de un algebra de von Neumann no conmutativa es
B(h) si el espacio de Hilbert h tiene dimensién mayor que uno. El espacio
L>(R) de las funciones esencialmente acotadas sobre los nimeros reales
es un algebra conmutativa de von Neumann, actuando sobre el espacio de
Hilbert L?(R) mediante la multiplicacién puntual.

Definicién C.0.17. Sean A y B dos *-dlgebras, una aplicacion ® : A — B
es

a) positiva si ®(aa*) > 0, es decir, es un elemento positivo para todo

ac€ A,
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b) n-positiva si para cada familia aq,...,a, € A y cada by,....b, € B
tenemos que

> bi®(aaz)b; > 0,

i,j=1
¢) completamente positivo si ® es n-positivo para todo n > 1.

Los elementos positivos en una *-algebra son de la forma aa® con a € A.

Definicién C.0.18. Un operador T : B(h) — B(h) se dice que es normal si
es o-débil continuo, es decir, si para cada red creciente (4)q de operadores
positivos en B(H) tal que existe el operador positivo x = sup,, T, se tiene

sup(u, (T'zq)v) = (u, Tav), V u,v € h.

Los operadores normales y completamente positivos tienen una repre-
sentacion relativamente simple llamada representacion de Kraus. Para una
demostracion del siguiente teorema, en el caso de espacios de Hilbert de
dimension infinita, el lector interesado puede consultar [12].

Teorema C.0.19. (Kraus) Sea A una subdlgebra de von Neumann de B(h)
y sea KC otro espacio de Hilbert. Una transformacion lineal T : A — B(K) es
normal y completamente positiva si y solo si se puede escribir en la forma

Tz =) VizVj,

j>1

donde (V;);j>1 es una sucesion de operadores en B(h) y la serie en el lado
derecho converge fuertemente.



Apéndice D
Vectores exponenciales

Dado h un espacio de Hilbert separable complejo, definimos
" —h®---®h
———
n—uveces

como el n-ésimo producto tensorial de h, es decir, el espacio de Hilbert que
se obtiene al completar el espacio de las combinaciones lineales finitas de la
forma u; ® - - - ® uy,, con producto escalar dado por

(U @+ @ Up, v @+ @ Up) = (U, V1)« (Up, Up).

Para u1,...,u, € h definimos el producto tensorial simétrico

UL © -+ 0Up :% Z Ug(1) @ -+ @ Ug(n),
gESy
donde S, es el grupo de permutaciones de {1,...,n}.

A la cerradura del subespacio de h®" generado por ujo- - -ou, se le llama
el n-ésimo producto tensorial simétrico de h y se denota por h°"". Ademas,
se establece que h®Y = C.

El espacio de Fock simétrico sobre h es

[e.e]
Ty(h) = EPh".
n=0

Un elemento general en este espacio tiene la forma f ="~ fa, fn €
h°", y satisface

17112 =Dl fallZn < oo

n>0
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El producto interno de f,g € I's(h) se define mediante
<f> g>Fs(h) = Z(fnv gn>®n

n
Y fn,gm son ortogonales si n # m. Observemos que para u € h se tiene que
uoou:u@@u
Definiciéon D.0.20. El vector exponencial sobre el espacio de Fock simétrico
I's(h) asociado con cada u € h, se define por medio de

u®m

e(u) = ;)\ﬁ (D.1)

si el vector e(u) tiene norma igual a uno, el vector es llamado vector cohe-
rente.

Lo siguiente es un resultado conocido sobre vectores exponenciales, véase
[35] para una demostracién.

Teorema D.0.21. Los vectores exponenciales satisfacen
(i) {e(u),e(v))r, ) = e,

(i) Cada subconjunto finito de vectores coherentes {e(uy) : ux € h} es
linealmente independiente si up # ug, k # k.

(iii) El conjunto generador por el sistema de vectores exponenciales es den-
so en h.

Para cada u € h, los operadores de creacién y aniquilacién sobre I'(h)
estan densamente definidos sobre el subconjunto generado por los vectores
exponenciales, actuando sobre ellos por medio de

a(w)e(v) = (u,v)e(v), al(u)e(v) = %5(@ + tu) |¢=o-

a'(u) (a(u)) depende linealmente (antilinealmente) sobre la variable .
Puesto que C®" = C para todo n > 0, en el caso h = C, tenemos que

[(C)=CaCq---=l(N).

Para cualquier z € C, el vector exponencial asociado &(z) es el elemen-
n 7 .

to ano Zren, donde {e,}n>0 es la base canénica de /3(N). En este ca-

S0, tenemos esencialmente un operador de creaciéon y uno de aniquilacion



67

al(z) = za'(1) y a(z) = Za(1). Ademis, a(1)e(z) = (1,2)e(z) = ze(2).
Escribiremos simplemente a en lugar de a(1) y af en lugar de af(1).

A continuacién presentamos la siguiente caracterizacion de matrices her-
mitianas positivas semidefinidas. Véase Teorema 20 en [21], pp 337, para una
demostracion.

Teorema D.0.22. Una matriz hermitiana © = (Zpp o<k k'<n—1 €S positiva
semidefinida si y solo si todos sus menores principales son no negativos:

x<.1 2 .p>>0 VO<i<---<iy,<n—1, 1<p<n(D.2)
1 19 e pr
donde
$i1,’i1 $i1,i2 T $i1,ip
i1 ot cee iy \ | Tiedr Tigda Tt Tigip 1< <o <ip<n
x| .. k = . . .
11 19 Ip : 1<p<

Lipir Lipjga " Lipyip



68

Vectores exponenciales
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