
UNIVERSIDAD AUTÓNOMA
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cias.



vi
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Resumen

Los semigrupos cuánticos de Markov modelan la evolución de un siste-
ma cuántico que interactúa con su entorno (sistemas cuánticos abiertos). Sus
estados estacionarios (invariantes) son de muy diversas clases. Los estados
estacionarios que satisfacen una condición de balance detallado se consideran
frecuentemente estados de equilibrio. En este trabajo mostramos que exis-
ten sistemas cuánticos abiertos con estados estacionarios que no satisfacen
una condición de balance detallado. En particular, estudiamos estados esta-
cionarios de balance detallado y estados que no satisfacen dicha condición,
de un generador infinito dimensional del tipo de acoplamiento débil, que
modela el proceso de absorción y emisión simultánea de m y n fotones, con
m,n ≥ 1. La diversidad de comportamientos más allá del balance detallado
incluye estados estacionarios de muchas clases. Los más cercanos al balance
detallado, que llamamos de equilibrio local (o localmente de Gibbs), son muy
interesantes. No obstante su cercańıa con el balance detallado, mostraremos
que éstos presentan una gran variedad de nuevos fenómenos f́ısicos, inclu-
yendo reǵımenes de auto-organización que son t́ıpicos de los aśı llamados
sistemas complejos. Con el propósito de mostrar otras clases de estados es-
tacionarios, también estudiamos el proceso de absorción de n fotones con un
bombeo hamiltoniano. Introducimos un conjunto de vectores que llamamos
pseudoexponenciales, los cuales son muy útiles para calcular expĺıcitamen-
te los estados estacionarios de dicho proceso. Caracterizamos el dominio de
atracción de los estados invariantes del proceso de absorción de n fotones
puro, es decir, sin bombeo hamiltoniano, y aplicamos nuestros resultados
para dar una interpretación del bombeo hamiltoniano como un control.

Palabras clave: Generador de Markov del tipo de acoplamiento débil,
estados estacionarios de equilibrio y de equilibrio local, absorción y emisión
de n fotones.
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Introducción

Los semigrupos cuánticos de Markov modelan la evolución
de un sistema cuántico que interactúa con su entorno (sistemas
cuánticos abiertos). Sus estados estacionarios (o invariantes) son
de muy diversas clases. Los estados estacionarios que satisfacen
una condición de balance detallado se consideran frecuentemente
estados de equilibrio. Este tipo de condiciones han sido amplia-
mente estudiadas en la literatura, entre otros por Alicki [4], Kos-
sakowski, Frigerio, Gorini and Verri [18, 19, 20] y han motivado
la noción de balance detallado cuántico, entre otras. El análogo
clásico de esta condición se conoce en la teoŕıa de procesos de
Markov clásicos con el nombre de reversibilidad temporal.

En este trabajo mostraremos que existen sistemas cuánticos
abiertos con estados estacionarios que no satisfacen una condi-
ción de balance detallado. La diversidad de estos estados esta-
cionarios es tan grande que cualquier intento por clasificarlos en
términos de unas cuantas propiedades seŕıa infructuoso. Un pro-
grama más realista es el que se inició en la referencia [1], donde
se identificó la clase de generadores infinitesimales de semigrupos
cuánticos de Markov del tipo de acoplamiento débil, una clase
que es lo suficientemente rica para incluir estados de balance de-
tallado y otros que no lo son, pero a la vez lo suficientemente
simple para permitir el estudio de sus estados invariantes y en
algunos casos su cálculo expĺıcito.

La diversidad de comportamientos más allá del balance de-
tallado incluye estados estacionarios de muchas clases. Sin duda
los más interesantes son los más cercanos al balance detallado
que llamaremos de equilibrio local (o balance detallado genera-
lizado). No obstante su cercańıa con el balance detallado, éstos
presentan una gran variedad de nuevos fenómenos f́ısicos, in-
cluyendo reǵımenes de auto-organización que son t́ıpicos de los
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aśı llamados sistemas complejos.
El contenido de este trabajo se ha organizado como a conti-

nuación se indica. El caṕıtulo 1 contiene una breve introducción
a la teoŕıa de semigrupos cuánticos de Markov, que incluye los
resultados más importantes que usamos en los caṕıtulos poste-
riores.

Los generadores de Markov del tipo de acoplamiento débil
tienen importantes propiedades estructurales que permiten el
cálculo expĺıcito de sus estados invariantes de equilibrio y de
equilibrio local como funciones del hamiltoniano o elementos en
el conmutador de este operador. Nociones como balance deta-
llado, balance detallado generalizado y estados invariantes de
equilibrio local se ilustraron en [1] con ejemplos finito dimensio-
nales.

Nuestro objetivo en el caṕıtulo 2 es estudiar estados estacio-
narios de equilibrio local, que incluyen estados de balance deta-
llado y estados que no satisfacen la condición balance detallado,
de un generador infinito dimensional del tipo de acoplamiento
débil, que modela el proceso de absorción y emisión simultánea
de m y n fotones, con m,n ≥ 1. El interés en los procesos de
multi-fotones se debe a sus potenciales aplicaciones por ejemplo,
en el procesamiento óptico de datos y emisión de luz coheren-
te (lasing), véase [26, 32, 38] y las referencias ah́ı mencionadas.
Aunque el proceso más estudiado es el de absorción y/o emi-
sión de dos fotones, recientemente los procesos de multi-fotones
de orden superior, como absorción y/o emisión de tres o cuatro
fotones han recibido una atención considerable.

En la primera parte de ese caṕıtulo estudiamos los estados
estacionarios de balance detallado del proceso de absorción y
emisión simultánea de m y n fotones con tasas de absorción
y emisión constantes y m,n ≥ 1. Demostramos que todos los
estados estacionarios del semigrupo cuántico de Markov corres-
pondiente son combinaciones lineales convexas de r estados in-
variantes mutuamente ortogonales que satisfacen la condición de
balance detallado, donde r es el máximo común divisor de m y
n. Demostramos también que la condición de balance detallado
cuántico se satisface.

Posteriormente introducimos un generador de Markov del ti-
po de ĺımite de acoplamiento débil que modela el proceso de
absorción y emisión de m y n fotones con tasas de emisión y
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absorción variables, en la sección 2.3 demostramos la existencia
de estados estacionarios que no son de balance detallado para el
semigrupo correspondiente, bajo condiciones naturales sobre las
tasas de absorción y emisión. En el caso n = 4 y m = 2, este con-
junto de estados invariantes presenta una interesante estructura
par-impar, similar a los descritos en [13] para estados de balance
detallado. Los estados estacionarios de no balance detallado con
estructura par e impar son localmente Gibbs, por esta razón los
llamamos de equilibrio local, y cada uno está asociado con dos
reǵımenes estacionarios: absorción y emisión.

Con el propósito de mostrar otras clases de estados estacio-
narios, en el caṕıtulo 3 estudiamos el proceso de absorción de n
fotones con un bombeo hamiltoniano. Después de algunos preli-
minares definimos un conjunto de vectores que llamamos pseu-
doexponenciales, los cuales son muy útiles para calcular expĺıci-
tamente los estados estacionarios de dicho proceso. En la sección
3.4 introducimos una clase de C∗-álgebras finito dimensionales y
caracterizamos sus elementos positivos. La sección 3.5 contiene
el cálculo, parametrización y clasificación, de acuerdo a su rango,
del conjunto de estados coherentes invariantes. Las propiedades
de aproximación al estado estacionario se establecen en la sec-
ción 3.6. En la sección 3.7 caracterizamos el dominio de atracción
de los estados invariantes del proceso de absorción de n fotones
puro, es decir, sin bombeo hamiltoniano, y aplicamos nuestros
resultados para dar una interpretación del bombeo hamiltoniano
como un control. Finalizamos el caṕıtulo ilustrando con el caso
n = 2 las propiedades antes mencionadas.

Algunos resultados importantes que se usan a lo largo del
trabajo pero no se incluyen en el texto principal se presentan en
un apéndice al final del trabajo.
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Caṕıtulo 1

Semigrupos cuánticos de
Markov

La noción de semigrupo de operadores lineales es una extensión natural
de la exponencial de una matriz a la exponencial de un operador (posi-
blemente no acotado). Con la maquinaria del Análisis Funcional, la teoŕıa
de semigrupos surgió y se desarrolló principalmente entre los años 1930 y
1960, con importantes contribuciones de Stone, Hille, Yosida y Feller, entre
otros. Una clase amplia de estos semigrupos son los semigrupos cuánticos
de Markov (qms por sus siglas en inglés), introducidos en los años setenta.
Desde entonces hasta nuestros d́ıas estos semigrupos han sido intensamente
estudiados en los campos de la f́ısica y la matemática.

Los qms aparecen en el estudio de la evolución irreversible (no unitaria)
de los sistemas cuánticos abiertos, aquellos que interactúan con el entorno.
En la práctica todos los sistemas cuánticos son abiertos, por lo cual su
estudio es de gran interés, véase por ejemplo, [5], [6], [7], [23] y las referencias
ah́ı mencionadas1.

Los semigrupos cuánticos de Markov son una extensión no conmutativa
de los semigrupos de Markov definidos en probabilidad clásica. Desde el
punto de vista matemático, son semigrupos de operadores lineales positivos
(completamente positivos) sobre un álgebra de operadores, continuos en la
variable temporal con respecto a cierta topoloǵıa.

En este caṕıtulo además de presentar la definición de semigrupo cuántico
de Markov sobre un espacio de Hilbert, daremos algunas de sus propiedades

1Inclusive se ha utilizado la teoŕıa de los sistemas cuánticos abiertos en las ciencias
sociales, por ejemplo, para modelar el proceso de toma de decisiones en las elecciones de
Estados Unidos, véase [31].
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más importantes. Para esto presentamos a continuación las definiciones y
herramientas matemáticas que usaremos a lo largo de la tesis.

Sea A un álgebra de von Neumann, el śımbolo h denotará un espacio de
Hilbert complejo separable con producto interno 〈· , ·〉 antilineal en la primer
variable y lineal en la segunda, con norma ‖ · ‖; B(h) es el álgebra de von
Neumann de los operadores lineales acotados en h; L1(h) es el espacio de los
operadores sobre h de traza finita con norma ‖ρ‖1 = tr|ρ|, donde |ρ| = √

ρ∗ρ
y tr(ρ) es la traza del operador ρ.

Definición 1.0.1. Un semigrupo dinámico cuántico (qds por sus siglas en
inglés) sobre A, es una familia (Tt)t≥0 de operadores lineales que satisfacen
las siguientes condiciones

1. T0 = I,

2. Tt+s = Tt Ts para todo t, s ≥ 0,

3. Tt(1l) ≤ 1l,

4. Tt es completamente positivo para todo t ≥ 0,

5. Tt es normal para todo t ≥ 0,

6. para cada a ∈ A, el mapeo t → Tt(a) es continuo con respecto a la
topoloǵıa σ-débil sobre A,

donde 1l es el operador identidad en A.

Definición 1.0.2. El generador infinitesimal (o simplemente generador) del
semigrupo dinámico cuántico (Tt)t≥0, es el operador L con dominio D(L),
donde para cada a ∈ A existe un elemento b ∈ A tal que

ĺım
t→0

Tta− a

t
= b (1.1)

en la topoloǵıa σ-débil y L(a) = b.

Observación 1.0.3. Si L : D(L) → h es el generador infinitesimal de un
semigrupo, es fácil ver que D(L) es un subespacio vectorial de h.

Definición 1.0.4. Un semigrupo dinámico cuántico es de Markov (qms) o
conservativo si Tt(1l) = 1l para toda t ≥ 0 .
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Ejemplo 1.0.5. Sea H un operador autoadjunto. El semigrupo implemen-
tado por el grupo unitario (eitH)t∈R está definido como

Tt(x) = eitHxe−itH , ∀x ∈ B(h)

Si H es acotado, entonces el semigrupo es uniformemente continuo, es decir,

ĺım
t→0

‖Tt − I‖ = 0

en la topoloǵıa inducida por la norma.
En este caso el generador es

L(x) = i(Hx− xH) = i[H,x] ∀x ∈ B(h).

Si H es no acotado, la expresión anterior debe ser considerada como una
forma sesquilineal

L−(x)[u, v] = i〈Hu, xv〉 − i〈v, xHu〉

para cada u, v en el dominio D(H) de H y x ∈ B(h).

Otros ejemplos de semigrupos cuánticos de Markov uniformemente con-
tinuos se pueden encontrar en [9], [12] y [27].

Definición 1.0.6. Al espacio de todos los funcionales σ-débil continuos
sobre el álgebra de von Nuemann A se le llama espacio predual de A y
se denota por A∗.

De la definición anterior es claro que A∗ ⊂ A∗. Además A∗ es un espacio
de Banach en la norma de A.

Definición 1.0.7. Un estado es un funcional lineal positivo ω sobre A tal
que ω(1l) = 1, decimos que es normal si es σ-débil continuo. Además, se dice
que es fiel si ω(a) > 0 para todo a 6= 0.

Cualquier semigrupo cuántico de Markov {Tt}t≥0 sobre A induce un
semigrupo predual T∗ sobre A∗ definido mediante

T∗t(ω)(a) = ω(Tt(a)),

para toda ω ∈ A∗, a ∈ A y t ≥ 0.
Los estados normales ω de A están en correspondencia uno a uno con

los operadores de densidad (matrices de densidad) ρ, es decir, operadores
positivos de traza igual a uno, mediante la siguiente relación

ω(a) = tr(aρ) ∀a ∈ A.
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Para una demostración de este hecho véase el Teorema 2.4.21 en [8].
En el caso A = B(h), (Teorema VI.26 en [36]), tenemos que el semigrupo

predual está definido en L1(h) mediante la relación

tr(Tt(x)ρ) = tr(xT∗t(ρ)) ∀t ≥ 0

x ∈ B(h) y ρ ∈ L1(h).
El generador L∗ del semigrupo predual (T∗t)t≥0 y el generador L del

semigrupo (Tt)t≥0 tienen la misma relación de dualidad que la de sus semi-
grupos, tr(xL∗ρ) = tr(L(x)ρ).

Si el semigrupo T es continuo con respecto a la topoloǵıa débil en B(h),
el semigrupo predual T∗ es también continuo respecto a la topoloǵıa débil en
L1(h). Más aún, por el Corolario 3.1.8 en [8], se tiene que T∗ es un semigrupo
fuertemente continuo en el espacio de Banach L1(h). Además, si el semigrupo
es de Markov, es decir, Tt(1l) = 1l para todo t ≥ 0, entonces T∗ env́ıa estados
en estados.

Usualmente se define a los estados como operadores de densidad ρ en
L1(h), positivos y de traza igual a uno. De ahora en adelante identificaremos
los estados ω con los operadores de densidad ρ.

Definición 1.0.8. Un estado ρ es invariante para el qms (Tt)t≥0 si para cada
x ∈ B(h) y cada t ≥ 0 tenemos que tr(ρTt(x)) = tr(ρx). Equivalentemente,
T∗t(ρ) = ρ para todo t ≥ 0.

Observemos que si ρ es un estado invariante en el dominio del generador
predual L∗, entonces

0 =
d

dt
T∗t(ρ)|t=0 = L∗(T∗t(ρ))|t=0 = L∗(ρ),

por lo tanto tenemos una caracterización de los estados invariantes de
un semigrupo.

Lema 1.0.9. Un estado ρ es invariante para el qms (Tt)t≥0 si y solo si
L∗(ρ) = 0.

La ecuación

d

dt
T∗t(ρ) = L∗(T∗t(ρ)) (1.2)

en la literatura f́ısica es conocida como ecuación maestra.
El siguiente resultado de Gorini-Kossakowski-Sudrashan y Lindblad, véan-

se [9, 12], caracteriza al generador infinitesimal de un qms uniformemente
continuo sobre el álgebra de von Neumann B(h).
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Teorema 1.0.10. Sea T un semigrupo uniformemente continuo de opera-
dores sobre B(h). Los siguientes enunciados son equivalentes

i) T es un semigrupo cuántico de Markov, es decir, Tt(1l) = 1l para toda
t ≥ 0.

ii) El generador infinitesimal L puede ser representado en la siguiente
forma

L(x) = G∗x+ xG+
∑

`≥1

L∗
`xL` (1.3)

donde L`, G ∈ B(h), G + G∗ +
∑
L∗
`L` = 0 y la serie

∑
L∗
`L` converge

fuertemente, es decir,
∑
L∗
`L`u <∞, ∀u ∈ h.

En la representación predual, cuando el generador L∗ es acotado, tiene
la forma canónica

L∗(ρ) = Φ∗(ρ) +Gρ+ ρG∗, (1.4)

donde Φ∗ es una transformación lineal completamente positiva y acotada
sobre L1(h) y G = −1

2Φ∗(1l) + iH es el generador de un semigrupo unifor-
memente continuo sobre h. En el caso Φ ≡ 0, la ecuación maestra (1.2) se
reduce a la ecuación de Schrödinger.

La condición de continuidad uniforme resulta muy restrictiva para mu-
chas aplicaciones f́ısicas. Afortunadamente es posible construir un qms aso-
ciado a un generador formal L no acotado con una estructura que generaliza
(1.3), veáse [9, 12]. De manera rigurosa el generador formal es la forma
sesquilineal

L−(x)[u, v] = 〈Gv, xu〉 + 〈v, xGu〉 +
∑

`≥0

〈L`v, xL`u〉 (1.5)

con u, v ∈ Dom(G), donde los operadores G y L` satisfacen la siguiente
condición:

Hipótesis A. El operador G es el generador de un semigrupo
de contracción fuertemente continuo sobre h, los operadores L`
actúan sobre h con Dom(L`) ⊇ Dom(G) y L−(1l) = 0.

La fórmula (1.5) es una generalización de la ecuación (1.3), para opera-
dores G y L` no acotados.



6 Semigrupos cuánticos de Markov

Se sabe que, véase [9, 12], dado un dominio D ⊂ Dom(G), el cual es
un dominio esencial para G, es posible construir un semigrupo cuántico,
llamado mı́nimo que se denota por T (min), que satisface la ecuación

〈u,T (min)
t (x)u〉 = 〈v, xu〉 +

∫ t

0
〈v,L−(T (min)

s (x))u〉ds, (1.6)

para toda u, v ∈ D.

Puesto que L−(1l) = 0, se verifica fácilmente que T (min)
t (1l) ≤ 1l. La ecua-

ción (1.6) determina un único qms si y solo si T (min)
t (1l) = 1l.

El semigrupo es mı́nimo puesto que para cualquier familia (Tt)t≥0 de
operadores positivos σ-débil continua sobre B(h) que satisfacen (1.6) se tiene

que T (min)
t (x) ≤ Tt(x), para todo elemento positivo en B(h) y para toda

t ≥ 0, (véase [12], Teorema 3.22).

Sea T (min)
∗ el semigrupo predual sobre L1(h) con generador L(min)

∗ . Ob-

servemos que T (min)
∗ es un semigrupo débilmente continuo sobre el espacio

de Banach L1(h), por lo tanto es fuertemente continuo. El espacio lineal Ω
generado por los elementos de L1(h) de la forma |u〉〈v| está contenido en el

dominio de L(min)
∗ . Aśı pues, la ecuación (1.6) puede escribirse en la forma

tr
(
|u〉〈v|Tt(x)

)
= tr

(
|u〉〈v|x

)
+

∫ t

0
tr
(

L(min)
∗ (|u〉〈v|)Ts(x)

)

ds (1.7)

A continuación presentamos la siguiente caracterización para la conser-

vatividad, es decir, T (min)
t (1l) = 1l, del semigrupo mı́nimo, [9, 12, 15].

Proposición 1.0.11. Bajo la Hipótesis A, las siguientes condiciones son
equivalentes:

i) El semigrupo cuántico mı́nimo es de Markov, es decir, T (min)
t (1l) = 1l.

ii) (Tt)t≥0 es la única familia de operadores de contracción positivos σ-
débil continuos sobre B(h) satisfaciendo (1.6) para todo elemento po-
sitivo x ∈ B(h) y para toda t ≥ 0.

iii) El dominio Ω es un dominio esencial para L(min)
∗ .

En algunas aplicaciones las condiciones anteriores resultan extremada-
mente dif́ıciles de verificar. Una condición suficiente para la conservatividad,
se basa en la existencia de un operador C positivo autoadjunto satisfaciendo

L−(C) ≤ bC

con b > 0, véase la Hipótesis C en [12] pp 59.



Caṕıtulo 2

Estados estacionarios de
equilibrio local del proceso
de absorción y emisión de m

y n fotones

2.1. Introducción

El contenido de este caṕıtulo se publicó recientemente en [11]. Los gene-
radores de Markov del tipo de acoplamiento débil se introdujeron reciente-
mente en [1]. Los generadores de esta clase tienen importantes propiedades
estructurales que permiten el cálculo expĺıcito de sus estados invariantes de
equilibrio y de equilibrio local como funciones del hamiltoniano o elemen-
tos en el conmutador de este operador. Nociones como balance detallado,
balance detallado generalizado y estados invariantes de equilibrio local se
ilustraron en la referencia anterior con ejemplos finito dimensionales.

Nuestro objetivo es estudiar estados estacionarios de equilibrio local, que
incluyen estados de balance detallado y estados que no satisfacen la con-
dición balance detallado, de un generador infinito dimensional del tipo de
acoplamiento débil que modela el proceso de absorción y emisión simultánea
dem y n fotones, con m,n ≥ 1. El interés en los procesos de multi-fotones se
debe a sus potenciales aplicaciones por ejemplo, en el procesamiento óptico
de datos y emisión de luz coherente (lasing), véase [26, 32, 38] y las referen-
cias ah́ı mencionadas. Aunque el proceso más estudiado es el de absorción
y/o emisión de dos fotones, recientemente los procesos de multi-fotones de
orden superior, como absorción y/o emisión de tres o cuatro fotones han
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recibido una atención considerable.

En la siguiente sección estudiamos los estados estacionarios de balance
detallado del proceso de absorción y emisión simultánea de m y n fotones
con tasas de absorción y emisión constantes.

2.2. El generador de Markov y estados de balance
detallado

El generador formal de Gorini-Kossakowski-Sudarshan y Lindblad (GKSL)
del proceso de absorción y emisión de n fotones con tasas de absorción y emi-
sión constantes µ2n > 0 y λ2n > 0, respectivamente, actuando sobre el espacio
L1(h) de los operadores de traza finita sobre h = `2(N) (en la representación
predual), tiene la forma

L∗nρ = −µ
2
n

2

(

a†nanρ+ ρa†nan − 2anρa†n
)

− λ2n
2

(

ana†nρ+ ρana†n − 2a†nρan
)

− iω[Hn, ρ]

(2.1)

donde λn < µn, n es el número de fotones, ρ ∈ L1(`2(N)) es un estado del sis-
tema, a†, a son los operadores de creación y aniquilación, respectivamente,
ω ∈ R y el hamiltoniano es Hn = a†nan.

El generador formal del proceso de absorción y emisión simultánea de m
y n fotones, con 1 ≤ m < n, está dado por

L∗ = L∗n + L∗m (2.2)

Se puede verificar que todas las condiciones para existencia y conservatividad
del semigrupo mı́nimo asociado con el generador formal L∗ se satisfacen,
denotaremos por T =

(
Tt
)

t≥0
al semigrupo (dual) mı́nimo actuando sobre

el álgebra de von Neumann B(h), de los operadores acotados sobre h. Y
usaremos T∗ =

(
T∗t
)

t≥0
para denotar el semigrupo predual actuando sobre

L1(h).

La siguiente definición fue dada en la referencia [1].

Definición 2.2.1. Un estado ρ se dice que satisface la condición de L∗- ba-
lance detallado generalizado (L∗-GDB por sus siglas en inglés) con respecto
al generador de Markov (2.2) si L∗k(ρ) = 0, para k = n,m.
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Claramente, cualquier estado que satisface la condición de L∗-GDB con
respecto a L∗ es invariante. El rećıproco en general es falso, véase ejemplo
(6.2.3) en [1].

Los operadores de creación y aniquilación actúan sobre la base canónica
{ek}k ≥ 0 de `2(N) de la siguiente manera:

aek =
√
kek−1 a†ek =

√
k + 1ek+1

La acción del generador L∗n, sobre un operador ρ =
∑

j,k≥0 ρjk|ej〉〈ek|,
puede escribirse en la forma

L∗n(ρ) =
∑

j,k≥0

|ej〉〈ek|
{

λ2nρj−n,k−n
√

[j]n[k]n + µ2nρj+n,k+n
√

[j + n]n[k + n]n

− 1

2
ρjkλ

2
n([j + n]n + [k + n]n)−

1

2
ρjkµ

2
n([j]n + [k]n) + iω([k]n − [j]n)

}
(2.3)

donde

[x]n = x(x− 1)(x − 2) · · · (x− (n− 1)) =
x!

(x− n)!

[x+ n]n = (x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n) =
(x+ n)!

x!

(2.4)

Para un estado diagonal ρ =
∑

j ρj |ej〉〈ej |, la expresión anterior se reduce
a

L∗n(ρ) =
∑

j≥0

(

µ2n[j + n]nρj+n

+ λ2n[j]nρj−n − µ2n[j]nρj − λ2n[j + n]nρj

)

|ej〉〈ej |.
(2.5)

Definición 2.2.2. Decimos que un estado diagonal ρ satisface la condición
de L∗-balance detallado si las siguientes relaciones

ρm+j = ν2mρj ,

ρn+j = ν2nρj ,
(2.6)

son válidas para toda j ≥ 1, donde νk =
λk
µk
, para k = m,n.

Probaremos que cualquier estado diagonal de L∗-balance detallado es un
estado L∗-GDB y, entonces, un estado L∗-invariante. Para esto necesitare-
mos el siguiente lema.
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Lema 2.2.3. Si las condiciones de balance detallado (2.6) se satisfacen,
entonces para cualquier q, j ≥ 0 tenemos que

ρkq+j = ν2qk ρj , k = m,n (2.7)

Demostración. Tomemos k = m en la primera ecuación de (2.6). Entonces
tenemos que

ρmq+j = ρm+(q−1)m+j = ν2mρ(q−1)m+j = ν2m(ν
2
mρ(q−2)m+j) = · · · = ν2qm ρj.

Sea r el máximo común divisor (MCD) de m y n. Podemos calcular r
usando el algoritmo de Euclides. En efecto,

n = mq1 + r1, 0 ≤ r1 < m

m = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1
...

ri0−2 = ri0−1qi0 + r, 0 ≤ r < ri0−1,

ri0−1 = rqi0+1

(2.8)

es decir, r = ri0 < m para algún i0.
A continuación presentamos algunos cálculos con el fin de encontrar en

forma expĺıcita estados ρ de L∗-balance detallado. Con la notación anterior,
de (2.6) tenemos que

ν2q1m ρr1+j = ρmq1+r1+j = ρn+j = ν2nρj

para toda j ≥ 0. Por lo tanto

ρr1+j = γ21ρj, j ≥ 0, (2.9)

donde γ1 = νn/ν
q1
m . De (2.9), (2.8) y de la prueba del Lema 2.2.3 se sigue

que

ν2mρj = ρm+j = ρr1q2+r2+j = γ2q21 ρr2+j , j ≥ 0.

Por lo tanto
ρr2+j = γ22ρj j ≥ 0

donde γ2 = νm/γ
q2
1 . De manera análoga , repitiendo los argumentos previos

con los correspondientes cambios, tenemos que

ρr3+j = γ23ρj j ≥ 0
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donde γ3 = γ1/γ
q3
2 , etcétera.

De esta manera obtenemos

ρri+j = γ2i ρj , 1 ≤ i ≤ i0, (2.10)

con γi = γi−2/γ
qi
i−1, 2 ≤ i ≤ i0 y γ1 = νn/ν

q1
m . De ahora en adelante escribi-

remos simplemente γ en lugar de γi0 , i.e., γ = γi0−2/γ
qi0
i0−1. Aśı en particular,

ρr+j = γ2ρj, 0 ≤ j < r

ρ2r+j = γ4ρj, 0 ≤ j < r

...

ρsr+j = γ2sρj, 0 ≤ j < r

...

(2.11)

Entonces, puesto que cada k ≥ 0 puede escribirse como k = rs+ j, 0 ≤ j <
r, cualquier valor propio ρk puede escribirse en términos de los primeros r
valores propios de ρ. Consecuentemente,

ρ =

r−1∑

j=0

ρj
∑

s≥0

γ2s|ers+j〉〈ers+j |. (2.12)

Puesto que r es el MCD de n y m, existe q ≥ 1 tal que n = rq, entonces de
(2.11) y (2.7) tenemos que

ν2ln ρj = ρnl+j = ρqrl+j = γ2qlρj, 0 ≤ j < r

para cualquier l ≥ 1, por lo tanto γq = νn si ρj > 0 para algún 0 ≤
j ≤ r. Esto implica que γ < 1 y por lo tanto cada una de las series
∑

q≥0 γ
2q|erq+j〉〈erq+j |, 0 ≤ j < r, en (2.12) converge y define un ope-

rador positivo de traza finita.

Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.2.4. Con la notación anterior,

(i) Los siguientes r estados diagonales de L∗-balance detallado son L∗-
invariantes

ρ(j) = (1− γ2)
∑

s≥0

γ2s|ers+j〉〈ers+j | 0 ≤ j ≤ r − 1 (2.13)
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(ii) La proyección soporte de cada estado diagonal ρ(j) de L∗- balance de-
tallado, para 0 ≤ j ≤ r − 1

pj =
∑

s≥0

|ers+j〉〈ers+j |

es la proyección ortogonal sobre el espacio soporte hj = pjh de h. Los
semigrupos duales reducidos T (j) actuando sobre pjB(h)pj ∼= B(hj) de-
finido como T (j)pjxpj = pjT (x)pj son irreducibles, es decir, no tienen
proyecciones subarmónicas no triviales.

(iii) Un estado ρ es L∗-invariante si y solo si es una combinación lineal
convexa de los r estados invariantes en el inciso (i), es decir,

ρ =

r−1∑

j=0

αjρ
(j). (2.14)

con
∑

0≤j≤r−1 αj = 1.

Demostración. Para cada 0 ≤ j < r, consideremos las aproximaciones ρ
(j)
l =

(1 − γ2)
∑l

s=0 γ
2s|ers+j〉〈ers+j | de ρ(j) por operadores de rango finito. Los

operadores ρ
(j)
l están en el dominio L∗n, el generador del proceso absorción

y emisión de n fotones . Evaluando en el generador obtenemos:

L∗n(ρ
(j)
l ) =

l∑

s=0

γ2s
{

− µ2n[rs+ j]n|ers+j〉〈ers+j|+ µ2n[rs+ j]n|ers+j−n〉〈ers+j−n|

− λ2n([rs+ j + n]n|ers+j〉〈ers+j |+ λ2n[rs+ j + n]n|ers+j+n〉〈ers+j+n|
}
(2.15)

Después de algunos cambios de variables la expresión anterior se reduce a los
dos siguientes términos acotados, cada uno con q sumandos, donde n = rq:

L∗n(ρ
(j)
l ) =

l+q
∑

s=l+1

λ2nγ
2(s−q)[rs+ j]n|ers+j〉〈ers+j|

−
l∑

s=l−q+1

λ2nγ
2s[rs+ j + n]n|ers+j〉〈ers+j |

(2.16)

Puesto que q es fijo, se sigue de (2.16) que ĺıml→∞L∗n(ρ
(j)
l ) = 0 en la

norma de L1(h). Por consiguiente, siendo L∗n un operador cerrado tenemos
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que ρ(j) pertenece al dominio de L∗n y L∗n(ρ(j)) = 0. Lo mismo se tiene
para L∗m. Esto prueba (i).

Para (ii), de acuerdo al Teorema III.1 en [14] es suficiente mostrar que
a†n 6= pja

†n para todo 0 ≤ j ≤ r − 1 sobre Dom(a†n) ∩ Ran(pj). Sea

pj =
∑l

s=0 |ers+j〉〈ers+j| una proyección no trivial y erl+j un elemento en
Dom(a†n) ∩Ran(pj), un cálculo sencillo muestra que

pja
†nerl+j = [rl + j + n]

1
2
n

l∑

s=0

|ers+j〉〈ers+j |erl+n+j = 0. (2.17)

Por otro lado a†nerl+j = [rl+ j+n]
1
2
nerl+j+n, entonces a

†n 6= pja
†n y por

lo tanto las únicas proyecciones subarmónicas son las triviales.
De manera análoga a la demostración del Teorema 3.6 en [28], se prueba

que el álgebra de los puntos fijos del semigrupo cuántico de Markov T es

F(T ) = {x ∈ B(h) : Tt(x) = x} = {pj : 0 ≤ j ≤ r − 1}′′

=
{ ∑

0≤j<r
λjpj : λj ∈ C, 0 ≤ j < r

}
(2.18)

el cual es isomorfo a l∞(Ω) como álgebras de von Neumann, con Ω =
{0, 1, 2, · · · , r − 1}. Por lo tanto, el inciso (iii) se sigue del Teorema 2.1
en [28].

Observación 2.2.5. Los r estados invariantes ρ(j), 0 ≤ j ≤ r−1, son mu-
tuamente ortogonales con respecto al producto interno de Hilbert-Schmidt.
Además, si m y n son coprimos, es decir, si r = 1, entonces existe un único
estado L∗-invariante.

2.2.1. Balance detallado cuántico

La noción de balance detallado para sistemas cuánticos abiertos ha sido
estudiada por Alicki en [4], Frigerio y Gorini en [20] y Kossakoswki, Frigerio,
Verri y Gorini en [19], para un semigrupo cuántico de Markov uniformemente
continuo con un estado fiel invariante ρ, ah́ı se formula como una propiedad
del generador L del semigrupo.

En esta sección mostraremos la relación que hay entre la condición de
balance detallado (2.6) y la condición de balance detallado cuántico para
qms’s uniformemente continuos dada por F. Fagnola y V. Umanitá en [16,
17], es decir, mostraremos que (2.6) implica que nuestro generador formal
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(no acotado) L y su s-adjunto L(s) definido para cada estado fiel invariante
ρ y para cada s ∈ [0, 1] por medio de la relación de dualidad

tr(ρ1−syρsL(x)) = tr(ρ1−sL(s)yρsx) (2.19)

satisface la condición de balance detallado cuántico

L − L(s)(x) = 2i[K,x] (2.20)

para algún operador no acotado autoadjunto K.

Lo anterior generaliza la noción de balance detallado (reversibilidad)
para un semigrupo de Markov clásico, el cual es llamado reversible cuando
es autoadjunto en el espacio L2 de alguna medida invariante.

El generador formal no acotado L es la suma de dos generadores no
acotados Ln y Lm, cada uno con la estructura de GKSL

Ln(x) =− 1

2
L∗
1nL1nx− 1

2
xL∗

1nL1n + L∗
1nxL1n

− 1

2
L∗
2nL2nx− 1

2
xL∗

2nL2n + L∗
2nxL2n,

(2.21)

donde L1n = µna
n y L2n = λna

†n.
Usando γq = νn y la notación anterior, un cálculo directo muestra que

para cada ρ =
∑r−1

j=0 αjρ
(j) con

∑r−1
j=0 αj = 1 y cada k ≥ 0 obtenemos

ρsL∗
1nek =

(

αk′(1− γ2)γ2(l+q)
)s

µnek+n

=(αk′(1− γ2)γ2l)sν2sn νnek+n = ν2sn L
∗
1nρ

sek

(2.22)

donde k = rl + k′. Aśı obtenemos

ρsL∗
1n = ν2sn L

∗
nρ

s. (2.23)

Tomando adjuntos en la ecuación anterior

L1nρ
s = ν2sn ρ

sL1n, s ∈ [0, 1]. (2.24)

Usando que L2n = νnL
∗
1n, de (2.23) y (2.24) obtenemos

ρsL2n = ν2sn L2nρ
s.

L∗
2n = ν2sn ρ

sL2n.
(2.25)
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De las relaciones (2.23) y (2.24) tenemos lo siguiente

tr
(
ρ1−syρsL∗

1nL1nx
)
= tr

(
ρ1−syL∗

1nL1nρ
sx
)
.

tr
(
ρ1−syρsxL∗

1nL1n

)
= tr

(
ρ1−sL∗

1nL1nyρ
sx
)
.

tr
(
ρ1−syρsL∗

1nxL1n

)
= tr

(
ρ1−sL∗

2nyL2nρ
sx
)
.

(2.26)

y de (2.25) obtenemos

tr
(
ρ1−syρsL∗

2nL2nx
)
= tr

(
ρ1−syL∗

1nL1nρ
sx
)
.

tr
(
ρ1−syρsxL∗

2nL2n

)
= tr

(
ρ1−sL∗

2nL2nyρ
sx
)
.

tr
(
ρ1−syρsL∗

2nxL2n

)
= tr

(
ρ1−sL∗

1nyL1nρ
sx
)
.

(2.27)

Además
tr
(
ρ1−syρs[Hn, x]

)
= −tr

(
ρ1−s[Hn, y]ρ

sx
)
.

De lo anterior se sigue que,

Ln − L(s)
n = 2iωn[Hn, x].

De manera análoga se obtiene un resultado para Lm.
Esto significa que (2.20) se satisface para L = Ln+Lm con K = ωnHn+

ωmHm. Por lo tanto, la condición de balance detallado cuántico presentada
en [16, 17] se satisface separadamente para cada frecuencia de Bohr.

2.2.2. Balance detallado y el proceso clásico

La restricción del generador L a la subálgebra diagonal determina el
generador infinitesimal de un proceso clásico de nacimiento y muerte, con
tasa de nacimiento λ2m y λ2n y tasas de mortalidad µ2m y µ2n, el cual tiene la
forma Q = Qn +Qm donde

Qn(x) = λ2n[j + n]n(xj+n − xj) + µ2n[j]n(xj−n − xj) (2.28)

con x = (xj)j≥0 ∈ l∞(N). Qm tiene una forma similar con las respectivas
sustituciones . Cualquier estado invariante de la forma (2.14) induce una
medida invariante del correspondiente proceso clásico.

Proposición 2.2.6. Cada medida invariante ρ de la forma (2.14) satisface
la condición de balance detallado clásico

ρjqjk = ρkqkj, ∀ j, k ≥ 0 (2.29)

donde Q = (qjk) es el generador (matriz de transición) del proceso.
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Demostración. Mediante un cálculo directo podemos ver que la matriz de
transición Q = (qjk) para este proceso está dada por

qjk =







−µ2n[j]n − λ2n[n+ j]n − µ2m[j]m − λ2m[m+ j]m si j = k, con j ≥ 0,
λ2m[m+ j]m si k = m+ j, con j ≥ 0,
λ2n[n+ j]n si k = n+ j, con j ≥ 0,
µ2m[m+ k]m si j = m+ k, con k ≥ 0,
µ2n[n+ k]n si j = n+ k, con k ≥ 0,
0 Otro caso.

Esto es, Q tiene elementos distintos de cero en la diagonal principal aśı co-
mo en dos diagonales superiores y dos diagonales inferiores. Para un estado
invariante ρ de la forma (2.14)) que satisface la condición de L∗-balance de-
tallado, se verifica fácilmente, usando la igualdad νnm = νmn , que la condición

ρjqjk = ρkqkj, ∀ j, k ≥ 0 (2.30)

se cumple.

2.3. Un generador del tipo de absorción y emisión

de m y n fotones

En esta sección presentamos un generador de Markov del tipo de ĺımite
estocástico, modelando el proceso de absorción y emisión simultánea de n y
m fotones, n,m ≥ 1, con tasas de absorción y emisión variables.

Para cualquier entero positivo n y cualquier función positiva α : N 7→
[0,∞) definimos los operadores no acotados Ln(α) actuando sobre h me-
diante

Ln(α)ek = α(k − n)ek−n, ∀ k ≥ n

y Ln(α)ek = 0 si k < n, donde (ek)k≥0 es una base ortonormal de h. Se
verifica fácilmente que el operador adjunto Ln(α)

∗ de Ln(α) actúa sobre los
elementos básicos de h como Ln(α)

∗ek = α(k)ek+n, k ≥ 0.
Dadas dos funciones positivas 0 < λn < µn definidas sobre N, consi-

deraremos los operadores Ln(µn) y Ln(λn) como operadores de Kraus del
generador formal de Lindblad-Gorini-Kossakowski y Sudarshan definido pa-
ra cualquier x ∈ B(h) mediante

L−n(x) = Ln(µn)
∗xLn(µn) + Ln(λn)xLn(λn)

∗

− 1

2

(

Ln(µn)
∗Ln(µn)x+ xLn(µn)

∗Ln(µn)

+ Ln(λn)Ln(λn)
∗x+ xLn(λn)Ln(λn)

∗
)

− iω[Hn, x].

(2.31)
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donde Hn, es el operador de multiplicación [N ]n = (N − n + 1)(N − n +
2) · · ·N , con N el operador de número que actuando en los elementos básicos
de la siguiente forma:

[N ]nek = [k]nek = (k − n+ 1)(k − n+ 2) · · · kek, ∀ k ≥ 0.

Los operadores Ln(µn) y Ln(λn) son no acotados, su dominio es

Dom
(
Ln(α)

)
= {u ∈ h : ‖Ln(α)u‖ = ‖

∑

k≥0

uk+nα(k)ek‖ =
∑

k≥0

|uk+n|2|α(k)|2 <∞},

α = µn, λn. El subconjunto denso Span{ek : k ≥ 0} está contenido en
Dom

(
Ln(α)

)
para α = µn, λn. Aśı, los operadores Ln(α), α = µn, λn están

densamente definidos. Además, los operadores adjuntos están también den-
samente definidos y

Ln(α)
∗u =

∑

k≥0

ukα(k)ek+n

para cualquier

u ∈ Dom
(
Ln(α)

∗) = {u ∈ h :
∑

k≥0

|uk|2|α(k)|2 <∞}

α = µn, λn. Puesto que 0 < λn(k) < µn(k) para toda k ≥ 0, claramente
tenemos que Dom

(
Ln(µn)

)
⊂ Dom

(
Ln(λn)

)
.

Puesto que los operadores de Kraus Ln(α) son no acotados, el generador
formal tiene que ser considerado como un mapeo, asociando cada x ∈ B(h),
una forma sesquilineal L−n(x) definida por medio de

L−n(x)[u, v] = 〈Ln(µn)u, xLn(µn)v〉
+ 〈Ln(λn)∗u, xLn(λn)∗v〉+ 〈Gnu, xv〉+ 〈u, xGnv〉

(2.32)

para u, v ∈ Dom(Gn), donde Dom(Gn) = Dom
(

Ln(µn)
∗Ln(µn)

)

y

Gn = −1

2

(
Ln(µn)

∗Ln(µn) + Ln(λn)Ln(λn)
∗)+ iωHn

= −1

2
µn(N − n)2 − 1

2
λn(N)2 − iω[N ]n,

(2.33)

donde N es el operador de número y establecemos que µn(N − n)ek =
µn(k − n)ek, λn(N)ek = λ(k)ek, ∀ k ≥ 0.
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En esta sección vamos a considerar el generador no acotado de GKSL
del tipo de ĺımite estocástico

L− = L−n + L−m (2.34)

con m,n dos enteros positivos fijos, m < n. La representación de GKSL de
L involucra al operador

G = −1

2

(
Ln(µn)

∗Ln(µn) + Ln(λn)Ln(λn)
∗)

− 1

2

(
Lm(µm)

∗Lm(µm) + Lm(λm)Lm(λm)
∗)+ iωH

= −1

2
µn(N − n)2 − 1

2
λn(N)2 − 1

2
µm(N −m)2 − 1

2
λm(N)2

− iω([N ]n + [N ]m)

(2.35)

y los cuatro operadores de Kraus Ln(µn), Lm(µm), Ln(λn)
∗, Lm(λm)

∗.

Claramente <e〈u,Gu〉 ≤ 0 para toda u ∈ Dom(G) = Dom
(

Ln(µn)
∗Ln(µn)

)

si µm(k) < µn(k) para toda k ≥ 0, que asumiremos de ahora en adelante.
Entonces G es un operador disipativo, de hecho, G es un operador disipativo
maximal, y por lo tanto, el generador de un semigrupo fuertemente continuo
de contracciones sobre h. Además la condición

2<e〈u,Gu〉 + 〈Ln(µn)u,Ln(µn)u〉+ 〈Lm(µm)u,Lm(µm)u〉
+ 〈Ln(λn)∗u,Ln(λn)∗u〉+ 〈Lm(λm)∗u,Lm(λm)∗u〉 = 0

(2.36)

claramente se satisface para toda u ∈ Dom(G). Por lo tanto, las condiciones
para la existencia del semigrupo mı́nimo asociado con el generador formal
anterior, es decir, Hipótesis A en [12], se satisfacen. Además, la conser-
vatividad y, consecuentemente, la unicidad del semigrupo mı́nimo se siguen
de la existencia de un estado invariante fiel, lo cual estableceremos en las
siguientes secciones, y por la Proposicion 4.2 en [34].
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2.3.1. Existencia de estados invariantes de equilibrio local
que no son de balance detallado

Sobre cualquier ρ =
∑

j,k≥0 ρjk|ej〉〈ek| el generador predual L−n∗ actúa
de la siguiente forma:

L−n∗(ρ) =
∑

j,k≥0
(

−µ
2
n(j)

2
ρj+n,k|ej+n〉〈ek| −

µ2n(k)

2
ρj,k+n|ej〉〈ek+n|+ µn(j)µn(k)ρj+n,j+k|ej〉〈ek|

)

+

(

−λ
2
n(j)

2
ρj,k|ej〉〈ek| −

λ2n(k)

2
ρj,k|ej〉〈ek|+ λn(j)λn(k)ρj,k|ej+n〉〈ek+n|

)

Observemos que el proceso de absorción y emisión de n fotones con tasas de
absorción y emisión constantes µn, λn, respectivamente, se obtiene cuando

λn(j) = λn[j + n]
1
2
n y µn(j) = µn[j + n]

1
2
n , con λn < µn números reales

positivos.
Si el estado ρ es diagonal, después de algunos cambios de variable la

ecuación anterior puede escribirse como

L−n∗(ρ) =
∑

j≥0

(
Jn(j − n)− Jn(j)

)
|ej〉〈ej |, (2.37)

donde
Jn(j) = λ2n(j)ρj − µ2n(j)ρj+n. (2.38)

Los estados invariantes del generador del tipo de ĺımite estocástico L− son
soluciones de la ecuación

L−∗(ρ) = L−n∗(ρ) + L−m∗(ρ) = 0. (2.39)

A partir de ahora buscamos soluciones a la ecuación anterior para el caso
n = 4 y m = 2. Aśı, la ecuación (2.39) toma la forma

L−∗(ρ) =
∑

j≥0

{

J4(j − 4)− J4(j) + J2(j − 2)− J2(j)
}

|ej〉〈ej | = 0 (2.40)

con

Ji(j) = λ2i (j)ρj − µ2i (j)ρi+j , i = 4, 2, j ≥ 0 (2.41)

Para violar la condición de balance detallado necesitamos tener Jn(j) 6= 0
para algún j ≥ 0, n = 2, 4. Aśı que supondremos lo siguiente
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Hipótesis C:

(C.1) J2(j) = 0 para toda j ≥ 4

(C.2) J4(j) = 0 para toda j ≥ 2,

los valores J2(j), 0 ≤ j ≤ 3 y J4(0), J4(1) permanecerán indeterminados
por el momento.

Observación 2.3.1. Notemos que la Hipótesis C es equivalente con las
siguientes “condiciones de balance detallado parcial”:

(i)
ρj+2

ρj
=
(
λ2(j)
µ2(j)

)2
= ν2(j)

2 para toda j ≥ 4,

(ii)
ρj+4

ρj
=
(
λ4(j)
µ4(j)

)2
= ν4(j)

2 para toda j ≥ 2.

Por simplicidad, de ahora en adelante supondremos que las sucesiones
(λ2(j))j≥0 , (λ4(j))j≥0 y (µ2(j))j≥0 , (µ4(j))j≥0 satisfacen

(i) λ2(j) = λ2[j + 2]
1
2
2 y µ2(j) = µ2[j + 2]

1
2
2 , para toda j ≥ 4, y las

constantes 0 < λ2 < µ2.

(ii) λ4(j) = λ4[j + 4]
1
2
4 y µ4(j) = µ4[j + 4]

1
2
4 , para toda j ≥ 2, y las

constantes 0 < λ4 < µ4.

y dejamos indeterminados, de momento, los valores de λ2(j), µ2(j), 0 ≤
j < 4 y λ4(j), µ4(j), 0 ≤ j < 2.

Por lo tanto ambas condiciones de balance detallado parcial (equilibrio
local) en la Observación 2.3.1 y, por consiguiente, la Hipótesis C se satis-
facen. Además ν2(j) = ν2 = λ2

µ2
es constante para j ≥ 4 y ν4(j) = ν4 = λ4

µ4
es constante para j ≥ 2.

De la ecuación (2.40) obtenemos las siguientes condiciones sobre J4(0), J4(1)
y J2(j), 0 ≤ j ≤ 3,

J4(0) = −J2(0) y J2(2) = J2(0)

J4(1) = −J2(1) y J2(3) = J2(1)
(2.42)

Debido a la estructura par-impar del generador (2.40), podemos calcular
primero los valores propios ρj del estado diagonal ρ para j par, y aśı obtener
el estado par ρe =

∑

j≥0 ρ2j |e2j〉〈e2j |. De las ecuaciones (2.41) con j = 0, 2, 4
tenemos que
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j = 0, ρ4 = ν24(0)ρ0 −
J4(0)

µ24(0)
, ρ2 = ν22(0)ρ0 −

J2(0)

µ22(0)
.

j = 2, ρ6 = ν24ρ2, ρ4 = ν22 (2)ρ2 −
J2(2)

µ22(2)
.

j = 4, ρ8 = ν24ρ4, ρ6 = ν22ρ4.

(2.43)

Después de algunos cálculo directos, podemos ver fácilmente de (2.42) y
(2.43) que los valores propios del estado ρe pueden ser escritos en términos
de λ2i (j), µ

2
i (j) y J2(0) de la siguiente forma:

ρ0 =
J2(0)

κ(0)

{ν22(2)

µ22(0)
+

1

µ22(2)
+

1

µ24(0)

}

,

ρ2 =
J2(0)

µ22(2)κ(2)
,

ρ2k =ν22ρ2(k−1), ∀ k ≥ 2.

(2.44)

con κ(0) = ν22(0)ν
2
2 (2)−ν24 (0), κ(2) = ν22(2)−ν22 y λ2i (j), µ

2
i (j) satisfaciendo

las condiciones

ν22
µ22(2)κ(2)

=
ν24(0)

κ(0)

[ν22(2)

µ22(0)
+

1

µ22(2)
+

1

µ24(0)

]

+
1

µ24(0)
,

1

µ22(2)κ(2)
=
ν22(0)

κ(0)

[ν22(2)

µ22(0)
+

1

µ22(2)
+

1

µ24(0)

]

− 1

µ22(0)
,

(2.45)

las cuales son equivalentes a

ν22 =
λ22(2)λ

2
4(0) + µ22(0)λ

2
4(0) + λ22(0)λ

2
2(2)

λ22(0)µ
2
2(2) + µ22(2)λ

2
4(0) + λ22(0)µ

2
4(0)

. (2.46)

De manera similar, calculamos los elementos ρj para j impar, obteniendo
aśı el estado impar ρo =

∑

j≥0 ρ2j+1|e2j+1〉〈e2j+1|, de la siguiente forma

ρ1 =
J2(1)

κ(1)

{ν22(3)

µ22(1)
+

1

µ22(3)
+

1

µ24(1)

}

,

ρ3 =
J2(1)

µ22(3)κ(3)
,

ρ2k+1 =ν
2
2ρ2k−1 para k ≥ 2.

(2.47)
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con κ(1) = ν22 (1)ν
2
2 (3) − ν24(1), κ(3) = ν22 (3) − ν22 y condiciones análogas al

caso par,

ν22
µ22(3)κ(3)

=
ν24(1)

κ(1)

[ν22 (3)

µ22(1)
+

1

µ22(3)
+

1

µ24(1)

]

+
1

µ24(1)
,

1

µ22(3)κ(3)
=
ν22(1)

κ(1)

[ν22 (3)

µ22(1)
+

1

µ22(3)
+

1

µ24(1)

]

− 1

µ22(1)
,

(2.48)

las cuales son equivalentes a

ν22 =
λ22(3)λ

2
4(1) + µ22(1)λ

2
4(1) + λ22(1)λ

2
2(3)

λ22(1)µ
2
2(3) + µ22(3)λ

2
4(1) + λ22(1)µ

2
4(1)

. (2.49)

De lo anterior obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.3.2. (i) ρe =
∑

j≥0 ρ2j |e2j〉〈e2j | con ρ2j , j ≥ 0 dado por
(2.44) es un estado invariante si J2(0) satisface

J2(0)

(
1

κ(0)

[ν22(2)

µ22(0)
+

1

µ22(2)
+

1

µ24(0)

]

+
1

µ22(2)κ(2)(1 − ν22)

)

= 1,

(2.50)
los números reales J2(0), κ(0) = ν22(0)ν

2
2 (2)−ν24 (0) y κ(2) = ν22(2)−ν22

son distintos de cero y con el mismo signo, ν24 = ν42 , ν
2
2 < 1 y la

condición (2.46) se cumplen.

(ii) ρo =
∑

j≥0 ρ2j+1|e2j+1〉〈e2j+1| con ρ2j+1, j ≥ 0 dado por (2.47) es un
estado invariante si J2(1) satisface

J2(1)

(
1

κ(1)

[ν22 (3)

µ22(1)
+

1

µ22(3)
+

1

µ24(1)

]

+
1

µ22(3)κ(3)(1 − ν22 )

)

= 1

(2.51)
los números reales J2(1), κ(1) = ν22 (1)ν

2
2 (3)− ν24 (1), κ(3) = ν22(3)− ν22

son distintos de cero y con el mismo signo, ν24 = ν42 , ν
2
2 < 1 y la

condición (2.49) se cumplen.

Demostración. Sea L∗ el generador del semigrupo mı́nimo asociado con el
generador formal L−∗. La demostración de la invarianza del estado ρe es
similar a la demostración del inciso (i) en el Teorema 2.2.4. Además, ba-
jo las condiciones (2.45), para las aproximaciones de rango finito ρem =
∑m

j=0 ρ2j |e2j〉〈e2j | tenemos que

L∗(ρem) = [2m+ 2]2λ
2
2ν

2m−2
2 ρ2

(
|e2m+2〉〈e2m+2| − |e2m〉〈e2m|

)

+ [2m+ 2]4λ
2
4ν

2m−4
2 ρ2

(
|e2m+2〉〈e2m+2| − |e2m−2〉〈e2m−2|

)

+ [2m+ 4]4λ
2
4ν

2m
2 ρ2

(
|e2m+4〉〈e2m+4| − |e2m〉〈e2m|

)
(2.52)
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si m es suficientemente grande. Puesto que ν2 < 1, un cálculo sencillo mues-
tra que L∗(ρem) → 0 cuando m → ∞ en la norma de L1(h). Claramente
ρem ∈ Dom(L∗) para cada m ≥ 1, por lo tanto, siendo L∗ un operador
cerrado concluimos que ρe ∈ Dom(L∗) y Le(ρe) = 0. La ecuación (2.50) se
obtiene de la condición de la traza para ρe. El operador ρe es positivo si y
solo si los dos cocientes J2(0)

κ(0) y J2(0)
κ(2) son positivos, es decir, si J2(0), κ(0) y

κ(2), tienen el mismo signo. La prueba para el inciso (ii) es similar.

Proposición 2.3.3. Sea ν22 dada por (2.46), entonces tenemos que

(i) κ(2) ≥ 0 si y solo si κ(0) ≥ 0 . Además, si cualesquiera de las condi-
ciones anteriores se cumple y 0 < ν22 < 1, entonces J2(0) ≥ 0.

(ii) κ(3) ≥ 0 si y solo si κ(1) ≥ 0 . Además, si cualesquiera de las condi-
ciones anteriores se cumple y 0 < ν22 < 1, entonces J2(1) ≥ 0.

Demostración. De la ecuación (2.46), obtenemos que la condición ν22 ≤ ν22(2)
es equivalente con

µ22(0)λ4(0) ≤
(
λ22(0) + λ24(0)

)(
ν22(2)µ

2
2(2) − λ22(2)

)
+ λ22(0)µ

2
4(0)ν

2
2 (2)

la cual es equivalente con

ν24 (0) ≤ ν22(2)ν
2
2 (0).

La parte restante de (i) se sigue de (2.50). La demostración de (ii) es similar.

Observación 2.3.4. (i) El estado ρe es un estado estacionario en equili-
brio (balance detallado) si y solo si las condiciones de balance detallado

ρi+j = ν2i (j)ρj , i = 2, 4, j = 0, 2

se satisfacen. Equivalentemente, J2(0) = J2(2) = J4(0) = 0. Lo mismo
podemos decir del estado impar ρo con las correspondientes sustitucio-
nes.

(ii) Del inciso (i), las ecuaciones (2.42) y la Proposición 2.3.3, la Condi-

ción de reversibilidad de Kolmogorov κ(0) = 0, equivalentemente
ν22(0)ν

2
2 (2) = ν24(0), es necesaria y suficiente para que ρe sea un estado

estacionario de balance detallado. Se tiene un resultado análogo para
el estado ρo con las correspondientes sustituciones.
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(iii) Sea ν22 dado por (2.46). La condición ν22 < 1 se satisface si y solo si

ν24(0) <
(
µ22(2) − λ22(2)

)(ν22(0)

µ24(0)
+
ν24(0)

µ22(0)

)

+ ν22(0)

lo cual claramente se cumple si, por ejemplo, ν24(0) ≤ ν22(0). Además,
puesto que ν22(2) < 1, la última condición se satisface si ν24 (0) <
ν22 (2)ν

2
2 (0). Por lo tanto, la condición κ(0) > 0 es suficente para obte-

ner ν22 < 1. Condiciones similares se satisfacen para el estado impar
ρo.

Corolario 2.3.5. Bajo las hipótesis del Teorema 2.3.2, el semigrupo mı́nimo
construido a partir del generador del tipo de acoplamiento débil L−∗ tiene
una infinidad de estados invariantes de equilibrio local que no satisfacen la
condición de balance detallado, dados expĺıcitamente por

ρ = αρe + (1− α)ρo, α ∈ [0, 1].

2.3.2. Reǵımenes de absorción y emisión

En esta sección mostraremos que para los estados estacionarios de equi-
librio local como ρe o ρo existen dos reǵımenes, absorción y emisión. Estos
reǵımenes son similares a los encontrados en [2] para un átomo de tres nive-
les interactuando con un campo de radiación. A continuación describimos,
sin entrar en detalles, la existencia de estos reǵımenes para el generador del
tipo de ĺımite de acoplamiento débil L−∗.

Del inciso (ii) en la Observación 2.3.4, sabemos que κ(0) = ν22(2)ν
2
2 (0)−

ν24(0) 6= 0 si y solo si ρe es un estado invariante de equilibrio local que no
satisface la condición de balance detallado. Sea HS = E(N) una función
lineal del operador de número N , con E : N ∪ {0} 7→ R+, y consideremos
dos frecuencias de Bohr ω = E(2) − E(0) y 2ω = E(4) − E(0). Haciendo
ν22(0) = ν22(2) = e−ωβ(ω) y ν24(0) = e−2ωβ(2ω) la condición κ(0) 6= 0 queda de
la siguiente forma

e−2ωβ(ω) − e−2ωβ(2ω) 6= 0,

lo cual se satisface si la función de la temperatura inversa β no es constante.
En el caso más simple E(k) = k, tenemos que ω = 1.

(i) Régimen de Absorción: κ(0) > 0 si y solo si β(2ω) > β(ω). Esta
desigualdad indica que la radiación de frecuencia ω se convierte en
radiación de frecuencia 2ω.
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Figura 2.1: Régimen de absorción

(ii) Régimen de Emisión: κ(0) < 0 si y solo si β(2ω) < β(ω). Esta
desigualdad indica que la radiación de frecuencia 2ω se convierte en
radiación de frecuencia ω.
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Figura 2.2: Régimen de emisión

Observemos que de (2.44), haciendo ν22 = e−2β , donde ahora la tempe-
ratura inversa β es constante, se sigue que el estado par ρe tiene la forma
de Gibbs localmente:

ρe = ρ0|e0〉〈e0|+ ρ2|e2〉〈e2|+
∑

k≥2

ν
2(k−1)
2 ρ2|e2k〉〈e2k|

= ρ0|e0〉〈e0|+ ρ2ν
−2
2

∑

k≥1

ν2k2 |e2k〉〈e2k|

= (ρ0 − ρ2ν
−2
2 )|e0〉〈e0|+ ρ2ν

−2
2 (e−βH)e

(2.53)

donde (e−βH)e =
∑

k≥0 e
−2kβ|e2k〉〈e2k| denota la parte par de e−βH . Para

el estado impar ρo tenemos un resultado similar con las correspondientes
sustituciones.
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Caṕıtulo 3

El proceso de absorción de n

fotones con bombeo
hamiltoniano

3.1. Introducción

Un átomo o una molécula pueden absorber o emitir dos, tres o más fo-
tones simultáneamente en el mismo evento cuántico. Este fenómeno natural
fue predicho originalmente por Maria Goeppert-Mayer1 en 1931, véase [24],
la primera evidencia experimental llegó treinta años después, cuando la tec-
noloǵıa láser permitió verificar la excitación de dos fotones en cristales de
europio [30], siendo subsecuentemente observada en un vapor de cesio [3].
Aunque el proceso de multifotones más estudiado es el de absorción y/o
emisión de dos fotones, recientemente estudios de procesos de multifotones
de orden mayor, en particular absorción y/o emisión de tres y cuatro foto-
nes, han recibido una atención considerable. Además del interés puramente
matemático que subyace en el estudio de estos procesos, su potencial apli-
cación, por ejemplo, en el almacenamiento de datos en medios ópticos y
emisión de luz coherente (láser), véase [26, 32, 38], ha incrementado el in-
terés en su estudio. Los procesos de multifotones pueden ser modelados como
sistemas cuánticos abiertos, cuya evolución a través del tiempo es descrita
por un semigrupo cuántico de Markov. El estudio de estados invariantes de
un semigrupo y sus propiedades de convergencia a los estados estaciona-
rios, proporciona información teórica importante que puede ser usada para

1Maria Goeppert-Mayer fue la segunda mujer en ganar el Premio Nobel de F́ısica,
después de Marie Curie.
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diseñar, por ejemplo, estrategias de control. Uno de los objetivos de este
caṕıtulo es contribuir al estudio de estados estacionarios coherentes de un
qms asociado con el proceso de absorción de n fotones con un bombeo ha-
miltoniano. El caso de absorción de dos fotones fue estudiado en [22]. En
este caṕıtulo hacemos un análisis más profundo de la estructura del conjunto
de los estados coherentes invariantes para n arbitrario n ∈ N. Aunque estos
estados son operadores actuando sobre un espacio de Hilbert de dimensión
infinita, pueden ser representados en términos de los vectores coherentes,
por medio de matrices complejas de tamaño n × n, donde n es el número
de fotones. Esta representación nos permite clasificarlos de acuerdo al rango
de la correspondiente matriz. Resulta que los estados coherentes invarian-
tes están parametrizados por los puntos de un subconjunto cerrado convexo
Sγ ⊂ R

n2−1, donde γ es un parámetro que mide la intensidad del bombeo
hamiltoniano. Los estados puros (operadores de rango uno) corresponden a
los puntos en la frontera ∂Sγ de Sγ . También estudiamos las propiedades de
convergencia a los estados estacionarios de este qms y, como una aplicación,
mostramos cómo el bombeo hamiltoniano puede ser considerado como un
control (hamiltoniano) que combinado con las propiedades de convergencia
a los estados estacionarios del semigrupo nos permite llevar (preparar) el
sistema a su estado base cuando iniciamos en cualquier estado en el dominio
de atracción de un estado coherente invariante dado.

3.2. El generador GKSL y el semigrupo mı́nimo

El generador formal de Gorini-Kosakowski-Sudarshan-Lindblad (GKSL)
para el proceso de absorción de n fotones con tasa de absorción µ2 > 0 y
bombeo hamiltoniano, actuando sobre el espacio L1(h), donde h = `2(N) (en
la representación predual), tiene la forma

L∗ρ = −µ
2

2

(

a†nanρ+ ρa†nan − 2anρa†n
)

− i[Hγ , ρ], (3.1)

donde n es el número de fotones, ρ ∈ L1(h) es un estado del sistema, a†, a,
son los operadores de creación y aniquilación, respectivamente, y el término

Hγ =
i

2
(γan − γ̄a†n)

describe el bombeo hamiltoniano con un parámetro complejo γ (intensidad).
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Si quitamos el bombeo hamiltoniano (γ = 0), se verifica fácilmente que
el generador dual

L(γ=0)x = −µ
2

2

(

a†nanx+ xa†nan − 2a†nxan
)

(3.2)

actuando sobre B(h) satisface la Hipótesis A para la existencia del semi-

grupo mı́nimo dual
(
T (γ=0)
t

)

t≥0
. En efecto, puesto que G = −µ2

2 a
†nan, se

tiene que Re〈u,Gu〉 ≤ 0 para toda u ∈ Dom(G), entonces G es un ope-
rador disipativo maximal, y por lo tanto genera un semigrupo fuertemente
continuo (Pt)t≥0 de contracciones sobre h = l2(N), de hecho,

(Pt)t≥0 = (e−
µ2

2
[N ]nt)t≥0

donde [N ]n es el operador de multiplicación [N ]n = N(N−1) · · · (N−n+1).
Además la condición Lγ=0(1l) = 0 claramente se satisface. Por lo tanto la
Hipótesis A se cumple.

El semigrupo predual
(
T (γ=0)
∗t

)

t≥0
satisface la ecuación maestra.

d

dt
T (γ=0)
∗t σ = L(γ=0)

∗ (T (γ=0)
∗t σ), T (γ=0)

∗0 σ = σ ∈ L1(h) (3.3)

En el caso γ 6= 0, usaremos que el hamiltoniano H es una perturbación

pequeña del operador G = −µ2

2 a
†nan. Demostramos esto en la siguiente

proposición.

Proposición 3.2.1. Existen dos constantes positivas a < 1 y b tales que
para cualquier u ∈ Dom(G), se tiene

‖Hu‖ ≤ a‖Gu‖ + b‖u‖. (3.4)

Demostración. Obsérvese que para cada n fija,

ĺım
k

[k + n]
1
2
n

[k]n
= 0.

Entonces para cada entero positivo m, existe un entero positivo K = K(m)
tal que

[k]n
[k]2n

≤ [k + n]n
[k]2n

<
1

m
(3.5)

si k ≥ K.
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Sea u =
∑

k≥0 ukek ∈ Dom(G), entonces tomando en cuenta que para

cada elemento ek de la base ortonormal: anek = [k]
1
2
nek−n, a†nek = [k +

n]
1
2
nek+n y a†nanek = [k]nek, donde [k]n = k(k− 1) · · · (k−n+1) tenemos

que

‖Hu‖ = ‖ i
2
(γan − γ̄a†n)u‖ ≤ |γ|

2

( K∑

k=n

|uk|2[k]n
) 1

2
+

|γ|
2

( ∑

k≥K+1

|uk|2[k]n
) 1

2

+
|γ|
2

( K∑

k=0

|uk|2[k + n]n

) 1
2
+

|γ|
2

( ∑

k≥K+1

|uk|2[k + n]n

) 1
2

≤ |γ|
2

(
[K]

1
2
n + [K + n]

1
2
n

)(
K∑

k=0

|uk|2
) 1

2
+

|γ|
m

( ∑

k≥K+1

|uk|2[k]2n
) 1

2

≤ |γ|
2

(
[K]

1
2
n + [K + n]

1
2
n

)
‖u‖+ |γ|

m
‖a†nanu‖

≤ |γ|
2

(
[K]

1
2
n + [K + n]

1
2
n

)
‖u‖+ 2|γ|

µ2m
‖Gu‖.

(3.6)

Tomando m tal que a = 2|γ|
µ2m

< 1, se obtiene el resultado.

Como corolario obtenemos que el operador G̃ = G + H es generador
de un semigrupo de contracciones fuertemente continuo sobre h, ver por
ejemplo el Teorema X.50 p. 244 de [36] y su corolario. Como la Hipótesis
A se sigue cumpliendo para γ 6= 0, el semigrupo mı́nimo dual (Tt)t≥0 se
puede construir como en el caso γ = 0, véase [9]. Otra manera de construir
este semigrupo es usar la fórmula de Trotter-Kato, (Teorema X.51 de la

referencia anterior), usando los semigrupos
(
T (γ=0)
t

)

t≥0
y el grupo unitario

(de Heisenberg) generado por [H, ·], es decir, THtσ = e−itHσeitH .
La unicidad de la solución para la ecuación maestra que satisface el

predual de (T∗t)t≥0,

d

dt
T∗tσ = L(T∗tσ), T∗0σ = σ ∈ L1(h) (3.7)

se sigue de la conservatividad del semigrupo dual. Mostramos a continuación
que la condición L(N) ≤ µ2N se satisface, y entonces L satisface el criterio
ya mencionado en el caṕıtulo anterior para la conservatividad, véase también
Hipótesis C en [12]. Observemos que si

L(N) := ĺım
l
L(Nl)
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donde (Nl)l≥0 es la sucesión de operadores de rango finito definida por
Nlek = kek si k ≤ l y cero en otro caso, entonces para cada u =

∑

k ukek tal
que

∑

k≥0 k
2[k]2n <∞, un cálculo directo muestra que

L(N)u = −µ2
∑

k≥0

ukn[k]nek

De lo anterior se sigue que 0 ≤ µ2N −L(N) en un subconjunto denso de
h.

Nuestro objetivo será encontrar estados invariantes ρ, es decir, estados
que satisfacen la ecuación L∗ρ = 0, para el semigrupo generado por (3.1).
Para este cálculo es conveniente usar el sistema de vectores exponenciales
de `2(N).

3.3. Vectores pseudo-exponenciales

En esta sección introducimos una clase de vectores que llamamos pseudo-
exponenciales que generalizan a la ya conocida clase de los vectores exponen-
ciales {ε(z)}z∈C, sobre el espacio de Fock simétrico Γs(C), véase apéndice D
para una descripción de este espacio.

Observemos que para cada z ∈ C, el operador Kz = i(z̄a − za†) con

dominio Dom(N
1
2 ), donde N = a†a es el operador de número, es auto-

adjunto. Por lo tanto tenemos que el operador eiKz = e(za
†−z̄a) es unitario.

El siguiente lema da una representación interesante para estados cohe-
rentes, utilizados frecuentemente en óptica cuántica.

Lema 3.3.1. Para cualquier z ∈ C, tenemos

e(za
†−z̄a)e0 = e−

1
2
|z|2ε(z).

Por lo tanto, ε0(z) := e(za
†−z̄a)e0 =

1
‖ε(z)‖ε(z) es un vector coherente.

Demostración. Puesto que el vector e0 es anaĺıtico para Kz, podemos calcu-
lar e(za

†−z̄a)e0 usando la serie de potencias. Desarrollando algunos términos
de la serie obtenemos lo siguiente

e(za
†−z̄a)e0 = (1− |z|2

2
+

1

2!

|z|4
4

− 1

3!

|z|6
8

+ · · · )e0

+ (1− |z|2
2

+
1

2!

|z|4
4

+ · · · )ze1 + · · · = e−
1
2
|z|2ε(z).

(3.8)

La conclusión se obtiene notando que ‖ε(z)‖ = e
1
2
|z|2.
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Proposición 3.3.2. Con la notación del lema anterior, para cualquier n ∈
N y tomando iKz = Tz = (za† − z̄a), lo siguiente se satisface

aneTze0 = anε0(z) = eTz(a+ z)ne0. (3.9)

a†neTze0 = a†nε0(z) = eTz(a† + z̄)ne0. (3.10)

Demostración. Es fácil verificar que [a, Tz ] = z sobre el dominio del operador

N
1
2 . Se puede probar por inducción que

aT nz = T nz a+ nzT n−1
z

sobre el dominio de N
1
2 .

Después de realizar algunos cálculos obtenemos lo siguiente

aeTze0 = ae0 + aTze0 +
aT 2

z

2!
e0 +

aT 3
z

3!
e0 + · · ·

= ae0 + ze0 + Tzae0 +
T 2
z a

2!
e0 + z

T 2
z

2!
e0 +

T 3
z a

3!
e0 + · · ·

= eTzae0 + zeTze0.

En general, por inducción tenemos que

aneTze0 = eTz (a+ z)ne0.

De manera análoga se prueba que a†neTze0 = eTz(a† + z̄)ne0.

Definición 3.3.3. Para cada k ≥ 0, definimos εk(z) := eTzek. Llamamos
vectores pseudo-exponenciales asociados con z ∈ C, a los elementos del con-
junto {εk(z)}k≥0.

Observación: Notemos que para cada z ∈ C fijo, el conjunto {εk(z)}k≥0

es linealmente independiente, de hecho es ortonormal, puesto que es la ima-
gen de la base ortonormal canónica bajo la acción del operador unitario eTz .
Además, para k = 0 obtenemos el conjunto usual de vectores coherentes.

Utilizando el lema anterior y después de algunos cálculos, tenemos que
para cada n ≥ 1 las potencias de los operadores de creación y aniquilación
actúan sobre los vectores coherentes ε0(z) de la siguiente forma:

anε0(z) = eTz(a+ z)ne0 =

n∑

k=0

(
n
k

)

zn−keTzake0 = znε0(z).

a†nε0(z) = eTz(a† + z̄)ne0 =

n∑

k=0

(
n
k

)

z̄n−keTza†ke0 =
n∑

k=0

(
n
k

)√
k!z̄n−kεk(z).

(3.11)
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3.4. La C∗-álgebra matricial C0,n
En esta sección revisaremos algunas propiedades de las C∗-álgebras de-

finidas para cada n ≥ 1 de la siguiente forma

C0,n = span{|ε0(zk)〉〈ε0(zk′)| : zk ∈ C, zk 6= zk′ , k 6= k′, 0 ≤ k ≤ n− 1}

De la definición anterior, tenemos lo siguiente

Proposición 3.4.1. El conjunto {|ε0(zk)〉〈ε0(zk′)| : zk ∈ C, zk 6= zk′ , k 6=
k′, 0 ≤ k ≤ n− 1} es linealmente independiente.

Demostración. Sea
∑
αkk′ |ε0(zk)〉〈ε0(zk′)| = 0, multiplicando el lado dere-

cho por ε0(zl), con 0 ≤ l ≤ n− 1, obtenemos

0 =
∑

k,k′

αkk′〈ε0(zk′), ε0(zl)〉ε0(zk) =
∑

k

(
∑

k′

αkk′〈ε0(zk′), ε0(zl)〉
)

ε0(zk).

Puesto que cualquier subconjunto {ε0(zk) : zk ∈ C, zk 6= zk′ , k 6= k′} de
{ε0(z)}z∈C es linealmente independiente, ver apéndice, tenemos que

∑

k′

αkk′〈ε0(zk′), ε0(zl)〉 = 0 ∀k. (3.12)

El determinante de Gram det
(

(〈ε0(zk′), ε0(zl)〉)0≤k′,l≤n−1

)

es diferente de

cero, pues el conjunto de vectores exponenciales {ε0(zk′) : zk′ 6= zk, k
′ 6=

k, zk′ ∈ C} es linealmente independiente, por lo tanto αkk′ = 0 para todo
0 ≤ k, k′ ≤ n− 1.

Evidentemente (C0,n)n≥1 es una sucesión creciente, es decir, C0,n ⊂ C0,n+1,
n ≥ 1. Ahora caracterizaremos los elementos positivos en el álgebra C0,n.

Lema 3.4.2. Un elemento x ∈ C0,n es positivo si y solo si tiene la forma

x =
∑

0≤k,k′≤n−1

xkk′|ε0(zk)〉〈ε0(zk′)|

donde (xkk′)0≤k,k′≤n−1 es una matriz hermitiana positiva semidefinida.

Demostración. Un elemento x ∈ C0,n es positivo si y sólo si tiene la forma
x = y∗y para algún y ∈ C0,n. Por lo tanto, un cálculo simple muestra que
cada elemento de matriz xkk′ puede ser escrito en la siguiente forma

xkk′ =
∑

0≤i,j≤n−1

ȳikyjk′〈ε0(zi), ε0(zj)〉 = 〈vk(y), vk′(y)〉 , (3.13)
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donde vk(y) =
∑

0≤i≤n−1 yikε0(zi). Esto significa que la matriz x = (xkk′)
es la matriz de Gram para el conjunto de vectores (vk(y))0≤k≤n−1, pero las
matrices de Gram son positivas semidefinidas, y viceversa, cualquier matriz
positiva semidefinida es una matriz de Gram. Esto finaliza la demostración.

Finalizamos la sección con un resultado sencillo pero muy útil para nues-
tros propósitos.

Lema 3.4.3. El rango de una matriz de Gram ρ = (〈vk, vk′〉)0≤k,k′≤n−1

es igual al máximo número de vectores linealmente independientes en el
conjunto (vk)0≤k≤n−1.

Demostración. Si ρ = (〈vk, vk′〉)0≤k,k′≤n−1 donde (vk)0≤k≤n−1 es una con-
junto finito de vectores en C

n, entonces se tiene que para cada u ∈ C
n,

〈u, ρu〉 = ‖
∑

0≤k≤n−1

ukvk‖2 (3.14)

Se sigue que rank(ρ) = n si y sólo si el subconjunto de vectores (vk)0≤k≤n−1

es linealmente independiente. Sea {vi0 , · · · , vim−1} con i0 < i1 < · · · <
im−1 un subconjunto maximal de vectores linealmente independientes en
(vk)0≤k≤n−1, entonces r = rank(ρ) ≥ m, puesto que existe un menor distin-
to de cero de orden m, además el menor

ρ

(
i0 i1 · · · im−1

i0 i1 · · · im−1

)

6= 0. (3.15)

Puesto que ρ es un operador autoadjunto, existe un operador unita-
rio U tal que U∗ρU = diag(ρ0, · · · , ρn−1). Claramente r = rank(ρ) =
rank(U∗ρU) = card{ρj > 0}. Sea hr = span{u0, · · · , ur−1} donde uj es
el eigenvector asociado con el eigenvalor positivo ρj , 0 ≤ j ≤ r − 1. Si
u =

∑

0≤j≤r−1 cjuj ∈ hr, entonces un sencillo cálculo, usando el hecho de
que los uj ’s forman un sistema ortonormal, muestra que

〈u, ρu〉 =
∑

0≤j≤r−1

|cj |2ρj .

Se sigue que 〈u, ρu〉 > 0, ∀u ∈ hr \ {0}. Ahora, tomando cualquier u ∈
hr\{0} y considerando el elemento ũ = (u0, · · · , ur−1, 0, · · · 0) ∈ C

n, tenemos
que

0 < 〈u, ρu〉 = 〈ũ, ρũ〉 = ‖
∑

0≤k≤r−1

ukvk‖2
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para toda u ∈ hr \ {0}. Esto implica que el subconjunto {v0, · · · , vr−1} es
linealmente independiente. Por lo tanto r ≤ m y esto prueba el lema.

3.5. Estados estacionarios coherentes

Los siguientes cálculos formales nos permiten encontrar estados estacio-
narios para el proceso de absorción de n fotones con un bombeo hamilto-
niano. El caso n = 2, como ya hemos mencionado, fue estudiado en [22],
aqúı obtenemos el resultado para n arbitrario.

Consideremos elementos positivos ρ de la C∗-álgebra C0,l, para algún
l ≥ 1 suficientemente grande, es decir,

ρ =
∑

0≤k,k′≤l−1

ρkk′ |ε0(zk)〉〈ε0(zk′)| (3.16)

con ρ = (ρkk′)0≤k,k′≤l−1 una matriz de Gram. Evaluando el generador L∗ en
ρ, obtenemos para l ≥ n lo siguiente,

L∗ρ =
∑

0≤k,k′≤l−1

ρkk′
(

− µ2z̄nk′

2
− γ

2

) n∑

k=1

(
n
k

)√
k!zn−kk′ |ε0(zk)〉〈εk(zk′)|

+
∑

0≤k,k′≤l−1

ρkk′
(

− µ2znk
2

− γ̄

2

) n∑

k=1

(
n
k

)√
k!z̄n−kk |εk(zk)〉〈ε0(zk′)|

+
∑

0≤k,k′≤l−1

ρkk′

(

µ2
(
znk z

n
k′ −

|zk|2n + |zk′ |2n
2

)
+
γ

2
(znk − znk′) +

γ̄

2
(z̄nk′ − z̄nk )

)

×

|ε0(zk)〉〈ε0(zk′)|.
Claramente, ρ pertenece al dominio de L∗ y la ecuación L∗ρ = 0 tiene
soluciones no triviales ρ, si para toda 0 ≤ k, k′ ≤ n− 1,

µ2
(
znk z

n
k′ −

|zk|2n + |zk′ |2n
2

)
+
γ

2
(znk − znk′) +

γ̄

2
(z̄nk′ − z̄nk ) = 0

(

− µ2z̄nk′

2
− γ

2

)

= 0

(

− µ2znk
2

− γ̄

2

)

= 0.

(3.17)

Además, bajo las condiciones anteriores podemos tomar ρkk′ 6= 0 para 0 ≤
k, k′ ≤ n − 1 y ρkk′ = 0 para n ≤ k, k′ ≤ l − 1. Ahora observemos que el
sistema (3.17) tiene solución si y solo si,
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znk = − γ̄

µ2
, ∀ 0 ≤ k ≤ n− 1.

Por lo tanto, si γ = |γ|eiθ, las n ráıces complejas de − γ̄
µ2
:

zk =

∣
∣
∣
∣
− γ̄

µ2

∣
∣
∣
∣

1
n

ei(
−θ−π+2πk

n
) 0 ≤ k ≤ n− 1, (3.18)

son soluciones de (3.17).

Aśı, tenemos lo siguiente:

Proposición 3.5.1. Para cada γ ∈ C fija, todos los elementos positivos de
C0,n de la forma

ργ =
n−1∑

k,k′=0

ρkk′|ε0(zk)〉〈ε0(zk′)| (3.19)

con zk dado por (3.18) para 0 ≤ k ≤ n− 1, satisfaciendo la condición

e−αn

n∑

k,k′=0

ρk,k′e
zk z̄k′ = 1 (3.20)

son estados invariantes.

Demostración. Es claro que cada ργ pertenece al dominio de L∗. En términos
de la base ortonormal (em)m≥0 los operadores ργ tienen la forma

ργ = e−αn

n−1∑

k,k′=0

ρkk′

∣
∣
∣
∣
∣

∑

m

zmk√
m!
em

〉〈
∑

m′

zm
′

k′√
m′!

em′

∣
∣
∣
∣
∣
= e−αn

∑

m,m′

ηmm′ |em〉〈em′ |,(3.21)

donde αn = | γ
µ2
| 2n y

ηmm′ =

n−1∑

k,k′=0

ρkk′
zmk z̄

m′

k′√
m!m′!

. (3.22)

Un cálculo directo muestra que,

tr(ργ) = e−αn
∑

l≥0

n−1∑

k,k′=0

ρkk′
(zkz̄k′)

l

l!
= e−αn

n−1∑

k,k′=0

ρk,k′e
zk z̄k′ .
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Por lo tanto, un operador ργ de la forma (3.19) es un estado si es un elemento
positivo de C0,n y satisface la condición de la traza (3.20). Consecuentemen-
te, todos los elementos positivos ργ ∈ C0,n de la forma (3.19) que satisfacen
la condición anterior de la traza son estados invariantes del proceso de ab-
sorción de n fotones con un bombeo hamiltoniano.

Observación 3.5.2. Observemos que los ργ’s dados por (3.19) son ope-
radores no diagonales de dimensión infinita en la base canónica de h pero
están representados como matrices finitas con respecto al sistema de vectores
coherentes.

Definición 3.5.3. Llamamos estados estacionarios coherentes del pro-
ceso de absorción de n fotones con un bombeo hamiltoniano, a cualquier ele-
mento de la forma (3.19) que satisface la condición de la traza (3.20) y las
condiciones de positividad (D.2).

De acuerdo al Teorema D.0.22 del apéndice D, la aplicación

∑

0≤k,k′≤n−1

ρkk′|ε0(zk)〉〈ε0(zk′)| 7→ (ρkk′)0≤k,k′≤n−1

establece una correspondencia uno a uno entre el conjunto de estados estacio-
narios coherentes y un subconjunto Sγ de las matrices hermitianas complejas
positivas semidefinidas, de hecho:

Sγ := {ρ = (ρkk′)0≤k,k′≤n−1 : ρk′k = ρ̄kk′, satisfaciendo (3.20) y (D.2)}

La condición de la traza nos permite escribir una de las n2 variables reales
asociadas con los elementos ρkk′ ’s, en términos de las restantes n2− 1 varia-
bles reales, por lo tanto a Sγ lo podemos considerar como un subconjunto de

R
n2−1. Sea Sγ,r el subconjunto de todos los elementos ρ = (ρkk′)0≤k,k′≤n−1 ∈

Sγ con rango(ρ) = r. Claramente obtenemos la descomposición

Sγ = ∪nr=1Sγ,r.

De ahora en adelante denotaremos por S(ρ) al estado estacionario cohe-
rente correspondiente al elemento ρ ∈ Sγ , es decir,

S(ρ) =
∑

0≤k,k′≤n−1

ρkk′|ε0(zk)〉〈ε0(zk′)|

si ρ = (ρkk′)0≤k,k′≤n−1 ∈ Sγ . Algunas veces escribiremos simplemente ρ en
lugar S(ρ), si no hay lugar a confusión.
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Lema 3.5.4. Para cada 1 ≤ r ≤ n, ρ ∈ Sγ,r si y solo si ρ es una matriz
hermitiana ρ = (ρkk′)0≤k,k′≤n−1 que satisface la condición de la traza (3.20),
las condiciones de positividad (D.2) con

ρ

(
i1 i2 · · · ip
i1 i2 · · · ip

)

= 0, 0 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n− 1, r + 1 ≤ p ≤ n(3.23)

y existe un menor principal estrictamente positivo de orden r.

Demostración. La condición de la traza y las condiciones de positividad
(D.2) son condiciones suficientes para que ρ ∈ Sγ . Además, si las condiciones
(3.23) se cumplen y existe un menor principal de orden r estrictamente
positivo, entonces ρ ∈ Sγ,r.

Inversamente, si ρ ∈ Sγ y tiene rango r, entonces la condición de la
traza y las condiciones de positividad con (3.23) se satisfacen. Además ρ es
una matriz de Gram, puesto que es un elemento positivo en C0,n, véase la
ecuación (3.13) en la prueba del Lema 3.4.2. Existe un conjunto de vectores
(vk)1≤k≤n tal que ρkk′ = 〈vk, vk′〉. Todos los menores principales también
son determinantes de Gram. Por el Lema 3.4.3, ρ ∈ Sγ,r implica que existe
un subconjunto {vi1 , vi2 , · · · , vir} de r vectores linealmente independiente
en el conjunto (vk)0≤k≤n−1. Equivalentemente el menor principal

ρ

(
i1 i2 · · · ir
i1 i2 · · · ir

)

> 0. (3.24)

Esto prueba el lema.

Teorema 3.5.5. El conjunto Sγ es un subconjunto compacto convexo del
espacio de matrices hermitianas complejas de n× n.

Demostración. El conjunto de matrices hermitianas complejas positivas se-
midefinidas es un cono cerrado convexo en el espacio de Banach de las
matrices complejas de n × n . Por lo tanto, cualquier combinación lineal
convexa de dos elementos ρ1, ρ2 ∈ Sγ es positiva semidefinida. Además, si

ρ1 = (ρ
(1)
kk′)0≤k,k′≤n−1, ρ2 = (ρ

(2)
kk′)0≤k,k′≤n−1 son elementos de Sγ y

ρ = λρ1 + (1− λ)ρ2 = (ρkk′)0≤k,k′≤n−1

donde ρkk′ = λρ
(1)
kk′ + (1− λ)ρ

(2)
kk′ . Entonces, tenemos que

n−1∑

k,k′=0

ρk,k′e
zk z̄k′ = λ

n−1∑

k,k′=0

ρk,k′e
zk z̄k′ + (1− λ)

n−1∑

k,k′=0

ρk,k′e
zk z̄k′ = 1 (3.25)
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Esto prueba que Sγ es convexo.
Para zk, 0 ≤ k ≤ n − 1 fija y αn dadas por (3.18) y (3.21), la función

traza definida sobre el conjunto de matrices complejas de n × n por medio
de

f(ρ) = e−αn

n−1∑

k,k′=0

ρk,k′e
zk z̄k′

es una función continua del espacio de Banach de las matrices complejas de
n×n en C. De esta forma f−1({1}) es un subconjunto cerrado. Además, Sγ
es la intersección de f−1({1}) y el cono cerrado de las matrices complejas
positivas semidefinidas de n × n y por lo tanto es cerrado. Finalmente, las
condiciones de positividad (D.2) y de la traza implican que Sγ es acotado; en
efecto, la frontera ∂Sγ es un subespacio cerrado definido por las ecuaciones
(D.2) reemplazando la desigualdad por la igualdad.

Teorema 3.5.6. (i) Los estados invariantes coherentes extremos (o pu-
ros) del proceso de absorción de n fotones con un bombeo hamiltoniano
tienen la forma S(ρ), con ρ un punto extremo de Sγ caracterizado por
la condición de la traza, las condiciones (3.23) con r = 1 y ρkk > 0
para algún 0 ≤ k ≤ n − 1. Además, si la matriz (ρkk′)0≤k,k′≤n−1 es
diagonal, entonces existe un único elemento diagonal positivo ρkk = 1,
es decir, en este caso, S(ρ) = |ε0(zk)〉〈ε0(zk)|.

(ii) Los estados estacionarios coherentes mezclados ρ del proceso de absor-
ción de n fotones con un bombeo hamiltoniano tienen la forma S(ρ),
donde ρ ∈ Sγ es una combinación lineal convexa de puntos extremos
de Sγ.

Demostración. Claramente S(λρ1+(1−λ)ρ2) = λS(ρ1)+ (1−λ)S(ρ2). Por
lo tanto, S(ρ) es un estado estacionario coherente extremo si y solo si ρ es un
punto extremo de Sγ . Además, los extremos de Sγ coinciden con su frontera.
Puesto que los estados puros son operadores de rango uno, la primera parte
del inciso (i) es una consecuencia directa del Lema 3.5.4.

Si ρ es diagonal, es decir, ρkk′ = 0 para toda k 6= k′, y ρll > 0 para algún
0 ≤ l ≤ n− 1, entonces para cualquier l′ > l, el menor

ρ

(
l l′

l l′

)

=

∣
∣
∣
∣

l l′

l l′

∣
∣
∣
∣
= ρllρl′l′ − |ρll′ |2 = ρllρl′l′ (3.26)

debe ser cero. Esto implica que ρl′l′ = 0. El caso l′ < l es similar. Por lo tanto
ρll es el único elemento distinto de cero. La condición de la traza implica
que ρll = e−αne|zl|

2
= 1. Esto completa la prueba de (i).
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Por el Teorema 3.5.5, el conjunto Sγ es compacto y convexo y, por el
Teorema de Krein-Milman, coincide con la envolvente convexa de sus puntos
extremos. Aśı, (ii) es una consecuencia de (i).

3.6. Convergencia al estado estacionario

El concepto de irreducibilidad en la teoŕıa de procesos clásicos de Mar-
kov significa, a grandes rasgos, que la dinámica del semigrupo no puede
terminar eventualmente en un subespacio más pequeño, alĺı la ausencia de
proyecciones subarmónicas no triviales es equivalente al concepto de irredu-
cibilidad. En [14] Fagnola y Rebolledo caracterizan las proyecciones soporte
de un estado invariante a través de sus proyecciones subarmónicas.

En esta sección definimos, para cada ρ ∈ Sγ,r, el álgebra hereditaria
mediante las proyecciones soportes del estado, esta álgebra es invariante
bajo la dinámica del semigrupo dual (Tt)t≥0, también definimos el semigrupo
reducido actuando sobre esta álgebra y demostramos que es irreducible.

El subespacio soporte de un estado invariante es la cerradura de su rango.
En el siguiente teorema caracterizamos los subespacios soporte de los estados
coherentes estacionarios.

Teorema 3.6.1. El subespacio soporte de un estado coherente estacionario
S(ρ) con ρ ∈ Sγ,r es generador por el conjunto de vectores {ωj(ρ) : 0 ≤ j ≤
r − 1}, donde

ωj(ρ) =
∑

0≤k≤n−1

ᾱjk(ρ)ε0(zk) = ε0(zj) +
∑

r≤k≤n−1

ᾱjk(ρ)ε0(zk) (3.27)

con (αjk(ρ))0≤j≤r−1, 0≤k≤n−1 la matriz de r×n asociada con ρ = (〈vk, vk′〉)0≤k,k′≤n−1

de tal manera que, si {v0, · · · vr−1} es el correspondiente r-referencial no sin-
gular de ρ, entonces para toda 0 ≤ k ≤ n− 1

vk =
∑

0≤j≤r−1

αjk(ρ)vj .

Para 0 ≤ k ≤ r − 1 tenemos αjk(ρ) = δjk, 0 ≤ j ≤ r − 1.

Demostración. Si ρ ∈ Sγ,r, entonces existe un r-referencial no singular
{v0, · · · , vr−1} tal que ρ = (〈vk, vk′〉)0≤k,k′≤n−1 donde para r ≤ k ≤ n − 1,
vk ∈ span{v0, · · · vr−1}. De esta forma podemos escribir vk =

∑

0≤j≤r−1 αjk(ρ)vj
para toda 0 ≤ k ≤ n− 1 y, entonces,

〈vk, vk′〉 =
∑

0≤j,j′≤r−1

ᾱjk(ρ)αj′k′(ρ)〈vj , vj′〉
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Por lo tanto,

ρ =
∑

0≤k,k′≤n−1

∑

0≤j,j′≤r−1

ᾱjk(ρ)αj′k′(ρ)〈vj , vj′〉|ε0(zk)〉〈ε0(zk′)|

=
∑

0≤j,j′≤r−1

∣
∣
∣〈vj , vj′〉

1
2wj(ρ)

〉〈

〈vj′ , vj〉
1
2wj′(ρ)

∣
∣
∣.

(3.28)

donde

wj(ρ) =
∑

0≤k≤n−1

ᾱjk(ρ)ε0(zk) =
∑

0≤k≤r−1

δjkε0(zk) +
∑

r≤k≤n−1

ᾱjk(ρ)ε0(zk)

= ε0(zj) +
∑

r≤k≤n−1

ᾱjk(ρ)ε0(zk)
(3.29)

y 〈vj , vj′〉
1
2 denota la ráız cuadrada con argumento mı́nimo. El subconjunto

{wj(ρ) : 0 ≤ j ≤ r − 1} es linealmente independiente, puesto que

0 =
∑

0≤l≤r−1

ξlwl(ρ) =
∑

0≤k≤n−1

( ∑

0≤l≤r−1

ξlᾱlk(ρ)
)

ε0(zk)

La independencia lineal de los vectores exponenciales implica que
∑

0≤l≤r−1

ξlᾱlk(ρ) = 0.

Aśı que, ξl = 0 para toda 0 ≤ l ≤ r − 1. Finalmente, de (3.28) obtenemos
que para cada u ∈ h,

ρu =
∑

0≤j,j′≤r−1

〈vj , vj′〉〈wj′ , u〉wj(ρ)

para toda 0 ≤ k ≤ r − 1. Esto finaliza la prueba.

La proyección soporte de un estado ρ es la proyección ortogonal sobre
su espacio soporte. La proyección soporte p de un estado invariante es T -
subarmónica (resp. T -superarmónica, resp. T -armónica) si Tt(p) ≥ p (resp.
Tt(p) ≤ p, resp. Tt(p) = p), para todo t ≥ 0, donde (Tt)t≥0 es el semigru-
po dual (o adjunto) actuando sobre B(h). Las proyecciones subarmónicas
juegan un papel importante para establecer propiedades de aproximación al
equilibrio de un qms. El Teorema II.1 en [14] afirma que las proyecciones
soporte de estados invariantes son subármonicas.

Para cada 0 ≤ r ≤ n − 1, sea Wr(ρ) = {wj(ρ) : 0 ≤ j ≤ r − 1} el r-
referencial generador del supespacio soporte del estado ρ = (〈vk, vk′〉)0≤k≤n−1 ∈
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Sγ,r dado por el Teorema 3.6.1. Denotamos por W̃r(ρ) = {w̃j(ρ) : 0 ≤ j ≤
r − 1} el correspondiente r referencial ortogonal que resulta de Wr(ρ) des-
pués de aplicar el proceso de ortogonalización de Gram-Schmidt. En este
caso,

w̃0(ρ) = w0(ρ),

w̃j(ρ) =
(

1l−
∑

0≤k≤j−1

1

‖w̃k(ρ)‖2
|w̃k(ρ)〉〈w̃k(ρ)|

)

wj(ρ), 1 ≤ j ≤ n− 1.(3.30)

Para cada ρ ∈ Sγ,r, la subálgebra hereditaria se define como

AWr(ρ) = pWr(ρ)B(h)pWr(ρ)

donde pWr(ρ) es la proyección soporte de ρ,

pWr(ρ) = pW̃r(ρ)
=

∑

0≤j≤r−1

|w̃j(ρ)〉〈w̃j(ρ)|. (3.31)

Esta subálgebra es invariante bajo la acción del semigrupo dual y uno puede
definir el semigrupo reducido TWr(ρ),t, actuando sobre AWr(ρ) por medio de

TWr(ρ),t pWr(ρ) x pWr(ρ) := pWr(ρ) Ttx pWr(ρ),

para todo x ∈ B(h), t ≥ 0.

Teorema 3.6.2. Para cada ρ ∈ Sγ,r, 0 ≤ r ≤ n− 1 tenemos:

(i) El semigrupo hereditario es irreducible, es decir, no existen proyeccio-
nes subarmónicas no triviales en AWr(ρ).

(ii) Para cada estado normal inicial σ ∈ AWr(ρ), la evolución del semigrupo
predual heredado TWr(ρ),t(σ) converge a ρ cuando t tiende a ∞ en la
norma de la traza.

Demostración. Por el Teorema III.1 en [14], es suficiente probar que a†n 6=
pl a

†n sobre Dom(a†n)∩Ran(pl), para cada proyección no trivial pl = pl(ρ) =∑

0≤j≤l−1 |w̃j(ρ)〉〈w̃j(ρ)|, 0 ≤ l < r − 1. Observemos que para cada 0 ≤
k ≤ n− 1,

anε0(zk) = znk ε0(zk) = − γ̄

µ2
ε0(zk)

Entonces, los vectores {ε0(zk) : 0 ≤ k ≤ n − 1} son vectores propios de
an asociados con el valor − γ̄

µ2
. La ecuación (3.27) muestra que cada vector
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wj(ρ) para 0 ≤ j ≤ r − 1 pertenece al espacio propio asociado con el valor
propio − γ̄

µ2
, y por (3.30), lo mismo se cumple para cada elemento w̃j(ρ) en

el correspondiente r-referencial ortogonal. Por lo tanto tenemos

pla
†nw̃l(ρ) =

∑

0≤j≤l−1

|w̃j(ρ)〉〈anw̃j(ρ)|w̃l(ρ) = − γ̄

µ2

∑

0≤j≤l−1

δjlw̃j(ρ)

= − γ̄

µ2
w̃l(ρ) 6= a†nw̃l(ρ), ∀ 0 ≤ l < r − 1.

Se sigue que los w̃j’s no son eigenvectores de a†n, puesto que los ε0(zk)’s
tampoco lo son, (véase 3.11). Esto demuestra (i).

El inciso (ii) es consecuencia directa de (i) y del Corolario III.1 en [14].

Corolario 3.6.3. Sea ρ ∈ Sγ,r un estado invariante, entonces

(i) Si r = 1, el semigrupo reducido es el trivial, esto es, todos los x ∈
AW1(ρ) son puntos fijos (TW1(ρ),tx = x) del semigrupo dual.

(ii) Si r ≥ 2, existen estados puros σ ∈ AWr(ρ) tales que TWr(ρ),t(σ) con-
verge a ρ cuando t tiende a infinito. En otras palabras, el rango no se
preserva durante la evolución.

Demostración. Si r = 1, un simple cálculo usando (3.31) muestra que el
subálgebra hereditaria es

AW1(ρ) = {x ∈ B(h) : x = pW1(ρ) x pW1(ρ)} = {x ∈ B(h) : x = tr
(
x pW1(ρ)

)
pW1(ρ)}. (3.32)

Consecuentemente, puesto que el semigrupo es conservativo, tenemos que
para cada x ∈ AW1(ρ),

TW1(ρ),tx = tr
(
x pW1(ρ)

)
TW1(ρ),tpW1(ρ) = tr

(
x pW1(ρ)

)
TW1(ρ),t

(
pW1(ρ)1lpW1(ρ)

)

= tr
(
x pW1(ρ)

)
pW1(ρ)TW1(ρ),t(1l)pW1(ρ) = tr

(
x pW1(ρ)

)
pW1(ρ) = x.

(3.33)

Por lo tanto, AW1(ρ) coincide con la subálgebra de lo puntos fijos de TW1(ρ).
El único estado en AW1(ρ) es el estado invariante ρ, el cual coincide con la
proyección ortogonal pW1(ρ), pues tenemos que ρ = tr

(
ρ pW1(ρ)

)
pW1(ρ), pero

1 = tr(ρ) = tr(ρ pW1(ρ)) entonces obtenemos ρ = pW1(ρ). Esto prueba (i).
Para cada 0 ≤ j ≤ r− 1, el estado puro σj = |w̃j(ρ)〉〈w̃j(ρ)| ∈ AWr(ρ) es

llevado a ρ con el semigrupo heredado TWr(ρ) cuando t→ ∞.

Observación 3.6.4. Como una consecuencia del inciso (i) en el Corolario
3.6.3, el semigrupo dual actúa trivialmente sobre ∪ρ∈Sγ,1AW1(ρ).
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3.7. Una aplicación a control cuántico

Recordemos que (Tt)t≥0 denota al qms del proceso de absorción de n
fotones con un bombeo hamiltoniano de intensidad γ ∈ C, estudiado en
la sección anterior y ργ denota cualquier estado invariante de (Tt)t≥0 de la

forma (3.21). Además utilizamos los śımbolos L(γ=0) y T (γ=0) = (T (γ=0)
t )t≥0

para el generador y el semigrupo del proceso de absorción de n fotones
correspondiente al valor γ = 0, respectivamente.

3.7.1. Absorción de n fotones (γ = 0): estados invariantes y
dominios de atracción

Las siguientes proposiciones caracterizan a los estados invariantes y esta-

blecen las propiedades de aproximación al equilibrio de los qms (T (γ=0)
t )t≥0

para n arbitrario. Omitimos sus demostraciones pues son extensiones natu-
rales del correspondiente resultado para n en [13].

Proposición 3.7.1. Para el proceso de absorción de n fotones (γ = 0), los
estados estacionarios tienen la forma

ρ =
∑

0≤j,k≤n−1

ρjk|ej〉〈ek| (3.34)

y ρjk = 0 if j ≥ n o k ≥ n, con (ρjk)0≤j,k≤n−1 satisfaciendo la condición de
la traza ∑

1≤j≤n−1

ρjj = 1

y las condiciones de positividad (D.2).

Proposición 3.7.2. (i) Las proyecciones subarmónicas para el proceso de
absorción de n fotones son 0, 1l, y las proyecciones pr donde

pr =
∑

q≥0

|enq+r〉〈enq+r|

y
m∑

q=1

|enq+r〉〈enq+r|

con 0 ≤ r < n, m ≥ 1, y sumas de proyecciones ortogonales de la cla-
se anterior. Las proyecciones pr son T −invariantes y las subálgebras
hereditarias Ar = prB(h)pr son T −invariantes.
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(ii) Para cualquier estado normal σ tenemos que ĺımt→∞〈ej ,T∗t(σ)ek〉 = 0
para toda j, k tal que max{j, k} ≥ n y

ĺım
t→∞

〈ej ,T∗t(σ)ej〉 = tr(σ pj), ĺım
t→∞

|〈ej ,T∗t(σ)ek〉|2 ≤ tr(σ pj)tr(σ pk),

con 0 ≤ j, k < n.

Aunque el siguiente Teorema 3.7.5 es una generalización de la Proposi-
ción 7.3 en [13], incluimos aqúı una demostración, puesto que a diferencia
del caso n = 2, para el caso de n arbitrario aparecen algunos aspectos in-
teresantes.

Introducimos la siguiente notación que nos será útil para cálculos poste-
riores

[k, l] := (k + 1)(k + 2) · · · (k + l) 0 ≤ k, l ≤ n− 1.

Antes del teorema tenemos el siguiente lema.

Lema 3.7.3. Para cada n ≥ 2 fijo y 0 ≤ k, l ≤ n−1 la sucesión (dn,k,l(m))m≥1

definida por

d
n,k,l

(m) =
( [k, l] + [n+ k, l]

2[k, l]2

)( [k, l] + [n+ k, l]

2[n + k, l]

)( [n+ k, l] + [2n+ k, l]

2[n + k, l]

)( [n+ k, l] + [2n + k, l]

2[2n + k, l]

)

· · ·
( [(m− 1)n + k, l] + [mn+ k, l]

2[(m− 1)n + k, l]

)( [(m− 1)n + k, l] + [mn+ k, l]

2[mn+ k, l]

)

(3.35)

es acotada.

Demostración. En esta demostración seguimos una idea de [37]. Para cada
n ≥ 2 fijo y 0 ≤ k ≤ l ≤ n − 1, consideremos la sucesión

(
sn,k,l(m)

)

m≥1
definida como

sn,k,l(m) =
( 2[n+ k, l]

[k, l] + [n+ k, l]

)( 2[2n + k, l]

[n+ k, l] + [2n + k, l]

)

· · ·
( 2[mn + k, l]

[(m− 1)n+ k, l] + [mn+ k, l]

)

Observemos que la sucesión
(
sn,k,l(m)

)

m≥1
es creciente. Los productos par-

ciales de (3.35) con un número impar 2m + 1 de factores pueden escribirse
de la siguiente forma

om =
[nm+ k, l] + [n(m+ 1) + k, l]

2[k, l]2sn,k,l(m)2
m ≥ 1, (3.36)

y aquellos con un número par 2m de factores son de la forma

em =
2[nm+ k, l]

2[k, l]2sn,k,l(m)2
m ≥ 1. (3.37)
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Claramente para cada m ≥ 1, em < om. Además, un cálculo sencillo
muestra que em < em+1 y om+1 < om. Por lo tanto tenemos que

e1 < e2 < e3 < · · · < o3 < o2 < o1.

Esto implica que
e1 < d

n,k,l
(m) < o1

para todo m ≥ 1 y aśı terminamos la prueba.

Observación 3.7.4. Observemos que para n = 2, k = 0 y l = 1, la fórmula
(3.35) se reduce al conocido producto de Wallis 22

3
4
3
4
5 · · · 2m

2m−1
2m

2m+1 . Por lo
tanto, podemos decir que el producto (3.35) es una interesante generalización
del producto de Wallis.

Teorema 3.7.5. El dominio de atracción del estado invariante ρ en la Pro-
posición 3.7.1, está dado por

D(ρ) =
{

σ ∈ L1(h) estado : ρkk =
∑

m≥0

σnm+k,nm+k,

ρkl =
∑

m≥0

cnm+k,l

(
(nm+ k + 1) · · · (nm+ k + l)

) 1
2σnm+k,nm+k+l, 0 ≤ k, l ≤ n− 1

}(3.38)

donde la sucesión (cnm+k,l)m≥0 satisface la relación de recurrencia (3.40).

Demostración. Para cualquier estado inicial σ usamos la notación pij(t) =
〈ei,T∗t(σ)ej〉. Utilizaremos la notación del Lema 3.7.3. Para cualquier par

(k, l), 0 ≤ k, l ≤ n − 1 fijo, definimos θk,l(t) = [k, l]
1
2 pk,k+l(t). Entonces

θk,l(t) satisface la siguiente ecuación diferencial

θ
′

k,l(t) =µ
2[k, n] θk+n,l(t)

− µ2

2
k(k − 1) · · · (k + l − n+ 1)

(
[k − n, l] + [k, l]

)
θk,l(t).

(3.39)

El espacio generado por los vectores de rango finito M = span{|ei〉〈ej | :
i, j ≥ 0} es T∗t-invariante. Para σ ∈ M definimos la función f(σ, t) =
∑

m≥0 cnm+k,lθnm+k,l(t) donde cnm+k,l son los coeficientes a determinar.
Después de algunos cálculos obtenemos que

f
′

(σ, t) =
∑

m≥0

(

cnm+k−n,l µ
2(nm+ k − n+ 1) · · · (nm+ k)

− cnm+k,l
µ2

2
(nm+ k) · · · (nm+ k + l − n+ 1)

(
[n(m− 1) + k, l]

+ [nm+ k, l]
)

θnm+k,l(t).
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Por lo tanto f
′
(σ, t) = 0 para cada σ ∈ M y para todo t ≥ 0, si y solo si

cnm+k,l

cn(m−1)+k,l
=

2[n(m− 1) + k, l]

[n(m− 1) + k, l] + [nm+ k, l]
(3.40)

para m ≥ 0, 0 ≤ k, l ≤ n− 1. Aśı que tomando ck,l = 1 tenemos que

cnm+k,l = 2mΠm−1
j=0

[nj + k, l]

[nj + k, l] + [n(j + 1) + k, l]
(3.41)

El Lema 3.7.3 asegura que la sucesión
(
[nm+k, l]

1
2 cnm+k,l

)

m≥0
está aco-

tada por una constante positiva c, para cada n ≥ 2, 0 ≤ k, l ≤ n − 1 fijos,
puesto que dn,k,l(m) = [nm+ k, l]−1c−2

nm+k,l.
Aśı, para un elemento positivo σ ∈ M, de la desigualdad de Schwarz y

de |pjk(t)|2 ≤ pjj(t)pkk(t), como en la Proposición 7.3 en [13], obtenemos
que f(σ, t) ≤ c tr(σ).

Puesto que cada elemento positivo σ ∈ L1(h) puede ser aproximado por
una sucesión creciente de elementos positivos (σk)k≥0 ⊂ M, entonces f(σ, t)
puede extenderse continuamente a todo el espacio L1(h). Además, se sigue
que f(σ, t) es una función constante de t. Por lo tanto, por el inciso (ii) en la
Proposición 3.7.2, obtenemos que ĺımt→∞ θnm+k,l(t) = 0 para toda m ≥ 1.
Aśı obtenemos

ρkl = ĺım
t→∞

θk,l(t) = ĺım
t→∞

f(σ, t) = f(σ, 0) =

∑

m≥0

cnm+k,l

(
(nm+ k + 1) · · · (nm+ k + l)

) 1
2σnm+k,nm+k+l.

(3.42)

La conclusión de la demostración se sigue del inciso (ii) en la Proposición
3.7.2 anterior.

3.7.2. La estructura Zn de los estados invariantes para γ 6= 0

A continuación describimos la estructura Zn de cada estado estacionario
ργ del proceso de absorción de n fotones con un bombeo hamiltoniano (γ 6=
0).

Proposición 3.7.6. El estado invariante ργ es una combinación lineal de
estados puros:

ργ = e−αn
∑

0≤r,r′≤n−1

crr′ |vr〉〈vr′ |, (3.43)
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donde

vr =
∑

m≥0

(−γ̄/µ2)m
√

(nl + r)!
enm+r y crr′ =

∑

0≤k,k′≤n−1

ρkk′z
r
kz
r′

k′ (3.44)

para 0 ≤ r ≤ n − 1, con αn = | γ
µ2
| 2n y zk, ρkk′ como en (3.18) y (3.19),

respectivamente.

Demostración. De acuerdo a (3.21) y (3.22), con m = nl+ r y m′ = nl′+ r′,
después de un cálculo directo, usando que znl+rk = (− γ̄

µ2
)lzrk, podemos ver

que el estado coherente invariante ργ toma la forma

ργ =

e−αn

n−1∑

r,r′=0

n−1∑

k,k′=0

ρkk′

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

l≥0

znl+rk
√

(nl + r)!
enl+r

〉〈
∑

l′≥0

znl
′+r′

k′
√

(nl′ + r′)!
enl′+r′

∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

e−αn

n−1∑

r,r′=0

n−1∑

k,k′=0

ρkk′z
r
kz
r′

k′

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

l≥0

(
− γ̄

µ2

)l

√

(nl + r)!
enl+r

〉〈
∑

l′≥0

(− γ̄
µ2
)l

′

√

(nl′ + r′)!
enl′+r′

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

(3.45)

de esta manera obtenemos (3.43) .

3.7.3. El bombeo hamiltoniano como control

Observemos que de (3.43), al tomar el ĺımite cuando γ → 0, el estado
invariante ργ converge al estado base invariante |e0〉〈e0|. De hecho, si γ → 0
entonces v0 → e0 y vr → 0 para 0 < r ≤ n − 1. Por lo tanto, si el bombeo
hamiltoniano se enciende con una intensidad fija γ, cualquier estado inicial
σ en el dominio de atracción del estado coherente invariante ργ de la forma
(3.21) o (3.43), por la propiedad de aproximación al equilibrio establecida
en el inciso (ii) del Teorema 3.6.2, será llevado por el semigrupo a ργ cuando
t → ∞. Después de esto, dejando que la intensidad γ → 0 el sistema puede
ser llevado al estado base |e0〉〈e0|. Se espera que el tiempo de relajación sea
exponencial, aśı, la estrategia de control anterior que combina la propiedad
de aproximación al equilibrio con el apagado del bombeo hamiltoniano puede
llevarse a cabo en el laboratorio.

En cambio, si el bombeo hamiltoniano se apaga, entonces comenzando
en cualquier estado en el dominio de atracción de un estado invariante ρ 6=
|e0〉〈e0| dado en la Proposición 3.7.1, cuando t → ∞ el sistema conduce
al estado inicial a ρ. En este sentido, el bombeo hamiltoniano puede ser
considerado como un hamiltoniano de control .
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3.8. El caso n = 2

Todos los estados estacionarios coherentes ρ del proceso de absorción de
dos fotones con un bombeo hamiltoniano de parámetro complejo γ = |γ|eiθ,
tienen la forma (3.19) con z0 = | γ̄

µ2
| 12 e−i θ+π

2 , z1 = −z0. De la condición de
la traza obtenemos

ρ11 = 1− 2xe−2α − ρ00

con α = | γ
µ2
| y ρ01 = x + iy. Por lo tanto, la matriz ρ = (ρkk′)0≤k,k′≤1

está dado por

ρ =

(
ρ00 x+ iy

x− iy 1− 2xe−2α − ρ00

)

. (3.46)

las condiciones de positividad implican

ρ00(1− 2xe−2α − ρ00)− x2 − y2 ≥ 0,

ρ00 ≥ 0.
(3.47)

La región determinada por las condiciones (3.47) es un elipsoide sólido
Sγ ⊂ R

3 tangente al plano ρ00 = 0 en (0, 0, 0), Figura 3.1. De acuerdo
al Lema 3.5.4 y al Teorema 3.5.6 los estados puros corresponden con los
puntos en el conjunto ∂Sγ y los puntos de int Sγ corresponden con estados
mezclados.

3.8.1. Proyecciones subarmónicas

Sea ρ ∈ Sγ . En términos del sistema de vectores exponenciales, ρ tiene
la forma

ρ = ρ00|ε0(z0)〉〈ε0(z0)|+ρ01|ε0(z0)〉〈ε0(z1)|+ρ̄01|ε0(z1)〉〈ε0(z0)|+ρ11|ε0(z1)〉〈ε0(z1)|.

Para cada v =
∑
vkek ∈ h un cálculo sencillo muestra que

ρv =
∑

k

z2k0 v2k√
2k!

(
(ρ00 + ρ01)ε0(z0) + (ρ̄01 + ρ11)ε0(z1)

)
+

∑

k

z2k+1
0 v2k+1
√

(2k + 1)!

(
(ρ00 − ρ01)ε0(z0) + (ρ̄01 − ρ11)ε0(z1)

)
.

(3.48)

Los vectores {w0(ρ) = (ρ00 + ρ01)ε0(z0) + (ρ̄01 + ρ11)ε0(z1), w1(ρ) = (ρ00 −
ρ01)ε0(z0) + (ρ̄01 − ρ11)ε0(z1)} son linealmente independientes si y solo si
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X

Y

U

Figura 3.1: Elipsoide con parámetro α = 1
2

la primera condición en (3.47) es una identidad. Consecuentemente, cual-
quier ρ ∈ ∂Sγ es un operador de rango uno y, entonces, coincide con la
proyección sobre su subespacio soporte. Además, usando (3.47) para este
caso obtenemos que para ρ00 > 0,

ρ = ρ−1
00 |ρ00ε0(z0) + ρ̄01ε0(z1)

〉〈
ρ00ε0(z0) + ρ̄01ε0(z1)|

y para ρ00 = 0, ρ = |ε0(z1)
〉〈
ε0(z1)|.

Cualquier ρ ∈ int (Sγ) tiene rango dos y el correspondiente subespacio
soporte está generador por {w0(ρ), w1(ρ)}, que en este caso son linealmente
independientes. La proyección soporte es la proyección ortogonal

|w̃0(ρ)〉〈w̃0(ρ)|+ |w̃1(ρ)〉〈w̃1(ρ)|
con w̃j(ρ), j = 0, 1, los vectores ortogonales se obtienen aplicando el proceso
de ortogonalización de Gram-Schmidt.

3.8.2. Estructura par-impar

De acuerdo al Teorema 3.7.6, el estado ργ es un combinación lineal de
los siguientes cuatro operadores autoadjuntos,

ργ = η00ρee + η11ρoo + η01ρeo + η̄01ρoe, (3.49)
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donde

ρee =
∑

k≥0

α2k

2k!
|e2k〉〈e2k|+

∑

j,k≥1

α2k+j(−1)j
√

2k!(2k + 2j)!

(

eiθj |e2k〉〈e2k+2j |+ e−iθj |e2k+2j〉〈e2k|
)

.

ρoo =
∑

k≥0

α2k

(2k + 1)!
|e2k+1〉〈e2k+1|

+
∑

j,k≥1

α2k+j(−1)j
√

(2k + 1)!(2k + 2j + 1)!

(

eiθj |e2k+1〉〈e2k+2j+1|+ e−iθj |e2k+2j+1〉〈e2k+1|
)

ρeo =
∑

j,k≥0

α2k+j(−1)j
√

2k!(2k + 2j + 1)!

(

eiθj |e2k〉〈e2k+(2j+1)|+ e−iθj |e2k+(2j+1)〉〈e2k|
)

.

ρoe =
∑

j,k≥0

α2k+j(−1)j
√

(2k + 1)!(2k + 2j)!

(

eiθj |e2k+1〉〈e2k+2j |+ e−iθj |e2k+2j〉〈e2k+1|
)

,

(3.50)

y

η00 = 1 + 2x(1− e−2α),

η01 =
√
αe

i(θ+π)
2 (2u− 2iy − 1 + 2x e−2α),

η11 = α
(
1− 2x(1 + e−2α)

)
.

(3.51)

Para mostrar la estructura par-impar del estado coherente estaciona-
rio ργ , escribimos a continuación algunos elementos de matriz (en la base
canónica de `2(N)).

ργ =


















η00 η01 −αeiθ√
2!
η00 −αeiθ√

3!
η01

α2e2iθ√
4!
η00

α2e2iθ√
5!
η01 . . .

η01 η11 −αeiθ√
2!
η01 −αeiθ√

3!
η11

α2e2iθ√
4!
η01

α2e2iθ√
5!
η11 . . .

−αe−iθ√
2!
η00 −αe−iθ√

2!
η01

α2

2! η00
α2√
2!3!

η01 −α3eiθ√
2!4!

η00 − α2√
2!5!

η01 . . .

−αe−iθ√
3!
η01 −αe−iθ√

3!
η11

α2√
2!3!

η01
α2

3! η11 −α3eiθ√
3!4!

η01 −α3eiθ√
3!5!

η11 . . .

α2e−2iθ√
4!

η00
α2e−2iθ√

4!
η01 −α3e−iθ√

2!4!
η00 −α3e−iθ√

3!4!
η01

α4

4! η00
α4√
4!5!

η01 . . .
α2e−2iθ√

5!
η01

α2e−2iθ√
5!

η11 − α2√
2!5!

η01 −α3e−iθ√
3!5!

η11
α4√
4!5!

η01
α4

5! η11 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .

















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Caṕıtulo 4

Conclusiones y perspectivas

La clase de generadores infinitesimales del tipo de acoplamiento débil de
semigrupos cuánticos de Markov es suficientemente rica para incluir esta-
dos estacionarios de balance detallado y estados estacionarios que no son de
balance detallado. Hemos demostrado con un generador de Markov de este
tipo, que modela absorción y emisión simultánea de 2 y 4 fotones con tasas
de absorción y emisión variables, que más allá del balance detallado, los esta-
dos de equilibrio local (localmente de Gibbs), tienen asociada una dinámica
estacionaria con dos reǵımenes (absorción y emisión) y con la presencia de
flujos (o corrientes).

En el caso de intensidades de absorción y emisión constantes, param y n
enteros positivos arbitrarios, hemos caracterizado los estados invariantes de
un generador de este tipo en términos de r estados mutuamente ortogonales,
donde r es el máximo común divisor de m y n.

Una extensión posible de este trabajo seŕıa estudiar la estructura de los
estados estacionarios y los reǵımenes asociados con ellos para otros valores
de m y n en el caso de intensidades de absorción y emisión variables. En
esta dirección, podemos plantear algunas preguntas abiertas:

Si m y n son enteros positivos arbitrarios y las intensidades de absor-
ción y emisión son variables. ¿Se preserva la estructura de los estados
invariantes obtenida en el caso de intensidades constantes?

¿Qué tipo de dinámica estacionaria (reǵımenes, flujos o corrientes)
aparece en el caso de un generador con m y n enteros positivos arbi-
trarios e intensidades variables? Se podŕıan estudiar primero algunos
caso, por ejemplo m = 4 y n = 6.
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Nuestro análisis de los estados coherentes estacionarios del proceso de
absorción de n-fotones con un bombeo hamiltoniano, extiende y profundiza
el desarrollado en la referencia [22] para el caso n = 2. En relación con nues-
tro conjunto de vectores pseudo-exponenciales {εk(z)}k≥0, cabe preguntar si
pueden ser usados en otros contextos para caracterizar estados estacionarios
de otros procesos.

La fórmula (3.35) es un subproducto de este trabajo que generaliza el
producto de Wallis y es interesante por śı misma. Podŕıa estudiarse con
mayor detalle para ver si tiene propiedades similares a las del producto de
Wallis.
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Apéndice A

Operadores lineales

Sea X un espacio de Banach sobre los números complejos C, con norma
‖ · ‖ .

Definición A.0.1. Un operador lineal sobre X es un par ordenado (D,A),
donde D es un subespacio de X y A : D → X es una aplicación lineal, es
decir,

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y),

para cada x, y ∈ D y cada α, β ∈ C. El operador es acotado si

sup{‖A(x)‖ : x ∈ D, ‖x‖ ≤ 1} <∞.

En otro caso, decimos que el operador es no acotado.

Sea (D,A) un operador lineal, llamaremos a los conjuntos D = D(A),
A(D) = R(A), y Ker(A) = {x ∈ D : Ax = 0}: dominio, rango y kernel,
respectivamente, del operador (D,A). A partir de ahora nos referiremos a
un operador lineal simplemente como operador.

Se acostumbra denotar al operador (D,A) por A : D(A) → X y decir
que D(A) es su dominio o que A está definido sobre D(A). Denotamos por
B(X) al conjunto de todos los operadores acotados de X en X. Sobre este
espacio definimos la norma ‖ · ‖B(X) : X → R+ por medio de

‖T‖B(X) = sup{‖Tx‖ : x ∈ X, ‖x‖ = 1}.

La topoloǵıa generada por esta norma se llama la topoloǵıa uniforme.

Definición A.0.2. La gráfica de un operador A es el conjunto de pares

{(x, y) ∈ X ×X : x ∈ D(A), Ax = y}.
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La gráfica de A se denota por Γ(A). Decimos que A es un operador
cerrado si Γ(A) es un subconjunto cerrado de X ×X.

Definición A.0.3. Sean A1 y A operadores sobre X. Si Γ(A) ⊂ Γ(A1),
entonces se dice que A1 es una extensión de A y escribimos A ⊂ A1. Equi-
valentemente, A ⊂ A1 si y solo si D(A) ⊂ D(A1) y Ax = A1(x) para todo
x ∈ D(A).

Definición A.0.4. Un operador A es cerrable si tiene una extensión ce-
rrada. Cada operador cerrable tiene una extensión cerrada mı́nima, llamada
cerradura, la cual denotamos por Ā.

A continuación presentamos la definición de operador adjunto sobre un
espacio de Hilbert h para el caso no acotado.

Definición A.0.5. Sea A un operador lineal densamente definido sobre un
espacio de Hilbert h. Sea D(A∗) el conjunto de φ ∈ h para los cuales existe
un η ∈ h tal que

〈Aψ, φ〉 = 〈ψ, η〉 ∀ψ ∈ D(A), (A.1)

para tales φ ∈ D(A∗), definimos A∗φ = η y llamaremos al operador A∗ el
adjunto de A.

Se verifica fácilmente que A ⊂ B implica B∗ ⊂ A∗. Notemos que para
que η esté determinada de manera única por la ecuación (A.1) es necesario
que D(A) sea denso. El operador adjunto A∗ es cerrado.

Definición A.0.6. Un operador lineal A densamente definido sobre h es
simétrico (hermitiano) si A ⊂ A∗, es decir, D(A) ⊂ D(A∗) y Ax = A∗x
para todo x ∈ D(A). Equivalentemente, A es simétrico si y solo si

〈Aφ,ψ〉 = 〈φ,Aψ〉 ∀φ,ψ ∈ D(A).

Definición A.0.7. El operador A es autoadjunto si A = A∗, es decir, si y
solo si A es simétrico y D(A) = D(A∗).

Definición A.0.8. Un operador simétrico A es esencialmente autoadjunto
si su cerradura Ā es autoadjunta. Si A es cerrado, un subconjunto D ⊂ D(A)
es una esencia para A si A|D = A

Proposición A.0.9. Sea A un operador simétrico sobre un espacio de Hil-
bert h, lo siguiente es equivalente

i) A es esencialmente autoadjunto.
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ii) Ker(A± i) = {0}.

iii) Ran(A± i) es denso.

Sea A un operador autoadjunto y definimos Ut = eitA, entonces se tiene
lo siguiente

a) Para cada t ∈ R, Ut es un operador unitario y Ut+s = UtUs para cada
s, t ∈ R.

b) Si φ ∈ h y t→ t0, entonces Ut(φ) → Ut0(φ).

c) Para cada ψ ∈ D(A), (Ut(ψ) − ψ)/t → iA(ψ) cuando t→ 0.

d) Si ĺımt→0
Utψ−ψ

t
existe, entonces ψ ∈ D(A).

Una función operador valuada satisfaciendo a) y b) es llamada grupo
unitario fuertemente continuo.

Teorema A.0.10. (Teorema de Stone) Sea Ut un grupo unitario fuerte-
mente continuo sobre un espacio de Hilbert h, entonces, existe un operador
adjunto A sobre h tal que Ut = eitA.

Definición A.0.11. Sea (xα) una red en B(h) y x ∈ B(h). Decimos que:

a) (xα) converge en la norma a x si y solo si |xα − x| → 0.

b) (xα) fuertemente a x si y solo si ‖(xα − x)u‖ → 0 para cada u ∈ h.

c) (xα) converge débilmente a x si y solo si 〈u, (xα− x)v〉 → 0 para cada
u, v ∈ h.

d) (xα) converge σ-fuertemente (ultrafuertemente) a x si y solo si
∑

n≥0

‖(xα − x)un‖2 → 0,

para cada un ∈ h tal que
∑

n≥0 ‖un‖2 <∞.

e) (xα) converge σ-débilmente (ultradébilmente) a x si y solo si
∑

n≥0

〈vn, (xα − x)un〉 → 0,

para cada sucesión un, vn ∈ h tal que
∑

n≥0

‖un‖2 <∞
∑

n≥0

‖vn‖2 <∞.
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Apéndice B

Notación bra-ket

Definición B.0.12. Sea h un espacio de Hilbert complejo separable y sean
u, v ∈ h, definimos el operador lineal |u〉〈v| de h en h mediante

|u〉〈v|w = 〈v,w〉u, ∀w ∈ h.

Mediante cálculos directos se verifica que la función (u, v) 7−→ |u〉〈v| de
h× h a B(h) satisface lo siguiente:

a) |u〉〈v| es lineal en u y lineal conjugada en v.

b) (|u〉〈v|)∗ = |v〉〈u|.

c) |u〉〈v||w〉〈z| = 〈v,w〉|u〉〈z|.

d) Para todo x ∈ B(h), x|u〉〈v| = |xu〉〈v| y |u〉〈v|x = |u〉〈x∗v|.

Definición B.0.13. Un operador x ∈ B(h) es positivo si

0 ≤ 〈xu, u〉 ∀u ∈ h,

en tal caso escribimos 0 ≤ x. Si además se tiene que 〈xu, u〉 = 0 si y solo si
u = 0, decimos que x es un operador positivo definido.

Ejemplos:

∀u ∈ h, |u〉〈u| es positivo.

∀x ∈ B(h), x∗x y xx∗ son positivos y x ≥ 0 ⇔ x∗ ≥ 0.

Definición B.0.14. La transformación tr : B(h) → C definida mediante
tr A =

∑

n〈en, Aen〉, donde {en} es cualquier base ortonormal de h, se llama
la traza de A.
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La traza de un operador tiene las siguientes propiedades:

1. La traza es una función lineal continua con la norma de operadores.

2. tr A∗ = tr A.

3. tr (AB) = tr (BA), cuando A,B ∈ B(h)

4. Si 0 ≤ A, entonces 0 ≤ tr A.

5. tr A = suma de valores propios de A, incluyendo multiplicidades.

6. tr A|u〉〈v| = 〈v,Au〉 para todo u, v ∈ h.



Apéndice C

Álgebras de von Neumann

Definición C.0.15. Una C∗−álgebra es un álgebra A de Banach sobre los
números complejos C, equipada con una involución x 7→ x∗ y una norma
‖ · ‖ satisfaciendo para todo x, y ∈ A y λ, µ ∈ C lo siguiente:

a) x∗∗ = x,

b) (λx+ µy)∗ = λ̄x∗ + µ̄y∗,

c) (xy)∗ = y∗x∗,

d) ‖xx∗‖ = ‖x‖2,

una álgebra que satisface a), b) y c) se llama ∗-álgebra.

Definición C.0.16. Un álgebra de von Nuemann es una C∗-álgebra, cerrada
en la topoloǵıa débil que contiene al operador identidad 1l de B(h).

El ejemplo t́ıpico de un álgebra de von Neumann no conmutativa es
B(h) si el espacio de Hilbert h tiene dimensión mayor que uno. El espacio
L∞(R) de las funciones esencialmente acotadas sobre los números reales
es un álgebra conmutativa de von Neumann, actuando sobre el espacio de
Hilbert L2(R) mediante la multiplicación puntual.

Definición C.0.17. Sean A y B dos ∗-álgebras, una aplicación Φ : A → B
es

a) positiva si Φ(aa∗) ≥ 0, es decir, es un elemento positivo para todo
a ∈ A,
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b) n-positiva si para cada familia a1, ..., an ∈ A y cada b1, ..., bn ∈ B
tenemos que

n∑

i,j=1

b∗iΦ(a
∗
i aj)bj ≥ 0,

c) completamente positivo si Φ es n-positivo para todo n ≥ 1.

Los elementos positivos en una ∗-álgebra son de la forma aa∗ con a ∈ A.

Definición C.0.18. Un operador T : B(h) → B(h) se dice que es normal si
es σ-débil continuo, es decir, si para cada red creciente (xα)α de operadores
positivos en B(H) tal que existe el operador positivo x = supα xα, se tiene

sup
α

〈u, (Txα)v〉 = 〈u, Txv〉, ∀ u, v ∈ h.

Los operadores normales y completamente positivos tienen una repre-
sentación relativamente simple llamada representación de Kraus. Para una
demostración del siguiente teorema, en el caso de espacios de Hilbert de
dimensión infinita, el lector interesado puede consultar [12].

Teorema C.0.19. (Kraus) Sea A una subálgebra de von Neumann de B(h)
y sea K otro espacio de Hilbert. Una transformación lineal T : A → B(K) es
normal y completamente positiva si y solo si se puede escribir en la forma

Tx =
∑

j≥1

V ∗
j xVj ,

donde (Vj)j≥1 es una sucesión de operadores en B(h) y la serie en el lado
derecho converge fuertemente.



Apéndice D

Vectores exponenciales

Dado h un espacio de Hilbert separable complejo, definimos

h
⊗n = h⊗ · · · ⊗ h

︸ ︷︷ ︸

n−veces

como el n-ésimo producto tensorial de h, es decir, el espacio de Hilbert que
se obtiene al completar el espacio de las combinaciones lineales finitas de la
forma u1 ⊗ · · · ⊗ un, con producto escalar dado por

〈u1 ⊗ · · · ⊗ un, v1 ⊗ · · · ⊗ vn〉 = 〈u1, v1〉 · · · 〈un, vn〉.
Para u1, ..., un ∈ h definimos el producto tensorial simétrico

u1 ◦ · · · ◦ un =
1

n!

∑

σ∈Sn

uσ(1) ⊗ · · · ⊗ uσ(n),

donde Sn es el grupo de permutaciones de {1, ..., n}.
A la cerradura del subespacio de h⊗n generado por u1◦· · ·◦un se le llama

el n-ésimo producto tensorial simétrico de h y se denota por h◦n. Además,
se establece que h

⊗0 = C.
El espacio de Fock simétrico sobre h es

Γs(h) =

∞⊕

n=0

h
◦n.

Un elemento general en este espacio tiene la forma f =
∑

n≥0 fn, fn ∈
h
◦n, y satisface

‖f‖2◦ =
∑

n≥0

‖fn‖2⊗n <∞.
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El producto interno de f, g ∈ Γs(h) se define mediante

〈f, g〉Γs(h) =
∑

n

〈fn, gn〉⊗n.

Y fn, gm son ortogonales si n 6= m. Observemos que para u ∈ h se tiene que
u ◦ · · · ◦ u = u⊗ · · · ⊗ u.

Definición D.0.20. El vector exponencial sobre el espacio de Fock simétrico
Γs(h) asociado con cada u ∈ h, se define por medio de

ε(u) =
∑

n≥0

u⊗n√
n!
, (D.1)

si el vector ε(u) tiene norma igual a uno, el vector es llamado vector cohe-
rente.

Lo siguiente es un resultado conocido sobre vectores exponenciales, véase
[35] para una demostración.

Teorema D.0.21. Los vectores exponenciales satisfacen

(i) 〈ε(u), ε(v)〉Γs(h) = e〈u,v〉,

(ii) Cada subconjunto finito de vectores coherentes {ε(uk) : uk ∈ h} es
linealmente independiente si uk 6= uk′, k 6= k′.

(iii) El conjunto generador por el sistema de vectores exponenciales es den-
so en h.

Para cada u ∈ h, los operadores de creación y aniquilación sobre Γs(h)
están densamente definidos sobre el subconjunto generado por los vectores
exponenciales, actuando sobre ellos por medio de

a(u)ε(v) = 〈u, v〉ε(v), a†(u)ε(v) =
d

dt
ε(v + tu)|t=0.

a†(u) (a(u)) depende linealmente (antilinealmente) sobre la variable u.
Puesto que C

⊗n = C para todo n ≥ 0, en el caso h = C, tenemos que

Γs(C) = C⊕ C⊕ · · · = `2(N).

Para cualquier z ∈ C, el vector exponencial asociado ε(z) es el elemen-
to
∑

n≥0
zn

n! en, donde {en}n≥0 es la base canónica de `2(N). En este ca-
so, tenemos esencialmente un operador de creación y uno de aniquilación
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a†(z) = za†(1) y a(z) = z̄a(1). Además, a(1)ε(z) = 〈1, z〉ε(z) = zε(z).
Escribiremos simplemente a en lugar de a(1) y a† en lugar de a†(1).

A continuación presentamos la siguiente caracterización de matrices her-
mitianas positivas semidefinidas. Véase Teorema 20 en [21], pp 337, para una
demostración.

Teorema D.0.22. Una matriz hermitiana x = (xkk′)0≤k,k′≤n−1 es positiva
semidefinida si y solo si todos sus menores principales son no negativos:

x

(
i1 i2 · · · ip
i1 i2 · · · ip

)

≥ 0 ∀ 0 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n− 1, 1 ≤ p ≤ n(D.2)

donde

x

(
i1 i2 · · · ip
i1 i2 · · · ip

)

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

xi1,i1 xi1,i2 · · · xi1,ip
xi2,i1 xi2,i2 · · · xi2,ip
...

...
. . .

...
xip,i1 xip,i2 · · · xip,ip

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n
1 ≤ p ≤ n.

(D.3)
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