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Resumen

RESUMEN

Se desarrollé un modelo hidrodindmico, partiendo de las ecuaciones hidrodinamicas
locales de masa y de cantidad de movimiento para un conjunto de particulas y un vapor de
arrastre, que fluyen en un lecho fluidizado en el régimen de fluidizacién rapida.

Utilizando el modelo de dos fluidos para describir la hidrodinamica, se promediaron
las ecuaciones en el espacio-tiempo, ya que es necesario hacer una suavizacién tanto en el
espacio, como en el tiempo, debido a la naturaleza del flujo turbulento que se tiene en este
sistema. Se analizaron los términos de cerradura; posteriormente, se proyecto el sistema
cerrado de ecuaciones en la direccion del flujo (Capitulo II).

Se obtuvo un sistema equivalente al sistema de ecuaciones linealizado, mediante una
representacion en términos de ecuaciones de onda para la fraccion volumen y la presion; asi
como un modelo unificado de una ecuacion de onda para cualquiera de las variables
perturbadas. Se obtuvieron las velocidades caracteristicas de dichas ondas, se analiz la
estabilidad lineal del sistema, mediante graficas de las velocidades caracteristicas contra la
fracciébn volumen de soélidos y también, mediante la relacién de dispersién con el fin de
estudiar la respuesta del sistema ante pequefias perturbaciones y de analizar su proceso de
disipacion a través del lecho (Capitulo Ill). Posteriormente, se obtuvo la solucion analitica de
la ecuacién de onda al considerar los efectos de pared y al no tomarlos en cuenta, finalmente
se dan las conclusiones de los distintos andlisis de estabilidad.

Por dltimo, en el Capitulo IV correspondiente a conclusiones y perspectivas, se
resalté la importancia de obtener un modelo hidrodindmico en el régimen de fluidizacion
rapida considerando los efectos de la compresibilidad del vapor de arrastre, y de cémo fue
posible obtener un operador diferencial de onda aplicado en cualquiera de las variables
perturbadas. Por otro lado, se citan las perspectivas del trabajo para desarrollar posibles
trabajos futuros; dentro de las cuales, destaca la de considerar efectos térmicos mediante el
balance de energia y tomar en cuenta la inyeccion de gasoéleo, incorporandolo como una
tercera fase en el modelo.
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1. ANTECEDENTES

1.1 Introduccién

En este Capitulo se hace una breve revision de los conceptos mas importantes
acerca de la fluidizacion gas-solido, sin pretender hacer una revision exhaustiva; ya que
existen revisiones bibliograficas muy completas, por ejemplo en los trabajos de Valencia
(2001) y Gallardo (2003); asi como en los textos de Kunii y Levenspiel (1991); Gidaspow
(1994); Grace y cols. (1997), entre otros. El proposito aqui es el de plantear el problema,
definir sus términos y conceptos mas importantes y sefalar las vias de solucibn mas
adecuadas, como elementos introductorios a la propuesta de trabajo y al desarrollo de la
presente tesis.

Cuando se ha decidido utilizar un lecho fluidizado para un proceso; es necesario
saber las caracteristicas hidrodinAmicas de la suspensién gas-sélido y del mecanismo
particular para poner en contacto la fase fluida y la sélida. Desde el punto de vista de la
ingenieria, los principales problemas hidrodinamicos son los relacionados con los factores de
disefio como el didmetro y la altura de la columna, forma de la pared, disefio del distribuidor
de gas, estructura de la salida del lecho, mecanismos para la separacion y reciclaje de los
sélidos, asi como condiciones de operacion, tiempos de residencia, tamafio y tipo de
particulas que deben emplearse en el desempefio de sistemas circulantes. Por lo que es
muy importante tener una comprension cuantitativa de la hidrodindmica, y en particular de la
circulacion de lechos fluidizados; puesto que es necesaria para el disefio y escalamiento de
nuevos reactores (Gidaspow y cols., 1992), ya que muchos reactores y equipos de
separacion estan basados en la interaccién fisico-quimica de los componentes, originalmente
contenidos en una o en fases diferentes. Algunos ejemplos de flujos multifasicos usados
industrialmente son: los reactores de lecho-escurrido y agitados, columnas de burbujeo,
reactores de lecho fluidizado de dos y tres fases, etc. (Soria, 1991; Soria y de Lasa, 1991).

Por todo esto, es indispensable la obtencién de modelos hidrodindAmicos que ofrezcan
una mejor comprension de los procesos fisicos que ocurren dentro de este tipo de sistemas.

En este Capitulo, se describe también en que consiste el modelo de dos fluidos,
puesto que es el modelo hidrodinamico en el que se representa el sistema, se habla de los
operadores promedio, y especificamente del promedio espacio-temporal que es el que se
utiliza en la obtencion de las ecuaciones promediadas en el Capitulo 2.

También se da un marco conceptual relacionado con las ondas que surgen al
provocar perturbaciones en un sistema. En la ultima parte del Capitulo, se hace una
descripcion de los trabajos que se han hecho en lechos fluidizados con liquidos y gases;
tratando de comprender la formacion de burbujas en lechos fluidizados del tipo gas-soélido.
De ésta revision bibliogréfica surge la motivacion para realizar este trabajo. La cual, se trata
de expresar claramente en la definicion del problema, en la Ultima parte de este Capitulo.

1.2 CARACTERISTICAS DE LOS SISTEMAS FLUIDIZADOS

Kunni y Levenspiel (1991) definen fluidizacion como “la operacion en la cual
particulas solidas se comportan como un fluido en una suspension de gas o de liquido”.
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De esta manera, un lecho fluidizado esta formado por dos fluidos, uno de ellos es
usualmente un gas (también puede ser un liquido) que asciende en un lecho de particulas
(polvos) que se comportan como un pseudofluido.

Hoy en dia, se sabe que incluso sobre la velocidad minima de fluidizacion, las
particulas se estan tocando unas a otras la mayor parte del tiempo (Geldart, 1986), con la
excepcion de sélidos cohesivos la friccidn interparticula es entonces pequefia que el
ensamble fluido/sélido se comporta como un liquido que tiene una densidad igual a la
densidad del seno de las particulas; la presion se incrementa linealmente con la distancia
debajo de la superficie, los objetos densos se hunden, los ligeros flotan, y se observa un
movimiento ondulatorio. Los sélidos se pueden remover o afadir al lecho continuamente, y
esto provee muchas ventajas de procesamiento. Las particulas finas poseen un area

superficial especifica muy elevada: por ejemplo,1 m*® de particulas de 100 ym tiene un area
superficial de cerca de 30,000 m”.

Comparado con un lecho fijo con la misma carga de particulas sélidas operado a la
misma profundidad y velocidad de gas, la caida de presién sobre el lecho fluidizado es
mucho menor, y esto junto con la mayoria de las caracteristicas descritas anteriormente
hacen del lecho fluidizado una atractiva opcion como una herramienta de procesamiento
fisica o quimica.

Hay, sin embargo, desventajas que pueden pesar mas que las caracteristicas
atractivas: para algunas aplicaciones, las burbujas de gas dificultan el escalamiento y
proporcionan un medio con que los gases reaccionantes pueden evitar el contacto con los
soélidos; la entrada de particulas es casi inevitable y el roce de particulas y la erosién en la
superficie del metal ocurre en regiones donde las velocidades del gas son elevadas (Geldart,
1986).

Los componentes basicos requeridos para un lecho fluidizado son cuatro: un
contenedor, que usualmente es un tubo, un gas suministrado a través de un distribuidor,
particulas sélidas, y una fuente de gas. La provision de otros elementos muestran la
dependencia en una aplicacion particular contemplada. Por ejemplo, los lechos fluidizados
granulantes pueden incluir un aspersor, un portador de particulas y de un suministro de
sélidos mediante un ducto exterior, pero sin un ciclon interno o superficies de transferencia
de calor. Los reactores para la produccion de acrilonitrilo tienen ciclones y tubos
intercambiadores de calor internos, un portador de particulas y un desenganchador, pero
carecen de boquillas aspersoras.

La variedad de lechos fluidizados encontrados en operaciéon comercial es enorme e
incluye sdlidos que tienen tamafios medios tan pequefios como: 15 ym y tan grandes como

6 mm, los didmetros del lecho van de 0.1 a 10 m y velocidades del gas de 0.01 a 3 m/s o
casi tan altas como 10 m/s para lechos recirculantes a alta velocidad (Geldart, 1986).

1.2-1 REGIMENES DE FLUJO EN LA FLUIDIZACION GAS-SOLIDO

Parte de la definicion del régimen de flujo es una descripcion del arreglo morfol6gico
de los componentes, o patron de flujo (Wallis, 1969). Los regimenes de flujo en una sola fase
pueden clasificarse de acuerdo a su movimiento interno de flujo en: flujo laminar, de
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transicién y turbulento. Sin embargo, los flujos en dos 0 mas fases no pueden clasificarse de
esta manera y los distintos regimenes de flujo se clasifican de acuerdo a la geometria de la
interface (Ishii, 1990).

La introduccion de gas por el fondo de una columna que contiene particulas sélidas
por via de un distribuidor de gas puede causar que las particulas se fluidizen. Se han
identificado diversos patrones de flujo/regimenes (figura 1.1). Con un incremento en la
velocidad del gas, los regimenes en lechos fijos son, burbujeante retardado o fluidizacion
libre de burbujas, fluidizacién burbujeante, fluidizacién en flujo tapén, fluidizacién turbulenta,
fluidizacion rapida y conveccion neumatica diluida.

Incremento de U, ¢

¥

ot —

Lechofjoo  Régimen Régimen Régimen Fluidizaciéon ~ Transporte
de burbujeo  burbujeante  tapon turbulento rapida neumatico
retardado

@ (b) © (d) ©) ®

FLUIDIZACION AGREGATIVA

Figura 1.1 Patrones de flujo en un lecho fluidizado gas-sélido (Grace, 1986).

La transicion de un lecho fijo a la fluidizacion es delimitada por la velocidad minima de
fluidizacion, u.,, la cual corresponde a la velocidad mas baja de gas a la cual todas las

particulas del lecho son suspendidas por el gas. Esta se determina empiricamente al igualar
la carga de presion en el lecho con la velocidad superficial del gas (Gidaspow, 1994).

La aparicion del régimen burbujeante se indica por la velocidad minima de burbujeo,
U,, la velocidad del gas a la cual las burbujas empiezan a aparecer en el lecho
(Abrahamsen y Geldart, 1980). Se ha encontrado que la velocidad minima de burbujeo es

una funcion fuerte de las propiedades de las particulas (especificamente su tamafio) figura
1.1b.
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Cuando la velocidad superficial del gas se incrementa adicionalmente, las burbujas de
gas se vuelven mas grandes. Se dice que ocurre la transicion al régimen en flujo tapoén,
cuando las burbujas crecen a tamafios comparables con el didmetro de la columna como se
observa en la figura 1.1c (Clift y cols., 1978).

Abordaremos en forma separada los regimenes turbulento y rapido por ser de
especial interés en este trabajo.

1.2-2 FLUIDIZACION TURBULENTA Y RAPIDA

Discutiremos los regimenes de fluidizacion turbulenta y rapida por ser regimenes de
fluidizacion a altas velocidades, que ocurren usualmente en el tubo elevador.

Para distinguir entre el régimen en flujo tapén y el régimen turbulento, cominmente
se define la velocidad superficial del gas a la cual la desviacion estandar de las fluctuaciones

de presion alcanzan un maximo, U,, como el comienzo del régimen turbulento (Yerushalmiy

Cankurt, 1979; Bi y cols., 2000). Se cree que u, refleja la condicion en la cual la

coalescencia y el rompimiento de burbujas alcanza un balance dinamico, volviéndose
predominante el rompimiento de las burbujas si la velocidad del gas se incrementa ain mas.

Comunmente se considera que el régimen de fluidizacion turbulenta se encuentra
entre la fluidizacion en flujo tapon y el régimen de fluidizacion rapida (figura. 1.1). Se le ha
caracterizado por la baja amplitud de las fluctuaciones de presion, que resultan del
desvanecimiento de grandes burbujas/fracciones. La aplicacién industrial de los lechos
fluidizados turbulentos incluye procesos quimicos y metallrgicos, entre otros (Grace y cols,
1997).

Sin embargo, la mayoria de los lechos fluidizados circulantes operan en el llamado
régimen hidrodindmico de “fluidizacion rdpida” donde no se distingue o se reconoce una
superficie superior del lecho.

En el régimen de fluidizacién rapida, el arrastre de sélidos es muy grande (figura
1.1e), por lo que debe estarse introduciendo carga fresca de sélidos continuamente y en una
proporcion significativa para recuperar la pérdida de sélidos en el lecho y lograr operaciones
en estado estacionario (Kunii y Levenspiel, 1991).

Las principales aplicaciones de este régimen de fluidizacién, se encuentran en la
desintegracion catalitica en medio fluido (FCC) y combustibn en lechos fluidizados
circulantes (CFBC); los cuales, son muy importantes y el hablar de ellos implicaria dedicarles
un Capitulo especial en esta tesis, lo cual no se hara, debido a que no es el objetivo de la
presente. Solo mencionaremos que a mediados de los 1990s, habia en el mundo
aproximadamente 250 unidades de FCC en operacion utilizando tubos elevadores CFB y
aproximadamente 400 unidades de CFBC comerciales. Ademas, hay mas de 70 CFB a
escala laboratorio, modelos en frio en operacion en distintos paises (Grace y cols, 1997).

Tradicionalmente para simular y obtener informacion de los sistemas fisicos, se han
elaborado modelos matematicos del sistema en consideracién. A continuacion se discuten
algunas variedades y técnicas para generar modelos.
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1.3 DEFINICION DE MODELO

Bouré (1987) define un modelo como “un conjunto de ecuaciones, que tedricamente
representa el comportamiento de un sistema fisico bajo ciertas condiciones; y esta basado
en las ecuaciones que expresan los principios de conservacion (las ecuaciones de balance,
de conservacién y de salto para la masa, momento y energia) e involucra ecuaciones que
expresan las condiciones de frontera y/o iniciales apropiadas para la situacion fisica en
consideracion”.

El conjunto de ecuaciones de balance (ecuaciones de campo y condiciones de
discontinuidad o salto) y condiciones de frontera e iniciales no son suficientes para hacer
célculos, ya que involucran mas cantidades desconocidas o incégnitas que ecuaciones
disponibles. En lenguaje matemético, se dice que el conjunto no esta cerrado.

Las leyes de cerradura (los valores numéricos, formas mateméaticas) que
complementan el modelo, son muy importantes, debido a que tienen una fuerte influencia en
el fendbmeno de propagacion presente en el modelo (Bouré, 1987; 1988), asi como en la
estabilidad de su simulaciéon numérica (Gidaspow, 1994).

Localmente, un flujo en dos fases consiste de un cierto niumero de regiones de una
sola fase rodeadas por interfaces moviles. Por lo tanto, al menos en teoria, el problema
podria formularse en términos de las ecuaciones de balance estandares aplicables a
sistemas monofasicos con apropiadas condiciones de frontera en la interface. Sin embargo,
en general, una formulacion basada en variables instantdneas e interfaces méviles resulta en
un problema de multi-fronteras con posiciones desconocidas de las interfaces. Por lo tanto,
obtener una solucién de esta formulacién es imposible e impractico para la mayoria de los
casos debido a las dificultades mateméaticas asociadas. Ademas, de que ese nivel de
descripcién tan detallado, no es importante en ingenieria, sino que basta con tener una
descripcién en términos de los aspectos globales del flujo (Ishii y Kocamustafaogullari, 1983).

Por las razones discutidas en el péarrafo anterior, se ha seguido una formulacion de
los problemas de flujo en dos fases en términos de variables globales del flujo.

Los modelos necesarios para disefiar y operar los equipos presentan algunas
caracteristicas fundamentales comunes, ya que resultan de la aplicacion de los principios de
conservacién, asi como de la segunda ley de la termodindmica para los casos especificos.
Hay dos variedades de estos modelos:

» aquellos donde se postulan ecuaciones globales en términos de variables promedio
sin hacer referencia a los balances locales y

e aquellos que se construyen formalmente utilizando algin procedimiento para
promediar las ecuaciones locales.

El primer enfoque presenta una ventaja obvia; ya que no es necesario desarrollar un
procedimiento complejo para promediar. El segundo, es un enfoque racional, que al seguirlo,
se gana en comprension de los alcances y limitaciones del modelo, ya que es posible ver
como las ecuaciones globales surgen de consideraciones locales apropiadas, de manera
semejante al procedimiento por el cual surgen los esfuerzos de Reynolds en los flujos
monofasicos turbulentos al promediar temporalmente el balance de conservacién de cantidad
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de movimiento. Como consecuencia se gana en la intuicion de los mecanismos importantes,
y esto sera una ventaja al formular las ecuaciones constitutivas. Ademas cuando aparece un
término que no era esperado en el enfoque alternativo de postular las ecuaciones, éste debe
ser incluido en tal modelo o se debe explicar su poca importancia. (Drew, 1983; Soria, 1985).

Otra forma de generar modelos, es la seguida por varios autores (Bedford y
Drumheller, 1978; Drumheller y Bedford, 1980) mediante una formulacion variacional de los
flujos en dos fases. La formulacién variacional empieza con el principio de Hamilton, dado
por,

4 t

6{(K -P) dt’+Jl' ANdt’ =0, (1.3-1)

donde O representa la variaciéon sobre un espacio apropiado de funciones, K y P son las
energias cinética y potencial respectivamente, dW es el trabajo virtual, t, y t, son dos

tiempos arbitrarios. La formulacion variacional tiene la ventaja de que si se desea incluir un
efecto (por ejemplo, la masa virtual), el efecto debe ser incluido consistentemente en las
ecuaciones de masa, momento y energia cinética. Una ventaja mas concreta e inmediata se
encuentra en las técnicas de formulacion numérica, y especificamente, técnicas de elemento
finito, donde la formulacion variacional facilita la traslacion de las ecuaciones diferenciales
parciales a ecuaciones discretas.

Para utilizar la formulacion variacional, es necesario definir la variacion o, las
energias K y P,y el trabajo virtual dW ; asi como también, deben incluirse restricciones
con los multiplicadores de Lagrange.

Bedford y Drumbheller, usaron la técnica para mostrar como el efecto de las
oscilaciones en el diametro de una burbuja pueden tomarse en cuenta al incluir la energia
cinética del liquido debida al cambio en el diametro de la burbuja. Ellos incluyen en forma
similar la masa virtual argumentando que las aceleraciones relativas incrementan la energia
cinética. Una dificultad conceptual con estd aproximacion se debe a que uno debe decidir
cuales fluctuaciones contribuyen a la energia cinética total y cuales al trabajo virtual. Por
ejemplo, el arrastre viscoso se debe a fluctuaciones en la velocidad del fluido cerca de las
particulas, pero se incluyen como un término de trabajo virtual. El trabajo virtual se asocia
con energia irrecuperable, en tanto que la energia cinética y potencial con energia
recuperable. Las formulaciones variacionales en general no mencionan el efecto de los
esfuerzos de Reynolds, los cuales son una manifestacion de las fluctuaciones.
Terminaremos esta discusion diciendo, que mientras las formulaciones variacionales son
atiles, su formulacion no siempre es directa (Drew, 1983).

Los modelos en términos de cantidades promediadas son mucho mas sencillos que
los locales; sin embargo, mucha informacion se pierde al establecer procedimientos para
promediar las ecuaciones locales y sélo puede recuperarse parcialmente si se proponen
relaciones de comportamiento apropiadas en los casos particulares.

Lo anterior explica la gran cantidad de correlaciones empiricas existentes en la
literatura de los fendmenos de transporte en medios heterogéneos dispersos y los esfuerzos
recientes para desarrollar correlaciones con mayor sentido fisico (Soria, 1985).
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Existen dos formulaciones fundamentalmente diferentes para las ecuaciones globales
de sistemas de flujo en dos fases: el modelo de dos fluidos y el modelo de mezcla. El modelo
de mezcla considera el movimiento de una mezcla de dos fases como un todo en términos
de la ecuacion de movimiento de la mezcla. La hipétesis mas importante de este modelo es
gue existe un fuerte acoplamiento entre los movimientos de las fases (Ishii vy
Kocamustafaogullari, 1983).

Debido a los fenbmenos fisicos que estan presentes dentro del reactor de la unidad
de FCC, los modelos de mezcla no pueden ser capaces de describir estos fenbmenos tan
complejos. Por lo tanto, se obtendra un modelo global para el tubo elevador de la unidad de
FCC, desarrollado a partir de los conceptos béasicos del modelo de dos fluidos (Valencia,
2001).

1.4 MODELO DE DOS FLUIDOS

El modelo de dos fluidos se basa en considerar cada fase por separado. De tal forma
gue se obtienen dos conjuntos de ecuaciones gobernantes de balance de masa, momentum,
energia y especies quimicas. Estos modelos de flujos multifasicos, tratan especificamente el
intercambio finito de las tasas de transporte de masa, momentum, energia, etc. Sin embargo,
el tratar los campos promedios de esta manera no significa que una fase sea independiente
de la otra. Los términos de interaccion entre las fases, los cuales acoplan estas tasas de
transporte entre las fases, se dan a través de las interfaces o aparecen también como
términos fuente en las ecuaciones de campo promedio (Faeth, 1983; Ishii y
Kocamustafaogullari, 1983; Ishii, 1990).

La importancia real del modelo de dos fluidos es que puede tomar en cuenta las
interacciones dindmicas entre las fases, debido a que cada fase posee sus propios campos
de velocidad, los cuales especifican su movimiento. De esta forma, es de esperar que el
modelo de dos fluidos sea util en el andlisis de propagacion de ondas y en los cambios de
regimenes de flujo (Ishii, 1990; Lahey, 1991). Particularmente si las dos fases estan
débilmente acopladas, las ondas pueden propagarse en cada fase con velocidades
diferentes, el modelo de dos fluidos debe usarse para estudiar estos fenémenos (Ishii, 1990).

El modelo de dos fluidos, es de gran utilidad para obtener un modelo transitorio en el
cual las dos fases estan débilmente acopladas tanto dindmica como térmicamente (Ishii y
Kocamustafaogullari, 1983; Ishii, 1990). La clase de flujos que no estan en equilibrio pueden
ser: flujos de entrada, en desarrollo, mezclados bruscos, transicion de flujos, flujos a co-
corriente y a contra-corriente, y el flujo multifasico presente dentro del tubo elevador.

Para la formulacion de este modelo, los procesos de transferencia de cada fase, son
expresadas por su propio conjunto de ecuaciones, entonces se espera que este modelo
pronostique mas detalladamente las interacciones de las fases, que los modelos de mezcla.
Sin embargo, esto implica que el modelo de dos fluidos sea méas complicado no Unicamente
respecto al nimero de ecuaciones, sino también porgue se requiere un mayor nimero de
relaciones de comportamiento y de cerradura (Wallis, 1969; Ishii y Kocamustafaogullari,
1983; Ishii, 1990).

Existen diversos criterios para verificar las ecuaciones globales, y construir relaciones
de cerradura; entre los cuales destacan: la segunda ley de la termodinamica (Arnold y cols.,
1990), el principio de equiprescencia (Drew y Lahey, 1993), modelos de celda unitaria (Drew
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y Lahey, 1993; Whitaker, 1999) y el principio de objetividad material (Truesdell y Toupin,
1960; Drew, 1983).

Los términos de intercambio interfacial en las ecuaciones promediadas son muy
importantes; ya que sin ellos, las dos fases serian esencialmente independientes. Estos
términos de interaccion deciden el grado de acoplamiento entre las fases, asi los procesos
de transporte en cada fase estan en gran medida influenciados por estos términos; de esta
forma, a menos de que los términos de interaccién sean modelados en forma precisa, la
ventaja del modelo de dos fluidos sobre el modelo de mezcla desaparece y en ciertos casos
resultan inestabilidades numéricas (Ishii y Kocamustafaogullari, 1983; Ishii, 1990).

En el modelo de dos fluidos, los materiales son separados por una interface, que
asumimos como una superficie (otra forma de considerarla es como una superficie material,
capaz de contener masa y servir como fuente o sumidero de la misma, este tipo de
consideraciones, nos lleva a discusiones de origen fisico o topolégico segun sea el caso).
Una interface es una pequefia pelicula localizada entre dos fases adyacentes. Las
propiedades termodinamicas y el comportamiento mecanistico del material en la interface
puede ser muy diferente del de las fases adyacentes, contribuyendo con nuevas
caracteristicas al proceso termomecanico global (Soria y de Lasa, 1991).

Una vez que nos hemos decidido por el tipo de modelo que adoptaremos en nuestra
descripcién del lecho fluidizado, es necesario saber el tipo de operador promedio que
debemos utilizar, tomando en cuenta el objetivo que persigue el modelo y las caracteristicas
del sistema fisico que deseamos modelar (por ejemplo, el régimen de flujo).

1.5 PROMEDIO ESPACIO-TEMPORAL

Los procedimientos de promediado, que pueden aplicarse a sistemas de dos fases
pueden ser clasificados en tres principales grupos basados en los conceptos fisicos basicos
usados para formular problemas dinamicos (Ishii, 1975; 1981). Estos son: El Euleriano,
Lagrangiano y promedios estadisticos de Boltzmann. El primero es el que se sigue
tradicionalmente, debido a que las ecuaciones locales instantdneas estan formuladas en un
sistema coordenado Euleriano, por lo que normalmente se ha adoptado este sistema para
promediar dichas ecuaciones.

El segundo se toma siguiendo una trayectoria determinada, por ejemplo la de una
particula sélida y el tercero, se diferencia de los otros dos porque se promedia con respecto
a una funcién de distribucion estadistica, que por lo general es la distribucion de Maxwell-
Boltzmann. La seleccién de uno de ellos para un problema determinado, va a depender de
los fendbmenos que nos interese describir. En este caso como tenemos un flujo turbulento en
un medio constituido por dos fases, y nos interesa estudiar la propagaciéon de ondas en él,
requerimos promediar en el espacio y en el tiempo las ecuaciones hidrodindmicas locales
instantaneas.

La descripcion tiempo-espacio de fendmenos fisicos, se hace mediante una
descripcion de promedio Euleriano, en donde las coordenadas temporal y espacial son
consideradas como variables independientes y distintas variables dependientes expresan su
cambio con respecto a estas coordenadas. Desde que el campo de ecuaciones normales o
estandar de la mecéanica del continuo adoptaron esta descripcion, ha sido natural seguir
considerando este tipo de promedio con respecto a estas variables independientes (es decir
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un promedio temporal y espacial), ademas este tipo de promedio es basicamente un
operador integral, estos tienen un efecto de suavizacion de las variaciones locales
instantaneas, dentro del dominio de integracion (Ishii, 1990).

Un campo de estudio muy importante en la mecanica de fluidos y en flujos
multifasicos que nos permite entender algunos fendémenos (por ejemplo, la respuesta
transitoria de un proceso a una perturbacion en el flujo) es la descripciébn ondulatoria del
proceso; y ya que su estudio ocupa un lugar importante en esta tesis, trataremos de definir
brevemente algunos términos que se manejan en este fascinante campo.

1.6 ONDAS

Las ondas constituyen la respuesta de un sistema fisico, representado en un modelo
matematico a pequefias perturbaciones. Las cuales se han clasificado en diversas formas,
algunas son las siguientes.

Ondas de fraccién volumen. Ocurren siempre que hay una relacién entre la tasa de flujo y la
concentracion, de tal modo, que esa diferencia de concentracién origina un flujo que se
propaga en el medio material del sistema en consideracion, su aparicion esta relacionada
matematicamente a la ecuacion de conservacion de la masa (Wallis, 1969).

Ondas dindmicas. Las ondas dindmicas, dependen para su existencia de fuerzas que
aceleren el material a través de la onda, y su origen matematicamente se asocia con el
balance de cantidad de movimiento (Wallis, 1969).

Ondas de choque. Estas se ocasionan cuando un cuerpo que se desplaza en un fluido, se
mueve a una velocidad mayor a la del sonido; es decir en un flujo supersoénico (Ma>1). En
su estudio, resultan de importancia fundamental los efectos de compresibilidad del fluido, que
por lo general es un gas.

Ondas de presion. Estas, gobiernan la propagacion de la presion en un sistema especifico;
por ejemplo, en un tubo.

Puesto que una onda es la respuesta que da un sistema a una perturbacion, es
necesario definir un concepto importante al hablar de fenédmenos ondulatorios, que es la
estabilidad.

Estabilidad. Es la condicién que se tiene cuando se provoca una perturbaciéon en un sistema,
y esta se disipa en el tiempo y/o espacio; por lo que se dice que el sistema es estable; por el
contrario, si ésta crece, el sistema es inestable.

En esta tesis entenderemos estabilidad, como la condicion en la cual la estructura de
flujo se conserva al provocar una perturbacion; es decir, el arreglo gas-sélido que se tenga
en ese momento absorbe la perturbacién sin cambiar su estructura morfoldgica. Y tendremos
inestabilidad cuando la perturbacion ocasionada en el flujo cambie permanentemente esa
estructura, por ejemplo el surgimiento de burbujas y en este caso particular, podemos
asociarla a la aparicién de cumulos de particulas.
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La descripcion de procesos mediante ecuaciones de onda se ha utilizado para tratar
de comprender la formacion de burbujas en lechos fluidizados, habiendo un extenso
antecedente al respecto y del cual se hablard a continuacion.

1.7 ORIGEN DE BURBUJAS EN LA FLUDIZACION UNIFORME LiQUIDO-SOLIDO Y
GAS-SOLIDO

Los lechos fluidizados brindan un contacto intimo entre las fases, por ello han
encontrado muchas aplicaciones industriales, por ejemplo en reacciones -cataliticas,
mezclado, etc. En la mayoria de las aplicaciones los lechos fluidizados son eficientes solo
cuando la fluidizacién es homogénea, por ejemplo, la fraccion volumen de fluido es uniforme;
sin embargo, como se vera mas adelante, se ha encontrado que esta situacion no siempre
se obtiene, especialmente con los lechos fluidizados del tipo gas-sélido.

Trabajos experimentales con lechos fluidizados han mostrado que un incremento en
el flujo de fluido sobre la velocidad minima de fluidizacién, provoca que el lecho se expanda
uniformemente; es decir, la fraccién volumen de fluido se incrementa uniformemente, hasta
un cierto flujo critico; después del cual, la expansién ya no es uniforme, desarrollandose
uniformidades conocidas como burbujas o paquetes de fluido. Ya que éstas uniformidades
no son deseables para la operacion eficiente en los lechos fluidizados, se han hecho muchos
estudios tedricos y experimentales tratando de describir y comprender los mecanismos
involucrados en el desarrollo de tales fenébmenos.

Existen diversos trabajos que tratan la estabilidad en lechos fluidizados, en los cuales
manejan una fluidizacion en estado uniforme o fluidizacion homogénea, donde la velocidad
del gas es muy cercana a la velocidad minima de fluidizacion; precisando aun mas, su valor
estd acotado, por arriba por la velocidad terminal, y por abajo por la velocidad minima de
fluidizacion. Estos estudios generalmente consideran a ambas fases como incompresibles,
encontrando inestabilidades (sobre todo cuando el fluido utilizado como medio fluidizante es
un gas), que se han asociado de acuerdo a experimentos realizados al surgimiento de
burbujas, debido a que se encuentran cerca del cambio de régimen a burbujeante. A
continuacién, se hace una breve descripcion historica de los trabajos més sobresalientes en
esta direccion.

Wilhelm y Kwauk en 1948, mediante un trabajo experimental, en el que fluidizaron
particulas soélidas por medio de aire y agua, utilizando particulas de tamafio uniforme de
arena, vidrio y catalizador de silicato, cubriendo un amplio intervalo de didmetros de
particula, formas geométricas y densidades, identificaron dos modos de fluidizacion,
“uniforme” y “agregativa”. La primera, resultdé ser mas estable a la operacién, en la
fluidizacion de las particulas con agua; y la segunda, exhibi6 un comportamiento mas
complejo en la fluidizacién de las particulas con un gas. En la primera, la expansion del lecho
parece ser regular cuando la velocidad del fluido se aumenta mas alla del valor necesario
para comenzar la fluidizacion; es decir, las particulas tienden a separarse uniformemente, y
encontraron que se separaban mas, conforme se incrementaba la velocidad del flujo de
agua; mientras que en la fluidizacion agregativa, las particulas tienden a permanecer
agregadas, y el gas asciende a través del lecho principalmente en la forma de burbujas.

En esta investigacion temprana, proponen un criterio aproximado para distinguir entre
una fluidizacion y otra. Estableciendo que el sistema es agregativo si el nUmero de Froude,
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uiﬁ /gdp es mayor a la unidad y uniforme si es menor que la unidad; sin embargo, esta
diferencia no se ha comprendido en forma completa.

En sus observaciones, consideran las fuerzas que actian en las particulas en la
fluidizacion. El proceso de fluidizacién empieza cuando las fuerzas dispersivas del fluido son
balanceadas por las fuerzas que tienden a mantener al lecho en forma compacta. Una de

ellas es el peso del lecho de particulas, (1—5)(,05—,09)9 que actia hacia abajo para

mantener al lecho en forma compacta, y el arrastre viscoso del fluido actuando hacia arriba
tendiendo a mantener dispersas a las particulas en el lecho. Esta fuerza, es el gradiente de

flujo del fluido (Ap/L)g, y que es dependiente de la velocidad del fluido; asi como del

diametro de la particula y propiedades del fluido. En la fluidizacion agregativa, se observo
una tercera fuerza o combinacion de fuerzas, que pueden ser electrostaticas o de origen de
la dinamica del fluido, o ambas; y son las causantes de que se tengan agregados de
particulas.

Las burbujas caracteristicas de la fluidizacibn agregativa, han sido discutidas por
muchos autores (Davies y Taylor, 1950; Yasui y Johanson, 1958; Davidson y cols., 1959).

Wace y Burnett (1961) siguieron el movimiento del fluido cerca de una burbuja
mediante la técnica de trazadores, y mostraron que hay un flujo de fluido a través de la
burbuja, entrando por su base y saliendo por su parte superior. Esto debe ser asi, si el lecho
sobre la burbuja debe permanecer fluidizado como reconocieron Harrison y cols. (1961), que
compararon este movimiento con la circulacibn de gas dentro de una burbuja grande
subiendo a través del liquido. Haciendo ciertos postulados acerca de la circulacion del gas,
estimaron el tamafio estable maximo de la burbuja y sugirieron que esto daba la diferencia
esencial entre los sistemas agregativos y uniformes, siendo grande en los primeros y
pequefia, en los segundos.

La discusion de las burbujas, hace un uso extensivo de la analogia entre la fase
densa de un sistema fluidizado y un liquido. La estructura detallada de esta fase como un
ensamble muy cercano de particulas interactuando con la corriente de fluido, ascendiendo
por los intersticios, se desprecia y es remplazada por un fluido analogo, caracterizado por
parametros tales como la densidad y la viscosidad. Esto ha llevado a algunos investigadores
a esforzarse en tomar medidas de viscosidad aparente (Matheson y cols., 1949; Furukawa y
Ohmae, 1958) y tension superficial (Furukawa y Ohmae, 1958), y fue utilizada también por
Rice y Wilhelm (1958) al discutir las inestabilidades de Davies y Taylor (1950) en las
superficies del lecho. Encontraron una superficie inferior no soportada por ser inestable y
sugirieron que estaba relacionada al comportamiento agregativo.

Posteriormente, un trabajo pionero en hacer un estudio de estabilidad hidrodindAmica
en el régimen homogéneo o uniforme es el de Jackson (1963a). En el cual, propone un
modelo para el flujo de particulas en un lecho fluidizado, de un fluido incompresible y
particulas soélidas iguales, considerando un régimen de fluidizacibn homogéneo, y tomando
en cuenta como fuerzas de interaccion en el flujo, a la fuerza de arrastre y a la flotacion de
las particulas; asi como también, incluye un término de masa virtual en forma artificial,
dependiente solamente de la velocidad del fluido.

En el modelo, propone que la fuerza de arrastre es proporcional a la velocidad relativa
entre las fases, donde la constante de proporcionalidad depende de la densidad numérica de
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particulas; es decir, del nimero de particulas por unidad de volumen. Al analizar por métodos
estdndares la estabilidad lineal del estado uniforme en la fluidizacion, encuentra que la
fluidizacion homogénea siempre es inestable ante cualquier pequefia perturbacién. Es decir,
una pequefia perturbacion local en la densidad numérica de particulas se propaga hacia
arriba y hacia abajo de su punto de origen en el lecho. La componente descendente se
extingue rapidamente, pero la ascendente incrementa su amplitud exponencialmente a
medida que se propaga. Encuentra ademas, que la estabilidad estd muy relacionada al
namero de Froude; que corrobora en cierta forma las observaciones anticipadas hechas por
Wilhelm y Kwauk (1948), siendo la tasa de amplificacion de la perturbacion pequefa en los
sistemas usualmente descritos como uniformes, y muy grandes en los descritos como
agregativos.

En la segunda parte (Jackson, 1963b) aplica el modelo propuesto en la primera parte
al problema del movimiento de un flujo burbujeante en un lecho fluidizado uniforme.
Encuentra una soluciéon que representa el movimiento de una burbuja aislada totalmente
desarrollada. Muestra que las ecuaciones y condiciones de frontera pueden satisfacerse
solamente si las burbujas se alcanzan con una velocidad dada aproximadamente por la
ecuacion de Davies-Taylor; sin embargo, la velocidad de ascenso puede especificarse
arbitrariamente en el desarrollo de Davidson (1961) y se muestra que esta univocamente
determinada por el conjunto completo de ecuaciones de movimiento de la primera parte del
trabajo, y que es la misma que la velocidad calculada por Davies y Taylor (1950) para el
ascenso de burbujas grandes de gas en un fluido inviscido. La densidad de las particulas y la
velocidad del fluido se mapean alrededor de burbujas de diferentes tamafios.

Otro estudio importante, es el que hace Murray (1965a), que propone en la primera
parte de su trabajo, un modelo para un lecho fluidizado gas-sélido, con nuevos términos a
diferencia de los trabajos anteriores, tales como el de Jackson (1963a). Considera los
efectos debidos a la compresibilidad del gas junto con efectos térmicos. Presenta las
ecuaciones de continuidad para el gas y las particulas soélidas, mas una ecuacioén de
movimiento para la mezcla que incluye los efectos viscosos, y los campos de presién del gas
y de los sélidos mediante el tensor de presiones, también incluye la flotacion de las particulas
debida al fluido, la fuerza de arrastre y la masa virtual; que considera proporcional a la
derivada material de la velocidad relativa de los solidos al fluido. Considera una ecuacion de
movimiento para el gas, una ecuacion de energia para cada una de las dos fases y la
ecuacion de estado del gas ideal para el gas. Pero, al estudiar la estabilidad de pequefias
perturbaciones en el resto del trabajo, se desprecian los efectos térmicos; asi como también,

se considera que la densidad de los sélidos es mucho mayor que la del gas (,og/,os) <1,
por lo que el conjunto de ecuaciones se reduce considerablemente.

Con el sistema reducido analiza la propagacion de una perturbacion en dos
dimensiones en un lecho fluidizado uniforme, al considerar una solucion de caracter
exponencial, encontrando que el sistema es inestable ante pequefias perturbaciones. Por
otro lado, analiza la propagacién de ondas superficiales, las cuales son generadas por las
burbujas que se rompen en la superficie del lecho fluidizado; encontrando que son estables.
Estudia también los efectos debidos al suministro de calor al lecho fluidizado, o cuando se
lleva a cabo una reaccion quimica dentro de él. Del estudio de estabilidad lineal en este
caso, resulta que el sistema es inestable nuevamente.

En vista de la importancia practica de los lechos fluidizados como intercambiadores
de calor en la aplicacién a plantas nucleares, se estudié también un lecho centrifugado que
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mejoraria la eficiencia y quizas pueda resultar en un estado estable de fluidizacién. De este
estudio, encuentra que para velocidades angulares grandes, de tal manera que pueda
despreciarse la fuerza de gravedad, hay menos modos inestables que cuando no rota el
lecho, y concluye que este sistema es potencialmente mas eficiente debido a la alta
velocidad obtenida a diferencia de los lechos fluidizados ordinarios. Por Gltimo, en esta
primera parte, estudia lechos fluidizados electromagnéticos incompresibles; este tipo de
lechos se tienen cuando las particulas son eléctricamente conductoras y pueden cambiar sus
caracteristicas de flujo por Ila aplicacion de campos electromagnéticos. De la
magnetohidrodinamica se sabe que un campo magnético alineado puede inhibir la
inestabilidad en un fluido conductor bajo ciertas circunstancias. Por ésto, considera a las
particulas como un medio de conductividad eléctrica practicamente infinita y que esta sujeto
a un campo magnético alineado con la velocidad de fluidizacion. Incorpora las ecuaciones de
Maxwell en la descripcion del flujo gas-sdlido inicial y encuentra que el sistema sigue siendo
inestable.

De todos estos estudios, concluye que la inestabilidad obtenida, puede estar asociada
a la formacion de burbujas en el lecho. Aunque los lechos fluidizados sean inestables los
resultados obtenidos no permiten dar una razén concluyente del por qué aparecen las
burbujas en el lecho. Por lo que para poder responder mejor esta pregunta, sugiere que
deben incluirse los efectos no lineales de las ecuaciones de movimiento en el estudio de
estabilidad.

En la segunda parte de su trabajo, Murray (1965b) hace un estudio al aplicar las
ecuaciones de la primera parte, para describir el movimiento de las particulas y el fluido en la
presencia de burbujas totalmente desarrolladas. Estudiando el caso de una burbuja aislada
en un lecho fluidizado, obtiene una solucibn mas general a la de Davies y Taylor (1950).
Considera tres casos con el fin de tomar en cuenta la geometria de la burbuja: circular,
bidimensional cuya forma se parece estrechamente a la burbuja actual como deseariamos,
utilizando mapas conformacionales, y bidimensional con borde circular y en la parte superior
una estela de linea de corriente libre, en tanto que Davies y Taylor, asi como Jackson, la
consideran circular solamente. En este estudio obtiene soluciones analiticas para estos
casos.

Pigford y Baron (1965) hacen un andlisis de estabilidad hidrodinamica lineal,
partiendo de un modelo hidrodinamico que postulan y encuentran inestabilidad a
perturbaciones verticales, debido a los efectos inerciales del gas y de las particulas sdlidas,
también encuentran que los efectos viscosos tienen un efecto disipativo y tienen una
influencia estabilizadora.

Posteriormente, Chappelear (1966) encontré con los resultados de Pigford y Baron
que la direccion mas importante para el andlisis de estabilidad lineal con la propagacion de
ondas es la ascendente en el tubo y que la tasa de crecimiento de perturbaciones en la
direccién axial ascendente, es independiente de la horizontal, lo cual puede extenderse a la
tercera coordenada.

Un analisis posterior al estudio de Pigford y Baron (1965) y a la nota de Chappelear
(1966) realizado por Anderson y Jackson (1967a), en el que continuando con el mismo

modelo propuesto por Pigford y Baron mostraron que: k[, =0, para el gas y las particulas

sélidas, por lo que las perturbaciones en los campos de velocidad son ortogonales al vector
de onda, k.
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Ese mismo afio, Anderson y Jackson (1967b) publicaron un trabajo, donde en una
forma racional partiendo de las ecuaciones locales para un fluido newtoniano, obtuvieron
teoremas para promediar espacialmente las ecuaciones y obtuvieron un modelo
hidrodinamico, que de acuerdo a la comparacién que presentan con los trabajos anteriores,
resultaba mejor. Con ese modelo, al afio siguiente, publican un estudio de estabilidad
hidrodindmica lineal (Anderson y Jackson, 1968) considerando en las fuerzas de interaccion
la fuerza debida a la masa virtual que no consideraban Pigford y Baron y que en esta tesis se
demuestra en el Apéndice D que no es aplicable cuando se tiene flujo reptante en la cercania
de las particulas sélidas. En su articulo, Anderson y Jackson analizan diferencias entre la
fluidizacion de pequefias grageas de vidrio con agua y aire, analizando la influencia de
diversos parametros tales como el coeficiente debido a la masa agregada en la estabilidad
de las ecuaciones.

En 1969 Anderson y Jackson, como la tercera parte de los trabajos que habian
realizado, publicaron un trabajo acerca de la comparacién de la teoria y los experimentos; y
ya que en los lechos fluidizados liquido-sélido, las perturbaciones se propagan mas
lentamente (Jackson, 1963a; 1968), es posible medir la longitud de onda caracteristica,
velocidad de propagacion, y tasa de amplificacion de fluctuaciones espontaneas. Por estas
razones, en ese trabajo hacen un estudio experimental sobre las propiedades de la
propagacion de pequefias perturbaciones en lechos fluidizados de particulas solidas
(grageas de vidrio) con agua, y se comparan los resultados con las predicciones tedricas
disponibles. Obtuvieron los espectros de frecuencia de las medidas experimentales, que se
compararon con las predicciones teoricas (Anderson y Jackson, 1968). Concluyendo que los
experimentos predicen la inestabilidad obtenida en el modelo tedrico, y que los valores de las
propiedades de propagacién de las perturbaciones son tomadas en cuenta en forma
aproximada por la teoria.

En 1971, Drew y Segel para un modelo obtenido formalmente (Drew, 1971), y con
fines de compararlo, basicamente con los de Jackson (1963a) y Murray (1965a), hacen un
estudio de estabilidad del estado uniforme en un lecho fluidizado, considerando a las fases
incompresibles y no haciendo distincion entre los campos de presion de las fases,
considerando ademdas, los términos de masa virtual y el arrastre viscoso. Prediciendo
nuevamente inestabilidad del estado uniforme ante pequefas perturbaciones.

En 1975, Garg y Pritchett obtienen un modelo que difiere del de Jackson por ejemplo,
en que considera una presion intersticial del gas, cuya contribucion aparece en las fuerzas
interfaciales, y que se incorpora para considerar los gradientes de porosidad en el lecho
fluidizado. Este término lo incluyen junto con el arrastre y la masa agregada, en la interaccion
fluido-particula.

Por otra parte, considerando la hipétesis de equilibrio térmico local, obtienen una
ecuacion de energia para la mezcla, mas la ecuacion del gas ideal, que junto con las
ecuaciones de conservacion de la masa y las ecuaciones de balance de cantidad de
movimiento, forman el modelo completo. Este modelo es muy complicado; pero lo reducen
significativamente al considerar que la densidad de la fase dispersa es mucho mayor a la
continua. Consideran ademas, que el fluido es incompresible y reducen el modelo para un
lecho fluidizado uniforme.

Como una consecuencia del modelo, se obtiene que la caida de presién en el lecho
se balancea con el peso de los sélidos, que es la condicidn para que comience el proceso de
fluidizacion, este resultado difiere del obtenido por Jackson. Posteriormente aplican la teoria
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de estabilidad hidrodinamica lineal a las ecuaciones del lecho fluidizado uniforme,
encontrando que el sistema es inestable.

Para el caso de un fluido incompresible, sin considerar efectos térmicos, obtienen
soluciones numéricas para el modelo de un lecho fluidizado uniforme. Los resultados mas
sobresalientes de la soluciones numéricas son, que al incrementar la viscosidad y disminuir
la compresibilidad del ensamble de particulas se obtiene una tasa de crecimiento menor de
las perturbaciones; lo que conduce a lechos fluidizados méas estables y movimientos menos
violentos de las particulas, por lo que segun estos resultados, los lechos densos son méas
estables que los diluidos.

Con la finalidad de poder responder a la pregunta ¢cémo surgen las burbujas en un
lecho fluidizado uniforme?, se requiere de una mayor precision en las medidas
experimentales de tal manera de poder relacionar el surgimiento de las burbujas en los
experimentos, con la inestabilidad ondulatoria; es decir, para tratar de conectar la
inestabilidad predicha por los modelos tedricos con el surgimiento de burbujas en el lecho
fluidizado uniforme.

En 1976, El-Kaissy y Homsy hicieron un disefio experimental que obtiene mejores
resultados que el propuesto por Anderson y Jackson (1969) que en parte obtuvieron
visualmente, con un lecho fluidizado con agua, con el fin de adquirir datos experimentales de
alta calidad para poderlos comparar con los modelos tedricos y explorar la conexién, si la
hay, entre las ondas y el origen de las burbujas. El sistema que utilizaron cuenta con un
dispositivo de adquisicion de datos, filtros de bajas frecuencias debidas a oscilaciones que
solo introducirian ruido en los espectros y se le implementaron técnicas de analisis, por
medio de un analizador de Fourier para el procesamiento de las sefiales. Los resultados que
interesan son medidas estadisticas de: la amplitud, velocidad de propagacion y frecuencia de
distribucién; que se tomaron utilizando la técnica de transmision de luz. La principal
conclusion, es que la disolucién de las ondas se sigue por un modo de movimiento sugestivo
de formacion de una burbuja.

Con fines de poder comparar los resultados obtenidos en los experimentos anteriores
(El-Kaissy y Homsy, 1976), Homsy y cols. (1980), proponen un modelo sobre bases de la
teoria de mezclas, cierran dicho modelo utilizando el principio de objetividad material. Hacen
el estudio clasico de estabilidad hidrodindmica lineal, y para llevar a cabo la comparacién
entre teoria y experimentos, hacen un andlisis de sensibilidad paramétrica de las constantes
gue surgieron del principio de objetividad material, para ver como cambian las propiedades
de propagacion con pequefios cambios en estos valores. Como conclusion, encuentran una
teoria capaz de describir cuantitativamente y consistentemente la propagacién ondulatoria de
pequefias perturbaciones en los lechos fluidizados, y utilizan los datos experimentales que
tenian para deducir los valores de las constantes materiales que aparecen en sus relaciones
constitutivas.

En 1982, Liu da una nueva interpretacion del problema de estabilidad hidrodinamica
lineal donde las perturbaciones finitas en un lecho fluidizado evolucionan en términos de
jerarquias de ondas y de sus interacciones, de las cuales se desprende un criterio de
estabilidad de flujo.

El afo siguiente, Liu (1983) desarrolla una teoria para la evolucion de perturbaciones
planas y de amplitud finita. Lo que ayudara en la comprension del mecanismo que conduce
al equilibrio debido a los efectos no lineales y podra dar una base racional para otros
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estudios del rompimiento en perturbaciones que cruzan la corriente que llevan a burbujas
como estructuras. Para hacer esto, genera un modelo en forma similar al de Anderson y
Jackson (1967b). Lo novedoso de este trabajo es que aplica un analisis de estabilidad
hidrodinamica, pero no lineal. Hace el andlisis de estabilidad no lineal (débil), y encuentra
una ecuacion de jerarquia de ondas no lineal. Esta ecuacion tiene una forma equivalente a la
discutida por Liu (1982). La correccion no lineal encontrada tiene la tendencia a restaurar la
condicion de estabilidad en el sentido lineal; es decir, la presente teoria de estabilidad no
lineal, indica que los efectos no lineales tienen un efecto estabilizador.

Los estudios anteriores han sido capaces de mostrar que los lechos fluidizados del
tipo gas-solido son en general mas inestables que los tipo liquido-sélido, pero que debido a
la complejidad de la relacion de dispersidn resultante, no ha sido revelado el mecanismo que
conduce a la inestabilidad y la importancia relativa de muchos otros términos en las
ecuaciones de movimiento. Motivados por ésto, en 1983, Needham y Merkin, hicieron un
estudio en el que mostraron que la presion en la fase sélida, que modelaron como una
funcion decreciente de la fraccion de gas segun Drew y Segel (1971) tiene una fuerte funcién
estabilizadora en la fluidizacion uniforme y que el lecho se reestabiliza en un estado
perioddico cuasi estacionario. Al considerar la evolucién de una perturbacién inducida en la
fraccion volumen, también se determinaron los efectos dominantes de muchos de los
términos de las ecuaciones gobernantes del lecho fluidizado.

En 1985, Jackson hizo un trabajo sobre la estabilidad hidrodinAmica en sistemas del
tipo fluido-particula, reuniendo la mayoria de los elementos discutidos por los otros autores.
Estudia el efecto del distribuidor, asi como el de las paredes del tubo, y evalta al utilizar una
viscosidad de los sdlidos las tasas de erosion en los tubos.

En 1988, Batchelor publicO una nueva teoria acerca de la inestabilidad de la
fluidizacion uniforme; en la cual, genera un modelo mediante un promedio de ensamble
considerando a ambas fases incompresibles, e incorporando un término debido a la
difusividad de las particulas, con el cual da a las particulas una tendencia estadistica a
migrar. Ademas, propone una forma estadistica similar a la utilizada en la teoria cinética de
los gases, para modelar el producto de fluctuaciones de velocidad. En este estudio, también
toma en cuenta la interaccion entre las particulas.

Los modelos propuestos en los trabajos anteriores, han considerado al fluido y a las
particulas como un medio continuo, en el que el fluido no penetra en las particulas; y las
bases sobre las que se han formulado los modelos son deterministas.

Ding y Gidaspow (1990), resaltando la importancia de los promedios estadisticos,
proponen un modelo basado en la teoria cinética del flujo granular, tomando como punto de
partida la ecuacion de Boltzmann. El modelo que obtienen, toma en cuenta razonablemente
la viscosidad de los soélidos, los esfuerzos repulsivos entre las particulas y las velocidades
criticas de descarga. Ademas, predice las medidas experimentales de las porosidades
promediadas en el tiempo en lechos fluidizados en dos dimensiones. También pronostica
oscilaciones en la porosidad que estan de acuerdo con los resultados experimentales, mejor
gue los modelos anteriores. Predice la formacion de burbujas y patrones de flujo de sélidos
en la fluidizacién con una velocidad de alimentacion uniforme de acuerdo con las mediciones
y observaciones.

En 1992, GOz reporta que ocurre una bifurcacion de las ondas viajeras cuando el
estado base se vuelve inestable.
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En 1993, Batchelor postula varios estados durante el proceso de formacion de
burbujas. El primer estado es la inestabilidad primaria del estado uniforme que lleva al
desarrollo de ondas planas. Una inestabilidad secundaria sigue, y lleva al desarrollo de una
burbuja.

En 1994, Harris y Crighton consideran la evolucion de una perturbacion en la fraccion
volumen de gas en un lecho fluidizado gas-soélido. Utilizando el modelo de Needham y Merkin
(1983) mostraron que se propagan ondas débiles no lineales en la fraccion volumen de
acuerdo a la ecuacién de Korteweg-de Vries con términos de perturbacion que pueden
amplificarse o disiparse, dependiendo del signo del coeficiente, y examinan el caso inestable
en el umbral analizando el crecimiento de un soliton en la fraccion volumen del tipo KdV,
siguiendo su desarrollo en diferentes regimenes. Interpretan las series de pulsos localizados
de la fraccidon con perturbaciones que corresponden a uniformidades en el proceso de
fluidizacion.

Los andlisis de estabilidad lineal, han servido para explicar la existencia de ondas que
crecen lentamente en lechos fluidizados del tipo liquido-sélido, y también explicar por qué las
ondas en lechos fluidizados del tipo gas-sélido crecen mas rapidamente; pero no pueden
explicar por qué las ondas en los lechos fluidizados con liquidos no se desarrollan en
burbujas, o si las ondas mas inestables en lechos fluidizados con un gas son debidas a
burbujas como precursores. Puede uno percatarse en la descripcion histérica realizada hasta
aqgui, que se han hecho diversos intentos en extender la teoria de estabilidad unidimensional
para tomar en cuenta las no linealidades de las ecuaciones de movimiento, Liu (1983);
Needham y Merkin (1983); Ding y Gidaspow (1990), por citar algunos, pero que no han
logrado mostrar una distincion cualitativa entre el comportamiento predicho en los lechos
fluidizados con liquido y gas. Recientemente se han hecho analisis de bifurcacién con
movimientos unidimensionales (G6z, 1992), pero tampoco han podido mostrar diferencias
significativas entre los dos casos.

Experimentalmente, se han observado inestabilidades bidimensionales de un patron
de onda unidimensional en lechos fluidizados con agua (Didwania y Homsy, 1981) que se
han investigado te6ricamente (Didwania y Homsy, 1981; Needham y Merkin, 1984; Batchelor
y Nitsche, 1991; Batchelor, 1993). Y aunque parece que tiene parte en el proceso que lleva a
la formacion de burbujas, el analisis de estabilidad no es capaz de predecir la diferencia en el
comportamiento entre los lechos fluidizados con gas y liquido.

En 1995, Anderson y cols. tratan de aclarar un poco esta situacion entre los lechos
fluidizados con liquido y gas. En 1998, Gz y Sundaresan encuentran un factor que mide la
intensidad de la inestabilidad, y que es una escala apropiada para la tasa de crecimiento de
una inestabilidad primaria en lechos uniformes débilmente inestables. Lo cual, da una posible
explicacion de porque estas tasas de crecimiento son tan diferentes para lechos fluidizados
con aire y agua tipicos. También encuentran que de la comparacion entre las tasas de
crecimiento de la inestabilidad primaria y secundaria, puede hacerse una distincion entre los
lechos fluidizados con agua de los de aire.

Mas recientemente, Johri y Glasser (2002) hacen un andlisis de estabilidad lineal del
modelo de Anderson y Jackson (1967b), considerando al fluido compresible en un lecho

fluidizado uniforme. Simplifican el modelo considerablemente al proponer que (,og/,os) <1,

y encuentran que el estado uniforme pierde estabilidad formando ondas planas. Concluyen
gue su procedimiento sugiere fuertemente que el modelo de flujo compresible es capaz de
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capturar exitosamente el proceso de formacién de burbujas en dos dimensiones en un lecho
fluidizado, aunque hace falta un andlisis mas riguroso de las soluciones en dos dimensiones
para establecer los alcances y limitaciones de este modelo. Sus resultados muestran que la
analogia entre un flujo gas-solido y un flujo compresible puede utilizarse para mejorar la
comprension de un flujo de gas y particulas en un lecho fluidizado.

De esta revisién uno puede darse cuenta de los esfuerzos realizados desde hace
mucho tiempo por muchos investigadores en tratar de distinguir entre los lechos fluidizados
con liquido de los fluidizados con gas; asi como tratar de comprender la formacion de
burbujas en lechos fluidizados del tipo gas-solido.

Hasta 1975 habia pocos trabajos en el régimen de fluidizacion turbulenta, cuando la
mayoria de los investigadores se concentraron en el régimen burbujeante. De 1975 a 1985,
habia alrededor de diez articulos publicados sobre la fluidizacién turbulenta, indicando como
crecio el interés en este régimen. Desde 1985, las investigaciones acerca de la fluidizaciéon
turbulenta han ido creciendo con un promedio de cuatro articulos por afio (Bi y cols., 2000).

La aplicacion industrial de los lechos fluidizados turbulentos incluyen procesos
guimicos y metallrgicos; tales como el proceso de descomposicién catalitica en lecho fluido
(FCC) para la produccion de gasolina, reacciones cataliticas de oxidacion para producir:
acrilonitrilo, anhidrido maleico, anhidrido ftalico, dicloro etileno, etc.

Desde entonces, se han hecho muchos progresos significativos en mejorar la
comprension de la fluidizacion turbulenta y de sus aplicaciones.

1.8 DEFINICION DEL PROBLEMA

El proceso de FCC, es un proceso muy importante debido a su extendida aplicacién
en la industria petroquimica en todo el mundo. Este proceso, se lleva a cabo en el régimen
de fluidizacion rapida, en el que intervienen tres fases (catalizador, vapor y gasoleo), existe
una diferencia importante de temperatura entre las fases, presenta agregados de patrticulas,
la evaporaciéon de gasoleo no es instantdnea, una de las fases es compresible (vapor) y se
lleva a cabo una reaccion catalitica heterogénea. Por todo esto, el proceso de FCC es muy
complejo. Se han hecho trabajos que consideran alglin aspecto en particular, estudiandolo
por separado; por ejemplo, la evaporacion del gaséleo (Valencia, 2001), la formacién y el
rompimiento de cimulos (Gallardo, 2003), por citar algunos.

Como pudimos ver en la seccion anterior, existen muchos estudios de estabilidad
hidrodinamica de modelos en el régimen de fluidizacion uniforme; y aunque el régimen de
fluidizacion rapida es muy importante, ya que muchos procesos industriales se llevan en este
régimen (por ejemplo en la industria para la produccién de gasolinas mediante el proceso de
FCC), hasta donde sabemos no se ha hecho un estudio tedrico de esta naturaleza en este
régimen, de tal forma que pueda vincularse con resultados experimentales que se tengan
con la finalidad de establecer una comparacion. Un estudio asi, ayudaria mucho en la
comprension que se tiene de los fendmenos que ocurren en el proceso de FCC.

Es por eso que en este trabajo, haremos un estudio teérico del efecto de la
compresibilidad del vapor en la propagaciéon de ondas y estabilidad en el lecho al provocar
una pequefa perturbacion, utilizando la metodologia que se sigue en los estudios descritos
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en la seccion anterior. Los objetivos que se pretende alcanzar se presentan inmediatamente
después de este Capitulo.

El sistema, tubo elevador de una unidad de FCC, en este primer acercamiento se
aproxima por un lecho fluidizado isotérmico, en el régimen de fluidizacion rapida, de un flujo
gas-solido cuyas condiciones sean cercanas a las del proceso de FCC, antes de las
boquillas de inyeccion de gasoéleo pero con un flujo de vapor suficiente para generar
fluidizacion rapida. El gas (vapor) para la fluidizacion se consideré compresible.

El trabajo se organiz6 como sigue: en el Capitulo Il, se obtiene un modelo
hidrodinamico compresible (bajo un cierto nimero de hipotesis que a su vez dan los alcances
y limitaciones del mismo) al promediar las ecuaciones locales de conservacion de la masa y
del momento lineal. Posteriormente, en el Capitulo Ill, se hace un estudio de estabilidad
hidrodinamica lineal del modelo, al linealizarlo alrededor de un estado estacionario, se hace
también un estudio de la dindmica ondulatoria asociada. Finalmente en el Capitulo 1V, se dan
las conclusiones de este trabajo, asi como de las perspectivas que deja, para trabajos
posteriores en esta direccion.
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OBJETIVOS

Con base en lo descrito con anterioridad en la definicién del problema, se formula el
objetivo general y los objetivos particulares siguientes.

Objetivo general

Describir el comportamiento de un lecho fluidizado en el régimen de fluidizacién
rapida, que represente lo que ocurriria en el tubo elevador de una unidad de FCC, al no tener
inyeccion de gasoleo, haciendo énfasis en el efecto de la compresibilidad del vapor de
arrastre y hacer un estudio de la dinamica ondulatoria, mediante un analisis de estabilidad
hidrodinamica en el lecho y de la solucion analitica para diversos casos.

Objetivos particulares
1. Obtener un conjunto de ecuaciones promediadas que gobiernen al sistema vapor-
catalizador, para las condiciones de operacion usuales en esta region mediante el
promedio espacio-temporal de las ecuaciones hidrodindmicas locales para cada una
de las fases.

2. Obtener una ecuacion de onda de orden superior para las perturbaciones de
cualquiera de las variables del sistema.

3. Obtener condiciones de estabilidad.

4. Obtener la solucion de la ecuacion de onda con y sin efectos de pared.

En el siguiente Capitulo se obtienen las ecuaciones globales al promediar espacio-
temporalmente las ecuaciones hidrodinamicas locales instantaneas.
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Fruaciones de transporte promediadas en el espacio-tizmpo

2. ECUACIONES DE TRANSPORTE PROMEDIADAS EN EL
ESPACIO-TIEMPO

2.1 Introduccion

En este Capitulo se obtiene un sistema cerrado de ecuaciones diferenciales parciales
en una dimensién, que describe el comportamiento de un flujo de particulas en un lecho
fluidizado en el régimen de fluidizacién rapida. La fase sdlida (o), esta formada por un
conjunto de particulas de catalizador y la fase gaseosa ( )/), esta formada por el vapor que se

inyecta en varios puntos a la entrada del tubo elevador y arrastra al catalizador. Para la
formulacién del modelo de dos fluidos, constituido por las ecuaciones de balance locales
instantaneas de conservacién de la masa y de cantidad de movimiento para cada una de las
dos fases, se obtienen las ecuaciones promedio en el espacio-tiempo, utilizando un operador
promedio definido en el espacio tetra-dimensional. Se analiza la cerradura de los términos
fuente en las ecuaciones asi promediadas, mediante un analisis en la micro estructura de los
flujos, empleando para tal efecto un modelo de celda, e identificando mediante los nimeros
adimensionales comunes en estos sistemas, la teoria hidrodinamica que puede utilizarse en
dicho analisis. Se considera la ecuacion de estado de gas ideal con el fin de estudiar los
efectos de compresibilidad del vapor en el modelo. Posteriormente, en la seccién 2.10-3, se
hace la asociacion de las variables de operacion con las variables promediadas. Este punto,
es muy importante pues establece la conexion entre las variables que se miden en planta y
las del modelo promediado. Finalmente se obtiene el modelo incompresible correspondiente
COmMo un caso patrticular.

2.2 HIPOTESIS Y LIMITACIONES DEL MODELO
» El sistema estad formado por particulas de polvo de un catalizador, las cuales se
consideran como solidos rigidos y esféricos y un vapor que se considera como un
fluido newtoniano compresible.

* Los esfuerzos en las particulas sélidas son una funcién tensorial continua; ademas,
estos esfuerzos son constantes en cada particula.

* El campo de esfuerzos debidos a la presién en las particulas sélidas se puede
sustituir por una continuacion del campo de presiones en el gas. Esta hipétesis, esta
de acuerdo con el enunciado matematico de los teoremas de Arquimedes.

* No hay transferencia de masa en la interface.

* El sistema es isotérmico.

* El vapor se comporta como un gas ideal.

» La dispersién de particulas es muy diluida (&, <0.3; siendo &, la fraccion volumen
de la fase sélida).

* No hay fuerzas de interaccion entre las particulas de catalizador.
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e Régimen de fluidizacién rapida.

» Las particulas son perfectamente esféricas, y de un tamafio que corresponde al
diametro medio de las particulas de catalizador.

» Se consideran flujos tridimensionales en el desarrollo del modelo y se reduce al caso
unidimensional en la etapa final, por medio de la proyeccion de las ecuaciones
vectoriales en la direccion axial del tubo elevador, considerada hacia arriba en el
sistema coordenado de referencia utilizado para describir el modelo.

» El tubo es de seccidn transversal constante.

* No se considera la inyeccion de gaséleo, por lo tanto el sistema no presenta
reacciones quimicas, ni términos fuente en la ecuacion de conservacién de masa
(Valencia, 2001).

El punto de partida para el desarrollo del modelo hidrodinamico, sera el de las
ecuaciones locales instantaneas de continuidad y de cantidad de movimiento para cada una
de las fases. El sistema a estudiar, se muestra en la figura 2.1.

:7:{{%.:’ fg":?l, Fase - ¢ = Catalizador
AP
p oo8g ol Fase-v=
%?%33 %:igo ¥ = %apor de arrastre
> e

3 oo )
R i
ol panRe bsod
S tete SR
SISTEMA CERRADO o 2, = =
DE CICLONES e a3 Bese aw Areainterfacial
o P !

q_:n
5

SEPARADOR

0
0
o

PLENUM EXTERNO

AGOTADOR

REGENERADOR

DISTRIBUIDOR DE
CATALIZADOR
USADO

DISTRIBUIDOR
DEAIRE ATOMAX

VALVULA PLUG
DE CATALIZADOR

Fig. No. 1l.1.3 SECCION DE CONVERSION, UNIDAD ORTHOFLOW

Figura 2.1. Region espacial %" para desarrollar el modelo de dos fluidos, tomada en la seccién 1 del
tubo elevador, correspondiente a la zona que se encuentra antes de las boquillas de
inyeccion de gaséleo de una unidad de FCC comercial [Valencia (2001)].
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2.3 ECUACIONES LOCALES INSTANTANEAS PARA CADA UNA DE LAS FASES

La ecuacion de transporte local instantanea general, presenta la siguiente estructura
(Truesdell y Toupin, 1960; Soria y de Lasa, 1991; Drew y Lahey, 1993):

0¥,
ot'

+M(v, Y, O ®; pf 0, x' O (2.3-1)

donde:
t', es la escala de tiempo de la descripcion local instantanea,

X',, es un vector de posicion caracteristico de la escala de descripcion local
instantanea, dirigido desde el sistema coordenado de referencia a un
punto de la fase k —ésima en la region 9, definida en la figura 2.1,

¥, , densidad volumeétrica de una cantidad termodinamica de interés,

P, , densidad volumétrica de masa,
9., region espacial de la fase k —ésima,

®@, , fluxde ¥, dentrode 7,

f , suministro externo de ¥, por unidad de masa, y
v, , velocidad de flujo de la fase £ dentro de 7.

Para las ecuaciones de balance de conservacion de masa y cantidad de movimiento,
(2.3-1) tiene las variables indicadas en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1. Variables termodinamicas utilizadas en las ecuaciones de balance de conservacién que
corresponden a las ecuaciones locales instantaneas.

GENERAL Y, D, f
Masa P, 0
Movimiento AR II,

El siguiente conjunto de ecuaciones, se ve como un sistema global, de tal manera
que las condiciones de frontera que se plantean para la ecuacion de continuidad, pueden

utilizarse también en la ecuaciéon de movimiento.

Ecuacion de continuidad para la fase y:

)

%+ m(p,v,f O, x,07 (232
C.I.1 p,=0(x") En¢'=0
C.F.1 V, =W, En .,
C.F.2 p,=0(x"1") En .,
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en donde .7, define la region interfacial entre las particulas de catalizador y el vapor; y .~

representa las entradas y salidas de la fase y en la frontera de la regién espacial 7~
ilustrada en la figura 2.1.

Ecuacion de movimiento para la fase y':

0

%+ D(pvyv -0, pg, x,07 (233
C.I.2 v, =((x’) Ent'=0
CF3 v, =0(x"t) En %,

donde (Bird y cols., 2001):
I, =plI+z,, eseltensor de presiones de la fase gas,

| , es el tensor unidad o tensor métrico,
1 2
T, = _'uyDy+§/JV(D V:I)I =HP y+§'u X [Lv J)I’ y

Dy = %]’v;— (] ’vy)Tg, es el tensor de rapidez de deformacion.

Notese que en la parte compresible de la relacion de comportamiento de los
esfuerzos viscosos, no se ha considerado el segundo coeficiente de viscosidad, )Iy, debido a

gue no se encontré ningun valor en la literatura, pues hay pocos trabajos que reportan
resultados experimentales (Karim y Rosenhead,1952), pero que no corresponden a las
condiciones de operacion que nos interesan (vapor a 3 atm y 930 K); y aunque, los trabajos
tedricos son mas abundantes, la desventaja que presentan las expresiones que proponen, es
gue son muy complicadas para su evaluacion (Hirschfelder y cols., 1954; Maximov y cols.,
1998; Nikuni y Griffin, 2001).

Por otro lado, Landau y Lifshitz (1959) sostienen que este coeficiente es usualmente
del mismo orden que el primer coeficiente de viscosidad o viscosidad dinamica, 4, ; sin

embargo, hay casos en los que es mas importante; por ejemplo, en la propagacion del
sonido y flujos supersoénicos.

El valor de /\y, depende en forma proporcional a la relaciébn entre la tasa de

compresion o expansion y el tiempo de relajacion de estos procesos. Por lo que, podemos
relajar un poco el no tomarlo en cuenta, si suponemos que la expansién del vapor en los
puntos de inyeccion, es instantanea; de tal modo, que los tiempos de relajacion del proceso
de expansion son cortos.

Los tiempos de relajacion, estan definidos como (Hirschfelder y cols., 1954), el tiempo
caracteristico requerido para la transferencia de energia traslacional a los grados de libertad
internos.

En resumen, aunque este coeficiente pudiera llegar a ser importante en este proceso,
en esta primera aproximacién no se considerara.
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Ecuacion de continuidad para la fase o :

%Jr M(p,v, F O, x' Oy (2.3-4)
C.1.3 P, =0(x’) Ent'=0
C.F4 V, =W, En 7,
C.F5 P, =X(x',t) En .7,

donde .~ representa las entradas y salidas de la fase o en la frontera de la region espacial
Y ilustrada en la figura 2.1.

Ecuaciéon de movimiento para la fase o :

a(po,v
%+ M,V -0 I pg,  x,07 (235
C.l4 v, =p(x’) Ent’'=0
CF.6 v, =¢(xt) En .7,
donde:
I, = p,I+7,;, es el tensor de presiones del solido,

T, €S el tensor de esfuerzos de la fase sélida, cuyo valor es constante en
cada una de las i particulas.

2.4 PROMEDIADO UTILIZANDO FUNCIONES DE DISTRIBUCION

Funcién indicadora de fase

El dominio de definicion de las ecuaciones locales instantaneas puede extenderse a
toda la regién espacial 9 utilizando una funcién de distribucién apropiada (conocida

también como funcion generalizada) X, (x',t’) definida en cualquier lugar y con su soporte
(por ejemplo, el conjunto de puntos para los cuales X, (x',t’) es diferente de cero)
coincidente con % (Gel'fand y Shilov, 1964; Drew, 1971; Soria y de Lasa, 1991).

Debido a que el volumen de la fase k no puede ser ocupado por las otras fases al
mismo tiempo, se introduce el concepto de funcién indicadora de fase X, (x’,t’) , la cual es

una funcién generalizada, definida como (Drew, 1971; 1983; Soria y de Lasa, 1991; Drew y
Lahey, 1993):

.., [, six’ estaenlafase keneltiempot’
X (x",t7) = (2.4-1)
, deotramanera.
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En el espacio-tiempo, X, (x’,t ) es una funcion definida en todos lados. Por lo tanto,
para cada punto, tenemos que:

X, (xt)=1. (2.4-2)

k=y, o

La aplicacion del método de promediado, requiere de satisfacer ciertas condiciones
importantes, entre las mas relevantes tenemos, como sefialan Soria y de Lasa (1991).

a) Una condicién de escala; que nos indica que el volumen promediante V , definido por la
region %" debe seleccionarse tal que (Whitaker, 1969; 1999; Soria y de Lasa, 1991):

(, <1, < L, (2.4-3)

donde,
(., es una longitud caracteristica de las fases dispersas, y

L., es una longitud caracteristica de la estructura de flujo.

b) En un punto fijo X’ representado en “V(X) debe estar alguna de las siguientes regiones,
VLSRR R S (2.4-)

puesto que consideraremos los efectos debidos a la pared del tubo elevador, en (2.4-4),
hemos incluido dos regiones, .7, , que define el area interfacial que forma la k-ésima

fase con la pared del tubo, 2, .

Las ecuaciones de balance locales instantaneas (2.3-1) se pueden representar
mediante la siguiente estructura funcional:

= (v)=0, para X', O (2.4-5)

donde
V , es un vector que representa las propiedades termodinamicas en 9",
", es un operador general local instantaneo, que describe el comportamiento
dindmico del fluido en la regiéon 7.

La X, (x't’) permite extender el dominio de definicion de (2.4-5) a todo 7 (x’).
Aplicando esta funcién en el sentido de funcién generalizada tenemos,

(X, (V))=0, (2.4-6)

donde ( ) es un operador promedio integral en una regién de R®*xR. Ya que = involucra

tanto derivadas temporales como espaciales, se considera un procedimiento general para
poder intercambiar dichas derivadas con el operador promedio. Este procedimiento utiliza
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sisteméticamente el concepto y propiedades de las derivadas distribucionales (Soria y de
Lasa, 1991).

Las ecuaciones de transporte promediadas en una regién % pueden obtenerse en la
forma general:

XNV)=(V (X)) =0, (2:4-7)

en donde, el primer término representa el comportamiento dindmico promedio dentro de 9.
El segundo es el flux neto promedio que proviene de %" hacia la superficie interfacial. Esta
ecuacion es una representacion compacta de la simbdlica, (2.8-10), que se obtendra al
aplicar este procedimiento de promediado.

En el dltimo término de (2.4-7), /(Xk) es una funcién de distribucion tal que (Drew,
1983; Soria y de Lasa, 1991), V =~ (X, )= & (X V) =X~ (V).

PROPIEDADES DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION X, (xt’)

Derivadas distribucionales

La funcion indicadora de fase, que es considerada una funcion de distribucion,
presenta las siguientes propiedades importantes (Drew, 1983; Soria y de Lasa, 1991; Drew y
Lahey, 1993):

oX
at,k =n, W,,J, (2.4-8)
0'X=- nd,, (2.4-9)

donde:
w,,, representa la velocidad de la interface k¢,

n,, representa un vector normal unitario que apunta hacia fuera de la fase k,

d,, , representa la distribucion delta de Dirac, asociada a la interface k¢, en el

contexto de las funciones generalizadas (Gelfand y Shilov, 1964,
Zemanian, 1965; Estrada y Kanwal, 1980).

Si tomamos el producto escalar de (2.4-9) con w,, y sumamos con (2.4-8),
obtenemos el siguiente teorema (Drew, 1983; Soria 'y de Lasa, 1991; Drew y Lahey, 1993):

X,
o’

+w,, I'X,= 0

, (2.4-10)
D X

Dt’
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Esta ecuacion, que representa la derivada material de X, siguiendo a la interface,

tiene una explicacion fisica razonable. Si nos encontramos en un punto fuera de la interface,
entonces X, =1 6 X, =0. En cualquier caso, las derivadas parciales son cero, y entonces

(2.4-10) es cero. Si consideramos un punto en la interface, y nos movemos con ella,
observaremos la funcion X, como un salto constante, y entonces, su derivada material es

cero.

Esta ecuacion es conocida como la ecuacion topolédgica para la funcién indicadora de
fase.

A continuacién, presentaremos unas relaciones importantes con la funcion indicadora
de fase, donde ésta se introduce a los operadores derivada temporal y divergencia:

oY, 0 0X,
=—(X,¥,)——X¥,, 2.4-11

“ ot at'( ) o’ ( )

X D (v ¥ F O (Xv, PO "X, v, ¥, (2.4-12)

Sustituyendo en estas dos ecuaciones las relaciones (2.4-8) y (2.4-9):

oy 0
K ot :( = ?(qu’k) -ny EVMJM‘PK ) (2.4-13)

X D (v, ¥ F O (X v ¥ Oty v, P, (2.4-14)

Estas dos ecuaciones seran de gran utilidad en el desarrollo de teoremas para el
promediado espacio-temporal.

2. 5 OPERADORES PROMEDIO EN EL ESPACIO-TIEMPO

En esta seccion se presentan las definiciones de los operadores promedio que se
utilizaran en el trabajo; asi como también, se obtienen algunos resultados importantes que
seran de utilidad al promediar las ecuaciones de transporte locales instantaneas
representadas en (2.3-1).

El operador promedio espacio-temporal se define aqui como sigue:

T
t+Z

(o) (x1)= %J’%{[w(x’,t’)dt av, (2.5-1)

-1
2

en el cual, la region espacial donde se efectla la integracion, esta referida a su centroide X; y
en forma equivalente, la region temporal en la cual se promedia, estéa referida al punto medio
del intervalo de tiempo t. Esta definicion tiene la ventaja de que las dos regiones de
integracion son independientes, lo cual nos permite intercambiar el orden de integracion sin
ningun problema (Teorema de Fubini).
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El promedio espacio-temporal de la funcién indicadora de fase (2.4-1), viene dado

por:
== ,!:(U Xkdt av (2.5-2)
vV,
(X,) :Vk (2.5-3)
o bien,
(X ) =& (2.5-4)

Por otro lado, el promedio de (2.4-2), nos conduce al siguiente resultado importante:

> (X,)= > &=l (2.5-5)

k=y,o k=y, o

El promedio intrinseco de fase, se define como:
t+
. xt = — X x t xX',t')dtdv . 2.5-6
e 0= ] [ X bt ) 259)

El promedio de fase se define como:

(X o) (xt)= = J’J(] Vdtdv, (2.5-7)

sustituyendo la integral por medio de (2.5-6) y considerando (2.5-3) tenemos una relacion
entre el promedio de fase y el promedio intrinseco de fase,

<Xk'k>: & <'k>k (2.5-8)

donde:
V, .,
& = V representa la fraccién volumen de la fase k,

* , es cualquier propiedad termodinamica con caracter tensorial en general,
k, indica la fase k:{y,a}.

PROMEDIO PONDERADO EN LA MASA DEL CAMPO DE VELOCIDAD

Las variables utilizadas en los modelos promediados se definen en términos de
promedios pesados. Las variables principales se pesan con la funcién indicadora de fase
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X,, 0 promedios pesados en la masa, pesados por X,p, (entre éstas se encuentran la

velocidad, la energia interna y la densidad de entropia). Otras variables son pesadas con la
variable interface [1' X, (Drewy Lahey, 1993).

Como no estamos considerando efectos térmicos, el promedio ponderado en la masa,
se reduce al campo de velocidad solamente.

Cuando se promedian las ecuaciones locales de continuidad y cantidad de
movimiento, utilizando el promedio intrinseco de fase definido en (2.5-6); por ejemplo, la
ecuacion de continuidad para la fase compresible presenta un término fuente; teniéndose
entonces al promediar la ecuacion de conservacién de masa, ahora una ecuacion de balance
de masa.

Es preferible mantener una ecuacién de conservacion, por lo que es conveniente
reconsiderar el promedio del campo de velocidad. Para lo cual, remplazaremos el
procedimiento convencional de promedio (2.5-6) para la variable velocidad por otro
denominado, promedio ponderado en la masa, el cual resulta mas adecuado al tratar con
flujos compresibles (Cebeci y Smith, 1974).

El promedio ponderado en la masa, elimina el término <,by\7y>y en la ecuacion de
continuidad y otros términos en la ecuacién de transporte de momento lineal, tales como
<vy>y<[)y\7y>y y <[)y\7y\7y>y. Definimos una velocidad media ponderada en la masa como
Cebeciy Smith (1974):

(ov)"

<:0k>k

Es importante resaltar aqui, que para un fluido incompresible, el promedio de la
velocidad ponderado en la masa (2.5-9), se reduce como caso particular al promedio
intrinseco de fase de la velocidad,

{vi"

(2.5-9)

{v ‘= <vk>k . (2.5-10)

2.6 DESCOMPOSICION ESPACIO-TEMPORAL
Llamaremos descomposicion espacio-temporal a la representacion de una variable
como la suma de un valor medio <-k>k y una fluctuacién alrededor de ese valor ¢, :
k ~
=) (2.6-1)

Con la condicién de que todas las funciones promediadas en el espacio-tiempo varien
suavemente en él, siempre que, el promedio del promedio espacio-temporal sea igual al
promedio, es decir:
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k
<<.k>k> = (), (2.6-2)
entonces, debe cumplirse que,
¢,)=0. (2.6-3)

Esta descomposicion se propone, en forma similar a la descomposicion espacial
(Gray, 1975) y a la utilizada en el andlisis del flujo turbulento (Bird y cols., 2001), pero con
distinto significado, puesto que la descomposicion espacial es un promedio en una region
tridimensional a tiempo fijo, mientras que el segundo es un promedio temporal en un punto
fijo, en tanto que en la descomposicion espacio-temporal cambian las cuatro variables.

DESCOMPOSICION PARA EL PROMEDIO PONDERADO EN LA MASA DEL CAMPO DE
VELOCIDAD

La velocidad ponderada en la masa (2.5-9) se descompone, de acuerdo a Cebeci y
Smith (1974), como

v ={v} +v,, (2.6-4)
donde v, es la desviacion alrededor del promedio de la velocidad ponderada en la masa.

Con la condicion de que el promedio del promedio ponderado en la masa sea igual al
promedio, es decir:

(v} =fv (269
entonces, debe cumplirse que,
{v.,}*=0 (2.6-6)

lo cual es equivalente a lo que se expresé en (2.6-2) y (2.6-3) para la descomposicion
espacio-temporal.

De (2.5-9) tenemos que:

(pvi) =(m) (v, (2.67)

del mismo modo, tenemos para el término de aceleracion convectiva en la ecuacion de
movimiento, al utilizar (2.6-4),

(o) =(a) (v =(a){((vd (v +w ) ees
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efectuando los productos en (2.6-8),

(o) = (o) vl T e b v (2.6-9)

desarrollando el promedio de cada uno de los términos, y utilizando (2.6-5) y (2.6-6),
obtenemos finalmente:

(Bvvi) =(p) (v (v “§ vvk ). (2.6-10)

Esta expresion serd de suma utilidad en la simplificacibn de las ecuaciones de
movimiento de campo promedio.

2.7 TEOREMAS FUNDAMENTALES PARA EL DESARROLLO DE LAS ECUACIONES
PROMEDIADAS EN EL ESPACIO-TIEMPO

En el Apéndice A, se desarrollan los siguientes teoremas esenciales para promediar
las ecuaciones en el espacio-tiempo.

Teorema generalizado de transporte,

oy 0
<Xk ot :( > :a<xkq’k> _<nk Evkldktlllk> . (2.7-1)

Teorema del promedio volumétrico,
(X, @D(vP)F D (X, v P8 (F0) v F,). (2.7-2)

El primer teorema, es equivalente al teorema generalizado de transporte (Gray, 1975;
Whitaker, 1981; Slattery, 1999), y el segundo, representa una version tridimensional de la
regla de Leibniz para intercambiar diferenciacion e integracion. Este teorema, que se le
conoce comunmente como teorema del promedio volumétrico, fue derivado en forma
independiente por Marle (1967) en un estudio acerca del flujo monofasico en un medio
poroso, por Anderson y Jackson (1967) en el estudio de lechos fluidizados, por Slattery
(1967) en el estudio de un flujo bifasico en un medio poroso, y por Whitaker (1967) en un
estudio sobre la dispersion en medios porosos.

Desde 1967, se han presentado otras derivaciones por Whitaker (1969); Drew (1971);
Bachmat (1972); Gray y Lee (1977); Whitaker (1985); Howes y Whitaker (1985); Soria y de
Lasa (1991); Gray y cols. (1993); y Quintard y Whitaker (1994).

Estos dos teoremas, son esenciales para la obtencion de las ecuaciones
promediadas (Drew, 1983; Soria y de Lasa, 1991; Drew y Lahey, 1993).

Para simplificar el desarrollo del promediado de las ecuaciones locales instantaneas,
obtendremos un tercer teorema, que aqui denominamos combinado, al sumar los dos
anteriores para tener:
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Teorema combinado,

<Xk%+uﬂ(vk\1’k)ﬁ>: gt( )«D]] (sk (v, ¥, >'q) <5k€ﬂg (v wkg)‘l’k>,

(2.7-3)
donde:

nk [(]vk —wkg)‘l’kdt ds
V SKCT ‘[ (2.7-4)

— %aw n, [@Vk —ch)Tk>kc

<5kcnk [Gvk _szz)Tk> =

en (2.7-4), se ha introducido la definicion del area interfacial especifica a,, (Soria y de Lasa,
1991):

& :<5k[> :%, (2.7-5)

donde S, es el area que define la region superficial .7,

Pueden obtenerse relaciones similares a (2.7-4), para los términos superficiales,
representados por el segundo término del miembro derecho en los primeros dos teoremas.

En el Apéndice C, se obtienen a partir del promedio espacio-temporal definido en
(2.5-1) los casos limite, correspondientes a promedio volumétrico y a promedio temporal.

En seguida, utilizaremos las definiciones y resultados obtenidos para promediar las
ecuaciones de balance locales instantaneas de conservacion de la masa y del momento
lineal representadas en (2.3-1), en el modelo de dos fluidos.

2.8 ECUACIONES PROMEDIADAS EN EL ESPACIO-TIEMPO

Trabajaremos esta parte con la ecuacién de transporte local instantdnea general,
(2.3-1); y a partir de ella obtendremos las ecuaciones de campo promedio de continuidad y
movimiento.

Primero multiplicaremos (2.3-1) por la funcion indicadora de fase, con el fin de
extender su dominio a toda la regiéon espacial %", después introduciremos la funcién
indicadora de fase a los operadores derivadas, para finalmente promediar en el sentido de
(2.5-1),

(P¥Y ,
<ka?k+m(vk\Pk)+D]q>; pkf@ 0. (2.8-1)

35



Fruaciones de transporte promediadas en el espacio-tizmpo

Los primeros dos términos quedan de acuerdo con (2.7-3) y (2.7-4) como:

oY 0
<ka+m(vkwk)ﬁ>: a(‘ﬂ‘l’k}k)«m (£k<vkl11k>"4) %%('ﬂ (ve W)¥),, -
(2.8-2)
El tercer término de (2.8-1) puede representarse en forma similar a (2.4-12),
(XMoo F (X2, O 'K, @), (2.8-3)

aplicando (2.5-8) al primer término del miembro derecho y la descomposicion espacio-
temporal a @, en el segundo,

(XM F M (5 (@) 0 %, (@)0( X, ). (2.8-4)

<(I)k>k puede salir del promedio en el segundo término del miembro derecho, al
hacerle una expansion en serie de Taylor alrededor del centroide X de la regién espacial
Y. La serie puede cortarse al primer término cuando (By/r0)<<1 y (ﬁg/ro) <1, que son

las condiciones de escala requeridas al aplicar el método del promediado, (2.4-3) (Whitaker,
1999), con lo que tenemos:

k

(XD (5(@)90 Q) (@ 0( X, @), (2.8-5)
utilizando (2.5-4) en el segundo término del miembro derecho,
(X DP D (5 (@0 7 (@ 0( X, D) (2.8-6)

los dos primeros términos del miembro derecho en (2.8-6) pueden agruparse y utilizando
(2.4-9) en el tercero, obtenemos:

(X D@, F 60 (®F (5] D). (2.8-7)

Mediante un desarrollo similar al que se utilizé en la obtencion de (2.7-4), el segundo
término del miembro derecho en (2.8-7) puede reescribirse como:

(X D@, 5 g0 (@ ¥ %aﬂ,(@ ®,) . (2.8-8)

El dltimo término del miembro izquierdo de (2.8-1) se simplifica por el hecho de que el
campo externo f es constante y utilizando (2.5-8), se obtiene,
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(Xeod ) =(Xp ) =5 (p) . (2.8-9)

De (2.8-2), (2.8-8) y (2.8-9) obtenemos finalmente el promedio de la ecuacion local
instantanea general de transporte (2.3-1):

<xkg%+m(vkwk)+m'q>; pkf@ %(sk<‘1!k>k+)u]] (6 (v ) B (@)
%aké <nk E@Vk _Wké)lllk ‘Hi)k@kc _£k<10k>kf |

(2.8-10)

Esta ecuacion promedio general de transporte corresponde a los balances de masa y
cantidad de movimiento en cada una de las dos fases.

Los balances especificos de masa y cantidad de movimiento pueden obtenerse al
sustituir los términos de la Tabla 2.1.

2.8-1 ECUACION DE CONSERVACION DE LA MASA

Para obtener la ecuacion promedio de la masa, a partir de (2.8-10) de acuerdo a la
Tabla 2.1, hacemos: ¥, = p, y ®, =f =0 y aplicando la C.F.1 y C.F.4; que nos llevan a la

cancelacion del término de flux de masa en la interface, obtenemos:

0

E(Ek <pk>k)+[[]](€k<pkvk>k): 0. (2.8-11)

Esta ecuacién implica que no existe material que cambie de fase; es decir, que el
vapor no se absorbe en las particulas de catalizador, ni las particulas de catalizador se
desgastan por sublimacién en el vapor.

El promedio espacio-temporal del producto de la densidad y la velocidad de la fase k,
puede sustituirse por un producto de cantidades promediadas al utilizar (2.6-7) para tener:

0

E(£k<pk>k)+m(5k<pk>k{Vk}k): 0. (2.8-12)

Esta es la ecuacion de campo promedio para la conservaciéon de la masa de la fase
k. Las fases pueden ser compresibles o incompresibles.

2.8-2 ECUACION DE BALANCE DE CONSERVACION DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

La ecuacion de movimiento de la k-ésima fase se obtiene al sustituir, ¥, = p,v,,
@, =1, y f =g, en(2.8-10),
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%(‘Sk <pkvk>k)+ DD(&'k<,OkaVk>k)l~ 410 <Hk>'l'(
%aké <I‘lk E@k (Vk _Wké)vk +l:[ka>ké _Ek<pk>k g =0

(2.8-13)

aplicando la C.F.1y C.F.4, el término de flux interfacial de cantidad de movimiento debido al
cambio de fase, %aw <nk (o (Vi —Wké)vk@kl , se cancela, quedando:

aietond ) rm(alpun)} &0 F S a (i i)z ala)s 0.@s

En esta ecuacion, puede sustituirse el promedio del producto de la densidad por la
diada de las velocidades de la fase k, por un producto de promedios, mediante el resultado
encontrado anteriormente en (2.6-10), si ademas utilizamos nuevamente (2.6-7) en el primer
término, obtenemos:

%(5k<pk>k{vk}k)+DD(€k<pk>k{Vk} k{ V} k)&- 410 <Hk>¢‘f[ﬂj (Ek‘rg))
3 3 {m M), =5(p) g =0

(2.8-15)
en donde se ha definido,

<10k>k{vk ’Vk} ‘= TS) 7 (2.8-16)

como los esfuerzos turbulentos, que pueden considerarse una generalizacion del concepto
de los esfuerzos de Reynolds (Tennekes y Lumley, 1972).

Por lo tanto, las ecuaciones de campo promedio de masa y movimiento para la fase
K resultan ser:

%(£k<pk>k) + m(5k<pk>k{vk}k): 0, (2.8-17)

Acumulaciéon de masa  Transporte convectivo de masa

0 K K K K K K (t)
E(5k<pk> {v} )+D]](£k<pk> {v¢{ v} )* 40 ()" + DD(“:ka ) *
Acurulacion do cantidad Transporte convectivo de Esfuerztgfallzrginares Transporte turbulento

de movimiento cantidad de movimiento
~ k .
%akl<nk mk>k€_ £k<10k> g =0
4 —_—

Fuerzas volumétricas

Transporte interfacial de
cantidad de movimiento

(2.8-18)
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En (2.8-18), puede destacarse la importancia del &rea interfacial en la determinacién
de las interacciones entre las fases. Basicamente, los efectos geométricos de primer orden
en el término de transporte interfacial, que son tomados en cuenta por la concentracion de

area interfacial, a,,, de tal manera que la transferencia de cantidad de movimiento interfacial
y en general de masa y energia se incrementa con a, hacia un equilibrio mecanico y
térmico (Ishii y Kocamustafaogullari, 1983).

La fraccién volumen y el area interfacial especifica, caracterizan la configuracion
geométrica de un flujo en dos fases (Soria y de Lasa, 1992).

Este sistema de ecuaciones no es cerrado. El promedio espacio-temporal ha
generado muchos términos nuevos que deben analizarse para lograr una cerradura. Asi,
centraremos nuestra atencion en las leyes de cerradura para los modelos de dos fluidos en
flujos multifasicos.

Bouré (1987) cita las siguientes:

» leyes topolégicas, que representan la estructura de la interface y su comportamiento
dinamico, asi como el patrén de flujo, las mas importantes son: de fraccién volumen y
del area interfacial especifica,

» ecuaciones de estado,

« funciones de correlacion,

* leyes para el campo viscoso y términos de conduccion,

» leyes de transferencia (masa, momento y densidades de flux de energia a través de
las superficies de discontinuidad: interfaces, paredes).

Ya que todos los términos en el transporte interfacial involucran el area interfacial
especifica, el modelamiento de la concentracién de area interfacial local es el primer paso
gue debe darse al desarrollar las relaciones de cerradura de un modelo de dos fluidos
confiable (Ishii, 1990).

2.9 CERRADURA DE LAS ECUACIONES PROMEDIADAS EN EL ESPACIO-TIEMPO
Las ecuaciones de movimiento promediadas en el espacio-tiempo (2.8-18), presentan
términos fuente que requieren ser cerrados para tener el modelo completo que gobierna al

sistema de flujo vapor-catalizador. Modelaremos cada uno de estos términos por separado
resaltando su importancia.

2.9-1 AREA INTERFACIAL ESPECIFICA

Primero analizaremos los términos superficiales en (2.8-18), y ya que consideraremos
los efectos debidos a la pared del tubo elevador, tenemos dos tipos de superficies; la que

39




Fruaciones de transporte promediadas en el espacio-tizmpo

considera la presencia de la otra fase (a,) y la que considera el efecto debido a la

interaccion de cada una de las fases con la pared del tubo (a,, ),

;akc <nk Eﬁk>w =a, <nk [ﬁk >y0_ Ay <nk [ﬁk>kw (2.9-1)

en esta ecuacion, las areas interfaciales, a,, y a,, , pueden expresarse de acuerdo con (2.7-
5) como:

9]

a,=a, :7‘1’ (2.9-2)
S
:ﬂv_a (2.9-3)
vV V,
:ie‘a : (2.9-4)
dp

Donde V,, es el volumen que ocupa una particula; dp, es el diametro promedio de

las particulas y &, es la fraccion volumen de solidos. Esta ecuacion muestra que el area

interfacial especifica es una funcion de la fraccion volumen y del factor geométrico
representado por el tamafio de la particula.

Para modelar la otra superficie, partimos también de (2.7-5),

By =% =%gk (2.9-5)

donde SN/V es exactamente el inverso del radio hidraulico R,, que se sustituye para tubos

de diametro interno D, (constante), como:

4
=—¢,. 2.9-6
Ay D, &k ( )

Como puede notarse claramente de (2.9-4) y (2.9-6) el &rea interfacial especifica
tiene dimensiones del inverso de la longitud.

Sustituyendo (2.9-4) y (2.9-6) en (2.9-1):

%Mnk M) dig (n 1) +g (n 1) . (2.9-7)
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2.9-2 ESFUERZOS LAMINARES
Ya que las relaciones de comportamiento para el tensor de presiones tanto del sélido

como del gas, presentan la misma ecuacion, mas no significado fisico de las variables
involucradas, podemos considerarlo en principio, en forma general como:

I, = pl+t,, (2.9-8)

el promedio intrinseco de fase de esta ecuacion, es:

() =(p) 1+(x,)". (2.9-9)

2.9-3 ESFUERZOS TURBULENTOS

El modelamiento de la estructura turbulenta del flujo gas-sélido, se hizo utilizando una
relaciéon de comportamiento similar a la de Newton de la viscosidad, debida a Boussinesq
(1877).

En seguida se discute la forma en que se modeld la turbulencia en cada fase.

Modelamiento de la turbulencia en el vapor

La turbulencia en la fase vapor, representada por el término D]](Ey‘r(;)), se modela

utilizando una de las expresiones mas antiguas. Desarrollada de una manera analoga a la
ley de Newton de la viscosidad (Boussinesq, 1877). La méas sencilla y manejable es la
viscosidad de remolino de Boussinesq, que para una sola fase compresible ), esta dada por

(Slattery, 1999):

= g @V —%( v, ) IE, (2.9-10)

donde, Vv, y I5y son la velocidad de tiempo ajustado y el tensor de rapidez de deformacién

de tiempo ajustado, en la fase ) respectivamente. En este trabajo se postula en forma
similar a (2.9-10) (Valencia, 2001),

) =y ED»V —%( v} y)IE, (2.9-11)
con,
(D,) =t (D{vy}y) . (2.9-12)

entonces, (2.9-11) queda como,
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ol =g éj{vy}ﬁ @{v}y V)I %ﬂ] {v})lg. (2.9-13)

Tomando la divergencia del producto de &, con (2.9-13), obtenemos:

Mg,k - Esyu‘;f[g {v}ym( { v}y_y)T [%( {v})I%, (2.9-14)

donde u,” es un coeficiente constante de intercambio turbulento para el momentum

(viscosidad de remolino), en analogia con la ley de viscosidad de Newton (Bird y cols., 2001).
Sin embargo, es importante sefialar que este coeficiente podria ser funcién de la densidad

promediada del vapor, <,0y>y y del médulo del gradiente de la velocidad promediada del
vapor, HD{VV}VH, si se considera analogo al modelo de longitud de mezcla de Prandtl para

introducir informacion acerca del tamafio de los remolinos a través de la longitud de

tur

mezclado, |_, . Este tipo de modelo hace que U, dependa de la posicion a lo largo del flujo
(Tennekes y Lumley, 1972; Bird y cols., 2001); sin embargo, no se considerara aqui.

Theologos y Markatos (1993) proponen que ,u;”r es del orden de 1,0004, .

Modelamiento de la turbulencia en el sélido

Para modelar la turbulencia en las particulas solidas, consideraremos que la
turbulencia en el flujo gas-sélido, es causada por el elevado flujo de vapor solamente y que la
energia turbulenta que se transfiere al sélido es transmitida en forma reversible por el vapor.
Lo cual, es equivalente a igualar la rapidez de trabajo del vapor con la de los sdlidos; es
decir,

t 14 t g
~mUe Y {V } L —m Qe 4 {Vf} 4, (2.9-15)
viy PUW e v O
tasa de trabajo producido por los tasa de trabajo recibido
esfuerzos turbulentos del vapor por las particulas

sobre las particulas

Por otro lado, el nimero de Stokes indica la independencia del movimiento de los
soélidos con respecto al movimiento turbulento del fluido. EI nimero de Stokes es la razén de
dos tiempos caracteristicos (Yamamoto y cols., 2001):

S=-£, (2.9-16)

donde 7, es el tiempo de relajacion de las particulas y 7, es una escala de tiempo

caracteristica de la turbulencia del fluido. Cuando el nimero de Stokes es cero, las particulas
siguen completamente el movimiento del fluido como trazadores ideales, mientras que a
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nameros de Stokes grandes (rp >T; ) las particulas se mueven independientemente de los
remolinos turbulentos.

El tiempo de relajacidon, representa el tiempo que requieren las particulas para
responder al fluido de los alrededores; es decir, el tiempo que tardan las particulas en
moverse a la misma velocidad del fluido, y que puede estimarse por la siguiente expresion
para flujo de Stokes (Yamamoto y cols., 2001):

d2
T :h, (2.9-17)
P18y,

donde p, es la densidad de las particulas sdlidas y 4, es la viscosidad del vapor de agua.

Hay tres tiempos caracteristicos asociados a la dinamica del sistema (Yamamoto y cols.,
2001):

(2.9-18)

que indica el movimiento relativo de las particulas sdlidas al flujo. El otro tiempo
caracteristico es:

=P

. 12, (2.9-19)
Hy

Iy

que indica el movimiento de las particulas en los remolinos turbulentos pequefios. Por ultimo,
el tercer tiempo caracteristico es:

Teg=—

2 (2.9-20)
Hy

gue indica el movimiento de las particulas en los remolinos turbulentos grandes.

En estas ecuaciones, P, es la densidad del vapor de agua; U, —V,, es la velocidad
relativa de las particulas sélidas a la velocidad de la mezcla con centro en el volumen U, |,

y |z son los tamafios caracteristicos de la microescala y de la escala integral de la
turbulencia, respectivamente. Los numeros de Stokes al considerar estos tres tiempos
caracteristicos son: & =1.475, &,=0.164 y S, =1.5x10"°, obtenidos con datos
caracteristicos que se dan mas adelante en este Capitulo.

El tener nimeros de Stokes del orden de uno, nos indica que el sélido sigue el
movimiento del gas, lo cual es consistente con la forma en la que se propone modelar la
turbulencia en las particulas sélidas.

Modelando los esfuerzos viscosos turbulentos en la fase sélida como:
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= yﬁ;‘fg >y—§(m{v} y)IE, (2.9-21)

donde todo lo que no se conoce de la turbulencia del sélido, se atribuye al coeficiente de
viscosidad turbulenta, que hay que determinar utilizando (2.9-14), (2.9-15) y (2.9-21),

yy;“fg >y—§(m{v}y)|§]{v}é_gﬂ;f% )= 2(]1] )@ {v}”. (2.9-22)

Dividiendo por el modulo de la velocidad del gas H{vy}yH ,

g M, ED»V—%(D}]{V} ) %])n £ /13"% y 2@]] )@ A, (2.9-23)

donde,

k
Ay {Vk} ;. k=y,0o (2.9-24)

son dos vectores adimensionales en las direcciones de los flujos de ambas fases.

Considerando que la direccién que toman los sdlidos es la misma que la del vapor; es
decir, los so6lidos son arrastrados como trazadores por el vapor, se propone:

A, =ah,. (2.9-25)

o y
Sustituyendo esta ecuacion en (2.9-23), se sigue que,

g )" =ag, " . (2.9-26)
Para encontrar a, tomamos el producto escalar de (2.9-25) con 4,
(2.9-27)

al sustituir (2.9-24) tenemos,

{

introduciendo esta expresion en (2.9-26) y resolviendo para 4, obtenemos finalmente:

(2.9-28)
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2

Yy

lutur ~_V gy H{V‘}
i 4 qv}’
El coeficiente de V|sc05|dad turbulenta de la fase soélida resulta ser mayor que el del
H v}’
& v )

Tomando la divergencia del producto de &, con (2.9-21), considerando (2.9-12) y
sustituyendo (2.9-29), la turbulencia en la fase solida se modela como:

tur

(2.9-29)

gas, ya que: —~

sfetpm el 8 ol (4] (0196

O

DE%%D

(2.9-30)

Considerando la viscosidad turbulenta del vapor como constante, (2.9-14) da:

v )+ f '+ ¢, 0
(&) - ﬂ}“’gm_g D(]DD?; ) J;i@ {E}) . E, (2.9-31)

y del mismo modo (2.9-30) queda como:

é . {Vgaué—;@”{vyz 0 (v}’ E
AR A A
© o o :
Dent - B 1 EW‘U{};}ME; a2 ol o) ;
0 0
: z(m{vmé - :
e ’ = vdvbE
(2.9-32)
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Esta forma de modelar la estructura turbulenta, nos conduce a mayor acoplamiento
en el modelo hidrodindmico de dos fluidos, a diferencia de Batchelor (1988), que tiene
particulas con movimientos aleatorios y que propone para la correlacion de segundo orden
de las fluctuaciones de velocidad de la fase dispersa (solidos), que es proporcional a la
concentracion de soélidos por la velocidad promedio de los mismos.

Si el sélido presentara un movimiento autbnomo, esto podria tomarse en cuenta en
(2.9-25), al considerar una dependencia del angulo que toman las particulas al desviarse de
la trayectoria del vapor.

2.9-4 ECUACION DE ESTADO, PARA TOMAR EN CUENTA LOS EFECTOS DE LA
COMPRESIBILIDAD DEL GAS

Como se esta trabajando con una fase que es compresible, deben de tomarse en
cuenta los efectos de la termostética, y por lo tanto es necesario tener una ecuacion de
estado. De acuerdo a las condiciones de presién y temperatura del sistema bajo
consideracion, se propone utilizar la ecuacion del gas ideal:

RT,
MO o, (2.9-33)

P, =

donde:
P, . €s el campo de presion para el vapor,

P, es el campo escalar de la densidad de la fase vapor,

M , es el peso molecular del vapor de agua,
R, es la constante universal de los gases,
T,, es la temperatura de operacion.

Como el proceso es considerado isotérmico, MO =a es una constante, y (2.9-33) se

reescribe como:
p, =ap,. (2.9-34)

Promediando en el espacio-tiempo esta ecuacion, tenemos:

< py>y = a<,oy>y. (2.9-35)

2.9-5 TERMINOS DE INTERACCION CON LAS PAREDES DEL TUBO

Los esfuerzos promediados en la superficie de la pared del tubo estan definidos por,

(n O1) =T,,. (2.9-36)
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Las expresiones que modelan los términos, T,, y T,, se toman de la cerradura de

los modelos de flujo gas-sdlido que utiliza Gidaspow (1994). Estos modelos para T,, y T,y

son una generalizacion de la ecuacion de Fanning comunmente utilizada para el flujo en
tubos,

2

Tow &, =30, fie . (2.9-37)

<Vk>k

2
. . . ny . k
donde €, es un vector unitario en la direccion axial ascendente del tubo, H<Vk> y f son,

el médulo al cuadrado de la velocidad promedio y el factor de friccion, para la k — ésima fase,
respectivamente.

Las expresiones de f,. dependen del nimero de Reynolds, definido por (Gidaspow,
1994):
_ D.p,€,V,
Hy

Re

g

(2.9-38)

Para el flujo diluido, es razonable asumir que el factor de friccidon se calcula como si
sélo se tuviera gas. Por lo tanto, en la region laminar es,

16

fo=—
oF :
Re,

para Re, <2,100; (2.9-39)

en el rango intermedio, se sigue la ecuacion de Blasius,

. 0.0791

para 2,100 < Reg <100,000; (2.9-40)

y para numeros de Reynolds mayores a 100,000 se tiene la ecuacion del factor de
transmision,

1
ﬁ:ZIOQ(Reg Jis)-08. (2.9-41)

Es importante sefialar que no existe una sola forma de tratar la friccion debida a los
sélidos. Una manera es la de relacionar la friccion debida a los sélidos a los esfuerzos
normales y al angulo interno de friccion (Gidaspow, 1994). Otra forma, mas comun en flujos
en fase diluida, es utilizar la ecuaciéon de Fanning para la fase sélida. En particular, para
carbon, el libro de datos IGT-DOE (1982) recomienda el uso de la ecuacién de Fanning con
el factor de friccion dado en la correlacion obtenida por Konno y Saito (1969) en sus
experimentos:

2f v, =5.7x107%,/gD, . (2.9-42)
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2.9-6 MODELO DE CELDA UNITARIA SIMETRICA

Flujos en la micro estructura

Llamamos micro estructura, a la distribucion de flujo que se tiene cerca de una
particula de catalizador (figura 2.2). En esta seccion, se pretende usar la informacién de la
micro estructura para derivar relaciones de comportamiento que sean utilizables en las
ecuaciones promedio. Para tal fin, primero se calcula el nimero de Reynolds para el flujo
alrededor de un grano de catalizador (esférico) a las condiciones de la region anterior a la
inyeccion de gasoleo en el tubo elevador.

Determinacién del nimero de Reynolds para la particula

El numero de Reynolds, basado en una particula de catalizador se define como
(Biesheuvel y Wijngaarden, 1984):

Re, = J0Ps (U"_US), (2.9-43)

p /Jg

con
U,=&U, +&U,, (2.9-44)

donde intervienen las variables de operacion del proceso (variables empiricas):
U., es la velocidad promedio de una particula de catalizador,

U, , es la velocidad promedio del vapor de agua,
& Y &, son las fracciones volumétricas de solidos y vapor respectivamente.

La densidad y la viscosidad del vapor, se evallan a la temperatura y presién de
operacion en la zona ubicada antes de las boquillas de inyeccion de gasoéleo, en el tubo
elevador de una unidad de FCC comercial, Kellogg (1981): 930 K y 3 atm,
aproximadamente.

Tabla 2.2. Valor de propiedades y condiciones de operacién en la zona que se encuentra antes de las
boquillas de inyeccion de gasdleo en el tubo elevador de una unidad de FCC comercial.

Flujo masico de vapor de agua*, m, 42,085 2w =53027 %=
Flujo mésico de catalizador, m, 24_7% =411.67 Kng
Diametro del tubo elevador, D, 46in=1.1684 m
Diametro medio de las particulas de

catalizador, d, 60 um

Densidad del catalizador, o, 1,300 K

Densidad del vapor de agua, o, 0.7065 9=

Viscosidad del vapor de agua, /4, 30 pPals

o ’ ) . . o Iy, KGva
* Este flujo méasico contiene el vapor necesario para llevar el catalizador a la zona de inyeccién (7,725 =% =0.9734 %% )y un

s

flujo adicional de vapor para simular condiciones posteriores a la inyeccion de gasoleo.
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Las condiciones de operacién que se presentan en la Tabla 2.2 se adaptaron del
manual de operaciones de Kellogg (1981); en tanto que las propiedades fisicas del vapor de
agua, se estimaron con la ayuda de las Tablas de vapor (Balzhiser y Samuels, 1977) y de las
gréficas de propiedades reducidas (Bird y cols., 2001).

El flujo masico, m_ (k=g,s), esta relacionado con la velocidad intersticial de la
k — ésima fase mediante la relacion:
Om O

U, =0—0 (2.9-45)
003 O

S, es el area de seccion transversal del tubo elevador, que en este caso es de 1.0722 m2.

En el Apéndice B se obtienen: la fraccién volumen de sélidos junto con los valores de
las velocidades intersticiales de las fases utilizando (2.9-45), obteniéndose que

£ ~0.04158, U, =7.215 ¢ y U, =7.3037 . Estos valores nos conducen a una

velocidad de la mezcla con centro en el volumende U, =7.3 .

En estas condiciones, el numero de Reynolds de una particula de catalizador en la
zona que se encuentra antes del punto de inyeccion de carga fresca, se calcula a partir de

(2.9-43) y de los valores obtenidos arriba, con el resultado, Re, =0.12, que corresponde a
la region de flujo laminar.

El hecho de tener un flujo laminar cerca de las particulas en un flujo altamente
turbulento, puede explicarse mediante las escalas de la turbulencia. En este sistema, los

remolinos més grandes, |. son de aproximadamente 50 cm de radio (en el orden de tamafio
del radio del tubo) y los més pequefios, |, de 1.5 mm aproximadamente (Gallardo, 2003), por

lo que en los remolinos pequefios caben muchas particulas que se desplazan en ellos con
flujo laminar. Entonces, en una zona cercana a las particulas de catalizador, dentro de un
remolino turbulento, podemos utilizar la teoria de flujo reptante alrededor de una esfera para
modelar los términos que requieren de cerradura.

Con fines de determinar la expresion del factor de friccion de Fanning que hemos de
utilizar en (2.9-37) para el vapor, se calcula el nimero de Reynolds, basado en la velocidad

del vapor, mediante (2.9-38), dando Re, =192,611. Esto corresponde al intervalo de
aplicabilidad de la ecuacion del factor de transmision (2.9-41).

Modelo de celda unitaria simétrica con flujo reptante

Se utiliza un modelo de celda unitaria simétrica, con flujo reptante para obtener
informacion acerca de los términos que requieren de cerradura en las ecuaciones de
movimiento de campo promedio. La solucion del problema de flujo considerando una sola
esfera en cada celda es una buena aproximacion a la situacion con muchas particulas,
cuando las particulas estan suficientemente separadas y no entran en contacto; es decir,
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para flujos diluidos. Asi, cada esfera se aisla en el sentido de que sélo interactia con sus
alrededores a través de campos promediados (Drew y Lahey, 1993).

Escogemos el radio de la celda, tal que,

, con I, <r.. (2.9-46)

Figura 2.2. Celda unitaria simétrica con flujo reptante, donde se muestran las escalas utilizadas.
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Los términos que se analizaran utilizando este método son: <‘ry>y, <py>y, <p[,>a,
<nyEl~Iy>W y <ng [ﬁa>0y-

Solucién de la microescala

Partiremos de la solucién del problema de flujo reptante en estado estacionario de un
fluido newtoniano incompresible alrededor de una esfera estacionaria, la cual es presentada

en el Apéndice E (Bird y cols., 2001). En la cual py, es la presion en el plano z=0 alejado
de la esfera (E.1), cuyo valor es constante para cada particula (figura 2.2).

Como la solucion de Stokes utilizada para los célculos es estacionaria, los promedios
espacio-temporales, son equivalentes a los promedios espaciales o volumétricos.

Las expresiones para los términos <ry>y, <py>y, <pg>g, <nyEﬁy>yJ y <na Eﬁa>0y'

que se obtienen a partir del modelo de celda unitaria simétrica con flujo reptante, se listan a
continuacion.

1) Para evaluar <‘ry>y; se sabe que el promedio de un tensor es igual al promedio de

sus componentes. Los esfuerzos viscosos del vapor promediados en el volumen
son cero, debido a que intervienen integrales de funciones trigonométricas que se
integran para toda la esfera y cuyo resultado es cero, por lo que:

(z,)" =0. (2.9-47)

La interpretacion fisica de este resultado, es que los esfuerzos viscosos del vapor
se cancelan debido a la simetria del flujo.

2) La presion de la fase continua se evalia con (E.1l), y la transformacion de la
coordenada axial en coordenadas esféricas: z=r cos@ , obteniéndose:

2m i

v _ 2 4 o
<I0y> _—gn(rf _rs) '!’!;[ p,r*dr Sln9d9d(0. (2.9-48)

= ng

El modelo de celda fue consistente con la hipotesis, sobre un campo de presion
donde no se distingue la presencia de una fase de la otra; es decir:

(p,) =(p,)" (2.9-49)

3) Promediando los esfuerzos superficiales totales (de presion y viscosos) del vapor,
en la superficie de la esfera en la celda; y promediando también, las condiciones
de salto de masa y movimiento en la interface, a fin de establecer la relacion entre
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los esfuerzos superficiales en la interface, se obtuvieron los esfuerzos
superficiales totales (Apéndice E),

<ny I:l:[y>ya = _<n‘7 I]I‘T>Uy
n 0o - (2.9-50)
= %pggdp +dipﬂguﬁez

(2.9-50), contiene dos contribuciones, la primera debida a la flotacion, y la segunda, al
arrastre interfacial causado por la friccibn de forma y al arrastre viscoso. Es importante
resaltar aqui, que esta ecuacion cumple con la tercera ley de Newton.

El arrastre interfacial es el término mas importante que determina el equilibrio entre
las fuerzas de interaccion entre las fases (Ishii y Kocamustafaogullari, 1983). Sin embargo,
existen otros términos, como los de inercia inducida; debidos a la masa virtual y a las fuerzas
de Basset, entre otros que deben evaluarse (Ishii, 1990).

Currie (1993) define la masa agregada o virtual como, “la masa del fluido que, si
estuviera moviéndose con la misma velocidad que el cuerpo, tendria la misma energia
cinética que todo el fluido”. En el caso de flujo potencial alrededor de una esfera, esta masa
corresponde a la masa de fluido contenida en la mitad del volumen de la esfera.

Esta masa, que en muchos casos resulta ser de importancia, sobre todo en estudios
de ondas (Lahey, 1991), no se considera en el flujo reptante, debido a que el concepto de
masa virtual no puede extenderse al caso de flujo reptante alrededor de una esfera, ya que
resulta ser infinita (Apéndice D), esto se debe a que el flujo es tan lento, que la esfera
arrastra muchas capas de fluido, teniendo entonces una masa agregada muy grande.

La fuerza de Basset, que es el efecto de aceleracién en el arrastre viscoso y en el
desarrollo de la capa limite, toma en cuenta el efecto de historia del cambio de la fuerza
viscosa, y para el caso mas simple se expresa como una integral temporal (Ishii, 1990). Si se
guisiera modelar mediante el modelo de celda, deberiamos de obtener la solucion en la
microescala del problema de flujo reptante en estado transitorio, pero esto queda fuera de los
alcances de esta tesis.

Nétese que no evaluamos los esfuerzos turbulentos con este modelo, ya que éstos se
dan en otra escala; es decir, la hipétesis de la soluciéon de flujo reptante utilizada aqui,
implica velocidades relativas muy bajas y consecuentemente la eliminacién del término
inercial en las ecuaciones de Navier-Stokes, el cual es un término muy importante en la
turbulencia; es por ello que al utilizar la teoria de flujo reptante en el modelo de celda unitaria,
no deben evaluarse los esfuerzos turbulentos; a diferencia de cuando se utiliza la teoria de
flujo potencial donde si se evaltan (Drew y Lahey, 1993).

Con estos resultados queda cerrado el modelo hidrodinAmico de dos fluidos. En
seguida analizaremos el conjunto de ecuaciones correspondiente al modelo compresible
cerrado, se realizardn algunas simplificaciones al modelo y se proyectaran las ecuaciones
vectoriales en la direccion axial del tubo. Por dltimo, para cerrar este Capitulo y debido a su
importancia como caso particular, se obtendra el modelo incompresible correspondiente al
modelo compresible unidimensional.
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2.10 MODELO HIDRODINAMICO COMPRESIBLE
2.10-1 ECUACIONES PROMEDIADAS Y CERRADAS PARA CADA FASE

Incorporando las cerraduras en la ecuacién de balance de conservacion de cantidad
de movimiento (2.8-18). (No se sustituira todavia la ecuacion de estado para la fase
compresible, ni los términos de turbulencia debido a su tamafio),

2ata) (vl ) mala) v T Y & (¥ B (T (ad)

6 ~ 4 '
d_“:a (<nk pk>kg +<nk Bk>ka)+E£kaW _5k<pk>kg =0

p t
(2.10-1)

Esta ecuacién puede reescribirse, al utilizar la ecuacion de continuidad promedio (2.8-
17), como:

fla) FEHw) T @ (¥ @ (e (o)
4

6 _
- & ((nk P + (N H-k>ka) +E

q E T _£k<10k>kg =0
p t

(2.10-2)
Especializando esta ecuacion para cada fase tenemos:

para el vapor, K=y
Slo) v} w0 (o) | (4t (4
diga (<nyr)y>yg+<nyﬁy>yg) +%£;I'W _£y<p >yg :0,

(2.10-3)

y para los sélidos, k=0

e () B v TR+ e (0 @ (A ()

(2.10-4)
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2.10-2 SIMPLIFICACIONES AL MODELO

En (2.10-4) puede despreciarse el término correspondiente a la divergencia del tensor
de esfuerzos del sélido, ya que al ser considerado rigido, y sus esfuerzos ser constantes en
cada particula, no presenta ningun flujo de esfuerzos a través de su interior. Esta condicion,

implica que el término de divergencia es regular en su volumen (Biesheuvel y Wijngaarden,
1984), y permite reescribir la ecuacion de movimiento para los sélidos como:

£,(p,) @%ﬂva} y DD@ v} %+ el (p, (egrgj)

6 _ 4 o
d_pga (<ncr pa>gy+<ncf |30>g'y) +EEUT0W _£a<pa> g =0

(2.10-5)

Otra simplificaciébn que tomaremos es la de considerar que los campos promedio de
velocidad son unidimensionales, con componente axial; es decir:

{(v}“dvg " (2.10-6)

Lo cual no es muy restrictivo en la descripcion ondulatoria que nos interesa hacer, ya
que la direccion mas importante para el andlisis de estabilidad lineal con la propagacion de
ondas es la ascendente en el tubo segun demostré6 Chappelear (1966).

2.10-3 VARIABLES EMPIRICAS

La asociacion de las variables promedio y las que se obtienen de las mediciones en
planta (variables empiricas), es como sigue:

(o) =0, (2.10-7)
{v}“=v,, (2.10-8)
U, =v,, (2.10-9)

donde k=0,yy o=s y=g.

Algo que resulta interesante resaltar aqui, es que la forma en que deben tomarse las
mediciones, debe estar de acuerdo con la definicién del promedio definido en (2.5-1).

2.10-4 RESUMEN DE LAS ECUACIONES DEL MODELO DE DOS FLUIDOS

A continuacion se presenta el conjunto cerrado de ecuaciones que gobiernan la
hidrodinamica del tubo elevador antes de la seccion de inyeccidbn de gasoleo (lecho
fluidizado),
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0

a(‘sgpg)m]](ggpgvg): 0 (2.10-10)
[, 0%v 0 &P vl N+ g, O
Da D wr DQ g g g
E +v_ OV + &
gpgai g Hg P ’UQE%%D(]DVQ_)‘;B(] \q) Egé
6 3 o 4
l d +> U ST, - =0
dp gs%pgg p+dp :ug tﬁez-i-Dt gg gw ggpgg
(2.10-11)
%(ESPS)JfDD(%PSVS): 0 (2.10-12)

O O
sspsﬁg—twsﬂﬂﬁv; Hpm (e diss%pggdp diugutﬁez Sty aom 0
p t

p

(2.10-13)
donde,

8 & Ml Gy 08 G o B

O L L3 Un?v O le 1200 v, U

B E V, WQE 0% vy D/QE B

0] N
DD( ML _ % BE H"g”i% 1 va 2 - D 2.10-14
P AP Fy e 36y (e o @109

] ] S g [ S g ]

O] ’ O

O 2 O v, | B U

L - -

& O "=ed H

aqui vaH2 es el modulo al cuadrado de v, vy,

U, =U, -v,, (2.10-15)

es la velocidad terminal de las particulas sélidas (en un medio estancado, Apéndice E).
Sustituyendo la velocidad de la mezcla U, de (2.9-44), y rearreglando obtenemos:

U, =¢, (vg —vs). (2.10-16)
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Esta ecuacion nos indica que la velocidad terminal es igual a la fraccién volumen de
gas, multiplicada por la velocidad relativa de los sélidos al gas. Esta cantidad es mayor que
cero y tiene la direccion del vapor de arrastre.

A continuacién, proyectaremos el sistema de ecuaciones diferenciales parciales en la
direccion axial del tubo.

2.10-5 MODELO UNIDIMENSIONAL

En esta seccién se presenta el conjunto cerrado de ecuaciones que describe la
hidrodinamica del flujo gas-solido en la direccion axial del tubo elevador. Esta hipotesis
permite visualizar los efectos ondulatorios en el sistema. En el Apéndice F se obtienen estas
ecuaciones al proyectarlas en la direccion z con el resultado,

0 0

a(ggpg)-'-a(ggpgvg) :0 (210'17)
9 9 . _
at( Slos) az(gspsvs) =0 (210 18)

0Py 4, O 0%, 95 0y0

gloDa+viD + —E/j + +
ggEﬁ_t gGZHVg 90z 3 gﬁgazz 0z azﬁ

18 2 _
?'ug‘gsgg (Vg _VS) +Epgggvg foe +0,9 =0
p t

(2.10-19)

. 00, 90 +£6p 4 M v,00%, aD VDGVE_
S'OSEQTt SOZBVS "9z 3% %EVDDGZ aq] VEOZQ

i—?ugeseg(vg—VF—psfsvsf +&,(p.-p)9 =0
p

t

(2.10-20)

Ps = Py (2.10-21)
Py, =ap, (2.10-22)
g te =1, (2.10-23)

Es importante notar que en el caso limite en que £, =1y & = 0; esto es, sélo el gas

esta presente, recuperamos las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido compresible,
cerrado con la ecuacion del gas ideal y un modelo tipo Boussinesq para la turbulencia.
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2.10-6 MODELO CONSIDERANDO AMBAS FASES COMO INCOMPRESIBLES

Un caso particular importante del modelo obtenido, es el modelo incompresible; es
decir, en donde las dos fases se consideran incompresibles.

En este caso, la densidad de las fases es constante y la velocidad ponderada en la
masa se vuelve la velocidad promedio intrinseco de fase, de acuerdo con (2.5-10). Por otro
lado, los resultados encontrados con el modelo de celda siguen siendo validos, asi como las
otras definiciones y cerraduras propuestas.

La turbulencia sigue modelandose de la misma manera, a pesar de que en ella se

utilizé una relacion de comportamiento para el flujo compresible; esto se debe, a que en
flujos multifasicos la ecuacién de continuidad para un fluido incompresible toma la forma:

D&,V JF = %, (2.10-24)

en tanto que, en el flujo monofasico incompresible es:
(v, F o. (2.10-25)

Las ecuaciones (2.10-17) y (2.10-18) se reducen a:

oe, 9 B
a—t@‘+5(sgvg) =0, (2.10-26)
de, 0

= +—(£V,) =0, 2.10-27
ot 62( ) ( )

(2.10-19) y (2.10-20) siguen siendo validas, en tanto que la ecuacion de estado (2.10-22) ya
no se considera.

Este modelo servira en todos los desarrollos posteriores, como base para la
comparacion con el modelo compresible.

57



CAPITULO IIl. DINAMICA ONDULATORIA

58



Dindmica ondulatoria

3. DINAMICA ONDULATORIA

3.1 Introduccioén

La teoria ondulatoria es una técnica muy poderosa para analizar flujos no
estacionarios y respuestas transitorias. En algunos casos los cambios en el régimen de flujo
pueden ser atribuidos a inestabilidades que resultan de la amplificacion de ondas (Wallis,
1969; Batchelor, 1988; Ledn y Liné, 2001).

Las ondas surgen como una respuesta que da un medio a un cambio, debido a que
se sac6 del equilibrio al sistema; es decir, cuando se provoca una perturbacion. Las ondas
tienden a propagar cambios continuamente en algunas variables a través del medio; si el
cambio no se propaga continuamente, estas ondas se denominan ondas de choque.

Entre las clases de ondas mas importantes, tenemos las ondas de continuidad y las
ondas dinamicas. Las de continuidad ocurren cuando hay una diferencia de concentracién en
alguna propiedad del material; de tal manera que se establezca un flujo que ocasione una
propagacion ondulatoria. Matematicamente, éstas surgen, por ejemplo de los balances de
masa. Las ondas dindmicas, por otro lado, dependen para su propagacion, de fuerzas que
aceleren al material; es decir, estas ondas estan asociadas al balance de cantidad de
movimiento, ya que en éste, estan consideradas las fuerzas que acttan en el material. Como
es de esperarse, estos dos diferentes tipos de ondas pueden coexistir en un mismo medio,
teniéndose una jerarquia de ondas; es decir, cuando ondas de diferentes 6rdenes aparecen
en un mismo problema. Estas ondas interactian en el material, logrando amplificarse o
extinguirse, ya que las ondas son el resultado de una perturbacion, que viaja en el sistema
con ciertas velocidades de propagacion. La interaccion entre las diversas ondas determina
cual domina el movimiento y por lo tanto, gobierna la estabilidad del flujo (Wallis, 1969;
Whitham, 1974).

Muchos fendmenos ondulatorios en dos fases, particularmente las ondas
interfaciales, tienen un caracter bi- y tri- dimensionales. En esta tesis, por simplicidad
abordaremos solamente los efectos ondulatorios en una dimension.

Se dice que un conjunto de n ecuaciones diferenciales parciales implica n ondas en
general; sin embargo, estas ecuaciones no son independientes, ya que puede obtenerse una
ecuacion unificada de orden superior que represente una perturbacion en cualquier
propiedad que aparezca como variable dependiente en el conjunto original de ecuaciones
(Whitham, 1974; Bouré, 1988).

Cuando consideramos a las dos fases incompresibles; la presiébn se vuelve una
variable mecanica, y se espera que las ondas de presion sean degeneradas y que viajen con
velocidad infinita; mateméaticamente, esto se entiende como una respuesta inmediata del
material ante una perturbacion, la cual se transmite con velocidad infinita a través de él;
ejemplos de este tipo de comportamiento, los tenemos en procesos difusivos, que tienen
ecuaciones parabolicas asociadas. En el caso de tener un proceso con un fluido
incompresible, se pierde un grado de libertad, al no permitirle al fluido que se comprima o
expanda para poder disipar la energia ocasionada por la perturbacion producida. Aungue las
ondas de presion, todavia retienen su importancia, se renuncia a cualquier posible
acoplamiento entre las ondas de presion y las ondas de fraccion volumen (Bouré, 1988).
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En este trabajo, como se considera que una de las fases es compresible, deberemos
ser capaces de describir ondas de presion.

En este Capitulo, se partira del modelo hidrodinamico obtenido en el Capitulo Il, que
es un modelo cerrado, no lineal, de cuatro ecuaciones diferenciales parciales para las

variables dependientes: £, p,, V, Y V. Para estudiar las ondas de fraccion volumen y de

presion se hace un andlisis de estabilidad hidrodinamica lineal, a partir de las ecuaciones
hidrodindmicas linealizadas.

3.2 LINEALIZACION DE LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS

Retomando el conjunto cerrado de ecuaciones (2.10-17)-(2.10-23) y con fines de
simplificar la nomenclatura, de ahora en adelante denotaremos a, £, =€y p;=p, =p. El

sistema de ecuaciones (2.10-17)-(2.10-23) se puede reescribir como:

ov
pB)— EBat p epa— =0, (3.2-1)

—0, (3.2-2)

2
gBDa aDV op_4 H 0V +g%D+
Eﬁ g625 az 3

(1_5),0 0o ny iD (1 E)ap 4 turlI] V D62 +6D£VD6LD_
*Hot SGZH oz 3 %EVSDGZ a}% VE@ZE

18 2 0 o0 :
d—gllg(E(l—s)(vg —vs) +E Os (1—g)v§ fo +(1 —g) BDS _EBg -0

(3.2-4)

Este conjunto de ecuaciones diferenciales parciales, se linealiza siguiendo un método
bien conocido en estudios de analisis de estabilidad hidrodindmica lineal (Chandrasekhar,
1961). Este método consiste en descomponer cada una de las variables en un valor
promedio en estado estacionario mas una pequefia perturbacion alrededor de éste.
Matematicamente, esto se expresa como:

W=y (2)+P(zt), (3.2-5)
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en donde ¢ puede ser &, p, V, 0 V.

Aplicando (3.2-5) a las ecuaciones (3.2-1)-(3.2-4) y reteniendo sélo los términos de
primer orden en (J se obtiene, después de un desarrollo laborioso (Apéndice G), las
ecuaciones,

A£+B£E+C£2—2+szo. (3.2-6)
ot 0z 0z

(3.2-6) es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden, para
saber si este sistema es hiperbdlico, el discriminante debe ser mayor que cero, y ya que sélo
tenemos un término de segundo orden (en la direccion z), y ningan término de segundo
orden en otra direccion espacial, 0 en otra variable. Por otra parte, no hay términos de
segundo orden con derivada cruzada. Por lo que el discriminante resulta ser igual a cero
(Carrier y Pearson, 1988; Arfken, 1995), y entonces (3.2-6) no es hiperbdlico sino parabdlico.

Las matrices A, B, C y D, de tamafio 4x4 y funciones de z, estan definidas en el

~ ~ ~ ~ \T
Apeéndice G. El vector u esta definido como, u =(£ PV, VS) :

Si se considera un estado uniforme; esto es, ¢/, =, , donde ¢, :{50, Pos Vo vso} es

constante, podemos reducir significativamente (3.2-6) al eliminar todos los términos %
z
que aparecen en las matrices A, B, C y D, para obtener:
2
AOE%—‘:+BO£§+CO%—‘:+DOEJ =0, (3.2-7)
z z

en donde las matrices A,, B,, C, y D,, ahora son constantes. Dichas matrices, también se
definen en el Apéndice G.

3.3 ECUACIONES DE ONDA DE FRACCION VOLUMEN Y DE PRESION

Partiendo de las ecuaciones linealizadas (3.2-7), obtendremos las ecuaciones de
onda que caracterizan la propagacion de las perturbaciones en la fraccién volumen y la
presion de la fase vapor en el lecho, alrededor de un estado uniforme.

Primero, derivamos (3.2-7) con respecto a Z:

2 2 3
A, Egz; +B, nglj +C, nglj +D, % =0. (3.3-1)

Por otra parte, si tomamos de este sistema la ecuacion de continuidad del vapor y
resolvemos en ella para la tercera derivada espacial de la velocidad, con el fin de poder
eliminarla en desarrollos posteriores, se sigue que:
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%, 100 | 00, 1009 | o0,
07 z 7o worE pHorat o 632
_L 9 *00é . pO ' '
SO0 +—0

[F)Zzat Yoo 0’06 Pl

Sustituyendo de las ecuaciones de continuidad (3.2-7) las derivadas espaciales de la
velocidad del vapor y del catalizador junto con (3.3-2) en las ecuaciones de movimiento de
(3.3-1) (ultimas dos ecuaciones) y después de un desarrollo algebraico laborioso (Apéndice
H) se obtienen las ecuaciones de onda:

para el vapor,

gxzaa_ +)\31 ZH g)\SB )bsjﬂ
go ., 0o GDA

Z
00 . @ =] e
o2 P %2 gl ar "o P el 5 oo a7 NH a Twgg P

(3.3-3)
y para el catalizador,
Da 0o 6D azs* D a dj
+)\ — £¥+K +A —
2 2 ' '
K 0°p* 0o 0 Jo°p* o0 ., 0

w2 5 K Ba_t *Cgs EW +KSCJ.Ha sljﬂ p*

donde las variables dependientes en estas ecuaciones, se adimensionalizaron utilizando:

y =L

E=—y p
Po

(3.3-5)

om |“’))

con el fin de tener las perturbaciones normalizadas.

Considerando el conjunto de pardmetros de la Tabla 3.1 para el estado uniforme, se
obtienen los coeficientes y velocidades de propagacion de las ecuaciones de onda (3.3-3) y
(3.3-4). Tablas 3.2 y 3.3, respectivamente.

Las ecuaciones de onda (3.3-3) y (3.3-4) estan acopladas y son de tercer orden, tanto
en la fraccién volumen, como en la presion. En estas ecuaciones encontramos velocidades
de propagacion de las ondas, de primero, segundo y tercer orden (Tabla 3.3), las cuales se
analizaran méas adelante.
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Tabla 3.1. Valores de constantes y de los pardmetros en el estado uniforme.

Constante/Parametro Valor
a 429,472.66 m’s™
d, 60 um
D, 1.1684 m
for 0.01576
fe 0.0134
g 9.81 ms™
L 27.6 m
Py 3 atm =303,990Kg,, (m 3?)"
Vo 7.3037 ms™
Voo 7.215ms™
& 0.95842
Hy 30u Kg,, (ms)™
' 30,0004 Kg,, (ms)™
Os 1,300 Kg,m™
Tabla 3.2. Coeficientes de las ecuaciones de onda (3.3-3) y (3.3-4).
[
Coef. 1 2 £
18 4 fQF P 4 ur
Kgi (3.3-3) d—E,Ug +a—Q PoVgo zo §,U;
18 ng P 4 ur
Ky (3.3-3) d_ﬁ 9 (1‘50) +a—Q BoVgo ;O E,U;
18 4p.fo 4 .V
) _ - S \Y; - ur g0
Kai (3.3-4) ds g D, s0 Ps 3 Hy V.
18 1-¢ 4 Y/
. _ - 1-¢& 0 o tur 790
Ksm (33 4) ds 'uQ ( 0) £, Po 3 l’lg Vy,
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Tabla 3.3. Velocidades de propagacion (Vp) de las ecuaciones de onda (3.3-3) y (3.3-4), asi como su
estimacion en el estado uniforme utilizado.

i
» 1 2 3
18
?/’Ig %‘o (Vgo ~Veo ) 05"' po gO
P Y/ Y/
Ag 18, + Ao PoV. —907 3037 —907 3037m
0Yg0 - . —- -— . —
d™? aD, ¢ s s
=7.32
2f e P ap
gF M0 2 0
V.. +
aD,  ag, Vgo £/2
c Yo "7 4f ¢ =662.65m |
i _ F —_ . —
° 42 Ha(1=&) +_J- Povio 02 * | =7.3037m
i t c;, = -648.042
=7.30192
2:05 st V2 _D P, U s (V ny )
Dt sO BOS a Hg d2 I'Ig HISO 0 go sO E
Vv
)\si 4ps st \V; +E \:SO m g
D s0 d2 l'lg = 7215? = 73037%
t p
=7.20472
_op,d; v
C. ® 18u ca g
: Hafo =7.3037m
=7.303652

Con el fin de analizar (3.3-3) y (3.3-4) como ecuaciones de jerarquia de ondas o
procesos de interaccion de ondas, resaltaremos la informacion fisica contenida en los
coeficientes y la relacionaremos con los parametros fisicos del proceso de fluidizacién (Liu,
1982).

3.3-1 COEFICIENTES DE LAS ECUACIONES DE ONDA

Analizando cada uno de los coeficientes, en el orden en que aparecen en (3.3-3) y
(3.3-4),
K K
gA2 gc2
A2\, 92 3.3-6
K Y K ( )

gcl gcl

Los numeradores de estos pardmetros (correspondientes al primer coeficiente de
(3.3-3) y (3.3-4)), en si mismos no son muy significativos; pero el cociente expresado en (3.3-
6), representa tiempos de relajacion del proceso ondulatorio (Liu, 1982).
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Los coeficientes, K, =K son simplemente la viscosidad efectiva de la fase

gc3 !
vapor. Notamos que los efectos viscosos, en las derivadas de mayor orden en las
ecuaciones de onda, tienden a difundir las sefiales en la direccion axial (z) del tubo. Y ya
gue un operador Laplaciano esta actuando en una onda de primer orden, puede interpretarse
como un efecto de dispersion de la onda de primer orden (Liu, 1982).

La fase compresible (vapor), tiende a propagar las sefiales de presion en la direccién

Z a la velocidad del sonido \/5, como se indica en las velocidades de propagacion de
segundo orden en la presién en la ecuacion de onda correspondiente a la fase continua (3.3-

3).

El primero de los términos en los coeficientes K ,; y K en las ondas de primer

gcl?
orden de la fase continua, refleja el arrastre interfacial ejercido por el vapor en los sélidos y el
segundo, la interaccién por parte del vapor con las paredes del tubo.

El andlisis de los coeficientes para la fase dispersa (3.3-4), es equivalente al de la
fase continua; por lo que, nos limitaremos a discutir sélo los que tienen una interpretacion
diferente.

Los coeficientes 0% DK H % DK corresponden al coeficiente de
ICI OR ez =07 1 Rgas ICI
%—fom Ol-&d

viscosidad efectiva de los sélidos, modelado en la seccién 2.9-3, ecuacion (2.9-29).

En forma similar a la del vapor, en los coeficientes Ky, y K, esta contenido, el

arrastre interfacial ejercido por el vapor en los sélidos y la interaccibn por parte del
catalizador con las paredes del tubo, que se refleja en una disipacién de energia.

3.3-2 VELOCIDADES DE PROPAGACION ASOCIADAS A LAS ECUACIONES DE ONDA

A continuacién analizaremos las velocidades de propagacion que intervienen en el
proceso ondulatorio, representado por las ecuaciones (3.3-3) y (3.3-4).

La onda de continuidad de primer orden del vapor, A_;, viaja a una velocidad muy

gl
cercana a la del vapor de arrastre en el estado base (Tabla 3.3); en tanto que, la onda de
continuidad de primer orden del catalizador, A, viaja aproximadamente a la velocidad del

catalizador en el estado uniforme (Tabla 3.3).

La onda de presion de primer orden del vapor, Cy,

viaja aproximadamente a la
velocidad del vapor en el estado uniforme; en tanto que, la onda de presion de primer orden
del catalizador, C, viaja muy cercanamente a la velocidad del vapor en el estado uniforme

(Tabla 3.3).

Tanto las ondas de fraccion volumen de segundo orden, como las de tercer orden del
vapor, viajan a la velocidad del estado uniforme del vapor, A, =A 5=V, ; en tanto que, la
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onda de continuidad de segundo orden de los soélidos, A, , viaja a la velocidad de los sélidos
en el estado base (Tabla 3.3).

Puede verse que en las ondas de presion de segundo orden, cgz = Vg0 i\/a, esta

presente la velocidad del sonido, JE (c. fr. Gidaspow, 1994).

Mediante las Tablas de vapor, se estimé la velocidad del sonido en el vapor a las
condiciones del tubo elevador (en la seccion anterior a la inyeccion de gasoéleo),

encontrandose que es de aproximadamente 731 T ; la cual, es comparable a la obtenida
con el modelo (Tabla 3.3).

Esta onda, tiene una interpretacion fisica sencilla, si pensamos que viajamos a la
velocidad del vapor en el estado uniforme, veriamos que la sefial de presion se difunde en
ambas direcciones a la velocidad del sonido, como se muestra en la figura 3.1.

Figura 3.1 Interpretacién esquematica de la velocidad de la onda de presién de segundo orden.

Las ondas de tercer orden en las ecuaciones (3.3-3) y (3.3-4) tienen la estructura de
un operador de onda de primer orden aplicado a una segunda derivada espacial de la

variable (f)*,é‘*) , que representa un proceso difusivo viajando en la onda de primer orden.

En los cuatro términos de tercer orden, las velocidades resultan ser la velocidad del vapor en
el estado base, por lo cual estos términos representan procesos de dispersion de la onda de
primer orden que viaja a la velocidad del vapor.

El hecho de que todas las ondas de tercer orden tengan la misma interpretacion y
valor, se debe al acoplamiento impuesto en la modelacién de la estructura turbulenta del flujo
gas-soélido.

Ahora obtendremos la ecuacién de onda para la fraccion volumen asociada al modelo
incompresible, siguiendo la misma metodologia utilizada para obtener las ecuaciones de
onda para la fraccién volumen y presion.
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3.4ECUACION DE ONDA PARA LA FRACCION VOLUMEN EN EL MODELO
INCOMPRESIBLE

3.4-1 LINEALIZACION DE LAS ECUACIONES HIDRODINAMICAS

Partiendo de las ecuaciones de continuidad para el modelo incompresible, (2.10-26) y
(2.10-27), junto con las ecuaciones de movimiento del modelo compresible (2.10-19) y (2.10-
20); las cuales, como ya se dijo en el Capitulo I, siguen siendo validas en el modelo
incompresible, y sustituyendo en este sistema de ecuaciones (2.10-21) y (2.10-23), el
sistema completo, puede reescribirse como:

0o 00 . 0y
+v —re+e—= =0, 3.4-1
Eﬁ g GZH 0z ( )

o 00 (1- E)Ov

Bﬁft“’ _Hg 0z

ap 4 0 9%v 05 GV D

=0, (3.4-2)

¥ tur g
gprr‘)_ gazHg oz 3" E oz "oz
18 2 ’
@ (1me) v ) 5 o e 40,0 =0
t
(3.4-3)
_ 0o o op _4 o W vy 00%, 90 ng%D
S E)pSBa_tWSaz S+ )az 3o %SVSDDGZ2 +6jq{%875 625

(1]'? 1y (1-€) (v, —vs)+§ps£vsz fe +(1-€)(p. -n,)0 =0

(3.4-4)

Aplicando el método de linealizacion descrito en la seccion 3.2, ecuacion (3.2-5), a las
ecuaciones (3.4-1)-(3.4-4) y reteniendo solo los términos de primer orden en (J, se obtiene
después de un desarrollo laborioso (Apéndice |), las ecuaciones,

Aind£+8m££+c£2—l;+Dm M =0. (3.4-5)
ot 0z 0z

El sistema (3.4-5) analogamente al (3.2-6) no es hiperbdlico, sino parabdlico. Las
matrices A, B,,,C y D,,, de tamafio 4x4 y funciones de z, estan definidas en el

in? in?

A

~ ~ ~\T
Apéndice I. El vector u esta definido como, u :(8 PV, Vs) .

Considerando un estado uniforme, obtenemos (Apéndice I):
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2
Ao %"’ Bino %E +C, %72 +D,,, I =0, (3.4-6)
Z VA

en donde las matrices A, B, ¥ D,o, ahora son constantes y estan definidas en el

Apéndice |, y la matriz C,, es la misma que en el modelo compresible, por lo que esta
definida en el Apéndice G.

3.4-2 ECUACION DE ONDA PARA LA FRACCION VOLUMEN

Partiendo de las ecuaciones linealizadas (3.4-6), obtendremos la ecuacion de onda
que caracteriza la propagacion de las perturbaciones en la fraccion volumen de la fase vapor
en el lecho, alrededor de un estado uniforme. Para tal efecto, primero derivamos (3.4-6) con
respectoa z:

A2l g, 2, @Yp,, @Y =0, (3.4-7)
0z0ot 0z 0z 0z

de aqui, las ecuaciones de movimiento para el vapor y el catalizador son:

3

0o 0 00V, 0’p 4 v g a°v 0&
Pato Ba_ Vo oz 0z =2 Foria ,u; 0 az3g +d31°§ ¥

aq 4o f o0 , (3.4-8)
8 P 7, 18 o,
K : Koo (1-55) + [g)t = 50"905 azg a2 —Z He& (1-5)
00 0 oV 2P 4 . EoVgo OV 08
1-¢ +v, —— +(1-¢ — e —=—2 -d,  — -
p.(1-5) H’E % 9z 8z (1-5)5z 022 3 Hy v, 022 Yoz
. (3.4-9)

18 oV, 8 4,0 f
—UE (L&) =2+ 05 1,6 (1-8) +——5 (1 -6, VO =
21”9 2779
d; 0z o D, A
podemos eliminar la presion entre estas dos ecuaciones, al multiplicar (3.4-8) por 851 y (3.4-

9) por —(1—“:0)_l y sumar los resultados obtenidos. Ademas, si sustituimos las derivadas

espaciales de la velocidad del vapor y del catalizador de las ecuaciones de continuidad de
(3.4-6), simplificamos algebraicamente y agrupamos términos, finalmente obtenemos:

0o ,,. 0000

- 00 4,00 025* e
KeGy 0 g, Moo & Kt 5 "o ag lﬁat+A ¢
(3.4-10)

los valores de los coeficientes y velocidades de propagacion de las ondas, se dan en la
Tabla 3.4.
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Tabla 3.4. Valor de los coeficientes (K, ) y velocidades de propagacion ()\i) de la ecuacion de onda

(3.4-10).
[ 1 2 3
18 4p f, 4 Pkt | 4 Ve =& (Vao +Veo)
K- - + g g + 0 f _ f Tt sO 0 g0 sO
i dﬁ ,ug —Dt VgO Dt (ps +Vso pg QFVgO) pg (1—50) 3 g Vg,
(1_£O)VgOVSO _goV;o
A (3.4-11) (3.4-12) Voo o (Vgo +V50)
=7.3037%2
donde,
2 2p,f 18
5‘90 (ps stVszo ~ Py ngVgo) +€)79FV30 —9& (ps _pg) +? Hy E‘:o (Vgo _Vso) +VsoE
)\l - t t p
18 4,0g fgp 4e,
e Voo +=7(Ps Voo =0y TV ’
ds g Dt g0 Dt ( sF Ys0 g oF gO)
=7.2087%2
(3.4-11)
Y,
A = PsEoVso T g (1_50)Vgo *i (Vgo _VsO) PsPyéo (1_50)
5= , (3.4-12)
P&yt pg (1_ ‘90)
o bien,
PP
(o =) 4 (=2,
A=V £ 0 0 (3.4-13)
2 o l
ps/(l—é‘o) +pg/£O
con,
VO - psVSO/(l_EO) +pgvgo/£0 ’ (34_14)
ps/(l—é‘o) +pg/80
sustituyendo valores en el estado uniforme,
5 =7.2150+(0.00043)i . (3.4-15)
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Se observa que al considerar a la presion como variable mecanica, las ondas se
desacoplan, teniéndose sélo una ecuacion de onda para la fraccién volumen.

Resulta interesante analizar las velocidades de propagacion de (3.4-10).

3.4-3 VELOCIDADES DE PROPAGACION ASOCIADAS A LA ECUACION DE ONDA

La onda de primer orden viaja aproximadamente a una velocidad intermedia a la del
vapor de arrastre y el catalizador; en tanto que, la onda de tercer orden viaja a la velocidad
del vapor de arrastre en el estado base.

El hecho de tener velocidades de propagaciéon de segundo orden complejas
conjugadas (3.4-15), refleja el hecho de que el sistema no es hiperbdlico; asi como también,
manifiesta la rigidez de origen fisico en el modelo, que también esta presente en el modelo
compresible; s6lo que ahi la rigidez se relaja con la ecuacion de estado. Esta rigidez, en los
modelos hidrodindmicos de lechos fluidizados, es de origen fisico, al no tener cerraduras con
derivadas en el modelo, ya que la masa agregada no es importante a diferencia de los
modelos para columnas de burbujeo (Biesheuvel y Wijngaarden, 1984; Biesheuvel y
Gorissen, 1990; Lahey, 1991; Le6n y Liné, 2001).

En este modelo no se utilizé una condicion topoldgica sino un s6lo campo de presién
para ambas fases. Esto es mas sencillo que utilizar una ecuacion topologica con la forma de
una ecuacion diferencial para la fraccion volumen de gas, como la cerradura de “fraccion
volumen-deriva” (void-drift) propuesta por Bouré (1988). O bien una ecuacion diferencial
parcial de segundo orden para la fraccion volumen, como la propuesta por Soria y de Lasa
(1992).

3.5 DISCUSION PRELIMINAR

Es muy importante resaltar que en los términos de primer orden en las ecuaciones de
onda, tanto en los coeficientes como en las velocidades de propagacion, en los modelos
compresible e incompresible, esta contenida la informacién del arrastre interfacial; es decir,
en este término se refleja el tipo de cerradura utilizada en el modelamiento del flujo gas-
sélido, que tendra una incidencia directa en la estabilidad lineal del sistema, de acuerdo con
el criterio de estabilidad que se vera mas adelante (Wallis, 1969; Whitham, 1974) en la
seccion 3.9-1 de este Capitulo. Esto nos indica como la estabilidad del modelo del lecho
fluidizado es muy sensible a la cerradura.

Como ya se vi6, las ondas de fraccion volumen y de presién estan acopladas debido
a la compresibilidad; mientras que en el modelo incompresible, sélo se tiene una ecuacién
para la fraccién volumen. Bouré (1988) de sus estudios en columnas de burbujeo, sefala que
estas ondas estan desacopladas, debido a que las ondas de fraccion volumen viajan a
velocidades que difieren en aproximadamente dos érdenes de magnitud de las de presion.
En este estudio correspondiente a un lecho fluidizado, puede apreciarse este
comportamiento si vemos la Tabla 3.3, y comparamos las velocidades de propagacion de
segundo orden en la presién con las demas velocidades de propagacion.

Para estudiar la estabilidad del lecho fluidizado, es necesario contar con un modelo
de una sola ecuacion de onda; o bien para la fraccion volumen o para la presion, de tal
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manera gue intervengan velocidades de propagacion con propiedades de las dos fases y no
de cada fase por separado, como en (3.3-3) y (3.3-4). Por lo tanto, centraremos ahora
nuestra atencion en generar un modelo de una ecuacion de onda, para la fraccion volumen
y/o para la presion.

3.6 MODELO DE UNA ECUACION DE ONDA
3.6-1 MODELO SIMPLIFICADO

El modelo de dos ecuaciones de onda, representado en (3.3-3) y (3.3-4), para las
variables dependientes £* y p*, esta intimamente acoplado. Eliminar una de estas dos

variables entre estas dos ecuaciones, para poder obtener el modelo de una ecuacion de
onda, es sumamente dificil, sino es que imposible. Una forma de obtener un modelo
aproximado de una ecuacion de onda, es a partir de un analisis de 6rdenes de magnitud.
Para tal efecto, se procede a adimensionalizar (3.3-3) y (3.3-4), utilizando las siguientes
variables adimensionales:

v -
r=—, (3.6-1)
-2 -
{ , (3.6-2)

siendo L la longitud del lecho fluidizado y v la viscosidad cinematica del vapor. También
definimos un nimero de Reynolds de onda como,

Re :Lki , (3.6-3)

donde k. es una velocidad de propagacion. Utilizando (3.6-1)-(3.6-3) en (3.3-3) y (3.3-4) y

reteniendo los términos del orden de 10™ o mayores (Apéndice J), obtenemos, el siguiente
modelo simplificado de (3.3-3) y (3.3-4):

625* a O,

s 'aZBa_ T

- aD Ax — _

0°&* 110 0., ., 0°p* b9 o0 .,
2 92 +a4Bi+)\51$H£ +Q asz H sl% p* =0, (3.6-5)

donde los coeficientes de estas ecuaciones, estan dados en la Tabla 3.5.
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Tabla 3.5. Valor de los coeficientes de las ecuaciones de onda (3.6-4) y (3.6-5).

[
Coef. 1 2 3 4
V2 18 4f 18 4p f
Vgo fd +_ O 2 - +_Ps &y
a Po a dﬁ H 9 aDt pOVQO PsVso ds H g Dt s0
Po (2 _ E 1-¢& .|.4f_gF \; 1-& E 1-¢
b " (VgO a) di ,Ug( o) aD, PoVgo | Po £, di Hy ( 0)

Con las ecuaciones (3.6-4) y (3.6-5), procederemos a obtener primero, una ecuaciéon

de onda para la fraccion volumen de vapor y posteriormente una ecuacion de onda para la
presion.

3.6-2 ECUACION DE ONDA PARA LA FRACCION VOLUMEN DE VAPOR
Con fines de obtener una ecuacion de onda para la fraccion volumen de vapor,

eliminaremos la segunda derivada espacial de la presion entre (3.6-4) y (3.6-5), para lo cual
sumaremos el producto de (3.6-4) y (3.6-5) por ]/bl y ]/b3 respectivamente, para tener:

R
280% sl gl

Da3 _aUo’e* Ua, i% 6+DQ b, GD§*+
Dbs, bgozZ gb bomt O & _& [oz0

R TR
(b, b,0-0 Dbs,Sl b "0
b b g BB poa
H H o b HH
(3.6-6)
simplificando obtenemos:
_ a 4b1)\sl bs)\ngaD
(b —aby) =~ “+(ah az@)% O b —ap Do "
Bbicy~bbeu0o0 "
o s ARl 0 -
(3.6-7)
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resolver esta ecuacion para la presién, o para su derivada espacial o temporal; es tarea
dificil; sin embargo, el trabajo se facilita considerablemente si cambiamos el sistema
coordenado de referencia a uno que viaje a la velocidad de la onda de presion de primer

orden en (3.6-7); es decir, cambiar del sistema de laboratorio o Euleriano (e) a un sistema

Lagrangiano (1) mediante una transformacién de Galileo,

000 _000

B a0, 5 @59

donde se selecciona la velocidad del sistema de referencia Lagrangiano, como la velocidad
blb4Csl - bzb3cgl
bb, —b,b,

de la onda de presion para poder eliminar esta variable; es decir: Vg, =

La relacion entre las derivadas espaciales en ambos sistemas coordenados, a tiempo
fijo es:

0o 0 _0o00

Eﬂ_ZH ZBEEQ, (3.6-9)

de ahora en adelante, por simplicidad no utilizaremos los subindices que nos definen el
sistema de referencia en el que nos encontramos; esperando que esto no cause alguna
confusién y teniendo cuidado en el manejo de las ecuaciones. Aplicando estas dos reglas de
transformacion en (3.6-7), y resolviendo para la derivada temporal Lagrangiana de la presion,
obtenemos:

p* 0% JRPAamabA | OoD
b, - - - 2 8 oI5 DE
(bb, —b,b;) n (ab, —a;hy) P ) % 0 ab-ab, "0z 0
(3.6-10)

A fin de tener un sistema de dos ecuaciones independientes expresados en el mismo
sistema de referencia, aplicaremos (3.6-8) y (3.6-9) en (3.6-5),

9°E* 0Oy, 0o oo ..,
& — az +a4§ ( )OZE +Q az +bAEat (sl srll)Ep =0.

(3.6-11)

Tomando la derivada temporal Lagrangiana de (3.6-11), y multiplicando el resultado
por (bb, —b,b;) e introduciendo (3.6-10), obtenemos finalmente una ecuacion de onda para

la fraccién volumen de vapor en el sistema de referencia Lagrangiano,

73



Dindmica ondulatoria

9°E* 0 JOE*

9 ne? f
2 (0, ~0i) T2+, (0, -b0) G H A ) T 0 (b ) 0 &

+

09 Oa,bAg-abA,, 09 Uo%e*
b, (a;b, azbl)% . a4bl—a2b3 V‘smEIEB?

o Ela A A 0o .
4
(3.6-12)

regresando al sistema de referencia original (Euleriano) utilizando (3.6-8) y (3.6-9),
reagrupando y simplificando algebraicamente, finalmente obtenemos:

Do? [f
(ab, agﬂ)%fg +

Elaibcs1 agbzcgl+a2b3)\gl a,bA, 00002 H
O~ U—
-ab, +ab, —a,ly 00zn0Z o
0
2 2 2
[lo +s 0 0° O E

OoOoOoO

& =0,

ab, —a;b, +a,b, a4b1) %

—  +[—
ozt 07H

o o o o o

(3.6-13)

donde,

a,b, (Csl + )\gl) -a,b, (Cgl + )\51)
a,b, —a,b, ’

a,b, (Csl)\ gl) -a,b, (Cgl)\ sl)
-a,b, '

La onda de segundo orden, correspondiente al dltimo término en (3.6-13), puede
reescribirse como:

2 (3.6-14)

=

(3.6-15)

O Do? f O
0 (ab aby)o-0  + 0
0 97° O 0
0 0
Lo Da1b4c51—a3b2c 1 +32Q)\ 1 _a4b1)\51D oUo? A
ab, —ab, +ab, ~ajp) G +[ d d 7279 He =0,
E( ’ ) t 0  ab-ab+ab-ab ol .
0 0
09 ,o0mao .. a0
O b 1+ < | O
0 (2D, "i:‘bZ)Ha_t+ 0z at+255 0

(3.6-16)

74




Dindmica ondulatoria

L T, /DZDZ ~
donde, |, _E BEH

3.6-3 ECUACION DE ONDA PARA LA PRESION

A continuacion, mediante un procedimiento analogo al desarrollado anteriormente,
obtendremos una ecuacion de onda para la presion. Para lo cual, eliminaremos la segunda
derivada espacial de la fraccion volumen de vapor entre (3.6-4) y (3.6-5), sumando los

productos de (3.6-4) y (3.6-5) por I/a, y ]/a3 respectivamente, para tener:

Pl
sl 2 8%
n _ath a8 00 oo o
M apgdt O & _ & [00z0 ga af o0z
H H a a H H
5 Pa2a88
sl 91
P bU0 A - & Rdgs
B, agdt O bo_b  pozo
H H a a H H

simplificando obtenemos:

Daia )\sl aQaS)\ng * zf)*
(a2, —a,a,) %—[]a@ an %gﬁ +(ab, ~ah) =

00 Cabc,-apc,000.,
b g 0 =
(ab, %@¥¥'m ey Dwgp

(3.6-18)

En forma similar, en este caso la transformacién de Galileo es la misma que (3.6-8),
pero la velocidad del sistema de referencia Lagrangiano ahora es la de la onda de fraccion
volumen; ya que al hacer esto, podremos eliminar esta variable en el resto del desarrollo:

- a1a4)\51 - 82837\ gl
T2 aa,-aa,

Utilizando las transformaciones definidas en (3.6-8) y (3.6-9) en (3.6-18), y
resolviendo para la derivada temporal Lagrangiana de la fraccibn volumen de vapor,
obtenemos:
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A* |:aibcsl aSbZCgl
+(ab, aib)%; b, —ab,

=(a3b1 aibz)

DoO.
(aa, —azas) Vg, O=—0P*-
DaZD

(3.6-19)
Con la finalidad de tener un sistema de dos ecuaciones independientes expresados

en el mismo sistema de referencia, aplicaremos (3.6-8) y (3.6-9) en (3.6-5),

9%&* 0. o0 .
a—— 37 +a45 (51 snz)a%*"'bs 07 +b4Eat (Sl erZ) p* =0,

(3.6-20)

tomando la derivada temporal Lagrangiana de (3.6-20), y multiplicando el resultado por
(a1a4 —azas) e introduciendo (3.6-19), obtenemos finalmente una ecuacion de onda para la
presion en el sistema de referencia Lagrangiano,

a2 O 0 [abc,-abc, — 0aUd%p*
- * b S g
% (8 @b )5 70 P* & (b, -ab, )Eﬁt T ap—ab, ol
(10 0[] p* Daibcsl a;b,c Oal.
2 b %y D—
a g+ (A ylz)azgaasbl albg) +(ab, -ab, )EE T b mab, e *g
9° p 00 9 0op*
ZF B Z =
b, (a8, #a) ey . (2,2, agas)%—t fca ¥s) 52 ot
(3.6-21)

regresando al sistema de referencia original, agrupando y simplificando algebraicamente,
finalmente obtenemos:

0 0e? O 0

O (ab ah)o>n  + 0

: o :

(o Dalbcsl asb201+azb3>\1 a,bAy DaDaz 0.
ab, —ah, +ab; -~ab 5 : ap =0

E( * ’ )%7 —ab, tab —ab  gener o

0 2 2 2 O
00 d 9’ 0

0 0
ab, &b )gs+I—+MN—

A (a0, & )Dat2 00t  07°[] ]

(3.6-22)

donde, 2 y I1 estan definidos en (3.6-14) y (3.6-15).
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La onda de segundo orden, correspondiente al dltimo término en (3.6-22), puede
reescribirse como,

0 0e? O 0

0 (ab ah)o>n  + 0

: B :
Dalbcsl a3bzcl+a2b3)\1 a,bA,00U0% 0.,

bi-ab, +ab, ~ah w2l —Aland5% Hir =0,

E(a“ % ‘ )%T ab, +ab, —ab 0007 .

0 .
[0 amja _am

0 b I+ 0

0 (220, a:‘bZ)BiJr 2 5. "2 o1 0

(3.6-23)

que es el mismo operador diferencial de (3.6-16), aplicado a la presion. Entonces podemos
concluir que, en general,

0 gezrf [0 9 00 09 ,.oma ol
(K +K +Cy— +K +, * =0,
Q M4 %?E MSEﬁ_t M3 azﬁg MZH ﬂ ot —E D‘/’
(3.6-24)
- .,V . . i -
donde: ¢* =€, p*,V,,V,, con v, =2, v, = Vs Ly b= L . Los coeficientes y
VgO sO M2

velocidades de propagacion, se presentan en la Tabla 3.6.

Tabla 3.6. Valor de los coeficientes (K,, ) y velocidades de propagacion (C,, ) de la ecuacion de
onda (3.6-24).

[ 2 3 4
KMi azb4 _a4bz a1b4 _aabz +azbs, _a4b1 aib3 _aSbl

> o
E * BEH =Tl a1b4C51 - aSbZCgl + azg)\gl - a4b1)\51

*= 7 20550 ab, —a;b, +a,b, —ab
2= I s =7.2110%
|, = —26.02

Resulta interesante resaltar la informacion fisica contenida en los coeficientes y en las
velocidades de propagacion en donde intervienen las propiedades de las dos fases.
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El coeficiente del término de cuarto orden en la ecuacion de onda (3.6-24),

4= ale _aabl
p £ , (3.6-25)
—;0( =< ) g0 =LV, 520 aO (VgO _a)

manifiesta la compresibilidad de la fase vapor dada por el cuadrado de la velocidad del
sonido, a. El coeficiente de la onda de segundo orden,

b4 _a4bz
72 [ 1-¢ 0 16f,f , (3.6-26)
- _Dtdi /'19‘90 Ego ngVgo — poo 105 sF SOE _aTtggops s0 gO

representa la importancia de la friccion en la pared del tubo. El coeficiente del término de
tercer orden, K,,;:

KM3 = a1b4 _aabz +azb3 _a4b1

18 1 2 PV O
—-d—zﬂg % _a(fovgo) _TOO 50 (1 _50 )E + s (36-27)
41,

.ps SOD |,CS sk ‘EO 2
p —| jl. —V,|V a
0"g0 |j- ] |:| Dt sO ( g0 )

considera efectos de interaccion entre las fases, ademas de los efectos de friccion en la
pared del tubo.

Como puede notarse del andlisis de los coeficientes en (3.6-25)-(3.6-27), resultan de
importancia los efectos de la pared del tubo en la ecuacion de onda (3.6-24), enseguida
analizaremos el caso particular que se obtiene al despreciar dichos efectos, en la ecuacion
de onda.

3.7 ECUACION DE ONDA DESPRECIANDO LOS EFECTOS DE PARED

Un caso particular importante es en el cual no se consideran los efectos de pared:
fe =0, para k=g, s con lo cual, los coeficientes definidos en la Tabla 3.5 se simplifican:

a2=a4=a2=ij Hyyb,=b,=b= 2/ytg(l &), Y (3.6-23) se reduce a:
p

78



Dindmica ondulatoria

0e? f

(ab, asﬂ)%jg +
4 Ebzm( Ca aSCgl)+ag byAq; — b.l.)\ DGDOZ
() +ai (b, - EPt B (@ -a)a (6 -b) azgazz

0,0
c)\ aDi

azqg %Csl +)§l) _(Cgl +)§1) gat EKC +)\ C +)\ GZHaZ

EDDDD@DDDDD
moooomoooo
<
m*

1
O

(3.7-1)
Esta ecuacién puede reescribirse como:
- : 5
0 (a1b3 a;q)a—s + 0
6 EbZD( sl a3cgl)+ag(q}\gl bl)\ )Daga ~
—_ — *=0
az%’z(ai 2t o0 gat " b(a-a)ra(n-b) azaaz‘%‘”s
O 0
O - 0 Csl)\gl_ Cgl)\sl 0 0 0 O
L e e R A e
(3.7-2)
0 bien,
- : -
0 (ab; agﬂ)a—a + 0
: (a6, -a,)+# (o, -60)50 05
EbZD Cq—a5Cy )+ gl 0=0 "
00— *=f
E@*(al 2)rab blagat T ba)a(eon) e o
O O
0 0 Clg—Cury Hob D
E 3, %Csl ”él) '(C ) é% -EKC +)\gl)—(cgl+)\ ) 625 E
(3.7-3)

Agrupando analogamente a (3.6-24), en coeficientes y velocidades de propagacion
(3.7-3), tenemos:

0° 0o , . 000 0a ogd ., ]
|§<M4O?+KMZSEE+VZEHE+KMKHO_ TE%‘/’ (3.7-4)
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con:

Kuzs =0 (8 —8;) +d, (b, —b). (3.7-5)
=a,by %Csl + )\gl) _(Cgl + }\sl)E’ (3.7-6)

s sz(aicsl - aSCgl) +ag (bs)\gl _bl)\sl)
S = 5 , 3.7-7
g by(a,—a,)+a (b, -by) o

Csl)\gl_cgl)\sl

(3.7-8)

Vl ) (Csl + )\gl) - (Cgl + )\sl) -

Cuando en (3.7-4), f(t) y b,(a,—a;)+4&,(b, —b), son iguales a cero, obtenemos la

forma de una ecuacion de Korteweg-de Vries linealizada; la cual es una ecuacion
ampliamente estudiada en la mecanica de fluidos asociada con fendmenos ondulatorios
(Whitham, 1974; Lighthill, 1978; Brekhovskikh y Goncharov, 1994).

3.8 RESUMEN DE LOS RESULTADOS DE LAS ECUACIONES DE ONDA

En esta seccion, retomamos y discutimos brevemente los resultados mas
sobresalientes hasta el momento, resaltdndolos en la siguiente Tabla.

Tabla 3.7. Resumen de los principales resultados obtenidos al generar una ecuacion de onda para
los procesos considerados incompresible y compresible.

MODELDO ECUACION DE ONDA
INCOMPRESIBLE 2
00 . ..dmMmo ... o0 09 . al o o . o0,
(3.4-10) N A K 2 id L =0
a<2Ba_t *ola ol T e Ml a2 'ﬁat "9 H

COMPRESIBLE

0 p*d, ., 0o 909> , 00 .omad &b
CON EFECTOS 9 + O O - D e =
DE PARED éK G5z " + s B s 5,007 MZH " ol o Z—EE(/I
(3.6-24)

COMPRESIBLE

SIN EFECTOS 0° o 00 6 0o ond .
+K * =f
I(DBI.E7I-34'§\RED §<M4 0z MZSEFJNZ dz1oz MKHO E E%@U =1

Las coeficientes y velocidades de propagacion de estas ecuaciones se muestran en
las Tablas 3.4 y 3.6, asi como en las ecuaciones (3.7-5)-(3.7-8).
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Es muy importante resaltar el hecho de tener una ecuacion de onda unificada, que
represente la propagacién de una pequefia perturbacion en cualquier variable hidrodinamica
del lecho fluidizado; es decir, que a nivel ondulatorio, no es necesario distinguir entre las
variables perturbadas, debido a que todas se propagan de la misma manera.

Notese que la ecuacion de onda del modelo compresible, representada en el segundo
renglon de la Tabla 3.7, es una ecuacion de onda superior de cuarto orden; en donde, el
cuarto orden corresponde a un elemento de la traza de un operador biarmémico, que no
tiene una velocidad de propagacion asociada. Ademas, esta ecuacién de onda, no tiene
onda de primer orden, a diferencia de (3.3-4) y (3.3-5); por otro lado, en esta ecuacion, si hay
onda de segundo orden completa y tercer orden, en forma equivalente a (3.3-3) y (3.3-4).

Observe en la Tabla 3.7, como los efectos de pared influyen en la estructura de la
ecuacion de onda del modelo compresible; concretamente, en el orden del modelo de una
ecuacion. Su consideracién lleva a un modelo de cuarto orden y al despreciarlos a uno de
tercero. Ademas, este modelo resulta incompleto ya que falta el término temporal de
segundo orden, y como consecuencia la onda de segundo orden se vuelve degenerada.

Resulta de interés calcular y comparar los tiempos de relajacion (t;) de los procesos

ondulatorios incompresible y compresible. Estos pueden obtenerse a partir del coeficiente del
término temporal de segundo orden.

El tiempo de relajacion del modelo incompresible se calcula como:
t ==, (3.8-1)

por otro lado, el tiempo de relajacion del modelo compresible puede calcularse con:

KMZ )

t.. =L
R KM3

(3.8-2)

Al sustituir valores de la Tabla 3.1, obtenemos que t, =8.3ms y t,. =44.2ms,

debido a que el orden de magnitud del tiempo de relajacién del proceso ondulatorio asociado
al modelo incompresible es un orden de magnitud mayor que el del compresible,
reafirmamos lo que habiamos dicho al inicio del Capitulo, acerca de como la respuesta del
medio incompresible ante la perturbacion es inmediata debido a que se transmite en él con
velocidad infinita; en tanto que, en el proceso compresible, se requiere de un tiempo mayor
para que el medio alcance el equilibrio; es decir, la informacion debida a la perturbacién
provocada, se transmite en el medio con velocidad finita.

Podemos decir que la compresibilidad es una propiedad que tiende a restaurar el
equilibrio, por lo que decimos que favorece a la estabilidad, en forma similar a la elasticidad
del medio en un sistema mecanico.

En la siguiente seccion se presenta un analisis de estabilidad lineal de los modelos
obtenidos de una ecuacién de onda, considerando los efectos de pared y despreciandolos.
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3.9 ANALISIS DE ESTABILIDAD LINEAL

Existen diversos criterios para analizar la estabilidad de un sistema. En esta seccion
adoptaremos el analisis de las velocidades de propagacién en la seccién 3.9-1, el asociado a
la relacion de dispersion en la 3.9-2 y finalmente en la 3.9-3 se considerara la solucién
analitica de la ecuacion de onda del modelo compresible.

Las inestabilidades en un sistema son producto de la interaccion entre las ondas que
se dan en él. Mediante el andlisis de las velocidades de propagacién puede representarse
esto en forma grafica.

3.9-1 ANALISIS DE LAS VELOCIDADES DE PROPAGACION

El criterio de estabilidad mas utilizado es el de Wallis (1969) y Whitham (1974), que
surge de proponer estabilidad exponencial, este criterio establece que si la velocidad de
propagacion de la onda de primer orden se encuentra acotada entre las dos velocidades de
propagaciéon de las ondas de segundo orden, el sistema es estable; esto es,
C,u <C,, <C,,,, en caso contrario el sistema es inestable. Sin embargo, en el presente
trabajo tenemos ondas de segundo y tercer orden, ecuacion (3.6-24) Tabla 3.7. En analogia
al criterio antes mencionado, en esta seccion analizaremos si hay intersecciones en el plano
fase entre las ondas de segundo orden y la onda de tercer orden.

Con el propdsito de hacer un analisis de estabilidad lineal, se graficaran las
velocidades de propagacion de la Tabla 3.6 considerando y despreciando los efectos de

pared, manteniendo una velocidad superficial de vapor fija de 7 2 (resultado del estado

uniforme utilizado) y particulas de catalizador de un didmetro medio de 60um. Para no
alterar mucho la estructura turbulenta, se vari6 la cantidad de sélidos que circulan en el lecho
fluidizado en vez de aumentar el flujo de vapor para producir diversos valores de &,. La
principal utilidad de las gréficas, es que nos permiten determinar si las ondas en los modelos

(3.6-24) y (3.7-4) interaccionan, esto sucede si sus gréaficas en el espacio fase presentan
intersecciones.

Para los diversos estados uniformes, se provocan pequefias perturbaciones variando
la tasa superficial de gas alrededor del estado uniforme utilizado en todo el trabajo y definido
en los valores de la Tabla 3.1; es decir, disminuyendo y aumentando la velocidad superficial

del vapora 6 T y 8 &, respectivamente.
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VELOCIDADES DE LAS ONDAS vs LA FRACCION VOLUMEN DE SOLIDOS,
MANTENIENDO UNA VELOC83-8IDAD SUPERFICIAL DE VAPORDE 7 2

10 9.0
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Figura 3.2. (a) interaccion de las tres ondas en el lecho. (b) un acercamiento a la zona donde se dan
las ondas de tercer orden y la mayor de segundo orden con efectos de pared. (c) un
acercamiento a la onda menor de segundo orden. (d) interacciéon de la onda de primer
orden con una onda degenerada de segundo orden, obtenidas al despreciar los efectos de
pared en el lecho fluidizado.
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VELOCIDADES DE LAS ONDAS vs LA FRACCION VOLUMEN DE SOLIDOS,
MANTENIENDO UNA VELOCIDAD SUPERFICIAL DE VAPOR DE 6 2
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Figura 3.3. (a) interaccién de las tres ondas en el lecho. (b) un acercamiento a la zona donde se dan
las ondas de tercer orden y la mayor de segundo orden con efectos de pared. (c) un
acercamiento a la onda menor de segundo orden. (d) interacciéon de la onda de primer
orden con una onda degenerada de segundo orden, obtenidas al despreciar los efectos de

pared en el lecho fluidizado.
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VELOCIDADES DE LAS ONDAS vs LA FRACCION VOLUMEN DE SOLIDOS,
MANTENIENDO UNA VELOCIDAD SUPERFICIAL DE VAPOR DE 8 2
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Figura 3.4. (a) interaccién de las tres ondas en el lecho. (b) un acercamiento a la zona donde se dan
las ondas de tercer orden y la mayor de segundo orden con efectos de pared. (c) un
acercamiento a la onda menor de segundo orden. (d) interacciéon de la onda de primer
orden con una onda degenerada de segundo orden, obtenidas al despreciar los efectos de
pared en el lecho fluidizado.
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Notese que en las figuras 3.2b, 3.3b y 3.4b la onda de tercer orden, siempre esta por
debajo de la onda mayor de segundo orden, y como puede apreciarse en las figuras 3.2a,
3.3a y 3.4a también la onda de tercer orden esta acotada por abajo con la onda menor de
segundo orden; es decir, las ondas de tercer y segundo orden no interaccionan, seria
interesante poder aplicar el criterio de estabilidad discutido anteriormente, pero en este caso
no es aplicable, puesto que no tenemos onda de primer orden.

Las velocidades de las ondas son iguales al considerar los efectos de pared y
despreciarlos, como puede verse en las figuras 3.2b-3.2d, 3.3b-3.3d y 3.4b-3.4d, debido a
que el orden de magnitud del término de arrastre viscoso es cinco y dos érdenes mayor al de
los efectos de pared del gas y sélido, respectivamente lo cual hace que el arrastre sea un
factor dominante.

La figura 3.5, muestra un acercamiento en la superposicion de las graficas con y sin
efectos de pared, notandose que no hay una separacion apreciable entre las velocidades de
propagacion al considerar y despreciar los efectos de pared. Sin embargo, la estructura de la
ecuacion de onda es sensible a este efecto como ya se discutié anteriormente.

7.30

—u—C,
—o—C,
7.25 B
- Cw

C..w

2s

+

7.20

7.15

7.10

Velocidad de propagacion, (m/s)

7.05

7.00 . | . i .
0.00 0.02 0.04 0.06

Figura 3.5. Superposicién de las graficas con y sin efectos de pared, para una velocidad superficial de
gasde 7 .

Cuando se desprecian los efectos de pared, la onda de segundo orden pierde el
término temporal de segundo orden; teniéndose, una onda de primer orden actuando en una
primera derivada espacial, a dicha onda le llamamos onda degenerada de segundo orden, y

gue viaja con una velocidad (CZSW). De aqui se sigue que al despreciar los efectos de
pared, no podemos seguir hablando de estabilidad bajo este mismo criterio.

Otra forma de analizar y determinar si un sistema es estable o no, es mediante la
relacion de dispersion, como en seguida se aborda.
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3.9-2 RELACION DE DISPERSION Y CONDICIONES DE ESTABILIDAD

Consideremos ahora las propiedades matematicas de las ondas no hiperbdlicas,
denominadas “dispersivas”; para las cuales, se reconoce la existencia de soluciones
elementales en la forma de trenes de onda sinusoidales (Whitham, 1974),

@* (xt) = Agt* ), (3.9-1)

donde w es la frecuencia y A es una constante llamada la amplitud compleja (Landau y

Lifshitz, 1959): A=a€e“, con constantes reales a y a , por lo que (3.9-1) puede expresarse
como:

‘[,* (X,t) - aei(KB—wHa). (39_2)

La constante a es la amplitud de la onda, y el argumento que multiplica a la parte
imaginaria en la exponencial (KB—M +a) es la “fase”. Sea n, un vector unitario en la
direccién de propagacion. El vector

(R ]

K= B/\_Hnw (3.9-3)

es el “vector nimero de onda”, y donde A es la longitud de onda.

Al sustituir (3.9-1) en una ecuacion de onda, nos lleva a una relacién algebraica entre
las variables w y k conocida como la relacion de dispersion de esa onda, y que contiene
toda la informacion de la ecuacion de onda; de tal manera, que a partir de ella puede
obtenerse la ecuacion de onda y viceversa.

Al tener una ecuacion algebraica entre w y k tenemos un grado de libertad; es decir,
si fijamos w real obtenemos valores de k complejos; del mismo modo, si fijamos k reales
obtenemos valores de w complejos. En el primer caso podemos analizar la estabilidad en el
espacio a tiempo fijo, y en el segundo, estabilidad en el tiempo en un punto fijo; es decir, si
pensamos en el espacio tridimensional, donde las coordenadas sean: w 60 k, Zy ty
graficamos la relacion de dispersién, generaremos un volumen; para interpretar el caso de la
estabilidad en una posicién fija, nos movemos en el plano (w 6 k)-t, observando una
superficie, por otro lado, si nos desplazamos en el plano (w 6 k)-z, analizaremos la
estabilidad espacial a tiempo fijo. Estos dos analisis son equivalentes debido a que las dos
superficies corresponden al mismo volumen de la representacion tridimensional de la
relacién de dispersion.

Asumiremos que la relacién de dispersion puede resolverse en la forma de raices
reales

w=W(k). (3.9-4)

Definiremos un concepto que es muy importante al hablar de ondas dispersivas, que
es la velocidad de fase C;, representada por:
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C = Sl;uﬁnw. (3.9-5)

Si para algan modo de vibracion particular a)=W(K), la velocidad de fase es una

funcién de k, la onda es dispersiva; y en caso contrario, la onda no es dispersiva. En
particular, para la ecuacién de onda hiperbélica: % */ot* = c20°(* , cuya velocidad de fase

es independiente de kK y ademas es igual a la velocidad de propagacion, tenemos ondas no
dispersivas. Por tal razon, se excluye el caso de C; constante de las ondas dispersivas.

Por otra parte, para garantizar que la onda en estudio sea dispersiva, restringiremos
el término dispersivo por las siguientes dos condiciones (Whitham, 1974):

°W

0K, 0K |

W(x)OR, y det 0, (3.9-6)

para problemas unidimensionales, la segunda condicion se reduce a:
W"(k)#0. (3.9-7)
En ecuaciones homogéneas con coeficientes constantes del tipo,

0 0,
o000 o0 o0,

v oo o oWt =0, 3.9-8
Eﬁt 0% 0% 0% (3:5:6)

donde P es un polinomio, la correspondencia entre la ecuacién de onda y la relacion de
dispersién (Whitham, 1974) se encuentra al sustituir (3.9-1) en la ecuacién. Cada 0d/ot

produce un factor —iw, y cada d/dxj produce un factor in : es decir,

0 . 0 .
— o —lw — o K. 3.9-9
at Yok T (3:99

De acuerdo con esto, la relacion de dispersion para (3.9-8) debe ser:
P(-iw, ik, ik,, ik,) =0. (3.9-10)

En nuestro caso particular, en (3.9-1) X =z e, y entonces k[X =k, o simplemente

K , lo cual quiere decir que las ondas viajan en la direccion ascendente del tubo elevador, lo
cual es consistente con todo nuestro desarrollo.

Utilizando el resultado expresado en (3.9-9), las relaciones de dispersion de las
ecuaciones de onda, sin efectos de pared (3.7-4) y con efectos de pared (3.6-24) son;
respectivamente,

88



Dindmica ondulatoria

O s 0 O O O
K3+D_KM25V2|D(2 _l_D_KMlsVl +KMZSwEK E KMls@ :O, (39_11)
O Kus O 0 Kua Kva O 0O Kws O
K4+§_KM3CM3EK3 D_KM2I2+2_ KMSwDKZ E KM2|;w+KM2|2_g)KEL Kz % -0
Ky Ky Kwva Kwa Ky KME
(3.9-12)

(3.9-11) es de tercer grado en k y de primero en w; en tanto que, (3.9-12) es de
cuarto grado en kK y de segundo en w. Ahora obtendremos las raices de las ecuaciones
(3.9-11) y (3.9-12).

RAICES DE LAS RELACIONES DE DISPERSION

Es posible obtener en forma analitica las raices de (3.9-11) y (3.9-12); sin embargo,
debido a que los coeficientes dependen de otros coeficientes y los Gltimos de los parametros
fisicos del lecho fluidizado, es muy engorroso y ademas laborioso obtenerlos asi, aunque
seria deseable, ya que al tener las raices en términos de los parametros del lecho fluidizado,
de ellas se desprenden condiciones de estabilidad que deben evaluarse de acuerdo a la
fisica del sistema en consideracion (tubo elevador de una unidad de FCC).

En este estudio, nos contentaremos solamente con obtener numéricamente las raices
de (3.9-11) y (3.9-12).

Analizaremos los dos tipos de estabilidad que pueden estudiarse con la relacion de
dispersion: estabilidad en la direccién axial del tubo elevador a tiempo fijo y estabilidad en el
tiempo en un punto fijo del tubo elevador.

Estabilidad en la direccién axial del tubo elevador

En las Tablas 3.8 y 3.9 estan las raices de las relaciones de dispersion (3.9-11) y
(3.9-12) respectivamente, obtenidas al evaluar en el estado uniforme todos los parametros
de estas ecuaciones y considerar diferentes frecuencias tipicas en un lecho fluidizado.
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Tabla 3.8. Raices de la relacion de dispersion para la ecuacion de onda con efectos de pared, (3.9-
12) obtenidos al dar valores reales de .

FRECUENCIA w, (Hz) RAIZ k, (m™)

~0.1387+(16.565)i
0.1387—(0.00114)i
—0.0054 —(0.0047)i
0.0054 +(0.0062)i

1.3684+(16.6763)i
1.3684 —(0.1123)i
—0.017 -(0.0163)i
0.017+(0.0178)i

10

2.6426+(16.9754)i
2.6426 (0.4114)i
~0.0241—(0.0234)i
0.0241+(0.0249)i

20

—5.7094 +(18.3413 )i
5.7094—(1.7773)i
—0.0381—(0.0374)i
0.0381+(0.0389)i

50

—7.9867 +(19.7876)i
7.9867 —(3.2236)i
-0.0482—(0.0474)i
0.0482 +(0.04895)i

80

—9.25096 +(20.6986 )i
9.25096 —(4.1346)i
—0.0539—(0.0531)i
0.0539+(0.05464)i

100

90



Dindmica ondulatoria

~11.8904+(22.7725)i
11.8904 —(6.2085)i

150 .
—0.066 —(0.065243)i
0.066 (0.06675)i
~14.0706 (24.6091)i
14.0706 —(8.04502)i
200

-0.0762—(0.075452)i
0.0762 (0.07696)i

Tabla 3.9. Raices de la relacién de dispersiéon para la ecuacion de onda sin efectos de pared, (3.9-11)

obtenidos al dar valores reales de .

FRECUENCIA w, (Hz)

RAIZ (m‘l)

-0.1385 (16.5419)i
0.1385—(0.0011364)i
3.20092x107 +(0.001934 )i

10

1.3665+(16.6528)i
1.3665 (0.11211)i
3.20152x107° +(0.001934)i

20

2.63894 +(16.9515)i
2.63894 (0.4108)i
1.60076x10°° +(0.001934)i

50

5.7015 +(18.3156)i
5.7015—(1.7748)i
6.4031x10°° +(0.001934)i

80

—7.9756+(19.7599)i
7.97564 —(3.2192)i
4.00191x10°° +(0.001934)i
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-0.2381+(20.6696)i
100 9.2381-(4.1289)i
3.20152x107° +(0.001934)i

-11.8739 +(22.7406)i
150 11.8739 -(6.1999)i
2.13435x10°° +(0.001934)i

~14.051+(24.5746);i
200 14.051-(8.0339)i
1.60076 x10° +(0.001934)i

Algo que podemos observar en las Tablas 3.8 y 3.9, es que los valores absolutos de
las raices se hacen mas grandes al incrementar la frecuencia. Para analizar si el sistema es
estable o no, debemos sustituir estas raices en (3.9-1). Con fines de simplificar el analisis,
haremos que,

K =k, tki, 1=1,234 (3.9-13)

sustituyendo (3.9-13) en (3.9-1), y considerando que X =z e,, obtenemos al simplificar el
resultado:

l/’)* (Z,t) - Z Ae—Ki|z+i(K”z—wt)
- , (3.9-14)

5 Ae ™ os{, 2-ax) isin(i, 2 -

donde el resultado expresado en (3.9-14), es la combinacion lineal de la solucién (3.9-1) para
cada una de las raices. Como podemos notar en (3.9-14), el sistema serd estable ante

pequefias perturbaciones si «;, >0, e inestable si «;, <0.

En el caso donde hay efectos de pared, Tabla 3.8, vemos que de las cuatro raices,
dos tienen parte imaginaria positiva y dos negativa; y entonces, en la combinacién lineal el
sistema es inestable.

Estabilidad temporal en el tubo elevador

Si por otra parte, ahora fijamos un valor real del nimero de onda «, dando los
valores de la parte real de k obtenidos en el analisis anterior, obtenemos valores de w
complejos. En el caso particular de la ecuacién con efectos de pared, (3.9-12), se obtienen
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dos raices complejas de w. En la Tabla 3.10, se presentan solo algunos valores de las
raices.

Tabla 3.10. Raices de la relacion de dispersion para la ecuacion de onda con efectos de pared, (3.9-
12), obtenidos al dar los primeros dos valores reales de K del andlisis anterior.

NUMERO DE ONDA « , (m™) RAIZ w, (Hz)
364.658 -(3.40947 x10° )i
-14.0706
-101.452 +(86.1793)i
308.157 -(2.43477 x10°)i
-11.8904
-85.7324 +(61.5425)i
239.751-(1.47379 x10°),i
-9.25096
-85.7324 +(61.5425)i
206.987 -(1.0985 x10°),i
~7.9867
-57.5859 +(27.7662)i
147.967 -(561369)i
—5.7094 .
-41.1661+(14.1893)i
68.4864 —(120261),i
-2.6426 .
~19.0536 +(3.0396) i
35.4633 - (32245.9)i
-1.3684 .
-0.8663 +(0.815)i
3.594 -(331.169)i
-0.13867 .
-0.99987 +(0.00819)i
0.99987 +(0.00819 )i
0.13867 .
-3.594 -(331.169)i
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9.8663+(0.815)i
1.3684 .
~35.4633—(32245.9)i
19.0536 +(3.0396)i
2.6426 .
~68.4864 —(120261)i
41.1661+(14.1893)i
5.7094 .
—147.967—(561369)i
57.5859+(27.7662)i
7.9867 o\
—206.987—(1.0985><10 ).
66.7012 (37.2522)i
925096 ~239.751-(1.47379%10°)i
85.7324 +(61.5425)]
11.8904 —308.157—(2.43477x106)i
101.452 (86.1793)i
14.0706 o\
—364.658—(3.40947><1o )u

Para simplificar el analisis, escribiremos w en forma general como:
W=w+wi, 1=12 (3.9-15)
sustituyendo (3.9-15) en (3.9-1), obtenemos al simplificar el resultado:

kS t) = d ant+(kz-at)
v ZAe , (3.9-16)

= i Ae“" os(kz-w,t) +isin(kz ~w,t)H

donde (3.9-16), es la combinacion lineal de la solucién (3.9-1) para cada una de las raices.
Como podemos observar en (3.9-16), el sistema sera estable ante pequefias perturbaciones
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si w, <0, e inestable si w, >0. En la figura 3.6, se presenta la superposicion de las dos
raices, en donde se distinguen las zonas de estabilidad, mediante este criterio.
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—E—
T
_e— w
0.002

Zona estable |

200

100, |
| |

0000 —*— o

w, (s

o oo P45 4 o —
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T
-0.03 -0.02 -0.01 0.00 0.01 0.02 0.03

-100 4 =

-200

-300

-400

-15

K, (m™)

Fig. 3.6a Fig. 3.6b
Figura 3.6. (a) parte real y parte imaginaria de las dos raices de @ obtenidas a partir de la ecuacion

(3.9-12). (b) acercamiento al origen para poder diferenciar zonas de estabilidad que no se
distinguen en la figura 3.6a.

La zona estable que se aprecia en la figura 3.6b abarca el siguiente intervalo de
nameros de onda: 0.02>k > -0.02, fuera de esos valores de k', habra inestabilidad
temporal en el tubo elevador.

A continuacion se obtiene la solucion analitica de las ecuaciones de onda, con y sin
efectos de pared.
3.9-3 SOLUCION DE LA ECUACION DE ONDA

Ahora analizaremos la solucion analitica de las ecuaciones de onda con y sin efectos

de pared.

Solucién de la ecuacién de onda con efectos de pared

Para obtener la solucién de la ecuacion de onda con efectos de pared, propondremos
lo siguiente:

r=0(&), (3.9-17)

donde &=2z-V;t, con esta transformacion la ecuacion diferencial parcial se vuelve
ordinaria,
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Kys®" +Kyys (Cus Vo) @" +K,y, (15 V5 )(1; ) @ =0 (3.9-18)

y tiene la siguiente ecuacion caracteristica asociada:
Ky + K5 (Cs =Vo )P +Ky, (17 V5 ) (1; Vs )m? =0, (3.9-19)

cuyas raices son:

m=m, =0 (3.9-20)

m, - Ky (CM3 —VG) i\/ng (CMSZ_;/G )52 L SYPL S (Iz+ _VG)(|2_ _VG) (3.9-21)
M4

El tipo de solucion, dependerd de que las raices en (3.9-21) sean reales iguales,
reales diferentes o complejas conjugadas (azbi ), en los siguientes tres casos:

= A +AE+AE™ +ALE™, (3.9-22)
Jr =B, +B,& +B,e™ +B,e ™, (3.9-23)
Jr =C, +C,& +e¥ [T, sin(b&) +C, cos(bé )5, (3.9-24)

donde, de la seleccion de V; dependera el tipo de solucion que se tenga; este valor se toma

de acuerdo al discriminante A de (3.9-21), en forma analoga a un oscilador arménico en
mecanica; es decir:

Casol) Si A=0, entonces V;=7.26306 T 6 V,=7.15804 =, y tenemos la solucion

(3.9-22), el sistema esté “criticamente amortiguado” y se mueve hacia el equilibrio
en la forma mono6tona mas rapida.

Caso2) Si A>0, entonces Vg >7.26306 T, y la solucion es (3.9-23), se dice que el

sistema estad “sobreamortiguado” y se dirige lentamente hacia su posicion de
equilibrio.

Caso 3) Si A<O, entonces: 7.26306 ¢ >V, >7.15804 =, la solucion es (3.9-24), el

sistema esta “subamortiguado” y oscila alrededor de su estado de equilibrio con
una amplitud cada vez menor.
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Solucién de la ecuacion de onda despreciando los efectos de pared

Considerando f (t)=0 en (3.7-4),

9° 0o oo 0o ood ..
—+K +V5 — +K — +V, * =0. 3.9-25
§<M4 07 MZSEE 2 GZH(?Z M1l o 155%‘// s ( )

Para obtener la solucion de la ecuacion de onda despreciando los efectos de pared,
propondremos lo siguiente:

@*,=0,(¢). (3.9-26)
donde ¢ =z-Ct, con esto la ecuacion diferencial parcial se vuelve ordinaria,
KuaOL' +Kye (Vi —C) @ +Kyye (v, C) € =0 (3.9-27)
la ecuacién caracteristica asociada a (3.9-27) es:
Ky al® + Ky e (V =C)1? +Kyy0 (v, =C)n =0, (3.9-28)
cuyas raices son:

n=0 (3.9-29)

N, = —Kizs (V; _C) i\/B<M25 (V; _C)HZ —4Ky1sKma (Vl _C) . (3.9-30)
’ 2Ky4

El tipo de solucion, dependera del tipo de raices que se obtengan de (3.9-30) al igual
que en (3.9-21), en los casos (3.9-22)-(3.9-24) con A,, B,, C,, iguales con cero 'y m =n;,

con j =3,4. Nuevamente, de la seleccién de C dependera el tipo de solucién que se tenga,

Casol) Si A=0, entonces C=7.21573 %, y tenemos la solucion (3.9-22), el sistema

esta “criticamente amortiguado” y se mueve hacia el equilibrio en la forma
mondtona mas rapida.

Caso2) Si A>0, entonces C>7.21573 T, y la solucion es (3.9-23), se dice que el

sistema estd “sobreamortiguado” y se dirige lentamente hacia su posicion de
equilibrio.

Caso 3) Si A<O0, entonces: C<7.21573 2, la solucién es (3.9-24), el sistema esta

“subamortiguado” y oscila alrededor de su estado de equilibrio con una amplitud
cada vez menor.
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A continuacién analizaremos como se comparan las tres formas de estudiar la
estabilidad que hemos revisado: con las velocidades de propagacion, con la relacién de
dispersion y con la solucién de las ecuaciones de onda.

3.10 CONCLUSIONES DE LOS DISTINTOS ANALISIS DE ESTABILIDAD

En esta seccién se presentan las conclusiones de los distintos andlisis de estabilidad,
representados en forma sintética en la Tabla 3.11.

Tabla 3.11. Conclusiones de los distintos analisis de estabilidad.

Analisis de las velocidades de
propagacion

Relacién de dispersion

Solucion analitica

Las velocidades de
propagacion de segundo y
tercer orden no presentan
intersecciones en el plano fase,
al considerar una velocidad
superficial de vapor constante
de 7,6y 8 m/s.

Los resultados numéricos son
iguales al considerar y
depreciar los efectos de pared.

La parte imaginaria de la
solucién de la relacion de
dispersién es la que da el
criterio de estabilidad de la
ecuacion de onda con y sin
efectos de pared (3.6-24) y
(3.7-4), respectivamente. En el
caso de dar valores reales de
w, se obtienen valores
complejos de « , teniendo
estabilidad espacial si la parte
imaginaria de x es mayor que
cero, e inestable si es menor
gue cero.

En el caso con efectos de
pared, de las cuatro raices
complejas, dos raices nos
conducen a estabilidad y dos a
inestabilidad.

Por otro lado, al dar valores
reales de k se obtuvieron
valores complejos de w,
teniendo estabilidad temporal si
la parte imaginaria de w es
menor que cero, e inestable en
caso contrario. También se
distinguio con la ayuda de las
gréaficas presentadas en la
figura 3.6 una zona de
estabilidad temporal

correspondiente a k| <0.02.

De las tres soluciones en un
sistema de referencia no
inercial (Lagrangiano) que se
obtuvieron de las ecuaciones
de onda con y sin efectos de
pared, en forma andloga a un
oscilador arménico, se encontrd
estabilidad en una parte de la
solucion, la cual tiene tres
posibles casos, difiiendo entre
ellos en la forma en que se
acercan al equilibrio, al ser
criticamente amortiguado,
sobreamortiguado y
subamortiguado; pero
finalmente inestable, debido a
la superposicién con la otra
parte de la solucién que resultd
ser una recta.
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4. CONCLUSIONES Y PERSPECTIVAS

4.1 Introduccion

En este Capitulo se retoman los resultados mas sobresalientes obtenidos durante la
tesis, con el fin de resaltar las contribuciones que surgen de este trabajo.

4.2 CONCLUSIONES

Con fines de ser sistematicos, puntualizaremos las conclusiones, separandolas por
Capitulos.

4.2-1 CAPITULO II

e Se desarroll6 un modelo hidrodinAmico, que considera a las particulas de
catalizador que son arrastradas por vapor de agua. Este modelo se obtuvo
bajo ciertas hipétesis, las cuales se enuncian con claridad al inicio del Capitulo
II, el modelo toma en cuenta la compresibilidad del vapor, ya que en los
puntos de inyeccion esta aproximadamente a 11 atm y se expande a 3 en el
tubo elevador; considera la turbulencia ocasionada por los flujos de vapor en
el régimen de fluidizacion rapida, asi como los efectos debidos a la interaccion
de las fases con la pared del tubo, en el lecho fluidizado. Este modelo, que se
obtuvo al promediar las ecuaciones locales instantdneas de masa y cantidad
de movimiento mediante un operador promedio espacio-temporal, esta
constituido para las fases catalizador y vapor, por las ecuaciones de
continuidad, cantidad de movimiento, asi como una ecuacion de estado que
nos relaciona la densidad con la presion, junto con las condiciones iniciales y
de frontera correspondientes.

El modelo que se obtuvo, se desarroll6 en forma sencilla y sin mucha
extension en hojas, a diferencia de como hubiese ocurrido; por ejemplo, si
hubiéramos utilizado la técnica del promedio volumétrico (Whitaker, 1999);
ademds, tendriamos que haber promediado temporalmente el resultado
obtenido con el promedio volumétrico. El promedio espacio-temporal simplifica
estas operaciones al tomar simultaneamente los dos promedios espacial y
temporal utilizando un procedimiento que parece ser menos complicado y
extenso que el promedio volumétrico (Drew, 1983).

Este modelo nos permite estudiar el efecto de la compresibilidad del
vapor en la dindmica ondulatoria que se lleva a cabo dentro del tubo elevador.

» Se evaluod la importancia de incorporar la masa agregada, encontrdndose que
no es necesario incluirla cuando se trabaja con flujo reptante, ya que resulta
ser infinita; lo que quiere decir, que la particula esférica utilizada en su
obtencion, pone en movimiento muchas capas de fluido debido al flujo tan
lento en el flujo reptante.
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e Se modelé la turbulencia de los sélidos, considerando que son arrastrados
como trazadores por el vapor; de acuerdo al valor del nimero de Stokes que
resulto ser del orden de uno.

e Se utiliz6 un modelo de celda unitaria con flujo reptante en la obtencién de
leyes de cerradura para el modelo hidrodinamico, obteniéndose expresiones
para los términos de intercambio interfacial.

e Se obtuvieron como casos asintéticos del promedio espacio-temporal, los
casos correspondientes al promedio volumétrico y al promedio temporal.

4.2-2 CAPITULO I

* Se obtuvo el modelo hidrodindmico linealizado correspondiente alrededor de
un estado estacionario, que posteriormente se considerd uniforme para los
demés desarrollos.

e Se obtuvo un modelo de una ecuacion de onda, para la fraccidon volumen y
para la presion, en la forma de ecuacion diferencial parcial de cuarto orden.

* Se observa que al considerar a la presion como variable mecénica, en el
modelo incompresible, las ondas se desacoplan, teniéndose sélo una
ecuacion de onda para la fraccién volumen.

* Se demostré que ambos modelos de una ecuacién, realmente son uno sélo;
es decir, el conjunto de cuatro ecuaciones para las perturbaciones en las
cuatro variables dependientes, puede ser representado por un modelo de
onda unificado, para cualquiera de las cuatro variables perturbadas. Lo cual,
guiere decir, que las perturbaciones en cualquier propiedad del sistema, se
propagan de la misma forma.

» Se vi6 la importancia que tienen los efectos de pared en el orden del modelo
de una ecuacion de onda; ya que, al considerarlos el modelo es de cuarto
orden, y de tercero cuando no se consideran.

* Mediante graficas de velocidades de propagacion de este modelo de una
ecuacion de onda, contra la fraccién volumen de sélidos, se encontré que las
ondas no interactuan.

e Se analiz6 la relacién de dispersion de las ecuaciones de onda, con y sin
efectos de pared, para obtener estabilidad espacial y temporal.

 Se obtuvo una solucién analitica de la ecuacién de onda considerando los
efectos de pared y despreciandolos.

Como ya se explicd en la definicion del problema, el proceso de FCC es muy
complejo, es por eso que en este estudio nos centramos en uno de los efectos importantes
en este sistema, que es la compresibilidad del vapor de arrastre. El modelo hidrodindmico
gue se obtuvo en esta tesis puede utilizarse para describir los procesos que tienen lugar en
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el tubo elevador en el régimen de fluidizacién rapida considerando este importante efecto.
Por otra parte, se hizo un estudio de estabilidad hidrodinamica en este régimen, ya que hasta
donde sabemos no hay estudios de estabilidad hidrodindmica en él; sin embargo, existen
estudios de modelado en este régimen con teoria cinética que consideran la formacion de
cumulos y que al resolverlos numéricamente pueden describir su formacién en el tubo
elevador (Neri y Gidaspow, 2000), también existen muchos otros estudios de estabilidad
hidrodindmica en lechos fluidizados en el régimen de fluidizacion uniforme (seccién 1.7 del
Capitulo I); asi como en columnas de burbujeo (Biesheuvel y Wijngaarden, 1984; Biesheuvel
y Gorissen, 1990; Lahey, 1991; Ledn y Liné, 2001).

El régimen de fluidizacion rapida es de importancia industrial debido a que en ese
régimen operan muchos procesos industriales; sin embargo, hasta donde sabemos no se ha
reportado algun estudio de estabilidad hidrodinamica en el régimen de fluidizacion rapida y
gue ademdas considere la compresibilidad de una de las fases. Lo cual fue una motivacion
para realizar este trabajo.

4.3 PERSPECTIVAS

El sistema que se intentdé representar, es el tubo elevador de un reactor de
desintegracién catalitica en medio fluido (FCC), pero como ya se dijo en la definicién del
problema, este sistema es muy complejo, y aunque el estudio realizado ayudard en su
comprension, todavia falta mucho por hacer al respecto; por ejemplo, a continuacion se listan
los siguientes aspectos.

e Tomar en cuenta los efectos de temperatura, al considerar el balance de
energia.

e Tomar en cuenta cumulos de particulas (Gallardo, 2003).

» Considerar el segundo coeficiente de viscosidad; el cual, puede llegar a ser
muy importante en la propagacion de ondas al considerar los efectos debidos
a la compresibilidad.

* Incluir al gaso6leo como la tercera fase (Valencia, 2001).
» Considerar la reaccion en el balance de masa y de energia.

» Para particulas mas grandes, o flujos menores de vapor, dar un movimiento
auténomo al catalizador en la modelacién de la estructura turbulenta de los
sélidos, al tomar en cuenta el &ngulo de desviacién que toman los sélidos de
la trayectoria del vapor (2.9-25); lo cual puede ser recomendable para
desacoplar las ondas de tercer orden.

« Utilizar un modelo més sofisticado para la turbulencia, tal es el caso del
modelo K —&.

e Generar las ecuaciones de onda considerando un estado estacionario no
uniforme.
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Tomar la solucién de Stokes para el flujo reptante transitorio de un fluido
newtoniano compresible, con el fin de incluir las fuerzas de Basset, y tener
cerraduras mas precisas con el modelo de celda unitaria.

Hacer un andlisis de estabilidad no lineal de las ecuaciones de onda.
Hacer un estudio de las ondas en dos y tres dimensiones.

Extender los resultados de este trabajo, en forma adecuada a columnas de
burbujeo.

Hacer un estudio de hidrodindmica fluctuante en el lecho fluidizado, con el fin
de obtener correlaciones para la fraccion volumen-presion en el tubo elevador,
las cuales nos daran informacién sobre la forma en que cambia la fraccién
volumen en una posicion del tubo elevador, debido a que en otra posicion
tenia otro valor.

Hacer estudios experimentales en este régimen, a fin de recabar datos
experimentales que puedan compararse con la teoria desarrollada.
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APENDICE A

A. TEOREMAS FUNDAMENTALES PARA EL DESARROLLO DE LAS ECUACIONES
PROMEDIADAS EN EL ESPACIO-TIEMPO

Los teoremas fundamentales para la obtencion de las ecuaciones promediadas en el
espacio-tiempo, surgen al aplicar el operador (2.5-1) a las ecuaciones (2.4-13) y (2.4-14),

ik 4 )
<xk at'k> <at (X, ¥,)—n, Eikadkl‘l'k>, (A.1)
(X @MV, ¥, )F 0 (X v, Pg) i) v, ¥,). (A.2)

Como el operador promedio (2.5-1), tiene una representacion en términos de
integrales, entonces es lineal y el promedio de una suma, es la suma de los promedios de los
sumandos. Por lo que, (A.1) y (A.2) pueden reescribirse como:

b 4 0
<xk 6t’k> = <F(Xka)> _<nk Evkédkélllk>' (A.3)

(X, @D(vP)F O (X v E ) (O v, F,). (A.4)

Ya que se estd integrando en la region espacial, con centroide en X; lo que se tiene,
es una region fija. Ademas, se esta integrando en la regién temporal, centrada en el punto
medio del intervalo de tiempo, en t; por lo que conmutan los operadores derivada temporal y
divergencia con el operador promedio, en el primer término del miembro derecho de las
ecuaciones (A.3) y (A.4) para obtener:

or,\ 0
<xk at:(> 2 (X0) (0, W0, (A5)
(X, @D(vP)F D (X,v¥h (3] v F,), (A.6)

gue son los dos teoremas esenciales para la obtencion de las ecuaciones promediadas,
(Drew, 1983; Soria y de Lasa, 1991; Drew y Lahey, 1993).

Ahora bien, podria obtenerse un tercer teorema, que denominamos combinado, al
sumar los dos anteriores para tener:

P, 9 ,
(o ) SO T (G (G (5w )% )

aqui, se ha tenido cuidado en el agrupamiento de términos, al considerar que ¥, puede ser
un tensor, utilizando (2.5-8), obtenemos:
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<xk§‘%+m(vk‘rk)§>: (e (w0 (s ()Y (A (v w)®s).

(A.8)

Analizando més a detalle el término fuente correspondiente al ultimo término de (A.8),
en donde la funcion de distribucién delta de Dirac, sirve de filtro a la integral, que se anula a
menos de que se esté en la interface,

<5klnk Qi —w,, )Y, EVT E!](:[ J;ddnk [Qvi —w, ) ¥, dtav
: , (A.9)

:%VT ‘[ nk[ka—Wkl)‘I’kdt’dS

It

2

donde se ha introducido el producto VT a la sumatoria, debido a que es constante para la
misma. La suma en el término (A.9) debe leerse como: “suma sobre todas las interfaces del
tipo k( tal que la fase k esté presente” (Soriay de Lasa, 1991).

En (A.9), la region superficial .7, define el area S§,. Este ecuacion, puede
reescribirse con el fin de formar un promedio superficial intrinseco de fase, como:

J'nk (v, —w, )P, dtdS
, (A.10)

<5klnk I:qvk_wkl)‘llk> V SqT _[

= ;akl n, [Gvk _Wkl)‘Pk>ké

en esta ecuacion, hemos introducido la definicion del area interfacial especifica a,, (Soria y
de Lasa, 1991):

a, =(0,) =%, (A.11)

con lo que (A.8) queda como:

<Xk Eﬁ%+ﬂﬂ(vk‘l’k)§>: %(‘gk <Tk>k)+DD (‘Sk <Vka>k*) %ak( <IQ (V? ch)‘Pk>k4-

(A.12)

Pueden obtenerse expresiones similares a la (A-10) para los términos superficiales,
representados por el segundo término del miembro derecho en los primeros dos teoremas.
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APENDICE B

B. EVALUACION DE LA FRACCIQN VOLUMEN DE SOLIDOS Y VELOCIDADES
INTERSTICIALES DE VAPOR Y SOLIDOS

Con los flujos de vapor y catalizador dados en la Tabla 2.2, calculamos las
velocidades superficiales (U ) mediante la expresion (2.9-45),

5.3027 %

U, =¢eU, = ~7 o, (B.1)
T (0.7065 ) fn1.0722 m?)
KGear
Ug=¢elU, = 111'67 > ~03 2, (B.2)
(1300 “e=)rf1.0722 m?)
resolviendo en (B.2) para la fraccién volumen de solidos,
USs
E, =—=. B.3
) (B.3)

Luego, con la velocidad de la mezcla con centro en el volumen U definida en (2.9-

44), y la velocidad terminal (Bird y cols., 2001) de sedimentacion de una particula sélida en
un remolino turbulento de la microescala de la turbulencia. Gallardo (2003) reporta que en
estos sistemas es de aproximadamente 1.5 mm, por lo que caben muchas particulas en
ellos:

U, =£U, +£U, =Uq +Ug, (B.4)
UI :UO _US
_dy(p-npy)9. (B.5)
184,

con los datos de la Tabla 2.2, obtenemos una velocidad terminal U, de aproximadamente
0.085 .

Resolviendo para U, de (B.5),
U,=U,-U,. (B.6)

S

Sustituyendo (B.4) en (B.6) y el resultado a su vez en (B.3), tenemos:
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USS

E, = (B.7)
UgS +Uss _Ut

Sustituyendo valores de (B.1), (B.2) y la velocidad terminal, obtenemos que
£,~=0.04158, la cual estd dentro del rango de operacion de la fluidizacion rapida:

0.02-0.2, segun reportan Grace y cols. (1997).

Con esta fraccion, determinamos las velocidades intersticiales de vapor y sélidos,
mediante las expresiones (B.1) y (B.2) obteniendo que U, =7.3037 ¢ y U ,=7.215 .
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APENDICE C

C. EL PROMEDIO VOLUMETRICO Y EL PROMEDIO TEMPORAL COMO CASOS
ASINTOTICOS DEL PROMEDIO ESPACIO-TEMPORAL

Dos casos especiales del promedio espacio-temporal, definido en (2.5-1), son el
promedio volumétrico (Whitaker, 1983) y el promedio tipo Reynolds o temporal (Whitaker,
1981).

+ Para recuperar el promedio volumétrico

Se aplica la condicion,

lim(X, +, ) (xt) 'lT'rE'v_T,!’J(T  (xt)dtav . (C.1)

Demostracion.

Aplicando (2.5-8) y reagrupando el miembro derecho:

£ (o) (xt)= ITimvlJJ(J; f(xt)dv, (C.2)

donde,

—-
¥
N

fo(xt)== [ X (xt) e (x,t)dt’, (C.3)

1
Tt

I
[NI]

resultaria interesante poder introducir el limite bajo el signo integral; para lo cual, analicemos
la funcion f; (x’,t) en el limite cuando T tiende a cero, y pensemos que si transcurre un
intervalo infinitesimal de tiempo (T es muy pequefio) y la region k se mueve también una

distancia infinitesimal; de tal modo que, el punto que seleccionamos (que no este en la
superficie de la regiéon k) permanecera en el interior o exterior de k, dependiendo de donde

lo hayamos seleccionado; y entonces, como el intervalo de integracion es [t -1T, t+%T] y
para t’ muy cerca de t; es decir, T tiende a ceroy X’ en el interior (no en la superficie), se
tiene que: X, (x’,t’) = X, (x",t), quedando:

N\—l

lim £, (x”.t) =lim Tl X, (x'1) o (X't t", (C.4)

NH

y entonces X, (x’,t), ya no depende de la variable de integracion, ni de la variable con

respecto a la cual se esta tomando el limite, por lo que X, (X’,t) puede salir de la integral y
del limite para tener:

109



Apéndice C

N\—l

lim f, (xt) = X, (x’t)1 Tl e (X)) (c.5)

NH

Si », es continua; entonces es Riemann integrable, de tal suerte que podemos aplicar
el teorema fundamental del célculo en (C.5), para obtener:

limf; (x°t) = X, (x,t) =, (x,1), (C.6)

el resultado expresado en (C.6), es valido en todos los puntos de la regién k, excepto en un
conjunto de medida cero, el cual esta constituido por los puntos de la superficie de esa
region.

Podemos introducir el limite a la integral en (C.2), si existe una funcion g,, Lebesgue
integrable que acote el valor absoluto del promedio temporal de ¢, (x’,t ) , Y que ademas sea
finita; es decir,

| fr (x1)| < gy ( Vﬂ 9,(x")dV < oo, (C.7)

En el caso particular de que *, = o,y P = pk/a para el caso de un gas ideal, y si

por ejemplo, en nuestro caso particular ese gas es vapor de agua (a=429,472.66 m°s™)

gue se inyecta en un tubo a 11 atm (1'114,630 K%‘z ) y se expande a 3 (303,990 K%‘TZ )
m m

en él. Si tomamos como cota superior el valor de la presién a la entrada, y lo utilizamos para
obtener g,, tendremos:

I
t+5

o (xt) dt’

T
t=3

I
t+5

Si 2.5953dt’
T

—T ’
t2

<2.5953 Kg,, /m’

(C.8)

donde la funcién constante g, =2.5953 Kgm/m3 , €s un valor que acota a la densidad en
todo el intervalo de operacién; puesto que a 3 atm la densidad sera menor.

Si se cumplen las condiciones establecidas en (C.7), podemos utilizar el teorema de
convergencia dominada de Lebesgue (Stromberg, 1980), para tener:

I|m ,!’J’Jf X’ t dV——L([[Ilmf (C.9)

siempre que el leJ fr (x’,t) converja en todos los puntos, excepto en un conjunto de medida

cero de X’, como ocurre en nuestro caso en (C.6). Sustituyendo (C.6) en (C.9), obtenemos:
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lim= JJJf x't) dv_—mx (x"t) e (x',t)aVv . (C.10)

utilizando la definicién de la funcién indicadora de fase, (2.4-1):

I|m—!]’ f(x"t) dV——JJJ-k(x’,t)dV (C.11)
k()

o0 bien, sustituyendo (C.11) en (C.1),

£+ ) (xt)= Vi JJ(!;-k(x’,t)dV . (€.12)

Ahora, analizaremos lo que pasa con &, , aplicandole el limite también a (2.5-2),

Oq 3 o, (C.13)

- lim > eI RS (x'.t) Hov

al igual que en (C.7), ?1 J’ X, (x",t")dt]< g,(x’); efectuando la integracion, se obtiene que,
t=I

1<g, (x) aplicamos nuevamente el teorema de convergencia dominada de Lebesgue en
(C.13) y por los mismos argumentos sobre la regiéon k, tenemos:

ITi[rggk (xt) = \%J’J{"!’) dv

Vi
Vv

(C.14)

sustituyendo (C.14) en el miembro izquierdo de la igualdad en (C.12), obtenemos finalmente:

() (xt)= \% ﬂ([) « (x'1) av, (C.15)

gue es justamente el operador promedio volumétrico intrinseco de fase.
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+ Para recuperar el promedio temporal

Definimos una regién @ O R?, cuyo volumen 4, es muy pequefio, y se aplica la
condicion,

Jim (X, =) (xt) —ulllfr]/—’!”([J’}X X, t7)e, (x,t7) dtdv (C.16)

cuando g, - 0.

Demostracion.

Primero, aplicamos (2.5-8) en el primer miembro e intercambiamos el orden de
integracion en el segundo, para tener:

+
N

£ <.k>k (xt)= li n;% f, (xt")dt’ (C.17)

|
[N

donde,

xt =— ([ X, xt xt dav, (C.18)
I )

si analizamos lo que tendriamos al introducir el limite a la integral, y analizamos la funcién
fy (x,t ) en el limite cuando la regién de integracion %" tiende a &/, y pensamos que para

una posicion fija, la probabilidad de que en un intervalo de tiempo T, X’ esté en la superficie
de una particula, es cero; esto es, que si tomamos una fotografia instantanea en el tiempo t

para una posicion X’ dentro de una regién &/ que se colapsa a un punto x, el vector x’
seguira estando en %; de tal manera que, X, (x’,t’) = X, (xt’), excepto en un conjunto de

valores de t’ de medida cero, entonces:

PN 9

lim f, (xt") = X, (xt") lim = ‘!’J(’I (x",t) (C.19)

Si », es continua; entonces es Riemann integrable, de tal suerte que podemos aplicar
el teorema del valor medio para integrales en (C.19), para obtener:

. , A - 1 .
Jim £, () =X, (xt) Jim S, (x70)V, (C.20)

donde °, (x”,t’) esta evaluada en un punto X” que esta en 9 ; es decir, Xx"O%", y en el
limite cuando la regiéon /" se colapse a 7/, x” tenderd a X, con lo que se obtiene,
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lim f, (xt") =X, (xt") s (xt), (C.21)

VLG
excepto en un conjunto de valores de t’ de medida cero.

Notese que el teorema del valor medio para integrales no puede aplicarse
directamente en (C.18) porque X, (X’,t’) no es continua en 7"(x).

Puede aplicarse el limite bajo el signo integral si existe una funcion g,, Lebesgue
integrable y que ademas sea finita, que acote el valor absoluto del promedio en el volumen
de ¢, (x",t"); es decir,

t+7
If, (xt)[<g J’g2 Vdt' <, (C.22)

Si se cumplen estas condiciones, podemos utilizar nuevamente el teorema de
convergencia dominada de Lebesgue, para tener:

N

t+T t+
1 b b
ZIIEU/T J’ f, (xt) i Jim f, (x,t")dt’. (C.23)

NH

Siguiendo con el caso particular de la densidad, ¢, = p,, y con p, = pk/a y
tomamos como cota superior el valor de la presion a la entrada, para obtener g,, tenemos:

‘vl i (x",t")aV

1
< \7-!:[ 2.5953dvV

(C.24)
<2.5953 Kg,, /m’
que tiene la misma interpretacion que (C.8).
Sustituyendo (C.21) en (C.23) y posteriormente en (C.17), se obtiene que,
k 1 +% ) 7 7
g (") (xt)= =R (x.t7)e (x.t")dt’, (C.25)
=
utilizando la definicién de la funcién indicadora de fase, (2.4-1):
E . xt -1 (C.26)
k k T Iz t_Ikl -

Analizando lo que pasa con &, , aplicandole el limite también a (2.5-2),
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J|E<xk>(xt) = lim £, (xt)

e 1 t+3 o i (C.27)
_JIT/V_TJ;JJ(JX; X, (x,t")dvdt

al igual que en (C.22), <g,(t’); o bien, 1<g,(t’), aplicamos

vl.!](:[) X, (x",t")dv

nuevamente el teorema de convergencia dominada de Lebesgue en (C.27) y por los mismos
argumentos sobre la regién k, tenemos:

,_,
T
[N

lim g, (xt) = X, (x,t")dt’

, (C.28)

-
|
N

M Al
=

T

que es una fracciéon temporal, y puede interpretarse como la fraccion de T en que |
elementos de la fase k, pasaron por un punto determinado X.

Sustituyendo (C.28) en el miembro izquierdo de la igualdad en (C.25), y simplificando
el resultado obtenemos finalmente:

T
tg

() (xt)= ! | > _["k(X’t’)dt’, (C.29)

en donde la regién temporal qu indica el tiempo en el que la fase k esta presente; es decir,

si pensamos en que K representa particulas de catalizador, qu seria el tiempo en el que |
particulas pasaron por un punto dado.

(C.29), corresponde a un operador del tipo promedio temporal en un medio
multifasico.

C.1 CASOS ASINTOTICOS DEL PROMEDIO ESPACIO-TEMPORAL PONDERADO EN
LA MASA DEL CAMPO DE VELOCIDAD

Es de interés para este trabajo, ya que se considera la compresibilidad de una de las
fases, verificar la ocurrencia de los casos asintoticos anteriores para el promedio ponderado
en la masa del campo de velocidad definido en (2.5-9), para ello utilizaremos los resultados
encontrados anteriormente en (C.15) y (C.29) para los casos asintéticos del promedio
espacio-temporal, al definir a =, como p, y p,V,, entonces en el limite cuando T tiende a

cero.
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< Jﬂpkvk (x'.t)
< !’ka (x't)

gue es un operador promedio volumétrico intrinseco de fase ponderado en la masa del
campo de velocidad. También, en el limite cuando la region 9 tiende a & y el volumen de
ésta, tiende a su vez a cero, obtenemos:

(C.30)

{vd " =tim\

T
ta

) > [ o (xt) v, (xt')at’

{Vk}k:,ljin?)(pkvk) (x) =% , (C.31)

Tk
t+ot

> [ P (x.t")dt’

gue es, justamente un operador promedio temporal (multifasico) ponderado en la masa del
campo de velocidad de la k -ésima fase.
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APENDICE D

D. ANALISIS DE LA MASA VIRTUAL UTILIZANDO LA TEORIA DE FLUJO REPTANTE
ALREDEDOR DE UNA ESFERA

Partiremos en nuestro desarrollo de la definicion de masa virtual que da Currie
(1993).

“La masa aparente o virtual de un fluido m’, se define como la masa del fluido que, si
se estuviera moviendo con la misma velocidad del cuerpo, tendria la misma energia cinética
gue todo el fluido”. Esto es:

imu? :%Lp(uf Euf)dv, (D.1)

donde u_ es la velocidad de aproximacion del fluido al cuerpoy % O R3.

De la solucién del problema de flujo reptante de un fluido newtoniano incompresible
alrededor de una esfera en estado estacionario (Bird y cols., 2001):

u, O 300 1o0rp’0
—f:El—EB—pD+—%JS Ccosé e, —Dl 1’% _E % Osinfe,, (D.2)
u, § 2000 20r0 H

donde r,, es el radio del cuerpo (sdlido esférico). Como en el calculo de la masa virtual, la

esfera debe moverse en un fluido estancado, debemos restarle a esta velocidad, la cual esta
referida a un sistema coordenado Lagrangiano, la velocidad del fluido que se aproxima a la
esfera; es decir:

u, O 30,0 wo0rp’0
f-n- §D_F’D+£Dig Ocosé e, —Dl—gq’% _E % Osinfe, €,  (D.3)
u, g 200 2070 ¢

u, U
— B—gg—p +—D Dcosee ﬂ%% E % Osinfe,, (D.4)
u, § 2

u m, U3 0’0 i
L :B—EE—"EJ%J% cos29+D 2 4G sin’ 4, (D.5)
u, g20'0 2070 [ E E g

desarrollando los binomios al cuadrado:
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4

u, r r’ g °0 O ? O
ALTINE 1o FTag =l7s BB ero i 8 2020 Barg
u,  BO'O0 2070 3 H = o g

(D.6)
introduciendo esta ecuacién en (D.1), e integrando de la superficie de la esfera hasta una
distancia muy lejos de ella,

o of 30r0” g °0 O
2] -0 BB fovo
P00 2010 E
redrsinédéd ¢

ﬂGDr 8arg 1 g &
(D.7)
4 6|:| |:|
r r
e Lo
. ZUHX%ADI’ 0 2|:] ro E @ , .
:,ollmJ’J’J’D , ] [redrsinédéde
o095 He O, 30rp’ 1o )
B n+t0-0 + Osin® &5
ﬁ.G org 8grg 1 g A

(D.7) es una integral impropia, que converge si el limite existe, y entonces el valor de la
integral impropia es ese limite.

Integrando y agrupando términos obtenemos:

X — 00

m’ = 77plim + 20— -——r?, D.8
P ﬁaﬁ -0~ =01 o (D.8)

tomando el limite en cada término,

Oy O U
m = an—lbilim Xﬁ—gmrj, (D.9)
2oded 38
lo cual nos da que:
m’ - 0, (D.].O)

por lo tanto, la integral impropia diverge. Esto fisicamente no es posible, por lo que
concluimos que el concepto de masa agregada o virtual utilizable en la teoria de flujo
potencial, no es compatible con la teoria de flujo reptante.
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APENDICE E

E. EVALUACION DE LOS ESFUERZOS SUPERFICIALES TOTALES, MEDIANTE EL
MODELO DE CELDA UNITARIA SIMETRICA CON FLUJO REPTANTE

E.1 SOLUCION DE LA MICROESCALA

Partiendo de la solucién del problema de flujo reptante en estado estacionario de un
fluido newtoniano incompresible alrededor de una esfera estacionaria (Bird y cols., 2001):

3 uV, o, if
Py = Pgo ~ £, 92 _E?—t %r—pg cosé, (E.1)
p

donde el perfil de velocidad esta dado por (D.2), con u, =U,, debido a que en la solucion de

Stokes, el sistema coordenado se ancla en el centro de la esfera; y la esfera esta
estacionaria en un flujo que se acerca muy lejos con una velocidad U_; de tal modo, que

desde la esfera vemos que el fluido se aproxima con esa velocidad. En el caso de la celda,
figura 2.2, la esfera ya no esta estacionaria, sino que se mueve con la velocidad del sélido,

V,, Yy lejos de ella se acerca la mezcla con velocidad U, y ya que U, >V,, al movernos con

la esfera, observamos que la velocidad de aproximacion es U, —V,, que es justamente la

velocidad terminal de los sélidos esféricos en un medio estancado. Utilizando el perfil de
velocidad (D.2), evaluamos las componentes del tensor de esfuerzos viscosos, obteniendo:

=3u,U, ~ >0 §-7Ucosé (E.2)

Ord
—E—DECOSH, (E.3)

[ Sing.. (E.4)

E.2 ESFUERZOS NORMALES

E.2-1 FUERZA NORMAL DEBIDA AL CAMPO DE PRESION DEL VAPOR, PROMEDIADA
EN LA SUPERFICIE DE LA ESFERA

A continuacion evaluaremos <nyby> . En este caso, n,=—€, Yy al expresarlo en
yo

coordenadas rectangulares, nos conduce a:
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2””g3n9c05¢ )e,+ (sin 6sin ge, +0

'-'3 2r
——

lotacién
Friccién de
forma

<nyby>ya p2 [ (cosb)e, E(p <py> )rpzsiné?dﬁdgo,
(E.5)
con lo que obtenemos:
U U
U U
<nyﬁ)y>yg _0A% | KU D - (E.6)
E

E.2-2 FUERZA NORMAL A LA SUPERFICIE DEBIDA A LOS ESFUERZOS VISCOSOS
DEL VAPOR, PROMEDIADOS EN LA SUPERFICIE DE LA ESFERA

Ahora evaluaremos <ny Ey> , 'y ya que n,=-€, solo necesitamos evaluar dos

componentes: <r”yej> <Tm,e,> <T~reﬁe>w
2nn[{sing + (sin s +0
Lt =- L Bﬂsm cosg)e,+ (sin 6sin ge, D(r,, _<T”y>y)r§s.n9ded(p
o Amy 448 (cosb)e, g
=0
(E.7)
Y,
i _ 1 ?r{cosfcosg)e,+ (cosbsin ge,+0
(Tio€s),, = pre lg (~sind)e, E(rrg ~(T,4,) )r sinddddg
00 O
_ﬁﬂgutﬁez
rp
(E.8)
y entonces, finalmente obtenemos:
3 . f
U
(n,&) =0 ”? L e, (E.9)
ﬁrrastr:/iscosoﬁ
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E.3 ESFUERZOS SUPERFICIALES EN LA FASE CONTINUA

Al sumar (E.6) y (E.9), tenemos para el vapor:
. Uo r U
(n,om,) =goe WSHCE (E.10)
yo 3 2, ﬁe

y ya que <ry>y =0y <py>y = Pyo - Podemos escribir (E.10) como:

P 3 IugU

[
<ny EH %
lotacién

O
O
e, . (E.11)
]

Arrastre Viscoso

E.3-1 ESFUERZOS SUPERFICIALES TOTALES

Por Gltimo, necesitamos obtener: (n,p,) v (n, &,),, -

Los términos de transferencia interfacial deben obedecer las condiciones de salto en
la interface, y éstas pueden obtenerse al promediar las condiciones de salto locales (Ishii,
1990). La condicién de salto de masa, sé6lo nos indica que no hay transporte de masa en la
interface; por ello, utilizaremos la condicion de salto de momentum, que a nivel local tenemos
(Aris, 1962):

-n, HI, -1 H=0,k,.n,, (E.12)

donde:
o,,, es la tension interfacial, considerada constante,

K es el radio de curvatura medio, medido desde el interior de la fase K.

Tomando el promedio superficial intrinseco de fase en la interface de (E.12), se
obtiene:

~(n, m, —HU)>W =(Okay),, - (E.13)

Considerando el efecto de tension interfacial pequefio, despreciamos el segundo
miembro de (E.13), para tener:

(n.m,) =(n0O1,) | (E.14)

o

yyaque n, =-n,, (E.14) se rescribe como,
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<n0 m0>yg = _<ny D]Iy>ya

y entonces, por (E.11) encontramos para el sélido:

(n,m,), =Pl 2 A
i 3 2, ﬁe
gue es equivalente a,
(n,01,) =-FPife 34U
ag ag yo 3 2 r ﬁez

(E.15)

(E.16)

(E.17)
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APENDICE F

F. ECUACIONES DE CONSERVACION DE LA MASA Y DE BALANCE DE CANTIDAD DE
MOVIMIENTO PROMEDIO UNIDIMENSIONALES

F.1-1 ECUACIONES DE CONSERVACION DE LA MASA DE CAMPO PROMEDIO
UNIDIMENSIONALES

Las ecuaciones promediadas de la masa (2.8-17), pueden reescribirse al considerar
(2.10-6) como:

0
a(,sk,ok)+D]](skpkvkez): 0, (F.1)

al hacer la contraccién de indices en el segundo término, obtenemos:

0 0

a(sgpg)+a( g,ogvg) =0, (F.2)
0 0

a(gsps) +E(£spsvs) =0. (FS)

F.2-2 PROYECCION DE LAS ECUACIONES DE BALANCE DE CANTIDAD DE
MOVIMIENTO DE CAMPO PROMEDIO

Tomando el producto escalar de la ecuacién de movimiento de la fase vapor (2.10-11)
con un vector unitario en la direccion z tendremos, al analizar término a término:

a 0 0
ggpg %+vgeZ Dﬂﬁvge%]ez: &, pgﬁa+ A 6}% A (F.4)

9Py

g,0pfler &, 5 (F.5)

" %gmz (vgez)l-D £ (Vgezoj (VEEZ)-" & B@ 4 0 0%, dg 0ov,0
== +
Ho E %egD(]]] (vgez}) %(] (vgd;)) £, E =3t ?g 022 0z azﬁ

(F.6)

O
%p@,gdp +O|ié:g,ug (v, —vs)geZ @, =£,0,9 +ii_§ £.8, 1y (Vg Ve ). (F.7)

p p

6
_gs
dp

de acuerdo con (2.9-37),
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%Tgw (&, = épgggvs for (F.8)
£,0,9(&, =€£,p,9c0S0, (F.9)

ya que @ = 1T; entonces tenemos:
£,0,9&, =-£,0,0. (F.10)

Por lo que la ecuacién de movimiento promedio para la fase vapor, proyectada en el
eje zZ queda como:

0o 40 op, 4 0 0%, og ov,0
€ +V —FV +e —9 42 + +
gpra_t gazHg 9 0z 3,ug Egg 02> 0z azﬁ
18

X :
?gsggug (Vg _VS) +Epgng§ foe +0,9 =0
p

(F.11)

Analizando del mismo modo, la ecuacion de movimiento para la fase sélida (2.10-13)
y (2.10-14), obtenemos:

ep 00, 00, 0 4 T V00, 00 VHOvD 18 (v, ~v,) +
Pt o oz 37 gov.Hoz oz °vH oz dF el T

(F.12)

Entonces; (F.2), (F.3), (F.11) y (F.12) son las ecuaciones de balance de conservacion
de campo promedio unidimensionales.
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APENDICE G

G.1 ECUACIONES HIDRODINAMICAS LINEALIZADAS: “MODELO COMPRESIBLE”

Aplicaremos la descomposicion (3.2-5) a las ecuaciones (3.2-1)-(3.2-4) y soélo
retendremos los términos de primer orden en ¢ .

Empezaremos con (3.2-1),

~\ 10 ~\ 00 A 10
(pss + p) % +(Vg$ +VQ)EE(£$ +‘9) +(‘9$ +E)EE +(Vg$

simplificando tenemos finalmente:

d . d
pssEa__i_Vgss HE-'-‘S B gsﬂ p tes p$a_ +Ed (pssvgs) +pE(‘9$Vg$) +
d d '
g d (E ps) dz(£$p$vg$) :0
(G.2)
Ahora seguiremos con (3.2-2):
0 ~y\ 0 N A\ 0 A
%—t+(vs$ +VS)E§(ES +8) -3 (& +£)§E(V’“ +,) =0 (G.3)
desarrollando y agrupando, se obtiene:
av A0V g de d
- — 1 - —= +—H1 - : G.4
Ba—+v H£+ - Ep g +dzﬂ £s)VesH =0 (G.4)
Trabajando ahora (3.2-3) y analizando por separado cada uno de sus términos:
1 A .\ 10 00 ~\ _EsPsO0 o0 .
a8 &) (P Bl g Ve #00) 5V ) ==t e 3
1( pssvgssg + gssvgss p + ES p$\79 + Ess pssvgss)h
a dz
(G.5-1)
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(G.5-2)

et 0%V, +£d Vs, d?Vyg deg oV, 08 Ve, e dve O
? 0z z2 S dz? dz oz az dz dz dz

(G.5-3)
a7 Ho s ) 3o 2T, —0) #(i v =
%,ug Hi-26,) (Vs ~Ves ) & +6 (1-85) (9 V) +64 (1 ~65) (Ve Vs H
(G.5-4)
?S: (e +&)(ps + f))(vgSS +\7g)2 =i‘;§ (pSS & HEVED +26, P VoV, TELPLY gss)
(G.5-5)
2(patp)=2p+2ps. (6.5-6)

Por ultimo, linealizaremos (3.2-4) del mismo modo que (3.2-3),

09 oo,
o)

Ps @—(ES +‘§)§5th +(VE HA/S)%E(VS +\78) =Ps (1 —& E_ EV +
p: L= e:) V. ~vd +(1-) SB

(G.6-1)
- 0 9P _dps ; dp ;
& (£$+£)Q&( p) =(1-¢ )a = Hl - )—= s (G.6-2)

El término correspondiente al transporte turbulento queda como:
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0 Qg 02V | NV d DV [, | Ve OV 02 =
0 11 —+ 0
0 e 02 dz dz v [T vSSS dz oz 0
U - U
0 E’gﬁdZVgss +d e d Oeg ETDV E,g_ s dD£$vg$DB%+ 5
4 o % B dZ  dz dz Ev;@ Ve 02 d_zE Ve DDD 0z DE
377 ey, 0%, Dsssvgss 0V NV d eV, £V BV 39, O
[ =+ — U 2 (Vs — 5 —E_—=+
O Ves 07 E V2, dz2 dz dzpg Vi [ Voo Uz 0z ;
B EVye 7V OV d DELVe O B
=+ gl U
H Ve dz2 dz dzp vy H

(G.6-3)

El arrastre interfacial queda del mismo modo que en (G.5-4). Finalmente, los Gltimos
dos términos de (3.2-4) quedan como,

Zprsp-g-(eS +E)g(ve +9.)’ z% (16, )vel, VAE H1 £, )VAH, (G.6-4)
t t

A\ 1 O O PO . O % ~ 0 "
—(&s TE -— + =(1-¢ —= - E—=(1-¢)p.
( s )EH)S a(pss p)Eg ( S)IEWS agg 5]105 g a( ss) p
(G.6-5)
El sistema de ecuaciones linealizado, se expresa en forma matricial como:
2
At icdY +pm+h =0 (G.7-1)
ot 0z 0z
donde,
~ ~ ~ ~\T
u=(¢ p v, 9,) (G.7-2)
-1 O 0 0 O
BpS Es 0 0 B
A = G.7-3
20 o % 0o 1 (©.7-3)
ﬁo 0 0 p (1—£$)ﬁ
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W)

(o8]

B Vg 0
] pssvgs gssvg$ € Pss
O 4 av e PV 4 ., de [
0 == gss £ ssMss¥gss _ 7 tur ss
0 3,ng dz ® O a 3"% dzf
=0
O Ce, 0V N B
[l
4 ur LV, SS dV SSD 4 ur sss dZ
Cou gm0 (me) 4 EV 0
03"° ov. dz 3 d Elsssng%
O g
E (Fz0 Ve @
0 0 0 00
D 0 0 05
0 4 0
C=(0 0 oMVeg O
0 3 0
O O ev. 0 O
ﬁ) 0 D_ﬁu;ur SS gSSD Oﬁ
O3 Vs [
0 Qe 0 0
0 dz
9 pv)  L(ev,e) 9 (e.p.)
de g dz\ = dz
0 U c [
0 O sPs Woss [l
0 D6V Vs [ O O a dz O
0 O a dz B 8 O
0 Dy oof > HyEs (1= &) +0
0 F o \2 +gg ™, [
0 maD, =% ag O g U
0 0 o o Y [
ss MssVgss
. H ab 5
0 18 O
B 0 ¥/JQ£$(1—£$)+ O
0 g e [
O O Oe_ d?v nl
0 Dy _(:l'_“:ss)g -U = g$+ il
I:I a EH' tur DVS$ dZ @
S g ’ degssiljgss
H H dz dzpyv.

Upo(1-6 )V +
0 ps(1-4)

EF]' tur ESSVQSS dVQSS

) Ho V2, dz

i ooooooo

(G.7-4)

(G.7-5)

de
dz

il
5—¥ Hyes (1-64)0

1|
MmMmOOOOoOooooOoboonogoogooogognonm

(G.7-6)
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_ WP BV dp, 18 2f 4 . dv 0
D,, = 5 g . di + | +—§,ug (1 —2¢¢:$)(vQJS —VSS) +a|:9;I PecVirs §,u; dzg 5
(G.7-7)
O d dp.  2p.f 0 p.O d’v, v, d v M U
V sS4 s 4 s 'sF V2 + _ Mss + tur gss gss + gss gss ]
o - gps S dz dz Db T 1> a3t E'; dZ  dz dzfv % ]
a1~
O 18 0
H 7 U, (1—2£$)(vg$ —VS) H
p
(G.7-8)
0 dv, , 18 A
[Ps (1_ 3s)_-i__zl‘lg‘gss (l_SS) + Pels (l $)V% %
0 dz dj D, 0
D44 =0 P L] (G7-9)
0 4 tur Dgss d gss dv9$ d Dgss m [
i — O
] 37 B 07 dz dzV.[f H
O d C
O Eﬂl-é‘s)vﬁﬁ 0
O O
O d O
S E(ES p$vg$) S
Ijl‘s psvgs dvgs +£ dp$ _ﬂ tur O dZVQSS + d£$ dVQSSD [D
% a dz S dz 3 Ha ?§ d? dz dz %

h =l 18 of 0
O — 1- v ) +5F e po +9p 0
EH di l’lggs( 85)(Vg$ SS) aDt SSpS gss a pSH]

O O

O 2 O
0P, (1- v S 41, ) B 2 e P2 O Tl Vo)
00 dz dz 3 ° BV, dz dz dzgovs (@ [
0 18 2p.1 0 o B0

u = e (1-6) (Ve ~v ) #2251 (1-g )2 +(1-¢ —Ps g0
L el B e

(G.7-10)

Las matrices A, B, C y D son de tamafio 4%x4 y son funciones de z. Notese que la
matriz h corresponde al estado estacionario de este sistema de ecuaciones.

Ahora, obtendremos las ecuaciones que representen las perturbaciones de las
variables {; para lo cual, debemos restar el estado estacionario (h =0) a las ecuaciones

linealizadas (G.7-1), con lo que se obtiene:

128




Apéndice

A@+B£E+C£2—2+Dm:0. (G.8)
ot 0z 0z

(G.8) es un sistema de ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden, para
saber si este sistema es hiperbdlico, el discriminante debe ser mayor que cero, y ya que sélo
tenemos un término de segundo orden (en la direccion z), y ningun término de segundo
orden en otra direccion espacial, o en otra variable. Por otra parte, no hay términos de
segundo orden con derivada cruzada. Por lo que el discriminante resulta ser igual a cero
(Carrier y Pearson, 1988; Arfken, 1995), y entonces (G.8) no es hiperbdlico sino parabdlico.

A partir del sistema de ecuaciones para las perturbaciones de las variables
dependientes (/, representado en (G.8), pueden obtenerse las ecuaciones de onda de

fraccién volumen y de presion.

G.2 ESTADO UNIFORME
Puede obtenerse un caso particular importante, al considerar que el estado
estacionario es constante (mejor conocido como estado uniforme); es decir, ¢/ =, , donde
Y, :{50, Pos Vgor vso} es constante, con lo que (G.8) se reduce significativamente al eliminar
dy,
d

todos los términos

, para obtener:

2
A, B, e, @Y 4p, m =0, (G.9-1)
ot 0z 0z

ahora las matrices que premultiplican a las derivadas son constantes, y en donde

1 0 O 0 0O
O O
0P & 0 0 0
A, = 0 G.9-2
°"Q0 0 5050 0 o (6.9-2)
ﬁo 0 O ps(l—so)ﬁ
E—vso 0 0 (1-&,) B
DPoVgo  €oVgo &Py 0 0
B, =U O, PV, O O G.9-3
°T 0 £, oMo Vgo 0 0 ( )
0 O a [ 0
E 0 (1_50) 0 @s(l_go)vso%
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U

IZIEIIIZIQI:II:II:II:II:I

OoOoOooodd

O
w
ey
o

o O

M 0 0 o0
UJ
D 0 0 07
O 04 o U
c.=0 O — U e 0 G.9-4
0 0 B_s g OH 0 ( )
O 04 . ev,0 O
? 0 |:I_g'u;ur 0 g0|:| Oﬁ
|:| VSO D
0 0 0 O
0 0 0 .
0 18 O O
of oo Dzt t-a)ln o4 05
El_gFgngo+_D B . B ~7 Hgéo (1_‘90)DD
HaD, ap O 4, oy 2 699
§ ab " § '
18 0
g U8 ?”950(1 )05
(1_‘90)5 ~Oz Mo (1-6)0 D4,pof BS
P EISiSF(l_go)VsoD
0 D DE
(18 2f 0
Di10 = O3 My (1_250)(\/90 VsO) +—= pOVSOD (G.9-6)
Ee D,
[bp_f 0 0 8
Psle o _F: U, (1—2,90)(vgo VsO)D (G.9-7)
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APENDICE H

H.1 OBTENCION DE LAS ECUACIONES DE ONDA DE FRACCION VOLUMEN Y DE
PRESION

Partiendo de las ecuaciones de movimiento de (3.3-1),

-~ ~ 3~ -~ A
EO pO Da + a |:|an aZp 4 tur a Vg 65 [Qng 2 gDap
- Voo = +& E— tDg 0 — F[F—&Vo 11— t
a ot Pozdoz ° oz 057 Ty, Hap, °'° "aHoz
(18 af Oov, 18 o, _
B_s/'[ggo (1_‘90) +a_|;t‘90 povgoéa_zg _d_s Hyé&y (1_50) o7 =0
(H.1)
0o .., 900V, °P 4w EoVgo 0V g ap
1-¢ V, 1- —_— 1-
Al )Eﬁ 9z 8z + )02 37 Ty, az 310 _( )aaz
18 ov, 08 L 40,1 Dav '
—UE(1-g )=+ &(l-¢g ) +——F(1-¢ =0
o Hoto (1- &)= e %Tp:ug o(1-5)+ D, (1-&)v
(H.2)

Iniciaremos el desarrollo con la primera de estas dos ecuaciones, sustituyendo las
derivadas espaciales del vapor y del catalizador de (3.2-7), junto con (3.3-2) en (H.1),
obtenemos:

_&R00 900100 oo,, 00 @b 0P
a Hor Ve g HEHar Ve o e "o o oo PHTR o T

4 g DlD63 0° 0. 1D 0° 0°0 O 08 [@2f, , g0dp

= +V +Dyp0— + EVyo [~
3t S0 % [ﬁzzat Y0 6Z3E P ‘o Hazat go6_23% pg 319 9z %a?t 0790 agaz
%L_S ., (1-5,) + af M ooy Bﬂlﬂ o 00, 100 aDﬁD_
E,Ug 0 ) aD, 0 PoVgo D_Eﬁ_ 90 GZH 6'[ QOEE E

18 0o 0.

d_;,uggo EE-I-VSO EHE =0

(H.3)

simplificando algebraicamente y agrupando términos, finalmente se obtiene:
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mpo,, 0, 4 00, opoer 08 4fy B @,
_ B} e
atpt o T3MHa worl oz Hte " =0, P Ha Mo

9 FIE 0o
IOO - +(90 +\/_) i "(VQO ) p #'“;D 'Vgo_ pz -
azHHat ot "oz oz

(h8 4f BDA
B_/’{g(l fo) 4_g':po goDB)_ glaZH

p

(H.4-1)
donde,
18
?:ug E‘o (Vgo _Vso) S0
A =—P H.4-2
gl glj .\ 4 ng p y ( )
2" ap, %
|:Qng 2
Po Ei?govgo +90
Cy1 =Vgo ~ 5 ! h (H.4-3)
% e Ho (1780) + - Po¥at
p t

(H.4-1), puede reescribirse al utilizar las variables adimensionales (3.3-5), como:

w0, 0, 4 .00, enoer OB 4 Bo @,
_— 6‘ —_—
apt ozl T3t Hat or o7 Harte " =0, Pl Ha v

) W 0 aj 62
po +( Va0 +‘/_)a %at % —\/_)E P #ﬂgaja_t “ o 0z
K| 4f .
5—8119(1 &) +—ngo goDH)— %ﬁp* 8

p
(H.4-4)

Desarrollando un procedimiento similar al anterior para la fase sélida, (H.2), se
obtiene:
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0o f . 2h 4 . EVg 0100 0., 100 @ 0o%
+v, +(1-¢ — 1 — 0= *v £+ — H, T— +
P Ve gl £ (Lm8) 5t v, EHot oor® TpHat " ad "oz
0& gop 18 01 0o o0., 100 op 0
dyo— &)—— U E L&) — E+—— v PO+
19 9z ( 0)aaz d2 e o O)G’OEE % 521 pOot a7
(hg ,0 <. 0o 0 0.
& S A +V,, =0
e
(H.5)
simplificando algebraicamente y agrupando términos, finalmente se obtiene
pDG orf p —,u“" goma 00 0%¢ Dl8’u AP £+>\sla]5+
“Hot " 3z 9 ooroz Hts D, g Mo
9%p WA £voDa 000°p L 18 0o g .
1-¢ wr —82 £, +C =0
-&) 5z 3 H oy B * gOazHaz ppdl? 1o (L5 *eaph P
(H.6-1)
donde,
2.1, 0 0. 18
/T:)Fvso s _F:;Hg +? Hy Elso t& (VgO ~Vso )E
- t P }
Ay = apt, 18 (H.6-2)
TVso“Ld*s,Ug
d2
Ca = Vo~ (H.6-3)
18u,¢,a
reescribiendo (H.6-1) con (3.3-5), obtenemos:
Da 4 L goma o0 0%é* L8 4pf, B o a .,
+V ] €* + 5 Fy g —+ £ +
alen SOaH oo o a7 ﬁdjg“ b, "Har Mo
1-¢,  0°p* A Voo 0 0 [0 p* 18 0o o0 .
— — 1€ * =0
& Moz 3M e VeoHoz Taz (=5 g
(H.6-4)

gue es una expresion de la misma forma que (H.4-4). Las ecuaciones (H.4) y (H.6), estan
expresadas en forma de ecuaciones de onda para la fraccion volumen y para la presion.
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APENDICE |

|.1 ECUACIONES HIDRODINAMICAS LINEALIZADAS “MODELO INCOMPRESIBLE”

Aplicaremos la descomposicion (3.2-5) a las ecuaciones (3.4-1)-(3.4-4) y soélo
retendremos los términos de primer orden en (.

Las ecuaciones de conservacion de la masa (3.4-1) y (3.4-2), quedan como:

0o 00,, OV, . de, Qv  d
+Vv _—TEE+E +Vv S +& +—|( &V =0, .1
Bi g% GZH 09z Y dz dz dz( = gss) (1)
0 O oV, o de, .dvg
- +V —£+1£ —= - +— 1-¢ =0. [.2
Ea_ E az Vs dz  dz @ ) Ve (1-2)

Las ecuaciones de movimiento, las analizaremos nuevamente término a término,

~\ [0 -\ 00 - 0o o0 . Vs -
Py (555 +£) §+(VQS +VQ)EE(V9$ +Vg) :pg‘%ﬁ +Vg$a_£\/g +pgvg$d—gzg +

gss

Py dz
(1.3-1)

0 %, db, , do,

— — te——= —= [.3-2
(“:’“SJrg)az(p’“S b) =¢ ® 0z e dz s dz (1-3-2)

La turbulencia y el arrastre interfacial, quedan linealizados del mismo modo que en
(G.5-3), (G.5-4) y (G.6-3).

El término de interaccidén de la fase vapor con las paredes del tubo queda un poco
diferente, debido a que ahora la densidad es constante:

20, fe ( .

t t

ssVgss'g ssVgss

v )2 2Py (v E+26 V. VU +EV ) (1.3-3)

El dltimo término en (3.4-3), correspondiente al efecto de la gravedad en la fase
vapor; es constante, y por lo tanto queda igual.

La ecuacidon de movimiento para los sélidos (3.4-4), queda casi igual que la analizada
en (1.3), con excepcion del dltimo término, que ahora queda como:

A-(ex +&)H 0. —p,) 9 =~ 2. —0,) 9€ H o, 1) 9(1 £) (1.4)

y entonces, el modelo incompresible linealizado, puede expresarse en forma matricial como:
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A BaLu+Bin £E+C £2—12J+Din @ +h,, =
ot 0z 0z

donde el vector solucién es el mismo que el dado en (G.7-2).

w

5

EEHDQDDDDDDDDD

1 0 O 0 O
l 0
A :D]' 0 0 0 B
" 0o 0 p,e o d
B0 0 p-g)
~Vg 0 0 (1-¢,)
Vs 0 Eg 0
AW 04 de T 0
3% dz = Bag =379 dz H
[e, Vs O
ﬂ,ut“r D\/}_QS _deg (1-¢,) ,thur = 02 B N 0~ £ v) dv,
3" Ve dz 0 s 3 g Dd D€$ Q$$ Eﬂ tur $2g5
= HB V2, dz
20 Vs
0 dvg 0 0 deg 0
U gz dz D
de d 0
e o & o
0 dz dz 0
O 0 0 0
0 U pe OIV£+ 0 0
0 0O %% dz B 0
0 8 (s ul
Od, O &z,ugsss(l—gss)m ~Cry Uyt (-6 )
H Edp B P &
D =0 O
"0 0 40T ey 4d 0
0 H D "% H 0
7 O 18 [ .
U U
0 B ?/’IQESS (1_855)"' N 0
O o e N 0
O O 0 ¢ d?v al O
|:| _d4l O _D |:| E_SS gss + @ d44 D
D [H' Iutur D VSSS dZ @ D
B % ’ DdVGSSiD‘Ss S
H H ﬁdz dzgv; H

%%%DDDDDDD

(1.5-1)

(1.5-2)

(1.5-3)

(1.5-4)
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O dv dp. 18 20, f 4 . div 0O
d = \V/ 9ss 4SS 4= 1_25 Vv my g'g V2 tur gss
2T =T g d;”@’( ) (Vee v b, = 3% &7 g
(1.5-5)
0 dvg . dpg . 2p.f 4 Qv dv, dv d v O
o=+ =+ P (o p g 4Dy R e R
q :E dz dz D, 3 e 02z Z dz Ve E
41
0 18 0
H 3 Hs (1—2£$)(ng —vﬁ) H
p
(1.5-6)
(-8 = D e, (1) + 220 (16, v,
1l P t 0
d, =0 " , 0 (1.5-7)
0 4 LBV 0V OV d eV, [ i
o + — [ > iI'
] 3" gvi dZ  dz dzpg Vi @ H
0 d L
(] E@l_“%)vﬁg 0
A 0
A 0
B d (£$Vg$) B
E.i;p ey N OI&—E/f” = e +98s Mo BD
|j] g—ss gss dZ ss dZ 3 g ss dZZ dZ dZ E DB
h,, = 2 =l
n 18 20, f
ul — e (1-€ )(v -V, )+—g F e V2 +p gHO
g p kv, dv, d t 00
BDOS (1—£$)v$s—dv$s +(1—€S)d& A . =Vos Vg$ +Qos d DEVes L1 DB
od dz dz 3 ° Hv, dz dz dzOo v 0§ 0O
OU 18 20, f o0
0 — M EG (176 )| Vo ~ Vs +Psle 1-e )V +1-¢. ) p. —p,)9E
= 3o (1-£.) (Voo ~Ves) TRRRRAC! (0. -5,) 50
(1.5-8)

Ahora obtendremos las ecuaciones que representen las perturbaciones de las
variables (; para lo cual, debemos restar el estado estacionario (h,, =0) a las ecuaciones

linealizadas (1.5-1); para obtener:

Am[?—“+Bmé)ﬂ+c£2—‘j+Dm m =0. (1.6)
ot 0z 0z
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A partir del sistema de ecuaciones (1.6) puede obtenerse una ecuacion de onda para
la propagacién de pequefas perturbaciones de la fraccion volumen del vapor en el lecho
fluidizado.

[.2 ESTADO UNIFORME

Si el estado estacionario es uniforme; ¢ =¢,, donde ¢, 2{80, Pos Vgor vso} es
constante, y entonces podemos reducir significativamente (1.6) al eliminar todos los términos

% , para obtener:

2
AinO Ijaﬂ-I_BinO E?E-FCO ﬁ_l;I +Diﬂ0 IV :O’ (|7-1)
ot 0z 0z

donde la matriz C, queda igual que en (G.9-4). Ahora las matrices que premultiplican a las
derivadas en (I.7-1) son constantes, y se definen como:

+1 O 0 0 O]
O O
A =0t 0 0 0 O (1.7-2)
00 0 p,& 0 O '
EO 0 O ps(l—eo)ﬁ
gvso 0 0 (1-&) E
_ DVgO 0 & 0 0 (| 7_3)
" D 0 80 Ioggovgo 0 D .
0 (&) 0  A(-&)vl
0o 0 0 0 0
[l O
0 0 0 0 0 0
0 8 0
O 2,6 (1-,) 40 0
] g N _Ejl. _ DD
Dd310 0 4p, f 0 5 Hyo (1 SO)ED
=0 9 oF P O .
Dan D 5 Dt ‘SOVQO 5 D (|7 4)
[l ]
18
B o ?ugeo (1-&) +%
Gy O ~Crhhs (1-5)0 m;f %
P F—(1-g,) Vv,
E 0 D ( O) O%
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18 79 9
d310 :y'ug (1_280)(\/90 _VSO) +
p

2’05st Vao +(,05 —,09) 9 +]C-|_§/J9 (1 _280)(\/90 _VSO)
A p

(1.7-5)

(1.7-6)
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APENDICE J

J.1 ADIMENSIONALIZACION DE LAS ECUACIONES DE ONDA DEL MODELO

COMPRESIBLE

Utilizando las variables adimensionales, (3.6-1)-(3.6-3) en las ecuaciones de onda

(3.3-3) y (3.3-4), obtenemos:

Y,

D f f 2 0O
ovfOo 00 .4 ,vO3d o0 @
G_& 25 - tRe _D 'u; =05 tRe 057 U
0 a 0ol r o/g 3 ° L'gor TdOa° 0.
O e+
0 Dlsﬂ Al oV Ov Do +re 00 0
: 2D PH e g ]
0 0
TRQvI00 op 90 o 00, 0
0 ad?Hbpr  wolHbr  mald O
0 O
0 4wV D0 g 980 _ Opag
0 3% UHr o agHac? 0
Oy [hs 000 0
1-&)+—L pyv, +Re. —
? s:ug( O) t Po QOE%TT Cg1 az%
D f f 2 0O
Ovdado 0 4 Ve v o ol o
+Re, — +— "+ —-7—+R -0
- BrH Bpr % acH T3t v, UHar T wH YT o,
O Oe* +
0 DlSﬂ +4psstVDV%i+ a4 0
H z s D. SOEFEF’T Y4 H 02
Op, 1-&, 0* |4 Ve v 00 000 O
S0 2 =2 4Re -
G2 a7 3 v, UHr acHacr B
O o =
18 v 00 o0
O —u (1-&)—>5—+Re, —
Q dilug( O)LZE’?TT CslaZD E

J.2 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS Y ANALISIS DE LOS ORDENES DE

MAGNITUD DE LAS ECUACIONES (J.1) Y (J.2)

Utilizando los datos del estado uniforme descritos en la Tabla 3.1, junto con la

viscosidad cinemética del vapor; la cual, se evalla de la siguiente manera:
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K
’ sougE: 2

p=——t19 = mK =4.2463 x107° —
Pylsam  0.7065 n?;“ S

y entonces,

m2
,  4.2463x107° 1
== —>-=55743x107° =,
L (27.6 m) S

se evaluaron los coeficientes de las ecuaciones de onda adimensionales (J.1) y (J.2),
obteniéndose:

0° 0 000

= —~(2.088 x10°)— 27 orl”
Ly 02 2y 0 00% 0
(4.957x10 2)aZZ +(2.927x10 12)5%7?

~(8.3615 x10'3)(% ~(3.967 x10*)

(2 199 x10° 15)

E* +

63
1.39><10‘5)aZS

|
imif oo o o o i

Iy i

(3.3)

|
|
(S3)

—(2.199 ><1O‘15) aa: (2 089 x10'8)

$To
[
T2 S
'\'
Tda
+

62
399.02
( )a(Z

>

*
I
o

+(2.927 ><1O‘12)

63
1.39x10'5)azs

j
[
+
E
mooogooon @

~(8.512 x10'4)(% ~(1666.84)~

aOoOoOoOoodo

N

0? -\ 0
(4.039x10" IZ)FJ’(S 789 %10 S)WEEHJF

62
(88.84) =t

63
1.4o7><10'5)a 7

+(8.3854><10"3 9, +(3.927 x10") (J.4)
or

1000 2
D:I]I:II:II:II;I’I:II:II:II:I
»

+

e

63
o>

62
17.5) e

+(2.963x10° 12) ﬁ?ﬁ (1.407x10°%)

0 0
(3 512x10 4) p (1 667 x103) 3

o o =
DDDDﬂD
¥
1
o
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Kan,

3@2'

Todos los términos en estas ecuaciones, tienen las unidades de

Mediante un andlisis de 6rdenes de magnitud de las ecuaciones (J.3) y (J.4),
podemos descartar los términos mas pequefios para quedarnos, con los términos de orden

mas elevado (107™), para tener:

Py %8 018 4f, 090 . 00., p 92 p*
;V;o 07 ﬁ IOO gﬁ%—”@‘l& i —EO(VSO —a) Era
, (J.5)
(18 4f, Upo 00,
%Tp/'[ (l "":o) 43_ pO gODEa_ g1 Hp 8]
, 0°6* L8 Aot
pS S + /’I s + g* +
o 0z a2 5 g D, EEE )\slaZH 05)

1-¢, 8°p* 18 00 0.,
o) Eoo 7 +d_5ﬂg(1_£O)Eﬁ_t+C —Hp =

gue es un modelo simplificado de las ecuaciones de onda (3.3-3) y (3.3-4).
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NOTACION

En esta seccién, definimos las variables que aparecen durante la tesis, e indicamos
las dimensiones que tienen, mediante la simbologia; M (masa), L (longitud), t (tiempo), T
(temperatura). Las variables en negritas, indican caracter vectorial o tensorial. Salvo que se
indique otra cosa, los nimeros entre paréntesis se refieren a las ecuaciones en las que
aparecen los simbolos por primera vez o se da su definicion.

NOMENCLATURA

as RTO/IVI grupo de constantes en la ecuacion de estado del gas ideal (2.9-34), L*t™.

a, a, a, 4, grupo de constantes en las ecuaciones de onda reducidas, (3.6-4) y (3.6-5),
definidas en la Tabla 3.5.

a; =a, constante a, modificada debido a que se desprecian los efectos de pared,

definidas en la pagina 78.

velocidad del sonido en el vapor, Lt

area interfacial especifica, formada por las fases k y ¢, L™.
area interfacial especifica, entre el vapor y el catalizador, L™.

area interfacial de la fase k-ésima con la pared del tubo, L,
matriz de 4x4 , cuyos elementos dependen de z, definida en (G.7-3).

matriz de 4x4 , cuyos elementos son constantes, definida en (G.9-2).
matriz de 4x4 , cuyos elementos dependen de z, definida en (1.5-2).

matriz de 4x4 | cuyos elementos son constantes, definida en (1.7-2).
constantes arbitrarias, asociadas a la solucién de una ecuacioén diferencial
ordinaria de segundo orden con coeficientes constantes, en el caso
particular en que las dos raices de la ecuacidn caracteristica son reales e
iguales, (3.9-22).

grupo de constantes en las ecuaciones de onda reducidas, (3.6-4) y (3.6-5),
definidas en la Tabla 3.5.

constante b, modificada debido a que se desprecian los efectos de pared,
definidas en la pagina 78.

matriz de 4x4 , cuyos elementos dependen de z, definida en (G.7-4).

matriz de 4x4 , cuyos elementos son constantes, definida en (G.9-3).
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Bin matriz de 4x4 , cuyos elementos dependen de z, definida en (1.5-3).

Bino matriz de 4x4 , cuyos elementos son constantes, definida en (1.7-3).

B. B,, B,, B, constantes arbitrarias, asociadas a la solucién de una ecuacioén diferencial
ordinaria de segundo orden con coeficientes constantes, en el caso
particular en que las dos raices de la ecuacién caracteristica son reales y
diferentes, (3.9-23).

C velocidad de un sistema de referencia Lagrangiano utilizada en una
transformacion de Galileo, (3.9-27).

C matriz de 4x4 , cuyos elementos dependen de z, definida en (G.7-5).

G, matriz de 4x4 , cuyos elementos son constantes, definida en (G.9-4).

Cau ng, Cir Cys velocidades de propagacion a la ecuacion de onda (3.3-3), definidas en la
Tabla 3.3.

Cy» Cs velocidades de propagacion asociadas a la ecuacion de onda (3.3-4),
definidas en la Tabla 3.3.

C, C,, C,, C, constantes arbitrarias, asociadas a la solucion de una ecuacion diferencial
ordinaria de segundo orden con coeficientes constantes, en el caso
particular en que las dos raices de la ecuacion caracteristica son complejas

conjugadas, (3.9-24).

Cys velocidad de propagacion asociada a la ecuacion de onda (3.6-24), definida
en la Tabla 3.6.

CFB Circulating Fluidized Bed (lecho fluidizado circulante).

CFBC Circulating Fluidized Bed Combustion (combustor en lecho fluidizado
circulante).

D matriz de 4x4 , cuyos elementos dependen de z, definida en (G.7-6)-(G.7-
9).

D, matriz de 4%x4 , cuyos elementos son constantes, definida en (G.9-5)-(G.9-
7).

D, matriz de 4x4, cuyos elementos dependen de z, definida en (1.5-4)-(1.5-
7).

Dino matriz de 4x4 , cuyos elementos son constantes, definida en (1.7-4)-(1.7-6).

Dy tensor de rapidez de deformacion de la fase continua, y, t,

[_)y tensor de rapidez de deformacion de tiempo ajustado del vapor y, (2.9-10), t™.
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K

o O

©

D

FCC

I
IGT-DOE
k

K

K
K
Ky, Ky, Ky
K

M2 KMS’ KM4

K K

M1s? M 2s? M3s

diametro del tubo elevador, considerado constante, L.

diametro promedio de las particulas de catalizador, L.
sistema coordenado de referencia Euleriano.

vector unitario en la direccién r , adimensional.

vector unitario en la direccion z, adimensional.

funcionalidad de <Dy>y con D{vy}y, (2.9-12).

suministro externo de ¥, por unidad de masa, (2.3-1).

una funcion del tiempo desconocida, (3.7-3).

factor de friccién asociado a la fase k (2.9-37), adimensional.
factor de friccién asociado a la fase vapor, adimensional.
factor de friccién asociado a la fase solida, adimensional.

Fluid Catalytic Cracking (Desintegracion catalitica en medio fluido).

.z . . 2
aceleracion gravitacional, L/t".

aceleracion gravitacional, L/tz.

vector columna de 1x4, cuyos elementos dependen de z, definido en
(G.7-10).

vector columna de 1x4 , cuyos elementos dependen de z, definido en (1.5-
8).

tensor unitario o tensor métrico.

Institute of Gas Technology.

indica fase k —ésima.

energia cinética, (1.3-1).

grados Kelvin, T.

es una velocidad de propagacion (3.6-3), L/t.
coeficientes de la ecuacién de onda (3.4-10), definidos en la Tabla 3.4.
coeficientes de la ecuacion de onda (3.6-24), definidos en la Tabla 3.6.

coeficientes de la ecuacion de onda (3.7-4), definidos en (3.7-5)-(3.7-8).

K Kgizr Kgia  coeficientes de la ecuacion de onda (3.3-3), definidos en la Tabla 3.2.
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gcly K gc3

K
Ks/ll’
K

gc2?

sh21 Ks)l3

K

A XX

scl? sc2? sc3

coeficientes de la ecuacion de onda (3.3-3), definidos en la Tabla 3.2.
coeficientes de la ecuacién de onda (3.3-4), definidos en la Tabla 3.2.

coeficientes de la ecuacién de onda (3.3-4), definidos en la Tabla 3.2.

Korteweg-de Vries.
longitud del lecho fluidizado, L.

operador general local instantaneo (2.4-5).
longitud caracteristica de la estructura de flujo, L.
sistema coordenado de referencia Lagrangiano.
longitud de mezclado, L.

longitud caracteristica de la fase continua (figura 2.1), L.

longitud caracteristica de la fase dispersa (figura 2.1), L.

velocidades de propagacion de segundo orden en (3.6-16) y que estan
definidas en la Tabla 3.6, L/t .

raices de la ecuacion caracteristica (3.9-19).

masa agregada, aparente o virtual (D.1), M .

flujo mésico de la fase k (2.9-45), M/t.

peso molecular del vapor de agua (2.9-33).

Numero de Mach: vk/\/a, adimensional.

raices de la ecuacion caracteristica (3.9-28).

vector normal unitario que apunta hacia fuera de la fase k, adimensional.
vector unitario en la direccién de la propagacion de la onda, adimensional.
energia potencial (1.3-1), o un polinomio (3.9-8).

campo de presién de la fase k, ML™t™.

campo de presién evaluado en un estado estacionario uniforme, ML™t™.

presion del fluido en el plano z=0 alejado de la esfera (E.1), ML™t™.

radio promedio de una esfera solida (figura 2.2) (particula de catalizador),
L.

radio de la celda unitaria simétrica (figura 2.2), L.
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radio del volumen promediante V (figura 2.1), L.
constante universal de los gases (2.9-33), ML?/t*T mol.
radio hidraulico, L.

namero de Reynolds referido al gas (2.9-38), adimensional.

namero de Reynolds referido a una particula de catalizador (2.9-43),

adimensional.

namero de Reynolds de onda (3.6-3), adimensional.

area de seccion transversal del tubo (constante) (2.9-45), L*.
area interfacial entre la fase k y la pared del tubo elevador, L?.
area interfacial entre el vapor y el catalizador, L°.

area interfacial entre las fases k y ¢, L.

namero de Stokes (2.9-16), adimensional.

namero de Stokes basado en un remolino turbulento de la microescala,
adimensional.

namero de Stokes basado en un remolino turbulento de la escala integral,
adimensional.

namero de Stokes basado en el movimiento relativo de las particulas

sélidas al flujo, adimensional.

region superficial en R?, definida por las fases k y ¢ (2.7-4), L*.
entradas y salidas de la fase k en la frontera de la regién espacial 9", L°.
region interfacial, entre la fase continua y y la dispersa o, L*.

region interfacial, entre la fase k y la pared del tubo elevador, L*.

escala de tiempo en el nivel de descripcién promediado o global, t.

escala de tiempo en el nivel de descripcion local instantaneo, t.

tiempo de relajaciéon del proceso ondulatorio, t.
tiempo de relajacion del proceso ondulatorio compresible (3.8-2), t.
tiempo de relajacion del proceso ondulatorio incompresible (3.8-1), t.

regién de integracion en el principio variacional de Hamilton, (1.3-1), t.

region temporal de integracion en el promedio espacio-temporal, t.
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temperatura de operacion del lecho fluidizado, T .

término que contempla los esfuerzos promediados en la superficie de la
pared del tubo (2.9-36).

vector columna de 1x4 , de variables perturbadas dependientes en (3.2-6).
velocidad del fluido en el flujo reptante alrededor de una esfera (D.1), L/t.

velocidad de aproximacién del fluido en el flujo reptante alrededor de una
esfera (D.1), L/t.

velocidad superficial del gas a la cual la desviacién estdndar de las
fluctuaciones de presion alcanzan un maximo, L/t.

velocidad superficial del gas a partir de la cual, las burbujas empiezan a

aparecer en el lecho fluidizado, L/t.

velocidad superficial minima de fluidizacion, L/t .

velocidad de la mezcla con centro en el volumen (2.9-44), L/t.

velocidad promedio del vapor de agua (2.9-44), L/t.

velocidad promedio de una particula de catalizador (2.9-43), L/t.
velocidad superficial de la fase k, L/t.

velocidad superficial del gas, L/t .

velocidad superficial de las particulas sdlidas, L/t .

velocidad terminal de las particulas en un medio estancado (2.10-15), L/t.

velocidad de flujo de la fase k dentro de 7 (2.3-1), L/t .

desviacion del campo de velocidad de la fase k con respecto a un
promedio espacio-temporal de la velocidad, L/t.

desviaciéon de la velocidad de la fase k con respecto a un promedio

ponderado en la masa de la velocidad (2.6-4), L/t.

velocidad de tiempo ajustado de la velocidad de la fase vapor (2.9-10), L/t.
velocidad promedio de la fase k, L/t.

velocidad promedio del vapor en un estado estacionario uniforme, L/t.

velocidad promedio del catalizador en estado estacionario uniforme, L/t.
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A velocidad de la onda de primer orden de la ecuacién (3.8-4), y que esta
definida en (3.8-8), L/t .

v pseudo velocidad de la onda de segundo orden en la ecuacién (3.7-4), y
que esta definida en (3.7-7), L/t.

Vg velocidad del sistema de referencia Lagrangiano i, i =1,2 (3.6-8), L/t.

V, velocidad de la transformacion de Galileo utilizada en la ecuacién (3.9-18),
L/t.

\% vector que representa las propiedades termodinamicas en 7", (2.4-5).

\% volumen promediante, definido por la regi6n tridimensional 9", L>.

Vi volumen ocupado por lafase k en V, L°.

v region en R® (figura 2.1), L*.

A region ocupada por la fase k en 7"; es decir, 7%, 07", L3,

7. region en R* donde se encuentra la celda unitaria simétrica (figura 2.2), L>.

W,, velocidad de la interface k¢, L/t.

W, =W, velocidad de la interface vapor-catalizador, L/t .

W trabajo virtual, (1.3-1).

X variable auxiliar utilizada para evaluar la integral impropia (D.7), L.

X vector de posicion al centroide de la region 7", L.

X’ vector de posicion dirigido a cualquier punto de la regiéon 7", L.

X'y es un vector de posicion caracteristico de la escala de descripcion local

instantanea, dirigido desde el sistema coordenado de referencia a un punto

de la fase k en la regién espacial %, definida en la figura 2.1, L.
Xy (X’,t ) funcion indicadora de fase o funcion generalizada, (2.4-1).

z Direccion axial en el tubo elevador, L.

Simbolos griegos
a constante de proporcionalidad en (2.9-25), adimensional.

y fase continua (vapor).
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Hy = Hq

tur

Hy

representa la variacion sobre un espacio apropiado de funciones, (1.3-1).
representa la distribucién delta de Dirac, asociada a la interface k(, en el
contexto de las funciones generalizadas, adimensional.

fraccion volumen de la fase k, adimensional.

fraccion volumen de la fase continua, adimensional.
fraccion volumen de la fase solida, adimensional.

fraccion volumen de la fase continua, evaluada en el estado estacionario
uniforme, adimensional.

variable adimensional de longitud (3.6-2).

angulo formado entre el vector gravedad y la direccion axial ascendente en

el tubo dada por el vector unitario e,, radianes.

variable utilizada en la solucién de la ecuacion de onda considerando los
efectos de pared, (3.9-17).
variable utilizada en la solucién de la ecuacién de onda despreciando los
efectos de pared (3.9-26).

nimero de onda, L.

ndmero de onda (3.9-1), L™.

radio de curvatura medio, medido desde el interior de la fase k—ésima
(E.12), L.

segundo coeficiente de viscosidad de la fase continua, ML™t™.

vector en la direccion del flujo de la fase k (2.9-24), adimensional.
velocidades de propagacion asociadas a la ecuacion de onda (3.4-10), y
gue se definen en la Tabla 3.4, L/t )

velocidades de propagacion asociadas a la ecuacion de onda (3.3-3), y que
se definen en la Tabla 3.3, L/t .

velocidades de propagacion asociadas a la ecuacion de onda (3.3-4), y que

se definen en la Tabla 3.3, L/t .

viscosidad dinamica de la fase continua, MLt ™.
coeficiente de viscosidad turbulenta de la fase k (2.9-11) y (2.9-21),
ML,
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Trr ' THH’T(/quTr BT 4

L)

viscosidad cinematica del vapor, L*t™.

variable de la transformacion de Galileo (3.9-17), L.
tensor de presiones de la fase k (2.9-8), M/Lt2 :
densidad del fluido que repta por una esfera (D.1), M/L3 :
densidad de la fase k, M/L®.

densidad del vapor de agua, M /L®.

densidad de las particulas, M/L3 )

desviacion de la densidad de la fase k con respecto a un promedio
espacio-temporal de la densidad, L/t .

fase dispersa (catalizador).

tension interfacial, considerada constante (E.12).

grupo de constantes en (3.6-13), que se define en (3.6-14).
suma sobre las dos fases, vapor y catalizador.

suma sobre todas las interfaces del tipo k(¢ tal que la fase k este presente.

tiempo adimensional (3.6-1).
escala de tiempo caracteristica de la turbulencia del fluido (2.9-16), t.

tiempo de relajacion de las particulas (2.9-16), t.

tensor de esfuerzos viscosos de la fase k (2.9-8), M/Lt2 :

tensor de esfuerzos de la fase soélida, que son constantes en cada una de
las i particulas de catalizador, M /Lt? .

tensor de esfuerzos turbulentos de la fase k (2.8-16), M/Lt2 .
componentes en coordenadas esféricas del tensor de esfuerzos viscosos
del vapor (E.2)-(E.4), M/Lt? .

flux de ¥, dentro de %, (2.3-1).

cualquier variable dependiente del modelo hidrodinAmico obtenido en el
Capitulo 2; es decir, ¢ =&, p, Vgs Vs

cualquier variable dependiente del modelo obtenido en el Capitulo 2, pero

sin efectos de pared.
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densidad volumétrica de una cantidad termodinamica de interés, (2.3-1).

frecuencia, Hz.
representa cualquier propiedad termodindmica, con caracter tensorial en

general.

Simbolos matematicos

é*
o]

c:{ab,c}
O]

RZ

R3xR

X\Y,Z

r.6.p

valor de a perturbado y adimensional.

modulo de a.

conjunto ¢ integrado por los elementos a, by c.

indica la pertenencia, que asocia a una determinada coleccion de objetos
adimensional.
“que es un subconjunto de*“.

representa algo en dos dimensiones; por ejemplo una superficie.
representa algo en tres dimensiones; por ejemplo un cuerpo, un volumen.
representa algo en cuatro dimensiones; por ejemplo, en el espacio y tiempo
simultaneos.

coordenadas rectangulares, L.

coordenadas esféricas.

Lineas superiores

N

Subindices
Y, 9

g,s

k

ss

valor perturbado.

valor desviado respecto de su valor promedio.

correspondiente a la fase vapor.
correspondiente a la fase sélida.
correspondiente a la fase K.

correspondiente al estado estacionario.
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Superindices
T transpuesto.

asociado al nivel de descripcion local instantaneo.

* valor adimensional.

Operadores matematicos

< > operador promedio integral.
< >k[ operador promedio de superficie intrinseco (2.7-4).

<> :<> operador promedio intrinseco en la superficie de las particulas de
yo oy

catalizador.

< >kW operador promedio intrinseco en la superficie del tubo elevador.
<.k> promedio espacio-temporal de ¢, , (2.5-1).
<, >k promedio intrinseco de fase, (2.5-6).

k
<xk . k> promedio de fase, (2.5-7).
{Vk} k promedio ponderado en la masa del campo de velocidad, (2.5-9).
D,
D_kt[’ derivada material moviéndonos con la interface k¢, (2.4-10), t™.
0
at derivada temporal a posicion fija, t™.
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